OLYMPIADA V INFORMATIKE
NA STREDNYCH SKOLACH

dvadsiaty Siesty rocnik
Zkolsky rok 2010/11

zadania domaceho kola
kategorie A a B

e Olympiada v informatike je od skolského roku 2006/07 samostatnou sttazou. Predchéddzajicich 21 ro¢ni-
kov tejto stfaze prebiehalo pod nidzvom Matematicka olympiada, kategéria P (programovanie).

e Oficidlnu webstranku sutaze najdete na http://oi.sk/.

NOVINKY v tomto roéniku:

e Riesenia doméaceho kola sa odovzdavaju len v elektronickej podobe.

e Praktické tlohy kategérie B je mozné riesit v lubovolnom programovacom jazyku.
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Informacie a pravidla

Pre koho je sataz urcena?

Kategoéria B ma dve kola: doméce a krajské.

Do kategdrie B sa smu zapojit len ti Ziaci zdkladnych a strednych §kol, ktori eSte ani v tomto, ani v nasledujiicom
skolskom roku nebudu konéit strednti skolu.

Kategéria A ma tri kola: domace, krajské a celostatne.

Do kategdrie A sa mézu zapojit vSetci ziaci (zdkladnych aj) strednych skol.

Najlepsi riesitelia kategérie A maji Sancu reprezentovat Slovensko na medzinarodnych sttaziach.

Priebeh sitaze

Za kazda dlohu doméceho kola sa da ziskat od 0 do 10 bodov. Na zéklade bodov doméaceho kola stanovi
Slovenska komisia OI (SK OI) pre kazda kategdriu bodovi hranicu potrebnti na postup do krajského kola.
Ocakévame, Ze tato hranica bude priblizne rovné tretine maximalneho poc¢tu bodov.

V krajskom kole riesitelia riesia Styri teoretické tlohy, ktoré mozu tematicky nadvizovat na tlohy doméceho
kola. V kategérii B stfaz tymto kolom konéi. V kategdrii A prebehne po opraveni rieSeni koordinacia bodovacich
skal, spoja sa vysledkové listiny do jednej celoStatnej a podla nej je priblizne najlepsich 30 riesitelov pozvanych
do celostatneho kola.

V celostatnom kole tcastnici prvy den riesia tri teoretické tilohy, druhy den dve praktické tlohy. Najlepsi
rieSitelia st vyhlaseni za vitazov. Priblizne desat najlep$ich riesitelov ndsledne SK OI pozve na tyzdiiové vyberové
ststredenie. Podla jeho vysledkov SK OI vyberie druzstva pre Medzindrodnt olympiddu v informatike (IOI) a
Stredoeurépsku olympiadu v informatike (CEOI).

Odovzdavanie rieSeni domaceho kola

Vsetky tlohy je nutné odovzdat prostrednictvom webového rozhrania na strankach olympiady
(http://0i.sk/) najneskor v deil uvedeny v zadaniach prislusnej kategérie.

Ako maja vyzerat rieSenia uloh?

V praktickych tilohach je vasou tlohou vytvorit program, ktory bude riesit zadani lohu. Program musi byt
v prvom rade korektny a funkény, v druhom rade sa snazte aby bol ¢o najefektivnejsi.

V kategérii B mozete pouzit Tubovolny programovaci jazyk.

V kategérii A musite pisat rieSenia v jazyku Pascal, C, alebo C++, Odovzdany program bude automaticky
otestovany na viacerych vopred pripravenych testovacich vstupoch. Podla toho, na kolko z nich d4 spravnu
odpoved, vdm buda pridelené body. Vysledok testovania sa dozviete kratko po odovzdani. Ak v&$ program
neziska plny pocet bodov, budete ho moct vylepsit a odovzdat znova, az do uplynutia terminu na odovzdévanie.

Presny popis, ako maji vyzerat rieSenia praktickych tiloh (napr. realiziciu vstupu a vystupu), najdete na
webstranke, kde ich budete odovzdévat.

Ak nie je v zadani povedané inaé, rieSenia teoretickych tiloh musia v prvom rade obsahovat podrobny
slovny popis pouzitého algoritmu, zdévodnenie jeho spravnosti a diskusiu o efektivite zvoleného riesenia
(t. j. postdenie ¢asovych a pamitovych narokov programu). Na zaver rieSenia uvedte program napisany v jazyku
Pascal, C alebo C++. Ak pouzivate v programe netrividlne algoritmy alebo datové struktary (napr. rozne stcasti
STL v C++), sti¢astou popisu algoritmu musi byt dostatoény popis ich implementéacie.

Usporiadatel sataze

Olympiddu v informatike (OI) vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci so Slovenskou informatickou
spolocnostou a Slovenskou komisiou Olympiddy v informatike. Sitaz organizuje Slovenskd komisia OI a v jednot-
livych krajoch ju riadia krajské komisie OI Na jednotlivych $kolach ju zaistuju ucitelia informatiky. Celostatne
kolo OI, tla¢ materidlov a ich distribdciu po organizacnej stranke zabezpecuje IUVENTA v tesnej stc¢innosti so
Slovenskou komisiou OI.
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Zadania kategorie B

Tato kategdriu mozu riesit len Ziaci, ktori ani v tomto, ani v nasledujtcom gkolskom roku nematuruji.
Jej rieSenia je potrebné odovzdat na stranke http://oi.sk/ najneskor 29. 11. 2010.

B-1-1 Hfadanie min

19"

Hru ,Hladanie min“ asi nemusime nijak $pecidlne predstavovat. Na niekto- 1/2|3|2
rych polickach obdlznikového hracieho planu sa nachidzajt miny. Ulohou hraca 191
je postupne odkryt vSetky policka, ktoré neobsahuju minu. Aby hri¢ nemusel len 111

néhodne tipovat, hra mu pomaha: vzdy, ked odkryje prazdne policko, dozvie sa, s % E % AFAFIN

kolkymi minami toto poli¢ko (stranou alebo rohom) susedi. EIFIFRCILTE

. 34]1]11|12|2|1

Satazna dloha (311

Napiste program, ktory nacita rozmery hracieho planu, pocet min a ich roz-
miestnenie a vypocita, ako by vyzerala speSne ukoncéena hra na danom plane.

Format vstupu

V prvom riadku kazdého vstupného stiboru st dve celé &isla: pocet riadkov R a poéet stlpcov S hracieho
planu. Riadky st o¢islované zhora dole od 1 po R, stlpce zlava doprava od 1 po S.

V druhom riadku je jedno celé ¢islo N udévajice pocet min. Nasleduje N riadkov. V i-tom z nich st dve
celé ¢isla r; a s;, udavajice riadok a stipec jedného z policok, ktoré obsahujt minu.

Format vystupu

V&S program by mal vyrobit textovy stibor, v ktorom bude R riadkov a v kazdom z nich S znakov. Kazdy
znak predstavuje jedno policko hracieho planu. Ak je na danom poli¢ku mina, vypiste znak ‘*’ (hviezdicka).
Ak dané prazdne policko susedi s 1 az 8 minami, vypiste prislusnt cifru. Ak dané prazdne policko nesusedi so
Ziadnou minou, vypiste znak ‘.’ (bodka).

Priklad ;
vstup vystup

99 e 1%k

-
o

B AP
.. 1%11221
223221%x1
*%3%11221
3%311....

Tento priklad vstupu a vystupu zodpoveda obrazku
na vrchu zadania.

©W 00 00 ~N~NOWEF
NS NEF- 00N P N O 0

Odovzdavanie rieSeni

Toto je prakticka tloha. Napiste v lubovolnom programovacom jazyku program, ktory ju riesi.

Zo stranky http://oi.sk/ stiahnite ZIP archiv obsahujici 5 testovacich vstupov, nazvanych 1.txt az 5.txt.
Vyrobte k ¢o najviac vstupom spravne vystupy a ulozte ich do siborov soll.txt az sol5.txt.

Odovzdajte ZIP archiv obsahujici zdrojovy kéd vasho programu a tieto vystupné subory.

Za kazdy spravny vystupny stubor ziskate 2 body.
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B-1-2 Starosta

Moéricka uz omrzelo, Ze st v jeho rodnej dedine chodniky plné odpadkov, obecny policajt je nezvestny, psy
starej Kosaricky terorizuju celt ulicu a navyse stéle prsi. Rozhodol sa, Ze bude kandidovat na starostu a vsetko
to zmeni k lepSiemu.

Lenze byt na dedine starostom, to nie je len tak. Na to je najlepSie poznat vSetkych dedinc¢anov. A ked
nédhodou starosta nejakého ¢loveka C nepozné, tak nutne musi poznat aspoi niekoho, kto ¢loveka C pozna.
(Inymi slovami, starosta musi mat s €lovekom C spolo¢ného znadmeho.)

Moricko si teraz nie je isty, ¢i uz moze za starostu kandidovat. Napiste program, ktory mu to zisti.

Satazna uloha

Dany je zoznam vSetkych dvojic dedin¢anov, ktori sa navzdjom poznaju. Zistite, ¢i uz Mdricko moze byt
starostom. Ak nie, najdite vSetkych Iudi, ktorych nepozné ani Mdricko, ani nik, koho Mdricko pozna.
Format vstupu

V prvom riadku vstupného siboru st dve celé ¢isla D a Z (1 < D < 1000000, 0 < Z < 5000000). D je
pocet dedincanov, Z je pocet znamosti. Dedinc¢anov si oc¢islujeme od 1 po D, pricom ¢islo 1 dostane Mdricko.

Kazdy zo zvysnych Z riadkov obsahuje dve ¢isla od 1 po D — &isla dvoch dedincanov, ktori sa navzajom
poznajui.

Format vystupu

Ak Modricko méze byt starostom, vypiste jeden riadok a v 1om refazec ,starosta“. Ak nie, vypiste ¢isla
vietkych dedinéanov, kvoli ktorym Mdricko byt starostom nemoéze. Cisla vypiste v Tubovolnom poradi, kazdé
préave raz.

Priklady
vstup vystup
4 3 ]starosta \
13 ‘. ¢ .y .y p
14 Moricko pozna dedinc¢anov 3 a 4. Dedinc¢ana 2 sice
49 nepozna, ale pozna dedincana 4 a ten pozna dedincana
2. Takze je vSetko v poriadku a Modricko moze byt
starostom.
vstup vystup
6
4

Modricko nemoéze byt starostom. Dedin¢anov 4 a 6
treba vypisat na vystup, kedze Mdricko nepoznéa ani
ich, ani ziadneho ich znameho.

BN EPR, R, O
OO0 wwNn o,

Odovzdavanie rieSeni

Toto je praktickd tloha. Napiste v lubovolnom programovacom jazyku program, ktory ju riesi.

Zo stranky http://oi.sk/ stiahnite ZIP archiv obsahujici 5 testovacich vstupov, nazvanych 1.txt az 5.txt.
Vyrobte k ¢o najviac vstupom spravne vystupy a ulozte ich do siborov soll.txt az sol5.txt.

Odovzdajte ZIP archiv obsahujici zdrojovy kéd vasho programu a tieto vystupné subory.

Za kazdy spravny vystupny sibor ziskate 2 body.
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B-1-3 Poriadok na polici

V kniznici Neviditelnej univerzity je polica a na tej polici je Sest obrovskych a strasne tazkych zvizkov
magickej encyklopédie. Tieto zvizky zija vlastnym zivotom a kazda noc sa skodoradostne preusporiadaja.

Chudék knihovnik ich potom musi kazdé rdno preusporiadat do spravneho poradia. Kedze st vSak strasne
tazké, jediné, ¢o zvlada, je vymenit dva susedné zvizky. A navySe po kazdej takej vymene musi 10 mintat
oddychovat.

Véera napriklad boli zviizky rdno v poradi 1, 4, 2, 3, 5, 6. Ked ich chcel knihovnik usporiadat, najskor
vymenil zviizky 4 a 2 (¢im dostal poradie 1, 2, 4, 3, 5, 6), potom si oddychol a potom vymenil zviizky 4 a 3 (¢im
dostal spravne poradie 1, 2, 3, 4, 5, 6).

Satazna uloha

a) (3 body) Dnes st zviizky v poradi 4, 2, 1, 6, 5, 3. Poradte knihovnikovi, ako ich najrychlejsie usporiada.

b) (3 body) Zdovodnite, preco je vase rieSenie podilohy a) optiméalne. Inymi slovami, zdovodnite, Ze neexistuje
postup, ktory by zvizky usporiadal pomocou menej vymen ako ten vas.
¢) (4 body) Budtci mesiac vyjde nové vydanie magickej encyklopédie. To uz nebude mat 6 zviizkov, ale N.
Dokéazte, ze bez ohladu na to, ako sa v noci zviizky prehddzu, knihovnikovi bude uréite stacif spravit
nanajvys N(N — 1)/2 vymen na to, aby ich usporiadal.
Odovzdavanie rieseni

Toto je teoreticka tloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte sibor vo formate PDF, obsahujuci riesenie,
spliiajice poziadavky uvedené v pravidlach.
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B-1-4 Dlazdenie

Korina je architektka. Poslednou dobou sa pustila do navrhovania modernych bytov. KedZe si kiipila Stvorce-
kovy zosit, rozhodla sa, ze kazd4 miestnost, ktor(i navrhne, bude mat podorys tvoreny niekolkymi jednotkovymi
Stvorcami. Podlahu v miestnosti sa Korina rozhodla vydlazdif parketami rozmerov presne 2 x 1 $tvordek.

i

1

Na obrazku vlavo vidite priklad jednej takejto miestnosti, na obrédzku vpravo je jedno mozné vydlaZzdenie.

Satazna dloha

a) (2 body) Korina rychlo zistila, Ze ak navrhne miestnost tvorenti nepdrnym poctom Stvoréekov, vydlazdit
sa jej ju nepodari. Ukazte jej, ze niekedy ani parny pocet Stvoréekov nepomoze. Najdite miestnost tvorent
presne 10 $tvoréekmi, ktord sa nebude daf vydlazdit.

b) (3 body) Na nasledujacom obrézku je dalsia z miestnosti, ktoré Korina navrhla. Nech sa snazi, ako chce,
nedari sa jej ju vydlazdit. Pomozte jej, alebo dokazte, Ze sa tato miestnost vydlazdif neda.

T
]

C

¢) (2 body) Pri niektorych miestnostiach ma Korina na vyber viacero sposobov, ako ju vydlazdit. Navrhnite
tak(l miestnost, kde bude mat Korina na vyber presne 3 mozné dlazdenia.

d) (3 body) Navrhnite takt miestnost, kde bude mat Korina na vyber presne 16 moznych dlédzdeni.

Vsetky vami navrhnuté miestnosti musia byt savislé (t. j. ,drzat pokope®) a nesmi vo svojom vnutri obsa-
hovat diery.
Odovzdavanie rieseni

Toto je teoreticka tloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte stibor vo formate PDF, obsahujuci riese-
nie, spliiajice poziadavky uvedené v pravidlach.
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Zadania kategorie A

’Rieéenia kategérie A je potrebné odovzdat na stranke http://oi.sk/ najneskér 15. 11. 2010.

A-1-1 Indiana a poklad

Po dlhej a nebezpecnej ceste plnej dobrodruzstiev sa pred Indianom konecne rozprestrel pohlad na starodévne
pohrebisko aztéckych kralov. Lezal tam hrob pri hrobe pozdlz dlhej cesty. Vetky boli navlas rovnaké, lisili sa
len vyskou nadhrobnych kamenov. Pri prvom kameni bol nasledujici napis:

Ak mudry si, hned pochopis, kde poklad méj mé svoju skrys.
Nepomoéze vsak ni¢ po tom ¢o zastane$ nad zlym hrobom!
Vyklad tychto versov je jednoduchy: ak otvorite hrob s pokladom, tak tento poklad ziskate; v opa¢nom
pripade neziskate ni¢ a pravdepodobne vas nie¢o rozmliazdi. ,, To nie je prili§ ldkava perspektiva, pomyslel

si Indiana. V tej chvili si vSak spomenul na stary néapis, ktory kedysi videl v aztéckom muzeu. A zrazu bolo
Indianovi jasné, kde sa poklad nachadza.

Mtdry je ten, kto voli z prostrednych, ak nakoniec najvicsi vyberie.
Satazna dloha
Nech K je nepéarne prirodzené &slo. Medidn postupnosti dizky K je jej prostredny prvok podla velkosti.
Teda keby sme dant postupnost utriedili, medidn by bol ten prvok, ktory by skonéil na pozicii ¢islo (K +1)/2.
Dané je postupnost N celych kladnych ¢&isel vy, vs, ..., vy a neparne celé ¢islo K. Vasou tlohou je najst tu
stvisla K-prvkovi podpostupnost tejto postupnosti, ktorej medidn je najvicsi, a vypisat velkost tohto medidnu.
Napriklad pre postupnost vysok hrobov (4,5,1,3,2,4) a K = 3 mame na vyber $tyri sivislé podpostupnosti:
(4,5,1), (5,1,3), (1,3,2) a (3,2,4). Ich medidny st 4, 3, 2 a 3. Hladdme najviési z nich, teda ¢islo 4.
Format vstupu

Prvy riadok vstupu obsahuje dve celé &isla N a K — pocet hrobov a dlzku uvazovanjch podpostupnosti.
Plati 1 < K < N < 1000000 a tiez K < 10000. Kazdy z nasledujucich N riadkov obsahuje vysku jedného
hrobu (v poradi vy, va,...,vN). Vysky st prirodzené ¢éisla mensie ako 1000000 000.

Vo vstupoch, za ktoré budu dokopy 4 body, bude K < 100.

Format vystupu

Vypiste jeden riadok a v iom jedno ¢&islo, ktoré je rovné maximu vietkych medidnov savislych tsekov dlzky
K v postupnosti c¢isel zadanych na vstupe.

Priklad
vstup vystup

BN WR OO

Odovzdavanie rieSeni

Toto je praktickd tloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odladeny program.
Casovy limit pre tato alohu st 4 sekundy, pamitovy limit je 256 MB.
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A-1-2 Este raz poklad

Potom, ¢o Indiana nasiel najvicsi z prostrednych hrobov, zistil, ze napis nebol Gplne presny. Namiesto
pokladu bol totiz pod kametiom len vchod do dalsej chodby. T4 bola vydldzdend stvorcovymi dlazdicami a na
stene chodby bol vyryty tento napis:

Navstevnik, co nie je hlupy,
prave raz na kazdu stupi,
nie vSak ak je oznacena,
lebo lebka smrt znamena!

Chodba mala na sirku presne 3 dlazdice a dlhé bola kam az oko dovidelo. Na niektorych dlazdiciach boli
namalované lebky. (Par z tychto dlazdic zdobili aj skuto¢né lebky predchédzajucich objavitelov tajnej chodby.)

Indiana velmi rychlo népis pochopil — musi na kazda dlazdicu, okrem tych zakdzanych, sliapnut prave raz,
lebo len tak sa zivy dostane k pokladu. V tom momente ale zacal Tutovat, Zze m4 tak velké nohy. Nech sa snazil,
ako chcel, nikdy sa mu nepodarilo stipit len na jednu dlazdicu, ale vzdy stupil na dve susedné. To mu jeho
tlohu samozrejme znacne skomplikovalo.

Satazna dloha
Dané je chodba dlzky N, tvori ju 3 x N dlazdic. Z tychto dlazdic je K zakézanjch, na tie Indiana nesmie
stupit. Vasou tlohou je urcit, kolkymi spésobmi je mozné pokryt tto chodbu stopami velkosti 1 x 2 dlazdice

tak, aby kazda nezakdzana dlazdica bola pokrytd prave raz a ziadna zakdzand dlazdica nebola pokryta. Kedze
vysledné ¢islo moze byt velmi velké, stacéi spocitat zvysok, ktory dava po deleni zadanym éislom L.

Format vstupu

V prvom riadku st zadané prirodzené &isla N, K a L. Mozete predpokladat, ze plati 1 < N < 2500000,
0 < K <min(3N —1,1000000) a 1 < L < 1000000.

Nasleduje K riadkov, v ¢-tom z nich je dvojica ¢isel r;, s;: siradnice i-tej zakézanej dlazdice. Pre kazdé ¢
plati1 <r; <3al1l<s; <N anavyse plati aj s1 < 59 <--- < 5.

V dvoch sadach testovacich vstupov bude platit N < 20.
V dalsich dvoch sadach testovacich vstupov bude platit, Ze pocet dlazdeni neprekroci 500 000.
V dalsich dvoch sadach testovacich vstupov bude platit K = 0.

Format vystupu

Nech D je pocet sposobov ako chodbu pokryt. Vypiste jediny riadok obsahujici hodnotu D mod L (t. j.
zvy$ok, ktory dédva D po deleni L). Vsimnite si, Ze pre niektoré vstupy nemusi existovat Ziadne rieSenie, v
takom pripade vypiste nulu.

Priklad
vstup vystup
53 13 3
31 s L
19 Pre tento vstup existuji presne 3 rieSenia.
2 4

Odovzdavanie rieSeni

Toto je praktickd tloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odladeny program.
Casovy limit pre ttto tlohu je 8 sektind, pamétovy limit je 256 MB.

strana 8 z 16 aloha A-I-2



2010/11
zadania domaceho kola
kategorie A a B

OLYMPIADA
V INFORMATIKE

A-1-3 Rieka

Za siedmimi horami sa nachadza rozsiahly prales, ktorym preteka dlha rieka. Napriek svojej dizke nema
Ziadne pritoky a jej tok sa nikde nerozvetvuje. V tomto pralese rastie vela vzacnych druhov stromov, preto niet
divu, Ze pri rieke lezia drevorubadské tabory. Vzdy, ked drevorubaci zotni dost stromov, postavia z nich plt a
posla ju dole riekou.

Okrem drevorubadskych taborov sa pri rieke nachadzaji aj pily. Zamestnanci kazdej pily ¢ihaja pri rieke a
ked zbadaju, Ze sa po nej plavi plt, vylovia ju a vSetko drevo spotrebuju. Obcas je pila zastavena kvoli adrzbe,
pocas ktorej ignoruje plte a nechéva ich plavat dalej po rieke.

Zamestnancom pil prekéaza, Ze nevedia, kedy o¢akavat doddvku dreva a tak zbyto¢ne marnia ¢as pozorovanim
rieky. Pomdzte im a napiste program, ktory im bude posielat upozornenia na bliZiace sa zésielky dreva.

Satazna dloha

Rieka ma dizku N kilometrov. Pozicie bodov na rieke budt oznadené ich vzdialenostou od pramefia. V
kazdom z bodov 1,..., N sa nachadza bud drevorubacsky tdbor alebo pila. Umiestnenie pil na rieke je zadané
na za¢iatku behu programu. Mézete predpokladat, Ze podet pil P je radovo rovnaky ako dlzka rieky N.

V&s program bude dostavat udalosti nasledujtcich typov: ,pila v bode b zadina udrzbu®, ,pila v bode b je
opit v prevadzke®* a ,z tdbora v bode b bola vysland plt“. Pre kazda vyslana plf va$ program povie, v ktorej
pile bude spracovana. Mozete predpokladat, Ze rieka tecie naozaj rychlo — medzi vyslanim plte a jej prijatim
nestihni v ziadnej pile spustit ani ukoncit adrzbu.

Poznamka: Existuje rieSenie, ktoré na spracovanie kazdej udalosti potrebuje radovo menej ako log N krokov.

Format vstupu

Prvy riadok vstupu obsahuje tri prirodzené ¢isla N, P a M udévajtce dlzku rieky, pocet pil na nej a podet
udalosti, ktoré nastant (1 < N < 100000,1 < P < N a1l < M < 1000000). Druhy riadok obsahuje ¢isla
ni,...,np udavajice, na ktorych kilometroch lezia pily. Mozete predpokladat, ze 1 < n; <...<np < N.

Zvysnych M riadkov popisuje udalosti v chronologickom poradi. Popis udalosti tvori jedno z pismen Z, K a
V (Zaciatok udrzby, Koniec udrzby, Vyslana plt), nasledované kilometrom, na ktorom této udalost nastala.

Format vystupu
Pre kazda vyslant plf vypiSte jeden riadok a v miom jedno celé éislo: vzdialenost pily, ktord spracuje tiato
plt, od prameria rieky. Ak plf na rieke nezachyti ziadna pila, vypiste 0.
Priklad
vstup vystup

[e)Je}
N &> O PN

0

V poradi stvrti plt zachytila az pila na 4. km, lebo
na pile na 2. km vtedy prebiehala udrzba.

Posledna plt plavala len okolo poslednej pily a té ju
kvoli prebiehajiicej udrzbe nezachytila.

S NS XR<SIN<S<<NMDO
OO L NE N WER D W

Odovzdavanie rieSeni

Toto je teoreticka tloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte sibor vo formate PDF, obsahujuci riesenie,
spliajice poziadavky uvedené v pravidlach.
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A-1-4 Grafovy pocitac

V tomto ro¢niku olympiddy sa budeme v teoretickej tlohe stretéavat so $pecidlnym grafovym pocitadom.
V studijnom texte uvedenom za zadanim tejto ulohy je popisané, ako tento pocita¢ funguje.

Satazna dloha

a) (5 bodov) Ruské kolo radu n je graf, ktory vznikne tak, Ze zoberieme kruZnicu tvorent
n vrcholmi a priddme jeden novy vrchol (,stred kolesa®), ktory bude spojeny so vetkymi
n vrcholmi kruznice. Ruské kolo rddu n ma teda n + 1 vrcholov a 2n hran.

Napiste funkciu pre grafovy pocitac, ktord pre zadané n zostroji ruské kolo radu n. Na
obréazku vpravo vidite priklad pre n = 9.

b) (5 bodov) Majme graf opisujiici cestni siet: vrcholy st mestd, hrany cesty ohodnotené nezépornymi vzdia-
lenostami v kilometroch. Cesty st prepojené len v mestach, vSetky ostatné krizovatky st mimotroviiové.
Zaujima nés, akt najmensiu vzdialenost musime prejst, aby sme sa dostali z mesta x do mesta y. Inymi
slovami, méme v danom grafe najst cestu medzi x a y, pre ktort bude celkovy studet vah pouzitych hran
najmensi mozny.

Napiste funkciu pre grafovy pocitac, ktord dostane na vstupe graf cestnej siete a identifikatory dvoch
roznych vrcholov z, y a vrati vzdialenost medzi tymito vrcholmi.

Odovzdavanie rieSeni

Toto je teoretickd tloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte stibor vo forméate PDF, obsahujuci riese-
nie, spliiajice poziadavky uvedené v pravidlach.

Studijny text
Bezné pocitace, ktoré mame vSetci doma, vSetko pocitaju v éislach v dvojkovej ststave. Mnohym Tudom
ktoré oni potrebuju riesit, sa tyka grafov. Preto si pre vlastni potrebu navrhli grafovy pocitad, ktory namiesto
¢isel pracuje priamo s grafmi. Vie s nimi robit vSetky bezné operacie, a to dokonca v konstantnom ¢éase. V tomto
ro¢niku Olympiddy v informatike budete mat moznost vyskasat si, ako sa s takymto poéitacom pracuje.

Formélne, graf je usporiadana dvojica (V, E), kde V je koneénd mnoZina objektov, ktoré volame vrcholy, a
F je kone¢nd mnozina obsahujica niektoré neusporiadané dvojice vrcholov. Prvky E volame hrany.

Neformélne si graf mozeme predstavit ako Zelezni¢nu sief. Vrcholy st jednotlivé zastédvky, hrany si priame
useky Zelezni¢nej trate medzi dvojicami zastavok.

Upresnime eSte, Ze nase grafy nebudt nikdy obsahovat ndsobné hrany ani slucky. T. j., medzi kazdymi dvomi
vrcholmi bude viest nanajvys jedna hrana a Ziadna hrana nebude zacdinat a koncif v tom istom vrchole.

Grafy niekedy mozu byt ohodnotené: kazdému vrcholu, resp. kazdej hrane moZeme priradit nejaké ¢islo. Ich
vjznam moze byt v roznych situdciach rozny: raz to moze byt dlzka kolajnic, inokedy cena cestovného listka,
a eSte inokedy moZzeme pomocou ¢isel reprezentovat vlastnosti objektov: napriklad stanice, kde stoja rychliky,
mozu mat priradené ¢islo 1 a ostatné stanice ¢islo 2.

Reprezentacia grafu

Kazdy graf ulozeny v grafovom pocita¢i ma vrcholy ocislované prirodzenymi ¢islami od 1 do ich poctu.
Tymto ¢islam budeme hovorit identifikdtory vrcholov (skratene: id).

Hranam identifikatory netreba, kazda hrana je totiz jednoznacne uréend pomocou id vrcholov, ktoré spaja.

Kazdy vrchol mé priradené svoje ohodnotenie, ktoré budeme volat znacka vrcholu. Kazda hrana mé priradené
svoje ohodnotenie, ktoré budeme volat vdha hrany. Kazdé ohodnotenie je bud nezaporné celé éislo alebo Specidlna
hodnota undef (nedefinované).
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Programy budeme pisat v beZnom programovacom jazyku, ktory len rozsirime o niekolko novych typov
premennych a niekolko novych funkcii. V tomto Studijnom texte pouZijeme Pascal, ale pokojne mozZete pisat
rieSenia aj v inych jazykoch, do ktorych si nové sucasti doplnite analogicky.

Nové typy premennych a konstant

e Typ Graph slizi na ulozenie grafu. Do premennej typu Graph teda mézeme ulozit jeden graf, je jedno ako
velky.

Premenné typu Graph vieme priradzovat a vieme testovat rovnost obsahu dvoch takjchto premennych.
Obe tieto operacie pocita¢ vykona v konstantnom case.

e Konstanta EmptyG typu Graph obsahuje prazdny graf, teda graf s 0 vrcholmi (a teda nutne aj 0 hranami).

e Typ Value slizi na uloZenie jedného ohodnotenia. Premennd typu Value teda moze nadobudnif ako
hodnotu Tubovolné nezaporné celé ¢islo alebo $pecidlnu hodnotu undef. AZ na undef funguju operdcie s
tymto typom rovnako ako operacie s beznymi celo¢iselnymi typmi premennych.

Operacie meniace Struktaru grafu

e Funkcia AddV (G, z) prida do grafu G novy vrchol a priradi mu znacku z. Do nového vrcholu neveda ziadne
hrany a jeho id je rovné novému poctu vrcholov. Funkcia AddV(G,z) vrati toto id ako svoju navratovi
hodnotu.

e Procedura DelV(G,id) zmaze z grafu G vrchol s identifikatorom id a vSetky hrany, ktoré do tohto vrcholu
viedli. Néasledne poposiva id vrcholov tak, aby nevznikla diera v ich ¢islovani. Teda z vrcholu s ¢islom
id+1 sa stane id, z id+2 sa stane id+1, atd.

e Procedtra AddE(G,x,y,w) vytvori v grafe G hranu medzi vrcholmi s id x a y a priradi jej ohodnotenie w.
e Procedtra DelE(G,x,y) odstrani z grafu G hranu medzi vrcholmi s id x a y.

e Funkcia Test(G,x,y) vrati true ak st vrcholy s id x a y v grafe G spojené hranou a false ak nie su.

Vsetky tieto funkcie a procedury bezia v konStantnom case. Je nutné ich volaf so spravnymi parametrami,
inak nastane chyba a program bude ukoncéeny. Napr. procediru DelE je povolené volaf len s id vrcholov, ktoré
skuto¢ne st v danom grafe spojené hranou.

Operacie meniace znacky vrcholov

e Funkcia GetV(G,id) vrati znacku zadaného vrcholu.
e Procedura SetV(G,id,z) nastavi znacku zadaného vrcholu na zadana hodnotu.
e Procedura SetAl11V(G,z) nastavi kazdému vrcholu v G znacku na z.

e Procedura ReplaceV(G,zold,znew) kazdému vrcholu v G, ktory mal doteraz znacku zold, zmeni znacku
na znew.

Operacie meniace vahy hran

Funkcia GetE(G,x,y) a procedury SetE(G,x,y,w), SetA11E(G,w) a ReplaceE(G,wold,wnew) su definované
rovnako ako funkcie pracujice s vrcholmi. Hrana je popisana id vrcholov x a y, ktoré spaja.

Pre vase pohodlie: Ak pri volani SetE(G,x,y,w) hrana medzi x a y neexistuje, tak je do grafu pridana a
nasledne jej je priradend vaha w.
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Statistické funkcie

e Funkcia CountV(G) vrati pocet vrcholov v grafe.

e Funkcia SumV(G) vrati sicet znadiek vSetkych vrcholov, pricom undef sa poéita ako 0. Pokial graf nemé
ziadne vrcholy, funkcia vrati 0.

e Analogicky definujeme funkcie CountE(G) a SumE(G) pre hrany a ich vahy.

Globalne operacie

e Funkcia Iso(G,H,veq,eeq) zisti, ¢i st grafy G a H izomorfné — t. j., ¢i mozno jednému z grafov precislovat
vrcholy tak, aby sa zhodoval s druhym grafom. Dva grafy st zhodné, pokial maji rovnaké mnoziny vrcholov
aj hran; navySe sa im musia zhodovat znacky vrcholov a vdhy hran podla toho, ako uréuji parametre veq
(pre vrcholy) a eeq (pre hrany). Tieto parametre mozu nadobudat nasledujice hodnoty:

— any: Lubovolné dva vrcholy/hrany sa rovnaji (na ohodnotenie sa nehladi).

— value: Zodpovedajtce si vrcholy/hrany musia mat rovnaké ohodnotenie. Hodnotu undef ale pova-
zujeme za ,zolika*, ktory sa rovna Ifubovolnej hodnote.

— value_strict: Vrcholy/hrany musia mat presne rovnaké ohodnotenie, undef sa rovnd len undef-u.

— value_defined: Vrcholy/hrany musia mat rovnaké ohodnotenie, ale undef sa nerovné nifomu, ani
undef-u. Teda akondhle m4 nejaky vrchol/hrana ohodnotenie undef, nemozeme ho priradit Ziadnemu
vrcholu/hrane v druhom grafe.

— id: Vrcholy musia mat rovnaké id (toto mozno aplikovaft len na vrcholy, lebo hrany nemaju id). Inymi
slovami, zakazujeme precislovavat vrcholy, ale na ich ohodnotenie nehladime.

— none: Ziadne dva vrcholy /hrany nie st identické. (I ked to vyzera neuzitoéne, tiito moznost pouzijeme
v dalsich funkciach.)

Ako izomorfizmus funguje, vidite na nasledujicom obrazku. Plné ¢iary predstavuji hrany dvoch 5-vrcholovych
grafov. Cisla pred zatvorkami st id vrcholov, v zatvorkach st ich znacky (otéznik ozna¢uje hodnotu undef).
Vsetky hrany majt vdhu undef.

Volanim Iso(G,H,any,any) zistime, ¢ vieme zmenit id vrcholov grafu G tak, aby sme dostali v G presne
t1 ist mnozinu vrcholov ako v H. Takychto preéislovani mdze vo vSeobecnosti byt aj viac. V priklade na
obrazku existuju dve moznosti, pre jednu z nich je priradenie vrcholov zobrazené ¢iarkovanymi ¢iarami.

B(B) e T e

s AN 30) 3(4) 2(4)

1(2) ¢

/50

Ak navyse pozadujeme, aby sa zhodovali aj znacky vrcholov, resp. vahy hran, dosiahneme to zmenenim
veq, resp. eeq, na ini hodnotu ako any. Grafy z nasho obrazku budu izomorfné, ak nastavime veq na value
alebo any a zaroven eeq na any, value alebo value_strict. (Ciarkované ¢iary predstavuji priradenie
vrcholov, ktoré vo vSetkych tychto pripadoch funguje.)

Pri ostatnych kombinaciach veq a eeq tieto dva grafy izomorfné nie su.
e Funkcia Find(G,H,veq,eeq) najde podgraf grafu G, ktory je izomorfny s grafom H. (Podgraf je taky graf,

ktory moZno ziskat z G odstranenim niektorych vrcholov a hran.) Navratovou hodnotou funkcie bude tento
podgraf, pri¢om vrcholy budi oéislované podla grafu H a ohodnotenie vrcholov a hran bude pochédzat z
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grafu G. Pokial hladany podgraf neexistuje, funkcia vrati EmptyG. Parametre veq a eeq uréuju rovnako
ako pri funkcii Iso, ako sa sprava izomorfizmus.

Pokial existuje viacej izomorfnych podgrafov, funkcia Find najde najlahsi z nich (t. j. ten, ktory mé
najmensi sticet vah hrén, ako by ho spocitala funkcia SumE). Pokial aj tak existuje viacej moznosti, Find
vrati lubovolnu z nich.

e Funkcia Common (G,H,veq,eeq) najde najvicsi spoloény podgraf grafov G a H. Presnejsie, najde graf, ktory
je izomorfny (podla veq a eeq) s niektorym podgrafom G i niektorym podgrafom H. Zo vSetkych moznych
rieSeni si navyse vyberie také, ktoré ma najvicsi mozny pocet vrcholov, a z takych potom to s najvacsim
poc¢tom hran. Pokial aj tych je viacej, vyberie si lubovolné z nich.

Vysledny graf bude mat id vrcholov v rovnakom poradi, ako ho mal zodpovedajtci podgraf v G, len budu
precislované od 1 po ich pocet, aby v ¢islovani neboli diery. Ohodnotenie vrcholov a hran bude taktiez

zdedené z grafu G.
4(4) 5(7) 6(8) 7(9)

Na obrazku st opdt plnymi ¢iarami nakreslené dva grafy. Pri veq=value a eeq=any je ich najvidsim
spolo¢nym podgrafom ,Stvorec® obtiahnuty tuéne. Ciarkované hrany ukazuji jedno mozné priradenie
vrcholov.

Ak zmenime veq na any, pribudne do spolo¢ného podgrafu este jedna nova hrana a jej koncovy vrchol: v
lavom grafe to mo6ze byt jedna z hran 3-4 a 3-5, v pravom jedna z hran 1-5, 1-6 a 1-7.

Najvicsi spoloény podgraf nemusi byt uréeny jednoznacne. Napriklad vo vySS$ie popisanej situécii nim
nemusi byt len zvyrazneny $tvorec. Rovnako velky je aj podgraf, ktory je v lavom obrazku uréeny vrcholmi
3,4,5,1avpravom 4, 1, 2, 3.

e Funkcia Join(G,H,veq,eeq) zlaci grafy G a H. Mozete si to predstavit tak, Ze ich ,zlepi za ich najvicsi
spoloény podgraf*. Urobi to tak, Ze najprv ndjde najvicsi spoloény podgraf (tak ako vo funkcii Common),
potom k nemu doplni zostévajtce vrcholy grafu G a nakoniec vrcholy grafu H (id vrcholov vysledného grafu
teda budt v tomto poradi). Hrany, vdhy a znacky pritom zdedi z oboch grafov, pricom pokial sa nejaky
vrchol alebo hrana vyskytuja v oboch grafoch, pouzije sa ohodnotenie z grafu G.

Ak by sme pre grafy z predchadzajiceho obrazku pouzili Join, mohli by sme dostat napr. nasledujici
vystup:

1(1) 2(2) 1(1) 2(2)
vegq=value veq=any

Tuénymi ¢larami je vyznacend spolo¢nd cast (vSimnite si rozdiely v id vrcholov), tenké neprerusované
hrany pochadzaju z grafu G, ¢iarkované hrany st z grafu H.
(KedZe aj pri veq=value, aj pri veq=any existovalo viac moznosti, ako vybrat najvicsi spoloény podgraf,
existuje aj viacero moznosti, ako bude vyzerat vystup funkcie Join pre tieto dva grafy. Vystup na obrézku
vlavo zodpoved4 priradeniu z obrazku k funkcii Common, vystup na obrazku vpravo zodpoved4 tomu istému
priradeniu a navySe vrchol 4 vlavo je priradeny vrcholu 5 vpravo.)
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Vsetky operacie predpokladaji, ze dostant korektny vstup — nie je teda napriklad povolené volat ich s id
neexistujiceho vrcholu alebo upravovat grafovii premennt, do ktorej ste eSte nepriradili, a podobne. Vsetky
grafové operacie trvaji konstantny cas.

Priklad 1: Tvorba cesty

Ukazeme, ako vytvorif cestu dizky n. To je graf s n + 1 vrcholmi a n hranami, v ktorom je kazdy vrchol
spojeny hranou s nasledujicim. Uréite by sme cestu mohli vytvarat postupne, napriklad takto:

function cesta(n: Integer): Graph;
var i, posledny, novy: Integer; 1 2 3 4 5

G: Graph;
begin
G := EmptyG;
posledny := AddV (G, 0);
for i := 1 to n do begin
novy := AddV (G, 0);
AddE (G, posledny, novy, undef);
posledny := novy;
end;
cesta := G;
end;

Zaciname s jedinym vrcholom (mé id 1) a potom n-krat priddme novy vrchol a hranu doii. (Vrcholom dévame
znacky 0, hrandm nedefinované vahy, ¢o sa bude hodit neskor.) Cely postup teda trva linedrne dlho a vytvori
cestu zacinajucu vo vrchole s id 1 a konciacu vo vrchole s id n + 1.

Ten isty graf vSak vieme zostrojif aj rychlejSie. Predstavme si na chvilku, Ze uz médme v G zostrojent cast
cesty, povedzme tvorenu k vrcholmi. Pomocou Join(G,G,none,none) vytvorime novy graf, ktory obsahuje dve
képie tejto cesty: jednusid 1,...,k, druhti s id £+ 1,...,2k. Do toho sta¢i nésledne pridat hranu z k£ do k + 1
a mame cestu dizky 2k. Tento pristup vyuzijeme v nasledujiicom (rekurzivnom) rieseni tlohy:

function cesta(n: Integer): Graph; 1 9 3 4 5 6 7 8 9
var vysledok: Graph; —o o 9o 06— —0—90 0
polovica: Integer;
begin
if n = 0 then begin { cesta dlizky 0 je len jeden vrchol }
vysledok := EmptyG;

AddV (vysledok, 0);
end else begin
{ rekurzivne vytvorime cestu polovicnej dlzky }
polovica := (n-1) div 2;
vysledok := cesta(polovica);
{ vyrobime 2 kopie a spojime ich }
vysledok := Join(vysledok, vysledok, none, none);
AddE (vysledok, polovica+l, polovica+2, undef);
{ ked polovica nevysla celociselna, pridame este hranu }
if n mod 2 = 0 then begin
AddV (vysledok, 0);
AddE (vysledok, n, n+l, undef);
end;
end;
cesta := vysledok;
end;

Pri kazdom rekurzivnom volani sa n zmensi aspon na polovicu, ¢asova zlozitost tohto riesenia je teda O(logn).
Ukézeme eSte jedno rieSenie, tentoraz zaloZzené na spajani ciest za vrchol. Budeme vytvéraf cesty, ktorych
zaciato¢ny vrchol bude mat znacku 1, koncovy vrchol znacku 2 a vSetky ostatné vrcholy znacku undef. Ked
chceme dve cesty spojit do jednej, prezna¢ime koncovy vrchol prvej a zaciatoény vrchol druhej na 3 a zavolame
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Join s veq=value_defined. Tym sposobime, Ze sa vrcholy oznacené trojkou stotoznia a vznikne cesta dvojna-
sobnej dlzky. (Vsimnite si, Ze keby sme namiesto value_defined pouzili value alebo value_strict, stotoznili
by sa aj vntutorné vrcholy ciest, ¢o nechceme.) Potom eSte odstranime pomocni znacku 3 a prepiSeme ju na
undef. Program tentokrat pre jednoduchost napiSeme len pre n = 2%:
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function cesta(n: Integer): Graph;
var G, Tl, T2: Graph; (1) (3) (3) (2)
begin —o—90o—9o—90 | o—0o—0o—0o 9o
if n = 1 then begin
G := EmptyG; l
AddV (G, 1);
AddV (G, 2); (1) (3) (2)

AddE (G, 1, 2, undef);
end else begin

Tl := cesta(n div 2);

T2 := T1;

ReplaceV(T1l, 2, 3);

Replacev (T2, 1, 3);

G := Join(tl, t2, value_defined, any);
ReplaceV (G, 3, undef);

end;

cesta := G;

end;
Casova zlozitost tohto riesenia je opit logaritmicka od n.

Priklad 2: Obchodny cestujici

Vsetci pozname preSibanych obchodnikov. Predavaji ktovie ¢o a najradsej by boli, keby ich po predaji uz
kupujuci nikdy nenasiel. Predstavme si takého obchodnika. Teraz sa nachddza v meste (t. j. vo vrchole) éislo 1.
Chce prejst cela krajinu (graf) po cestdch (hrandch) tak, aby navstivil kazdé mesto prave raz a potom sa vratil
domov. Navyse pri tom chce najazdif ¢o najmenej. Inymi slovami, celkovd vaha pouzitych hran by mala byt
najmensia mozna.

Na obvyklom pocitaci pre tento problém nepozndme rieSenie v polynomidlnom case. Pokial ale mame k
dispozicii grafovy pocita¢, pojde to velmi efektivne.

Staci totiz vyrobit cyklus z n hrén a potom funkciou Find nédjst jeho najlahsi vyskyt v grafe predstavujicom
mapu krajiny. Cyklus vytvorime tak, Ze podla predchadzajiceho prikladu vytvorime cestu s n vrcholmi a n — 1
hranami a potom spojime hranou jej prvy vrchol s poslednym. To vieme spravit v logaritmickom ¢ase. Néasledné
volanie funkcie Find bezi v konStantnom case, a teda nam éasovu zlozitost nepokazi.

function cestujuci (mapa: Graph): Graph;
var trasa: Graph;

begin
trasa := cesta (CountV(mapa)-1);
AddE (trasa, 1, CountV(mapa), undef);
cestujuci := Find(mapa, trasa, any, any);
end;
Simulator

Aby sme vam ulahcili ladenie programov, vytvorili sme simuldtor grafového pocitac¢a v podobe kniZnice pre
FreePascal. Linku na jeho stiahnutie najdete na webe Olympiady v informatike.
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