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A-11-1  Vlak

Priamodciarym rieSenim je napriklad vyskusat vSetky moznosti, ako sa daju odobrat vagdny, a pre kazdu
z nich vysktsat, ¢i vznikne palindrém. Takychto moZnosti je tolko, kolko je podmnozin n-prvkovej mnoziny.
A tych je az 2™, ¢o je uz pre n = 50 netinosne vela.

Skiisme teda tlohu vyriesit po krokoch. Reprezentujme si vlak ako postupnost pismen ajasas...d,_1a,.
Pre podpostupnost a;a;y1...aj—_1a; oznaéme Vi, j] najmensi podet vagénov, ktoré z nej treba vyradit, aby
bola symetricka. Specialne teda riesenie pre cely povodny vlak (to, ktoré nas zaujima) bude oznacené V'[1,n].

Co vieme o tychto hodnotach povedat? Ak i = j, tak zjavne Vi, j] = 0, lebo vlak s jednym vagénom je vzdy
symetricky. Nech teda ¢ < j. Ako vyzera optimalne riesenie pre vlak a;a;y1...a;-1a;7

V pripade, Ze a; = a;, prvy ani posledny vagén evidentne v optimélnom rieseni vyradif netreba.’ V takomto
pripade nam ostava vyriesit nasu tlohu pre vagény a;11...a;—1. A teda plati V[i,j|=V[i+1,5 —1].

V pripade, Ze a; # a;j, musime aspoil jeden z tychto dvoch vagénov vyhodit (inak by hned za lokomotivou
bol po otoceni iny typ vagénu). Ak by sme vyhodili vagén a;, ostane ndm vlak tvoreny vagénmi a;41 ...a;-14;.
Pre tento vlak potrebujeme vyhodif dalsich V[i+ 1, j] vagénov. A naopak, ak by sme vyhodili vagén a;, ostane
DAm a;a;41...a;—1 a pre ten treba este Vi, j — 1] zmien. Z tychto dvoch moznosti, ktoré mame na vyber, si
samozrejme vyberieme ti lepsiu pre nas. Preto v tomto pripade plati Vi, j] = 1 + min(V[i + 1, j], V]i,j — 1]).

V oboch pripadoch sme teda nasli vztah, ktory optimélne rieSenie Vi, j] spocita v konStantnom case z
optimélnych rieseni pre iné, kratSie vlaky. A toto ndm uz stac¢i na napisanie algoritmu s ¢asovou zlozitostou
O(n?): Budeme postupne spractivat vietky podretazce zadaného vlaku, za¢inajtc od najkratsich a konéiac celym
vlakom. A pre kazdy tsek si spocitame a zapamétame optimalny pocet vyhodeni vagdénu.

Pamitova zloZitost takéhoto riesenia je tiez ©(n?). Musime si totiz zapamiitat vietky hodnoty Vi, j], aby sme
na konci vedeli jedno optimélne riesenie zostrojif. (Existuje aj rieSenie s ¢asovou zlozitostou ©(n?) a pamétovou
©(n), ale je zbytofne komplikované, preto ho nebudeme uvadzat.)

1Dékaz: Od najlepsieho riesenia, v ktorom oba vyradime, je lepsie to isté riesenie, v ktorom ale oba ponechame. Ak by sme v
optimalnom rieseni vyradili len jeden z nich, BUNV nech to je aj, dostaneme rovnako dobré riesenie, ak namiesto a; vyradime ten
vagon, ktory zostal posledny nevyradeny.
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Listing programu:

#include <cstdio>
#include <algorithm>

#define MAX 10010

int N;
char vstup[MAX];
unsigned short V[MAX] [MAX]; // hodnoty V[i,j] z popisu riesenia, zmestia sa do unsigned short

int main () {
scanf (“%d %$s“, &N, vstup);

// podvlaky dlzky 0 a 1 su optimalne
for (int i = 0; i < N; i++) V[i][i-1] = V[i][i] = O;

// pre dlzky 2..N si spocitame optimalnu dlzku riesenia
for (int dlzka = 2; dlzka <= N; dlzka++) {
for (int zaciatok = 0; zaciatok+dlzka <= N; zaciatok++) {
int koniec = zaciatok + dlzka - 1;
if (vstuplzaciatok] == vstuplkoniec]) {
V([zaciatok] [koniec] = V[zaciatok+1l] [koniec-1];
} else {
V[zaciatok] [koniec] = 1 + std::min( V[zaciatok+1] [koniec], V[zaciatok] [koniec-1] );

}
}

// teraz ideme zrekonstruovat jedno optimalne riesenie
bool vyhodit [MAX];

for (int i = 0; i < N; i++) wvyhodit[i] = false;
int zaciatok = 0, koniec = N-1;
while (koniec > zaciatok) {

if (vstuplzaciatok] == vstuplkoniec]) {

// prvy aj posledny vagon ostavaju
zaciatok++;
koniec——;

} else {
// odstranime bud zaciatok alebo koniec, podla toho co je vyhodnejsie
if (V[zaciatok] [koniec] == 1+V([zaciatok+1l] [koniec]) {
vyhodit [zaciatok] = true;
zaciatok++;
} else {
vyhodit [koniec] = true;
koniec—--;

}

// a ideme vypisat najdene riesenie
printf (“%d\n“, VI[0][N-1]);
bool medzera = false;
for (int i = 0; 1 < N; i++) {
if (vyhodit[i]) {

if (medzera) printf (™ “);
medzera = true;
printf (“%d“, 1 + 1); // v programe indexujeme od 0, v zadani od 1
}
}
printf (“"\n"%);

}
Dodatok: rieSenie s lepSou pamatovou zlozitostou
Existuje aj riesenie tlohy Vlak v ¢ase O(n?) a paméiti O(n). V nasledujticom texte si ho ukazeme.

V Eom je problém?

Pripomenime si, ze Vi, j] je najmensi pocet vagénov, ktoré treba vyradit z a;a;41 . .. aj_1a;, aby sme dostali
palindrém. Plati, ze ak a; = aj, tak V[i,j] = V[i + 1,5 — 1], inak V[i,j] = 1 + min(V[i + 1,5],V[i,j — 1]).
Vsimnite si, Zze v prvom pripade sa odkazujeme na postupnost o 2 znaky krat$iu, v druhom pripade na dve
postupnosti, ktoré sa obe od pévodnej o 1 znak kratsie.

Ked budeme teda hodnoty Vi, j] po¢itaf najskor pre vsetky postupnosti dizky 1, potom vetky postupnosti
dlizky 2, dlzky 3, atd., tak ndm v kazZdom okamihu stac¢i pamit O(n): ked spractivame postupnosti dlzky k, staci
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si pamétaf optimalne rieSenia pre postupnosti dlzok k — 1 a k — 2.

Optimélny podet vagdnov, ktoré treba odstranit, vieme teda v linedrnej paméti spocitat lahko. Problém je
v samotnom zostrojeni riesenia.
Zlozitejsia uloha

Namiesto toho, aby sme ukdzali, ako tento problém rie§it, si nasu tlohu eSte trochu zovseobecnime: dovolime,
aby nas vlak obsahoval nanajvys jeden Specidlny vozen ,*“, ktory nesmieme odobrat. Tato iloha sa zjavne
riesi rovnako ako povodna — len v pripade, Ze mame Specidlny vozen, neskiiSame moznosti, ktoré ho odobert.

Rozoberame vlak

Predstavme si, ze postupne rozoberame vlak, ktory sme dostali na vstupe, a to spésobom, ktory zodpoveda
(jednému moznému) optimélnemu rieSeniu. Pre vlak ABCXDFABECEDAFDCBYZZA by tento proces vyzeral takto:

— zober do rieSenia A zo zaciatku aj z konca

— zahod Z z konca

— zahod Z z konca

— zahod Y z konca

— zober do rieSenia B zo zaciatku aj z konca

Po pér takychto krokoch sa z retazca dizky n dostaneme k retazcu poloviénej dizky, presnejsie [n/2] alebo
[n/2] + 1. V nasom priklade by to mohol byt retazec DFABECEDAFD.

No a presne tento retazec (presnejsie: indexy, kde v povodnom retazci zac¢ina a kon¢i) vieme najst pocas toho,
ako poc¢itame hodnoty V[i,j]: Kym spractivame tiseky dlzky mensej ako |n/2], len poéitame hodnoty Vi, 7]
ako v predchddzajicom rieSeni, nerobime ni¢ navyse. Akondhle za¢neme spractvat dlhsie tseky, budeme si pre
kazdy z nich pamétat nie len optimalnu hodnotu Vi, j], ale aj to, ktory retazec dizky |n/2| alebo |n/2] + 1 by
sme dostali pocas optimélneho rieSenia tseku a;a;41...a;5-1a;.

V ¢ase O(n?) a pamiti O(n) teda vieme okrem hodnoty V[1,n] ziskaf trochu informéacie navyse: vieme v
povodnom refazci njst ,stredni cast s vyssie uvedenym vyznamom.

A pasca sklapne
A teraz sa ukézZe, naco bola dobra zlozitejsia tiloha. Nech sme pre povodny retazec w = a7y zistili, Ze pocas
vyroby optiméalneho rieSenia sa ,na pol ceste“ stretneme s retazcom . To ale znamend, ze tlohu ,optiméalne
zostroj palindrém z w* vieme rozbif na dve mensie, nezdvislé podilohy: ,optimalne zostroj palindrém z 8 a
,optimalne zostroj palindrém z cxy*“. Obe tieto tllohy vieme vyriesit rekurzivnym volanim povodného algoritmu.
Napriklad uvazujme vlak z vyssie uvedeného prikladu. Najdlhsi palindrém, ktory sa v nom nachadza, vieme
poskladat z najdlhsich palindrémov, ktoré sa nachddzajt v retazcoch DFABECEDAFD a ABCX*CBYZZA.

Analyza ¢asovej zloZitosti

Ozna¢me T'(n) ¢as vypoctu tohto algoritmu na retazci dlzky n. Z popisu algoritmu dostavame, ze T'(n) =
O(n?)+2T(n/2). D4 sa dokazat, Ze potom T'(n) = ©(n?), teda asymptoticka asova zlozitost je rovnaké ako pri
povodnom rieseni. Inymi slovami, pracu navyse, ktorii toto nové rieSenie spravi, mozeme zanedbaf pri porovnani
s povodnym dynamickym programovanim. Intuitivne zdévodnenie:

— Pre povodny retazec spravime radovo n? krokov vypoétu.

— Pre kazdy z dvoch poloviénych retazcov spravime radovo (n/2)? = n?/4 krokov vypoctu, teda dokopy
radovo n?/2.

— 7 kazdého z nich vzniknt dva refazce Stvrtinovej dizky. Pre vsetky Styri takéto retazce dokopy spravime
rddovo 4 - (n/4)? = n?/4 préace.

— A tak dalej. Celkovy pocet krokov je teda radovo n? +n?/2 +n?/4+n?/8 + --- = 2n?.

Formélne sa d4 napriklad matematickou indukciou dokazat, ze z T(z) = 1 pre x < 1 a T'(n) < cn?+2T(n/2)
vyplyva T(n) < 2cn?.
Poznamka na zaver

Podobny trik sa d4 aplikovat aj v inych tlohach. Vyskasajte si napriklad v ¢ase O(n?) a pamiti O(n)
zostrojit jednu najdlhsiu postupnost, ktora sa da vybrat aj z postupnosti a1, ..., a,, aj z postupnosti by, ..., b,.
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Dodatok: nespravne rieSenie a ako ho opravit

Velmi ¢asto sa pri tejto tlohe vyskytuje nasledujice nespravne riesenie: najdlhsi palindrém v postupnosti
aias...a, nijdem ako najdlhsiu spolo¢nti podpostupnost postupnosti A = ajas...a, a B =a, ...aza;.

Tento pristup nie je uplny zly (podob4 sa predsa na nase vzorové rieSenie), ale ma niekolko problémov. Plati
sice, 7e najdlhsi palindrém v postupnosti A mé rovnakia dizku ako najdlhsia spoloéna podpostupnost A a B.
Ale ani omylom neplati, Ze kazd4 ich spolo¢né podpostupnost je aj palindrémom. Napriklad pre vstup ACBBAC
je hladany palindrém bud ABBA alebo CBBC, ale ndjdend podpostupnost moéze byt aj ABBC alebo CBBA.

Pozrime sa najskor na samotny algoritmus na hladanie najdlhSej spoloénej podpostupnosti postupnosti
a1as . ..a, a biby...b,. Podobne ako vo vzorovom rieseni pouZijeme dynamické programovanie: DJi, j] bude
dlzka najdlhsej spolo¢nej podpostupnosti pre postupnosti ai...a; a by ... b;. Pre tieto hodnoty plati okrajova
podmienka D[0, j] = D[i,0] = 0 a vSeobecny vztah nasledovny: ak a; = b;, tak D[i,j] = 1+ D[i — 1, j — 1], inak
Dli, j] = max(D[i — 1, 4], D[i,j — 1]).

Predstavme si teda, Ze sme tieto hodnoty D[i, j] spocitali. My ale v skutoc¢nosti nehladdme najdlhsiu spolo¢ntt
podpostupnost. Predstavme si, ze hfaddme palindrém parnej dlzky. Potom uréite existuje nejaké k také, ze z
aj ...ax vyberieme jeho prvi polovicu a z agy1 ...a, druht. Inymi slovami, polovica hladaného palindrému
je spoloénou podpostupnostou postupnosti a; ...ay a ay, ...ar+1. A jej dlzku predsa pozname: je to D[k,n —
k]. Staci teda vysktisat vietky mozné k a vybraf si najlepsiu moznost. Palindrémy nepéarnej dizky vyriesime
analogicky — zoberieme doi ay, a zvySok najdeme ako najdlhsiu spolo¢ni podpostupnost ay ...ax—1 aay, ... ag+1-

Iné, trikové rieSenie: Predstavme si, Zze sme nasli najdlhsiu spoloéni podpostupnost P zadaného retazca a
jeho reverzu. Tato sice nemusi byt palindrémom, vieme z nej v8ak vzdy jeden vyhovujici palindrém rovnakej
dlzky zostrojit. Urcite totiz zafunguje asponn jeden z postupov ,zober prvi polovicu P a jej reverz“ a ,zober
reverz druhej polovice P a druhi polovicu P¢“. Rozmyslite si, preco je to tak.

A-11-2  Jablornovy sad

Hovorime, Ze mnoZina bodov v rovine je konvexnd, ak pre kazdé dva jej body A a B plati, Ze obsahuje
cela tsecku AB. Prelozené do Tudskej reci, konvexny utvar drzi pokope a nemé na obvode Ziadne preliacenia
dovnutra. Pre lubovolnt mnozinu M je jednoznac¢ne definovany jej konverny obal: najmensia konvexnd mnozina
M, ktora obsahuje celt mnozinu M.

Ak je M tvorend len konecne vela bodmi, intuitivne si jej konvexny obal mozeme predstavit nasledovne:
body si predstavime ako klince na doske, okolo vsetkych natiahneme gumicku a pustime ju. Gumicka sa bude
skracovaf, az kym nenarazi na niektoré z klincov, a medzi nimi zostane napnuta. (Pozrite si eSte raz obrazky v
zadani, ak si to neviete predstavit.)

Asi nikoho teraz neprekvapi, Ze hladany plot je vidy prave obvodom konvexného obalu aktudlnej mnoziny
bodov. Zopakujme si teda niektoré tvrdenia, ktoré pre konvexny obal mnoziny bodov zjavne platia:

e Konvexny obal je vzdy mnohouholnik, jeho vrcholy s niektoré z danych bodov.
e Body najviac vlavo a najviac vpravo (najmensia a najviicsia stradnica x) leZia na jeho obvode.
e Pre kazdy vrchol konvexného obalu plati, Ze vnutorny uhol pri fiom je mensi ako 180°.

N4jst konvexny obal pre zadané mnoziny bodov v rovine je pomerne znamy problém, pre ktory existuju
algoritmy pracujtce v ¢ase O(nlogn). Jeden takyto algoritmus popiSeme.

Konvexny obal moézeme rozdelit na horny a dolny polobal. Za¢iatkom oboch polobalov bude najlavejsi bod
(ak je takych viac, najspodnejsi z nich), koncom je najpravejsi bod (ak je takych viac, najvrchnejsi z nich). V
nasom algoritme samostatne nédjdeme horny a samostatne dolny konvexny polobal.

Na najdenie horného polobalu si najskor usporiadame body podla stradnic (najskor podla = a v pripade
rovnosti podla y). Potom si body postupne priddvame do polobalu. Vzdy, ked priddme bod do polobalu, skon-
Ak ano, tak ten predchédzajici bod préve prestal byt na hornom polobale, preto ho vyhodime. Toto budeme
opakovat, kym v obale neostani len dva body, alebo kym pri predchddzajicom bode v polobale nedostaneme
vnitorny uhol mensi ako 180°. Dolny polobal hladdme analogicky, len prechddzame body v opa¢nom poradi.
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Ak by stacilo ndjst konvexny obal, tu by sme mohli prestat. Nasa tiloha v8ak nekonc¢i. Teraz, ked méame
hotovy konvexny obal, potrebujeme doni vedief rychlo pridat este jeden bod.

Pozrime sa, ako sa zmeni horny polobal. Ak pridany bod lezi pod nim alebo na fiom, polobal zostane
nezmeneny. Predpokladajme teda, Ze novy bod A = [x4,y4] lezi nad hornym polobalom. Body na polobale
vzdy ida za sebou podla z-ovych suradnic (v pripade rovnosti podla y-ovych). Je teda jasne uréené miesto, na
ktoré bod A patri. Pridajme ho teda naii. Teraz mohli nastat dva pripady: bud nadalej vSetky vrcholy zvieraju
vnitorny uhol mensi ako 180° a vSetko je v poriadku, alebo sa t4to vlastnost na niektorjch miestach porusila.
Ale jediné (nanajvys) dva body, u ktorych sa to mohlo stat, st prave susedia ¢erstvo pridaného bodu A. Tieto
body sa teda ocitli vo vnutri nového konvexného obalu, z nasho polobalu ich teda vyhodime. Toto budeme
opakovat az kym také body v polobale nebudi existovat (pripominame, Ze sa staci stale pozeraf na aktuilne
susedné body bodu A). Ked uz pravy aj lavy sused bodu A maju spravne vnitorné uhly, tak méme spravny
novy horny polobal. Dolny polobal upravime analogicky.

Pozrime sa teraz ako tento algoritmus implementovat. Potrebujeme vedief rychlo najst Tavého a pravého
suseda v postupnosti a potrebujeme vediet rychlo pridédvat a odoberat nové body. Pole alebo zoznam nie st
vhodné: v poli vkladanie/odoberanie prvkov niekde v strede pola trva linedrny ¢as, v zozname zase hladanie
prvku trvd linedrny ¢as. Dobrou détovou truktirou pre nés je vyvazovany binarny vyhladévaci strom (napriklad
AVL strom, Gerveno-Gierny strom, ...). Takéto stromy maji ¢asovi zlozitost kazdej operacie, ktori budeme
potrebovat, v najhorsom pripade O(log z), kde x je aktuédlny pocet prvkov v strome.

Aby sme nemuseli pisat dva krat podobny kéd, jeden pre horny polobal a druhy pre dolny polobal, tak
pouzijeme nasledovny trik: pri praci s dolnym polobalom vSetky stradnice vynasobime —1 a pouzijeme kéd pre
horny polobal. Vsimnite si, Ze takto vyberieme nielen spravne body, ale aj kazda zvisla hrand bude v prave
jednom polobale. NavySe ani nemusime samostatne zostrojovat zaciatoény konvexny obal. Jednoducho za¢neme
s prazdnymi polobalmi a postupne pridame vsetkych n + m bodov.

Ako efektivny je nas algoritmus? Pozrime sa, ¢o sa stane, ked priddme novy bod. V polobale méze byt
najviac n +m bodov. Nijdenie miesta, kam novy bod patri, trvd vo vyvazovanom strome O(log(n +m)), tolko
isto trva aj jeho pridanie. Potom niekolkokrat (nech je to k) vyhodime z polobalu jedného z jeho susedov. Kazdu
kontrolu a vyhodenie vieme opét spravit v éase O(log(n + m)), celé vyhadzovanie teda trvad O(klog(n + m)).
Jedno konkrétne pridanie bodu moze byt teda vcelku pomalé — ¢im viac bodov z obalu zmizne, tym dlhsie
ndm bude trvat jeho prepocitanie. Teraz si ale treba uvedomit, Ze dokopy tento algoritmus musi byt efektivny.
Presnejsie, pozrime sa na jeho celkovil ¢asovu zlozitost. Kazdy bod najviac raz priddme do daného polobalu a
najviac raz ho odtial vyhodime. Aj pridanie, aj vyradenie spotrebuje ¢as O(log(n + m)), preto celkova ¢asova
zlozitost nasho algoritmu je O((n + m)log(n + m)).

Pamitova zlozitost algoritmu je O(n 4+ m), lebo pre kazdy polobal si udrzujeme jeden vyhladdvaci strom,
ktory v najhorsom pripade obsahuje vSetky prvky.

Vzorové rieSenie je naprogramované v jazyku C++. Aby sme si usetrili implementaciu vyvazeného vyhladéa-
vacieho stromu, pouzili sme set z STL. Premenné typu set::iterator je inteligentny ukazovatel na prvok v strome.
Operétory ++ a - - na iteratore ho posund na nasledujflci resp. predchédzajﬁci prvok. Metéda upper bound( B)
jedno za posledny prvok v strome. (Vsetky intervaly v STL st polouzavreté — vlavo uzavreté, vpravo otvorené.)
Metéda erase(a,b) zoberie polouzavrety interval uréeny dvomi iterdtormi a vymaze ho zo stromu.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <set>
#include <cmath>
using namespace std;

struct Bod {
double x, vy;
Bod (double xx, double yy) { x = xx; y = yy; }

void flip() { x = -x; v = -y; }
bool operator < (const Bod &a) const {
if (a.x == this->x) return this->y < a.y; else return this->x < a.x;

}
bi
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double vektorovy_sucin (Bod a, Bod b, Bod c) { return (b.x-a.x)*(c.y-b.y) - (b.y-a.y)*(c.x-b.x); }
double sgr (double a) { return a * a; }
double vzdialenost (Bod a, Bod b) { return sqgrt (sqgr (a.x - b.x) + sqgr (a.y - b.y) ); }

set<Bod> horny_obal, dolny_obal;

double pridaj_do_obalu (set<Bod> &obal, Bod &bod) {
if (obal.count (bod) > 0) return 0;
set<Bod>::iterator stred, pred, pred2, za, zaz2 ;
pred = stred = obal.upper_bound (bod);

if (pred != obal.begin() ) pred--;

if (stred != obal.begin() && stred != obal.end() && vektorovy_sucin (*pred,bod, *stred) <= 0)
return 0;

double zmena = 0;

if (stred != obal.end() ) zmena —-= vzdialenost (*pred, *stred);

//zaciatok

pred2 = pred;

if (pred2 != obal.begin() ) pred2--;

while (pred2 != pred && vektorovy_sucin (*pred2, *pred, bod) <= 0) {
zmena -= vzdialenost (*pred, *pred2);
pred = pred2;
if (pred2 != obal.begin() ) pred2--;

}

//koniec

za = za2 = stred;

if (za2 != obal.end() ) za2++;

while (za2 != obal.end() && vektorovy_sucin (bod, *za, *za2) <= 0) {
zmena —-= vzdialenost (*za, *za2);
za = za2;
if (za2 !'= obal.end() ) za2++;

}

if (pred != stred) zmena += vzdialenost (*pred,bod);

if (za != obal.end()) zmena += vzdialenost (bod, *za);

if (pred != stred) pred++;

obal.erase (pred, za);
obal.insert (bod);
return zmena;

}

double update (double x, double y) {
Bod b (x, y);
double zmena = 0;
zmena += pridaj_do_obalu (horny_obal, b);
b.flip();
zmena += pridaj_do_obalu (dolny_obal, b);
return zmena;

}

int main () {
int N, M;
double x, y, obvod=0;
cin >> N;
for (int i = 0; i < N; i++) { cin >> x >> y; obvod += update (x, y); }

cout << obvod << endl;
cin >> M;
for (int 1 = 0; i < M; i++) { cin >> x >> y; cout << update (x, y) << endl; }

A-11-3 MazZoretky

Na uvod trocha terminoldgie: Poradia mazoretiek zodpovedaju permutdcidm c¢isel od 1 po n. Poradie de-
finované v zadani sa zvykne nazyvat ich lexikografickym usporiadanim. Pre jednoduchost budeme namiesto
ypermutéicia 7 je v lexikografickom usporiadani pred permutaciou p* hovorif ,,7 je mensia ako p“.

Nasledujica permutacia

Nasgim ciefom v prvej podtlohe je z danej permuticie a = (ai,...,a,) vyrobit najblizsiu viésiu. Jedi-
nou vynimkou je poslednd, najviic¢sia permuticia (n,n — 1,...,2,1), po ktorej opitf nasleduje prva permutécia
(1,2,...,n—1,n). Tato vynimku modzeme v programe oSetrif samostatne. V dalSom texte teda predpokladame,
7e zadand permutacia a nie je najvicsia.

strana 6 z 12 aloha A-II-3



2010/11
rieSenia krajského kola
kategoria A

OLYMPIADA
V INFORMATIKE

Pozrime sa na Iubovolnt permutaciu b, ktora je vicsia ako a. Co o nej vieme povedat? Presne to, ¢o ndm

Spomedzi vsetkych permutécii, ktoré st véicsie ako a, hladdme t najmensiu. Ktord to bude? Majme dve
permutécie b a ¢, ktoré st obe viicsie ako a, pri¢om b sa od a zacne ligif neskor ako c. Potom je zjavné, ze b je
mensia ako ¢ — totiZ na prvom mieste, kde sa b a ¢ liSia, m4 b povodnt hodnotu z a, zatial ¢o ¢ tam mé inu,
nechat na zaciatku ¢o najviac hodnot nedotknutych.

V roznych situécidch vSak bude pocet hodnot, ktoré vieme nechat nedotknuté, rozny. VSimnime si napri-
klad permutéciu: (7,3,1,6,9,8,5,4,2). Existuje ind permutécia tvaru (7,3,1,6,...), ktord je od tejto vicsia?
Neexistuje — lebo zvysné prvky (9,8,5,4,2) st uZ usporiadané klesajuco, a teda ziadnu véésiu permutéciu ich
prehadzanim vyrobif nevieme.

V tomto pripade teda hladdme permutaciu tvaru (7,3,1,x,...), kde > 6. Samozrejme, ¢im mensie = po-
uzijeme, tym mensiu permuticiu dostaneme. V nasom pripade mame na vyber x = 8 alebo x = 9, pouzijeme
teda z = 8.

Vieme uz teda, ze hladdme permutéciu tvaru (7,3,1,8,...). No a teraz si uz len staéi uvedomit, ze vSetky
takéto permutécie st zarucene vicsie ako ta, ktort sme dostali na vstupe. Hladdme teda najmensiu z nich —
t1, kde st vsetky dalsie ¢isla uvedené v rasticom poradi. Po permutacii (7,3,1,6,9,8,5,4,2) teda nasleduje
permutécia (7,3,1,8,2,4,5,6,9).

Cely algoritmus vyroby nasledujicej permutacie teda mozeme sformulovat nasledovne: Nech A je pole, ktoré
na zaciatku obsahuje vstupni permutaciu.

1. Iddc od konca nédjdi najvicsie = také, ze Alx] < Alx + 1].

nasa permutéacia usporiadana klesajico. Ak také x neexistuje, v poli A je poslednd permutécia,
zmenime ju na prvi a skonéime.)

2. Idtc od konca najdi najvicsie y také, ze Aly] > Alz].
(KedZe y bude najvicsie mozné, Aly] bude najmensie mozné — spomedzi hodnot, ktoré mame

urcite vyhovuje y = x + 1.)

3. Vymen Alz] a Afy].
(V tejto chvili sme na poziciu  dostali hodnotu, ktorad tam patri. A navySe vieme, ze v Casti,
ktorti menime, sme vymenili dve po sebe nasledujiice hodnoty. Usek pola A od pozicie = + 1 do
konca je teda nadalej usporiadany klesajtco.)

4. Obréf usek pola A od pozicie x + 1 po koniec.
(Z klesajuceho useku, teda najvic¢sieho mozného, urobime rastuci, teda najmensi mozny.)

Priklad: pre vysSie uvedent permutéaciu (7,3,1,6,9,8,5,4,2) najskor ndjdeme = = 4 (pozicia hodnoty 6) a
y = 6 (pozicia hodnoty 8). Potom vymenime doty¢né dve hodnoty, ¢im dostaneme (7,3,1,8,9,6,5,4,2). A na
zéver oto¢ime naopak klesajuci tsek (9,6, 5,4, 2), ¢im dostaneme spravnu nasledujicu permutaciu.

Casova zlozitost tohto algoritmu je zjavne O(n). Vieme ju vSak odhadnif eSte o ¢osi presnejsie: ked priamo
menime pole obsahujtice permutéciu tak, ako sme to opisali v nasom algoritme, je celkovy pocet krokov priamo
umerny poctu pozicii, ktoré sa zmenia — a teda optimalny.

Poznamka na zaver: Tento algoritmus je v C++ implementovany vo funkcii next_permutation. Navyse sa
oplati vediet, Ze tento algoritmus bez zmeny funguje pre lubovolné hodnoty vo vstupnom poli, vratane situécie,
ked st niektoré z hodndt navzajom rovné.

Listing programu:

void dalsia_permutacia (vector<int> &A) {

int x = A.size()-2;

while (x>=0 && A[x]>=A[x+1]) —--x;

if (x >= 0) { // nerobime posledna —> prva
int vy = A.size()-1;
while (A[y] <= A[x]) --y;

swap ( A[x], Alyl );
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}

reverse ( A.begin()+x+1l, A.end() );
}

Protilahla permutacia

Méme z daného poradia mazoretiek vyrobit poradie, v ktorom budt o n!/2 dni. Tato tloha sa bude ina¢
rieSit pre parne a ini¢ pre neparne n. Pre parne n to bude jednoduchsie, zaéneme teda tymto pripadom.

Pre kazdé = od 1 po n zjavne plati, Ze permutacii, ktoré zacinaju ¢islom z, je presne (n — 1)!I. Ak teda v
nejaky den vidime prv z tychto permutacii, vieme, Ze prvi permutaciu zacinajicu nasledujicim ¢islom uvidime
presne o (n — 1)! dni.

Pozrime sa teda na nasu tlohu: k danej permutécii (aq,...,a,) mame zostrojit ta, ktorta uvidime o n!/2
dni. Tato hodnotu moéZeme zapisat ako (n/2) - (n — 1)!, pricom pre parne n je ¢islo n/2 celé.

Uz teda vieme povedat, ako vyzerd prvé ¢islo hladanej permuticie: je to jednoducho b; = a1 + n/2. (Sa-
mozrejme pocitané cyklicky, teda po n opdtf nasleduje 1.) A vlastne vieme aj to, ako bude vyzerat zvySok
hladanej permutacie. Totiz ak by napriklad a bola prva z permutécii zac¢inajtcich ¢islom a;, tak hfaddme prva
z permutécii za¢inajicich b1, ak druha tak druht, a tak dalej.

Na pozicidch 2 az n mame teda niekolkl permutéciu ¢isel {1,2,...,a; —1,a; +1,...,n} a potrebujeme ju
prerobif na tolku istd permutéciu ¢&isel {1,2,...,b; — 1,b1 + 1,...,n}. To vSak vieme lahko urobif: staci pre
kazdé k prepisat k-ty najmensi prvok prvej mnoziny na k-ty najmensi prvok druhej mnoziny. To znamenad, ze
Cisla od 1 po min(a1,b1) — 1 aj ¢isla od max(ay,b1) + 1 po n zostani nedotknuté a tym medzi nimi zmenime
hodnoty o 1.

Priklad: Nech je vstupnéd permutacia (2,7,4,1,6,8,3,5). Potom vieme, Ze vystupnd permutécia je tvaru
(6,...). ZvySok dostaneme tak, ze v povodnej postupnosti (7,4,1,6,8,3,5) premenujeme ¢isla 1345678 na cisla
1234578. Vysledkom je teda permutéacia (6,7,3,1,5,8,2,4).

Pozrime sa teraz na neparne n. Mozeme zopakovat pozorovanie, ze n!/2 = (n/2) - (n — 1)!. Teraz je ale n
neparne, a teda n/2 nie je celé. Oznaéme si ¢ = |[n/2]. Potom posun o n!/2 dni moéZzeme zlozit z dvoch posunov:
najskoér o ¢(n — 1)! dni a potom o (n — 1)!/2 dni.

Posun o ¢(n — 1)! dni vyrieSime rovnako ako v pripade parneho n: zmenime prvy prvok z a; na by = a; + ¢
(opit pocitané cyklicky) a zvySok permutdcie upravime, aby pouzival namiesto vSetkych prvkov okrem a; vSetky
prvky okrem b;.

Ostéva nam doriesit posun o (n — 1)!/2 dni. No a kedZe tento posun v principe ovplyviiuje poslednych
n — 1 pozicii a n — 1 je parne ¢islo, mdzeme pouzit ten isty postup, ktorym sme vyssie vyriesili vstupy s parnym
n. Je tu ale jedna vec, na ktor(i si musime daf pozor: ak je hodnota as velkd, nastane niekedy pocas tychto
(n — 1)!/2 dni dalSia zmena na prvom mieste permutéacie. Napr. ak by sme z permutécie (3,4, 1,5,2) spravili
(n — 1)!/2 = 12 krokov, tak dostaneme permutaciu (4,1, 2,5, 3), ktord uz nezacina hodnotou 3.

Najjednoduchsie rieSenie tohto problému je nasledovné: ak je ao také velké, Ze by nastalo toto pretecenie,
tak namiesto ¢(n — 1)! dni sa v prvej faze posunieme az o (¢+ 1)(n — 1)! dni dopredu. Nésledne sa potrebujeme
posunit o (n — 1)!/2 dni spdt. Pri tomto posune mame istotu, %e sa pocas neho prva hodnota nezmeni. A
zéroven vieme, Ze ked sa divame len na pozicie 2 az n, tak posun o (n — 1)!/2 dopredu a dozadu vedie na tu
istl postupnost, takze mozeme spokojne pouzit vyssie popisany postup pre parne n.

Na$a implementécia mé ¢asov zlozitost linedrnu od poétu prvkov permutécie, teda O(n).

Listing programu:
inline int cyklicky(int x, int N) { if (x>N) return x-N; return x; }

void premenuj(vector<int> &A, int stare, int nove) {
for (int n=1; n<int (A.size()); ++n) {
if (stare < nove && A[n]>stare && A[n]<=nove) —--A[n];
if (stare > nove && A[n]>=nove && A[n]<stare) ++A[n];
}

void opacna_permutacia (vector<int> &A) {
int N = A.size();
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int o0ld=A[0];

A[0] = cyklicky (A[O0]+N/2,N);
premenuj (A,0ld,A[0]);

if (N % 2 == 0) return;

int velke = ((N+1)/2) + (A[0]1<=N/2);

if (A[1] >= velke) {
old = A[0];
A[0] = cyklicky(A[O0]+1,N);
premenuj (A,o0ld,A[0]);

}

premenuj (A,A[0],N);

vector<int> B(A.begin()+1,A.end());
opacna_permutacia (B);

for (int n=1; n<N; ++n) A[n]=B[n-1];
premenuj (A,N,A[0]);

A-11-4 Grafovy pocita¢ a kompletné grafy

Vyroba kompletného grafu v linearnom case

Na klasickom poé¢itaci na vyrobu kompletného grafu K,, potrebujeme spravit ©(n?)
2) hran. o)
Prvé lepsie rieSenie na grafovom pocitaci je postupne vyrobif a pozliepat dokopy o
hviezdy s 1 az n vrcholmi. Predstavme si totiz, ze mame K,,, v ktorom maja vsetky )
vrcholy znacku 1, a hviezdu, v ktorej je n vrcholov so znackou 1 a jeden vrchol so
znackou 2. Vhodnym volanim Join vieme tieto dva grafy spojit tak, aby sme ziskali graf
K, 11. Nésledne jeho novému vrcholu zmenime znacku na 1, do hviezdy pridame novy 8
vrchol a novil hranu a mézeme cely proces zacat odznova.
Takéto rieSenie mé casovi zlozitost ©(n), teda linedrnu od pocétu vrcholov.

(1)
krokov, kedZe tento graf mé az ("

Vyroba kompletného grafu pre mocniny dvoch

Pre jednoduchost zatial predpokladajme, Ze n je mocninou dvoch. Ukdzeme, ako cely graf K, zostrojif v
Case O(logn).

Ak chceme dosiahnut takato casovi zlozitost, musime v principe vediet pomocou konstantne vela krokov
zdvojnasobit velkost zostrojeného kompletného grafu.

Zdvojnasobit pocet vrcholov je Tahké. Ked méame kompletny graf K,,, mdZzeme pouzit Join na dve jeho kdpie,
pricom nastavime vegq=none. Tym dostaneme graf s 2n vrcholmi. Do kompletného grafu mu vsak este chyba
celkom vela hrédn — presne st to hrany (x,y), kde z < n < y.

Samozrejme, po jednej tieto hrany priddvat nemozeme, to by trvalo pridlho. Potrebujeme ich vedief pridat
vela naraz. My v8ak uz méme graf, ktory obsahuje vela hran: samotny K,. Graf K, teda ,nazliepame“ z
niekolkych képii grafu K

.....

pouzijeme znacky vrcholov.

Majme graf K,,, priCom n je parne a plati, ze v K, ma polovica vrcholov )
znacku 1 a polovica znacku 2. Vyrobime si 5 dalsich képii tohto grafu, ktoré
budd namiesto znaciek (1,2) pouzivat znacky (1,3), (1,4), (2,3), (2,4) a (3,4).

Co sa stane, ked tfchto est grafov postupne pospijam volaniami Join,
pri¢om veq=value? Zjavne dostaneme kompletny graf Ks,, v ktorom bude mat
po n/2 vrcholov kazdt zo znaciek 1, 2, 3 a 4. No a v takomto grafe uz len staéi
dvoma prikazmi zmenif vSetky znacky z 3 na 1 a zo 4 na 2, ¢im dostaneme
spravne oznaceny graf Ko,.

Na obrazku je priklad grafu K4, zostrojeného tymto postupom zo Siestich
képii grafu Kg. Zakriazkovana ¢ast grafu zodpoveda povodnému grafu Kg, z ktorého sme konstrukciu zacinali.

‘\\\ = \“I"ﬂ

\\\V// N
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Listing programu:

function kompletny_moc2(n: Integer): Graph; { funguje len pre n rovne kladnej mocnine dvoch }
var stary, novy : Graph;
begin
if n = 2 then begin

novy := EmptyG;

AddV (novy, 1) ;

AddV (novy, 2) ;

AddE (novy, 1, 2,undef) ;

kompletny_moc2 := novy;
end else begin

stary := kompletny_moc2(n div 2);

novy := stary; { zoberieme graf s labelmi (1,2) }
ReplaceV(stary,2,3); novy := Join(novy,stary,IM value,IM_any); { a (1,3) }
ReplaceV (stary, 3,4); novy := Join(novy,stary,IM_value, IM_any); { a (1,4) }
ReplaceV(stary,1,2); novy := Join(novy,stary,IM _value,IM_any); {a (2,4) }
ReplaceV(stary,4,3); novy := Join(novy,stary,IM_value,IM_any); {a (2,3) }
ReplaceV (stary,2,4); novy := Join(novy,stary,IM_value,IM_any); {a (3,4) }
ReplaceV (novy,3,1); ReplaceV(novy,4 2); { a na zaver uz len upravime znacky z 1234 na 12 }
kompletny_moc2 := novy;

end;
end;

Vyroba kompletného grafu pre vSeobecny pocet vrcholov

Najjednoduchsie rieSenie pozostéva z dvoch krokov: ked mame vyrobit K, najskor vyrobime K,,, kde m je
prva mocnina dvoch vécsia alebo rovna n. Nasledne z tohto grafu zahodime m — n vrcholov, spolu s hranami,
ktoré do nich vedt.

Ako ale rychlo zahodif vela vrcholov? Pomozeme si jednoduchym trikom. Najskor zostrojime graf s m —n
izolovanymi vrcholmi, to vieme spravit Tahko. VSetkym vrcholom K, ddme znacku 1, vSetkym vrcholom nésho
nového grafu dame znacku 2. Vhodnym zavolanim Join teraz vieme vyrobit graf K,,, v ktorom m — n vrcholov
bude mat znacku 2 a ostatnych n znacku 1. No a vhodnym zavolanim Common na pdévodné K, a oznacené K,
dostaneme Zelany graf K.

Ak( m4 tento algoritmus casovu zlozitost? Staci si vS§imnut, Ze nutne m < 2n. Preto mé zostrojenie kom-
pletného grafu K, ¢asovu zlozitost O(logn). Analogicky v nanajvys logaritmickom ¢ase zostrojime aj prazdny
graf s m — n vrcholmi; zvySok algoritmu uz bezi v konstantnom ¢ase. Celkova ¢asova zlozitost je teda ©(logn).

Listing programu:

{ vyrobi graf s n vrcholmi (kazdy so znackou 2) a 0 hranami }

function prazdny(n : Integer) : Graph;
var tmp : Graph;
begin
if n=0 then prazdny:=EmptyG else begin
tmp := prazdny(n div 2);
tmp := Join (tmp, tmp, IM_none, IM_none);
if n mod 2 = 1 then AddV(tmp,2);
prazdny := tmp;
end;
end;

{ vyrobi kompletny graf s n vrcholmi }
function kompletny(n : Integer) : Graph;
var m : Integer;

g, h : Graph;

begin
m := 2; while m<n dom := 2*m;
g := kompletny_moc2 (m);
SetAllvV(g,1);
h := prazdny (m-n);
h := Join(h,g,IM_any,IM_any); { znacky sa beru prednostne z h }
kompletny := Common (g,h,IM _value,IM_any);
end;

Vyroba kompletného grafu trochu inac

Bez nejakého zahadzovania (alebo naopak pridavania) vrcholov sa pri konstrukeii vSeobecného K, nezaobi-
deme — totiz jediné, ¢o vieme robit, je, Ze z vhodne oznaceného Ko, vieme vyrobif Ky,. Grafy, ktorych pocet
vrcholov nie je delitelny 4, teda pomocou ndsho postupu priamodiaro vyrobif nevieme.
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Namiesto toho, aby sme zahadzovali prebyto¢né vrcholy vSetky naraz na konci, ich v8ak mozeme zahadzovat
aj pocas algoritmu. Jeden mozny sposob, ako to robit, vyzera nasledovne:

Nech mame vyrobit graf K,. Pre n < 3 ho vyrobime priamo. Inak ndjdeme najmensie m také, ze 4m > n.
Rekurzivnym volanim vyrobime graf Ks,. Z jeho Siestich képii vyrobime graf Ky, a z toho nasledne nanajvys
tri vrcholy zahodime, ¢im dostaneme Zelany graf K.

Vsimnite si, Ze pri rekurzivnom volani klesol pocet vrcholov zostrojovaného grafu priblizne na polovicu. Po-
riadnej$im sformulovanim tohto pozorovania sa dé dokazat, Ze aj tento algoritmus ma ¢asovi zlozitost ©(logn).

Efektivne hfadanie najviésej kliky

Otestovat, ¢i graf G obsahuje kliku velkosti x, vieme Tahko: Zostrojime kompletny graf K, a zavoldme Find,
nech ndm najde jeden jeho vyskyt v G. Podla toho, ¢i Find naozaj ndjde vyskyt alebo vrati EmptyG, vieme, ¢i
sa v G klika danej velkosti nachadza alebo nie.

O grafe G, ktory ma n > 1 vrcholov, priamo vieme, Ze jeho klikovost je aspoii 1 (lebo mé vrchol) a zéroveri
je menej ako n 4+ 1 (lebo tolko vrcholov neméd). Spravnu hodnotu mézeme na tomto intervale najst bindrnym
vyhladdvanim: budeme postupne generovat kompletné grafy roznych velkosti a testovat, ¢i sa v G nachadzaju.

Pri bindrnom vyhladévani potrebujeme spravit log, n testov. Tieto testy vSak nie st ,zadarmo®: pri kazdom
z nich treba zostrojit nejaky kompletny graf.

Ak by zadany graf G bol husty (napr. G = K,,), tak kazdy z grafov, ktoré zostrojime pocas bindrneho
vyhladévania, bude mat aspoii n/2 vrcholov. Preto kazd4 iteracia bindrneho vyhladévania bude mat ¢asovi
zlozitost ©(logn), a teda celkova Casova zlozitost tohto algoritmu bude ©(log® n).

Este efektivnejSie hfadanie najvacésej kliky

Aby sme predchadzajuci algoritmus zrychlili, potrebujeme sa zbavit toho, ¢o sa zd4 byt zbyto¢ne pomalé —
zostrojovat graf, ktory v G hladame, vzdy tplne odznova.

Ak chceme dosiahnut optimalnu éasovt zlozitost bindrneho vyhladdvania, potrebujeme na kazdu otézku
spotrebovat len konStantny ¢as — a teda novy graf, ktory chceme vyhladavat, musime vediet v konStantnom
Case vyrobif.

Nasge riesenie bude fungovat v dvoch fazach. V prvej faze budeme postupne zostrojovat grafy K, Ko, Ky,
Ky, atd., az kym nenéjdeme prvy z nich, ktory sa v danom grafe G nenachddza. V tomto okamihu vieme, Ze
sa klikovost grafu G nachddza v intervale <2“, 2‘”‘1), a tieZz mame zostrojené kompletné grafy velkosti 20 aZ
20+1 Kedze kazdy graf vieme z predchidzajiceho zostrojif v konstantnom &ase a plati 2¢ < n, tato faza trva
O(logn).

Od tohto okamihu budeme v intervale, ktory sme prave nasli, bindrne vyhladévat. VSimnite si, ze po kazdej
iterdcii bude dizka intervalu, v ktorom hladame, rovnd mocnine dvojky. Totiz majme interval (x,z + 2Y) pre
y > 0. V jeho strede lezi hodnota x + 2Y~! a ked sa opytame na fiu, dostaneme tak ¢ onak interval presne
polovi¢nej dizky. Navyse si vSimnite, Ze stale bude platif 2 > 2¥, lebo na zaciatku to plati a pocas hladania sa
y bude zmensovat, zatial ¢o x nie.

Pocas binarneho vyhladdvania si budeme v jednej premennej udrziavat kompletny graf K, ktorého podet
vrcholov bude rovny spodnej hranici intervalu, v ktorom prave hladdme.

Kazda iterdcia bindrneho vyhladdvania teda bude vyzeraf nasledovne: Hladame v intervale (x,x + 2¥) pre
nejaké y > 0. Nech z = 2¥~1. Potom hodnota uprostred intervalu, v ktorom hladame, je prave = + z. Zoberieme
graf K, a graf K, (ten mame eSte z prvej fazy, kedZe z je mocnina dvoch) a vyrobime z nich graf K, .. Na ten
sa opytame. Ak ho graf G obsahuje, dalej pokra¢ujeme s intervalom (z + z,z + 22), ak nie, tak s intervalom
(x,z+ 2).

Jediné, ¢o potrebujeme ukazat, je, ako z grafov K, a K, vyrobif v konstantnom céase graf K, ,. Konstrukcia
bude podobné ako ked sme z viacerych képii K,, vyrdbali Ks,,. Tentokrat vyuzijeme, Ze plati x > 2Y. Graf K, m4
teda aspoti dvakrat tolko vrcholov ako graf K,. KonsStrukciu grafu K, ., rozpiSeme po myslienkovych krokoch.

e Na zaciatku si v premennych K_x a K_z grafy K, a K,, vSetky ich vrcholy maja znacku 1.

e Vyrobime graf C12, ¢o je K,, v ktorom mé z vrcholov znacku 2 a ostatné znacku 1.
K_z_2 := SetAllV(K_z,2); C_12 := Join(K_z_2,K_x,any,any);
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e Vyrobime graf D s x + z vrcholmi, z ktorych z mé znacku 2, z ma znacku 3 a ostatné znacku 1. Do
kompletného grafu buda grafu D chybat hrany medzi vrcholmi so znackami 2 a 3.

C_13 := ReplaceV(C_12,2,3); D := Join(C_12,C_13,value,any);

e Preznacime vrcholy grafu C1s, aby sme mali istotu, Ze vrcholy, ktoré maju id 1 az z, maja znacku 1.

tmp := Join(K_z,C_{12},value,any);

e Vyrobime z prave preznaceného grafu graf Cis3, v ktorom vrcholy s id 1 az z preznac¢ime na znacku 3. V
tomto grafe mame teda po z vrcholoch so znackami 2 a 3, ostatné vrcholy (ak tam eSte nejaké si) maju
znacku 1.

K_z_3 := SetAllV(K_z,3); C_123 := Join(K_z_3,tmp,id,any);

e Spojenim grafov D a Cjo3 dostdvame hladany graf K. ..

vysledok := Join(D,C_123,value,any);

Takto dostédvame rieSenie, ktorého celkova casova zlozitost je O(logn). Poznamka na zaver: aj paméfova
zlozitost tohto riesenia je O(logn), presnejsie, potrebujeme si stiGasne pamitat O(logn) grafov. Existuje aj
rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(logn), ktoré si v kazdom okamihu pamité len konstantne vela grafov. Jedna
moznost je namiesto postupne idtcich mocnin dvojky pouzit Fibonacciho ¢isla. Najskor ndjdeme také x, Ze
hladané ¢islo lezi v intervale (F,, F,;1) a od tejto chvile si sta¢i pamétat tri kompletné grafy: ked méame
interval (a,a + F))), tak si pamétame kompletné grafy velkosti a, F,, a Fy,_1.
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