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Priebeh krajského kola

Krajské kolo 26. ro¢nika Olympiddy v informatike, kategéria A, sa kona 11. 1. 2011 v dopoludiajsich
hodin4ch. Na rieSenie tiloh maja stifaziaci 4 hodiny ¢istého ¢asu. Rozne tlohy riesia stifaziaci na samostatné listy
papiera. Akékolvek pomocky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalkulacky) st zakdzané.

Co ma obsahovat riesenie tlohy?

e Slovne popiste algoritmus.

Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
Zdovodnite spravnost vasho algoritmu.

Uvedte a zddvodnite jeho ¢asovii a pamétovi zloZitost.

Podrobne uvedte dolezité ¢asti algoritmu, idedlne vo forme programu v Pascale alebo C/C++.

V pripade, ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahuji implementované datové
Struktury a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struc¢ne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniznice.

Hodnotenie rieseni

Za kazd tlohu mozete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ina¢, zakladnym kritériom hodnotenia rieSenia je spravnost a efektiv-
nost navrhnutého algoritmu. Hodnoti sa aj kvalita popisu riesenia a zdévodnenie tvrdeni o jeho sprévnosti a
efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypocitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktord hovori, ako dlho
vykonanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov.

V zadani tlohy mozu byt uvedené limity na velkost premennych. Tieto modZete pouzit na odhad toho, ako
dobré vase rieSenie je. Na pocitaci, ktory vykona miliardu instrukcii za sekundu, zriesi vzorové rieSenie lubovolny
povoleny vstup do niekolko sekind.
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A-11-1  Vlak

Na nékladnej stanici v istom nemenovanom meste stoji utajeny vlak. Teda, presnejsie povedané, iba vozne.
A v nich prisne strazeny naklad — v jednom gumové medvediky, v inom fialové kravy, v dalsich zase iné dobroty.
Pretoze vlak obsahuje spominané tajné materidly, riaditel stanice by ho chcel ¢im skor vypravit, aby sa po
jednom anonymnom tipe ndhodou celd stanica nezmenila na bojisko proti organizovanému detskému zloc¢inu.
(Predstavte si vagén plny ¢okolady, stovky deti snaziacich sa ho vyzrat a Zelezni¢ni policiu mérne sa snaziacu
zabranit tejto katastrofe.)

Lenze je tu isty hac¢ik — podla nového nariadenia musi vypravca poslat do konecnej stanice vlaku rozpis,
v akom poradi maju prist vozne. Na prvy pohlad sa zd4, Ze je to trividlna otdzka, ale lokomotiva moze byt pocas
medzizastavky v niektorej stanici preradena na druhy koniec vlaku. A nikto nevie (z dévodov utajenia), ktorou
trasou ten vlak vlastne pojde, nie to este kolkokrat bude lokomotiva preradend. Preto sa na stanici rozhodli,
7e z vlaku vyradia niekolko vagénov tak, aby zostavajice vagény vyzerali rovnako, nech je uz lokomotiva na
ktoromkolvek konci. A samozrejme, chcti vyradit ¢o najmenej vagénov.

Satazna dloha

Na vstupe je postupnost pismen — typov vagénov. Vystupom vésho programu maju byt pozicie vagénov
(pismen), ktoré treba vyradit z vlaku, aby bol vysledny vlak (postupnost pismen) rovnaky pri ¢itani spredu aj
odzadu (teda aby vysledny vlak bol palindrémom).

Pokial by existovalo viacero moznosti, najdite a vypiSte t0, pri ktorej treba odstranif najmensi mozny podet
vagoénov. Pokial by takychto moznosti stéle bolo viac, vypiste Tubovolni z nich.

Format vstupu

Na vstupe st dva riadky. V prvom je jediné ¢islo n (1 < n < 10000) udavajace pocet vagénov vlaku. Druhy
riadok obsahuje postupnost n znakov, ktoré reprezentuju jednotlivé typy vagdénov.
Format vystupu

Na vystup vypiste dva riadky. V prvom riadku vypiste jediné éislo k (0 < k < n — 1) udavajtice najmensi
pocet vagénov, ktoré je potrebné z vlaku vyradit. V druhom riadku vypiste k roznych ¢isel oddelenych medzerou:
¢isla vagénov, ktoré treba vyradit. Vagény st oéislované od 1 po n v poradi, v akom st na vstupe.

Priklad
vstup vystup
6 1
ABCDBA 3

Odstranenim tretieho vagona vznikne viak s vagonmi ABDBA.
Inym optiméalnym rieSenim je odstranit vagon D.

vstup vystup

7 2
ABECEDA 26

Odstranenim druhého a Siesteho vagona vznika AECEA.

vstup vystup
7 4
ABECADA 3467

Vystupu zodpoveda viak ABA. Inych, tiez optimalnych rieSeni je v tomto pripade mnoho.
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A-11-2  Jabloriovy sad

V jednom malom kralovstve vyrastol strom so zlatymi jablkami. Kral prikdzal zdhradnikom, nech takych
jabloni vypestuju cely sad. Keby vsak vysadili zlaté jadierka len tak, vyrastli by z nich obycajné planky. Nastastie
alchymisti vedia vypoditat, kam zasadif nasledujice jadierko, aby aj z neho vyrastol strom so zlatymi jablkami.

Aby zlaté jablkd nik neukradol, musel kral ¢oskoro zacat so stavbou oplotenia. Najlacnejsie rieSenie, ktoré
vymyslel, vyzeralo nasledovne: Teraz nechd postavit najkratsi mozny plot okolo vSetkych n uz rasticich stromov.
V budtcnosti len bude tento plot podla potreby rozsirovat vzdy, ked bude treba novy strom zasadit mimo
oplotenej oblasti. NavySe pri rozSirovani sa vzdy dé4 dast plota rozobrat a pouZzit znova na inom mieste, takZe
bude treba dokupit len tolko materialu, o kolko bude novy plot dlhsi od starého.

Satazna dloha

Na zacdiatku dostanete kartézske stradnice n bodov (jabloni) v rovine: [x1,y1], ..., [Zn,Yn]. Musite zistit
dlzku najkratsieho plota takého, Ze vietky jablone lezia na obvode alebo vo vnitri oplotenej oblasti.

Potom budete postupne dostavat suradnice dalsich m bodov: miesta, kde budu zasadené nasledujtce jablone.
Vizdy, ked naéitate stiradnice dalsieho bodu, musite vypodcitat a vypisat, o kolko prave narastla dlzka najkratsieho
plota. Vami vypoéitany tdaj zodpoveda tomu, kolko pletiva je potrebné dokupit. (Uvedomte si, Ze novy plot
nikdy nebude kratsi od starého. Ak novy bod lezi na oploteni alebo v jeho vnutri, v§stupom je nula.)

Ocakéavajte, ze ¢isla n a m budu velké. Efektivne riesenie by teda malo pri spractivani nového bodu $ikovne
vyuzit skor vypod¢itané informacie. (Nejaké body v8ak samozrejme ziskate aj za korektné rieSenie, ktoré zakazdym
odznova spravne zostroji cely plot.)

Délezité: Ak v rieSeni tejto tlohy pouZijete nejakii vSeobecne zndmu datova Struktiru (napr. haldu alebo
bindrny vyhladavaci strom), sta¢i uviest popis jej vlastnosti, ktoré v rieSeni vyuzivate. Nie je potrebné rozpisovat
jej implementaciu.

Format vstupu

V prvom riadku vstupu bude ¢islo n, ktoré udava zaciatocny pocet jabloni. Nasleduje n riadkov, v ¢-tom
z nich su dve ¢isla x; a y; oddelené medzerou: stradnice jedného z uz zasadenych stromov.

Dalsi riadok obsahuje é&islo m. Nasleduje m riadkov, v i-tom z nich st dve é&isla 2,4 a y,4; oddelené
medzerou: stradnice stromu, ktory bude v budticnosti vysadeny ako i-ty v poradi.

Format vystupu

Na vystup vypiste m + 1 riadkov. V prvom riadku bude stéasna dlzka oplotenia, t.j. obvod najmensieho
obrazca, ktory obsahuje vSetky body [x1,v1] aZ [y, ys]. Nasleduje m riadkov, v i-tom z nich ma byt uvedené,
o kolko sa obvod obrazca zvicsi po pridani bodu [2,44, Yn+i] k ostatnym.

Priklad

vstup vystup
4 52.36068
00 7.63932
0 10 4.14214
20 0 P ) . .. . . for s
34 Na obrazku vilavo je zaciatoc¢ny plot, jeho dlzka je 10+
5 20 + /102 + 202. Po pridani piateho bodu dostaneme
20 10 obrazok v strede, jeho obvod je 60, teda narastol o 7.64
55 oproti predchadzajiucemu. Po pridani Siesteho bodu
dostaneme obrazok napravo.
[0, 10]
20, 10]
“3.4 y y
[0,0] 20, 0] [-5,5]
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A-11-3  Mazoretky

Na planéte Diks maji v hlavnom meste uz vyse sto rokov sldvny stbor mazoretiek. Kazdé rano slavia
prichod nového dna sprievodom po uliciach mesta, pri ktorom kracaju v rade jedna za druhou a predvadzaju
rozne prvky. Obcania mesta sleduji vystipenie a hned sa im radostnejsie vstéava do Skoly a do préce.

Mazoretiek v stibore je presne n. Aby sa obcania mesta nenudili, kazdy deii idu v sprievode v inom poradi.
Zhodou okolnosti mé rok na planéte Diks presne 1-2-...-n = n! dni, takZe za jeden rok pouziju prave raz
kazdé mozné poradie.

Aby sa im to nepoplietlo, poradie si uréuju systematicky, a to nasledovne. Kazda mazoretka mé svoje
jednozna¢né ¢islo od 1 po n. Ich poradie v konkrétny den teda vieme popisat ako postupnost ¢isel. Lubovolné
dve poradia (aq,...,a,) a (b1,...,b,) modZeme teraz porovnat nasledovne: Nech ¢ je najmensi index, pre ktory
a; # b;. Potom to poradie, ktoré ma na i-tej pozicii mazoretku s mensim ¢islom, bude pouZzité v skorsi den
v roku ako to druhé.

Napriklad pre n = 4 bude poradie (3,1,2,4) pouzité skor ako (3,4,1,2), lebo na druhej pozicii ma prvé
z nich mazoretku s mensim ¢islom.

Pocas jedného roka by pre n = 3 mazoretky postupne pouzili nasledovnych 6 usporiadani:
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) a nakoniec (3,2,1).

Satazna dloha
Na vstupe je ¢islo n > 2 a jedno konkrétne poradie mazoretiek.
a) (3 body) Napiste program, ktory vypiSe poradie mazoretiek v nasledujici dei.

b) (7 bodov) Napiste program, ktory vypise poradie mazoretiek presne o pol roka.
V oboch podiillohdch nezabudnite na to, Ze dotyény dent mdze byt v nasledujicom kalenddrnom roku.

Priklad pre podilohu a)

vstup vystup

5 14325
14253

Priklady pre podilohu b)

vstup vystup

3 312
132

Rok na tejto planéte ma 3! = 6 dni, hladdme teda poradie o 6/2 = 3 dni. V zadani je uvedeny zoznam
vSetkych poradi pre n = 3, z neho vidime, Ze o 3 dni po poradi (1, 3,2) bude pouzité poradie (3,1, 2).

vstup vystup
3 [132
312

O dalsie 3 dni bude opét pouzité poradie (1,3,2).
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A-11-4 Grafovy pocita¢ a kompletné grafy

V tomto roéniku OI-A sa v poslednej tlohe stretavame so $pecidlnym grafovym pocitacom. Jeho popis
(rovnaky ako v domécom kole) nijdete v Studijnom texte za zadanim tejto tlohy.

Satazna dloha
a) (5 bodov) Napiste funkciu pre grafovy pocitaé, ktord dostane ako parameter ¢islo n a na vystupe vrati
premennu obsahujicu kompletny graf K,,. To je graf s n vrcholmi, z ktorych kazdé dva st spojené hranou.
(Najviac 4 body moZete ziskat za rieSenie, ktoré tito tlohu riesi za predpokladu, Ze n je mocninou dvoch.)
b) (5 bodov) Hovorime, Ze graf obsahuje kliku velkosti k, ak v tiom existuje k-tica vrcholov, ktoré st spojené
kazdy s kazdym. Klikovost grafu je pocet vrcholov v najviiésej klike, ktorti obsahuje.

Napiste funkciu pre grafovy pocita¢, ktora dostane ako parameter premenna obsahujicu graf G a na
vystupe vrati celé ¢islo udavajice jeho klikovost.

Sahrn povolenych instrukcii

’ prikaz \ ucinok prikazu
A44dv (G, z) Prida novy vrchol so znackou z a najvacsim id.
DelV(G,id) Zmaze vrchol s identifikdtorom id.
AddE(G,x,y,w) Prida hranu medzi x a y s vdhou w.
DelE(G,x,y) Zmaze hranu medzi x a y.
TestE(G,x,y) Zisti, ¢i si x a y spojené hranou.
GetV(G,id) Vrati znacku daného vrcholu.
SetV(G,id,z) Nastavi znacku daného vrcholu na dant hodnotu.
SetAl11V(G,z) Nastavi kazdému vrcholu v G znac¢ku na z.
ReplaceV(G,zold,znew) | Kazdému vrcholu v G, ktory mal doteraz znacku zold, da znacku znew.
GetE(G,x,y) Vrati vahu danej hrany.
SetE(G,x,y,w) Nastavi vdhu danej hrany na dant hodnotu (aj vyrobi takd hranu, ak treba).
SetAl1lE(G,w) Nastavi kazdej hrane v G vahu na w.
ReplaceE(G,wold,wnew) | Kazdej hrane v G, ktord mala doteraz vahu wold, d4 vahu wnew.
CountV(G) Vrati pocet vrcholov v grafe.
SumV (G) Vrati sucet znaciek vsetkych vrcholov, priCom undef sa pocita ako 0.
CountE(G) Vréti pocet hran v grafe.
SumE(G) Vrati stcet vah vSetkych hrén, pricom undef sa pocita ako 0.
Iso(G,H,veq,eeq) Zisti, ¢i su grafy G a H izomorfné pri danom porovnavani vrcholov a hran.
Find(G,H,veq,eeq) Néjde jeden najlahsi podgraf grafu G, ktory je izomorfny s H pri danom
porovnavani vrcholov a hran. Vrati EmptyG ak taky podgraf neexistuje.
Common (G,H,veq,eeq) N4jde jeden spolo¢ny podgraf grafov G a H s najviac vrcholmi
(a ak sa nevie rozhodnit, tak aj s najviac hranami).
Join(G,H,veq,eeq) Spoji grafy G a H do jedného, pric¢om ich akoby zlepi za Common (G,H,veq,eeq).
| konStanta | hodnota / vyznam ‘
EmptyG Prazdny graf (s 0 vrcholmi a 0 hranami).
undef Specialna hodnota pouzivana ako znacka vrcholu alebo vaha hrany.
any Lubovolné dva vrcholy/hrany sa rovnaju (na ohodnotenie sa nehladi).
value Zodpovedajuce si vrcholy /hrany musia mat rovnaké ohodnotenie.

Hodnotu undef povazujeme za ,Zolika“, ktory sa rovnéa lubovolnej hodnote.
value_strict Vrcholy /hrany musia mat presne rovnaké ohodnotenie, undef sa rovné len undef-u.
value_defined | Vrcholy/hrany musia mat rovnaké ohodnotenie, undef sa nerovné ni¢omu, ani undef-u.
id Vrcholy musia mat rovnaké id. (Pri hranach sa toto neda pouzit.)

none Ziadne dva vrcholy/hrany nie st identické.
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Studijny text
Bezné pocitace, ktoré mame vsSetci doma, vSetko poc¢itaju v éislach v dvojkovej stistave. Mnohym ludom

ktoré oni potrebuju riesit, sa tyka grafov. Preto si pre vlastnii potrebu navrhli grafovy poéitaé, ktory namiesto
¢isel pracuje priamo s grafmi. Vie s nimi robit vSetky beZné operécie, a to dokonca v konstantnom case.

Formélne, graf je usporiadana dvojica (V, E), kde V je koneénd mnoZina objektov, ktoré volame vrcholy, a
E je kone¢na mnozina obsahujica niektoré neusporiadané dvojice vrcholov. Prvky E volame hrany. Neformalne
si graf mozeme predstavit ako Zelezniénu sief. Vrcholy s jednotlivé zastavky, hrany st priame tseky Zeleznicéne;
trate medzi dvojicami zastavok.

Grafy niekedy mozu byt ohodnotené: kazdému vrcholu, resp. kazdej hrane mozeme priradif nejaké ¢islo. Ich
vjznam moze byt v réznych situdciach rozny: raz to moze byt dizka kolajnic, inokedy cena cestovného listka,
a eSte inokedy modZeme pomocou ¢isel reprezentovat vlastnosti objektov: napriklad stanice, kde stoja rychliky,
mozu mat priradené ¢islo 1 a ostatné stanice ¢islo 2. Upresnime eSte, Ze naSe grafy nebudu nikdy obsahovat
nésobné hrany ani slucky. Teda medzi kazdymi dvomi vrcholmi bude viest nanajvys jedna hrana a ziadna hrana
nebude zacinat a konéit v tom istom vrchole.

Reprezentacia grafu

Kazdy graf ulozeny v grafovom pocita¢i ma vrcholy ocislované prirodzenymi ¢islami od 1 do ich poctu.
Tymto ¢islam budeme hovorit identifikdtory vrcholov (skratene: id).

Hranam identifikdtory netreba, kazda hrana je totiz jednoznac¢ne uréend pomocou id vrcholov, ktoré spaja.

Kazdy vrchol mé priradené svoje ohodnotenie, ktoré budeme volat znacka vrcholu. Kazdé hrana mé priradené
svoje ohodnotenie, ktoré budeme volat vdha hrany. Kazdé ohodnotenie je bud nezdporné celé ¢islo alebo Specialna
hodnota undef (nedefinované).

Programy budeme pisat v beznom programovacom jazyku, ktory len rozsirime o niekolko novych typov
premennych a niekolko novych funkcii. V tomto $tudijnom texte pouZijeme Pascal, ale pokojne mozete pisat
rieSenia aj v inych jazykoch, do ktorych si nové stucasti doplnite analogicky.

Nové typy premennych a konstant

e Typ Graph slizi na uloZenie grafu. Do premennej typu Graph teda moézeme ulozit jeden graf, je jedno
ako velky. Premenné typu Graph vieme priradzovat a vieme testovat rovnost obsahu dvoch takychto
premennych. Obe tieto operacie pocita¢ vykona v konstantnom case.

e Konstanta EmptyG typu Graph obsahuje prazdny graf, teda graf s 0 vrcholmi (a teda nutne aj 0 hranami).

e Typ Value sliZi na uloZenie jedného ohodnotenia. Premennd typu Value teda moéze nadobudnif ako
hodnotu Tubovolné nezaporné celé ¢islo alebo $pecidlnu hodnotu undef. AZ na undef funguju operdcie s
tymto typom rovnako ako operacie s beznymi celo¢iselnymi typmi premennych.

Operacie meniace struktaru grafu

e Funkcia AddV(G,z) pridéa do grafu G novy vrchol a priradi mu znacku z. Do nového vrcholu nevedu Ziadne
hrany a jeho id je rovné novému poctu vrcholov. Navratova hodnota funkcie AddV(G,z) je toto id.

e Procedura DelV(G,id) zmaze z grafu G vrchol s identifikdtorom id a vSetky hrany, ktoré do tohto vrcholu
viedli. Nasledne popostuva id vrcholov tak, aby nevznikla diera v ich ¢islovani. Teda z vrcholu s ¢islom
id+1 sa stane id, z id+2 sa stane id+1, atd.

e Procedtra AddE(G,x,y,w) vytvori v grafe G hranu medzi vrcholmi s id x a y a priradi jej ohodnotenie w.

e Procedtra DelE(G,x,y) odstrani z grafu G hranu medzi vrcholmi s id x a y.

e Funkcia TestE(G,x,y) vrati true ak st vrcholy s id x a y v grafe G spojené hranou a false ak nie sa.

Vsetky tieto funkcie a procedury beZia v konstantnom ¢ase. Je nutné ich volaf so spravnymi parametrami,
inak nastane chyba a program bude ukonéeny. Napr. procedturu DelE je povolené volat len s id vrcholov, ktoré
skutocne st v danom grafe spojené hranou.
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Operacie meniace znacky vrcholov a vahy hran

e Funkcia GetV(G,id) vrati znacku zadaného vrcholu.

e Procedura SetV(G,id,z) nastavi znacku zadaného vrcholu na zadani hodnotu.

e Procedira SetA11V(G,z) nastavi kazdému vrcholu v G znacku na z.

e Procedura ReplaceV(G,zold,znew) kazdému vrcholu v G, ktory mal doteraz znacku zold, zmeni znacku
na znew.

e Funkcia GetE(G,x,y) a procediry SetE(G,x,y,w), SetA11E(G,w) a ReplaceE(G,wold,wnew) su defino-
vané rovnako ako funkcie pracujice s vrcholmi. Hrana je popisana id vrcholov x a y, ktoré spéja.

Ak pri volani SetE(G,x,y,w) hrana medzi x a y neexistovala, tak je najskoér do grafu pridana.

Statistické funkcie
e Funkcia CountV(G) vrati pocet vrcholov v grafe.
e Funkcia SumV(G) vrati stcet znaciek vS8etkych vrcholov, pricom undef sa pocita ako 0. Pokial graf nemé
ziadne vrcholy, funkcia vrati 0.
e Analogicky definujeme funkcie CountE(G) a SumE(G) pre hrany a ich vahy.

Globalne operacie
e Funkcia Iso(G,H,veq,eeq) zisti, ¢i st grafy G a H izomorfné —t. j., ¢i moZno jednému z grafov preéislovat
vrcholy tak, aby sa zhodoval s druhym grafom. Dva grafy st zhodné, pokial maji rovnaké mnoZiny vrcholov
aj hran; navyse sa im musia zhodovat znacky vrcholov a vahy hran podla toho, ako uréuji parametre veq
(pre vrcholy) a eeq (pre hrany). Tieto parametre mozu nadobudat nasledujtice hodnoty:

any: Lubovolné dva vrcholy/hrany sa rovnaji (na ohodnotenie sa nehladi).

value: Zodpovedajuce si vrcholy/hrany musia mat rovnaké ohodnotenie. Hodnotu undef ale povazujeme
za ,zolika“, ktory sa rovna Iubovolnej hodnote.

value_strict: Vrcholy/hrany musia maf presne rovnaké ohodnotenie, undef sa rovna len undef-u.

value defined: Vrcholy/hrany musia maf rovnaké ohodnotenie, undef sa nerovné ni¢omu, ani undef-u.
Teda akondhle mé nejaky vrchol/hrana ohodnotenie undef, nemézeme ho priradit Ziadnemu vr-
cholu/hrane v druhom grafe.

id: Vrcholy musia maf rovnaké id (toto mozno aplikovat len na vrcholy, lebo hrany nemaju id). Inymi
slovami, zakazujeme precislovavat vrcholy, ale na ich ohodnotenie nehladime.

none: Ziadne dva vrcholy/hrany nie st identické. (I ked to vyzera neuzito¢ne, tiito moznost pouzijeme v
dalsich funkcidch.)

Izomorfizmus je znazorneny na nasledujicom obrazku. Plné ¢iary predstavuji hrany dvoch 5-vrcholovych
grafov. Cisla pred zatvorkami st id vrcholov, v zatvorkach st ich znacky (otdznik ozna¢uje hodnotu undef).
Vsetky hrany majt vahu undef.

Volanim Iso(G,H,any,any) zistime, ¢ vieme zmenit id vrcholov grafu G tak, aby sme dostali v G presne
t1 ist mnozinu vrcholov ako v H. Takychto preéislovani méze vo vSeobecnosti byt aj viac. V priklade na
obrazku existuju dve moznosti, pre jednu z nich je priradenie vrcholov zobrazené ¢iarkovanymi ¢iarami.

Ak navyse pozadujeme, aby sa zhodovali aj znacky vrcholov, resp. vahy hran, dosiahneme to zmenenim
veq, resp. eeq, na ini hodnotu ako any. Grafy z nasho obrazku bud izomorfné, ak nastavime veq na value
alebo any a zéroveil eeq na any, value alebo value_strict. (Ciarkované ¢ary predstavuju priradenie

vrcholov, ktoré vo vSetkych tychto pripadoch funguje.)
5(5) T

sy AN 30) 3(4> 2)

1(7) ¢

Pri ostatnych kombinaciach veq a eeq tieto dva grafy izomorfné nie su.
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e Funkcia Find(G,H,veq,eeq) najde podgraf grafu G, ktory je izomorfny s grafom H. (Podgraf je taky graf,
ktory mozno ziskat z G odstranenim niektorych vrcholov a hran.) Navratovou hodnotou funkcie bude tento
podgraf, pri¢om vrcholy budi oéislované podla grafu H a ohodnotenie vrcholov a hran bude pochédzat z
grafu G. Pokial hladany podgraf neexistuje, funkcia vrati EmptyG. Parametre veq a eeq uréuju rovnako
ako pri funkcii Iso, ako sa sprava izomorfizmus.

Pokial existuje viacej izomorfnych podgrafov, funkcia Find najde najlahsi z nich (t. j. ten, ktory mé
najmensi sticet vah hrén, ako by ho spocitala funkcia SumE). Pokial aj tak existuje viacej moznosti, Find
vrati lubovoln z nich.

e Funkcia Common (G,H,veq,eeq) najde najvicsi spoloc¢ny podgraf grafov G a H. Presnejsie, najde graf, ktory
je izomorfny (podla veq a eeq) s niektorym podgrafom G i s niektorym podgrafom H. Zo vSetkych moznych
rieSeni si navyse vyberie také, ktoré ma najviacsi mozny pocet vrcholov, a z takych potom to s najvacsim
poc¢tom hran. Pokial aj tych je viacej, vyberie si lubovolné z nich.

Vysledny graf bude mat id vrcholov v rovnakom poradi, ako ho mal zodpovedajici podgraf v G, len budua
precislované od 1 po ich pocet, aby v ¢islovani neboli diery. Ohodnotenie vrcholov a hran bude taktiez
zdedené z grafu G.

Na obrazku si opdt plnymi ¢iarami nakreslené dva grafy. Pri veq=value a eeq=any je ich najvidsim
spolo¢nym podgrafom ,stvorec® obtiahnuty tuéne. Ciarkované hrany ukazuji jedno mozné priradenie
vrcholov.

Ak zmenime veq na any, pribudne do spolo¢ného podgrafu este jedna novéa hrana a jej koncovy vrchol: v
lavom grafe to mo6ze byt jedna z hran 3-4 a 3-5, v pravom jedna z hrén 1-5, 1-6 a 1-7.

Najvicsi spoloény podgraf nemusi byt uréeny jednoznacne. Napriklad vo vySSie popisanej situécii nim
nemusi byt len zvyrazneny Stvorec. Rovnako velky je aj podgraf, ktory je v lavom obrazku uréeny vrcholmi
3,4,5,1avpravom 4, 1, 2, 3.

e Funkcia Join(G,H,veq,eeq) zlGdi grafy G a H. Mozete si to predstavit tak, Ze ich ,zlepi za ich najvacsi
spoloény podgraf*. Urobi to tak, Ze najprv ndjde najvicsi spoloény podgraf (tak ako vo funkcii Common),
potom k nemu doplni zostavajtce vrcholy grafu G a nakoniec vrcholy grafu H (id vrcholov vysledného grafu
teda bud v tomto poradi). Hrany, vdhy a znacky pritom zdedi z oboch grafov, pricom pokial sa nejaky
vrchol alebo hrana vyskytuju v oboch grafoch, pouzZije sa ohodnotenie z grafu G.

Ak by sme pre grafy z predchadzajiceho obrézku pouzili Join, mohli by sme dostat napr. nasledujici

vystup:
5(4) 4(4)
- 3(3) 6(7) 5 3(3) 6(8)
1® ¢ . 7(8) ®) .::::
e 8(9) e 7(9)
1(1) 2(2) 1(1) 2(2)
veq=value veq=any

Tuénymi ¢larami je vyznacend spolo¢nd cast (vSimnite si rozdiely v id vrcholov), tenké neprerusované
hrany pochadzaju z grafu G, ¢iarkované hrany st z grafu H.

(KedZe aj pri veq=value, aj pri veq=any existovalo viac moznosti, ako vybraf najvicsi spoloény podgraf,
existuje aj viacero moznosti, ako bude vyzerat vystup funkcie Join pre tieto dva grafy. Vystup na obrazku
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vlavo zodpoved4 priradeniu z obrazku k funkcii Common, vystup na obrazku vpravo zodpoved4 tomu istému
priradeniu a navysSe vrchol 4 vlavo je priradeny vrcholu 5 vpravo.)

Vsetky operacie predpokladaji, ze dostani korektny vstup — nie je teda napriklad povolené volat ich s id
neexistujiceho vrcholu alebo upravovat grafovii premennt, do ktorej ste eSte nepriradili, a podobne. Vsetky
grafové operdcie trvaju konstantny cas.

Priklad 1: Tvorba cesty

Ukéazeme, ako vytvorif cestu dlzky n. To je graf s n + 1 vrcholmi a n hranami, v ktorom je kazdy vrchol
spojeny hranou s nasledujicim. Uréite by sme cestu mohli vytvarat postupne, napriklad takto:

function cesta(n: Integer): Graph; 1 2 3 4 5
var i, posledny, novy: Integer; o—o—o—9o -0
G: Graph;
begin
G := EmptyG;
posledny := AddV (G, 0);
for i := 1 to n do begin
novy := AddV (G, 0);
AddE (G, posledny, novy, undef);
posledny := novy;
end;
cesta := G;
end;

Zaginame s jedingm vrcholom (m4 id 1) a potom n-krat priddme novy vrchol a hranu doii. (Vrcholom dévame
znacky 0, hrandm nedefinované vahy, ¢o sa bude hodif neskor.) Cely postup teda trvé linedrne dlho a vytvori
cestu zacinajucu vo vrchole s id 1 a konc¢iacu vo vrchole s id n + 1.

Ten isty graf v8ak vieme zostrojit aj rychlejsie. Predstavme si na chvilku, Ze uz méme v G zostrojenu Cast
cesty, povedzme tvorenu k vrcholmi. Pomocou Join(G,G,none,none) vytvorime novy graf, ktory obsahuje dve
képie tejto cesty: jednusid 1,...,k, druht s id £+ 1,...,2k. Do toho sta¢i nésledne pridat hranu z k do k + 1
a mame cestu dizky 2k. Tento pristup vyuZijeme v nasledujiicom (rekurzivnom) rieseni tlohy:

function cesta(n: Integer): Graph; 1 2 3 4 5 6 7 8 9
var vysledok: Graph; o—o— o o 06—0——0o—o -0
polovica: Integer;
begin
if n = 0 then begin { cesta dlzky 0 je len jeden vrchol }
vysledok := EmptyG;

AddV (vysledok, 0);
end else begin
{ rekurzivne vytvorime cestu polovicnej dlzky }

polovica := (n-1) div 2;

vysledok := cesta(polovica);

{ vyrobime 2 kopie a spojime ich }

vysledok := Join(vysledok, vysledok, none, none);

AddE (vysledok, polovica+l, polovica+2, undef);
{ ked polovica nevysla celociselna, pridame este hranu }
if n mod 2 = 0 then begin
AddV (vysledok, 0);
AddE (vysledok, n, n+l, undef);
end;
end;
cesta := vysledok;
end;

Pri kazdom rekurzivnom volani sa n zmensi aspoii na polovicu, ¢asova zlozitost tohto rieSenia je teda O(logn).
Ukézeme eSte jedno rieSenie, tentoraz zalozené na spajani ciest za vrchol. Budeme vytvarat cesty, ktorych
zafiatocny vrchol bude mat znacku 1, koncovy vrchol znacku 2 a vSetky ostatné vrcholy znacku undef. Ked
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chceme dve cesty spojit do jednej, prezna¢ime koncovy vrchol prvej a zaciatoény vrchol druhej na 3 a zavolame
Join s veq=value_defined. Tym sposobime, ze sa vrcholy oznacené trojkou stotoznia a vznikne cesta dvojna-
sobnej dlzky. (Vsimnite si, Ze keby sme namiesto value_defined pouzili value alebo value_strict, stotoznili
by sa aj vntutorné vrcholy ciest, ¢o nechceme.) Potom eSte odstranime pomocnd znacku 3 a prepiSeme ju na
undef. Program tentokrat pre jednoduchost napiseme len pre n = 2*:

function cesta(n: Integer): Graph;
var G, Tl, T2: Graph; (1> (3) (3> (2)
begin —eo—90o—90o—9o | o—0o—0o—0o—o
if n = 1 then begin
G := EmptyG; i
AddV (G, 1); o n n "
raas o 1) (1) (3) (2)

AddE (G, 1, 2, undef);
end else begin

Tl := cesta(n div 2);

T2 := T1;

ReplaceV(T1l, 2, 3);

ReplaceV (T2, 1, 3);

G := Join(tl, t2, value_defined, any);
ReplaceV (G, 3, undef);

end;

cesta := G;

end;
Casova zlozitost tohto riesenia je opaf logaritmicks od n.

Priklad 2: Obchodny cestujici

Vsetci pozndme presibanych obchodnikov. Predavaju ktovie ¢o a najradsSej by boli, keby ich po predaji uz
kupujuci nikdy nenasiel. Predstavme si takého obchodnika. Teraz sa nachddza v meste (t. j. vo vrchole) éislo 1.
Chce prejst celtt krajinu (graf) po cestach (hranach) tak, aby navstivil kazdé mesto préve raz a potom sa vratil
domov. NavySe pri tom chce najazdit ¢o najmenej. Inymi slovami, celkova vaha pouzitych hran by mala byt
najmensia mozna.

Na obvyklom podcitaci pre tento problém nepozndme rieSenie v polynomidlnom case. Pokial ale mame k
dispozicii grafovy pocitac, pdjde to velmi efektivne.

Stadi totiz vyrobit cyklus z n hrdn a potom funkciou Find najst jeho najlahsi vyskyt v grafe predstavujicom
mapu krajiny. Cyklus vytvorime tak, Ze podla predchadzajiceho prikladu vytvorime cestu s n vrcholmi a n — 1
hranami a potom spojime hranou jej prvy vrchol s poslednym. To vieme spravit v logaritmickom case. Nésledné
volanie funkcie Find bezi v konsStantnom case, a teda nam dasovi zlozitost nepokazi.

function cestujuci (mapa: Graph): Graph;
var trasa: Graph;

begin
trasa := cesta(CountV(mapa)-1);
AddE (trasa, 1, CountV(mapa), undef);
cestujuci := Find(mapa, trasa, any, any);
end;
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