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B-I-1 Syrovalag

Ukazeme si dve rozne vzorové riesenia, kazdé ponalo tlohu z iného konca, obe st vsak rovnako efektivne ¢o sa
tyka Casu aj paméti. Kazdé riesenie sa da citat samostatne.

RieSenie spredu

Postupne prechadzame ulicu. Vzdy, ked stretneme nejakého konzumenta, posleme mu syr od naposledy videného
producenta rovnakého typu, ktory este nikoho nenakimil.

To znie jednoducho, musime vSak matematicky dokazaf, ze takto dostaneme riesenie s najmensou celkovou
prekotilanou vzdialenostou. Tvrdenie dokdzeme sporom. Ak by nebolo pravdivé, musi existovat optiméalne
rieSenie, v ktorom producent na pozicii p; vyrobil syr pre konzumenta na pozicii k1, ale existoval este iny
producent tohto druhu syra na pozicii ps, takej, ze p1 < ps < k1 a medzi ps a ki uz nie si ziadni producenti
ani konzumenti tohto druhu syra. Kedze takychto rieseni moéze existovat viac, vyberme to, ktoré méa najmensi
pocet takychto trojic pi1, p2, k1 a toto rieSenie nazvime R,y .

Ak producent na ps nevyrobil syr pre nikoho, vieme zlepsit prekotiland vzdialenost o po — p1, ¢iZze by sme mali
spor s tym, Ze riesenie R,,;, bolo optimalne.

Ak producent na py vyrobil syr pre nejakého iného konzumenta, ten musi byt na pozicii ko > k;. Potom ale
existuje riesenie Rs, ktoré vymeni tieto dve zasielky, a syr z p; doruci na ks a z py doruci na k;. Toto riesenie
ma rovnaku celkovt prekotilani vzdialenost, méa vSak menej trojic pi,po, k1, kedze jednu z nich sme touto
vymenou odstranili. To je ale spor s tym, ako sme vybrali R,,;y,. (]

Mame teda dokdzané, ze rieSenie je spravne, uz ho len treba efektivne naprogramovat.

Pouzijeme zasobnik — datova struktiru, ktora si paméta v akom poradi sme do nej vkladali prvky a vie ndm vzdy
vratit posledny vlozeny prvok. Ked do zasobnika budeme vkladat producentov zlava doprava, budeme vediet
lahko najst najpravejsieho producenta, ktory este nikoho nenakimil. Nachddza sa totiz na vrchu zasobniku.

A aby sa ndm jednotlivé typy syrov neplietli, vytvorime si samostatny zasobnik pre kazdy typ. Nésledne
prejdeme nasou postupnostou. Ked narazime na producenta, vlozime ho do prislusného zasobnika, ked narazime
na konzumenta, vyberieme vrchné ¢islo z daného zasobnika a pripocitame prekotilant vzdialenost k celkovej
odpovedi.

Listing programu (C++)

#include <cctype>
#include <iostream>
#include <vector>
#include <stack>
using namespace std;

int main() {
string ulica;
cin >> ulica;

vector<stack<int>> posledna_vyroba (26);

long long odp = 0;

for (unsigned i = 0; i < ulica.size(); ++i) {
char pism = ulicalil];
if (isupper (pism)) {
posledna_vyroba[pism - "A’].push(i); // pribudol novy producent
} else {
odp += i - posledna_vyroba[pism - "a’].top(); // naposledy videneho producenta pouzijeme...
posledna_vyroba[pism - "a’].pop(); // ... a kedze je uz pouzity, zabudneme na neho

}
}

cout << odp << "\n";

}

Casova, aj paméitové zlozitost je O(n). Pri pamiti si moéZeme uvedomit, Ze v najhorsom pripade bude dokopy
vo vSetkych zasobnikoch najviac n prvkov.
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Riesenie odzadu

Ulicu m6zeme prechadzat odzadu a v kazdom momente si pamétat, kolkym konzumentom este musime dorucit
syr a nenasli sme pre nich producenta. V zadani mame slibené, ze kazdého konzumenta vieme nakfmit. Takze
vzdy, ked prechdadzame po nejakom metri ulice medzi domami, vieme, kolko syrov budeme musief po tomto
metri prekotulat — presne tolko, kolko konzumentov za nami este caka na svoj syr.

Pre kazdy meter ulice takto zistime, kolko syrov musime po tomto metri prekotilat. Scitanim tychto cisel
dostaneme odpoved — celkovii prekotilant vzdialenost. (Namiesto toho, aby sme sa pre kazdy syr pozreli na
to, po kolkych metroch cesty ho budeme kotulat, sme sa pre kazdy meter cesty pozreli na to, kolko syrov po
nom budeme kottlat. Oba stcty zjavne musia mat ti istd hodnotu.)

Priklad so vstupom BAAba: Po poslednom metri ulice, teda medzi BAAb a a, musime prekotilat jeden syr: ten
iduci do a. Po predposlednom metri musime prekotilat dva syry. Po trefom metri od konca, teda tom medzi
BA a Aba, uz opét len jeden syr: ten iduci do b. A aj po metri na zaciatku cesty budeme kottlat ten isty jeden
syr. To je dokopy 1+ 2+ 1+ 1 = 5 metrov.

Ako to efektivne naprogramovat? Pre kazdy druh syra si pamétame, kolko konzumentov méame nenakfmenych.
Pocitadlo zvysSujeme, ked ndjdeme malé pismenko, a znizujeme, ked najdeme velké pismenko. Nikdy vsSak
poditadlo pre dany typ syra nemoze klesnit pod nulu — ak by sa tak malo stat, nechdme ho na nule. (Toto sa
stane prave vtedy, ked ndjdeme producenta, ktorého syr sa nepouzije.)

Listing programu (Python)

syry = input ()
hladni = [0] * 26

kotulanie = 0
for ¢ in reversed(syry):
if ¢ >= ’a’:
hladni[ord(c) - ord(’a’)] +=1
else:
if hladnif[ord(c) - ord(’A")] > 0:
hladniford(c) - ord('A")] -=1

kotulanie += sum(hladni)
print (kotulanie)

V tomto rieseni velakrat pocitame stucet d Cisel, kde d je pocet druhov syra. Ak to chceme zrychlit, mozeme si
vyrobit druhé pocitadlo, ktoré si budeme paméatat sucet Cisel v jednotlivych pocitadlach a zmenime ho vzdy,
ked sa zmeni jedno z nich.

Listing programu (Python)

syry = input ()
hladni = [0] % 26
spolu_hladni = 0
kotulanie = 0
for ¢ in reversed(syry):
if ¢ >= ’a’:
hladni[ord(c) - ord('a’)] +=1
spolu_hladni += 1
else:
if hladniford(c) - oxrd(’A")] > 0:
hladni[ord(c) - ord('A’)] -=1
spolu_hladni -=1
kotulanie += spolu_hladni
print (kotulanie)

Casova aj pamitova zlozitost tohto vylepseného riesenia je O(n), teda linedrna od dizky vstupu.

B-1-2 Eliminacia
Mozeme si zahrat hru s kola¢mi na malom vstupe, a zistit ako Andras a Sandra pridu na optimélne tahy.

Majme teda koldce 924 6 3 5 8 7, a pozrime sa na ne z Andrasovho pohladu.
Andras ma dve moznosti — bud necha prvi polovicu koldcov, a pusti na tah Sandru s kola¢mi 9 2 4 6, alebo
nechd druhi polovicu koldcov, a pusti ju na tah s kold¢mi 3 5 8 7. Nie je vsak na prvy pohlad jasné, s ktorym
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kolacom by v tychto pripadoch hra vlastne skoncila. Nevieme len tak povedat, ktorou polovicou by mala hra
pokracovat, aby bol vysledok ¢o najviacsi (Co Andras chce).

Na to by sme sa museli spytat podobnt otdzku — ak je na fahu Sandra s kola¢mi 9 2 4 6, ktort polovicu mé
zahodit, aby hra skonéila s ¢o najmensim kola¢om? Co ak sa hra s kola¢mi 3 5 8 77

V prvom pripade moze pustit Andrésa na tah s kola¢mi 9 2 alebo 4 6, v druhom pripade ma zas na vyber ¢i ho
pusti vyberat z koladcov 3 5 alebo 8 7. Toto sa uz Andrasovi Tahko rozhoduje, kedZe pri dvoch kolac¢och plati, ze
ten kolac, ktory neché, bude vysledok hry. Andras teda necha teda vzdy ten vacsi z dvoch kolacov.

Vratme sa teraz spat k Sandre a pripadu, kde je na tahu s kola¢mi 9 2 4 6. Sandra teraz moze rozmyslat
nasledovne: ,,Ak nechdm Andrasovi prvé dva kolace, on z nich nechd kola¢ 9. Ak mu nechdm druhé dva, on z
nich neché kola¢ 6. Toto si teda tie dve moznosti, ktoré mam teraz na vyber. No a kedze chcem ¢o najmensi
vysledok, musim mu nechat druht polovicu.*

Podobnou tvahou zistime, Ze z kolac¢ov 3 5 8 7 moze Sandra nechat 3 5 alebo 8 7, pricom prva volba vedie
k tomu, Ze Andra$ necha kola¢ 5 a druhd k tomu, Ze nechd kola¢ 8. Cize tu sa Sandre oplati zahodif druhd
polovicu a tym dosiahnut, Ze vysledkom hry bude 5.

No a teraz sa uz mozeme vratit ku Andrasovmu tahu na zaciatku hry. Pren vie Andras zopakovat ti isti tvahu:
Ak pusti Sandru na tah s prvou polovicou kolacov, 9 2 4 6, hra skonéi s kolacom 6. Ak ju pusti na fah s kold¢mi
3 58 7, hra skon¢i zasa s koldcom 5. No a teraz si uz Andras vie optimalne vybrat: nechd Sandre prva polovicu,
kedZe potom na konci zostane vacsi kolac.

Na vyriesenie tlohy treba uz len efektivne implementovat tento postup.

Jedna priamociara moznost je vytvorit funkciu, ktorda dostane pole kolacov a hraca, ktory je na tahu a zisti,
ako by hra skoncila z takéhoto stavu. Vysledok (teda ¢islo koldca, ktory ostane na konci) tato funkcia vrati.
Vysledok zistime rekurzivne. Ak mé na vstupe iba jeden kol4¢, hra skoncila, nie je sa ako rozhodovat, ten
kolac¢ je vysledok hry. Inak nasa funkcia dva krat zavold samu seba, s prvou a druhou polovicou kolacov, a s
druhym hracom. Dostane tak kolace, ktoré by vyhrali dané mensie hry. Z nich potom vyberie lepsi kolac¢ podla
preferencie hraca (vacsi ak je na tahu Andras, mensi ak je na tahu Sandra), a ten vrati ako vysledok.

Staci ndm potom zavolat nasu funkciu na celom vstupe s Andrasom na tahu a vypisat ¢o ndm vrati.

Aby sme zistili nasu ¢asovi a pamétovu zlozitost, najprv si rozmyslime, kolko krat nasu funkciu zavolame.
Prave raz ju zavolame na celom poli kolacov. Ta dva krat zavold samu seba, raz na prvej a raz na druhej
polovici koldcov. V oboch volaniach zavoldme funkciu dva kréat, dokopy raz na kazdej Stvrtine koldcov. A tak
dalej, a7 prave raz zavoldme nasu funkciu na kazdom z nagich koléacov (pole dizky jedna). Ak n = 2¥ (¢o mame
slibené v zadani), zavolame ju dokopy 2° + 2! 4 22 + ... + 2F krat. Pre mocniny dvojky plati, Ze tento sticet
sa rovna 281 — 1) ¢o je teda 2n — 1. Nagu funkciu teda zavoldme O(n) krét.

Nasa casova a pamétova zlozitost zavisi teraz od toho, kolko prace v kazdom volani vykondme a kolko paméte
alokujeme. Jedna z efektivnych moznosti je posielat len lavy a pravy index, urcujic tsek pola koldcov zo
vstupu. Z nich vieme v O(1) vypodéitat stred tseku (a teda pravy/lavy index lavej/pravej polovice nasho
useku), a potrebujeme len O(1) paméte.

Vieme tak dosiahnut riesenie s ¢asovou aj pamétovou zlozitostou O(n).

Listing programu (Python)

n = int (input ())
kolace = [int(x) for x in input () .split ()]

ANDRAS, SANDRA = True, False

# Ako hra skonci, ak je hrac na tahu a hra sa s kolacmi na indexoch [L,R) ?
def vysledok_hry (L, R, hrac):
if L+l == R:
return kolacel[L]

stred = L + (R-L)//2
zahod_pravo = vysledok_hry(stred, R, not hrac)

zahod_lavo = vysledok_hry (L, stred, not hrac)
if hrac == ANDRAS:

return max (zahod_lavo, zahod_pravo)
else:

return min(zahod_lavo, zahod_pravo)

print (vysledok_hry (0, n, ANDRAS))
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Alternativnym rieSenim je riesit dlohu odzadu. Zistime si, ktory z hracov bude na tahu posledny. Potom zo
vsetkych dvojic kolacov vyberieme ten, ktory by z danej dvojice nechal vyhrat tento hra¢. Nésledne zo vsetkych
dvojic tychto koldcov vyberieme ten, ktory by nechal vyhrat ten druhy hrac. A tak dalej, az skonéime s jedingm
koldcom, ktory je vysledok hry. Aj toto rieSenie vieme implementovat s ¢asovou a pamétovou zlozitostou O(n).

Listing programu (C++)

#include<algorithm>
#include<iostream>
using namespace std;

int n;
int A[1100047];

int main() {
cin >> n;
for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i) cin >> A[i];

int parity = 0;

for(int jump = 1; jump < n; Jjump *= 2) {
parity = l-parity;

}

for(int jump = 1; jump < n; Jjump *= 2) {
parity = l-parity;
for(int 1 = 0; 1 < n; i += Jjump) {
Ali] = parity ? min(A[i], Ali+jump]) : max(A[i], A[i+jump]);

}
}

cout << A[0] << endl;

B-1-3 Predvolebné fotenie

Pozrime sa najskor na jednoduché riesenie, v ktorom nas program postupne skontroluje celtl zadant ¢ast muru,
pri ktorej sa chce kandidat odfotit. To vieme odsimulovat jednym cyklom, ktory prechadza intervalom, az kym
nenarazi na usek, ktory m4 ind ako pozadovani vysku. Ked budeme mat stastie, hned prvy tisek miru v tomto
intervale bude iny a nas cyklus moze skonc¢it. Ak vsak bude mat vela Usekov za sebou takud istd vysku, aku
ziada kandidat, budeme musiet prejst ovela vicSou castou, pripadne az celym intervalom. A kedze tito moznost
nemozeme vylidit, musime poéitat s ¢asovou zlozitostou O(mn), pretoze pre kazdého kandiddta budeme musiet
prinajhorsom prejst celym murom.

Nase riesenie teda vieme vyleps$if, ak ndjdeme spdsob, akym vieme preskocif cast muru s tisekmi rovnakej
vysky, aby sme ich nemuseli zakazdym kontrolovat. Na to nam poslizi, ak si pre kazdy tisek muru spocitame,
kde sa nachadza najblizsi dalsi Gsek, ktory ma od neho int vysku. Napriklad, ak by sme mali postupnost
vysok (4,4,4,4,4,7,3,4), tak by sme si pre fiu mohli spo¢itat postupnost (6,6,6,6,6,7,8, —). Cislo v druhej
postupnosti oznacuje poziciu najblizsieho dalsieho iného tiseku. Pre prvi hodnotu 4 je to vyska 7 na pozicii 6.
A pre posledni hodnotu uz dalsi tisek neexistuje, preto tam méme iba pomléku.

Ak by sme vedeli vypocitat tieto hodnoty, riesenie je ndsledne jednoduché. Pre zadany interval (z, k) sa najprv
pozrieme na hodnotu na pozicii z. Ak je tato hodnota ind ako zadané h rovno vypiseme vysledok. A ak sa rovna
h, tak pomocou vypocitanych hodnét sko¢ime rovno na najbliZsie iné ¢islo a skontrolujeme, ¢i lezi v intervale
(z,k). Ak dno, vypiSeme ho, ak nie, znamend to, ze vSetky tseky v intervale mali vysku h. Takéto rieSenie zist{
pre kazdého kandidédta vysledok v konstantnom case — ¢o vieme formélne zapisat ako O(1).

Ostava ndm uz len vymysliet, ako si predpocitat najblizsie iseky inej vysky. Budeme ich chciet spocitat postupne
vSetky, pricom pdjdeme od konca muru. Ak chceme zistit poziciu najblizsieho iného tseku k pozicii 4, najprv
sa pozrieme na poziciu i + 1. Ak je na tejto pozicii ind vyska ako na pozicii ¢, odpoved je i + 1, to je totiz
najblizsia pozicia s inou vyskou. A ak su tieto vysky rovnaké, tak tym, ze muar prechadzame odzadu, tak pre
1 + 1 sme uz najblizsiu poziciu s inou vyskou vypocitali, a tato pozicia je najblizsia aj pre poziciu . V jednom
prechode so zlozitostou O(n) teda vieme spocitat vsetky potrebné hodnoty.

Celkova ¢asova zlozitost nésho riesenia bude O(n+¢q) — v ¢ase O(n) predpoéitame najblizsie iné tseky a kazdd z ¢
otézok potom vyriesime v konStantom case. Pamaétat si potrebujeme jednak celil postupnost a tiez predpocitané
hodnoty, pamétova zlozitost je preto O(n).
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Listing programu (Python)

n, g = map(int, input().split())
vysky = list (map(int, input().split()))

najblizsia_ina = [-1] * n

for i in reversed(range(n-1)):

if vysky[i] !'= vysky[i+l]:
najblizsia_inal[i] = i+1
else:
najblizsia_ina[i] = najblizsia_ina[i+1]
for _ in range(q):

z, k, h = map(int, input().split())
z, k=2z-1, k -1
if vyskyl(z] != h:
print(z + 1)
else:
if najblizsia_inalz] == -1 or najblizsia_ina[z] > k:
print (-1)
else:
print (najblizsia_ina(z] + 1)

B-1-4 Pohovor

Pre zopakovanie, nasou tlohou je zmenit ¢islo n na ¢islo 1 pomocou ¢o najmensieho poctu operécii: pripocitanie
jednotky, odc¢itanie jednotky, a v pripade, ze je ¢islo parne, vydelenie dvoma.

Podiloha a)

V tejto podilohe méame dokézat, ze pre kazdé kladné n existuje také optimalne riesenie, ktoré nikdy nepouzije
bezprostredne po sebe dve a viac operécii +1 a -1.

Pozrime sa teda na to, ¢o by sa stalo, ak by sme v naSej postupnosti mali viac takychto operécii po sebe. Ako
prvé si mézeme uvedomit, ze sa nikdy neoplati pouzivat operacie +1 a =1 hned po sebe. Ak totiz k ¢islu n najprv
1 pripoc¢itame, a potom ju odpocitame, dostaneme opét ¢islo n. Mohli sme teda radsej ni¢ nerobit, usetrit si
pouzitie dvoch operécii a dosiahnut ten isty vysledok. Mézeme teda z uvazovania vynechat také postupnosti,
kde sa po sebe nachddzaji operacie +1 a -1.

Predstavme si teda situdciu, v ktorej pouzijeme za sebou viac operacii +1. Kedze vdaka nim hodnota n rastie,
aby sme sa dostali k vysledku 1, budeme musief pouzit aj in operaciu. Prave sme si vSak ukézali, Ze to nemoze
byt operédcia -1, musi to byt teda operacia /2. To znamend, Ze zaciname hodnotou n, potom niekolkokrat,
povedzme si, ze k-krat, pripoc¢itame jednotku, ¢im dostaneme hodnotu n + &, a t nasledne vydelime dvoma na

hodnotu £~

Nech je k pdrne. Vysledné ¢islo potom vieme pekne zapisat ako 5 + % Vieme toto ¢islo vytvorit z hodnoty n aj
na menej operdcif ako k + 1? Ano, stad najprv pouzit operdciu /2 a potom g—krét operaciu +1, ¢im pouzijeme
iba % + 1 operacii. To ale znamend, ze v optimalnom rieSeni sa takato postupnost operacii vyskytnif nemoze,
lebo by sme ju vedeli nahradif kratSou postupnostou operacii.

Co v pripade, Ze k je neparne? Funguje ta istd Gvaha, akurat sa na vysledné &islo pozrieme ako na ”TH + %,

teda najprv pouzijeme operaciu +1, potom /2, a nakoniec kgl—krét +1. Namiesto k£ + 1 operacii nam staci

% + 2 operacii.

Pri operacii -1 bude myslienka tplne rovnaka. Ak sme najprv pouzili k operédcii -1, a potom operaciu /2,
vieme dostat to isté c¢islo tak, ze najprv ¢islo vydelime 2, a potom odpocitame iba g jednotiek. Samozrejme,
pri neparnom k najprv odc¢itame jednu 1, stdle nam vsak postaci mensi pocet operacii.

Ostava uz len jedna Specidlna situdcia, ¢o ked po operacidch -1 nenasleduje operacia /2, pretoze sme sa dostali
na hodnotu 17 Tu si len uvedomime, Ze posledné operédcia zmeni hodnotu n z 2 na 1, takze posledni -1 mdzeme
nahradit za /2 a vysledok ani pocet operacii tym nezmenime, akurat uz budeme moct pouzit odévodnenie vyssie.
A éno, pre hodnotu n = 3 existuji dve optimélne postupnosti. V jednej z nich pouzijeme dve -1 za sebou. Nam
vsak stacilo ukazat to, ze vzdy existuje aj takd postupnost operacii, kde toto nenastane a taka aj pre n = 3

existuje.
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Podiloha b)

V druhej podilohe si mame predstavit, ze zoberieme vSetky postupnosti spiﬁajﬁce podmienku z podilohy a),
ktoré menia &slo n na &slo 1, a zapiSeme si vietky ¢isla, ktoré dostaneme aplikdciou tychto postupnosti. Ulohou
je odhadntt, kolko tychto ¢isel bude.

T istt otdzku si mozeme sformulovat aj nasledovne: Predstavme si, Ze sme naprogramovali a spustili rekurziviny
program, ktory hlad4 optimdlne rieSenie nasej povodnej tilohy (,ako z ¢isla n na najmenej krokov vyrobit ¢islo
17%) tak, ze skdSa generovat a priebezne aj vyhodnocovat prave vSetky postupnosti vyssie popisaného tvaru.
Nas teraz zaujima, kolko réznych ¢isel by tento program aspon raz uvidel pocas svojho behu.

Spominany program mdze vyzerat napriklad nasledovne:

Listing programu (Python)

def rekurzia(n):

print (n)

if n == 1:
# Ak uz sme na n == 1, netreba ziadne dalsie operacie.
return 0

ifn% 2 == 0:

# Ak je n parne, musime ho vydelit dvoma.

# Optimalne riesenie teda zacne tymto krokom a potom pouzijeme optimalne riesenie pre n/2.

return 1 + rekurzia(n // 2)

else:

# Ak je n neparne, musime prave raz bud pripocitat alebo odpocitat 1 a potom novu (parnu) hodnotu

# vydelit dvoma. Vyskusame obe moznosti a vyberieme si lepsiu z nich.

return 1 + min(rekurzia(n + 1), rekurzia(n - 1)
Moézeme zacat velmi hrubym odhadom. Na zaciatoc¢né ¢islo n nanajvys raz pouzijeme operaciu +1. Potom uz
aktualne ¢islo musime vydelif dvoma, ¢im vznikne hodnota omnoho mensia ako n. Opakovanim tejto tvahy
lahko nahliadneme, ze ziadna z hodnot, ktoré dostaneme, nebude vicsia ako n + 1. Vsetky hodnoty, ktoré teda

teoreticky mozeme uvidiet, lezia v rozsahu od 1 po n + 1, a teda ich je O(n) — t.j. nanajvys rddovo n.

Vyssie spraveny odhad je v skutoc¢nosti velmi volny. Napriklad sme vObec nevzali do iivahy, ze pre velké n urcite
neuvidime v podstate ziadnu z hodnot medzi n/2 a n — ¢ize skoro polovicu celého rozsahu moznych hodnét.
Pokusme sa preto spravit nejaky tesnejsi odhad. Pdjdeme postupne po jednotlivych rekurzivnych volaniach a
budeme sa pozeraf, ktoré hodnoty kedy dosiahneme.

Zac¢nime pekne na zaciatku. Vtedy mdme jednu hodnotu: n. A mame pred sebou jednu z dvoch moznosti.

Ak n je pdrne, rekurzivne sa zavoldme len na jednu hodnotu: n/2.

Ak je n neparne, nas algoritmus sa rekurzivne zavola na n 4+ 1 a n — 1. Obe tieto hodnoty st parne a preto
je dalsi krok algoritmu v oboch z nich opét jednoznacny: delime dvoma. V jednej z nich s vysledkom "7“, v
druhej ”Tfl

Mbzeme si vSimnut, ze rozdiel tychto dvoch ¢isel je 1. Dostali sme teda dve po sebe idice ¢isla. Nutne teraz
musi platit, Ze jedno z nich je parne a druhé neparne.

Nech je parne napriklad "TH (Opacny pripad by mal velmi podobny rozbor.) V dalSom kole z tohto parneho

¢isla teda delenim dvoma vznikne ¢islo ”TH. Pre nepéarne ¢islo "T’l mame opit dve moznosti: 25t + 1 = ”TH
n—1 n—3
a 2= —1="12

5=. Toto st obe parne ¢isla. Navyse je jedno z nich rovnaké ako hodnota, ktort srile uz videli —
"T'H. To ale znamenad, ze sice si nas algoritmus mysli, ze skiima novt vetvu moznych postupnosti, v skuto¢nosti
v nej ale bude znova dostévat také isté ¢isla, aké uz boli v inej vetve.
Navyse, po vydeleni ¢isla "7_3 dvoma dostaneme ¢islo ”T_B, ktoré sa od ”Il lisi prave o 1. A tym sme v rovnakej
situacii ako predtym, akurat nase ¢isla st zhruba stvrtinou n.
Kolko roznych ¢isel teda dokopy vyskisame? V okoli ¢isla n to boli najviac 3 ¢isla—n, n+1an—1. Aj v okoli
% to boli najviac 3 ¢isla (v rozobratej moznosti to boli ”T'H, "T_l a "T_?’) A Tahko nahliadneme, Ze rovnako to
musi pokracovat aj dalej: navstivime tri po sebe idice ¢isla v okolf 7, z nich sa dostaneme k takejto trojici ¢isel
pri g, a tak dalej.
Po log, n opakovaniach vyssie uvedeného postupu sa uz dostaneme k ¢islu 1. Celkovy pocet roznych ¢isel, ktoré

nas rekurzivny program navstivi, teda nemdze byt vacsi ako 3logs n.

Poduloha c)
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Algoritmus z podilohy b) je na rieSenie tejto podilohy eSte prili§ pomaly. Roznych vetiev, ktorymi sa totiz vie
pustit je az n, kedze sa ich pocet zhruba kazdym druhym krokom zdojnasobi vysktSanim oboch moznosti +1
a -1. Vdaka podulohe b) vSak vieme, Ze hoci roznych vetiev je vela, dokopy prechddzaji neustdle cez tie isté
¢isla, ktorych je vyrazne menej, iba O(logn).

Dokonca sme si iiplne presne vSimli, v ¢om je problém: niektoré vetvy vypoctu, v ktorych méame parnu hodnotu
x, sa mozu vyhodnotit dvakrat — raz, ked ku x prideme z 2x vydelenim dvoma, a druhykrat, ked ku x prideme
z ¢ £ 1 pripoéitanim alebo odpoéitanim jednicky. Druhykrat robit ten isty vypocet je zbytocéné (nijaké nové
rieSenie nengjdeme), len to nds program spomaluje.

To néas privedie k poslednému vylepseniu — memoizacii. Pre kazdé ¢islo x, ktoré nas algoritmus cestou stretne,
nas zaujima odpoved na tu isti otdzku: ,Najmenej kolko krokov potrebujem na to, aby som toto x prerobil na
jednotku?“ Kazda tato otdzka ma svoju jednoznac¢ne urceni spravnu odpoved. Akonéhle ju raz pre konkrétne
x zistime, nema zmysel ju v budicnosti pocitat znova — urcite dostaneme tu istt odpoved.

Napriklad optimalne riesenie pre x = 4 ma dva kroky. Toto vieme zistif tak, ze rekurzivne vyskusame vsetky
moznosti. No a akondhle sa toto dozvieme, mdézeme si tato hodnotu zapamétat. Hocikedy v budicnosti, ked
pri rieseni nejakého vécsieho n nasa rekurzivna funkcia navstivi hodnotu 4, nemusime uz znova pocitat to isté.
Namiesto toho mo6zeme rovno odpovedat zapaméatanou hodnotou: ,najlepsie riesenie pre tiito hodnotu mé dva
kroky“.

No a toto spravime pre uplne vsetky hodnoty, ktoré nasa rekurzivna funkcia navstivi. Ked progkrdt navstivime
nejakd hodnotu x, urobime presne to isté ako doteraz: vyskisame vsetky moznosti pre nasledujici krok a pre
kazdu z nich sa rekurzivne zavolame. Ked tato rekurzia dobehne, dozvieme sa optiméalne rieSenie pre toto x.
Toto riesenie si zapamdtime do budicna. No a ked neskor znova navstivi nasa rekurzia tito istd hodnotu z, uz
nebudeme zbytocéne znova pocitat to isté. Namiesto toho rovno odpovieme zapaméatanou hodnotou optiméalneho
riesenia pre toto x.

Pre kazda z O(logn) hodnét, ktoré nasa rekurzivna funkcia navstivi, teda raz vykondme telo nasej rekurzivnej
funkcie a tym vypocitame jej optimalne rieSsenie. Dokopy teda takto upraveny program postupne vypocita
O(logn) medzivysledkov. Takd ist4 je teda aj jeho Casova zlozitost.

Implementovat toto vylepsenie vieme napriklad nasledovne: Do riesenia z podilohy b) priddme asociativne pole
(heSovaciu tabulku) s ndzvom mem. Do tej si budeme ukladat uz vypoéitané vysledky: ked sa dozvieme, Ze pre

s~ .

vstup z je optimalne riesenie y, tak do mem ku kliicu x priradime hodnotu y.

Listing programu (Python)

mem = {}

def rekurzia(n):
if n ==
return 0
if n in mem:
# Ak sme uz tuto hodnotu niekedy stretli, mame uz zapamatane.
# ake ma optimalne riesenie. Rovno vratime zapamatanu hodnotu.
return mem[n]

# Ak sme sa dostali sem, hodnota n je nova a jej riesenie este nevieme.
# Rekurzivnymi volaniami ho teda zistime.

if n % == 0:
odpoved = 1 + rekurzia(n // 2)
else:
odpoved = 1 + min(rekurzia(n + 1), rekurzia(n - 1)

# Zistene riesenie si zapamatame a vratime ho.
mem[n] = odpoved
return odpoved

n = int (input ())
print (rekurzia(n))
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