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A-1I-1 Investi¢ny guru

Této tloha je rieSitelnd pazravo: vieme postupne prechadzat vstup zlava doprava a postupne farbit jednotlivé
prvky podla jednoduchych pravidiel. Najskor si popiSeme toto riesenie a potom si zdévodnime jeho spravnost.
Pre kazdu uz pouzita farbu si budeme pamétat posledné é&islo, ktoré dostalo tuto farbu. Takto vieme pri
spracovani dalsieho prvku lahko povedat, ktora farba sa nan dé pouzit a ktora nie.
Postupne zlava doprava teraz pre kazdy prvok a; postupnosti spravime nasledovné:

o Ak existuju farby, ktoré sa nan daji pouzit, pouZijeme ti z nich, ktorej aktudlne ¢islo je najvicsie (a teda
najblizsie ku a;).

e Ak nie, zoberieme novi farbu a tou ofarbime aj.

Tento algoritmus zjavne vytvori nejaké korektné ofarbenie, potrebujeme ale dokazat, ze vzdy pouZzije najmensi
mozny pocet farieb.

Intuicia za spravnostou nasho algoritmu je v tom, ze ak mame na vyber viac farieb, vzdy vyberieme td, ktorou
ystratime najmenej moznosti“. Napr. ak mame Styri pouzité farby, ku ktorym si prave pamétame c¢isla 100, 200,
300 a 400 a pride nam dalsi prvok s hodnotou 350 tak:

e Ak by sme ho dali tou farbou, ktori ma 100, ostani nam styri farby s ¢islami 400, 350, 200 a 300.
e Ak by sme ho dali tou farbou, ktord mé 300, ostanti ndm Styri farby s ¢islami 400, 350, 200 a 100.

No a je zjavné, ze ta4 druhd moznost je lepsia od prvej, lebo kazdé ofarbenie, ktoré sme vedeli spravit v prvej
situdcii, vieme spravit aj v druhej. (Prvok, ktory mal v prvej situdcii neskor nasledovat za prvkom s hodnotou
300 zjavne moze namiesto toho nasledovat za prvkom s mensou hodnotou 100.) Mézeme len ziskat — ak by ndm
ako dalsi napr. prisiel prvok s hodnotou 150, v prvej moznosti by sme uz museli pouzit piatu farbu, v druhej
este nie.

Formélny dokaz spravnosti bude trochu dlhsi, lebo treba rozobrat o nieco viac moznosti. Spravime ho sporom.

Nech teda existuje nejaké lepsie ofarbenie ako to nase. Spomedzi vSetkych takych zoberme to, ktoré sa s nasim
zhoduje na ¢o najdlhsom prefixe. Nech a; je prvy prvok, s ktorym chce lepsSie riesenie spravit nieco iné ako to
nase.

Zjavne nemdze ist o krok, v ktorom sme pouzivali novt farbu, kedze v nasom rieseni je pouzitie novej farby
vynutené a tym padom by Iubovolné iné riesenie, ktoré sa doteraz zhodovalo s nasim, muselo spravit to isté.
Nase riesenie teda a; ofarbilo niektorou z uz skor pouzitych farieb. Ostavaji teda dve moznosti: bud ho lepsie
riesenie ofarb{ inou z uz pouzitych farieb, alebo sa lepsie riesenie rozhodne ho ofarbit novou farbou. Ukézeme,
ze obe tieto moznosti vedu k sporu.

Prva moznost: nech nase riesenie ofarbilo a; modrou, pricom predchadzajice modré ¢islo bolo m. Lepsie riesenie
ho namiesto toho ofarbi ¢ervenou, ktorej predchadzajice ¢islo bolo ¢. KedZze modria farbu pre a; sme vyberali
tak, aby m bolo najvicsie mozné, vieme, ze ¢ < m. Potom ale dostavame prave situdciu, ktora sme si ukézali
na priklade vyssie: akékolvek rieSenie, ktoré sme vedeli spravit po ofarbeni a; Cervenou vieme urcite spravit aj
po ofarbeni a; modrou — len vo zvysku nasho lepsieho riesenia vymenime modrua a cervent.

To je ale spor s predpokladom, ze zvolené lepsSie rieSenie sa s nasim zhoduje v najdlh§om moznom prefixe —
ukézali sme, ze existuje rovnako dobré riesenie ktoré sa s nasim zhoduje v aspon jednom dalSom kroku.

No a velmi podobné je to aj v pripade, Ze sa lepsie rieSenie rozhodlo zacat pouzivat novi farbu (povedzme zlt).
Na tuto situdciu sa moézeme divat tak, ako keby tato farba uz existovala a pamétali by sme si ku nej nulu.
Opét moézeme pouzit ten isty argument ako vyssie: Cokolvek, ¢o vieme spravit po ofarbeni a; na zlto, vieme
spravit aj po ofarbeni a; na modro, stac¢i vo zvysku riesenia vymenit modra a zltd. Jediny rozdiel je v tom, ze
touto vymenou mézeme dostat este lepsie riesenie od toho nami pévodne zvoleného, kedze je mozné, ze v tom
upravenom zlti nikdy nebudeme musiet pouzit. To ale stale ni¢ nemeni na tom, Ze opat mame spor — nasli sme
iné riesenie, ktoré je lepsie od nasho, ale zhoduje sa s nim na dlhsom prefixe.
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Implementacia

Ostava zodpovedat este jednu otazku: ako vyssie popisané riesenie efektivne implementovat?

Na to si sta¢i vSimnut, ze ak farby ¢islujeme v poradi, v akom sme ich pouzili, a v poli si pre kazdu farbu
pamétame posledné ¢islo, ktoré tu farbu dostalo, bude toto pole vZdy usporiadané zostupne.

Rozmyslime si, preco to tak je. Staci si uvedomit, ze kazdy krok, ktory v takom stave zac¢ne, musi v takom stave
aj skoncit.

Ak sme niteni pridat nova farbu, je to preto, ze aktudlny prvok je mensi od vSetkych préave zapamétanych
hodnoét. Vtedy teda priddme na koniec postupnosti novii najmensiu hodnotu a vsetko je ok.

V ostatnych pripadoch plati, Ze ak aktudlne a; dostane farbu j, tak vieme, ze farba j — 1 (ak existuje) ma
aktudlne cislo véicsie od a;, kedze doteraz bolo pole usporiadané. To ale znamend, Ze ked zvacsime cislo farby j
na a;, pole nadalej ostane usporiadané.

No a toto pozorovanie ndm uz dava Tahky navod na efektivnu implementaciu: pre kazdé a; najdeme spravnu
farbu pomocou bindrneho vyhladavania. Takto dostdvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(nlogn).
Respektive, ak by sme cheeli ist velmi do detailov, presnejsi odhad je O(nlog k), kde k je optimalny pocet farieb
— nase pole farieb nebude mat nikdy viac ako k£ prvkov.

(Aj bez vyssie spraveného pozorovania o usporiadanom poli sa d4 tato tloha vyriesit s rovnakou ¢asovou zlozi-
tostou, staci si vyssie popisané zaznamy udrziavat v usporiadanej mnozine. V tej potom vieme v logaritmickom
Case aj najst spravnu farbu pre dalsi prvok, aj odstrénit stary a vlozit novy zdznam pre tito farbu.)

Listing programu (C++)

#include <vector>
#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int n;
vector<int> a;

cin >> n;
a.resize(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i) cin >> al[il;

// rovno si pamatame cele podpostupnosti
vector<vector<int>> podpostupnosti;

// umiestnime prvy prvok
podpostupnosti.push_back ({a[0]});

for (int 1 = 1; 1 < n; ++i) {
// binarne vyhladame spravnu podpostupnost
int 1 = -1, r = podpostupnosti.size();
while (r = 1 > 1) {
int m = (r + 1)/2;
if (podpostupnosti[m].back() < a[i]) r = m;

else 1 = m;
}
if (r == podpostupnosti.size()) {
// musime zalozit novu
podpostupnosti.push_back ({a[i]});
} else {
podpostupnosti[r].push_back(a[i]);
}
}

cout << podpostupnosti.size() << endl;

for (auto && p : podpostupnosti) {
for (auto && x : p) cout << x << "_";
cout << endl;

Bonus na zaver: Dilworthova veta

Tato uloha tzko suvisi s Dilworthovou vetou. To je matematické tvrdenie o ¢iastoc¢nych usporiadaniach.
Ciastocné usporiadanie si vieme predstavit ako orientovany graf. Vrcholy grafu st prvky, ktoré porovnavame, a
orientované hrany hovoria, ktory prvok je ,mensi* od ktorého.

strana 2 z 10 tloha A-TI-1



38. ro¢nik (2022/2023)
rieSenia krajského kola
kategdria A

Olympiada v informatike
http://oi.sk/

Vyzadujeme pri tom dve vlastnosti: antisymetriu a tranzitivitu. Prvd vlastnost znamena, Ze v porovnaniach
nesmu byt ziadne spory: graf teda nesmie obsahovat ziadne cykly (vratane sluciek). Druhd vlastnost znamen,
ze vieme pouzivat pravidlo ,ak a je mensie ako b a to je mensie ako ¢, musi a byt mensie ako c¢“. Teda ak mame
hrany a — b aj b — ¢, musime mat aj hranu a — c.

Priklady c¢iasto¢ného usporiadania:

1. Prvky, ktoré porovnivame, st vSetky mozné podmnoziny mnoziny {0,1,...,n — 1}. Hovorime, ze X je
,2mensie“ ako Y, ak X je vlastnou podmnozinou Y.

2. Prvky, ktoré porovnavame, si rézne velké a rozne tvarované matrioSsky od réznych vyrobcov. Matrioska
a je mensia od b ak sa a do b fyzicky zmesti.

3. Prvky, ktoré porovnavame, si rozne objednavky na jazdu taxikom: kazdd ma dané miesto aj ¢as odkial aj
kam sa pojde. Hovorime, ze objednavka a je mensia od objednavky b, ak je fyzicky mozné jednym autom
stihnif najskor a a potom b.

4. Prvky, ktoré porovnavame, si prvky postupnosti, ktord sme dostali na vstupe v nasej stutaznej tlohe.

Prvok na indexe 4 je ,mensi“ od prvku na indexe j ak i < j a zdroven a; < a;. Inymi slovami, ,,mensi
znamend, ze vie byt pouzity skor v tej istej farbe.

Rozmyslite si, ze v kazdom z tychto prikladov plati antisymetria (napr. ak sa matrioska a zmest{ do b, urcite
sa b nezmesti do a) aj tranzitivita.

Tiez si rozmyslite, ze v kazdom z prikladov mézu existovat dvojice prvkov, ktoré si neporovnatelné. Napr. v
prvom priklade mnozina {0, 1} nie je ani mensia ani viésia od mnoziny {0, 2,3}. V tretom priklade ak mame dve
objednavky v tom istom case na opac¢nych koncoch mesta, zjavne sa ani jednu nedé stihnit pred tou druhou.

Pre ¢iastocné usporiadania moézeme dalej definovat dva pojmy: retazec a antiretazec.

Retazec je lubovolnd sada prvkov, ktoré st vietky navzajom porovnatelné. (Z vlastnosti ¢iastoéného usporiadania
je zjavné, ze kazdy refazec ma jednoznacne urcené poradie svojich prvkov. V grafovej reprezentacii ¢iasto¢ného
usporiadania teda kazdy retazec zodpovedd nejakej orientovanej ceste.)

Naopak, antiretazec je Tubovolna sada prvkov, z ktorych ziadne dva nie sii porovnatelné.

Ked sa na prvky nasej postupnosti divame ako na vyssie popisanym sposobom ¢iasto¢ne usporiadant mnozinu,
vidime, Ze nasa sufazna uloha je vlastne ,rozdel vsetky prvky do ¢o najmensieho poctu retazcov .
Toto je tloha, ktort si mézeme klast pre lubovolnti ¢iastoc¢ne usporiadant mnozinu prvkov.

Mozeme si vsimnut, ze vzdy plati nasledovny dolny odhad: ak existuje antiretazec A velkosti k, tak urcite
potrebujeme spravit aspon k roznych retazcov. Totiz ziadne dva prvky A nemoézu skonéit v tom istom retazci.

Dilworthova veta hovori, ze tento dolny odhad je vzdy tesny: najmensi pocet retazcov, do ktorych vieme rozdelit
vSetky prvky, je vzdy presne rovny velkosti najvicsieho antiretazca. (Toto tvrdenie ponechdme bez dokazu.
Zaujemcom on odporicame https://en.wikipedia.org/wiki/Dilworth’27s_theorem.)

V nasej ulohe st antiretazce zjavne prave vsetky klesajice podpostupnosti. To teda znamend, ze z Dilworthovej
vety vieme, Ze optimalne k je vzdy rovné dlzke najdlhsej vybranej klesajicej podpostupnosti nasej postupnosti.

Ak vas toto bonusové rozpravanie zaujalo, skuste si eSte rozmysliet, comu presne zodpoveda rozdelenie na ¢o
najmenej retazcov pre ostatné vyssie uvedené priklady ciastoénych usporiadani.

A-11-2  Elektricky

Zadana tloha je spocitat v danom strome dvojice vrcholov, ktoré maju vzdialenost presne k. Vo vzorovych
rieseniach ju vyriesime tak, ze v danom strome spocitame cesty dlzky k.
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Vsade v tomto vzorovom rieseni pod pojmom cesta chiapeme takt postupnost vrcholov, v ktorej kazdé dva
po sebe idice vrcholy st spojené hranou a ziaden vrchol sa neopakuje. Dizka cesty je pocet hran, ktorymi
prechadza. Dva vrcholy stromu si teda vo vzdialenosti k vtedy a len vtedy, ked jedina cesta, ktora ich spaja,
mé dizku presne k.

Cesty lisiace sa len v orientacii budeme pri urcovani ich poc¢tu povazovat za totozné — teda cestu z x do y budeme
povazovat za ti istt cestu ako cestu z y do x.

Kvadratické rieSenie

Pre kazdy vrchol stromu zvlast si mézeme spocitat vzdialenosti z tohto vrcholu do vsetkych ostatnych. Toto
vieme spravit v linedrnom ¢ase lubovolnym prehladdvanim stromu, napr. do sirky (BFS) alebo do hibky (DFS).
Takto ziskame pocet vrcholov, ktoré si vo vzdialenosti prave k od prave spracovaného vrcholu — resp. ekviva-
lentne pocet ciest diiky k, ktoré v prave spracovanom vrchole zac¢inaju. Za toto riesenie bolo 5 bodov.

Zakorenené stromy a cesty v nich

Cestu k lepsim rieseniam zacneme tym, ze si nas strom v Tubovolne zvolenom vrchole zakorenime. To si m6zeme
predstavit tak, ze strom za tento vrchol zavesime a vSetky jeho hrany teraz smeruji dodola.

V zakorenenom strome méa kazdy vrchol okrem korena prave jedného rodica a mdze mat lubovolne vela deti.
(Rodi¢ je ten jeho sused, cez ktorého vedie cesta do korefia. Deti st jeho ostatni susedia. Rodi¢ vrcholu je v
strome nad nim, deti st pod nim.)

Vsimnime si, Ze ked sa po zakorenenom strome pohneme najskér dodola (po jednej hrane) a potom dohora,
pohyb dohora musi byt po hrane, ktorou sme prave prisli. Teda ak sme zacali v nejakom vrchole z, zisli sme do
niektorého jeho diefata a nasledne sme sa museli vratit spat do .

Pozrime sa teraz na lubovolnii cestu po zakorenenom strome. Tvrdime, ze ked ideme po tejto ceste, tak ideme
v strome najskor len hore a potom len dole.

Toto tvrdenie pomerne zjavne vyplyva z pozorovania, ktoré sme spravili vyssie. Totiz akonahle spravime prvy
krok dodola tak uz musia nasledovat len samé kroky dole — krok hore by totiz znamenal navrat do vrcholu, v
ktorom sme uz boli.

Pre kazdu cestu povieme, Ze jej apex je ten jej vrchol, ktory je najblizsie ku korenu stromu. Apex kazdej cesty
je zjavne jednoznacne urceny — je to ten vrchol, v ktorom menime smer z ,,dohora“ na ,dodola“.

Pocty ciest veducich dodola

Pri nasledujtcich rieseniach ndm bude uzito¢nd informécia o poctoch ciest vedicich v nasom zakorenenom
strome len smerom dole. V tejto ¢asti si vysvetlime, ako tieto pocéty efektivne spocitat.

Pre kazdy vrchol z a kazdé i (od 0 po k) nech p(z,7) oznacuje pocet ciest dizky 4 idtcich z vrcholu  dodola.
Ako urc¢ime tieto hodnoty? Pouzijeme techniku dynamického programovania na stromoch. Hodnoty budeme
postupne pocitat smerom od listov ku korenu. Lahky sposob implementécie je prehladat strom do hibky7 zaci-
najic v koreni. Pre kazdy vrchol x sa najskor postupne rekurzivne zavoldme na vSetky jeho deti (¢im spoéitame
hodnoty p pre ne) a nésledne spracujeme samotny vrchol z.

Ako spocitat hodnoty p(z,7) ked uz pozndme tieto hodnoty pre vSetky deti vrcholu ? Jednoducho: p(z,0) =1
a pre kazdé i > 0 plati, ze p(z, 1) je si¢tom hodndt p(y, i —1) cez vSetky y ktoré st detmi vrcholu x. Totiz kazda
cesta dizky i dodola z vrcholu z zadina krokom do nejakého dietata y a odtial pokracuje nejakou cestou dizky
1 — 1. Vsetky tieto cesty su zjavne navzajom rozne, ich celkovy pocet je preto rovny stctu ich poctov.

Celkovy vypocet vSetkych hodnoét p(x,i) vysSie popisanym sposobom trvd len O(nk) ¢asu. Totiz pre kazdy
vrchol si raz inicializujeme k hodnét a potom pre kazdé jeho dieta spravime O(k) krokov vypoctu. Kedze hran
v strome je len n — 1, dokopy existuje len n — 1 dvojic (vrchol, jeho dieta), a teda dokopy spractivanim vsetkych
deti vSetkych vrcholov strdvime len O(nk) krokov vypoctu.
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Riesenie efektivne pre malé stupne vrcholov

Vsetky cesty dizky & budeme v tomto aj nasledujicom rieseni poéitat tak, ze pre kazdy vrchol spoéitame, kolko
ciest dizky k v fiom m4 svoj apex. Takto zjavne kazdu cestu zapocitame prave raz.

Niektoré cesty, ktoré maji apex vo vrchole x, v nom maju jeden zo svojich koncov. Pri pohlade z vrcholu x ma
kazda takato cesta postupne k krokov dodola. Uz vieme, Ze pocet takychto ciest je p(x, k).

Ako vyzeraju pri pohlade z vrcholu x ostatné cesty, ktoré tam maju apex? Vrchol x kazdu takato cestu rozdeli
na dve casti. Kazda cast tvori jednu cestu z vrcholu x dodola. Tieto dve ¢asti musia za¢inat réznymi hranami
a musia mat sucet dizok préve k.

Ako ich spocitat? Pre kazdé dve deti y; < yo vrcholu z spocitame tie dvojice ciest, z ktorych jedna zacina
krokom do y; a druhd krokom do y,. Kolko ich je? To vieme zistit v ¢ase O(k). Vyskisame vSetky moznosti
pre pocet ¢ dalsich hran na prvej ceste. Ak ma cesta z vrcholu y; dodola 4 hran, cesta z vrcholu ys dodola musi
mat k — 2 — i hrén, aby sme dokopy dostali cestu dizky k. A kolkymi sposobmi vieme takito cestu zostrojit?
Pre prvi cestu mame p(yi, 1) moznosti, pre druhd méme p(ys, k — 2 — 4) moZnosti, a kedze kazdd prvi mozeme
skombinovat s kazdou druhou, tieto poc¢ty medzi sebou vynasobime.

Pre vrchol stupiia d takto postupne prejdeme O(d?) dvojic jeho deti a kazdu spracujeme v ¢ase O(k). Dokopy
teda tento konkrétny vrchol spracujeme v éase O(d?k).

Toto vo vSeobecnosti nie je efektivne, ale v rieSeni za 8 bodov moézeme predpokladat, ze d < 5, teda d je
mala konstanta. Za tohto dodato¢ného predpokladu moézeme prehlasit, ze ¢as potrebny na spracovanie kazdého
vrcholu je priamo tmerny k, a teda celkova ¢éasovd zlozitost je O(nk).

Riesenie efektivne pre lubovolné stupne vrcholov

Od vyssie uvedeného riesenia uz nie je daleko k takému, ktoré bude efektivne pre stromy Tubovolného tvaru.
Jediné, ¢o potrebujeme, je nahradit postupné skusanie vSetkych dvojic deti niec¢im efektivnejsim.

Jeden spdsob, ako toto spravit, vyzera nasledovne. Pri spractivani vrcholu = budeme postupne prechadzat cez
vSetky jeho deti y. Pre kazdé y si polozime otazku, kolko existuje takych ciest s apexom y, ktoré majui dve casti,
pricom jedna z nich ide cez y. Takto dokopy kazdu z tychto ciest zapocitame dvakrat.

Ako si odpovieme na tuto otazku? Opét, budeme postupne skusat vSetky moznosti pre pocet i hran, ktoré este
vedd dodola z y. Akondhle sme zvolili 4, vieme, Ze mame p(y,4) moznosti pre to, ako konkrétne vyzera tento
kus cesty. Kolko moznosti mame pre jej druhi cast?

Zadinajic vo vrchole z, druhd ¢ast cesty ma dizku k — 1 — i. Takychto ciest je p(z, k — 1 —14). My ale nechceme
vSetky z nich, len tie, ktoré nevedi cez ten isty vrchol 4. Tu je ale lahka pomoc: tych z nich, ktoré vedu cez y, je
zjavne préve p(y, k—2—i). Dobrych moznosti pre druhi ¢ast cesty méme teda prave p(x, k—1—14) —p(y, k—2—1i).
Toto riesenie pre kazdy vrchol postupne spracuje kazdé jeho dieta, pricom spracovanie kazdého dietata trva
O(k) krokov. Podobne ako vyssie teda mozeme usidit, Ze bez ohladu na tvar stromu m4 toto rieSenie Casovii
zlozitost O(nk).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector<vector<int>> al;
int k;
long long answer = 0;

vector<int> dfs (int index, int parent) {
vector<int> ret (k + 1);

for (int son : allindex]) if (son != parent) {
auto got = dfs(son, index);
answer += gotl[k - 1];
for (int i = 0; 1 < k; ++i) {
answer += got[i] * ret[k - i - 1];
}
for (int i = 0; 1 < k; ++1i) {

ret[i + 1] += got[il;
}

// pridame aktualnu zastavku
ret [0]++;
return ret;
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int main () {

int n;

cin >> n >> k;

al = vector<vector<int>>(n);

for (int 1 = 0; 1 < n-1; ++1i) {
int x, y;
cin >> x >> y;
X==; y==;
al[x].push_back(y);
ally] .push_back (x);

}

dfs (0, -1);

cout << answer << endl;

RieSenie nezavisiace od k

Nasa sttaznd tloha m4 eSte jedno efektivne riesenie, a to s casovou zloZitostou O(nlogn) bez ohladu na to, ako
velké je k. Takéto rieSenie nie je tiplne striktne lepsie od toho vyssie uvedeného — to je pouzitelné pre velmi velké
n ak je k velmi malé. V tejto sttaznej tlohe sme sa preto rozhodli udelovat plny pocet bodov za oba pristupy.
Stale vsak plati, Ze toto nové rieSenie je efektivne pre omnoho vacsi rozsah moznych k, takze z praktického
hladiska je od toho predchadzajiceho lepsie. Navyse technika, ktort pri nom pouzivame, vedie k efektivnemu
rieSeniu aj omnoho fazsich problémov.

Toto riesenie je zalozené na pokrocilej technike nazvanej centroidovd dekompozicia stromu.

Ked zo stromu odstranime vrchol (spolu so vSetkymi hranami, ktoré don vedi), vo vSeobecnosti sa ndm strom
rozpadne na niekolko mensich komponentov.

V kazdom strome s n vrcholmi existuje aspon jeden centroid: taky vrchol, ktory ked odstranime, dostaneme
samé malé komponenty — presnejsie, ziaden komponent nesmie mat viac ako n/2 vrcholov.

Centroid stromu vieme Tahko najst. Zakorenime si ho a zaéneme v koreni. Ak pre kazdé dieta korena plati, ze
v jeho podstrome je nanajvys n/2 vrcholov, samotny koren je centroidom. Ak to neplati, tak musi existovat
préve jedno dieta d ktoré ma vo svojom podstrome viac ako n/2 vrcholov. V takomto pripade sa presunieme
do d a celi tvahu zopakujeme. Takto postupne ideme dole stromom az do okamihu, kym neprideme do vrcholu
¢, pre ktory po prvykrat plati, Ze pod kazdym z jeho deti je nanajvys n/2 vrcholov. Toto musi eventudlne
nastat (najneskor ked prideme do listu, ktory uz ziadne deti nemd) a ked to nastane, je ¢ hladanym centroidom.
(Aj ten komponent, ktory obsahuje otca o vrcholu ¢, je dostato¢ne maly, kedZe vieme, Ze pri pohlade z o bol
nadpoloviény podet vrcholov stromu na opacnej strane hrany oc.)

No a ked vieme efektivne hladat centroid, vieme mnohé problémy na stromoch riesit technikou rozdeluj a panuj.
Ukazeme si, ako touto technikou spoéitat vietky cesty dizky k v strome.

Naprogramujeme funkeiu, ktord na vstupe dostane strom a na vystupe vrati pocet ciest dizky & v fiom. Této
funkcia bude vyzerat nasledovne:

1. Ak m4 strom len jeden vrchol, rovno odpovieme.
2. V ¢ase O(n) ndjdeme centroid ¢ ndsho stromu.
3. V ¢ase O(n) spocitame vsetky cesty dizky k, ktoré vedu cez vrchol c.

4. Odstranime c zo stromu, ¢im ndm vznikne niekolko komponentov — novych stromov nanajvys polovicnej
velkosti.

5. Kazda cesta, ktori sme este nezapocitali, musi lezat celd v jednom komponente. Na kazdy komponent sa
preto rekurzivne zavolame a tym spocitame vsetky cesty v nom.

Takéto rieSenie mé celkovii ¢asovi zlozitost O(nlogn). Toto vieme zdévodnit nasledovne: pre lubovolny vstup si
vypocet na nom vieme graficky znazornit ako strom postupnych rekurzivnych volani, ktoré pocas neho prebehnu.
Tento strom mé hibku O(logn), lebo pri kazdom rekurzivnom volani sa aktudlna velkost stromu zmensi aspor
na polovicu. (Toto je ten dévod, preco pouzivame prave centroid ako to miesto, kde strom rozdelit.)

No a v kazdej hibke rekurzie dokopy stravime O(n) ¢asu. To preto, ze v kazdom konkrétnom volani stravime
¢as priamo merny velkosti prave spractivaného stromu. No a to, ¢o robime, je, ze nas pévodny strom len delime
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na mensie. V tplne prvom volani na pévodny strom raz spracujeme kazdy jeho vrchol. Ked odstranime jeho
centroid a postupne sa zavolame na jednotlivé komponenty, tak kazdy vrchol okrem centroidu prispeje k casovej
zlozZitosti v prave jednom z tychto volani — tom, do ktorého komponentu patri. A tak dalej.

Jedind netrividlna cast tohto rieSenia je ako v ¢ase O(n) spocitat cesty dizky k vedice cez centroid. Toto
spravime podobne ako v predchadzajicom vzorovom rieseni. Zakorenime si nas strom v c. Pre kazdého syna
x vrcholu ¢ spustime z neho prehladavanie do hibky a pocas neho si pre kazdu vzdialenost od x pamatame,
kolko vrcholov v tejto vzdialenosti sme uz videli. Tym spocitame vSetky nenulové hodnoty p(z, i) v ¢ase priamo
tumernom velkosti tohto podstromu. Dokopy teda takto v ¢ase O(n) ziskame relevantné déta pre kazdého syna
vrcholu ¢ a z nich uz lahko uréime hladany celkovy pocet ciest.

A-11-3 Cokolada s hrozienkami

Zac¢neme tym, ze si rozmyslime, Ze riesenie vzdy existuje — a teda nikdy nebude treba podat spravu, ze cokoladu
nejde rozdelit.

Dokonca vzdy existuje aj rieSenie, ktoré vieme dosiahut iba obyéajnym ldmanim ¢okolddy. (Toto navySe bude
pravda aj o optimélnom rieSeni.)

Jeden mozny postup, ako zostrojit platné riesenie, vyzera nasledovne.

Pozrime sa na stipce ¢okolady, v ktorych lezia nejaky hrozienka. Najlavejsi takyto stipec nechdme na pokoji a
pre kazdy dalsi ¢okolddu zlomime tesne nalavo od neho.

Ked této fiza skonél, mame niekolko obdlznikov ¢okolady. Na kazdom z nich zjavne st nejaké hrozienka, kedze
na kazdom z nich skoncil presne jeden zo stfpcov7 ktoré obsahovali nejaké hrozienka. A navyse teda na kazdom
obdlzniku vSetky hrozienka lezia v tom istom stipei.

Zvlast pre kazdy z tychto obdiznikov teraz mozeme postupovat tak, ze ho zoberieme, oto¢ime o 90 stupiiov a
zopakujeme pren vyssie uvedeny postup. Tym ho zjavne rozdelime na mensie obdiiniky7 z ktorych kazdy bude
obsahovat prave jedno hrozienko.

(Za implementéciu tohto alebo Iubovolného iného platného delenia ¢okolddy ste mohli ziskat 3 body.)

Uvazujme teraz najvacsi mozny obdiznik nasej ¢okolady, ktory obsahuje prave jedno hrozienko — to velké, ktoré
chceme pre seba. (Ak je takychto obdlznikov viac, vyberme si lubovolny jeden z nich.)

Optimélne rieSenie nasej tlohy nemé ako byt viicsie od tohto obdlznika. Ak by sme teda vedeli rozdelit ¢okoladu
tak, aby toto bol jeden z n obdiznikov, bude takéto delenie zjavne optimélne.

Pozrime sa najskor na lubovolny zo Styroch okrajov nasho obdlznika. Pre tento okraj st len dve moznosti: bud
je zhodny s okrajom celej ¢okolddy, alebo je tesne pri nom zvonka policko obsahujice iné hrozienko. (Ak by
totiz ani jedno z toho nebola pravda, vedeli by sme nas obdlZnik v tomto smere este zvacsit.)

Teraz ukézeme, ze vidy vieme Cokolddu rozdelit (dokonca rozldmat) tak, Ze ndm ostane prave nas zvoleny
optimélny obdiznik.

Budeme postupovat nasledovne: Ak na$ obdlznik nesiaha az po lavy okraj ¢okolady, rozlomime ¢okoladu pozdiz
Tavého okraja obdlznika. To isté nasledne spravime s pravym, hornym a dolnym okrajom. (Pri hornom a dolnom
okraji uz ldmeme len aktualny kus cokolady, zlom presne zodpoveda prislusnej strane nasho obdiinika.)

O kazdom z nanajvys styroch kusov ¢okolady, ktoré takto odlomime od nasho, vieme, ze obsahuje aspon jedno
hrozienko — to, kvoli ktorému nas kuasok v danom smere nesiahal dalej. Na kazdy kus nasledne vieme pouzit
vysie popisany postup a rozldmat ho tak na obdlzniky obsahujtce po jednom hrozienku.

Tym sme urobili vyznamny krok k rieSeniu povodne;j tlohy: teraz uz vieme, ze ndm stacf najst najvacsi obdiznik,
ktory obsahuje prave nase hrozienko a ziadne iné.

Pomalsie sposoby hladania

V mriezke rozmerov r X s je radovo r?s? moznosti, ako vyznacit obdlznik: mame rddovo s moznosti pre jeho

lavy horny roh, rddovo rs moznosti pre pravy dolny roh, a tymi uz je jednoznacne urceny. Pre kazdy takyto
obdlznik vieme v ¢ase priamo Gmernom jeho obsahu, teda O(rs), skontrolovat, ¢i obsahuje prave jedno hrozienko
— to nase. No a uz samozrejme staci vybrat najvacsi vyhovujici. Takto dostdvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou
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O(r3s3) — alebo O(r?s%n) ak namiesto bitmapy ¢okolady pri kontrole kazdého obdiznika prejdeme cely zoznam
hroz1enok.

Pre lepsie rieSenia sa na ¢okolddu pozrime ako na maticu A jednotiek (malé hrozienka) a nil (ostatné policka).
My na ¢okoldde hladdme najvicsi obdlznik, ktory je tvoreny samymi nulami a navySe obsahuje velké hrozienko.
Pre maticu A si vieme v Case O(rs) spoditat jej dvojrozmerné prefixové sicty: novii maticu S takd, ze S[i, j]
je rovné suctu vietkého v prvych i riadkoch a j stipcoch matice A. Pomocou S vieme zistit siéet lubovolného
obdlznika v matici A v konstantnom &ase. To ndm zlepsi ¢asovii zlozitost predchédzajiiceho riesenia na O(r2s2).
Detaily o prefixovych stuctoch najdete tu: https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/.

Este o rad lepsie riesenie vieme dostat nasledovne: Postupne vyskisame vSetky moznosti pre H&JlaVGJSI stipec
s1, v ktorom lez{ hladany obdlznik. Teraz budeme postupne sktsat vietky moznosti pre najpravejsi stipec s.
Ako postupne zvacsujeme so, niektoré riadky postupne prestdvaju byt pouzitelné, lebo uz obsahuju nejaké zlé
hrozienko. Ked si v poli priebezne paméatame, ktoré riadky si momentalne pouzitelné, tak pre kazda dvojicu
(s1,82), pre ktori velké hrozienko lezi v sprévnom rozsahu, vieme v O(r) zistit, kolko riadkov v okoli toho
spravneho edte stale vieme pouzit, a teda aké najvicsie riefenie existuje pre tieto konkrétne stipce. Toto rieSenie
mé teda ¢asovi zlozitost O(rs?).

Prvé efektivne rieSenie

Pozrime sa na riadok s velkym hrozienkom. Ak si v nom este nejaké iné hrozienka, najblizsie vlavo a vpravo
nam udaji nové hranice odkial a pokial mé zmysel skisat obdlzniky obsahujiice velké hrozienko.

Pre kazdy stipec v tomto rozsahu si predpoéitame dva tdaje: & a kde je v fiom najblizsie hrozienko nad a pod
riadkom, ktory obsahuje nase velké hrozienko. Tieto idaje ndm povedia, najviac pokial dohora a dodola méze
v tomto stipci siahat nami hladany obdlZnik.

Celé toto predpocitanie vieme spravit v ¢ase O(rs), lebo len raz prejdeme kazdy stipec.

Teraz vieme spravit to isté ako v predchddzajicom rieSeni, ale skiiSat budeme len (si,ss) z rozsahu, ktory
sme nagli v prvom odseku, a vdaka potom predpoéitanym tdajom vieme po kazdom pridani nového stipca v
konstantnom ¢ase prepoéitat, pokial dohora a dodola aktudlne moze siahat nas obdlznik. Tato fdza rieSenia
teda bude bezat v ¢ase O(s?) a dokopy tak dostdvame ¢asovii zlozitost O(rs + s2).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

void nakrajaj_vodorovne (int rl, int cl, int r2, int c2, vector<int> hr) {

// vypise jedno mozne rozkrajanie obdlznika [rl,r2) x [cl,c2)

// ktory ma vsetky hrozienka v tom istom stlpci v riadkoch hr[i]

sort ( hr.begin(), hr.end() ); // slo by nahradit countsortom

hr.push_back (r2);

int top = rl;

for (int i=0; i+l<int (hr.size()); ++1i) {
cout << top << " " << cl << " " << (hr[i+l]-1) << "_ " << (c2-1) << endl;
top = hr[i+l];

}

void nakrajaj_zvisle(int rl, int cl, int r2, int c2, const vector<int> &hr, const vector<int> &hc) {
// vypise jedno mozne rozkrajanie obdlznika [rl,r2) x [cl,c2)
// ktory ma hrozienka v bodoch (hr[i], hc[i])
map<int, vector<int> > stlpce_hrozienok;

for (int 1i=0; i<int (hc.size()); ++i) {
// preskocime hrozienka ktore lezia mimo nasho obdlznika
if (! (rl <= hr[i] && hr[i] < r2 && cl <= hc[i] && hc[i] < c2)) continue;

stlpce_hrozienok[hc[i]].push_back (hr[i]);
}
vector<int> suradnice;
for (const auto &rec : stlpce_hrozienok) suradnice.push_back (rec.first);
suradnice.push_back (c2);
int left = cl;
for (int i=0; i+l<int (suradnice.size()); ++1i) {
nakrajaj_vodorovne (rl, left, r2, suradnice[i+1l], stlpce_hrozienok[suradnice[i]]
left = suradnice[i+1];

}

int main() {
int R, C, N;
cin >> R >> C >> N;
vector<int> hr(N), hc(N);
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for (int n=0; n<N; ++n) cin >> hr([n] >> hc[n];

// zisti rozsah stlpcov v ktorych moze lezat nas obdlznik

int ¢l = 1, cr = C+1;

for (int n=1; n<N; ++n) if (hr[n] == hr[O0
if (hc[n] < hc[0]) cl
if (hc[n] > hc[0]) cr

) |
max( cl, hcl[n]l+1 );
min( cr, hc[n] )

7

}

// pre kazdy z tychto stlpcov zistime rozsah riadkov v ktorom mozeme byt v nom
vector<int> rt (C+1, 1), rb(C+1l, R+1);
for (int n=1; n<N; ++n) {
int r = hr[n], ¢ = hc[n];
) continue;
= max( rt[c], r+l );
= min( rblcl, r );

if (¢ <cl || ¢ >= cr
if
if

r < hr[0]) rtlc]
r > hr[0]) rblc]

}

// vyskusame vsetky moznosti pre nas obdlznik a vyberieme najvacsiu z nich
int brl = -1, bcl = -1, br2 = -1, bc2 = -1, barea = 0;
for (int cl=cl; cl<cr; ++cl) {
int top=1, bot=R+1l;
for (int c2=cl+l; c2<=cr; ++c2) {
top = max(top, rt[c2-11);
bot = min(bot, rb[c2-11);

if (c2 <= hc[0]) continue; // este neobsahuje nase hrozienko
int area = (bot-top)*(c2-cl);
if (area > barea) {

barea = area;

brl = top; bcl = cl; br2 = bot; bc2 = c2;

}

// vypiseme nas obdlznik
cout << barea << endl;
cout << brl << " " << bcl << " " << (br2-1) << "_" << (bc2-1) << endl;

// nakrajame zvysok, ak treba: najskor vlavo a vpravo

if (bcl > 1) nakrajaj_zvisle(l, 1, R+1l, bcl, hr, hc);

if (bc2 < C+1) nakrajaj_zvisle(l, bc2, R+1l, C+1, hr, hc);
// a potom co ostalo hore a dole

if (brl > 1) nakrajaj_zvisle(l, bcl, brl, bc2, hr, hc);

if (br2 < R+1) nakrajaj_zvisle(br2, bcl, R+1l, bc2, hr, hc);

Druhé efektivne rieSenie

Existuji aj rieSenia, ktoré maju ¢asovi zlozitost ¢isto O(rs). Hlavnd myslienka jedného takéhoto riesenia:
upravime jeden ,klasicky“ algoritmus, ktorym vieme v ¢ase O(rs) néjst najvacsi obdlznik tvoreny samjmi
nulami. Takyto algoritmus vieme implementovat tak, Ze postupne skiiSame zhora dole vSetky moznosti pre to,
v ktorom riadku tento obdiznik koné{. Pre konkrétny riadok tdlohu vyriesime tak, ze si ku kazdému stipcu
pamétame, ako vela nulami kondi, a teda ako najvyssi obdlznik vieme v fiom mat. Potom si tieto stipce nil v
linedrnom case usporiadame od najvyssieho po najnizsi a v tomto poradi ich ,povolujeme®. Vzdy, ked povolime
stipec7 tak vieme v konstantnom case povedat, pokial dolava a doprava siaha najvacsi obdlZnik, ktory tento
stipec obsahuje — modzeme pouzit prave vietky skor povolené stipce.

Existuje aj ina technika, pri ktorej pouzijeme prechod polom vysok stipcov zlava doprava a zésobnik, v ktorom
si paméatame, do akej vysky sa aktualne da ist ako daleko dolava.

Klic¢ové pozorovanie je teraz nasledovné: Obe verzie tohto algoritmu maju dolezitt spolo¢nii vlastnost: najvacsi
prazdny obdlznik najdu tak, ze prezri nejaku sadu kandidédtov a z nich vybert ten celkovo najvacsi. No a tato
sada kandiddtov obsahuje, okrem iného, tplne vietky nezvicsitelné obdlzniky — teda také, ktoré uz nevieme
zvidSit ani o riadok ani o stipec do Ziadnej strany.

Ak sa teraz pozrieme na nasu ¢okolddu tak, ze velké hrozienko je tiez nula (rovnako ako prazdne Stvorcéeky), tak
bude platit, ze optimélny kisok, ktory si chceme nechat, zodpovedd nejakému nezvidsitelnému obdlzniku nal —
presnejsie najvacsiemu z tych, ktoré obsahuji velké hrozienko. No a kedze vyssie popisany algoritmus postupne
prezrie vSetky nezvidsitelné obdlzniky, staci pre kazdy z nich otestovat, ¢i obsahuje velké hrozienko, a vybrat
najvacsi z tych, pre ktoré je to pravda.

strana 9 z 10 tloha A-II-3



38. ro¢nik (2022/2023)
rieSenia krajského kola
kategdria A

Olympiada v informatike
http://oi.sk/

A-11-4 Hviezdne impérium, cokolada a strom

Poduloha A: spocitanie cokolad

Keby sme takiito tlohu riesili sekvencéne, vyzeralo by to celé tak, Ze postupne prejdeme cell cestu a v pomocnej
premennej p si pocas toho pocitame, kolko systémov s ¢okolddou sme uz videli.

Ako takéto nie¢o vieme spravit paralelne pomocou vestieb?

Hlavnou myslienkou je, ze kazdy systém si nechd vyvestit hodnotu, ktora bola v p pred jeho spracovanim, a
potom svojmu nasledovnikovi na ceste posle prislusne zmenent hodnotu (t.j. p ak v tomto systéme ¢okoladu
nepoznaju alebo p 4+ 1 ak 4no).

Kazdy systém si potom skontroluje, ¢i mu od predchodcu na ceste prisla t4 hodnota p, ktorti mal vyvestena.
Posledny systém navyse skontroluje, ¢i hodnota p, ktortt uz nemal komu dalej poslat, je aspon rovné n/3.
Toto riesenie potrebuje k = [log, n] + 1 bitov: vyvestené ¢islo p neprekroéi n, a okrem neho si este potrebujeme
dat vyvestit jeden bit, ktory nam povie, ktory z nasich dvoch susedov je na ceste pred nami.

Podiloha B: test stromu
Jedno velmi struc¢né rieSenie tejto tlohy vyzerd nasledovne:

e Dame si vyvestit ¢islo od 0 po n — 1.

e Rozposleme svoje vyvestené ¢islo vsetkym susedom.

e Ak od aspon dvoch susedov dostaneme ¢islo mensie alebo rovné od nasho, odpovieme NIE.
e Ak nik neodpovedal NIE, odpovieme ANO.

Preco toto riesenie funguje?

Ak je Hviezdne impérium strom, tak existuju také vestby, pre ktoré nds algoritmus odpovie ANO: napriklad si
mozeme ubovolne zvolif jeden systém ako koren stromu a potom kazdému systému vyvestit jeho vzdialenost
od korena. V kazdom strome plati, ze kazdy vrchol ma nanajvys jedného suseda, ktory je blizsie ku korenu ako
on sam.

(Presnejsie, koreni stromu dostane vyvestené ¢islo 0 a nésledne mu kazdy jeho sused posle ¢islo 1. Lubovolny
iny vrchol, ktory dostane vyvestené Cislo k& > 0, dostane od prave jedného suseda ¢islo kK — 1 a od vSetkych
ostatnych susedov ¢islo k 4 1. Kazdy vrchol teda odpovie ANO.)

Naopak, ak Hviezdne impérium obsahuje nejakt kruznicu C, ziadna dobréa sada vestieb neexistuje. Pozrime sa
totiz na to, ¢o sme vyvestili vrcholom na kruznici C. Nech z je ten z nich, ktory dostal najvicsie vyvestené
Cislo. (Ak je takych viac, tak Tubovolny z nich.) Potom  urcite dostane od susedov aspori dve ¢isla mensie alebo
rovné od vlastného — oba vrcholy, s ktorymi susedi na kruznici C, mu takéto ¢isla posla. Tento vrchol z teda
odpovie NIE.

Toto riesenie potrebuje k = [logy, n] vyvestenych bitov.
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