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A-11I-1 Konferenéné zakusky

Najskor sa zamyslime nad optimalnym vyberom koldcov keby existovala iba prestavka, potom si ukazeme, ako
toto riesenie upravit tak, aby sme don zakomponovali aj vyber kolaca, ktory zje Petka az cez prednasku.

Vyberanie kolacov jedenych pocas prestavky

Rozmyslime si, ako vyzera Petkina situdcia na zaciatku prestavky. Pred sebou mé n kolacov, do konca prestavky
ostdava p sekind a jej spokojnost je 0 (kedZe zatial Ziaden kold¢ nezjedla). Sama seba sa pyta otdzku: Kolko
najviac spokojnosti viem ziskatl zjedenim niekolkych z tijchto n koldcov tak, aby cas ich jedenia bol nanajvys p?

Ako prvé si mézeme uvedomit, ze na poradi, v akom zje vybrané kolace vobec nezalezi. Kedze kolace su ocislované
od 1 po n, mdézeme si povedat, ze ich bude jest v poradi od najvyssieho ¢isla. Pozrime sa teda na kolac ¢islo n.
Bud sa rozhodne, Ze ho zje (samozrejme ak t,, < p) alebo, ze ho neché nezjedeny.

Ak sa rozhodne, ze ho jest nebude, jej spokojnost sa nezmeni a do konca prestavky jej bude stdle ostavat p
sekind. K dispozicii vsak bude mat uz len n — 1 koldc¢ov s nizsimi ¢islami. Bude preto chciet vediet odpoved
na otazku: Kolko najviac spokojnosti viem ziskat zjedenim niekolkych z tijchto n — 1 koldcov tak, aby cas ich
jedenia bol nanajvys p?

Ak sa rozhodne, zZe zje n-ty kolac, jej spokojnost sa zvacsi o s, jeho jedenim vsak strati t,, ¢asu a do konca
prestavky bude ostavat uz len p — t,, sekind. No a k dispozicii jej ostand zvysné kolace. Aby maximalizovala
svoju spokojnost, bude sa pytat: Kolko najviac spokojnosti viem ziskat zjedenim niekolkych z tyjchto n—1 koldcov
tak, aby cas ich jedenia bol nanajvys p —t, ?

Vsimnite si, 7e sa zakazdym pyta ta istd otdzku, akurat s ingmi hodnotami pre pocet kold¢ov a dizku prestévky.
Odpoved na otazku ,,Kolko najviac spokojnosti viem ziskat zjedenim niekolkijch z tijchto x koldcov tak, aby cas
ich jedenia bol nanajvys y?“ si preto vieme reprezentovat ako funkciu f(z,y).

A celu situaciu popisant vyssie vieme zapisat jednoduchym rekurzivnym vztahom

f(nvp) = max(f(n - 17p)a Sn + f(’I’L - 17p - tn))
7 danych dvoch moznosti si totiz Petka chce vybraf ti, ktord jej zarudi vacsiu celkovii spokojnost.

Kedze sa jednd o rekurzivnu funkciu, vieme ju velmi priamociaro implementovat v Tubovolnom programovacom
jazyku. Treba si len uvedomit, ze pre vypocet hodnoty f(z,y) je druhd moznost (Ze Petka kola¢ zje) moznd iba
vtedy, ak je t, < y, a ak je x = 0 nepokracujeme vo vypocte, kedze z 0 kolacov vie Petka ziskat nanajvys 0
spokojnosti.

Samozrejme, priamociara rekurzivna implementacia by bola neefektivna, vieme vsak velmi jednoducho pouzit
memoizaciu. Funkciu f(z,y) chceme pocitat nanajvys pre vSetky hodnoty 0 <z <m a 0 < y < p, mame teda
len O(np) réznych moZnych vypoctov. Kazdy z nich trva konstantne dlho, a preto je aj vyslednd ¢asova zlozitost
takéhoto riesenia O(np).

Vyberania kolaca na prednasku

Ostava zistit, ako efektivne vybrat kolac, ktory si mé Petka zobrat na prednasku. Problémom vsak je, ze vyber
tohto kolaca ovplyvnuje to, ktoré kolace si vyberie cez prestavku. Nestaci jednoducho spustit vyssie spomenuté
rieSenie a pridat k nemu jeden z nevybranych kolacov, pretoze to nemusi viest k maximéalnej spokojnosti.
Pozrime sa teda na riesenie ako celok. Predstavme si, Ze pozname optimélnu sadu kolacov, ktoré ma Petka
zjest pocas prestavky a cez prednasku. Oznacme si kolac¢, ktory zje Petka v tomto optimalnom rieseni pocas
prednésky ako k. Co o fiom vieme povedat?

Urcite musi platif, ze jeho spokojnost s, je viésia alebo rovna ako spokojnost Tubovolného z nevybranych
kolacov. Ak by totiz existoval kola¢, ktory sme do rieSenia nevybrali a mal by véac¢siu spokojnost ako sj, mohli
by sme ho vymenit za kolac¢ k, ¢im by sme zvicsili celkovii spokojnost naseho riesenia. To je vSak v spore s tym,
ze predpokladame, Ze nase riesenie je optimalne.

Co bude platit o ¢ase t), kolaca k? Kedze na prednaske moézeme jest kola¢ Iubovolne dlho, je prirodzené vyberat
si kolace, ktorych cas jedenia je dlhy. Mozeme si preto uvedomit, Ze existuje také optiméalne riesenie, v ktorom
je hodnota tx najvyssia spomedzi hodnét ¢ pre vsetky vybrané kolace.
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Predstavme si, ze tomu tak nie je a mame optimélne riesenie, v ktorom pocas prestavky zjeme kolac [, pre ktory
plati, ze t; > ti. Tieto dva koldce mdzeme vymenit. Kola¢ k zjeme uz pocas prestavky a kolac¢ [ si nechame na
prednésku. Je jasné, ze celkova spokojnost sa nezmeni, kedze sme len vymenili poradie, v ktorom jeme kolace.
Zaroven sme vsak neporusili ani podmienku toho, ze celkovy cas jedenia kolacov pocas prestavky je nanajvys
p. Predtym sme totiz pocas prestavky stihli zjest koldc¢ s ¢asom jedenia t;, ktory sme teraz nahradili koldcom
s kratsim ¢asom jedenia ti. Takouto vymenou preto dostaneme rovnako dobré riesenie, ktoré ma vsak vacsiu
hodnotu t pre kola¢ zjedeny pocas prednasky.

Ostava ndm uz len vyuzit tieto pozorovania pri rieSeni pévodného problému. Uvedomme si, ze nase rekurzivne
rieSenie spracovava kolace v zadanom poradi, principidlne vSak nezalezi na tom, v akom poradi si tieto kolace
zadané. Zoradme si preto koldce vzostupne podla hodnot ¢;. Ak teraz spocitame hodnotu f(z,y) dostaneme
optiméalnu spokojnost pre koldce, ktorych cas jedenia nepresahuje t,.

Ak si zoberieme optimélne rieSenie a pozrieme sa, ktoré kolace sme zjedli pocas prestavky, jeden z tychto kolacov,
ozna¢me ho z, bude mat najvéicsiu hodnotu ¢. Toto rieSenie teda musi mat optimalnu spokojnost pre vsetky
kol4ce, ktorych ¢as nepresahuje .. Co je presne riesenie f(z,v), ked vyuzijeme utriedené poradie.

Navyse si na tomto usporiadanom poli pre kazdy sufix spocitajme maximum hodnét s;. Toto maximum pre
sufix za¢inajici i-tym prvkom pola oznacme g(i). Potom musi platit, Ze optimalne rieSenie ma spokojnost rovni
fy,p) +9(y).

My samozrejme nepozndme vhodné y, ale ni¢ ndm nebrdni vyskasat vSetky moznosti. VSetky hodnoty f()
vieme spocitat v ¢ase O(np), hodnoty g() v ¢ase O(n) a vyskisanie vsetkych moznych y potom trvé tiez O(n).
Nezabudneme na usporiadanie pola podla hodnét ¢; a dostaneme vysledni ¢asovi zlozitost O(nlogn + np).

Hladanie konkrétneho rozdelenia

Nezabudnime, zZe pri rieseni nas nezaujima iba celkova najvicsia spokojnost, chceme najst aj jednu konkrétnu
moznost, ktoré koldce ma Petka kedy zjest. Musime preto vediet nasSe riesenie zrekonstruovat.

To vsSak nie je ndrocné, staci ak si pri pocitani funkcie f() zapamétiame, ktord z dvoch moZnosti viedla k
optimalnemu rieseniu. Vysledkom pre f(z,y) teda nebude iba najvicsie mnozstvo spokojnosti, ale aj to, ¢i toto
mnozstvo spokojnosti dosiahne Petka zjedenim alebo nezjedenim kolacu x. Vdaka tejto informacii potom vieme
spatne zrekonstruovat riesenie, kedze vieme, ako sa zmenila Petkina situacii pri kazdom kolAci.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
using namespace std;

int pocet_kolacov, prestavka;
vector<pair<pair<int, int>, int> > kolace;
pair<long long, int> MemF[10047]1[10047];

pair<long long, int> f(int pocet, int cas) {
int cas_jedenia = kolace([pocet].first.first;

int spokojnost = kolace[pocet].first.second;
if (pocet == -1) return {0, -1};
if (MemF [pocet] [cas].first != -1) return MemF [pocet] [cas];

long long nezje = f(pocet-1, cas).first;
long long zje = -1;
if (cas_jedenia <= cas) {
zje = spokojnost + f(pocet-1, cas - cas_jedenia).first;

}

pair<long long, int> vysledok;

if(zje > nezje) vysledok = {zje, 1};
else vysledok = {nezje, 0};
return MemF [pocet] [cas] = vysledok;

}
pair<long long, int> MemG[10047];

pair<long long, int> g(int pocet) {
int spokojnost = kolace[pocet].first.second;
if (pocet == pocet_kolacov) return {0, -1};
if (MemG[pocet].first != -1) return MemG|[pocet];
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pair<long long, int> suffix = g(pocet + 1);

pair<long long, int> vysledok = suffix;
if (spokojnost > suffix.first) vysledok = {spokojnost, pocet};
return MemG[pocet] = vysledok;
}
int main() {
scanf ("%d_%d", &pocet_kolacov, &prestavka);
for(int 1 = 0; i < pocet_kolacov; i++) {

kolace.push_back ({{0, 0}, 1i});
}

for(int i = 0; 1 < pocet_kolacov; i++) scanf (" _%d", &kolace[i].first.second);
for(int i = 0; i < pocet_kolacov; i++) scanf (" _%d", &kolace[i].first.first);
for(int 1 = 0; i < pocet_kolacov; i++) {
MemG[i] = {-1, -1};
for(int j = 0; j <= prestavka; Jj++) MemF[i][]] = {-1, -1};
}
sort (kolace.begin(), kolace.end());
int najlepsie_riesenie = -1;
for(int i = 0; 1 < pocet_kolacov; i++) {
if(f(i, prestavka).first + g(i + 1).first > f(najlepsie_riesenie, prestavka).first + g(najlepsie_riesenie + 1).first)
najlepsie_riesenie = i;
}
pair<long long, int> prva_cast = f(najlepsie_riesenie, prestavka);
pair<long long, int> druha_cast = g(najlepsie_riesenie + 1);

printf("%$11d\n", prva_cast.first + druha_cast.first);
vector<int> kolace_prestavka;

int kolac = najlepsie_riesenie;

int zvysny_cas = prestavka;

while (kolac != -1) {
if (f (kolac, zvysny_cas).second == 1)
kolace_prestavka.push_back (kolace[kolac].second);
zvysny_cas —-= kolacelkolac].first.first;
}
kolac-—;
}
for(int i = 0; 1 < kolace_prestavka.size(); i++)
printf ("%$d%c", kolace_prestavka[i] + 1, (i != kolace_prestavka.size() - 1)2’_":’\n’);
if (kolace_prestavka.size() == 0) printf("\n");
if (g(najlepsie_riesenie + 1).second != -1)

printf ("%d\n", g(najlepsie_riesenie + 1).second + 1);
else printf ("\n");

Bonus: rieSenie s lepsou pamatou

Vyssie popisané rieSenie na rekonstrukciu optimalnej sady kola¢ov potrebuje nielen ¢as ale aj pamit O (np):
potrebujeme si paméitat celt tabulku hodnédt f(x,y). Ak by ndm stacilo poznat optimalnu spokojnost Petky,
vedeli by sme zlepsit pamét pocas tejto ¢asti vypoctu na O(p): pri pocitani hodnoét f(x + 1,-) si staci pamétat
hodnoty f(z,-).

Existuje vsak sposob, ako ziskat vsetky vyhody: mat stale rovnaki asymptoticki ¢asovi zlozitost, vediet zostrojit
rieSenie, a pritom mat stdle celkovii pamétovi zlozitost len O(n+p). Nacrtneme hlavni myslienku. Predstavme
si, Ze prvu polovicu kolac¢ov ofarbime na cerveno a druht na modro. Kym spracivame Cervené kolace, robime
iba to, ¢o sme robili pri pévodnom rieseni s O(p) paméte. Ked spracivame modré koldcée, nadalej pouZivame
O(p) pamite, ale pre kazdy pocet sekiind si paméitdme nielen optimélnu spokojnost Petky ale eSte jedno ¢islo
navyse: kolko ¢asu sme pri tomto optimalnom rieseni mali po spracovani vSetkych cervenych kolacov.

Ked teraz ndjdeme hodnotu globalneho optima, vieme navyse, kolko ¢asu pri nom stravime jedenim cervenych
koldov — a zvySok Casu strdvime optimdlnym jedenim modrych. (V najhorSom pripade ndm ostani vSetky
cervené a skoro vSetky modré kolace, ale ak bolo optimélne zobrat na prednasku uz niektory skory kolac,
mdzeme napriklad vyberat tie, ¢o zjeme cez prestdavku, len spomedzi prefixu ¢ervenych.)

Na zostrojenie optimalneho rieSenia teraz spravime (nanajvys) dve rekurzivne volania. Pri kazdom z nich mame
nejaké mnozstvo casu a nejaky suvisly tsek kolacov, ktoré mbézeme jest.

Dolezita vlastnost teraz je, ze pri pévodnom volani sme Vypfﬁali tabulku rozmerov n x p. Pri kazdom z tychto
dvoch rekurzivnych volani budeme vypliiat tabulku s prvym rozmerom n/2 a sicet ich druhych rozmerov bude
p, dokopy teda spravime len poloviéné mnozstvo prace.

No a ako sme uz povedali, obe tieto casti rekonstrukcie riesenia budu rekurzivne volania toho istého algoritmu.
V kazdom z nich teda opét zoberieme prislusny tisek kola¢ov, prvii polovicu z nich ofarbime na ¢erveno a druhi
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na modro, a tak dalej.

Kazda dalsia troven tejto rekurzie bude mat poloviéné mnozstvo prace v porovnani s predchadzajicou. Dokopy
tento algoritmus teda spravi priblizne dvakrat tolko prace ako ten povodny — a teda jeho asymptoticka casova
zlozitost ostane rovnaka.

A-111-2 Lezenie

Postupne dokazeme viacero pozorovani, ktoré nas dovedu k efektivnemu rieseniu. Prvé pozorovanie bude zjavné:
pri optimalnom rieseni dosiahneme aspon jednu zo zelanych hodnét 8 a A presne. Totiz ak mame lubovolny
tréningovy plan, ktory skonci tym, ze sme prekrocili aj 5 aj A, tak nemoze byt optimdlny. Lahko vyrobime kratsi
plan — napriklad tak, Ze prestaneme trénovat skor, akondhle dosiahneme druhy z cielov presne.

Iny spdsob ako prerobit platné rieSenie, ktoré natrénovalo 8’ > 8 a A’ > X na kratsie platné rieSenie je preskdlovat
ho. Uvazujme konstantu o = max(8/8’, A\/X'). Zjavne 0 < a < 1. Ak vSetky Casy tréningu prendsobime «,
dostaneme nové kratsie riesenie, ktoré aspon jednu zo zelanych hodno6t dosiahne presne.

RieSenie pre jednu stenu

Ak mame len jednu stenu s parametrami (bg, £ ), rieSenie je zjavné: potrebujeme aspon /by hodin na dosiahnutie
dostatocnej schopnosti v boulderingu, asponi A/¢y hodin na lead, rieSenim je teda maximum z tychto dvoch ¢asov.

Riesenie pre dve podobné steny

Na steny sa oplati divat ako na vektory (b;, ¢;).

Vsimnime si situdciu, v ktorej méme dve steny také, ze jedna je konstantnym nasobkom druhej: jedna méa
parametre (bg, o) a druhd (abg, aly).

Ak a > 1, je zjavné, Ze sa oplati trénovat len na druhej z tychto stien: na presne rovnaky zisk schopnosti ako
na prvej stene nam staci trénovat a-krat kratsie. A naopak, ak o < 1, lubovolny tréning na druhej stene vieme
nahradit krat$im tréningom na prvej.

Takéto situacie teda vieme riesit pouzitim rieSenia pre jednu stenu.

Vseobecné riesenie pre dve steny

Majme teraz dve steny, ktoré nie sit podobné (vo vyssie uvedenom zmysle — odborne tomu hovorime vektory,
ktoré nie st linedrne zavislé).

Ked Adam stravi tg casu na stene 0 a t; ¢asu na stene 1, ziska tgbg + t1b1 schopnosti v boulderingu a tgfy + t1¢1
schopnosti v leade. Nas zaujima minimalna hodnota t = tg+t;, pre ktort je zaroven prva z tychto hodndt aspon
[ a druhd aspon A. Mame teda dve linedrne nerovnice s dvoma premennymi.

Thto ststavu nerovnic si mozeme znézornit graficky:
6

t

5 560 + 6y = 30

4

T2t = 15

to

-1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

V prvom kvadrante nam kazda nerovnica ,zakaze“ jeden trojuholnik — ten leziaci pod priamkou, pre ktoru plati

rovnost. My potom hladdme v nezakazanom zvysku bod s najmensim suc¢tom suradnic.
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Je zjavné, ze ked si vyberieme Tubovolni priamku a hybeme sa po nej, sucet siradnic bodu, v ktorom sa
nachddzame, sa spojito meni. Preto je zjavné, Ze optimalne riesenie staci hladat v extrémnych bodoch hranice:
v bode, kde sa obe hrani¢né priamky pretinaji, a v bodoch, kde niektora hrani¢na priamka pretina stradnicovii
0S.

Toto geometrické pozorovanie si teraz mézeme prelozif spat do re¢i nasej sufaznej tlohy: pre dve steny vzdy
plati, Ze v optimalnom rieseni bud trénujeme len na jednej z nich, alebo trénujeme na oboch tak, Ze presne
dosiahneme obe hodnoty 3 a .

Priese¢nik oboch hrani¢nych priamok vieme ndjst nasledovne: Z tobg+t1b1 = 8 si vyjadrime, Ze t; = (8—tobg)/b1-
Toto dosadime do rovnice druhej priamky a dostaneme linedrnu rovnicu s jednou neznamou. T4 po tiprave vyzera

nasledovne:
b1 A — Bl

O byl — boly
Vyraz v menovateli zlomku je nulovy len ak st nase dve priamky rovnobezné. To je ale presne pripad, ktory
sme uz oSetrili vyssie — dve podobné steny.
Riesenim sistavy rovnic mézeme obcas dostat riesenie, v ktorom neplati, ze tg a t; su kladné — hrani¢né priamky
sa pretinaju mimo prvého kvadrantu. V takomto pripade tdto moznost proste nevedie k optimalnemu rieseniu
nasej ulohy a mézeme ju ignorovaf.

Vzdy stacia najviac dve steny

Dolezitym krokom ku vseobecnému rieSeniu bude pozorovanie, ktoré si dokdzeme v tejto casti: vzdy existuje
optimélne rieSenie, v ktorom si najviac dva z ¢asov t; nenulové — teda optimdlne rieSenie, v ktorom Adam
trénuje na nanajvys dvoch z n dostupnych stien.
Zacénime tym, ze si tréningové steny pretriedime: ak mame nejaké skupiny podobnych stien, z kazdej si nechame
len t1, na ktorej sa trénuje najrychlejsie. Steny, ktoré nam ostali, si teraz mézeme usporiadat podla uhlu, ktory
zviera vektor (b;,¢;) s kladnou poloosou osi z.
Uvazujme Tubovolné tri steny s indexami ¢ < j < k Znézornime si ich graficky ako body v prvom kvadrante
suradnicovej stistavy. Pozrime sa na tsecku spajajicu (b;, ¢;) a (bg, £). Lahko nahliadneme, Ze body tejto tsecky
predstavuju vSetky mozné vysledky tréningu, ak dokopy stravime hodinu ¢asu na stendch ¢ a k. (Napr. stred
tejto usecky zodpovedd pol hodine na kazdej zo stien.)

|

(br» Lk)

(bs, 4;)

(0,0)

Pozrime sa teraz, kde tato usecka pretne polpriamku z poéiatku stradnic cez bod (b;, ;). Ak je to ako na
obréazku vyssie, teda tento priesecnik lezi na polpriamke aspornl tak daleko ako bod (bj,¢;), je zjavne zbyto¢né
trénovat na stene j. Totiz ak namiesto hodiny tréningu na stene j rozdelime v spravnom pomere hodinu tréningu
na stenach ¢ a k, ziskame tym aspon rovnako oboch schopnosti.

No a naopak, ak je priese¢nik (z,y) blizsie ako bod (b;, ¢;), mézeme urobit presne opa¢ni optimalizdciu. Ak by
oba Casy t; a ti boli kladné, mézeme zobrat vhodne zvolené dva kusy tréningu na stenédch ¢ a k ktoré st v tom
spravnom pomere a nahradif ich mensim ¢asom tréningu na stene j, ktory bude mat presne rovnaky efekt. V
takejto situdcii teda kazdé optimélne riesenie ma bud t; = 0 alebo t; = 0 (alebo oboje).

Takto dostédvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n?): pre kazdd dvojicu stien spocitame, ako najrychlejsie sa
Adam vie vytrénovat na nich, a z tychto moznosti vyberieme optimalnu. Za toto riesenie sa dalo ziskat 5 bodov.
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Menej kandidatov

Spomedzi tréningovych stien nemusime zahadzovat len tie, ktoré st podobné inym a menej efektivne. Omnoho
Uéinnejsie pravidlo je nasledovné: ak mdme dve steny (b;,¢;) a (b;,¢;) také, ze b; < b; a ¢; < ¢;, tak zjavne
nikdy nemusime pouzit stenu ¢ — lubovolny tréning na nej vieme nahradit rovnako dlhym tréningom na stene j.
Ak st vsetky b; aj £; kladné celé ¢isla neprekracujiice m, ostane ndm po pouziti tohto pravidla nanajvys m
roznych hodnot — totiz spomedzi stien s rovnakym b vzdy nechdme nanajvys jednu: ti s najvacsim £.

Celé toto filtrovanie zbyto¢nych stien vieme spravit v ¢ase O(nlogn) napr. tak, Ze si zoznam stien usporiadame
primarne podla b a sekundarne podla £ a potom ho prejdeme od konca. Nésledne na steny, ktoré sme nevyhodili,
pouzijeme vyssie popisané riesenie.

Toto riesenie mé celkovii éasovi zloZitost O(nlogn + m?) a mohli ste zaii ziskat 7 bodov.

Optimalna sada kandidatov: konvexny obal

Uvahu, ktort sme spravili vyssie pre dve steny, vieme zovieobecnit aj pre dva lubovolné tréningové programy. Ak
existuje moznost, ako za hodinu natrénovat (51, A1) a ind moznost, ako natrénovat (82, A2), tak vieme za hodinu
natrénovat aj hociktory bod, ktory lezi na tsecke medzi tymito dvoma — staci prislusne naskélovat oba tréningy.
(Napr. na stred tsecky by sme spravili poloviéné ¢asy prvého a potom poloviéné ¢asy druhého tréningu.)

7 toho uz vyplyva, ze mnozinu vsetkych bodov, ktoré vieme za najviac hodinu natrénovat, tvori prave konvexny
obal pociatku a n bodov predstavujicich jednotlivé tréningové steny.

No a kedZze vSetko v konvexnom obale vieme vyrobit len pomocou tych tréningovych stien, ktoré tvoria vrcholy
tohto konvexného obalu, méZzeme vysSie uvedenii optimalizéciu vylepsit tak, Ze v ¢ase O(nlogn) ndjdeme kon-
vexny obal a zahodime vSetky steny okrem jeho vrcholov. Detailny popis tohto algoritmu najdete napriklad tu:
https://www.ksp.sk/kucharka/konvexny_obal/

Toto riesenie je o cosi lepsie ako predchadzajice. Lahko nahliadneme, ze konvexny obal bodov so stiradnicami
neprevysujucimi m ma nanajvys m vrcholov, kedZe jeho vrcholy musia mat navzajom roéznu prva stradnicu.
Plati vsak aj silnejsie tvrdenie — da sa dokazaft, ze takyto konvexny obal ma vzdy vrcholov nanajvys rdadovo
m?/3. (Jedna mozné myslienka dokazu je taka, ze ked postupne ideme po jeho obvode, pohybom po hrandch
musia zodpovedat navzajom rdzne vektory s celo¢iselnymi siradnicami.) To znamend, Ze celkové Casova zlozitost
nasho rieenia je O(nlogn +m?*/3).

Este presnejsie pozorovanie je, ze z konvexného obalu nam stac¢i uvazovat len body na jeho ,pravej hornej
stvrtine“, teda od bodu s maximalnym b po bod s maximéalnym ¢. Vsetky ostatné vrcholy st od tychto horsie v
zmysle, ktory sme si popisali v casti Menej kandidatov. Toto uz asymptotiku ¢asovej zlozitosti neovplyvni, ale
zjednodusi to nase tvahy vo zvysku rieSenia.

Optimalne steny na konvexnom obale susedia

Na zaver rieSenia spojime vSetko, ¢o sme uz o nasej tulohe objavili. Vieme, Ze existuje optimélne riesenie, v
ktorom sa pouzivaji najviac dve tréningové steny. Optiméalne rieSenie s jednou stenou najdeme trivialne, ostéva
teda zistit, ¢i ho nevieme zlepsit pouzitim prave dvoch. Vieme, ze ak sa v optimalnom rieseni naozaj pouziji
dve steny, vzdy natrénujeme presne 8 v boulderingu a presne A\ v leade. Podme teda najlepsie takéto riesenie
najst.

Potrebujeme sa ¢o najrychlejsie dostat do bodu (8, A). Keby sme uz takéto optimalne rieSenie mali a vSetky
tréningové casy vydelili jeho celkovym casom ¢, dostali by sme nejaky platny tréningovy program, ktory trva
hodinu a pohne nds v smere vektora (5, \). A naopak, lubovolny hodinu trvajici program, ktory nis pohne v
tomto smere, vieme naskalovat a tym dostat platné riesenie. Optimélne rieSenie teda najdeme tak, ze niajdeme
najvacsiu vzdialenost, o ktord sa vieme v tomto smere za hodinu dostat.

Pozrime sa znova na nas konvexny obal — teda vsetky body, kam sa vieme dostat za nanajvys hodinu. Tréningové
plany, ktoré nds hybu sprdvnym smerom, lezia na polpriamke z pociatku cez bod (5, ). Optimélne rieSenie s
dvomi stenami zjavne zodpoveda najvzdialenejsiemu bodu, ktory lezi aj na tejto polpriamke, aj v konvexnom
obale.

Ak polpriamka celd ide mimo konvexného obalu, teda zdielaji len pociatok suradnicovej sistavy, je optimélne
pouzit len jednu stenu. Vo vSetkych ostatnych pripadoch sa okamih, kedy polpriamka opusti nas konvexny obal,
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nachadza v jeho hornej stvrtine. Ak sme trafili presne vrchol, pouzijeme jemu zodpovedajucu stenu. Ak sme
vysli von cez stranu konvexného obalu, mame bod, ktorému zodpovedajuici tréning vieme dostat ako vazeny
priemer tréningov na tych dvoch stenach, ktorym zodpovedaji susedné dva vrcholy konvexného obalu.

Detaily implementacie

Do mnoziny bodov zodpovedajicich tréningovym stendam esSte pred robenim konvexného obalu pridame aj
hrani¢né body (maxb;,0) a (0,max¥;). Hornd Stvrtina konvexného obalu potom spédja obe stradnicové osi
a nemusime Specidlne oSetrovat pripady, kedy polpriamka do (3,A) konvexny obal nepretne. Ak polpriamka
pretne prva alebo posledni stranu takéhoto konvexného obalu alebo ak prejde jeho vrcholom, je optimalne
pouzit prislusnd jednu stenu, ak pretne hociktort int stranu, je optimélne pouzit prislusné dve steny.

Po tom, ako v ¢ase O(nlogn) zostrojime konvexny obal, uz nemusime robit ni¢ zlozité. Stac¢i v ¢ase O(n)
postupne pre kazdu jeho stranu skontrolovat, ¢i pretina polpriamku vedicu do nasho vytuzeného ciela. Celkova
Casovd zlozitost tohto rieSenia je teda O(nlogn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
#define INF 99999999999.0
using namespace std;
typedef long long 11;
typedef pair<ll, 11> pll;

int n;
double beta, lambda;
vector<pll> steny;

double jedna_stena (pll x) {
return max (beta / x.first, lambda / x.second);

}

// Predpokladame, ze x aj y lezia na hornej casti konvexniho obalu, a teda nemusime

// riesit specialne pripady, len pripad kedy nastanu dve rovnosti.

double dve_steny (pll x, pll y) {
double t2 = (lambdax*x.first - betaxx.second) / (x.firstxy.second - x.secondxy.first);
double tl = (beta - t2+b2) / bl;
if (t2 >= 0 && tl >= 0) return tl + t2; else return INF;

}

int main() {
cin >> n >> beta >> lambda;

11 b, 1;
11 maxb = -1, maxl = -1
for (int i = 0; 1 < n; ++i) {

cin >> b >> 1;
steny.push_back({ b, 1 });

maxb = x (maxb, b);
maxl = x (maxl, 1);
}
steny.push_back ({ maxb, 0 });
steny.push_back ({ 0, maxl });

// Funkcia upper_convex_hull najde hornu polovicu konvexneho obalu.
// Na jej zaciatku a konci budu body { maxb, 0 } a { 0, maxl }.
vector<pll> obal = upper_convex_hull (steny);

int m = obal.size();

// Vyskusame moznosti trenovat len na prvej / len na poslednej stene konvexneho obalu.
double result = min(jedna_stena(obal([l]), jedna_stena(oballm - 2]));

// Vyskusame moznosti trenovat na dvoch "susednych" stenach.

for (int i = 1; i < m-2; ++i) result = min(result, dve_steny(obal[i], obal[i+1l]));
return result;

A-111-3  Hviezdne impérium a hypercestovanie

Podiloha A: hyperdialnice

Ak existuje nejaky sposob, ako postavit hyperdialnice, tak urcite existuje taky sposob, pri ktorom je hyperdialnic
presne n — 1 a tvoria strom.
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Dokaz: Majme Iubovolnt vyhovujicu sadu hyperdialnic. Zoberme teraz lubovolni jej kostru — teda podgraf,
ktory je strom. Tento je tiez platnym riesenim: je stuvisly a jeho stupne vrcholov st nanajvys rovné pévodnym.
Staci nam teda overif, ¢i existuje riesenie, ktoré je strom.

Uké4zeme si rieSenie, ktoré potrebuje k = 2[log, n| vyvestenych bitov. Hlavnou myslienkou tohto rieSenia bude,
ze si dame vyvestit jeden konkrétny strom hyperdialnic a o nom nasledne overime, ¢i spiﬁa vsetky ostatné
podmienky.

Vo vyslednom strome budeme vrchol 0 povazovat za koren. Pre kazdy iny vrchol v plati, Zze v strome existuje
prave jedna cesta z v do koretia. Dizku tejto cesty nazveme hibkou vrcholu v a prvy vrchol za v na tejto ceste
nazveme rodi¢om vrcholu v.

Pre kazdy hviezdny systém iny ako O si dame vyvestit lokdlne ¢islo s toho jeho suseda, ktory ma byt jeho
rodi¢om vo vyvestenom strome. (Upozortiujeme, Ze pod susedom vrcholu v vzdy myslime lubovolny systém,
ktory s v susedi v Hviezdnom impériu, bez ohladu na to, ¢i tieto systémy naozaj budu spojené niektorou z
vyvestenych hyperdialnic.)

Pre kazdy vrchol si eSte ddme vyvestit jeho hibku d vo vyvestenom strome.

Nésledne kazdy vrchol posle vSetkym svojim susedom dva tidaje: kazdému t1 ist hodnotu d a navyse jeden bit
hovoriaci, ¢i tohto suseda povazujeme za svojho rodica v strome.

Od vyvesteného rodica ndm musi prist vzdialenost d — 1. Od susedov, ktori ndm oznamia, ze my sme ich
rodi¢, nam musi prist vzdialenost d + 1. Spravy od ostatnych susedov nas netrapia, mézu obsahovat Tubovolné
vzdialenosti — tito nasi susedia mo6zu byt v tplne inej Casti vyvesteného stromu.

Este musime skontrolovat, ¢i nemé vyvesteny strom vrchol privelkého stupna. Vrchol 0 mé6ze mat najviac troch
susedov, ktori ho povazujui za rodica, a kazdy iny vrchol najviac dvoch.

Ak riesenie existuje, je zjavné, Ze vestci si mozu vybrat lubovolny strom, ktory je riesenim. Ten vyvestia a
vsetky vyssie popisané kontroly dspesne prebehni. A naopak: ak vSetky systémy tispesne skontroluju vsetky
vyssie popisané podmienky, tak je zjavné, Ze vyvestené hrany (z kazdého vrcholu okrem korena do jeho rodic¢a)
naozaj tvoria strom a ze ziaden vrchol v nom nemé stupen vacsi ako 3.

Listing programu (Python)

# ak sme jediny system v celom imperiu, odpoved je ano
if N == 1: return ANO

hlbka = vyvesti_cislo (N)
if ID > 0:
rodic = vyvesti_cislo (stupen)
if rodic >= stupen: return NIE
else:
rodic = -1

# posleme kazdemu susedovi nasu hlbku + bit ci je nas rodic
for s in range (stupen):
outbox[s] = ( d, int(s == rodic) )

# zistime z prijatych sprav, ci nemame privela deti

deti = sum( x[1] for x in inbox
if ID > 0 and deti > 2: return NIE
if ID == 0 and deti > 3: return NIE

# zistime z prijatych sprav, ci maju nasi susedia v strome spravne hlbky

if inbox[s][0] != hlbka-1: return NIE
for s in range (stupen):
if inbox[s][1l] == 1: # my sme jeho rodic
if inbox[s][0] != hlbka+l: return NIE

# pockame a ak vesmir nie je ruzovy, nik nemal odpoved NIE, a teda vsetci vratime odpoved ANO
if ruzovy_vesmir(): return NIE
return ANO

Podiloha B: hyperchodniky

Keby sme tuto tlohu chceli riesit na klasickom pocitaci, rieSenie by bolo priamociare: spoc¢itame stupne vrcholov
a vysledni hodnotu porovname s 2m.

Toto sa robi Tahko, ak vieme mat globdlnu premenni na sucet stupnov. Lenze prave jednym z problémov, na
ktoré narazime pri programovani nasho Hviezdneho impéria, je absencia globdlnych premennych. Mozno sa
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teda oplati zamysliet nad tym, ako by sme nasu tlohu vyriesili na klasickom pocitaci ale bez pouzitia globdlnych
premennyjch.

Aj toto je eSte rozumne priamociare. Jedno mozné riesenie vyzera nasledovne: z jedného vrcholu spustime
rekurzivne prehladévanie do hibky (DFS), ktoré postupne ofarbi vSetky vrcholy. Zakladni implementéciu tejto
rekurzivnej funkcie upravime tak, aby ako navratovi hodnotu vracala sicet stupnov vrcholov, ktoré boli pocas
jej behu ofarbené.

Pre kazdy vrchol v teda postupne rekurzivne spracujeme vsetkych jeho este nespracovanych susedov. Pre kazdého
z nich spravime rekurzivne volanie a to ndm vrati sucet stupnov vrcholov, ktoré sme pocas neho ofarbili. Tieto
¢isla si sCitujeme. Ked prejdeme vSetkych susedov, k tomuto sictu este pridime stupen samotného vrchola v a
vysledntt hodnotu vratime.

Nase vzorové riesenie sa bude fungovat velmi podobne tomu, ktoré sme si prave popisali. Pouzijeme pri tom
podobny trik ako v podulohe A z krajského kola: Kazdy vrchol si dé vyvestit ¢islo, ktoré sme pocas vypoctu
vypocitali v nom. Nésledne si kazdy vrchol so susedmi skontroluje, ¢i jeho ¢islo zodpoveda tomu, ktoré by sme
vypocitali z ¢isel u susedov.

Presnejsie to celé bude vyzerat nasledovne:

o Déame si vyvestit nejaky zakoreneny strom, ktory je kostrou Hviezdneho impéria. (Nemusi {st konkrétne
o DFS strom, vypocet bude fungovat presne rovnako aj pre lubovolnd ind kostru, takze ndm na tvare
stromu nijak nezdlezi. Mézeme si teda vybrat taky strom, ktory budeme vediet efektivne vyvestit.)

e V tomto strome méa kazdy vrchol jedného rodi¢a (az na korer, ktory nem4 ziadneho) a nezdporny pocet
potomkov.

o Kazdy vrchol si dé vyvestit, aké ¢islo on posielal ako navratovii hodnotu z prehladavania.

e Kazdy vrchol svoje vyvestené ¢islo posle vSetkym susedom. Okrem toho este posle aj spravu, z ktorej sa
bude dat skontrolovat, ze sme spravne vyvestili strom.

e Kazdy vrchol skontroluje, ¢i jeho sticet sedi — teda sc¢ita hodnoty, ktoré mu prisli od jeho potomkov, prida
k tomu svoj stupen a vysledok porovné so svojim ¢islom, ktoré mu na zaciatku bolo vyvestené.

o Koren porovnd svoje vyvestené (a teraz uz aj skontrolované) ¢islo s hodnotou 2m.

Vyvestenie stromu. Existuje vela moznosti, ako presne si dat vyvestit jeden konkrétny zakoreneny strom —
niektoré efektivnejsie, iné menej. My si ukazeme jednu velmi priamociaru: budeme si vestit strom, v ktorom je
vrchol 0 korenom. Kazdy iny vrchol si da vyvestit ¢islo svojho rodic¢a v strome a tomu potom posle spravu, ze
je jeho rodic.

Moment. V krajskom kole sme predsa videli, ze toto moze robit problémy. Vo vyvestenych idajoch moézu vznikniut
nezelané cykly — teda napr. situacia, kedy dostaneme vyvestené, ze rodicom a je b, rodicom b je ¢ a rodi¢om c
je a. Ako skontrolujeme, ze ni¢ také nenastalo a naozaj mame platny strom?

Tu nés zachrani druhd cast kontrol. Ak by ndm vestci vyvestili rodicov tak, Ze v nich bude nejaky cyklus, nikdy
nezafunguje kontrola toho, ¢i st spravne aj druhé vyvestené cisla. Intuitivne je to preto, ze ked vypocet prejde
dokola po cykle, neméze skonéit s rovnakym c¢islom ako zacinal.

Formalnejsie, ak by sme vo vyvestenych rodicoch mali akykolvek cyklus, vyberme si jeden z nich. Na tomto
cykle sa v kazdom vrchole pozrime na jeho vyvesteny sucet stupriov. Nech v je lubovolny vrchol cyklu, v ktorom
je tento stcet minimélny. Potom kontrola stictov vo v nemoze byt ispesna: totiz v dostane od svojho potomka
na cykle aspoi tak isto velké ¢islo a nisledne k nemu pripoéita svoj (urcite kladny) stupern.

Efektivnost rieSenia. Vo vyssie popisanom rieSeni si ddvame vestit dve ¢isla. Prvé je ¢islom vrcholu. Toto
je z rozsahu od 0 do m — 1, sta¢i nam nan teda log,n bitov. Druhé je sictom stupnov nejakych vrcholov.
Kedze vrcholov je n a kazdj mé stupenl nanajvys n — 1, toto ¢islo je uréite mensie ako n? a teda nail stad
log,(n?) = 2log, n bitov. Po pridani prislusného zaokriihlenia nahor na celé bity teda dostédvame, 7e vysSie
popisanému rieSeniu urcite staci k = [log, n] + [2logy n] < 3[log, n] bitov.

Priddme este jednu drobnd optimaliziciu. Pre m > n(n—1)/2 zjavne moéZeme rovno odpovedat ano. V opaénom
pripade budeme ako sucty stupnov vestit len ¢isla z rozsahu od 0 po 2m. Ak je odpoved kladné, vsetko zafunguje
presne rovnako ako vo vyssie popisanom rieseni. Ak je odpoved zaporna, vestci nebudu vediet vyvestit spravne
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stCty stuptiov, kedZe niektoré z nich (obzvlast ten v koreni) si vicSie ako 2m, to ale stdle znamend, Ze nas
algoritmus zisti, Ze v niektorom vrchole suicet stupnov nesedi, a nasledne dé spravnu odpoved wie.

(Toto rieSenie je efektivnejsie pre malé m, ale najhorsi pripad ma stale rovnaky ako vysSie popisané vzorové
rieSenie, takze sme ho bodovali rovnako.)

Listing programu (Python)

# ak sme si isti, ze M je dost velke, vratime ano
if M >= N %= (N-1) // 2: return ANO

# vyvestime si strom a medzivysledky na nom
# na medzivysledky nam uz staci tolko bitov ako na cislo 2*M
sucet_stupnov_v_podstrome = vyvesti_cislo (2«M+1)
if ID > 0:
rodic = vyvesti_cislo(stupen)
if rodic >= stupen: return NIE
else:
rodic = -1

# posleme kazdemu susedovi nas sucet + bit ci je nas rodic
for s in range (stupen):
outbox[s] = ( sucet_stupnov_v_podstrome, s == rodic

# skontrolujeme, ci sucet stupnov sedi
spravny_sucet = stupen
for s in range (stupen):
if inbox[s][1]:
spravny_sucet += inbox[s] [0]
if spravny_sucet != sucet_stupnov_v_podstrome: return NIE

# rovno kazdy vrchol skontroluje, ci mame dostatocne malo hran
if sucet_stupnov_v_podstrome > 2xM: return NIE

# pockame a ak vesmir nie je ruzovy, nik nemal odpoved NIE, a teda vsetci vratime odpoved ANO
if ruzovy_vesmir(): return NIE
return ANO

Iné vyvestenie stromu. Pre zaujimavost si ukdzeme este jeden spdsob, ako si vyvestit strom pomocou len
logy n bitov na vrchol. Tentokrat si budeme vestit hibky vrcholov. Hlavnou myglienkou je samozrejme ze ak
nasa hibka je d, tak sused, ktory dostal vyvestenu hibku d — 1, je nés rodic, a susedia, ktori dostali hibku d + 1,
st nadi potomkovia. Ale ide to vobec? Daju sa vidy vyvestit hibky tak, aby sme z nich hladany strom vedeli
jednoznacne zostrojit?

Tato otdzka je tazsia ako by sa mozno na prvy pohlad zdalo. Napriklad tvaha ,ak som v hibke d a mam viac
susedov, ktorf dostali vyvestent hibku d — 1, méj rodi¢ bude ten z nich, ktory m4 najmensie &slo“ nefunguje,
lebo doty¢ny rodic¢ sa uz nemé ako dozvedief, Ze sme si za rodic¢a vybrali zrovna jeho.

Trik je nasledovny: spomedzi vSetkych stromov s korenom 0 uvazujme taky, pre ktory je sucet vzdialenosti
vrcholov od korena najviacsi mozny. Tvrdime, ze pre tento strom plati, ze kazdy vrchol, ktory ma v strome
hibku d > 0, m4 medzi susedmi len jediného, ktory mé hibku d — 1.

Dékaz sporom: Nech nejaky vrchol v mé (aspon) dvoch takych susedov, z a y. Potom by sme ale vedeli upravit
strom nasledovne: zmazeme hranu z y do jeho rodi¢a a namiesto toho pridame hranu z y do v. V tomto novom
strome je y (a aj kazdy vrchol v jeho podstrome) o 2 dalej od korena ako v pévodnom strome. To je spor s tym,
ze uz povodny strom mal maximalny sucet vzdialenosti vrcholov od korena.

V kazdom stvislom grafe teda existuje takyto strom. To znamend, Ze si moézeme dat od vestcov vyvestit hibky
vrcholov a skontrolovat, ze kazdy vrchol okrem korefia mé préave jedného suseda s hibkou o jedna mensou od
svojej. Kazdy vrchol v hibke d > 0 potom vie svojho rodi¢a a symetricky tiez vie, ze jeho potomkami v strome
st vsetci ti jeho susedia, ktori maji vyvestend hibku d + 1.
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