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B-1-1 Volebny bazén

Zistime, kde sa da stavat

Jednou z prvych otazok, ktoré si polozime je, kde vobec sa d& bazén postavit. Hlavnd podmienka je, zZe bazén
sa musi nachddzat v mieste, kde sa prekryvaju vsetky preferované oblasti Ivanovych spoluobcanov. Ako vieme
tuto oblast identifikovat a zistit, ¢i vobec existuje?

Zactneme najjednoduchsim pripadom, ked je ob¢an iba jeden (n = 1). Vtedy je jeho preferovand oblast vyslednou
oblastou kde mozZeme planovat stavbu bazéna. Ak k nemu priddme druhého obcana (n = 2), potrebujeme do
tvahy vziat aj jeho preferencie. Vysledna oblast, kde mézeme stavbu bazéna zvazovat, je teraz zjavne prienikom
tychto dvoch oblasti. Prienik neexistuje (presnejsie, je prazdny) ak jedna z obdfinikovych oblasti cela lezi nalavo,
napravo, nad alebo pod tou druhou. Inymi slovami, v jednej z vysrafovanych oblasti.

Tato situaciu vieme overit jednoduchou podmienkou:

Listing programu (Python)

from dataclasses import dataclass

@dataclass
class Bod:
x: int
y: int

@dataclass

class Obdlznik:
1_dol: Bod
p_hor: Bod

def maju_prienik(ol: Obdlznik, o2: Obdlznik) -> bool:

# prvy obdlznik je vpravo od druheho alebo vlavo od druheo

if ol.1_dol.x >= o02.p_hor.x or ol.p_hor.x <= 02.1_dol.x:
return False

# prvy obdlznik je nad druhym alebo pod druhym

if ol.1_dol.y >= o2.p_hor.y or ol.p_hor.y <= 02.1_dol.y:
return False

return True

Ak prienik existuje, ako ho zostrojime? Ozna¢me prvy obdlznik Oy, pri¢om tento je dany bodmi A (Iavy, dolny),
B (pravy, horny) a druhy obdlznik Os, dany bodmi C, D:
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Zjavne vyslednym prienikom tychto obdlznikov bude obdlznik O. Pokiisme sa teraz identifikovat jeho lavy dolny
roh. Jeho lavy dolny roh moéze byt len tak vlavo ako ,pravejsi“ z najlavejsich bodov A, C a len tak dole ako
Jhornejsi“ z najdolnejsich bodov A, C. Inymi slovami, Tavy dolny roh Ry obdiznika O bude mat stradnice
[max(A;, Cy), max(A,, Cy)]. Obdobné tvrdenie plati aj pre pravy horny roh. Jeho siradnice vieme vyjadrit ako
[min(B;, Dy), min(B,, D,)].

Co sme odpozorovali? Pri jednom obé&anovi bol oblastou vhodnou pre stavbu bazéna obdlznik. Pri zvazeni
preferencii druhého obcana sme museli zistit, ¢i jeho preferovand oblast zdiela nejaki plochu s nasou doteraz
identifikovanou oblastou. Zistili sme, ze ak tieto dve oblasti maji spolo¢ny prienik, vyslednou oblastou je zase
obdlznik. Takto vieme pokracovat pre vSetkych obcanov pricom na konci ndm ostane vyslednd obdlznikova

oblast, kde mézeme bazén postavit.

Poznamka: V nizsie uvedenej ukazkovej implementacii vzorového riesenia explicitne kontrolujeme existenciu
neprazdneho prieniku tak, ako sme to popisali vyssie. Nie je to vsak potrebné. Namiesto toho mo6zeme len
pouzit vyssie popisané vzorce s maximami a minimami na spocitanie suradnic lavého dolného a pravého horného
rohu prieniku vietkych n obdlznikov na vstupe. Az na konci stadi skontrolovat, & vypocitany prienik skuto¢ne
existuje — teda ¢i vypocitany Tavy dolny roh naozaj lezi aj viac vlavo, aj viac dole ako vypocitany pravy horny
roh.

Rozmyslime si, ako umiestnit bazén

Ked sme sa dostali sem, uz pozname presnii oblast, v ktorej moze bazén lezat, a vieme, ze je to nejaky neprazdny
obdlznik O.

Presko¢me teraz na chvilu jeden krok riesenia a predstavme si, ze nam k tomu niekto navyse prezradil presné
rozmery x a y bazéna, ktory mame postavit. Ako by sme teraz tilohu dokondili a zvolili konkrétne umiestnenie
bazéna? Najjednoduchsie je spravit to vzdy tak, Ze lavy dolny roh bazéna umiestnime presne na lavy dolny roh
obdlznika O.

Jediné, ¢o nam este chyba do tplného riesenia, je teda urcit presné rozmery bazéna.

Najdeme presné rozmery bazéna

Oznaéme si §irku obdlZnika O symbolom X a vysku symbolom Y. Hladané rozmery bazéna z a y musia spliiat
podmienku x - y = s (bazén mus{ mat spravnu plochu) a zaroven musi platit 1 <z < X al <y <Y (bazén sa
musi zmestit do obdlznika O).

Zistit, ¢i také x a y existuji, vieme jednoducho spravit v c¢ase nanajvys linedArnom od s. Postupne v cykle
prejdeme vSetky moznosti pre x od x = 1 az po x = min(X, s). Pre kazdé takéto x overime, ¢i bez zvysku delf
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s. Ak 4no, dopocitame y pomocou vztahu y = s/x a overime, ¢i takto ziskand hodnota y nie je vicsia ako Y.
Pomocou tohto pristupu ziskavame prvé riesenie, ktorym vieme ziskat od 5 do 8 bodov v zavislosti od pouzitého
programovacieho jazyka. Jeho Casovd zlozitost je O(n + s). Pamétova zlozitost je konstantnd, nakolko si v
kazdom bode programu pamétame iba aktualny prienik oblasti.

Listing programu (Python)

from dataclasses import dataclass

@dataclass
class Bod:
x: int
y: int

@dataclass

class Obdlznik:
1 _dol: Bod
p_hor: Bod

def spocitaj_prienik(ol: Obdlznik, o02: Obdlznik) -> Obdlznik:
1_dol = Bod(max(ol.l_dol.x, 02.1 _dol.x), max(ol.l_dol.y, 02.1_dol.y))
p_hor = Bod(min(ol.p_hor.x, o2.p_hor.x), min(ol.p_hor.y, o2.p_hor.y))
return Obdlznik (1_dol, p_hor)

def maju_prienik(ol: Obdlznik, o2: Obdlznik) -> bool:

# prvy obdlznik je vpravo od druheho alebo vlavo od druheo

if ol.1_dol.x >= o02.p_hor.x or ol.p_hor.x <= 02.1_dol.x:
return False

# prvy obdlznik je nad druhym alebo pod druhym

if ol.1_dol.y >= o2.p_hor.y or ol.p_hor.y <= 02.1_dol.y:
return False

return True

s, n = [int(_) for _ in input().split ()]
rect = []
for _ in range(n):
x1l, yl, x2, y2 = [int(_) for _ in input() .split ()]

rect.append (Obdlznik (Bod(x1, yl), Bod(x2, y2)))

prienik = rect[0]
for obd in rect[l:]:
if not maju_prienik (prienik, obd):
print ("Neexistuje")
exit (0)
prienik = spocitaj_prienik (prienik, obd)

prienik_x, prienik_y = (
prienik.p_hor.x - prienik.l_dol.x,
prienik.p_hor.y - prienik.l _dol.y,
)

for x in range(l, prienik_x + 1):

y=s// x
if x x y == s and y <= prienik_y:
print (

prienik.l_dol.x, prienik.l_dol.y, prienik.l_dol.x + x, prienik.l_dol.y + y
)
exit (0)

print ("Neexistuje")

K vzorovému rieseniu nam uz chyba len posledny myslienkovy krok. Mézeme si vSimnut, ze vsetky vyhovujice
x aj y su delitelmi s. Delitele ¢isla s vieme vdaka ¢asto pouzivanému triku najst aj rychlejsie ako len prejdenim
vietkych ¢isel od 1 po s. Ak je totiz d delitelom s, tak potom je delitelom s aj ¢islo s/d. (To, Ze d deli s znamena,
Ze existuje prirodzené ¢islo k, také, ze s = k - d. Potom ale k je zjavne tiez delitelom s a zjavne k = s/d.)
Uvedomme si este, Ze d a s/d nemusia byt nutne rozne ¢isla. Prikladom je pripad s = 25, d = 5, s/d = 5. Tento
pripad zjavne nastéva len vtedy, ked s = d2, teda ked s je stvorec a d je jeho presné odmocnina.

Vyhoda teda je, ze ak hladame delitele postupne zac¢inajic od d = 1, pri najdeni delitela d sa mozeme pozriet
aj na jeho dvojicku s/d a rovno sme tak nasli dva delitele. Navyse kedZe skisand hodnota d postupne rastie,
jej dvojicka s/d musi nutne klesat. To ale znamend, Ze v momente ked d prerastie s/d, mozeme s hladanim
delitelov prestat, lebo sme uz vSetky delitele nasli.
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Preco? V kazdej dvojicke delitelov mus{ ten mensi z nich mat hodnotu < /s, lebo ked zoberieme dve ¢isla
viicsie ako /s, ich sti¢in bude vii¢sf ako s. No a podmienku d > s/d mdzeme upravit prave do tvaru d? > s, éize
d > /5. Preto v okamihu, ked d prekro¢i s/d, sme uz postupne hodnotou d presli vSetky moznosti pre mensieho
delitela v dvojicke.

Toto rieSenie teda vSetky delitele ¢isla s ndjde v case priamo imernom +/s. Inymi slovami, jeho celkovd Casovd
zlozitost je O(n 4 /s). Pamétova ostdva nezmenens.

Pri implementécii si este treba dat pozor na to, ze ked najdeme vsetky dvojice delitelov ¢isla s, tak kazdu z nich
treba vyskasat aj ako (x,y), aj ako (y,x). Toto skiiSanie si pripadne vieme odpustit, ak namiesto neho vzdy
pouzijeme mensicho delitela pre ten rozmer, ktory mé obdlznik O kratsi.

Listing programu (Python)

from dataclasses import dataclass
from math import ceil, sqgrt

@dataclass
class Bod:
x: int
y: int

@dataclass

class Obdlznik:
1_dol: Bod
p_hor: Bod

def spocitaj_prienik(ol: Obdlznik, o02: Obdlznik) -> Obdlznik:
1_dol = Bod(max(ol.l_dol.x, 02.1_dol.x), max(ol.l_dol.y, 02.1_dol.y))
p_hor = Bod(min(ol.p_hor.x, o02.p_hor.x), min(ol.p_hor.y, o2.p_hor.y))
return Obdlznik (1_dol, p_hor)

def maju_prienik(ol: Obdlznik, o2: Obdlznik) -> bool:

# prvy obdlznik je vpravo od druheho alebo vlavo od druheo

if ol.1_dol.x >= o02.p_hor.x or ol.p_hor.x <= 02.1_dol.x:
return False

# prvy obdlznik je nad druhym alebo pod druhym

if ol.1_dol.y >= o02.p_hor.y or ol.p_hor.y <= 02.1_dol.y:
return False

return True

s, n = [int(_) for _ in input().split()]
rect = []
for _ in range(n):
x1l, yl, x2, y2 = [int(_) for _ in input () .split ()]

rect.append (Obdlznik (Bod (x1, yl), Bod(x2, y2)))

prienik = rect[0]
for obd in rect([1l:]:
if not maju_prienik (prienik, obd):
print ("Neexistuje"
exit (0)
prienik = spocitaj_prienik (prienik, obd)

prienik_x, prienik_y = (
prienik.p_hor.x - prienik.l_dol.x,
prienik.p_hor.y - prienik.l_dol.y,
)

for 1 in range(l, ceil(sqgrt(s)) + 1):
if i > min(prienik_x, prienik_y):
break
if s $ 1 ==0 and (s // 1) <= max(prienik_x, prienik_y):
#i<=s//i

dlzka_x, dlzka_y = i, s // i
if prienik_x > prienik_y:
dlzka_x, dlzka_y = dlzka_y, dlzka_x
print(
prienik.l_dol.x,
prienik.l_dol.y,
prienik.l_dol.x + dlzka_x,
prienik.l_dol.y + dlzka_y,

)
exit (0)

print ("Neexistuje")
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B-1-2 Kopa knih

Bez robotického ramena

Ak sa robotické rameno nikdy nepouzije, tak nam staci riesit tieto dve operacie:

e pridanie knihy na vrch kopy
e odobranie knihy z vrchu kopy, s tym zZe vratime informaciu o ¢isle odobratej knihy

Kopu si vieme reprezentovat jednoducho ako pole s ukazovatelom na vrchnt knihu v kope. Ked chceme pridat
knihu na vrch, iba do policka ,pod ukazovatelom® zapiSeme ¢islo knihy a ukazovatel posunieme o +1. Ak
chceme knihu odobrat, ukazovatel posunieme o —1 (a ¢islo odobranej knihy je jasné, lebo ukazovatel ukazoval
na vrch kopy). Kazdu z operécii vieme vykonat v ¢ase O(1).

posledna kniha

(Takejto datovej Struktire hovorime zdsobnik, po anglicky stack.)

Prvé aplné rieSenie

K predchadzajicemu rieseniu vieme pridat otacanie robotického ramena pomocou hrubej sily: priamo v poli
knihy poprehadzujeme tak, ako by to spravilo rameno. Presnejsie, postupne prejdeme castou pola v rozsahu
ramena a vymenime prva knihu s poslednou, druht s predposlednou, ... pricom si ddvame pozor, aby sme

skon¢ili v polovici. (Ak by sme vymienali dalej, az po koniec pola, tak by sme sa vratili do pévodného stavu,
lebo kazdd dvojicu knih — k-ta zospodu a k-ta zvrchu — by sme vymenili dvakrat.)

Casové zlozitost je O(k) na kazdt operaciu ramena, kde k je velkost ramena. Najhorsi pripad nastane, ked na
vstupe iba stéle otd¢ame ramenom — v takom pripade spracovanie vSetkych n operécii zaberie az O(n - k) ¢asu.
Co sa pamiite tyka, aké velké pole potrebujeme? Musime v tiom vediet uchovat celii kopu, ktord méze byt velké
az n (pripad, ked knihy len prichddzaji na kopu). Pamétova zlozitost je teda O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

struct Kopa

{
int vrchKopy = -1;
int pole[1023456];

void pridajKnihu(int id)

vrchKopy++;
pole[vrchKopy] = id;

int odoberKnihu ()

int id = pole[vrchKopyl;
vrchKopy——;
return id;

void otocVrchnychNiekolkoKnih (int k)
{
k = min(k, vrchKopy + 1); // ak je kopa mala, otacame len to co mame
for (int 1 = 0; 1 < k = 1 - 1i; i++)
{
int tmp = pole[vrchKopy - i];
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pole[vrchKopy - i] = pole[vrchKopy - (k - 1 - i)];
pole[vrchKopy - (k = 1 - i)] = tmp;
}
}
}i
int main ()
{
int k;
cin >> k;
Kopa kopa = {};
bool hotovo = false;

while (!hotovo)
{

int cmd;

cin >> cmd;

switch (cmd)

{

case -2:

{
kopa.otocVrchnychNiekolkoKnih (k) ;
break;

}

case -1:

{
kopa.odoberKnihu () ;
break;

}

case -10:

{
cout << kopa.odoberKnihu() << endl;
break;

}

case 0:

{
hotovo = true;
break;

}

default:
kopa.pridajKnihu (cmd) ;

}

}

return 0;

Velké rameno

Zaoberajme sa teraz pripadom, ked rameno vzdy otoéi celd kopu. (Vo vstupoch 4-6 platilo & > n a v dosledku
toho mali vSetky pouzitia ramena tito vlastnost.)

Postupujme rovnako ako v predchddzajicim rieseni. Kym len prichadzaju a odchiadzaja knihy, tak je vsetko v
poriadku. Zrazu ale pride operacia ramena. V predoslom rieseni sme manuélne celti kopu v poli otocili. Mozno
by nam ale stacilo si len niekde zaznacit, Ze kopa je oto¢end? Totiz informécia o poradi knih v kope tam stéle je
(iba st knihy v opa¢nom poradi). To by mohlo byt vyhodné napriklad vtedy, ak by hned prisla dalsia operécia
ramena: vratili sme sa do pévodného stavu, ale stdlo nas to len O(1) Casu. Co ak ale odoberieme alebo priddme
knihu? Potrebujeme nejako vediet pracovat s tym, ze kde v poli je zaciatok kopy. Tak si aj na to spravme
ukazovatel. Nova datova struktira vyzera nasledovne:

o mdame pole P, indexy I, (“left” a “right”) a boolean o (“orientation”)

o Ak o, tak kopa od najspodnejSej po najvrchnejsiu knihu je tvorend knihami P[l], P[l +1],..., P[r].
o Ak -0, tak kopa od najspodnejsej po najvrchnejsiu knihu vyzera P[r], P[r — 1],..., P[l].

o (Ak r <, tak kopa je prézdna.)
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Implementacia jednotlivych operacii:

e Otocenie ramena: zaznacime si, ze poradie je opacné ako predtym.

e Pridanie knihy na vrch kopy: posunieme bud ukazovatel na zaciatok o —1 alebo ukazovatel na koniec kopy
o +1 podla toho, ¢i je kopa v poli naopak alebo nie (resp. ze ktory ukazovatel reprezentuje vrch kopy).

¢ Odobratie knihy z vrchu kopy: posunieme bud ukazovatel na zaciatok o +1 alebo ukazovatel na koniec o
—1 podla toho, ¢i je kopa v poli naopak alebo nie.

Toto rieSenie ma este jeden hacik. Niektoré operacie nam vedia pohniit ukazovatel na zaciatok zapornym smerom.
Co ak sa takto dostaneme do zapornych indexov? V mniektorjch programovacich jazykoch toto nemusi byt
problém, ale ¢o ak pracujeme v jazyku, kde vsetky polia zac¢inaji od nuly? Ako zabezpecit, aby sme nevysli
mimo pola?

Ak by sme vedeli, Ze zaciatok kopy nikdy nepadne pod napr. —1023456, tak by ndm len stacilo vSetky prvky
posuniit o 1023456 doprava. My vieme, ze kazda operdcia moze zaciatok kopy posuniuf prinajhorsom o —1,
a kedze mame n operacii, zaciatok kopy nikdy nepadne pod —n. Podobne koniec kopy posunieme doprava
prinajhorsom n-krat. Sta¢i nim teda na zaciatku alokovat pole velkosti 2 - n a kopu knih zacat v jeho strede.
Riesenie, ktoré sme si prave popisali, funguje len pre vstupy, v ktorych pri kazdom pouziti ramena otoc¢ime celi
kopu knih. Za tohto dodato¢ného predpokladu je ale efektivnejsie ako to predchadzajice: kazdd operaciu vieme
spravit v konstantnom case, teda v O(1). Pouzivame pole velkosti 2n, pamétové zlozitost je teda O(n).

Listing programu (c++)
// otacacia_kopa.h

struct OtacaciaKopa

{
bool kladnySmer = true;
int 1 = 1023456, r = 1023455;
int pole[2043456];

void pridajKnihu(int id)
{

if (kladnySmer)

{

r++;

pole[r] = id;
}
else
{

1-=;

pole[l] = id;

}
}

int odoberKnihu ()
{
if (kladnySmer)
{
int id = polel[r];
r—=;
return id;
}
else
{
int id = pole[l];
1++;
return id;
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}
}

void otoc ()

{

kladnySmer = !kladnySmer;
}
int velkost () const
{

return r - 1 + 1;

}
bi

Pre zhrnutie, dostali sme datova struktiru, ktord podporuje nasledovné operacie:

e obratenie kopy
e vlozenie prvku na vrch kopy
e odobratie prvku z vrchu kopy

Thato datova struktiru budeme volat otdcacia kopa. Neskor sa k nej este vratime.

Vseobecny pripad
Riesme teraz vseobecny pripad, kedy sa moéze stat, ze rameno otoci iba cast kopy.

Simulujme predchadzajice riesenie. Kym sa celd kopa zmesti do ramena, tak je vSetko v poriadku. Zrazu na
kopu pride (k + 1)-v4 knihu. Vtedy naSe rieSenie moze byt nesprévne: ak by potom prisla operdcia ramena, tak
by sme mylne otocili vrchnych k41 knih namiesto len k. Teda v otoceni by mylne participovala aj spodna kniha.
Tak ju odoberme a dajme si ju niekam nabok; potom je operacia ramena v poriadku. Teraz ak by vrchna kniha
odisla, tak potrebujeme t spodni knihu pridat naspét na spodok kopy (lebo uz je opét v rozsahu ramena). A
to je vlastne celé, iba to potrebujeme zovSeobecnit:

o Knihy v rozsahu ramena (hornych k knih v kope, resp. vSetky, ak ich je momentélne menej) budeme mat
v otacacej kope.
o Vsetky ostatné knihy hlbsie v kope budeme mat uloZené v zdsobniku (ako v tplne prvom riesenf).

Jednotlivé operacie potom budeme simulovat nasledovne:

e Pri pouziti ramena len otoc¢ime otacaciu kopu.
¢ Ked pridavame knihu, priddme ju na vrch otacacej kopy. Ak je teraz v tejto kope viac ako k knih, tak
odoberieme knihu zospodu a presunieme ju na vrch zasobnika.

(Odobratie knihy zospodu mézeme implementovat samostatne, alebo moZeme kopu otoéit, odobrat knihu
zhora a znova ju otocit.)

e Ked odoberdme knihu, odoberieme knihu z vrchu otdcacej kopy. Ak méame nejaké knihy v zdsobniku,
tak hornt z nich odtial vyberieme a vratime ju na spodok otécacej kopy. (Vkladanie na spodok vieme
implementovat rovnako ako vyber.)

Analyza zlozitosti: Pri simulovani kazdej operéacie spravime nanajvys konstantne vela operacii s otacacou kopou
— bud jedno otocenie, alebo v nejakom poradi jedno vloZenie a jeden vyber knihy. A taktiez spravime nanajvys
konstantne vela operécii so zasobnikom — bud nic alebo jedno vlozenie alebo jeden vyber.

Casova, zlozitost je teda O(1) na operaciu. Co sa pamite tyka, potrebujeme si pamitat otacaciu kopu (O(n)) a
zasobnik s ostatnymi knihami (tiez O(n)), celkova pamétové zlozitost je teda O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include "otacacia_kopa.h"
using namespace std;

struct Kopa

{
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int velkostRamena;
OtacaciaKopa rameno = {};

int pocetBokom = 0;
int bokom[1023456];

Kopa (int velkostRamenaO) : velkostRamena (velkostRamena0

void pridajKnihu (int id)
{
rameno.pridajKnihu (id);
if (rameno.velkost () > velkostRamena)
{
rameno.otoc () ;
int dajBokom = rameno.odoberKnihu();
rameno.otoc () ;

bokom[pocetBokom] = dajBokom;
pocetBokom++;

int odoberKnihu ()

int id = rameno.odoberKnihu();
if (pocetBokom > 0)
{

rameno.otoc () ;

rameno.pridajKnihu (bokom[pocetBokom — 17);
rameno.otoc () ;
pocetBokom——;

}
return id;

}

void otoc()

{
}

rameno.otoc () ;

int main ()

{

int k;
cin >> k;

Kopa kopa (k) ;

bool hotovo = false;
while (!hotovo)
{

int cmd;

cin >> cmd;

switch (cmd)

{

case -2:

{
kopa.otoc () ;
break;

}

case -1:

{
kopa.odoberKnihu () ;
break;

}

case -10:

{
cout << kopa.odoberKnihu() << endl;
break;

}

case 0:

{
hotovo = true;
break;

}

default:
kopa.pridajKnihu (cmd) ;

}

}

return 0;

Bonus: otacacia kopa s mensou pamatovou zlozitostou

Jedna neefektivnost nasej implementécie otacacej kopy je jej pamétova zlozitost. Predstavme si ze n je velké
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(také velké, 7Ze si nemdzeme dovolit mat pole velkosti 2-n), ale mdme zarucené, ze velkost kopy nikdy nepresiahne
nejakd hodnotu ¢ taki, Ze pole velkosti O(c) sa eSte do paméte zmesti. Nasa implementécia otdcacej kopy je
nepouzitelna kvoli paméatovym narokom a napravit to nie je tplne jednoduché. Rozmyslite si, Ze nestaci alokovat
pole velkosti 2 - ¢ a robif to isté, ¢o vyssie. Totiz ak budeme napr. striedavo vkladat prvky na zaciatok kopy a
odoberat ich z konca, ¢asom sa zaciatok kopy dostane mimo pola.

Jedno elegantné riesenie je nasledovné: majme pole P velkosti ¢+ 1 a “zlepme” jeho zaciatok a koniec do kruhu
tak, Ze indexy rasti v smere hodinovych rudiciek (okrem pripadu ked od ¢ prejdeme na 0). Nasu kopu potom
reprezentujme ako vysek tohto kruhu:

e Majme ukazovatele [, r a boolean o uddvajuci orientaciu kopy v poli.

o Akl < r, tak prvky kopy st P[l], P[l+1],..., P[r — 1] (resp. v opa¢nom poradi, podla o).

e Ak [ =r, kopa je prazdna.

o Ak > r, tak prvky kopy su P[l], P[l+1],..., P[], P[0], P[1],..., P[r— 1] (resp. v opa¢nom poradi, podla
0).

O (orientacia kopy v kruhu,
zdola nahor)

765

Ked priddvame na vrch, tak len podla orientdcie kopy pohneme r v smere / [ proti smeru hodinovych ruciciek.
Ked z vrchu odoberame, tak podobne ale v opa¢nom smere. Otocenie kopy zodpoveda zmenenie orientécie o na
opacnu.

Vsimnime si, ze pole je o jedno dlhsie ako maximélna velkost kopy, a teda v niom vzdy bude aspon jedno volné
policko. Toto sme spravili naschval. Totiz ak by sme celé pole zaplnili knihami, po vlozeni poslednej z nich by
sme mali [ = r, ¢o u nas uz zodpoveda tplne prazdnemu polu.

Bonus 2: to je vlastne obojsmerna fronta!

Otéacacia kopa je sice dost nestandardnd datova Struktira, v skutoc¢nosti je ale skoro ekvivalentnd inej, celkom
zauzivanej ddtovej struktire. Tou je obojsmernd fronta (anglicky “double-ended queue”, v skratke “deque”). T4
podporuje nasledovné 4 operécie: vlozenie alebo odobratie prvku zo zaciatku alebo konca fronty.

Pod “skoro ekvivalentna” myslime to, Ze jednu datovi Struktiru vieme jednoduch implementovat pomocou
druhej a naopak. Implementécia deque pomocou otacacej kopy:

o Vlozenie/odobranie prvku z konca fronty: na vrch kopy priddme resp. z vrchu kopy odoberieme prvok.
e VlozZenie/odobranie prvku zo zac¢iatku fronty: kopu oto¢ime, potom na vrch priddme resp. z vrchu odobe-
rieme prvok, a nakoniec kopu opét otocime.
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Implementéacia otacacej kopy pomocou deque:

¢ Otocenie kopy: do nejakej boolovskej premennej si zaznac¢im, ze kopa ma opacnu orientaciu, ako predtym.
(Pre jednoduchost oznacme tie dve mozné orientdcie 0 a 1.)

e Vlozenie prvku na vrch: ak je orientacia 0, tak vkladdme na koniec, inak na zaciatok fronty.

e Odobratie prvku z vrchu: ak je orientécia 0, tak odoberame z konca, inak zo zaciatku fronty.

B-1-3 Pyramida z kociek

Poduloha a)

Zacénime tym, zZe si nakreslime o nieco vacsi obrazok, napriklad so 16-timi poschodiami.

Al
Y A\
y | \

Ked sa na obrazok lepsie pozrieme, hned sa ndm vynoria nejaké opakujice vzorce. Napriklad, vidime, zZe celd
pyramida vysky 16 sa skladd z troch rovnako vyzerajtcich pyramid vysky 8 (na obrdzku znézornenych oranzovou
farbou), medzi ktoré je vlozend obratend pyramida z modrych kociek.

Ale takéto pozorovanie vieme spravit aj pre oranzovi pyramidu — sklad4 sa z troch rovnakych zelenych pyramid
vysky 4, medzi ktorymi je obratend pyramida z modrych kociek. A dokonca aj zelend pyramidu by sme vedeli
este dalej rozdelit na tri rovnaké pyramidy vysky 2, medzi ktorymi st modré kocky.

Otézkou vsak je, preCo mé pyramidu takdto opakujicu sa (odborne rekurzivnu) Struktiru, a ¢i sa to bude
zachovavat aj nadalej. Teda ¢i sa pyramida vysky 32 bude opét skladat z troch pyramid vysky 16, medzi
ktorymi budi modré kocky.

Vsimnime si poschodie 16, ktoré sa sklada zo samych c¢ervenych kociek. Ako vyzera poschodie 177 Pod dvoma
¢ervenymi kockami musi byt kocka modra, celé toto poschodie s vynimkou krajngch dvoch kociek (ktoré st vzdy
Cervené) je teda modré.
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Dalej si uvedomme, ze modré kocky nesposobujii zmenu farby — pod dvoma modrymi je opét modré, pod
modrou a ¢ervenou je Cervend. Takze zmena modze nastat len ked susedia dve cervené kocky.

Zoberme si teraz jednu z krajnych cervenych kociek na poschodi 17. Z jednej strany je okraj pyramidy a z
druhej modréa kocka, ktora ako sme si povedali farbu neovplyviuje. Pod toutou kockou sa teda zacne tvorit
rovnakd pyramida, akd sme mali na samom vrchu. Aj ta totiz zacina s jednou ¢ervenou kockou. Poschodie 18
bude priamo pod touto ¢ervenou kockou teda vyzerat rovnako ako druhé poschodie, poschodie 19 ako tretie,
atd.

Toto by mohlo pokracovat do nekonec¢na, problémom vsak je, ze my mame jednu cervenii kocku na oboch
krajoch poschodia 17. A pod oboma sa zac¢ne tvorit rovnaka pyramida. Problem teda nastane, ked sa tieto dve
pyramidy zacni navzajom ovplyviovat. Na zaciatku si vSak oddelené modrymi kockami — poschodie 17 mé 17
kociek, dve krajné si ¢ervené, medzi nimi je teda 15 modrych kociek.

Co sa stane na poschodi 187 Obe krajné pyramidy sa rozrasti o jedno, budu sa skladat z 2 kociek. A medzi
nimi zostani modré kocky, ktorych bude 18 — 2 -2 = 14. Na dalSom poschodi sa opéat obe pyramidy o 1 zvicsia,
poschodie sa vsak zvacsi len o 1 kocku, pocet modrych kociek medzi nimi teda opéf klesne o 1, na 13.

Kedy sa teda pyramidy dotkni, aby sa zacali ovplyviovat? Bude to na poschodi 17 + 15 = 32 — na 17-tom
poschodi st od seba vzdialené o 15 kociek a kazdé dalsie poschodie tato vzdialenost o 1 klesne. Toto poschodie
je zaroven 16-te poschodie nasich dvoch tvoriacich sa pyramid a zacinali sme predsa tym, ze 16-te poschodie je
celé tvorené Cervenymi kockami.

Kedze poschodie 32 je celé tvorené dvoma poschodiami pyramid vysky 16, opiat bude celé z ¢ervenych kociek.
A tam budeme vediet nasu ivahu opéat zopakovat, totiz poschodie 33 bude mat opét len dve ¢ervené kocky na
samych krajoch.

Doteraz platilo, ze celé éervené poschodia st prave tie, ktorych ¢islo je mocnina dvojky. Dokazme si, ze to bude
platit aj vo zvysku pyramidy. Nech poschodie n = 2% je poschodie, o ktorom uz vieme, Ze je celé Gervené. Potom
poschodie n + 1 je tvorené dvoma cervenymi kockami, ktoré si oddelené n — 1 modrymi kockami. Pod oboma
Cervenymi kockami sa za¢nd tvorit pyramidy, ktoré sa prvykrat stretnit na poschodi (n + 1) + (n — 1) = 2n.
Poschodie 2n je teda tvorené dvoma képiami poschodia n. No a kedze to sa skladalo zo samych ¢ervenych kociek,
aj poschodie 2n, teda 28! sa skladd zo samych ¢ervenych kociek. (A zjavne plati, Ze kazdé z poschodi medzi
nimi mé v strede nejaké modré kocky, a teda nie je celé dervené.)

Poduiloha b)

Nasou tlohou je zistit farby niekolkych konkrétnych kociek. Prva je kocka 10 na 20. poschodi. Tato tloha sa déa
vyriesit aj tak, Ze si pyramidu vysky 20 nakreslime celt (predsa len to nie je tak vela), pokisme sa vSak vyuzit
pozorovanie z predchadzajicej podilohy.

Vieme, ze poschodie 16 sa skladd zo samych cervenych kociek a na poschodi 17 sa zac¢nd tvorit dve rovnaké
pyramidy. Poschodie 20 teda vyzera tak, ze na krajoch st dve képie poschodia 4 pévodnej pyramidy oddelené
modrymi kockami. Poschodie 4 obsahuje iba ¢ervené kocky, a preto poschodie 20, ktoré ma 20 kociek ma najprv
4 cervené kocky, nasledne 12 modrych kociek a na konci opét 4 cervené kocky. Kocka ¢islo 10 je teda zjavne
modrd.

Dalsou v poradi je kocka 266 na 276. poschodi. Ako vyzera toto poschodie? Najbliz§ia mocnina dvojky k 276
je 256 = 28, toto poschodie m4 teda samé cervené kocky. A kedZe pod celoc¢ervenym poschodim sa zaénd na
krajoch opakovane tvorit rovnaké pyramidy (ktoré sa stretnt az na dvojndsobnom poschodi), poschodie 276 sa
musi skladat z dvoch képii poschodia 20, ktoré st od seba oddelené modrymi kockami.

Presnejsie, na poschodi 276 zodpovedaju kocky 1 az 20 kockdm z 20. poschodia, kocky 21 az 256 si modré a
kocky 257 az 276 opat zodpovedaju kockdm 20. poschodia. Kocka 266 spadé do tretieho intervalu, teda do képie
20. poschodia. A v tejto képii (kocky 257 az 276) je kocka 266 desiata v poradi. Kocka 266 na 276. poschod{
je teda képiu kocky 10 na 20. poschodi. Ktorej farbu sme uré¢ili v predchddzajtcej tlohe, aj tato kocka je preto
modrd.

Ostava kocka 157 na 2023. poschodi. Vyuzime ten isty pristup. Najblizsia mensia mocnina 2 k ¢islu 2023 je ¢islo
1024. Poschodie 2023 je teda tvorené dvoma képiami poschodia 2023 — 1024 = 999. Kocka 157 je zjavne 157-ma
kocka v Tavej kopii poschodia 999.

Chceme teda vediet, aku farbu ma kocka 157 na 999. poschodi. Opét zistime najblizsie vysSie poschodie z
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cervenych kociek — poschodie 512. Poschodie 999 je teda tvorené dvoma kopiami poschodi 999 — 512 = 487
(oddelenych modrymi kockami), kocka 157 stéle patri do Tavej képie.

Kedze dalsia mensia mocnina dvojky je 256, poschodie 487 je tvorené dvoma kdépiami poschodia 487 —256 = 231,
kocka 157 je stale v Tavej képii. Predtym je ¢ervené poschodie 128, poschodie 231 je teda tvorené dvoma képiami
poschodia 231 — 128 = 103.

A tu to zacina byt zaujimavé, lebo sa musime zamysliet, kde sa nachadza kocka 157 na poschodi 231. Toto
poschodie mé 231 kociek, obsahuje dve kopie poschodia 103, tie st teda oddelené 231 — 2 - 103 = 25 modrymi
kockami. Kocky 1 az 103 patria teda prvej képii, kocky 104 az 128 st modré a 129 az 231 patria druhej képii.
Kocka 157 patri do tejto druhej képie a je 157 — 129 + 1 = 29 v poradi.

Postupne sme teda zistili, ze farba kocky 157 na 2023. poschodi je rovnaka ako farba kocky 29 na 103. poschodi.
A moézeme pokracovat. Poschodie 103 je tvorené dvoma képiami poschodia 103 — 64 = 39, kocka 29 je v Tavej
képii. Poschodie 39 je tvorené dvoma képiami poschodia 39 — 32 = 7, ktoré st oddelené 39 — 2 -7 = 25 modrymi
kockami. Kocky 1 az 7 patria prvej kopii, kocky 8 az 32 st modré a kocky 33 az 39 patria druhej kopii. Kocka
29 je zjavne v modrom tseku, a preto je modra. A kedze sme sa vzdy pozerali iba na képiu kocky z vyssieho
poschodia, znamena to, ze aj kocka 157 na 2023. poschodi je modrd.

Podiiloha c)

Po sprdvnom vyrieseni podilohy b) je uz zovSeobecnenie ndsho postupu jednoduché. Nech chceme zistit farbu
kocky k na poschodi p. Najblisiu mocninu 2 mensiu ako p si ozna¢me hodnotou m. Vieme, ze poschodie p je
tvorené dvoma képiami poschodia p — m, ktoré si oddelené modrymi kockami. Lava z tychto képii pokryva
kocky 1 az p—m, pravd kocky p— (p—m)+1 =m+1 aZ p, zvys$né kocky st modré. Nastava teda jeden z troch
pripadov:

o Ak plati, ze k < p—m farba tejto kocky je rovnaka ako farba kocky k na poschodi p — m, staci teda urcit
ti. Tym sme dostali novy mensi problém, ktory moézeme vyriesit rovnakym (rekurzivnym) spésobom.

o Ak plati, ze k > m+1, tak farba kocky, ktorad nés zaujima, je rovnaka ako farba kocky k—(m+1)+1 = k—m
na poschodi p — m. To opét vieme rekurzivne (t.j. opakovanim takejto istej dvahy) vyriesit.

e Pre vsetky ostatné hodnoty k£ vieme hned povedat, ze nasa kocka je modra.

Ostava urcit ¢asovu zlozitost takéhoto riesenia. Kedze m je najblizia mocnina 2 mensia ako p, tak plati 2m > p,
¢ize m > p/2. Hodnota p — m je teda nanajvys rovna p/2. Cislo skiimaného poschodia sa teda po kazdom
prepocte zmensi na asponi polovicu. No a takychto zmenSovani nemoze byt vela. (Napr. éislo p = 239, ¢o je nie¢o
vysse miliardy, vieme takto zmensit len nanajvys 30-krat, kym sa dostaneme na prvé poschodie.)

Maximalny pocet prepoc¢tov pre konkrétnu zaciatoénd hodnotu p vieme vypocitat ako logaritmus p o zdklade
2. Vyslednd ¢asové zlozitost je teda O(log p).

M4 to este jeden drobny hacik. Ako zistit najblizSiu mensiu mocninu 2?7 Ak by sme to totiz robili postupnym
skdsanim (2, 4, 8, 16 ...) trvalo by to O(logp) pre kazdé skiimané poschodie a nasu ¢asovi zlozitost by sme si
mierne pokazili na O(log2 p). Namiesto toho si tito hodnotu vypodéitame len raz, a potom ju budeme postupne
zmensovat na polovicu kym nebude vyhovovat. Tento postup bude trvat O(logp) dokopy za cely beh programu.

Listing programu (Python)

def farba(k, p, mocnina) :
if p == 1:
return ’cervena’
while mocnina >= p:
mocnina //= 2
if k <= p - mocnina:
return farba(k, p - mocnina, mocnina)
elif k >= mocnina + 1:
return farba(k - mocnina, p - mocnina, mocnina)
else:
return ’‘modra’

k, p = map(int, input().split())
mocnina = 1
while mocnina < p:
mocnina x= 2
print (farba(k, p, mocnina))
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B-1-4 Tabulkovy pocitac

Pripomenme si postupnosti, ktoré mame vygenerovat:
a) (2 body) Postupnost A, kde A,, =2™. Zaciatok tejto postupnosti: 1, 2, 4, 8, 16, 32, ...

b) (2 body) Postupnost B, kde By = —1, By =1, Bo =4 apren >3 plati B, =3 - B,_1 + 8- B,_3.
Zaciatok tejto postupnosti: —1, 1, 4, 4, 20, 92, 308, ...

¢) (3 body) Postupnost C, kde C,, = 5™ — 4™.  Zadiatok tejto postupnosti: 0, 1, 9, 61, 369, 2101, ...

d) (3 body) Postupnost D, kde Dy =15, Dy =4 a pre n > 2 plati D,, = D;,_1 + D,,—o + 2n.
Zaciatok tejto postupnosti: 15, 4, 23, 33, 64, 107, 183, ...

Podiloha A: mocniny dvoch

Na tato postupnost nam staci v podstate najjednoduchsi mozny tabulkovy pocitac: taky s k = 1.

Pésiky, ktoré bude spraciivat, budi mat teda len jedno policko. Na zaciatku na tomto policku musi byt zapisana
zaciatocnd hodnota nasej postupnosti, teda ¢islo 1.

V tabulkovom pocitaci budeme mat len jeden nésobic. Toho programom bude pésik s jednym polickom, na
ktorom bude napisané ¢islo 2. Tento nasobi¢ zjavne svoj jediny vstup vynasobi dvoma a vysledok da na vystup.
Zhrnutie: zadiato¢ny péasik bude (1) a jediny ndsobi¢ bude (2).

Podiloha B: rekurentna postupnost

Pri Fibonacciho postupnosti platilo, ze ked pozname dve po sebe idiice hodnoty, vieme z nich vypocitat nasledu-
jucu. Nasa postupnost B sa sprava podobne, ale kedze pri vypocte B,, pouzivame az hodnotu B,,_3, potrebujeme
az tri po sebe idice hodnoty.

Zvolime si teda k = 3, ¢ize budeme pracovat s pasikmi, ktoré maja tri policka.

Na zadiatoCny pésik napiSeme prvé tri hodnoty postupnosti: (By, B1, Bs), teda (—1,1,4).

Teraz si este potrebujeme rozmysliet, ako presne budi vyzerat jednotlivé ndsobice v tabulkovom pocitaci. Cheeli
by sme dosiahnut, aby po vloZeni lubovolného pésika s hodnotami (B;, B;y1, Bi12) vySiel na vystupe pasik s
hodnotami (Bi-i-h Bi+27 Bi+3)-

Toto dosiahneme nasledovne:

e Prvy ndsobi¢ bude mat program (0,1,0). Na prvé policko vystupu sa tak dostane hodnota z druhého
policka vstupu, co je presne to, ¢o chceme.

o Podobne, druhy nasobi¢ bude mat program (0,0, 1).

o Posledny, treti ndsobi¢ potrebuje z hodnot (B;, Bi11, Bit2), ktoré dostane na vstupe, vypocitat hodnotu
B;1+3. Na to pouzijeme prave rekurentni definiciu tejto postupnosti. Z tej vieme, ze B;y3 = 8- B; +0 -
Biy1+ 3 Bi12, a teda ndsobi¢ s programom (8,0, 3) spravi presne to, ¢o potrebujeme.

Podiloha C: rozdiel dvoch mocnin

V podilohe A sme uz vymysleli, ako generovat jednu exponencidlne rasticu postupnost. Ak si zoberieme dlhsi
pasik papiera, vieme takychto postupnosti samozrejme naraz generovat lubovolne vela.

Vsimnime si napriklad, ¢o sa stane, ak pre k = 3 a zaciatoény pésik (0,1,1) zoberieme tabulkovy pocitac, v
ktorom druhy nésobi¢ bude (0, 5,0) a treti zase (0,0,4). Lahko nahliadneme, Ze bez ohladu na to, ¢o robi prvy
nasobic¢, budeme na druhom policku pasiku postupne generovat mocniny piatich a na tretom policku mocniny
Styroch. Na vystupe sa teda postupne objavia pésiky (?,5,4), (?,52,42), (?,53,43), atd.

Zatial sme si nechali nepouzité prvé policko pasika — teda to, na ktorom sa maji postupne objavovat prvky
nasej postupnosti. Zjavne by sme chceli, aby na kazdom péasiku toto policko obsahovalo rozdiel jeho druhého a
tretieho policka.

To ale vieme lahko dosiahnut. Ak mame Iubovolny vstup (?, z,y), vieme, ze druhé a tretie policko vystupu budu
5z a 4y, prvé policko vystupu teda ma byt 5z — 4y.
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Ako prvy nésobi¢ preto pouzijeme nasobi¢ s programom (0,5, —4) a sme hotovi.

Trochu iné riesenie: zatneme uz s pasikom (0, 5,4) a prvy ndsobi¢ dostane program (0, 1, —1). Pre tento tabulkovy
pocita¢ potom plati, Ze po i iterdcidch budeme mat na vystupnom pésiku postupne hodnoty (5! —4%, 541 4i+1),

Poddloha D: rekurencia s linearnym clenom

P

Na zaver sme si nechali jeden trosku tazsi oriesok.

Zacnime tym, ze si rozmyslime, ako vygenerovat samostatni postupnost 2n.

Na to nam stacia dve policka. Trik je v tom, Ze na jednom z nich si budeme udrziavat konstantu: hodnotu 1
alebo 2 (obe moznosti funguji).

Konkrétne to moze vyzerat napr. nasledovne: Prvy vstupny pdsik bude (0, 2). Druhy ndsobi¢ bude (0, 1), takze
aj vSetky vystupné pédsiky budd mat na druhom poli¢ku hodnotu 2. No a prvy ndsobi¢ bude (1, 1). Ten zoberie
aktualnu hodnotu z prvého poli¢ka a pripod¢ita k nej hodnotu z druhého policka. A kedZe vieme, Ze tam mame
dvojku, na vystupe dostaneme ¢islo o 2 vicsie ako bolo na vstupe. Po i iteracidch budu teda na vystupnom
pasiku ¢isla (2, 2).

Teraz sa uz mozeme pustit do generovania celej postupnosti D.

Podobne ako u Fibonacciho si budeme potrebovat pamétat dve po sebe idice hodnoty (na ¢o treba dve policka)
a k nim navySe budeme chciet vygenerovat aj hodnotu 2n (na ¢o treba dalsie dve policka). Zvolime si teda
k = 4.

Budeme chciet, aby sme na pésiku po 4 iterdcidch mali postupne zapisané nasledujice hodnoty: (D;, D;41, 2i,2).
Zadiatoény vstupny pésik teda bude mat na sebe hodnoty (Dg, D1,2-0,2) = (15,4,0,2).

Pri konstrukcii programov pre jednotlivé nasobice za¢nime od tych jednoduchsich:

o Aby sme na poslednom poli¢ku mali stdle dvojku, pouzijeme Stvrty ndsobi¢ s programom (0,0, 0, 1).

o S tretim polickom spravime to isté, ¢o vyssie: tret{ ndsobi¢ bude (0,0, 1,1), ¢im dosiahneme, ze v kazdej
iteracii sa obsah tohto policka zvacsi o dva.

e Prvy nédsobi¢ bude (0, 1,0,0), teda ,posunieme* hodnotu z druhého vstupu na prvy vystup.

e No a jediné netrividlne uz je len rozmysliet si, ako presne bude vyzerat druhy nasobi¢. Ten mé zo vstupov
(D;, Dit1,2i,2) vypoéitat hodnotu D;1o = D;y1 + D; + 2(i + 2). Lahko nahliadneme, Ze presne tento
vypocet spravi ndsobi¢ s programom (1,1,1,2).
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