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B-1I-1 Kopa knih 2

Zakladné riesenie

Kopu reprezentujeme ako dvojsmerny spajany zoznam. Kazdd polozka zoznamu si paméta tri veci: ukazovatel
na predchadzajicu polozku (alebo Specidlnu hodnotu NULL ak predchédzajica polozka neexistuje), ukazovatel
na nasledujicu polozku (alebo NULL ak neexistuje) a ¢islo knihy. Vrch kopy bude zodpovedat poslednej polozke
v zozname; pre kazdd kopu si zvlast pamétame ukazovatel na tito posledni polozku (alebo NULL, ak je kopa
prazdna). Jednotlivé udalosti implementujeme nasledovne:

1. Pridanie knihy na vrch kopy: vytvorime novii polozku a reprezentujicu tito knihu a zapojime ju za po-
lozku b, ktora je momentalne na konci zoznamu. To znamenad len tolko, ze polozke a nastavime nasledovnika
na b a polozke b nastavime predchodcu na a.

2. Odobranie knihy z vrchu kopy: ak posledna polozka b = NULL, tak kopa je prazdna a len povieme —1. V
opac¢nom pripade sa novym vrchom kopy stane predchodca b; vratime c¢islo knihy v b.

3. Presunutie vrchnych n knih na nova kopu: iba n-krat za sebou odoberieme knihu z vrchu kopy, a tieto
knihy potom postupne (v dalsich n krokoch, v sprédvnom poradi) vloZime na novi kopu.
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11 12 10 17

(Obrézok 1: Pridanie knihy na vrch, resp. odobratie z vrchu. Zelené $ipky si ukazovatele na nasledovnikov,
Cervené Sipky st ukazovatele na predchodcov.)

Vsetky kopy si budeme pamétat v poli velkosti 10° + 1. (Zadanie zarucuje, Ze ich identifika¢né ¢isla nepresiahnu
10, takze toto staél.) Na zaciatku vietky kopy inicializujeme na prazdne.

Casova zlozitost udalosti typov 1 a 2 je O(1), pre udalost typu 3 je to O(n). Na reprezentovanie kopy velkosti m
potrebujeme O(m) paméite (m poloziek a kazd4d z nich je konstantnej velkosti). Celkovd pamétova zloZitost je
teda O(q), kde ¢ je pocet udalosti — kazd4 udalost totiz zvysi pocet knih v kniZnici nanajvys o 1, takze celkovy
pocet knth nikdy neprekroci gq.

V elektronickej verzii rieseni tu bude listing programu, v tlacenej ho pre tisporu miestom vynechame.

Toto riesenie mohlo ziskat 4 body: rychlost udalosti typu 3 zavisi od n, a je dostatocne rychla iba pre malé n.
PlIné rieSenie

Predchadzajice riesenie bolo pomalé, lebo sme pre udalosti typu 3 museli najst n-tu polozku od konca, a to sme
(s informéciami, ktoré sme si paméitali) vedeli spravit len v O(n) ¢ase. PomoZe ndm, ak si pre kazda polozku

budeme pamétat novy ukazovatel: na polozku, ktora je v zozname o n skor.
Potrebujeme ukazat nasledovné veci:

1. Ze nadalej vieme udalosti typu 1 a 2 simulovat v konstantnom case,
2. ze s touto informéaciou vieme riesit aj udalosti typu 3,
3. a Ze si tito novi informéciu vieme efektivne udrziavat.

Pre zjednodusenie terminolégie budeme volat polozku o x predtym ako x-predchodca. Pozrime sa teraz na to,
ako po novom implementovat nase tri typy udalosti.

Odkopnutie vrchnych n knih z vrchu kopy. Potrebujeme spravit dve veci, jednak odobrat n knih z vrchu
kopy, a dvak zalozit nova kopu s tymito knihami.
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1. Po odobrani n vrchnych knih sa novym vrchom kopy stane n-predchodca aktualnej poslednej polozky.
Oznac¢me ho v. Nad v uz v pévodnej kope ni¢ nebude, tak tu spdjany zoznam rozpojime. Nasledovnikovi
v nastavime predchodcu na NULL (on bude prvou polozkou v zozname pre novi kopu) a polozke v zase
nastavime nasledovnika na NULL.

2. Po rozpojeni mame dve spdjané zoznamy. Jeden z nich je pévodnda kopa, druhy z nich obsahuje knihy na
novej kope. Avsak nestac¢i ndm len nastavit tento druhy spdjany zoznam ako novi kopu — problémom je,
ze knihy v jeho vnutri si pamétaji nespravnych n-predchodcov. Totiz nova kopa je prilis mala na to, aby
akdkolvek kniha v nej mala n-predchodcu. Nastavit ich vSetkych na NULL si ale nemo6zeme dovolit, lebo
by to trvalo az O(n) Casu.

Toto vyrieSime tak, Ze si budeme udrziavat velkost kazdej kopy. Ak mame kopu velkosti do n, kopnutie
ju posunie celi. A ak mame vicsiu kopu, tak jej posledna polozka naozaj ma n-predchodcu, a teda sa
mozeme pozriet, kam ukazuje na prislusny ukazovatel pre posledni polozku na tejto kope.

Udrziavat velkost kopy je Tahké, kedze ta sa meni predvidatelne:
(a) pridanie knihy: +1
(b) odobranie knihy: —1

(¢) kopnutie zmensi kopu o v = min(n, velkost kopy) a vyrobime novt kopu s velkostou v

10 12 13 17 18 21

4 -

-
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(Obrazok 2: Posunutie vrchnych n knth na novi kopu pre n = 3. Modré sipky si ukazovatele na
n-predchodcov. Po posunuti by mali byt bodkované modré sipky preé, v skutocnosti ich len budeme ignorovat.)

Nova kniha na vrch kopy. Priddme na koniec spajaného zoznamu novu polozku. Potrebujeme este urcit jeho
n-predchodcu.

e Ak je po pridani knihy kopa velkosti nanajvys n, tak polozka nemé n-predchodcu.
e Ak m& nova kopa velkost presne n + 1, tak n-predchodcom je prva polozka spajaného zoznamu.

e Ak méame este vacsiu kopu, uvazujme nasledovne. Kopa je dost velké na to, aby doteraz posledna polozka
mala svojho n-predchodcu. Oznadéme ho P. Polozka P je potom zjavne (n + 1)-predchodcom naSej novej
polozky. A kto je teda n-predchodcom nasej novej polozky? Predsa nasledovnik polozky P!

Inymi slovami, pre velké kopy je n-predchodcom novej polozky vzdy nasledovnik n-predchodcu predcha-
dzajicej polozky.

Pre ujasnenie ilustrujeme posledny pripad na obrazku:
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(Obrazok 3: Priklad pridania knihy na vrch v pripade, Ze kopa je po pridani vicsia ako n + 1. V priklade plati
n = 3. Bodkované sipky st ukazovatele, ktoré pribudnd po udalosti. Hrubsie st zvyraznené dva ukazovatele,
na ktoré sa pozrieme: od 12 ku 10 a od 10 ku 11.)

Tato implementacia udalosti typu 1 vyzaduje, aby sme si pre kazdi kopu pamétali tiez jej prva polozku, ak
existuje. To ale nie je problém: prva polozka kopy sa meni jedine vtedy, ked:

1. Sa kopa stane prazdnou — vtedy prva polozka prestane existovat.
2. Vznikne nové kopa pridanim jednej knihy (trividlne).

3. Vznikne nova kopa posunutim n knih z inej kopy. Uz sme si popisali, ako vtedy zoznam na spravnom
mieste rozpojit, no a prva polozka v pravej polovici sa stane prvou knihou novej kopy.

Odoberanie knihy z vrchu kopy. Ak je kopa prazdna, tak len povieme —1 a ni¢ sa nemeni. Ak je neprazdna,
tak len z konca odoberieme poslednti polozku (a jej predchodca sa stane novym koncom).

Casova, zlozitost kazdého typu udalosti je O(1). Co sa pamitovej zloZitosti tyka, oproti zdkladnému rieSeniu si
pre kazdu polozku si pamétdme o konstantne vela tdajov navySe (n-predchodca), a pre kazdt kopu si pamétame
o konstantne vela tidajov navyse (velkost kopy, prva polozka). Reprezenticia kopy v paméti je teda stéle priamo
umernd velkosti kopy, a teda celkovd pamétova zlozitost je stdle O(q) (kde ¢ je pocet udalosti).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <memory>
#include <cassert>
using namespace std;

struct Polozka
{
int kniha;
shared_ptr<Polozka> predchodca = {}, nasledovnik = {}, kPredchodca = {};

Polozka (int knihaO) : kniha(knihaO) {}
}i

struct Kopa

{
shared_ptr<Polozka> prvaPolozka = {}, poslednaPolozka = {};
int velkostKopy = 0;

void pridajKnihu(int kniha, int k)
{

shared_ptr<Polozka> novaPolozka (new Polozka (kniha));
if (poslednaPolozka == nullptr)
{
prvaPolozka = novaPolozka;
poslednaPolozka = novaPolozka;
velkostKopy = 1;
}
else
{
poslednaPolozka->nasledovnik = novaPolozka;
novaPolozka->predchodca = poslednaPolozka;

velkostKopy += 1;
if (velkostKopy == k + 1)
{
novaPolozka->kPredchodca = prvaPolozka;

}
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else if (velkostKopy > k + 1)
{

novaPolozka->kPredchodca = poslednaPolozka->kPredchodca->nasledovnik;

}

poslednaPolozka = novaPolozka;
}
}

int odoberKnihu ()

{
if (poslednaPolozka == nullptr)

{
}

return -1;

if (velkostKopy == 1)

{
int vysl = poslednaPolozka->kniha;
prvaPolozka = nullptr;
poslednaPolozka = nullptr;
velkostKopy = 0;
return vysl;

}

int vysl = poslednaPolozka->kniha;
auto predposlednaPolozka = poslednaPolozka->predchodca;

// odpojime vrch od spodku
poslednaPolozka->predchodca = nullptr;
predposlednaPolozka->nasledovnik = nullptr;

poslednaPolozka = predposlednaPolozka;
velkostKopy -= 1;
return vysl;

}
Kopa kopni (int k)

if (velkostKopy <= k)
{
// cela kopa sa presunula
Kopa vysl = xthis;
*this = {};
return vysl;

}

auto novyVrch = poslednaPolozka->kPredchodca;

assert (novyVrch != nullptr && "nemozne,, lebo_kopa je_velka aspon_k+1");

auto spodokNovejKopy = novyVrch->nasledovnik;
novyVrch->nasledovnik = nullptr;
spodokNove jKopy—->predchodca = nullptr;

Kopa vysl;

vysl.prvaPolozka = spodokNovejKopy;
vysl.poslednaPolozka = poslednaPolozka;
vysl.velkostKopy = k;

poslednaPolozka = novyVrch;
velkostKopy -= k;
return vysl;
}
}i

int main ()
{
int k;
cin >> k;

Kopa kopy[100023] = {};

while (true)
{
int typUdalosti;
cin >> typUdalosti;
if (typUdalosti == 0)
{
break;

}

switch (typUdalosti)

{

case 1:

{
int kniha, cisloKopy;
cin >> kniha >> cisloKopy;
kopy[cisloKopy] .pridajKnihu (kniha, k);
break;
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}
case 2:
{
int cisloKopy;
cin >> cisloKopy;
cout << kopyl[cisloKopy].odoberKnihu() << "\n";
break;
}
case 3:
{
int kopniKam, novaKopa;
cin >> kopniKam >> novaKopa;

assert (kopy [novaKopa] .poslednaPolozka == nullptr && "cislo_novej_kopy je_uz_pouzite");
kopy [novaKopa] = kopyl[kopniKam] .kopni (k) ;
break;

}

default:

{
assert (false && "neznamy_typ_udalosti");
}
}
}

return 0;

}

B-1l1-2 Umelecka zahrada

V lahsej verzii tlohy za 8 bodov vieme, ze Peto musi svojou S$niirou
pospéjat uplne vsetky koly. Pozrime sa na priklad zo zadania. VSim-
nime si, ze ked Peto spojil prvé dva koly, tak rozdelil zahradku na
dve neprazdne casti. Nésledne, hned dalsim tsekom plotu uréil, do
ktorej Casti sa vyberie, a ktort naopak odploti. Na obrazku takto od-
plotil koly 5 a 6. No a to je problém, lebo k tymto kolom sa uz bez
krizovania snir nikdy nedostane.

Otézkou teda je ako takuto situdciu spoznat ked postupne natahujeme
snuru. Potrebujeme zakazdym overit, Zze v odplotenej Casti uz nie su
ziadne nepouzité koly. To ale znamena, ze kazdy novy pripojeny kol
musi susedif s aspon jednym uz pripojenym, inak by urcite aspon
jeden jeho sused ostal odploteny. Vysledkom bude, ze pospajané koly
bud cely ¢as tvorit suvisly tisek obvodu zahrady. Nam teda staci, aby

sme si tento tisek (respektive jeho konce) pamaétali. Na zaciatku ide len o kol, od ktorého za¢iname. Pre kazdy
dalsi kol overime, ¢i sa nachadza vedla jedného z krajnych kolov nasho tseku, a nasledne sa prave spracovany

kol stane novym krajnym kolom.

Toto riesenie si cely cas paméta len dva koly: zaciatok a koniec tiseku kolov, cez ktoré uz vedie snira. To nam
ddva pamétovu zlozitost O(1). Nas§ program pri kazdom dalSom kole z postupnosti overi, ¢i susedi s dvoma
koncami nasho intervalu. To vieme spravit v konStantnom case, ¢o znamenad, Ze celkova Casova zlozitost bude

linedrna od poctu kolov, teda O(n).

Listing programu (Python)

N, K= [ int(_) for _ in input().split() ]
A = [ int(_)-1 for _ in input().split() ] # koly cislujeme od nuly
zac, kon = A[0], A[O] # usek uz navstivenych kolov

for kol in A[l:]:

if kol (zac-1) % N: # dalsi kol je tesne pred usekom
zac kol

elif kol == (kon+l) % N: # tesne za usekom
kon = kol

else: # hocikde inde
print (/ umeNIE’)
exit ()

print (" umeANO’)
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V/Seobecné riesenie

Ak je pocet pouzitych kolov k mensi ako n, vyssie popisané riesenie uz nemézeme pouzit. Odplotené koly uz nie
su problém, pretoze sa moze stat, ze sa k nim Peto nikdy nebude chciet dostat.

Stéle vsak mozeme vyuzit pozorovanie, ktoré sme ucinili v predoslej podilohe, len trochu ina¢. Predstavme si, ze
Peto prave natiahol prvy tisek sniiry a rozdelil tak nepouzité koly na dva tiseky. Ked teraz zacne natahovat dalsi
tsek, bude jednoznacne urcéené, ktoré z nich odploti — a teda aj to, ktoré ostant dosiahnutelné. Dosiahnutelné
koly zjavne nadalej tvoria jeden suvisly tsek kolov. No a ked Peto donatahuje aktualny tsek Snury a zacne
natahovat dalsi, opét sa dostaneme do stavu, v ktorom sme uz boli — tsek doteraz dosiahnutelnych kolov sme
rozdelili na dve Casti a potom jedna z nich prestala byt dosiahnutelnd, ¢im vznikol novy (kratsi, ale stéle stivisly)
tsek dosiahnutelnych kolov.

V programe rieSiacom vseobecnii verziu tlohy si teda opét staci pamétat dva koly: zaciatok a koniec stivislého
useku kolov, ktoré este vieme dosiahnut $niirou. Pre kazdy novy kol zistime, ¢i v tomto tseku lezi, a ak &no,
natiahneme k nemu sniru a potom sa pozrieme, ktory z dvoch podusekov kolov, ktoré takto vznikli, ostane
dosiahnutelny.

Pamitova zlozitost ostdva rovnaka ako v predchadzajicom rieSeni: O(1), teda konstantni. Casova sa zmeni
zo zévislosti od celkového poctu kolov len na zévislost na pocte navstivenych kolov a teda bude O(k). Na
zaver si mozeme vSimnit, ze nase rieSenie uz z hladiska zlozitosti vylepsit nejde, kedze pamétat si toho menej
ako konstantny pocet premennych nevieme a zaroven casovu zlozitost nemame ako znizit, kedze inak by sme
nenacditali cely vstup (v ktorom aj posledny kol méze zmenit odpoved).

Implementacia

Usek kolov si v programe budeme pamétat ako dvojicu &isel (z, k). Této dvojica predstavuje usek, ktory zacéina
kolom z a ide v smere rucic¢iek az po kol k vratane. Pritom bude platit, Ze na koloch z a k uz je Spagat, zatial
¢o na koloch medzi nimi este nie je.

V programe pre pohodlie nacitame celé pole ¢isel kolov do paméte. Ak by sme cheeli pamétou skutocéne Setrit,
stacilo by ich ¢itat po jednom.

Listing programu (Python)

def lezi_v_useku(z, k, x): # lezi x vo vnutri useku (z,k)?
if k > z:
return z < x < k
else:
return (z < x) or (x < k)

N, K= [ int(_) for _ in input().split() ]
A = [ int(_) for _ in input().split() 1]

# usek dosiahnutelnych kolov su na zaciatku vsetky koly
zac, kon = A[0], A[O0]

for 1 in range(l, K):
# ak ideme mimo dosiahnutelneho useku, je to zle, inak vieme natiahnut dalsi kus snury
if not lezi_v_useku(zac, kon, A[i]):
print (' umeNIE’)

exit ()
# ak uz sme spracovali cely vstup, je vsetko korektne ...
if i+l == K:
print (" umeANO’)
exit ()
# . a inak podla nasledujuceho smeru snury zistime, ktory podusek ostane dosiahnutelny

if lezi_v_useku(zac, A[i], A[i+1]):
kon = A[i]

else:

zac = A[i]

B-11-3 Sklenené gulocky

Aj ked sa ndm nepodari vymysliet vzorové riesenie, vzdy je dobré ziskat ¢iastocné body za hoci¢o pomalé, ¢o
déva spravnu odpoved.
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V tejto tulohe, priamociare pomalé riesenie je postupne vlozit do spektskloskopu vsetky dvojice gulocok. Pre tie
dvojice, ktoré maju rovnakd farbu, dostaneme odpoved 1, pre ostatné dostaneme odpoved 2.

Takéto rieSenie sa pre 2n gulécok spyta W = n(2n — 1) otdzok. Pre n = 1000 je to o trochu menej ako
2000 000.

Toto riesenie sa d4 pomerne jednoducho vylepsit. Ak uz zistime, ze guldcka 1 a 47 maji rovnaku farbu, nemusime
sa viac pytat na dvojice obsahujtice 1 ani 47. Vylepseny algoritmus moéze fungovat tak, ze v kazdom momente
bude hladat par k nesparovanej gulcke s najmensim ¢islom, a to tak, ze ju skisi sparovat postupne s kazdou
inou.

Este jedno drobné zlepsenie je, ze ak sme uz vlozili gul6cku a do spektskloskopu s kazdou nesparovanou okrem
jednej, posledni dvojicu uz nemusime sktsat, lebo vieme, ze pristroj odpovie , 1.

Ak mame 2n gulocok, potrebujeme 2n — 2 otazok, aby sme zarucene nasli dvojicu. Ostane nam 2n — 2 gul6¢ok.
Na najdenie i-teho paru teda potrebujeme 2n — 2¢ pouziti spektskloskopu.
Dokopy je to i, (2n — 2i) = n(n — 1), resp. 999 000 pre n = 1000.

Vzorové rieSenie

Ukazeme si spdsob, ktorym sikovnejsie (na priblizne 2 log, n otdzok) nijdeme jednu dvojicu gulocok. Vyuzijeme
to, ze do spektskloskopu moézeme vlozit naraz aj viac nez dve gulocky.

Predstavme si, ze vlozime do pristroja gulocky 1 az 1000, a potom 2 az 1000. Nech a = odmeraj(1..1000) a
b = odmeraj(2..1000). Pokial a == b+1, tak vieme, ze gulocka 1 nemd rovnakud farbu ako ziadna z guldcok
2..1000. Ak a == b, tak vieme, 7ze gulocka 1 mé rovnakid farbu ako niektora z gulocok 2..1000. Ziadna ind
moznost nemoze nastat. (Rozmyslite si, preco to plati.)

Pomocou dvoch otédzok sme prave zistili nieCo, na ¢o by sme ich predtym v najhorsom pripade potrebovali
az 999. Zovseobecnenim tohto triku dokazeme postupne zmensovaf okruh kandidatov na par k prvej gulocke:
rovnako, ako sme ho préve zmensili z 2n — 1 na nanajvys n ho v dalsom kroku vieme zmensit na nanajvys [ 5],
potom na [%], a tak dalej az kym ndm neostane len jeden mozny kandidét.

Na néjdenie prvého paru teda potrebujeme nanajvys 2[log,(2n)] otdzok. Dokopy na nijdenie n dvojic potre-
bujeme urcite menej ako n-ndsobok tohto ¢&isla, ¢ize menej ako 2n[log,(2n)] otdzok. Pre n = 1000 to je vyrazne
pod 25 000.

Ak by sme cheeli presnejsi odhad poétu otdzok pre toto rieSenie, mohli by sme spocitat sticet 1000 logaritmov
postupne sa zmensujiceho poctu guldécok a dostali by sme, ze otazok dokonca polozime zarucene menej ako
20 000.

Listing programu (Python)

def najdi_par(x, moznosti):
# pre maly pocet gulocok sa neoplati delit na polovicu
if len(moznosti) < 4:

if len(moznosti) == 1 or odmeraj([x, moznosti[0]]) == 1:
return moznosti[0]
if len(moznosti) == 2 or odmeraj([x, moznosti[l]]) == 1:

return moznosti[1l]
return moznosti[2]

1_polovica = moznosti[: len(moznosti) // 2]
r_polovica = moznosti[len(moznosti) // 2 :]
if odmeraj([x] + l_polovica) > odmeraj(l_polovica):
return najdi_par(x, r_polovica)
else:
return najdi_par(x, 1_polovica)

n = 1000 # resp. int(input())

pary = [None for _ in range(2 x n)]
nesparovane = list (range(2 % n)) # cislujeme od 0
for _ in range(n):

x = nesparovane[0]

y = najdi_par (x, nesparovane[l:])
pary([x] =y

paryly] = x
nesparovane.remove (x)
nesparovane.remove (y)

vypis_odpoved (pary)
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Upozornenie na nespravnu tvahu

Ak na poli A funkcia odmeraj vrati hodnotu mensiu ako dizka pola A, mozeme si byt isti, ze toto pole obsa-
huje nejaka dvojicu. Potialto je tato ivaha v poriadku, mdzeme vsak teraz lahko podlahnitf pokuseniu skusit
TubovoIni jednu dvojicu najst tak, ze rozdelime pole A na dve zhruba rovnako velké casti B a C, zavolame
odmeraj(B) a potom budeme tvrdif nasledovni vec: ak dostaneme na vystupe hodnotu mensiu ako dizka B,
pokracujeme rekurzivne dalej s polom B a inak pokracujeme rekurzivne dalej s polom C, a tak dokola az kym
nam neostane len jedna k sebe patriaca dvojica gulo6cok a ni¢ iné.

V ¢om je problém s touto tvahou? V tom, ze moze nastat aj treti pripad, na ktory sme zabudli: moze sa stat, ze
aj samotné B aj samotné C obsahuju navzijom rézne farby, lebo ked sme pole A rozdelili, tak z kazdej dvojice,
ktort obsahovalo, jedna gulocka skoncila v B a druhd v C.

B-11-4 Tabulkovy pocitac 2

Podiloha a): oscilator

Nasou tlohou je vytvorit postupnost A, ktorej prvky si postupne: 0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,0,1...

V postupnosti A sa cyklicky opakuju (osciluji) hodnoty 0 az 4. V klasickom programovacom jazyku by niedo
také velmi dobre zachytévalo modulo 5 (zvysok po delenf). My v8ak méme pristup iba k séitaniu a ndsobeniu,
ktorymi modulo simulovat nevieme.

Spomenme si, ze v domécom kole sme velmi casto vyuzivali konstrukciu, v ktorej sme postvali hodnoty na
vstupnom pasiku dolava. Na zaciatku sme na vstupny pésik napisali niekolko prvych hodnoét, z ktorych sme
potom vypocitali ti dalsiu. Z pésika (Ao, A1, Az, A3, A4) sme jednym prechodom cez tabulkovy poéitad dostali
pésik (Aq, As, Az, Ay, As). No a ak zabezpecéime, Ze hodnota A5 = Ag mame vlastne nase rieSenie.

To velmi Iahko docielime, ked do piateho stipca tabulkového poéitaca ddme program (1,0,0,0,0). Takyto
program totiz zo vstupného pasiku ziska prave hodnotu na prvej pozicii a kedze je tento program v piatom
stipci, zapiSe ho na piatu poziciu vystupu. Cely tabulkovy program aj so vstupnym pasikom vyzera nasledovne:

tabulkovy pocitac

0|0 0|0 1

1,00 0 0

vstup

Poduiloha b): striedavé mocniny

Méme vytvorit postupnost B, ktorej prvky st postupne: 20,3% 21 3% 22 32 23

Tabulkovy pocitac¢ pre generovanie mocnin 2 sme vytvorili uz v domacom kole, kde cely program tvorilo jedno
policko s ¢islom 2. Vsimnime si vSak, ze v postupnosti B potrebujeme zvicsit mocninu iba kazdé druhé kolo.

strana 8 z 10 uloha B-II-4



39. ro¢nik (2023/2024)
rieSenia krajského kola
kategéria B

Olympiada v informatike
http://oi.sk/

Zachovajme preto program, ktory policko na vstupnej paske vynasobi 2, do tohto policka vsak budeme na
striedacku vkladat hodnoty 0 a 27.

To vieme robif principom z predchadzajicej podulohy — oscilovanim. Vstupna paska bude mat dve policka,
ktoré budii nadobidat nasledovné hodnoty: (2%,0) — (0,2%T1) — (2271, 0).

Na to vyuZijeme dva ndsobice. Prvy presunie ¢islo z druhej pozicie na prvi — program (0,1). Druhy na druhi
poziciu zapiSe dvojndsobok hodnoty z prvej pozicie — program (2,0).

Mocniny ¢isla 3, ktoré sa zvacsuji kazdé druhé kolo vieme robif tym istym principom na dalsich dvoch polickach
vstupnej pasky.

Ostava uz len pridat prvé vystupné policko, do ktorého sa vzdy zapise spravna hodnota. Nasa vstupné paska
bude vyzerat a menit sa nasledovne: (vystup,22,0,0,3%) — (vystup, 0,27+, 3%,0) — (vystup, 2*+1,0,0,3°1).
Vsimnite si, ako sme rozsynchronizovali druhé a tretie mocniny tak, aby sa v kazdom kole zvicsila iba jedna
z nich. Uz lahko nahliadneme, ze prvé policko, kde generujeme vystup, vzdy vypocéitame ako sicet druhého a
stvrtého politka — bud to bude (aktudlna mocnina 2) plus 0, alebo 0 plus (aktudlna mocnina 3).

tabulkovy poéitac

0| 0,0 0|0

1,02 0|0

vstup

Podiloha c): Prefixové stcty
Postupnost C, kde Cy =5apren>1plati C,, =4n+Cp_1 + Cr_o +--- + C1 + Cy

Uz v domécom kole sme sa stretli s postupnostami, ktoré zaviseli od predchadzajicich prvkov. Riesenim bolo
pamatat si tieto predchddzajice prvky na vstupnej paske a v kazdej iteracii z nich vypocitat novi hodnotu.
Rozdielom vSak bolo, ze v doméacom kole bol pocet predchadzajicich prvkov vzdy konstantny. Tu tento princip
vyuzit nevieme, pretoze nemoézeme mat Iubovolne velktl vstupni pasku, ktord by obsahovala vSetky predcha-
dzajtce prvky.

Pozrime sa na dve za sebou iduce prvky:

Ch=4d4n+Ch1+Cho+---+C1+Cy

Cry1=4n+1)+Cp+Cr1+Cha+---+C1 +C

Vsimnime si, Ze vacsina tychto dvoch sictov je rovnakd, jediné ¢o sa zmenilo je linedrny prvok 4(n-+1) a pridanie
hodnoty C},, ktori sme mali vypocitant v predchadzajicom kole. Ozna¢me sucet prvych n prvkov postupnosti
C ako P, — tieto hodnoty sa zvyknu volat prefizové sicty. Potom C,, = 4n + Cp,_1 + P,_o. Zaroven vidime, ze
pre postupnost P plati, ze P, = C,, + P,,_1.

Pomocou postupnosti P vieme vzorec pre C aj pre P pocitat za pomoci jednej predchadzajicej hodnoty. A
takéto postupnosti sa Tahko pocitaji tabulkovymi pocitac¢mi.

Nasa vstupnd paska preto bude vyzerat a menit sa nasledovne: (C,, P,—1,n + 1,1) = (Cp41, Pnyn + 2,1).
Programy, ktoré menia jednotlivé hodnoty pasky tak, aby platil tento prechod je uz nasledne Tahké dopocitat.
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tabulkovy poéitad

1 1 V)
1 1 0| 0
4 | 0 |1 0
0| 0|1 1
vstup
5|0 1|1

Podiloha d): Oscilujiice prefixové sucty

Postupnost D, kde Dy = —4 a pre n > 1 plati
Dn:3+2Dn71 7Dn*2+Dn737D77,74+"':|:D0

Pri rieseni tejto ulohy ostédva spojit vsetko, ¢o sme sa doteraz naucili. Lubovolne dlhi postupnost striedavo
od¢itanych a pric¢itanych hodnot si potrebujeme nahradif jednoduchsie pocitatelnou postupnostou.

Nech P2 =—-Dy_ 2+ Dy_3— Dy, +--- £ Dy

Ako vieme vypocitat z hodnoty P,_s hodnotu P,_1? Ked si P,_1 rozpiSeme, vSimneme si, ze vSetky prvky
D maji opacné znamienko ako v hodnote P,_s a navyse sme eSte na zaciatku od¢itali hodnotu D,,_1. Z toho
vyplyva, ze Pn,1 = —Dn,1 — Pn,Q.

Navyse plati, ze D, =3+ 2 Dy_1 + Py_o.

Nasa vstupnd pédska teda bude vyzerat a menit sa nasledovne: (D,,, P,—1,1) = (Dp11, Py, 1).

tabulkovy pocitaé

2 1|0
1 1|0
3 0 1
vstup
4|0 1

Par slov za koncom

Tabulkové pocitace, s ktorymi ste sa stretali v tychto tlohach, v matematike voldme matice. Vstupné pasiky
su wektory, no a operacia ,kroku vypoctu“, teda jedno pouzitie nasobi¢ov a vyroba nového pasika zo starého,
je vlastne operacia vyndsobenia vstupného vektora prislusnou maticou. Ked sa o par rokov s tymito objektmi
blizsie zozndmite pri studiu linedrnej algebry, budete uz trochu tusit, Zze tento velmi jednoduchy nastroj vie
robit veci o dost komplikovanejsie, ako by sa na prvy pohlad mohlo zdat :)
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