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A-11-1 Hrozienka nemaji mat nozicky!

Existuje vela réznych pomalych rieseni, ktoré postupne iteruji cez mozné stvorce a testuju, ¢i maja dostatoéne
maélo pavikov. To uplne najpriamodiarejsie (,,vyskasaj postupne tplne vSetky Stvorce a kazdy skontroluj tak,
7e prejdes vietky jeho policka a spocitas paviky“) ma ¢asovi zlozitost O(n®).

Ked si hrozienka predstavime ako nuly a paviky ako jednotky, hladdme najvacsi Stvorec so si¢tom nanajvys p.
KItcom ku vsetkym efektivnym rieSeniam si dvojrozmerné prefizové siucty tychto hodndt. Totiz, ked si v case
O(n?) predpocitame pre kazdé (r,s) sicet v prvych r riadkoch a s stipcoch tabulky na vstupe, vieme potom
v kongtantnom ¢ase vypoditat stcet Tubovolného obdlZnika — a teda aj Iubovolného Stvorca. O Iubovolnom
stvorcovom kuse koldca budeme takto vediet v konstantnom case povedat, ¢i je dobry alebo zly.

Detailnejsi popis prefixovych sictov najdete tu: https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/.
Vyssie popisané riesenie hrubou silou vieme teraz priamociaro zlepsit na ¢asovi zlozitost O(n?): stéle prejdeme
vsetky mozné Stvorce, ale teraz uz vieme kazdy z nich otestovaf v konstantnom case.

(Stvorcov je radovo n3, lebo mame n? moznosti, kde bude pravy dolny roh, a pre kazdy takto zvoleny roh mame
nanajvys n moznosti pre dizku strany. Tym uz je cely Stvorec jednoznacne urceny.)

Este lepsie riesenie vieme dostat tak, ze si budeme Sikovnejsie volif, na ktoré stvorce sa pozriet a na ktoré nie.
Mozeme si napriklad vSimnat nasledovni vlastnost: ked si zvolime pravy dolny roh Stvorca a teraz postupne
zvacsujeme jeho velkost od 1 po n, odpoved na otdzku, ¢i je aktudlny Stvorec dobry, bude monoténna. Akonahle
prvykrat narazime na Stvorec, ktory uz ma privela pavikov, vieme, ze aj vSetky véacsie Stvorce s tymto istym
pravym dolnym rohom budu zlé — totiz kazdy vac¢si stvorec tiez bude obsahovat vSetky tieto paviky (a mozno
aj nejaké dalsie).

To ale znamend, 7e pre kazdy pravy dolny roh mozeme na uréenie optimélnej dizky strany pouzit bindrne
vyhladdvanie. Takto pre konkrétny roh ndjdeme optiméalne rieSenie pomocou O(logn) otdzok, ¢im dostdvame
celkovi éasovii zlozitost O(n?logn).

Zlozitejsie vzorové rieSenie

Vratme sa spit ku kubickému rieSeniu, v ktorom sme pre kazdy roh postupne vyskusali vetky mozné dizky
strany. Urobime v niom dve drobné zlepsenia, ktoré ale dokopy dramaticky zlepsia jeho casovi zlozitost.
Predstavme si, ze uz sme spracovali nejaké rohy a ze najvacsi doteraz najdeny dobry sStvorec mal velkost x = 5.
Ked ideme skiisat nasledujici roh, zjavne nema zmysel skisat pren dizku strany 1 az 5: takto velké dobré stvorce
sme uz videli. Za¢neme preto skusat az od x + 1.

No a nebudeme sktisat vietky vicsie dizky strany — ako sme si uz uvedomili v predchadzajicom rieSeni, akondhle
narazime na zly Stvorec, vieme, ze aj vsetky vécsie uz budu zlé, mozeme teda prestat skisat aktudlny pravy
dolny roh a posuntut sa na dalsi.

S tymito dvoma vylepSeniami dostaneme riesenie, ktorého Casova zlozitost zavisi od n uz nie kubicky ale len
kvadraticky. M6zeme si totiz vS§imnit, ze po kazdom teste Stvorca bud zvac¢sime x (nasli sme nové rieSenie lepsie
ako vetky doteraz), alebo sa posunieme na dalsf pravy dolny roh. No a za cely beh riesenia sa dokopy n?-krat
posunieme na dalsi roh a nanajvys n-krat zvicsime x.

Strucnejsie vzorové riesenie

V doteraz popisanych rieseniach nezalezalo na presnom poradi, v ktorom sme skuisali moznosti pre pravy dolny
roh hladaného stvorca. Teraz si ukdzeme, ze ked to budeme robit tym tUplne najviac priamociarym spésobom,
vieme implementaciu predchadzajiceho riesenia este vyrazne zjednodusit.

V pseudokéde bude celé vysledné riesenie velmi strucné:

x=0
pre kazdy riadok r od O po n-1:
pre kazdy stipec s od 0 po n-1:
ak je Stvorec s pravym dolnym rohom (r,s) a stranou x+1 dobry:
x = x+1
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Tvrdime teda, Ze pre kazdy roh ndm stadi vyskusat len jednu dizku strany: o jedna vacsiu ako doterajSie
optimum.

Spravnost algoritmu dokédzeme sporom. Nech existuje vstup, na ktorom nas algoritmus nenajde optimélne
rieSenie. Toto zjavne musi nastat tak, ze pre nejaky roh je aj Stvorec velkosti x + 2 dobry, ale my sa nan
nepozrieme. Nech roh (r, s) je prvy roh pocas behu programu, v ktorom toto nastalo. Potom by ale nutne musel
byt dobry aj Stvorec s rohom (r — 1,s — 1) a stranou = + 1, kedZe tento je podmnozinou nasho aktudlneho
Stvorca velkosti x + 2. Lenze roh (r — 1,s — 1) sme uz spracovali skor a vieme, ze kazdy skor spracovany roh
mal optiméalny Stvorec velkosti nanajvys rovnej sicasnému z, ¢o je hladany spor.

Tento algoritmus méa zjavne ¢asovu zlozitost kvadratickt od n.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
// nacitame vstup
int N, P;
cin >> N >> P;
vector< vector<int> > kolac (N, vector<int>(N));
for (int r=0; r<N; ++r) {
string S;
cin >> S;
for (int s=0; s<N; ++s) kolac[r][s] = int( S[s] == 'P’ );
}

// spocitame prefixove sucty
vector< vector<int> > psum(N+1l, vector<int>(N+1l, 0));
for (int r=0; r<N; ++r) for (int s=0; s<N; ++s)
psum[r+1] [s+1] = kolac([r][s] + psum[r+l][s] + psum[r][s+1l] - psum[r][s];
// postupne prejdeme vsetky rohy
int x = 0;
for (int r=1; r<=N; ++r) for (int s=1; s<=N; ++s) {
if (min(r,s) < x+1) continue; // skusany stvorec trci von zo vstupu
int pavukov = psum[r][s] - psum[r-x-1][s] - psum[r][s-x-1] + psum[r-x-1][s-x-1];
if (pavukov <= P) ++x;
}

cout << x << endl;

A-11-2 Recyklujeme

Strukttra tohto vzorového riesenia: Najskor si ukdzeme, ako sa da dostat k efektivnemu (a nésledne aj k opti-
malnemu) rieSeniu tlohy bez trikov, len postupnou analyzou problému. Potom si ukédZeme Sikovnejsie rieSenie,
ktoré je jednoduchsie na implementaciu, ale vyzaduje Sikovnejsi pohlad na tilohu. No a na zaver si eSte ukdzeme
protipriklad na jednu prirodzentd ale nespravnu pazrava stratégiu.

Postupna analyza problému

Ak by sme mali len samé plasty, je riesenie jednoduché: robot postupne zajde ku kazdej flasi, zodvihne ju a
prinesie ju nazad. Zjavne vobec nezalezi na poradi, v ktorom bude flase zbierat, celkova vzdialenost, ktora prejde,
a teda aj celkovy ¢as budua vzdy rovnaké. Vo zvysku rieSenia budeme riesit ostatné situacie — teda predpokladat,
7e existuje aspon jedna plechovka.

Ak mame aj nejaké plechovky, jedno mozné (pozor, nie nutne optimélne) riesenie vyzera nasledovne: postupne po
jednej vyzbierame vSetky flase, potom od kosa na flase prejdeme k nejakej plechovke, zodvihneme ju, odnesieme
ju do kosa na hlinik, a potom postupne chodime odtial pozbierat ostatné plechovky.

Rovnako ako vyssie, ani u tohto typu rieSenia zjavne nezalezi ani na poradi zberu flias na zaciatku, ani na
poradi zberu plechoviek na konci, celkovy cas je vzdy rovny stctu casov potrebnych na zdvihnutie a vyhodenie
jednotlivych odpadkov. Teda, az na jednu vynimku — jedno rozhodnutie, kde vieme ovplyvnit celkovy ¢as. Tym
je volba plechovky, ktort zdvihneme ako prvii (cestou od jedného kosa k druhému).

Ak celkovi vzdialenost prejde robot pri takomto rieseni? Pre kazdu flasu aj kazdd plechovku int od prvej prejde
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dvakrat jej vzdialenost od prislusného kosa. Ale pre prvu plechovku namiesto dvojnasobku jej vzdialenosti od
kosa na hlintk prejde robot raz jej vzdialenost od kosSa na plasty a raz jej vzdialenost od kosa na hlinik.

Ak by sme chceli ngjst najlepsie rieSenie tohto konkrétneho typu, mali by sme vybrat ti plechovku, pre ktori naj-
viac usetrime — teda tu plechovku, pre ktoru je rozdiel (jej vzdialenost od koSa na plasty) minus (jej vzdialenost
od kosa na hlinik) najmensi mozny.

Pre poriadok si teraz este explicitne uvedme jedno pozorovanie: Staci hladat riesenie, v ktorom prazdny robot
vzdy ide priamo k nejakému odpadu a robot nesiici odpad ide priamo k spravnemu kosu.

Toto priamociaro vyplyva z trojuholnikovej nerovnosti. Napr. nemé zmysel uvazovat riesenie, v ktorom robot
niekedy ,naprazdno* prejde od kosa na plasty ku kosu na hlinik, a potom odtial k nejakej plechovke, lebo keby
namiesto toho siel priamo k tej plechovke, dostane sa do tej istej situdcie, a to bud v tom istom case, alebo este
skor.

(A dokonca by vyssie uvedené tvrdenie platilo aj vtedy, ak by sme robotovi povolili neseny odpad polozit hocikde
na luke a neskor sa pon vratit. Aj pri takejto vSeobecnejsej verzii nasej tlohy vieme zdovodnit, ze ked uz raz
odpad nesieme, ni¢ nepokazime, ked ho zoberieme priamo do spravneho kosa. Formalny dokaz sa dé& spravit
napriklad tak, Ze sa pozrieme na posledny odpad prineseny do kosa a ukézeme, ze pohyby robota pocas riesenia
vieme bez zmeny celkového Casu preusporiadat tak, aby na konci riesenia prisiel po tento odpad a potom ho
odniesol celd cestu az do kosa.)

Vratme sa spit k vyssie uvedenému rieseniu. Je vzdy optimélne najskor pozbierat vsetky flase a potom vsetky
plechovky? Alebo sa nam niekedy oplati robit to na striedacku?

Pozrime sa napriklad na nasledovnu situaciu: Vsetko je na jednej priamke. Na sturadnici 0 je k6s na plasty, na
sauradnici 1 je n flias, na stradnici 10 je k6$ na hlinik a na stradnici 9 je n plechoviek. Tu je naozaj optimélne
najskor pozbierat vSetky flase (kazdd vyhodime za 2 sekundy) a az potom odist postupne vyhadzovat plechovky.
Tu teda je optimélne riesit kazdy typ odpadu zvlast.

Lenze vsetko sa zmeni, ak presunieme nasich n flias na stradnicu 9 a naopak n plechoviek ddme na siradnicu
1. Ak by sme aj teraz zbierali najskor flase a potom plechovky, tak na kazda flasu aj na kazda plechovku
okrem prvej budeme potrebovat 18 sekiind. Omnoho lepsie je tentokrat chodit medzi kosmi tam a spét, pricom
cestou jednym smerom vzdy vezmeme plechovku a druhym smerom flagu. Takto na kazdy odpad pripadne len
10 sektnd.

Ak chceme néjst optimélne riesenie, potrebujeme teda nejak vediet zistit, kedy sa oplati ostat pri jednom kosSi
a kedy naopak prechadzat medzi koSmi tam a spét.

Budeme hovorit, Zze pri zbere odpadkov nastala zmena, ak ideme zdvihnit odpad opacného typu ako ten, ktory
sme prave vyhodili.

Na zaciatku tohto vzorového riesenia sme si ukazali, ako najst optimalne riesenie s prave jednou zmenou. Skisme
teraz tuto uvahu zovseobecnif.

Pozrime sa, ako vyzerd Iubovolné riesenie s prave dvoma zmenami:

Najskor zbierame nejaké flase a nosime ich do kosa.

Potom prejdeme k druhému kosu, cestou k nemu zoberieme a vyhodime jednu plechovku.
Potom zbierame nejaké plechovky (pri¢om ich uz postupne vyzbierame vSetky).

Potom prejdeme spéat k prvému kosu, cestou k nemu zoberieme a vyhodime jednu flasu.
Dozbierame vsetky flase, ktoré sme nevyzbierali v bode 1.

GUR e

Je zjavné, Ze na celkovy cas riesenia nemé vplyv to, ktoré flase vyzbierame v kroku 1 a ktoré az v kroku 5 —
mozeme teda bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze si vSetky nechdme az na krok 5.

Celkovy cas takéhoto riesenia je jednoznacne uréeny dvoma volbami: tym, ktord plechovku zobrat v kroku 2, a
tym, ktora flasu zobrat v kroku 4.

No a obe tieto rozhodnutia vieme spravit pazravo: najlepsiu plechovku vyberieme podla presne toho istého
kritéria ako pri jednej zmene, a najlepsiu flasu zase presne naopak.

No a teraz by uz mohlo byt jasné, ako tito tivahu zovSeobecnit dalej. NajlepSie riesenie s prave z zmenami
vyzerd nasledovne: Pocas riesenia presne z-krat prejdeme k opac¢nému kosu a cestou zoberieme a vyhodime
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jeden odpad prislusného typu. Ked sme poslednykrat pri niektorom kosi, dozbierame vsetky ostatné odpadky,
ktoré don patria.

No a vybrat, ktoré konkrétne odpadky sa oplati zbierat pocas jednotlivych zmien, vieme nadalej pazravo. Ak
napriklad 3x budeme robif zmenu od plastov k hliniku, tak vieme, Ze najviac uSetrime vtedy, ked pri nich
zoberieme prvé tri plechovky v poradi podla toho, kolko pri ktorej usetrime.

Zhrnutie vzorového riesenia

Vzorové riesenie teda bude vyzerat nasledovne:

Pre kazdu flasu si vypocitame, kolko ¢asu uSetrime, ak ju zoberieme vyhodit pocas zmeny — teda Cas Ciselne
rovny rozdielu jej vzdialenosti od oboch kosov. Vsetky flase si usporiadame podla tohto kluca od najlepsej po
najhorsiu.

(Vsimnite si, Ze pre niektoré flase mdze byt tato hodnota aj zdpornd — teda vyhodit ju pocas zmeny trva dlhsie
ako mimo nej. Tieto flase skonéia na konci nasho usporiadaného zoznamu.)

Pre plechovky potom spravime presne to isté, len rozdiel pocitame s opac¢nym znamienkom.

Nasledne postupne vyskusame vsetky pripustné moznosti pre z, teda pocet zmien pocas riesenia. Pre kazdé z
vyssie popisanou tvahou najdeme ¢as optimélneho riesenia s prislusnym poc¢tom zmien. No a spomedzi tychto
kandidatov uz len stac¢i vybrat najlepsieho — tym musi byt hladané globalne optimum.

Na vyrobu usporiadanych zoznamov flias a plechoviek potrebujeme cas (flog f + plogp). ZvySok rieSenia uz
vieme implementovat v linedrnom ¢ase, ktory je oproti tomu zanedbatelny. (Najlahsim spdsobom, ako to spravit,
je postupne zvacsovat z a striedavo pridavat dalsiu plechovku a dalsiu flasu medzi tie, ktoré st vyhodené pocas
zmien.)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
typedef struct { int x, y; } point;

double vzdialenost (const point &A, const point &B) { return hypot (B.x-A.x, B.y-A.y); }

int main() {
cout << fixed << setprecision(10);

point kos_flase, kos_plech;
cin >> kos_flase.x >> kos_flase.y >> kos_plech.x >> kos_plech.y;

int f£; cin >> f;

vector<point> flase (f);

for (int 1i=0; i<f; ++1i) cin >> flase[i].x >> flase[i].y;
int p; cin >> p;

vector<point> plech(p);

for (int i=0; i<p; ++i) cin >> plech[i].x >> plech[i].y;

double odpoved = 0;

for (const auto &f : flase) odpoved += 2xvzdialenost (f, kos_flase);
if (p == 0) { cout << odpoved << endl; return 0; }

for (const auto &p : plech) odpoved += 2xvzdialenost (p, kos_plech);

vector< vector<double> > zlepsi (2, vector<double>(1l, -1e9));

for (const auto &f : flase) zlepsi[0].push_back( vzdialenost (f, kos_flase) - vzdialenost (f, kos_plech) );
for (const auto &p : plech) zlepsi[l].push_back( vzdialenost (p, kos_plech) - vzdialenost (p, kos_flase) );
for (int i=0; i<2; ++i) sort( zlepsi[i].begin(), zlepsi[i].end() );

odpoved -= zlepsi[l].back();
zlepsi[l].pop_back();
int kde = 0;
while (true) {
if (zlepsilkde].back() <= 0 && zlepsilkde].back() + zlepsi[l!kde].back() <= 0) break;

odpoved —-= zlepsi[kde].back();
zlepsi[kde] .pop_back () ;
kde = !kde;

}

cout << odpoved << endl;

Myslienkova chyba a ako ju opravit

Na jednom mieste sa v nasom vzorovom rieseni da lahko spravit logickd chyba. Zjavne, kym pri dalsej zmene
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dostavame kladnt tsporu tak sa ju oplati pridat. Mohlo by sa preto zdat, ze optimalny pocet zmien vieme urcit
pazravo: pri skusani vsetkych moznosti mozeme prestat akondhle uz pridanie dalsej zmeny nezlepsi celkovy cas
rieSenia. Lenze toto nie je tplne pravda. Niekedy sa totiz oplati spravit aj zmenu, pri ktorej si pohorsime, lebo
nam to nasledne umozni spravit dal$iu zmenu idic opacnym smerom, pri ktorej znova usetrime, a to viac ako
sme v predchadzajicom kroku stratili.

Tato uvaha vSak nie je uplne zl4, lebo prave sme si popisali jediny protipriklad. Akondhle v nejakom okamihu
ani nasledujica zmena ani nasledujice dve zmeny dokopy nezlepsia celkovy ¢as, mdzeme prestat — zmeny po
nich nasledujice uz nebudu lepsie od tychto, a teda sme prave nasli optimalne riesenie.

O krok dalej za vzorové riesenie

Vzorové riesenie, ktoré stacilo na plny pocet bodov, v skutocnosti nie je tiplne optimalne. Sttaznt ilohu vieme
riesit este o chlp efektivnejsie — v linedrnom case, teda aj bez toho, aby sme museli odpadky usporiadat. Hlavna
myslienka rieSenia je, ze sikovne bindrne vyhladame miesto, po ktoré sa oplati pridavat zmeny.

Vyuzijeme na to funkciu kth-element: ked si zvolime jeden konkrétny index k do pola, v ¢ase linedrnom od jeho
diiky ho vieme preusporiadat tak, aby na indexe k skonéil ten prvok, ktory tam je v usporiadanom poradi. A
navySe vieme tiez dosiahnut, aby nalavo od neho boli (eSte neusporiadané) prave tie prvky, ktoré by boli nalavo
od neho v usporiadanom poli. Celé toto je zovSeobecnenim algoritmu na nijdenie medidnu pola v zarucene
linedrnom case.

Ak flias a plechoviek nie je zhruba rovnako vela, tie nadbytocné z typu, ktorého je privela, vieme néjst a zahodit
jednym volanim kth-element. (Zahod{me samozrejme tie, ktoré najmenej zlepsia Cas rieSenia pri zmene.)
Dvoma postupnymi volaniami kth-element (prvé na celé pole, druhé na pol pola) si pole s flasami v linedrnom
¢ase preusporiadame tak, aby jeho stredné dva prvky boli na spravnom mieste. To isté spravime aj s plechovkami.
V strede oboch poli sme takto dostali styri prvky, ktoré by vzorové riesenie postupne tesne po sebe pridavalo ako
dalsie zmeny. Lahko skontrolujeme, Ci tieto zmeny este zlepsuju riesenie, a teda ¢i sa pazrava verzia vzorového
rieSenia dostane az sem. Ak nie, m6zeme zahodit pravé polovice oboch poli. Ak dno, mézeme zaritat vsetky
zmeny zodpovedajice lavym poloviciam poli (vSimnite si, Ze ich nepotrebujeme usporiadat, nezélezi totiz na ich
poradi) a potom ich zahodit a pokracovat dalej len s pravymi polovicami poli.

Bez ohladu na to, ako dopadol test v strede, vieme, Ze sme stravili ¢as linearny od aktudlnej dizky poli a potom
sme ju zmensili na polovicu. Celkova ¢asova zlozitost toho, ked budeme opakovat cely postup az kym nenéjdeme
presnt hranicu, po ktord sa robit zmeny oplati, bude teda priamo tmernd n + (n/2) + (n/4) + --- = 2n, ize
linearna.

Pri implementéacii tohto riesenia vieme Sikovne znizit pocet pripadov, ktoré treba rozobrat, tak, ze naprogramu-
jeme hladanie najlepsieho pdrneho poctu zmien a potom ho spustime dvakrat. Pred druhym spustenim rucéne
spravime najlepSiu prvi zmenu a odstranime ju z ich zoznamu, ¢im nam nésledné zavolanie tej istej funkcie
néjde najlepsi neparny pocet zmien.

Iné, SikovnejSie vzorové riesenie

Namiesto postupnych optimalizacii jednotlivych rozhodnuti sa pozrime na cely proces naraz.

Prvé pozorovanie je, ze kazdy z odpadkov mé jednoznacne urcené, kam patri. Preto celkova vzdialenost od
odpadkov ku kosom je v kazdom rieSeni rovnakd — kazdy kus odpadu zanesieme, kam patri. Optimalne je teda
to riesenie, ktoré ma najmensiu celkovi vzdialenost zvysku — teda chceme dokopy prejst ¢o najmenej iduc od
kosov ku odpadkom.

Kedze mame f flias, tak pocas lubovolného rieSenia sa ndm musi presne f-krat stat, Zze sa s nejakou flasou
vratime ku koSu na ne. No a kedZe mame p plechoviek, tak sa poc¢as lubovolného riesenia p-krat dostaneme ku
kosu na plechovky.

To ale znamen4, Ze v tplne kazdom rieseni budeme (f + 1)-krat stat pri kosi na fTase (plus jedna, lebo sme tam
aj na zaciatku) a p-krét stat pri kosi na plechovky. A s vynimkou tplného konca celého zberu sa v kazdej z
tychto situacii vyberieme po nejaky dalsi kus odpadu.

Staci ndm teraz rozobrat dve moZnosti: bud nase riesenie skon¢i pri kosi na flase, alebo pri kosi na plechovky.
Obe moznosti sa budu riesit rovnako. Nech trebars skonc¢ime pri kosi na plechovky. Potom vieme, Ze pocas
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Tubovolného rieSenia tohto typu péjdeme presne (f + 1)-krat od kosa na flase ku nejakému odpadu a presne
(p — 1)-krat pdjdeme od koSa na plechovky ku nejakému odpadu.

No a ked si uvedomime toto, uz je jasné, ako toto spravit najefektivnejsie. Keby sme si vsetky odpadky usporia-
dali podla toho, o kolko st blizsie ku kosu na plechovky ako ku kosu na flase (teda podla rozdielu tychto dvoch
vzdialenosti), tak je zjavne optimdalne zobrat najlepsich p — 1 z nich, k tym ist od kosa na plechovky a ku zvysku
ist od kosa na flage. Takto zjavne dostaneme najmensi mozny sucet vzdialenosti od kosov ku odpadkom.
Hotovo? Takmer, az na jeden detail: este potrebujeme zabezpecif, aby sme najdeny scenar vedeli aj fyzicky
zrealizovat — teda zabezpecit, Ze existuje poradie, v ktorom vieme fyzicky vykonat nidjdenti mnozinu presunov.
To ide uplne vzdy (rozmyslite si preco), az na jeden jediny pripad: ak ndm vyjde, Ze optimdlne je ist od kosa
na flase ku kazdej flasi a od kosa na plechovky ku kazdej plechovke. Pre toto riesenie by sme totiz vyzbierali
vsetky flase a nésledne by sme smutne pozerali, ze nevieme ist od kosa na plechovky ku plechovke, lebo sme
sa k nemu nikdy nedostali. Tento jeden Specidlny pripad ktory nie je platnym riesenim treba teda eSte osetrit
a namiesto neho sa pozriet na druht najlepS$iu moznost — namiesto najhorsej z plechoviek zoberieme medzi
odpadky zbierané od druhého kosa najlepsiu z flias.

Toto riesenie vieme Tahko vylepsit tak, aby nepouzivalo triedenie a bezalo v linedrnom case. Spravny pocet
najlepsich odpadkov totiz vieme najst vhodnym zavolanim uz vysSie spomenutej funkcie kth-element.

Nespravne pazravé stratégie

Aj ked je tloha riesitelna pazravo, zdaleka to neznamenad, ze kazdd pazrava stratégia povedie ku optimalnemu
rieSeniu. Je preto uzitocné zvyknit si namiesto tipovania rozmyslat okrem stratégie rovno aj nad dokazom jej
spravnosti.

Intuitivne ale nespravne riesenie: Ked som pri niektorom kosi a rozhodujem sa, ktory odpad zobrat ako
nasledujici, vyberiem si ten, ktory je najblizsie k mojej aktudlnej polohe.

Toto je uplne ukazkova pazrava stratégia: vyberom zabezpecime, Ze tento konkrétny presun ku odpadu bude
najkrat$i mozny. Ale tym sa nesmieme nechat uspokojit a musime si polozit otdzky: ,No dobre, ale naozaj
vedie takato postupnost akcii k optimélnemu sictu vzdialenosti? Nemoze sa mi stat, ze ak za¢nem inym prvym
krokom, neskdér budem vediet spravit iné lepsie a dostanem lepsi celkovy stucet? Ak nie, preco nie?*

A ak sa nam tento dokaz nijak nedari spravit, je to mozno preto, ze dokazované tvrdenie ani neplati. A tak je
tomu aj v tomto pripade.

Uvazujme opét vsetko na priamke. K6s na flase nech je na stradnici 0, kds na plechovky na suradnici 10, a
okrem toho este mame plechovku na stradnici 1 a flasu na saradnici 2. Vyssie popisané pazravé riesenie pojde
po plechovku, s tou do jej kosa, odtial po flasu a ti naspét — dokopy teda prejde 20. Optimélne je zjavne ist po
flasu, priniest ju spét, a az potom ist vyhodit plechovku — takto prejdeme len 14.

A-11-3 Decentralizacia

Prelozme si zadanie do jazyka teérie grafov. Trasy karavan predstavuji hrany stromu. Priemer stromu sme si
definovali ako dizku najdlh3ej cesty v fiom. Odstrénenim vrcholu zo stromu vznikne les — teda niekolko mengich
disjunktnych stromov. Rozsah lesa sme si definovali ako najvacsi z priemerov stromov, ktoré ho tvoria. Nasou
ulohou je néjst taky vrchol, ktorého odstranenim vznikne les s najmensim moznym rozsahom.

RieSenie hrubou silou

Vzdialenosti z jedného vrcholu do vsetkych ostatnych vieme na strome spocitat v linedrnom ¢ase Iubovolnym
prehladdvanim (napr. do $irky alebo do hfbky). Ak to postupne spravime pre kazdy vrchol, dostaneme v kvadra-
tickom case celd tabulku vzdialenosti medzi vrcholmi. Stitaznt tlohu vieme nésledne vyriesif v kubickom case:
Postupne vysktusame vsetky moznosti pre hlavni odzu. Pre kazdu z nich rozdelime vstupny strom na okresy, a
potom kazdému okresu zistime priemer v case kvadratickom od jeho poctu vrcholov.

Priemer stromu v linearnom case — trikové rieSenie
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Oznacme si & Tubovolny vrchol stromu. Spocitame vzdialenosti z  a oznacme y vrchol, ktory je najdalej od
x. Rovnako ndjdime vrchol z, ktory je najdalej od y. Potom dvojica (y, z) je vzdy najvzdialenejSou dvojicou
vrcholov v celom strome — ich vzdialenost je teda hladanym priemerom.

Pomocou tohto algoritmu vieme teda priemer TubovoIného stromu vypocitat v ¢ase priamo iimernom jeho poctu
vrcholov, a teda sttazni tlohu vyriesit s ¢asovou zlozitostou O(n?).

Hlavni myslienku dékazu spravnosti tohto trikového algoritmu si zndzornime graficky. Predstavme si, ze niekto
nakreslil cely strom tak, Ze jeho najdlhsia cesta (resp. lubovolnd jedna z nich, ak ich je viac) vedie vodorovne a
vsetky ostatné hrany stromu vedd dodola.

N

Kedze vodorovna cesta je najdlhsia, vSetky ostatné vrcholy musia lezat v trojuholniku naznac¢enom cCiarkovane
— keby nejaky vrchol bol hlbsie, cesta z neho dohora a potom doprava alebo dolava by bola dlhsia od tej
vodorovnej.

Potom ale ak ako x zvolime lubovolny vrchol v Tavej polovici obrazku, bude y vrchol vpravo hore a z vlavo hore.
Pre x v pravej polovici dostaneme to isté symetricky. Preto nas algoritmus naozaj vzdy najde najdlhsiu cestu v
celom strome.

(Technicky detail: Ak v pévodnom strome existuje viac ako jedna najdlhsia cesta, mdZeme mat aj viac moznosti,
ktoré vrcholy dostaneme ako y a z ku konkrétnemu z. Lahko vSak nahliadneme, ze v takychto pripadoch sice
dostaneme int cestu y — z ako t1d, ¢o sme si nakreslili vodorovne, bude vsak mat rovnaku diiku.)

Priemer stromu v linearnom case — dynamické programovanie

Ak chceme sttazni tlohu vyriesit v lepSom ako kvadratickom c¢ase, uz si nemozeme dovolit zacat tym, ze
skisame vSetky moznosti pre hlavni odzu. Budeme si musief najskor predpocitat nejaké strukturalne tdaje o
strome, aby sme potom po kazdom vybere hlavnej odzy vedeli efektivne povedat, aké priemery maji okresy,
ktoré vznikna.

Na to sa ndam oplati sa najskor zamysliet nad inym algoritmom, ktory nam tiez umozni zistit priemer stromu v
linedrnom ¢ase. Vyhodou tohto druhého pristupu bude, Ze pri nom nielen najdeme celkovo najdlhsiu cestu, ale
tiez sa toho viac dozvieme o podstromoch nésho stromu.

Zacneme tym, ze si nas strom zakorenime — zvolime si lubovolny jeho vrchol ako koren a zavesime ho zan. Vsetky
hrany takto ziskali orientdciu: dohora je ku korenu, dodola je od korena. Najblizsi vrchol smerom dohora volame
otec a najblizsie vrcholy smerom dodola st synovia vrcholu.

Predstavme si, Ze v zakorenenom strome ideme po tplne lubovolnej ceste. (Pripominame, Ze na ceste sa Ziaden
vrchol neopakuje.) Tvrdime, Ze to nutne vyzerd tak, Ze najskor prejdeme po nejakych (mozno nula) hranich
smerom hore a potom po zvysnych (opiat mozno nula) hrandch smerom dole. Prec¢o? Lebo akondhle sa prvykrat
pohneme hranou dodola, uz nikdy sa nemdzeme pohntt dohora — znamenalo by to navrat po hrane, ktorou sme
prave prisli.

Kazd cestu a — b po zakorenenom strome mézeme teda jednoznacne rozdelif na dve Casti: a — ¢ idica dohora
a ¢ — b idtca dodola. (VSimnite si, Ze vrchol ¢, kde sa ,otdcame®, je najbliz$§im spoloénym predkom vrcholov
a a b.) Inymi slovami, kazda cesta mé préve jeden najvyssi vrchol ¢ a vieme ju vyrobit tak, Ze zlepime dve
(mozno prazdne) cesty vedtce z ¢ dodola. (Pricom ak st obe neprazdne, tak musia zac¢inat krokom do réznych
vrcholov.)

Tieto myslienky nés uz pomerne lahko privedd k algoritmu na najdenie najdlhsej cesty v strome. Zacinajic z
koretia prehladdme cely strom do hibky. Ked optstame vrchol i (a teda uz sme spracovali vetky vrcholy pod
nim), vypocitame pren dva tdaje: dizku d; najdlhSej cesty zacéinajtcej vo vrchole i a idtcej dodola; dizku p;
najdlhsej cesty, ktord prechddza vrcholom ¢ a tento vrchol je jej najvyssi bod.
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Pre kazdého syna j vrcholu i vieme najst najdlhsiu cestu, ktora ide z i cez j dodola. Tato pozostava z hrany
z i do j a nasledne najdlhdej cesty z j dodola — ktorej dizku d; sme uz spocitali. Pre kazdé j takto dostdvame
jedného kandidata na najdlhsiu cestu z ¢ dodola. Hodnota d; je zjavne rovnd najvicsiemu z tychto kandidatov
a hodnota p; je sic¢tom najvicésich dvoch. (Rozmyslite si Specidlne pripady, ked mé vrchol synov 0 alebo 1.)
Hodnoty d; a p; vieme pre kazdy konkrétny vrchol ¢ spocitat v ¢ase priamo imernom poctu hran, ktoré z neho
vedu dodola. Strom méa dokopy len n — 1 hran, a preto ho cely dokopy spracujeme v linedrnom case. Najvacsia
z hodn6t p je potom hladanou odpovedou.

Priprava na vzorové riesenia

Do vyssie popisaného algoritmu vieme este Tahko doplnit vypocet jednej dalsej hodnoty m;: diiky najdlhsej
cesty, ktora je celd v podstrome s korenom ¢. Tuto v kazdom vrchole spoc¢itame ako posledni — plati, ze m; je
maximom z hodnoty p; a hodnét m; v synoch vrcholu ¢. Tto hodnotu budeme vyuzivat v oboch vzorovych
rieseniach.

Ukazme si na obrazku, ¢o presne sa stane, ked nejaky vrchol i zo stromu odstranime: Pre kazdého syna vrcholu
¢ dostaneme jeden okres tvoreny celym podstromom, ktorého korenom je dany syn. A navyse (ak odstraneny
vrchol ¢ nie je korenom celého stromu) dostaneme jeden specidlny okres, ktory obsahuje otca vrcholu i. V tomto
okrese lezi vzdy aj koren celého stromu. Na obrazku nizsie je Specidlny okres ohrani¢eny bodkovanou ¢iarou a
ostatné okresy ciarkovanou.

My potrebujeme pre kazdy vrchol zistit priemery nim urcenych okresov. Okresy obsahujtce jeho synov vieme
Tahko spracovat: v kazdom synovi j ndm jeho hodnota m; priamo udava priemer jeho okresu. Uz teda ostéva
len jediné: efektivne spocitat pre kazdy vrchol (okrem koreria) priemer jeho Specidlneho okresu.

Vo zvysku tohto textu si postupne popiseme dve linedrne riesenia stutaznej tlohy. To prvé bude vyuzivat jedno
pozorovanie navyse, vdaka ktorému bude mat strucnejsiu a lahsiu implementéciu. To druhé bude zase pouzivat
vseobecnejsiu techniku.

Vzorové riesenie s lahsou implementaciou

Zacneme tym, zZe si lubovolnym sposobom (vyssie sme si popisali dva mozné) néjdeme jednu konkrétnu najdlhsiu
cestu y — z v naSom strome. Teraz spravime nasledovné pozorovanie: Ak bude hlavna odza kdekolvek mimo
cesty y — z, bude celd této cesta lezat v jednom z okresov. Nésledne ale bude priemer tohto okresu rovny dizke
cesty y — z, a teda bude mat rovnakd hodnotu aj rozsah celého prislusného rozdelenia. Potrebujeme uz preto
vyskusat ako hlavni odzu len tie, ktoré lezia na ceste y — z.

Vsimnime si, ¢o sa stane, ked spustime vyssie popisané prehladévanie do hfbky7 pricom za¢neme z vrcholu y.
Pre kazdy vrchol cesty y — z si vypocitame priemery vsetkych jeho okresov okrem Specidlneho — a ten vzdy
zodpovedd hrane dohora, ¢ize hrane leziacej na ceste y — z.

Teraz spustime ten isty algoritmus, ale z vrcholu z. VSetky hrany cesty y — z st pri tomto druhom prechode
orientované opacnym smerom, a teda pre vrcholy na tejto ceste plati, ze kazdy ich okres, ktory bol v prvom
prehladavani Specidlny, je v tomto druhom obycajny. To ale znamend, Zze v tomto prechode sa pre kazdy vrchol
cesty y — z dozvieme priemer toho okresu, ktory ndm po prvom prechode chybal. Tym uz méme vsetko potrebné
na spocitanie rozsahu rozdelenia Absurdistanu pre kazdy vrchol cesty y — z.
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To isté inymi slovami: Majme na ceste z vrcholu y do vrcholu z tri po sebe iduce vrcholy a, b, c. Potom pre
vrchol b:

e Priemer okresu, do ktorého sa z b ide hranou do ¢, dostaneme ako hodnotu m. pocas prehladavania z
vrcholu y.

e Priemer okresu, do ktorého sa z b ide hranou do a, dostaneme ako hodnotu m, pocas prehladavania z
vrcholu z.

e Priemer okresu, do ktorého sa z b ide hranou do iného vrcholu x, dostaneme ako hodnotu m, pocas oboch
prehladévani — v oboch z nich bude = synom b.

Dokopy len konstantne vela raz prejdeme zadany strom, a kedze kazdy prechod vieme spravit v linedrnom case,
m4é toto riesenie celkovil ¢asovi zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct hrana { int ciel, dlzka; };
int N;

vector< vector<hrana> > graf;
vector<int> D, P, M, H, O;

void load () {

cin >> N;

graf.clear(); graf.resize(N);

for (int m=0; m<N-1; ++m) {
int x, vy, d;
cin >> x >> y >> d;
graf[x].push_back( {y,d} );
grafly].push_back( {x,d} );

}
void init_dfs () {

for (auto pole : {&D,&P,&M, &H,&0}) { pole->clear(); pole->resize(N,0); }
}

void dfs(int v, int otec=-1) {

O[v] = otec;

vector<int> dodola;

for (auto h : graf(v]) if (h.ciel != otec) {
H[h.ciel] = H[v] + h.dlzka;

dfs (h.ciel, v);
dodola.push_back( D[h.ciel] + h.dlzka );
}

int deti = dodola.size();

if (deti == 1) D[v] = P[v] = dodolalO0];

if (deti >= 2) {
nth_element (dodola.begin(), dodola.begin()+(deti-2), dodola.end());
D[v] = dodola[deti-1];
P[v] = dodola[deti-1] + dodolal[deti-2];

}

M[v] = P[v];

for (auto h : graf([v]) if (h.ciel != otec) M[v] = max( M[v], M[h.ciel] );

int main() {
load();
// zacneme hocikde, najdeme y = najvzdialenejsi vrchol
init_dfs();
dfs (0);
int y = max_element ( H.begin(), H.end() ) - H.begin();
// zacneme z y, pre kazdy vrchol spocitame rozsah jeho obycajnych okresov
init_dfs();

dfs (y);

vector<int> rozsah(N,0);

for (int i=0; i<N; ++i) for (auto h : graf[i]) if (h.ciel != O[i]) rozsah[i] = max( rozsah[i], M[h.ciel] );
// najdeme z = najvzdialenejsi vrchol od y, oznacime si cestu y-z

int z = max_element ( H.begin(), H.end() ) - H.begin();

int odpoved = H[z];

vector<bool> na_ceste (N, false);

for (int kde=z; kde!=-1; kde=0[kde]) na_cestel[kde] = true;
// zacneme zo z, potom opat pozrieme na obycajne okresy
init_dfs();

dfs(z);
for (int i=0; i<N; ++i) for (auto h : graf[i]) if (h.ciel != O[i]) rozsah[i] = max( rozsah[i], M[h.ciel] );
for (int i=0; i<N; ++i) 1if (na_ceste[i]) odpoved = min( odpoved, rozsah[i] );

cout << odpoved << endl;
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Alternativne vzorové riesenie — vSeobecnejSia technika

V tejto Casti si ukazeme, Ze vieme v linedrnom case spocitat priemery tuplne vSetkych moznych okresov. Toto
riesenie si ukazeme preto, ze jeho technika sa nésledne dé zovseobecnit na riesenie inych podobnych tloh.
Zaklad tejto techniky je, Ze Specidlny okres pre dany vrchol w sa sklada zo Specidlneho okresu pre jeho otca
(nazvime ho v), samotného vrcholu v a potom obyc¢ajnych okresov s korerimi v ostatnych synoch vrcholu v
(vSetkych okrem w samotného). Tento novy Specidlny okres teda vznikne tak, Ze vrcholom v spojime dokopy
niekolko okresov, ktoré sme uz mohli mat skor spracované. Potrebujeme si preto rozmysliet, ¢o vSetko o nich
potrebujeme mat predpocitané, aby sme vedeli toto spojenie spravit efektivne.

Toto riesenie budeme implementovat v dvoch prechodoch. V prvom si strom zakorenime v Tubovolnom vrchole
a spustime z neho vysSie popisané prehladavanie do hibky. To nam vypocéita hodnoty d, p a m. Teraz teda
pre kazdy vrchol pozname priemery jeho obycajnych okresov a tiez nejaké informacie o tvare jeho vlastného
podstromu.

V druhom prechode si potom budeme pre kazdy vrchol v pocitat dva nové idaje. Prvym bude ten, ¢o chceme:
priemer jemu zodpovedajtceho $pecidlneho okresu. Druhym bude pomocny tdaj: dizka h, najdlhsej cesty, ktord
zacina v tomto vrchole a prvy krok méa smerom dohora.

Strom budeme prehladavat z toho istého korena ako v prvom prechode. Samotny koren spracujeme lahko: Nemé&
Specidlny okres ani cestu zac¢inajucu krokom hore, obe zodpovedajice hodnoty mu preto este pred prehladavanim
inicializujeme na —oo. Nasledne cely strom prehladame, ale tentokrdt do sirky. Vzdy, ked prideme do nejakého
vrcholu, spracujeme naraz vSetkych jeho synov, vypocitame pre nich vSetko potrebné a potom ich zaradime do
fronty na spracovanie. Takto dosiahneme, aby sme aj v tomto prechode kazdy vrchol spracovali v ¢ase priamo
umernom poctu jeho synov.

Majme v strome nejaky vrchol v, ktory ideme prave spracovat. Nech w je niektory syn vrcholu v. Ako sme uz
uviedli vyssie, Specidlny okres pre w je tvoreny vrcholom v, vSetkymi vrcholmi, do ktorych sa z v ide dohora
(¢ize Specidlnym okresom pre vrchol v) a vsetkymi vrcholmi, do ktorych sa z v ide cez synov inych ako w.

Pre najdlhsiu cestu v Specidlnom okrese pre vrchol w preto mame Styri moznosti:

bud celd lezi v po6vodnom Specidlnom okrese pre v
alebo celd lezi v podstrome niektorého iného syna vrcholu v
alebo ma najvyssi bod vo v a ide dodola cez iné vrcholy ako w

= W b=

alebo prechadza cez v dohora.

Vsetky Styri typy si zndzornené (zlava doprava) na obrdzku nizsie. Sivy vrchol je w, jeho Specidlny okres je
ohranic¢eny bodkovane. Biely vrchol je v. Priklad najdlhsej cesty je hrubou c¢iarou.

Teraz vieme postupne vykonat nasledovné vypocty:

1. Najdlhsia cesta prvého typu je najdlhSou cestou v Specidlnom okrese pre v.

2. Najdlhsia cesta druhého typu v podstrome pod konkrétnym synom x vrcholu v ma dizku m,.
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Pre konkrétneho syna w vrcholu v teda plati, ze najdlhsia cesta tohto typu v Specidlnom okrese pre w
mé dizku rovnd maximu z hodndt m v ostatngch synoch vrchola v. Toto vieme efektivne spoéitat tak, e
nijdeme dvoch synov v, ktori maju najvacsiu hodnotu m. Potom pre kazdého syna vieme néjst najlepsieho
iného tak, ze prezrieme len tychto dvoch kandidatov.

3. Pre kazdého syna w vrcholu v sme si uz v prvom prechode vypoéitali dizku d,, najdlhsej cesty z neho
dodola. Teraz teda vieme pre kazdé w v konstantnom ¢ase spocitat dizku najdlhsej cesty z v cez w dodola.
Z tychto hodndt si stad ponechat tri najvicsie (a ku kazdej si pamétat jej prislichajuce w). Potom vieme
pre kazdé w najst v konstantnom case dve najdlhsie cesty ktoré idu dodola cez synov réznych od w aj
seba navzajom. Tieto dokopy tvoria najdlhsiu cestu tretieho typu.

4. Najdlhsiu cestu §tvrtého typu vieme rozdelit na dve ¢asti: cestu idicu z v dohora a dodola. Dizku najdlhse;j
cesty z v dohora sme si uz predpocitali v skorsej iteracii tohto postupu. No a pre kazdé w dlzku najdlhsej
cesty dodola ale nie cez w urc¢ime v konStantnom case rovnako ako v predchadzajicom kroku.

5. Na zéver nam este ostava si aj pre w dopoéitat dlzku najdlhsej cesty za¢inajic z neho dohora. T4 za¢ina
hranou z w do v a néasledne mame dve moznosti: bud pokracuje najdlhsou moznou cestou dohora alebo
najdlhsou moznou cestou dodola cez iného syna ako w. Obe tieto moznosti uz pozname: si to prave tie
dve cesty, z ktorych sme zlozili odpoved v predchadzajicom odseku.

Ako sme slubovali, ukézali sme, ako konkrétny vrchol spracovat v ¢ase linedrnom od jeho poc¢tu synov. Dokopy
teda aj tento druhy prechod stromom pobezi v linedrnom c¢ase. Po jeho skonceni uz v kazdom vrchole vieme
zistit jemu zodpovedajuci rozsah a teda vybrat najlepsiu hlavni oazu.

A-11-4  Triedicka Il

Podiloha A (3 body): si priemerny?

Nech s je stucet n-prvkovej postupnosti na vstupe. Potom kazdy prvok = chceme porovnat s jej priemerom, teda
s hodnotou s/n. To je to isté, ako porovnat hodnotu nz s hodnotou s. Takto preformulovant operdciu navyse
vieme pohodlne spravit v celych ¢islach.

V domécom kole sme si uz napisali program, ktory v jadre 0 zisti hodnotu sic¢tu vsetkych vstupov. Mozeme
teda zacat tym, Ze tento program spustime. Zan priddme druhu fazu, v ktorej vypocitany sucet rozkopirujeme
z jadra 0 do vsetkych ostatnych. No a na zaver si uz len kazdé jadro zvlast vynésobi svoj prvok poc¢tom jadier
a vysledok porovna so suctom celej postupnosti.

Asi o polovicu struc¢nejsie rieSenie dostaneme, ked namiesto dvoch faz spravime len jednu, pocas ktorej si naraz
vSetky prvky pocitaju sicet coraz dlhsich tisekov, az nakoniec dostant stucet celého pola. Ukazeme si jeden z
mnohych podobnych sposobov, ako presne toto dosiahnut.

Predpokladajme, Ze méme pole rozdelené na tseky dizky 2%, pricom kazdy prvok poznd stéet svojho tseku.
(Napr. pre n = 16 a k = 2 by sme mali pole tvaru AAAABBBBCCCCDDDD — kaZdé pismeno predstavuje jeden prvok,
prvky s rovnakym pismenom tvoria jeden tsek a pamétaja si jeho stucet.)

Teraz preusporiadame pole tak, ze prvky z prvej polovice ddme na parne indexy a prvky z druhej polovice na
neparne. (V nasom priklade dostaneme pole ACACACACBDBDBDBD. ) Kazdy prvok teraz s¢ita svoj doterajsi stcet so
sti¢tom spravneho suseda (podla parity nového indexu). Tym dostaneme nové pole, ktoré ma rovnaki vlastnost
ako to, s ktorym sme zacinali, len tiseky uz maji dizku 25+,

Pre vstup s 220 prvkami teda staé{ zacat zo vstupného pola (kazdy prvok mé svoj vlastny stcet, ¢o zodpoved4
useku dizky 2% pre k = 0) a 20-krat zopakovat vysSie popisany postup.

Ako program si ukadzeme tento druhy pristup, kedZe rieSenie podilohy B pouziva podobnu techniku ako to,
ktoré si potrebuje rozkopirovat spocitany sucet.
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cislo: id

sucet: input 1

dva: const 2

n: const 1048576 # = 2720
n_pol: / n dva

HHHE R R AR R R EE Dlok, ktory 20x zopakujeme
parita: % cislo dva

lavy_sucet: 1left sucet

pravy_sucet: right sucet

sused_sucet: if parita lavy_sucet pravy_sucet

sucet: + sucet sused_sucet
som_velky: = cislo n_pol
cislo: % cislo n_pol
cislo: * cislo dva

cislo: + cislo som_velky

sort cislo
HHHH S S HYE koniec bloku

vstup: input 1

nkrat_vstup: * vstup n

nadpriemer: > nkrat_vstup sucet

podpriemer: < nkrat_vstup sucet

odpoved: - nadpriemer podpriemer # (1-0) pre nadpriemerné, (0-1) pre podpriemerné

Podiloha B (3 body): prefixové siéty

Uz v rieseniach domaceho kola sme si nacrtli, Ze pomocou triedicky vieme efektivne riesit lohy, ktoré na
klasickom pocita¢i vieme riesit pomocou intervalového stromu. (Popis intervalovych stromov: https://www.
ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom/.)

Ako vieme spocitat prefixové sicty na intervalovom strome? Zdola hore si spravime stctovy intervalovy strom: v
kazdom vnatornom vrchole si spocitame stcet hodnot v jeho dvoch synoch. Nésledne chceme, aby kazdy vrchol
zistil stcet vsetkych prvkov nalavo od jeho intervalu. Toto vieme spravit tak, ze prejdeme strom zhora dole. V
koreni je tato hodnota rovnéd nule. Ked sme uz spracovali nejaky vrchol v a vieme, zZe sucet prvkov nalavo od
neho je s, tak pre Tavého syna vrcholu v je tento stcet tiez s a pre pravého syna potrebujeme ku s pridat stucet
intervalu zodpovedajiceho lavému synovi.

Tento algoritmus vieme implementovat aj na triedicke. Pri implementécii tohto algoritmu na triedicke si potre-
bujeme poradit este s jednym technickym detailom: zatial ¢o v intervalovom strome mame vstup v listoch a
vnutorné vrcholy vytvorime nové, na triedicke nevieme pridavat nové jadra.

Na to si ale staci uvedomit, Ze si vieme v jednom jadre pamétat viac hodnot — kazdé jadro si predsa paméta cela
svoju historiu vypoctov a ku kazdej z tychto hodndt sa vieme vratit. Vieme si preto dokopy v nasich jadrach
vypocitat a zapamétat cely intervalovy strom. Na spodnej tirovni pouzijeme vsetky jadra, na dalSej len kazdé
druhé, a tak dalej — z kazdej dvojice jadier vzdy nechdme len to pravé.

Aby sme vedeli pristupovat ku vsetkym vrstvam intervalového stromu, program pre triedicku vygenerujeme tak,
ze instrukcie dostani do nazvu ¢islo vrstvy stromu, ktord pocitaja.

Takto si vyrobime siactovy intervalovy strom:

cisloO: id

sucetO: input 1

dva: const 2

n: const 1048576 # = 2720

HHHEHHH R R R R RS prvy blok, ktory 20x zopakujeme
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som_zivyO: < cislo0 n
som_pravyO: % cisloO dva
som_pravyO: & som_zivy0 som_pravyO

lavy_sucetO: left sucetO
novy_sucetO: + lavy_sucetO sucetO

sucetl: if som_pravyO novy_sucetO sucetO
cislol: / cislo0 dva
cislol: if som_pravyO cislol n

sort cislol
HIHH AR R R R R R R R R ### koniec prvého bloku

A e

V prvej képii bloku st este vSetky jadrd ,zivé“. Podla parity ¢isla ich rozdelime na lavé a pravé. Pravé jadro
k svojmu stctu pripoéita stucet zo svojho lavého suseda, ¢im dostaneme novy stcet (sucetl) zodpovedajuci
vrcholu vo vyssej vrstve intervalového stromu. Néasledne vrcholy precislujeme: vsetky lavé dostand ¢islo n, ¢im
ich prestaneme pouzivat na dalsich vrstvach, a vSetky pravé si zmensia ¢islo na polovicu.

Vyznaceny blok este 19x zopakujeme, v kazdej képii vsak inkrementujeme vsetky ¢isla v nazvoch instrukeii —
teda po prvom bloku bude nasledovat instrukcia som_zivy1, a tak dalej.

Ked uz mame strom hotovy, spocitame si pre kazdy vrchol intervalového stromu hodnotu prev s vyssie popi-
sanym vyznamom: siicet prvkov ostro nalavo. Toto spravime opdt pomocou 20 blokov instrukcii, len teraz sa
budeme v éislovani vracat od 19 naspat k nule — strom prechddzame zhora dole. Vsimnite si, ze pri vypocte
pouzivame hodnoty lavy_sucet vypocitané pocas prvého prechodu.

prev20: const O

HIHHEHE R R R R R R R EE druhy blok, ktory 20x zopakujeme
sort cislol9
pravy_prevl9: right prev20

previ9: if som_pravyl9 prev20 pravy_prevl9
novy_prevl9: + lavy_sucetl9 previl9
previ9: if som_pravyl9 novy_prevl9 previl9

H#H R R R R R koniec druhého bloku

sucet: + sucetO prevO

Podiloha C (4 body): kolky som v poradi

Zdalo by sa, ze staci jadra usporiadat podla ich vstupu a potom kazdému priradit index, na ktorom sa ocitlo.
Lenze ttito operaciu v nasom modeli robif nevieme a ukéze sa, ze vypocitat tieto indexy je prekvapivo netrividlne.
Vyuzijeme na to pozorovanie, ze index prvku v usporiadanom poli je rovny poc¢tu inych prvkov, ktoré si od
neho mensie. Vietky hodnoty na vstupe st navzidjom rézne nezaporné celé éisla mensie ako 23°. Predstavme
si preto pole dizky 230, v ktorom st samé nuly. Nasledne pre kazdé &slo v nasej postupnosti zmenime nulu
na indexe x na jednotku. Vsimnite si, ze prefixové stucty takto zostrojenej postupnosti nesi informéaciu, ktori
potrebujeme: pre kazdy prvok z, ktory sme dostali na vstupe, plati, siicet prvkov tohto imaginarneho pola na
indexoch mensich ako z je rovny poctu mensich prvkov na nasom vstupe — a teda hladanej odpovedi pre jadro,
v ktorom je hodnota =x.

Ak by sme mali 23° jadier, mohli by sme priamo pouzif riesenie podiilohy B. My ich vSak madme menej — len
n =22, Co s tym?

Predstavme si, ze sme si nad nagim polom dizky 230 postavili intervalovy strom ako v podtlohe B. Teraz pre
kazdu jednotku v poli ofarbime na zeleno list, ktory ju obsahuje, a potom aj jeho otca, otca jeho otca, a tak dalej
az po koren. Teraz plati, ze kazdy vrchol, ktory nie je zeleny, mé pod sebou len samé nuly. Takéto vrcholy ale
vobec nepotrebujeme pri vypocte prefixovych suctov spracovat. Cestou dohora vieme, Ze sucet celého podstromu
pod danym vrcholom je 0, a cestou dodola nepotrebujeme dopocitat, akému prefixovému siactu zodpovedaju
vrcholy v tomto podstrome, kedZe ich na ni¢ nepouzijeme.
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Intervalovy strom. Tmavozelené listy obsahuji jednotky, biele listy nuly.
Vo zvysku stromu si zelenou vnutorné vrcholy, ktoré staci dopocitat.

Stacilo by teda dopocitat, ¢o sa deje v zelenych vrcholoch nasho intervalového stromu. No a na to uz zjavne
mame jadier dost — na zaciatku kazdé jadro zodpoveda svojmu vlastnému zelenému listu, a ako ideme hore
intervalovym stromom, pocet zelenych vrcholov nemd ako stipat, vzdy len ostane rovnaky (ak maju kazdé dva
zelené vrcholy iného otca) alebo sa zmensi.

Vypocet teraz bude prebiehat rovnako ako v podilohe B, len si v kazdom jadre budeme pamétat ¢islo jemu
zodpovedajiceho zeleného vrcholu a budeme robit kontroly navyse: ked sa pozrieme na jadro nalavo alebo
napravo, skontrolujeme si aj jeho zelené ¢islo. Ak je naozaj nasim susedom v intervalovom strome, spracujeme
jeho hodnotu, ak nie, vieme, ze v intervalovom strome susedime s bielym vrcholom, ktorého hodnota je nula.

Pozrime sa na vysledny program pre triedicku. Za¢neme prvou fazou: postavenim sictového intervalového
stromu.

Jadra predstavujice zelené vrcholy si zistia, ¢i s lavé alebo pravé v aktudlnej dvojici (som_lavy), pozrd sa
na ¢islo svojho prislusného suseda (prave_cislo) a z toho zistia, ¢i je ten ich dvojitkou (zije_pravy) alebo
je niekde dalej v strome. Podla toho si do premennej vypoéitame sicet nasej dvojicky (pravy_sucet): ak ju
mame, je to jej sucet, ak nie, je to nula. Na zaver si eSte ddme pozor na to, ze ak mame dva zelené vrcholy
tvoriace dvojicku (zijeme_obaja), tak v dalSej tirovni z nich bude len jeden zeleny vrchol — lavému z nich vtedy
nastavime ¢&slo na 230 a prestaneme ho pouzivat.

Toto celé zopakujeme 30-krat, pricom si vo vSetkych nazvoch instrukcii postupne zvysSujeme ¢isla — v prvom
bloku vypocitame som_zivy0, v druhom som_zivyl, atd.

cisloO: input 1
sort cisloO
sucetO: const 1
nula: const O
jedna: const 1
dva: const 2
maxval: const 1073741824

H#HHRHHHHH R R R R prvy blok, ktory 30x zopakujeme

som_zivyO: < cislo0 maxval
som_pravyO: % cislo0 dva

som_pravyO: & som_pravy0 som_zivyO
som_lavyO: ! som_pravyO

som_lavyO: & som_lavyO som_zivyO
lave_cisloO: left cisloO

lave_trebaO: - cislo0 jedna
zije_lavyO: = lave_cisloO lave_trebal

prave_cisloO: right cisloO
prave_trebal0: + cisloO jedna
zije_pravyO: = prave_cisloO prave_trebal
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lavy_sucetO: left sucetO

lavy_sucetO: if som_pravyO lavy_sucetO nula
lavy_sucetO: if zije_lavyO lavy_sucetO nula
pravy_sucetO: right sucetO

pravy_sucetO: if som_lavyO pravy_sucetO nula
pravy_sucetO: if zije_pravyO pravy_sucetO nula

novy_sucetO: + lavy_sucetO pravy_sucetO
novy_sucetO: + novy_sucetO sucetO

sucetl: if som_zivy0 novy_sucetO sucetO
cislol: / cislo0 dva

cislol: if som_zivyO cislol maxval
zijeme_obajal: & som_lavyO zije_pravyO

cislol: if zijeme_obaja0 maxval cislol

sort cislol
HIFHHH R R R R R R R R R ### koniec prvého bloku

No a uz ostava len druhé faza. V paméti jadier uz mame obsah vSetkych zelenych vrcholov nasho intervalového
stromu, teraz uz len potrebujeme prejst zhora dole a poposielat si hodnotu prev, aby sme dostali prefixové
sucty.

Toto spravime nasledovne: Kazdy vrchol intervalového stromu si zisti hodnotu prev zo svojho rodica. Ten je
skoro vzdy zapisany v tom istom jadre o uroven vyssie. Jedind vynimka: ak sa vo vyssej Grovni stromu moje
jadro uz nepouziva (o droven vyssSie som_zivy je nula), som v tejto irovni lavy z dvojicky zelenych vrcholov,
a teda tidaje o mojom rodicovi si v mojom pravom susedovi (pravy_prev). Ak som lavy syn, takto ziskani
hodnotu rovno pouzijem, ak som pravy, tak k nej pripocitam sicet z lavého syna (ten uz poznam v lavy_sucet).

som_zivy30: < cislo30 maxval
prev30: copy nula

HHHHH R R R R R R R EE druhy blok, ktory 30x zopakujeme
sort cislo29
pravy_prev29: right prev30

prev29: if som_zivy30 prev30 pravy_prev29
novy_prev29: + lavy_sucet29 prev29
prev29: if som_pravy29 novy_prev29 prev29

H#H R R R R R koniec druhého bloku

vystup: copy prev0
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