41. ro¢nik (2025/2026)
zadania domaceho kola
kategdria A

Olympiada v informatike
http://oi.sk/

Informacie a pravidla

Pre koho je sataz uréena?

e Do kategodrie B sa smu zapojit len ti ziaci zédkladnych a strednych $kol, ktori este ani v tomto,
ani v nasledujiicom skolskom roku nebudu konéit stredni skolu.
e Do kategérie A sa mdzu zapojit vSetci ziaci (zdkladnych aj) strednych Skol.

Odovzdavanie rieSeni domaceho kola

Riesitelia doméceho kola odovzdéavajui rieSenia sami, v elektronickej podobe, a to priamo na stranke olympiady:
http://oi.sk/. Odovzdivanie rieSeni bude spustené najneskoér do konca septembra.

Terminy 41. ro¢nika Ol

e Riesenia doméceho kola je potrebné v kategoérii A odovzdat najneskor 15. 11. 2025,
v kategérii B najneskér 30. 11. 2025.
Krajské kolo oboch kategérii prebehne 20. 1. 2026 zvlast v kazdom kraji.
Celostatne kolo kategérie A sa bude konat v diioch 18.-21. 3. 2026 (sutazi sa vo Stvrtok a piatok).
Detailnejsie informdcie o priebehu sitaze ndjdete na webe OI: https://oi.sk/7s=pravidla

Ako maja vyzerat rieSenia tloh?

V praktickych tlohach je vasou tlohou vytvorit program, ktory bude riesit zadant ulohu. Program musi byt
v prvom rade korektny a funkény, v druhom rade sa snazte aby bol ¢o najefektivnejsi.

V kategérii B mozete pouzit lubovolny programovaci jazyk.

V kategérii A musite rieSenia praktickych tloh pisat v jednom z podporovanych jazykov (napr. C++,
Python alebo Java). Presny zoznam podporovanych jazykov vrdtane konkrétnych verzii ich kompildtorov a
interpreterov najdete v systéme na odovzdavanie rieseni. Taktiez tam najdete presnejsi popis toho, ako sa maja
vase programy spravat, napr. detaily realizacie vstupu a vystupu.

Odovzdany program bude automaticky otestovany na viacerych vopred pripravenych testovacich vstupoch.
Podla toho, na kolko z nich d& spravnu odpoved, vam budud pridelené body. Vysledok testovania sa dozviete
kratko po odovzdani. Ak va$ program neziska plny pocet bodov, budete ho moct vylepsit a odovzdat znova, az
do uplynutia terminu na odovzdévanie.

Ak nie je v zadani povedané ina¢, rieSenia teoretickych tiloh musia obsahovat:
podstatné casti algoritmu ako program (v lubovolnom beZznom prog. jazyku) alebo ekvivalentny pseudokéd
podrobny slovny popis pouzitého algoritmu
zdovodnenie jeho spravnosti
diskusiu o efektivite zvoleného rieSenia (odhad Casovej a pamétovej zlozitosti)

Ak pouzivate v programe netrividlne algoritmy alebo datové Struktiry (napr. rézne stucasti STL v C++),
sucastou slovného popisu algoritmu by mal byt struény popis ich implementéacie.

Usporiadatel siataze

Olympiddu v informatike (OI) vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spoluprici so Slovenskou informatickou
spoloénostou (odbornym garantom sitaze) a Slovenskou komisiou Olympiddy v informatike. Sttaz organizuje
Slovenskd komisia OI a v jednotlivych krajoch ju riadia krajské komisie OI. Na jednotlivych skolach ju zaistuja
ulitelia informatiky. Celostatne kolo OI, tla¢ materidlov a ich distribiiciu po organizacnej stranke zabezpecuje
NIVAM v tesnej sucinnosti so Slovenskou komisiou OI.
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A-1-1 Semafory

Toto je prakticka iiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdaj funkény, odladeny program.

V Absurdistane je n miest, medzi ktorymi sa da cestovat pomocou m jednosmernych ciest. Kazda cesta
mé svoju dizku, ktord udéva, ako dlho fiou trva prejst z vychodzieho mesta do cielového mesta. Aviak, cestovat
sa neda len tak Iubovolne: na zaciatku kazdej jednosmernej cesty je umiestneny semafor, na ktorom striedavo
svieti zelend a ¢ervena. Na cestu i smieme vojst jedine vtedy, ked na jej semafore svieti zelend. V opa¢nom
pripade musime pockat, kym sa semafor prepne na zelent.

Kazdy semafor ma styri parametre:

e 2z; > 0: ako dlho na semafore svieti zelend.

e ¢; > 0: ako dlho na semafore svieti ¢ervend. Ak ¢; = 0, tak na semafore svieti vZdy len zelen4.

o s, € {Z,C}, fi > 0: dva parametre uddvajice pociatoény stav semafora. Prvy z nich (s;) hovori, aké
svetlo svieti na semafore na zac¢iatku. Druhy z nich (f;) hovori, ako dlho este bude toto svetlo svietit, kym
sa prepne na druhu farbu. Ak na zaciatku svieti zelena, tak f; < z;; ak na zaciatku svieti Cervena, tak
fi < c¢;. Ak ¢; = 0, tak semafor nemo6ze zacinat na Cervenej — zarucene teda bude platit s; = Z.

Napr. ak z; = 5, ¢; = 2, na zaciatku svieti zelena a f; = 1, tak sa na semafore budu striedat svetld nasledovne:

—_

. Najprv bude zelend svietit eSte f; sekind, teda od ¢asu 0 (vratane) po ¢as 0+ f; = 1 (bez).
(V case 0.998 teda este svieti zelend, ale v ¢ase 1 uz préve naskocila ¢ervend a na cestu vojst nesmieme.)
. Potom bude svietit ¢ervend od ¢asu 1 (vrétane) po ¢as 1+ ¢; = 3 (bez).
. Potom zelend od ¢asu 3 (vratane) po ¢as 3 + z; = 8 (bez).
. Potom Cervend od ¢asu 8 (vratane) po ¢as 10 (bez).
. Potom opét zelend od ¢asu 10 (vratane) po 15 (bez).
. Potom opéf Cervend od ¢asu 15 (vratane) po ¢as 17 (bez).

N o oA W N

Ak sa teda pozerame len na celo¢iselné ¢asy, moézeme na tuto cestu vojst v ¢ase 0, potom v ¢asoch 3,4,5,6,7,
potom v ¢asoch 10, 11,12, 13, 14, atd.

Mate popis celej cestnej siete v Absurdistane: pocet miest n, pocet jednosmernych ciest m, a pre kazdui z
jednotlivych ciest 7 cas potrebny na jej prejdenie a parametre semafora na vstupe do nej. V ¢ase 0 sa nachadzate
v meste 1 a chcete sa ¢o najrychlejsie dostat do mesta n. Zistite, kedy najskor vieme byt v meste n.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu dostanete dve celé Cisla n, m: pocet miest a pocet ciest. Nasleduje m riadkov, i-ty
z nich popisuje cestu i a pozostdva zo siedmich medzerou oddelenych udajov (Siestich celych ¢isel a jedného
znaku) v nasledovnom poradi:

a;: 7 ktorého mesta cesta vychddza. Mesta st ¢islované 1,2,...,n.

b;: Do ktorého mesta cesta vchadza.

t;: Ako dlho trva prejazd touto cestou. Plati ¢; > 1.

Zi, Ci, Si, fi: Parametre semafora, s rovnakym vyznamom a obmedzeniami, ako st uvedené vyssie.
Ak s; = Z, tak na zaciatku na semafore svieti zelend; inak s; = C a na zaciatku svieti ¢ervena.

=W

Medzi dvomi mestami moze existovat viacero réznych ciest. Cesty vzdy konéia v inom meste, ako v tom, v
ktorom zacinali.

Na jediny riadok vystupu vypiste jedno ¢islo: najmensi mozny cas, kedy vieme byt v meste n, ak sa v case
0 nachadzame v meste 1. Toto ¢islo méze byt velké; dajte si pozor, aby ste na jeho reprezentaciu pouzili éiselny
typ s dostato¢ne velkym rozsahom (napr. long long v C++). Ak sa z mesta 1 neda dostat do mesta n, vypiste
namiesto toho —1.
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Obmedzenia a hodnotenie

Vo vsetkych vstupoch plati n < 100000, m < 200000 a t;, z;, ¢; < 10°. Vstupy st rozdelené do niekolkych
testovacich sad, s réznymi dodato¢nymi obmedzeniami, ktoré menia obtiaznost lohy. Body za kazdd sadu
dostanete, ak vas program spravne vyriesi vsetky vstupy, ktoré do nej patria.

sada body dodato¢né obmedzenia

2 pre vSetky cesty ¢ plati z; =1, ¢; =1 at; <10
1 pre vsetky cesty ¢ plati z; + ¢; = 1000, n,m <5000 a t; =1
1 pre vsetky cesty ¢ plati z; +¢; <8, n,m <5000at; =1
2 vietky semafory svietia vzdy na zelent (¢; = 0)
2 vSetky semafory maja rovnaké parametre z;, ¢;, S;, fi
a v Case 0 na vSetkych semaforoch prave naskocila zelend (s; = Z, f; = z)
6 2 (ziadne dodato¢né obmedzenia)

T W N~

Priklady

vstup vystup
[-1

Cesty st jednosmerné. Vieme sa sice dostat z mesta 4
do mesta 1, naopak to ale nejde.
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vstup vystup
44 (4
t2111cC1 Jedind mozna cesta je 1 — 2 — 3 — 4. Z mesta 1
1211121 . iy ) . . .
ba11101 vieme vyrazit do 2 hned, lebo na jednej z dvoch ciest
3211101 1 — 2 mame zelend. Do mesta 2 prideme v case 1, ¢o

je super, lebo akurat sa preplo z c¢ervenej na zelent,
takze moézeme tiez hned vyrazit. Do mesta 3 prideme
v case 2, kedy sa akurat semafor prepol zo zelenej na
cerventi. Musime preto pockat 1 jednotku casu, kym
sa semafor prepne naspat na zeleni, az potom mo-
Zeme vyrazit. Dokopy sme 3 jednotky casu cestovali a
1 jednotku casu cakali.
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vystup

vstup

6 11

1221021
13201021
151520 C 15
2321021
3421021
4521021
5221021
261520 C 20
361520 C 18
46152 C 16
562102721

[10 |

Jedna mozna trasa s trvanim 10 je1l -2 -3 — 4 —
5 — 6. Ak by sme do mesta 6 chceli ist z iného mesta
ako 5, tak by sme museli cakat na cervenej aspon do
casu 16, a 16 > 10. Takze urcite je najlepsie to za-
koncit 5 — 6. No a ako najrychlejsie sa da dostat do
57 Okrem vyssie uvedenej trasy mame len moznosti
1—+3—4—5 (alel — 3 je dlhd cesta) alebo rovno
1 — 5 (ale vtedy dlho ¢akdme na semafore). Teda ni¢
nie je lepsie ako vyssie uvedena trasa.

e 6R<

1

V testovaci je este aj stvrty ukazkovy vstup. Tento si viete z prave uvedeného treticho prikladu vyrobit
tak, ze ceste 1 — 5 zmenite hodnotu f; z 15 na 6. V takto upravenom vstupe je optimalnym rieSenim pockat v
meste 1 kym na tomto semafore naskoci zelend (teda do ¢asu 6), potom prejst do mesta 5 a odtial' do mesta 6.

Takto sa do ciela dostaneme uz v case 9.
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A-1-2 Pokazeny robot

Toto je prakticka iiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdaj funkény, odladeny program.

Na dlht rovni cestu vedicu zo zadpadu na vychod sme postavili robota. Robotovi sme zadali postupnost n
prikazov hovoriacich, ako sa ma hybat. Kazdy prikaz sa skladal zo smeru (V pre vychod alebo Z pre zdpad) a
vzdialenosti (celé ¢islo v metroch).

Robot je vSak stary a trochu pokazeny a vykonal nieCo trochu iné ako to, ¢o sme od neho chceli. Presnejsie,
vieme, ze nastali nasledovné odchylky od zadaného programu:

¢ Robot nemal dost energie, preto nevykonal cely program, len niektorych p po sebe idtcich prikazov.
¢ Obcas mu zblbni senzory a tak niektoré prikazy vykond presne opacne — teda prejde spravnu vzdialenost,
len opacénym smerom ako sme chceli. Takychto chyb nastalo pocas vykonavania prikazov nanajvys k.

Napi$ program, ktory zo zadanych n prikazov a ¢isel p a k vypocita, ako najdalej od svojej zaciatocCnej
pozicie mohol tento robot byt, ked dokoncil vykonavanie prikazov.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu su éisla n, p a k udavajice pocet zadanych prikazov, pocet vykonanych prikazov a
maximalny pocet chyb pocas vykonavania. ZvySok vstupu tvori n riadkov, v i-tom z nich je znak s; udavajuci
smer a kladné celé ¢islo d; udavajuce vzdialenost i-teho prikazu.

Na vystup vypiste jeden riadok s jednym celym ¢islom: maximéalnou moznou vzdialenostou medzi poziciami
robota pred vykonanim prikazov a po vykonan{ prikazov. (Upozorliujeme, Ze tdto hodnota sa nemusi zmestit
do 32-bitovej celodiselnej premenne;j.)

Obmedzenia a hodnotenie

Vo vsetkych vstupoch plati 0 < k < p < n < 200000.

Vo vsetkych vstupoch pre kazdé i plati, Ze s; je znak V alebo Z, a 7e 1 < d; < 10°.

Vstupy st rozdelené do niekolkych sad. Za kazda sadu dostanes body len vtedy, ak tvoj program vsetky
vstupy v nej spravne a dostatocne efektivne vyriesi. Popisy sad su v tabulke.

sada body dodatocné obmedzenia

1 2 k=0
2 2 n <1000 a p <10
3 2 n < 1000
4 2 n < 70000
5 2 (Ziadne dodatoéné obmedzenia)
Priklady
vstup vystup vstup vystup vstup vystup
6 40 40 6 42 60 6 6 6 21
Z 30 VvV 30 zZ 1
V 10 Z 10 V2
V 25 Z 15 V3
Z5 Z5 Z 4
V 10 Z 10 V5
Z 30 V 30 Z 6
Tento robot nerobi chyby. Ak vy- Jedno optimélne riesenie je ze ro-
konal prvé alebo posledné styri bot vykonal prvé styri instrukcie,
prikazy, skoncil tam, kde zacinal. ale pri prvej z nich spravil chybu
Ak vykonal druhy az piaty prikaz, a isiel na zapad.

skoncil 40 m vychodne od miesta,
kde zacinal.
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A-1-3  Piskéty

Toto je teoreticka tiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdaj stibor vo formate PDF, obsahujiici
riesenie, spliajice poziadavky uvedené v pravidlach.

Emmika mé n < 10° polomacanych piskét. Poukladala ich vSetky na stél do jedného dlhého radu. Kazda
piskéta je otocend hore bud ¢okoldadovou alebo piskétovou stranou.

Emmika by samozrejme chcela vSetky piskéty zjest. Aby si jedenie piskot spestrila, vymyslela si k tomu
nasledovné pravidla. Zjest smie len piskétu, ktord je otoCend ¢okolddovou stranou hore. A aby aj ostatné piskoty
mali Sancu byt zjedené, vzdy, ked zje nejaki piskétu, obrati jej priamych susedov hore nohami. Priamymi susedmi
myslime tie piskéty, vedla ktorych tato piskéta lezala na zaciatku. Teda ak dve piskoty nesusedia na zaciatku,
nestanu sa susedmi ani ked Emmika zje vsetky piskéty leziace medzi nimi.

Emmiku by zaujimalo, ¢i a ako vie zjest tplne vSetky piskoty.

Priklad

Predstavme si, ze Emmika zacala s troma piskétami, pricom len strednd bola otoéenéd ¢okoladou hore. V
tomto pripade nema na vyber: ako prvi musi zjest stredni piskétu. Ked tak spravi, obe susedné piskoty obrati
7z piSkétovej-strany-hore na ¢okolddovi-stranu-hore. Nésledne ich postupne (v lubovolnom poradi) moze tiez
zjest. Kedze tieto dve piskdty nie su priamy susedia, po zjedeni jednej z nich druhit Emmika neobréati.

Jedna mozna postupnost jedenia je na nasledujicom obrazku (po riadkoch zhora dole):

Suatazna uloha
Nasleduje niekolko podtloh. Kazdd moézete riesit samostatne, vdaka ¢omu viete ziskat c¢iastocné body.

Riesenia by mali pri kazdej podilohe uvadzat dokaz sprdvnosti, nezabudnite preto vsetky svoje tvrdenia
poriadne odo6vodnit.

Pre tucely tejto tlohy si piskdty ktoré st hore ¢okolddovou stranou, zaznacime ako ,,C“, a tie hore piskdtovou
stranou ako ,P“.

a) (1 bod) Predstavme si, ze s piSkéty na zaciatku v rade uloZzené nasledovne: ,,CCCCCCC* (teda 7 piSkét
otocenych ¢okolddou hore). Vie ich Emmika zjest vSetky? Ak dno, ukézte ako. Ak nie, zddvodnite preco.

b) (1 bod) Predstavme si, Ze st piskéty na zaiatku v rade uloZené nasledovne: ,CPPPPPC“. Vie ich Emmika
zjest vsetky? Ak ano, ukazte ako. Ak nie, zdévodnite preco.

¢) (5 bodov) Navrhnite algoritmus, ktory na vstupe dostane retazec pismen ,,C“ a ,P* reprezentujici piskéty
v rade a rozhodne, ¢i existuje poradie, v akom ich Emmika vie zjest vSetky (pri dodrzani vyssie uvedenych
pravidiel).
Nezabudnite poriadne dokazat, ze vas algoritmus je spravny. (Takyto dokaz sa napriklad moze skladat z
postupu, ako niektoré rady piskét celé zjest, a zo zdévodnenia, preco sa ziaden iny rad piskot cely zjest
neda.)
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Za vyriesenie tejto podilohy pre Specidlny pripad, Ze vSetky piskéty st na zaciatku otocené cokolddovou
stranou hore (refazec tvoria samé ,C¢) viete ziskat az 2 body.

(3 body) Kym Emmika nedévala pozor, zjedla jej niektoré piskéty macka. Situdciu na stole si teraz vieme
popisat retazcom znakov ,C¢ ,P“a ,-“ (prdzdne miesto po piskoite).

Piskétu x na stole nazveme peknd, ak plati, Zze ju moéze Emmika zjest ako prvii — teda existuje taky postup,
ktorym vie Emmika zjest vsetky zostdavajtce piskoty, a piskétu x zje ako prva.

Navrhnite algoritmus, ktory spocita, kolko je na stole peknych piskét. (Ak Emmika nevie zjest vSetky
piskéty na stole, odpoved je 0.)

vstup vystup

7 3

CCC-CP

Na stole st najskor tri piskéty cokoladovou stranou hore, potom medzera, a potom dalsie dve piskoty.
Emmika ich vie vsetky zjest. Aby to dosiahla, musi zacat prvou, tretou, alebo piatou (v origindlnom
poradi) piskétou. Vsimnite si, ze druhd piskéta je sice cokolddovou stranou hore, ale ak ju Emmika zje
ako prvi, nebude vediet dojest ostatné piskoty.

vstup vystup

3 B

C-P

V tomto pripade Emmika nevie zjest obe piskéty — zjedenie prvej neotoc¢i druhi.
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A-1-4 Nechaj to na solver

K tejto tlohe patri Studijny text uvedeny na nasledujicich stranach. Najskor si precitaj ten, az potom
sa pusti do riesenia samotnych siitaznych tloh. Aj v nasledujicich koldach tohto roc¢nika OI stretnes ten isty
studijny text a tlohy, ktoré nan budu nadvéizovat.

Tato uloha ma teoretické aj praktické casti. Odovzdat treba jeden stibor vo formate PDF obsahujici
programy, ich slovné popisy a optimalne riesenia pre zverejnené testovacie vstupy.

Testovacie vstupy k tejto tilohe sa daji stiahnut zo stranky oi.sk tu: verzia pre Windows, verzia pre Linux.

Podilohy A-E: investicie

Méme e eur. Existuje n projektov (o¢islovanych od 1 po n), do ktorych ich vieme investovat. Kazdy projekt
bud podporime alebo nie. O kazdom projekte vieme, akou sumou s; ho treba podporit a aki hodnotu v; ¢asom
dostaneme spét ako vynos, ak ho podporime.

Medzi projektmi existuji konflikty: niektoré dvojice projektov si priamo konkuruji a protimonopolny irad
vydal nariadenie, ze z kazdej takej dvojice projektov smieme podporit najviac jeden. Existuje k konfliktov. Pre
kazdy z nich pozndme ¢isla ¢; 1 a ¢; 2 projektov, ktoré nesmieme oba podporit.

Medzi projektmi tiez existuji zavislosti: napr. projekt na pestovanie bio kapusty sa nevie uskutocnit ak
nebude podporeny projekt na montaz efektivneho zavlazovania. Takze ak chceme podporit kapustu, musime
podporit aj zavlazovanie. Zavislosti je z. Pre kazdu zévislost si dané dve ¢isla projektov: ak chceme podporit
projekt d; 1, musime podporit aj projekt d; o. (Inymi slovami, tdto zavislost ndm zakazuje podporit d; ;1 a zdroven
nepodporit d; 2.) Zavislosti m6zu byt Gplne lubovolné. Specialne, ak mame dve zavislosti hovoriace, ze x zévisi
na y a ze y zavisi na x, znamena to, ze mézeme bud podporif oba tieto projekty alebo ani jeden z nich.

Udaje o takychto projektoch ulozime do textového stiboru nasledovne:

e jeden riadok: kapitdl a pocet projektov kladné celé cisla e a n
o jeden riadok: sumy potrebné na podporu kladné celé éisla sq, ..., s,
¢ jeden riadok: vynosy kladné celé ¢isla vy, ..., v,
¢ jeden riadok: pocet konfliktov nezaporné celé ¢islo k
e k riadkov: popis jednotlivych konfliktov v i-tom z tychto riadkov su ¢isla projektov ¢; 1 a ¢; 2
e jeden riadok: pocet zavislosti nezaporné celé ¢islo z
e z riadkov: popis jednotlivych zavislosti v i-tom z tychto riadkov su ¢isla projektov d; 1 a d; 2

A) Predpokladajme, Ze nie st ziadne konflikty ani zdvislosti. Zostroj ILP, ktorého optimélne rieSenie ndm
povie, ktoré projekty mame podporit, ak chceme mat na konci (ked dostaneme vynosy) ¢o najviac peniazi.

B) Uprav ILP z predchadzajtcej podilohy tak, aby bral do tvahy konflikty medzi projektmi.

C) Uprav ILP z podilohy a) alebo b) tak, aby bral do ivahy zavislosti medzi projektmi.
(Tiato podilohu teda mozes riesit aj ak nevies riesit podilohu b).)

D) V stbore D.txt je testovaci vstup vo vysSie uvedenom forméate. V tomto stbore plati k = z = 0, teda
nemame ziadne konflikty ani zavislosti medzi projektmi. Najdi optimélnu sadu projektov, ktoré podporit.
Ako riesenie odovzdaj celkovi sumu penazi, ktori budeme mat na konci, a ¢isla podporenych projektov.

E) Aj pre stibor E.txt ndjdi a odovzdaj jeho optimélne riesenie.

Priklad ,
vstup vystup

100000 4 Optimé&lne rieSenie: 151000

50000 50000 20000 40000 Podpor projekty: 2 3

100000 95000 26000 900000 . . . .
Projekt 4 nevieme podporit, lebo by sme museli pod-

1 5 porit aj projekty 2 a 3 a na to nemame dost penazi.
5 Projekt 1 sa neoplati podporit, lebo potom kvoli kon-
43 fliktu nevieme podporit projekt 2 a nasledne kvoli ne-
39 splnenej zavislosti ani projekt 3.
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Podilohy F-J: chovatelia prasiat

V krajine je s sypok a c¢ chovatelov prasiat. Sypky su ocislované od 1 po s a chovatelia od 1 po c.

Na jesen mozeme zbierat bukvice a zalude do sypok. Sypka i mé kapacitu na k; kg plodov a tito kapacitu
vieme medzi bukvice a zalude rozdelit lubovolne. Oboch typov plodov sa dé v okolitych lesoch nazbierat Tubo-
volne vela, ale za povolenie na zber plodov musime zaplatit jednordzovy poplatok 5000 eur. (Jedno povolenie
sta¢i na nazbieranie Tubovolne vela plodov do vSetkych sypok.)

V zime budu chovatelia chciet u nas nakiapit krmivo. To sa predava v 1 kg sdckoch. Chovatel j je ochotny
kapit nanajvys g;1 sdckov bukvic a nanajvys g;. sackov zaludov. Za kazdy sicok bukvic je ochotny zaplatit
h;1 a za kazdy sdcok zaludov hjo eur. Tieto objedndvky pozndme uz pred zberom plodin.

Sacky s plodmi chovatelom posleme kuriérom. Kuriér je ochotny z kazdej sypky kazdému chovatelovi zobrat
jednu zasielku vaziacu nanajvys w kg. Kazdému chovatelovi teda vieme poslat dokopy nanajvys s - w sackov.

Cena zésielky zévisi od odosielatela (sypku) a adresata (chovatela), ale vzdy je priamo tmernd hmotnosti
zésielky: za kazdy kg plodov poslanych zo sypky ¢ chovatelovi j zaplatime ¢; ; eur.

Vsetky vyssie uvedené Ciselné tidaje st kladné celé ¢isla. Do textového suboru ich ulozime nasledovne:

e jeden riadok: pocty objektov Cisla s a ¢
e jeden riadok: kapacity sypok cisla ky,..., ks
e ¢ riadkov: popis chovatelov v j-tom z tychto riadkov su ¢&isla g; 1, 952, hj1 @ hjo
¢ jeden riadok: maximéalna hmotnost zasielky ¢islo w
¢ s riadkov: ceny transportu zo sypok ku chovatelom v i-tom z tychto riadkov st ¢isla £; 1, ..., 4; .

F) Predpokladaj, ze vSetci chovatelia chctl kupovat len bukvice (t.j. vSetky g; 2 = 0). Zostroj ILP, ktorého
optimalne riesenie bude zodpovedat najvicSiemu moznému zisku, ktory vieme dosiahnut optimalnym
zberom, distribiiciou a predajom krmiva.

G) Uprav ILP z riesenia podilohy F tak, aby optimalne vyriesil celii vSeobecnii tilohu.

H) N§jdi a odovzdaj optimélne riesenie pre testovaci vstup v stibore H.txt. V tomto stbore plati, Ze existuje
len jedna sypka (s = 1). Sta¢i ndjst optimélny ¢isty zisk, netreba rozpisovat, kolko ¢oho odkial kam vozit.

I) N4jdi a odovzdaj optimélne rieSenie pre testovaci vstup v stibore I.txt. V tomto stibore plati, Ze nik
nechce kupovat zalude (vsetky g; o = 0).

J) N4jdi a odovzdaj optimdlne rieSenie pre testovaci vstup v stibore J.txt.

Priklad

vstup vystup
23 Optimalny zisk: 6980
100 200 sypka 1: bukvice 60 zalude 40
1000 1000 10 10 sypka 2: bukvice 100 Zalude 30
120 70 100 30 balik sl1->chl: bukvice 20
20 30 50 60 balik s1->ch2: bukvice 40 Zalude 40
80 balik s2->ch2: bukvice 80
9 15 23 balik s2->ch3: bukvice 20 Zalude 30
11 28 12

Odovzdavanie a hodnotenie
Riesenia teoretickych podiloh mézes odovzdat v dvoch podobéch:
o Bud ako slovny popis toho, ako z konkrétnych vstupnych hodnét (e, n, s;, v;, atd.) vyrobit ILP, ktorého
optimalne riesenie zodpoveda optimédlnemu rieseniu vyssie definovaného optimaliza¢ného problému.
e Alebo ako okomentovany program v beznom programovacom jazyku, ktory na vstupe nacita konkrétne
vstupné hodnoty a vyrobi z nich (napr. vypiSe na vystup) im zodpovedajici ILP.

Za kazdu spravne vyriesent podulohu je bod. Body za spravne vyriesené vstupy dostanes bez ohladu na
techniku, ktorou ich rieSenie ziska$ (teda aj ak pri ich vypocte vobec nepouzijes ILP).
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Studijny text: Celodiselné linearne programovanie

V tomto ro¢niku Olympiddy sa budeme pozerat na optimalizaéné problémy — teda na problémy, ktoré maji
vela réznych rieseni a nasou tlohou je néjst to najlepsie z nich. Napriklad nas méze zaujimat:

¢ Ako najlacnejsie precestovat vSetky mesta na Slovensku?
¢ Do najmenej kolkych skatul viem pri stahovani zbalit vSetky svoje knihy?
e Ak velkost ma najvicsia podmnozina riesitelov tohto roénika OI, v ktorej sa vSetci navzdjom poznaju?

Mnohé optimaliza¢né problémy maji jednu spolo¢ni neprijemnt vlastnost: nepozndme pre ne ziadne efek-
tivne algoritmické riesenie. Empiricky si dovolime tvrdif, Zze do tejto smutnej kategérie patri znacna vécsina
optimaliza¢nych problémov, ktoré stretneme vselikde v praxi — ¢ uz v pocitacoch (napr. scheduling procesov,
routing paketov v sietach) alebo v ,redlnom Zivote“ (napr. logistika vSetkého druhu, optimalizcia nédkladov, ¢i
rozne problémy v bioinformatike). A mimochodom, patria sem aj vSetky tri vyssie uvedené problémy.

Situacia je este o Cosi horSia. Nielen, ze k tymto tlohdm nepozname ziaden algoritmus, ktory by ich riesil
efektivne (teda v Casovej zlozitosti polynomidlnej od velkosti vstupu), my dokonca méme aj velmi dobré dévody
domnievat sa, ze takyto algoritmus ani neexistuje. Toto celé stvisi s jednou z najdolezitejsich otvorenych otazok
sucasnej informatiky: otazkou, ¢i sa P rovnd NP. Velmi zjednodusene povedané, ide o otazku, ¢i kazdu ulohu,
v ktorej vieme efektivne skontrolovat riesenie, vieme aj efektivne vyriesit. Intuitivne sa vicsine vedcov zda, ze
to skor nebude pravda — porovnajte si napriklad, ako tazké moze byt ru¢ne vyriesit ¢o i len obycajné sudoku,
a ako lahké je pre Tubovolné sudoku skontrolovat, ¢i je vyriesené spravne. Na tomto priklade si tiez mézeme
uvedomif, ze znalost postupu kontroly spravnosti rieSenia nam vo vSeobecnosti ni¢ nepovie o tom, ako nejaké
riesenie efektivne hladat.

Ale to je ndm v praxi vlastne jedno. V situdcii, kedy pre nasu tazka tlohu neexistuje ziaden efektivny algo-
ritmus, sme na tom presne rovnako ako v situdcii, kedy existuje, ale nepozndme ho. Ak potrebujeme optimélne
vyriesit nejaky vstup, sme tak ¢i onak odkazani na hrubu silu, ¢iZze na prezretie vSetkych moznosti.

Ani rieSenia hrubou silou vsak nie st vSetky rovnocenné. Casto takéto rieSenie vieme zefektivnit tak, ze
nebudeme prezerat iplne vSetky moznosti, ale Sikovne vynechdme c¢o najviac casti prehladdvania, ktoré k najlep-
siemu rieseniu nevedd. Pre mnohé optimaliza¢né problémy sme takto vyvinuli konkrétne algoritmy, ktoré sice nie
st efektivne (ich ¢asovd zlozitost je nadalej exponencidlna od velkosti vstupu), ale vdaka vhodnému ,orezaniu®
prehladavania vedia v rozumnom ¢ase vyriesit omnoho vécsie vstupy ako priamociare riesenie skisajtce vsetky
moznosti.

Tu sa vSak niektoré mudre hlavy zamysleli a uvedomili si: v mnohych tychto jednotlivych algoritmoch
robime velmi podobne vyzerajice optimalizacie. Nevedeli by sme to zovseobecnit? V tomto roéniku Olympiady
sa budeme zaoberat jednou z kladnych odpovedi na tato otdzku.

Celoéfselné linedrne programovanie (po anglicky integer linear programming') je spdsob, ako matematicky
popisat niektoré optimalizacné problémy. ILP je dobré v tom, zZe niekto uz za nas spravil vsetku ta skutocne tazkta
pracu — v stcasnej dobe uz existuje viacero velmi kvalitne optimalizovanych solverov,? ktoré vedia z takéhoto
matematického popisu najst optimélne rieSenie popisanej tlohy. A navysSe casto plati, ze vdaka vseobecnym
optimalizaciam to takyto solver spravi efektivnejsie, ako keby sme si sami pisali a nasledne sami vylepsovali
Specializovany algoritmus pre nasu konkrétnu tlohu. Vdaka tomu dostdvame novy sposob, ako riesit tazké
problémy: namiesto implementacie celého vlastného riesenia sa modzeme zamysliet nad tym, ¢i a ako tento
problém vieme zapisat ako ILP. Ak sa ndm to podari, méZzeme potom na rieSenie nasho problému pouzit ILP
solver. A presne toto budete robif pri rieseni sttaznych tloh v tomto ro¢niku Olympiady.

Formalna definicia ILP

V celom dalsom texte bude slovo konstanta oznacovat Iubovolné konkrétne (mozno aj zdporné) celé ¢islo
a slovo premennd oznacovat nezndmu, ktord moze nadobudat Tubovolni nezapornu celociselnt hodnotu.
Celociselny linedrny program (v zdkladnej, tzv. kanonickej podobe) sa skladd z nasledujicich casti:

IPre techniku ako celok aj pre jednotlivé celoéiselné linedrne programy budeme v dalSom texte pouzivat anglicki skratku ILP.
2Pojem ,solver“ sme sa rozhodli neprekladat, ,riesitel je ¢lovek a ,riesi¢“ znie divne :)
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Obmedzenia: Sada linedrnych nerovnic, z ktorych i-ta ma tvar a; 1 - x1 + - + @i n - Tn < by,
pricom vsetky a; ; aj b; si konstanty. Tieto obmedzenia musia byt vSetky dodrzané.

Cliel: linedrny vyraz tvaru ¢y - x1 + -+ - + ¢, - T, kde ¢; st konstanty a x; premenné.

Kazdé priradenie hodn6t premennym, pre ktoré s splnené vsetky obmedzenia, budeme volat platné riesenie.
Tie platné riesenia, pre ktoré cielovy vyraz nadobiida najvacsiu mozna hodnotu, budeme volat optimdine.

Existuju samozrejme aj ILP, ktoré nemaju Ziadne optimélne riesenie. To mo6ze mat dva dévody: bud su
nesplnitelné (napr. mame obmedzenia z1 <7 a —x; < —8, CiZe x1 > 8) alebo s neohranicené (napr. nemame
Ziadne obmedzenia a chceme maximalizovat hodnotu x; + 2x2).

Volnejsia, praktickejsSia definicia ILP
Programy, ktoré budeme neskor pisat my, budi o nie¢o vSeobecnejsie:

¢ Dovolime aj programy, v ktorych je ciefom minimalizovat hodnotu konkrétneho vyrazu a tento vyraz moze
navyse obsahovat aj sc¢itanec, ktory je len konstanta.

e Dovolime aj obmedzenia, v ktorych je namiesto znamienka < znamienko > alebo =.

e V obmedzeniach mo6zeme robit vsetky Standardné aritmetické tpravy, napr. vynechavat scitance tvaru
0 - z;, lubovolne prehadzovat s¢itance medzi lavou a pravou stranou a vhodne pouzivat zatvorky.

Rozmyslite si, ze vSetky tieto zmeny sltzia len k lepsej ¢itatelnosti nasich programov: totiz napr. minima-
lizovat x + 3y + 1000 je to isté ako maximalizovat —x — 3y, obmedzenie 2x — 6y > y — 13 je len inac¢ zapisany
vyraz —2x + 7y < 13, a obmezenie 2x = by je to isté ako dve obmedzenia 2x < 5y a 2x > by.

Priklad: kuracie nugetky

Zadanie: Stanok predava tri rézne balenia kuracich nugetiek: 6 ks za 2 eurd, 9 ks za 2,90 alebo 20 ks za
6,10. Kolko najviac nugetiek vieme dostat za 32 eur?

Nespravne pazravé riesenie: Ked si pre kazdé balenie spocitame, kolko zaplatime za jednu nugetku,
najlepsie vychadza to najvicsie. Za 32 eur mozeme nakupif 5 najvacsich baleni, ¢im dostaneme 100 nugetiek.
Toto ale nie je optimalne riesenie — existuje iny sposob ako vyuzif peniaze, ktoré mame, a skoncit s viac
nugetkami. (VSimnite si, Ze pri tomto rieSen{ ndm okrem 100 nugetiek ostalo nevyuzitych 1,50 eura, za ktoré si
uz ni¢ nevieme kupit.)

Tato tiloha sa vo vSeobecnosti neda riesit pazravo. Nas priklad s nugetkami je Specidlnym pripadom znameho
typu optimalizacnych tloh zndmych pod spoloénym ndzvom problém batoha (anglicky: knapsack). Pre malé
vstupy vieme optimélne riesenia néjst pomocou dynamického programovania, ale vo vSeobecnosti je riesenie
tohto problému tazké.

Linearny program: Oznacme si x; pocet malych, xo pocet strednych a x3 pocet velkych baleni, ktoré
kipime. Nasim cielom je maximalizovat celkovy pocet nugetiek, ktoré kipime, teda hodnotu 6x; 4+ 9x5 + 20x3.
Dodrzat pritom musime obmedzenie, Ze celkova cena za ndkup nesmie prekrocit nas rozpocet, teda (v centoch,
aby vSetko boli celé ¢isla) musi platit: 200z1 + 290x2 + 610x3 < 3200.

Praktické riesenie: N4s linedrny program sa v syntaxi, ktorej rozumie solver 1p_solve, zapise nasledovne:

max: 6x_1 + 9x_2 + 20x_3;
200x_1 + 290x_2 + 610x_3 <= 3200;
int x_1, x_2, x_3;

Ked zadame 1p_solve vyriesit tento program, dostaneme na vystupe nasledovné:

Value of objective function: 102.00000000

Actual values of the variables:
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Dozvedeli sme sa teda, ze najviac vieme ziskat az 102 nugetiek, a to tak, ze kiipime 1 malé, 4 stredné a 3
velké balenia. Celkova cena nakupu je 31,90, na konci teda budeme mat 102 nugetiek a nepouzitych 10 centov.

Vyber si solver

My sme si pre tento studijny text vybrali jeden konkrétny solver: 1p_solve. V rieseniach prikladov pouzi-
vame syntax, ktorej tento solver rozumie.

Na stranke https://oi.sk/apps/ilp/ najdes niekolko roznych navodov, aky solver si vybrat a ako ho
pouzit na praktické riesenie ILP podla toho, aky OS a programovaci jazyk preferujes. V domécom kole si
taktiez mozes najst na internete nejaky iny solver a pouzit ten, ak sa ti nas vyber nebude pacit.

Priklad: sudoku

Obcas nas namiesto optimalizdcie (ndjdi najlepsie rieSenie spomedzi mnohych) moZe zaujimat jednoducho
najdenie uplne Tubovolného platného riesenia, resp. rozhodnutie, ¢i vobec nejaké platné rieSenie existuje.

Samozrejme, aj na rieSenie takychto dloh vieme ,zneuzit“ ILP solver: sta¢i mu nedat Ziadny ciel (alebo
napr. dat maximalizovat hodnotu vyrazu ,0“).

Pozrime sa napriklad na znamu logicka tlohu: sudoku. V tejto tlohe je cielom vyplnit mriezku rozmerov
9 x 9 cislami od 1 po 9 tak, aby sa v kazdom riadku, stipci aj ,,velkom* Stvorci 3 x 3 vyskytovalo kazdé z Cisel
1 az 9 prave raz.

V tomto priklade si ukdzeme, ako vieme pravidld sudoku sformulovat ako ILP. Zdalo by sa, ze budeme
chciet 81 premennych: pre kazdé policko tabulky premennt predstavujicu hodnotu, ktora na nom mé byt. A
ano, aj takouto cestou sa vieme dostat ku sformulovaniu sudoku ako ILP, nechdme si ju ale na neskor. V tomto
priklade sa vyberieme inou cestou: pouzijeme 9 x 9 x 9 boolovskych (t.j. logickych, resp. bindrnych) premennych.
Premenna z; ; ;, bude 1, ak ma na stiradniciach (7, ) byt hodnota k, resp. to bude 0, ak tam hodnota k byt
nema.

Pozrime sa teraz, ako mézu vyzerat vSetky pravidla sudoku zapisané ako lineadrne rovnice a nerovnice.

e Na kazdom policku je prave jedno ¢islo.
Pre kazdé 7 a j mame podmienku x; ;1 + ;5 52 + -+ + 2450 = 1.

o V kazdom riadku sa kazdé ¢islo nachadza prave raz.
Pre kazdé i a k mame podmienku z; 1 1 + Tior + -+ Tigr = 1.

o Analogické podmienky ako pre riadky mame aj pre kazdy stipec a kazdy Stvorec.
Ak teraz chceme vyriesit konkrétne sudoku pomocou 1p_solve, spravime to nasledovne:

e Vygenerujeme (napr. jednoduchym programom, ktory si napiSeme v beZnom programovacom jazyku)
vSetky vyssie uvedené obmedzenia predstavujice vseobecné pravidla sudoku.

o Priddme informéciu, ze vSetky z; ;i si boolovské premenné. To vieme spravit tak, ze kazdej pridame
obmedzenie x; ;1 < 1.
Premenné nadobudajice len hodnoty 0 a 1 st vSak pri modelovani problémov natolko bezné, ze asi kazdy

solver bude mat Specidlnu syntax pre priame deklarovanie takychto premennych. Napr. v 1p_solve staci
takéto premenné namiesto ako int deklarovat ako bin.

¢ Priddme obmedzenia popisujice konkrétne zadanie, ktoré sa snazime vyriesit. Ak napr. v zadani mame v
prvom riadku a trefom stlpci uz predpisané ¢éislo 7, priddme obmedzenie z; 37 = 1.
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Priklad: sudoku po druhé

Ako by vyzeralo modelovanie sudoku, ak by sme chceli pre kazdé policko pouzif premennt v; ;, ktorej
hodnota by mala priamo zodpovedat hodnote nachidzajicej sa na prislusSnom policku? Zjavne potrebujeme
obmedzenia v; ; > 1 a v; ; < 9. Okrem nich by uz stacilo len pridat obmedzenia hovoriace, Ze niektoré dvojice
policok nesmu mat rovnakt hodnotu. Takychto obmedzeni budeme potrebovat celkom vela: jednu pre kazdu
dvojicu policok v rovnakom riadku, v rovnakom stipci, aj v rovnakom Stvorci 3 x 3. Napr. pre kazdé dve policka
(i,z) a (i,y) v riadku 7 potrebujeme obmedzenie v; , # v;,. Tu vS8ak mdme problém: Toto obmedzenie nema
ani jeden z povolenych tvarov, a ani ju nevieme priamociaro vyjadrit pomocou povolenych obmedzeni.

Zelané obmedzenie vieme zapisat ako logicky or dvoch podmienok: mé platit bud v; » < v; y alebo v; 5z > v; .
KedZe vsetky v; ; st celé ¢isla, tieto podmienky vieme upravit do povoleného tvaru: mé platit bud v; , < v, —1
alebo v; o > v; 4 + 1.

Toto ale stale nie je OK: v ILP musia byt splnené vsetky podmienky naraz. To zodpoveda logickému and,
nie logickému or. Co s tym vieme spravit?

Pomozeme si drobnym trikom. Zavedieme novii bindrnu premennt r. (Spravne by sme ju mali nazvat napr.
Ti.a,1,y, KedZze budeme pre kazdd dvojicu premennych, ktoré sa nemajt rovnat, potrebovat jednu novii premenna.
Pre lepsiu citatelnost ju ale tu budeme volat len 7.) Hodnota r ndm bude hovorit, ¢i mé byt mensia prva alebo
druhd z hodné6t v. Pozrime sa teraz na nasledujice dve obmedzenia:

Vigz — Viy = 1 —10r
Uiy —Vigp > 1—10(1—1) =10r—9

Ak r = 0, dostdvame podmienky v; » — vy > 1 a v;4 — V3, > —9. Prva z nich hovori v; , > v; , a druha
je trividlne splnend pre Iubovolné v; ., v; , € {1,2,...,9}. (Konstantu 10 sme zvolili prave tak, aby toto platilo.
Vyuzivame teda, ze pozndme rozsah hodnét, ktoré mézu v; , a v;, nadobtdat.)

A naopak, ak zvolime r = 1, dostaneme jednu trividlne splnent podmienku a jednu, ktora hovori v; , < v; .
Pridanim tejto novej premennej r a vyssie uvedenych dvoch obmedzeni sme teda dosiahli, to, ¢o sme chceli: pre
IubovoIné v; , # v;,, vieme obe tieto obmedzenia splnit, zatial ¢o pre v;, = v;, ich naraz obe splnit nejde.

Priklad: ¢o takto robit nevieme

Maéame lietadlo, ktorym chceme preletiet 1000 km z jedného letiska na druhé. Mézeme si v rdmci povolenych
rozsahov zodpovedajicich modelu lietadla zvolit letovii hladinu h (vysku v km, v ktorej poletime, v rozsahu 10
a7 13 km) a rychlost letu v (v km/h, v rozsahu 600 az 900 km/h). Chceli by sme minimalizovat cenu letu, teda
spotrebu paliva.

Toto tiez zjavne vieme zapisat pomocou vhodnych vzorcov ako optimaliza¢ny problém. Vo velmi zjedno-
dusenej podobe by to mohlo vyzerat napr. nasledovne: Cas letu bude 1000/v. Ak letime vo vyske h, optimalna
rychlost kvoli odporu vzduchu je vop(h) = 540 + 30h. Vykonnost motorov je najlepsia vo vyske h = 11.5 km.
Odchylenie od tychto parametrov zvysuje spotrebu, ale moze nas dostat do ciela skor. Rychlost spotreby paliva
(v kg/h) sa preto d4 vyjadrit vztahom 2000 + 200(h — 11.5)% + 0.05(v — vepe(h))?. Celkova spotreba paliva je
sucinom tejto hodnoty a casu letu.

Toto je sice exaktnd matematicka formulacia optimaliza¢ného problému, ale je tu jeden hacik: obmedzenia
pre h a v sa sice linedrne, ale funkcia, ktorej hodnotu sa snazime optimalizovat, nie je linedrnou funkciou
premennych h a v. ILP solver ndm teda s takto konkrétne sformulovanym problémom nebude vediet pomoct.

Pre vécsiu nazornost este dodame, ze ani omnoho jednoduchsi vyraz h - v nie je linedrny, kedze ide o sucin
dvoch premennych.
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