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A-I1lI-1 Veze z kociek

Podidloha A: minimalny pocet krokov

Na kazdu vezu sa mozeme pozriet nasledovne: za¢neme od spodnej kocky a ideme dohora, kym ma nasledujtca
kocka mensie ¢islo ako t4 sticasné. Takto ndjdeme najdlhsi sufix danej veze, ktory je usporiadany. Kocky tvoriace
usporiadany sufix ofarbime na zeleno a vsetky kocky nad nim ofarbime na ¢erveno.

Vsimnime si teraz, ze pre kazdu vezu plati, ze vSetky jej ¢ervené kocky musime niekedy presuntf. Posledné
cervena kocka ma totiz vécsie ¢islo ako prva zelena, a ak z tejto veze spravime menej presunov, obe tieto kocky
v nej stale budu a cervend stale bude nad zelenou, takze veza nebude usporiadané. Dostavame teda dolny odhad:
Iubovolné korektné rieSenie musi mat aspon tolko krokov, kolko méme dokopy cervenych kociek.

No a uz si sta¢i len uvedomif, ze tento dolny odhad je vzdy presny — teda Ze vzdy vieme néjst riesenie,
ktoré vsetko usporiada tak, ze kazdu cervend kocku presunieme prave raz. Toto vieme spravit nasledovnym
algoritmom:

Kym mas vezu, ktord ma na vrchu cervenu kocku, tak si vyber jednu takt vezu a zober jej hornt ¢ervent kocku.
Vyber si lubovolnd ind vezu. V tejto druhej vezi sa pozri na jej zelent usporiadant cast. Najdi v nej miesto,
kam podla hodnoty patri nasa ¢ervend kocka, vloz ju tam a prefarbi ju na zeleno. Tym sme spravili jeden krok,
mame o jednu cervenui kocku menej a jeden zeleny tsek je o kocku dlhsi ako bol povodne.

Listing programu (Python)

def zelene(veza):
posledne, kde, kolko = max(veza) + 1, len(veza), O
while kde > 0 and vezalkde-1] < posledne:
posledne, kde, kolko = vezalkde-1], kde-1, kolko+l
return kolko

v = int ( input() )
veze = [ [ int(_) for _ in input().split() ] for __ in range(v) ]
print ( sum(len(veza)-zelene(veza) for veza in veze) )

Poduloha B: konstrukcia

Aby sme vedeli efektivne pocitat, ktord kocku kam vlozit, budeme vysSie popisany algoritmus robit systema-
tickejsie: najskor vlozime vsetky cervené kocky z veze 1 do zeleného tiseku veze 2, potom cervené kocky z veze
2 do zeleného tseku veze 3, a tak dalej. Kazdé kolo tohto procesu bude vyzerat rovnako, az na posledné, a aj
tam nastane len malickd zmena: ked budeme cervené kocky z veze v vkladat do zeleného tseku veze 1, uz na
vrchu veze 1 nebudt jej povodné Cervené kocky, ¢o ndm trochu zmeni ¢isla pozicii, na ktoré budeme vkladat.
Staci teda popisat, ako spravit jedno kolo vyssie popisaného postupu. Aby to bolo efektivne, mal by nds postup
mat ¢asovi zlozitost priblizne linedrnu (napr. s logaritmickym faktorom navyse) od poctu kociek, ktorych sa
tyka — teda ak mame na zaciatku v i-tej vezi ¢; cervenych a z; zelenych kociek, tak presun cervenych kociek z
veze 1 do veze 2 by sme mali vedief spravif v ¢asovej zlozitosti priblizne linedrnej od ¢ + 2.

Ked ddame do pola zdznamy pre vSetky cervené kocky z prvej veze a vsetky zelené z druhej a toto pole usporia-
dame, dostaneme poradie, v ktorom musia vsetky tieto kocky skoncif. Teraz uz len potrebujeme spocitat, ktora
kam vlozit, aby sa tak stalo.

Toto vieme efektivne spravit napr. tak, ze si nad polom, ktoré sme prave usporiadali, postavime stctovy inter-
valovy strom v ktorom si v listoch budeme o kazdej kocke pamétat, ¢i sa uz nachadza v druhej vezi. Na zaciatku
st teda v Cervenych listoch tohto stromu nuly a v zelenych jednotky. (A v kazdom vmiitornom vrchole mame
sucet, ¢ize podet kociek, ktoré uz existuji v jemu zodpovedajicom intervale.) No a teraz zacneme prechédzat
povodnt prvia vezu zhora dole. Pre kazdu cervenil kocku sa pozrieme, kde vo vyslednom poli mé skoncit, no a
nasledne sa intervalového stromu opytame na to, kolko kociek uz existuje nalavo od tejto pozicie. Nasu prave
spracivani kocku treba vlozit presne pod vsetky tieto kocky. (A nesmieme zabudnif na ce Cervenych kociek,
ktoré st v druhej vezi nad nimi.) Nédsledne uz len prepoc¢itame intervalovy strom po tom, ako si zaznacime, ze
aj prave presunuta kocka uz existuje v druhej vezi.

Toto rieSenie mé Casovi zlozitost O(xlogz), kde x = ¢ + 22 je celkovy pocet spractvanych kociek. No a ked
takto postupne spracujeme vsetky veze, kazdu kocku zapocitame v prave jednom prechode. Celkovy pocet
krokov poéas celého algoritmu teda moézeme zhora odhadnit O(nlogn), kde n je celkovy pocet kociek.

V nizsie uvedenom programe pouzivame namiesto plnohodnotného intervalového stromu jednoduchsi Fenwickov
strom.
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Listing programu (Python)

class FenwickTree:
def __init_ (self, size):
self.tree = [0] * (size + 1)

def add(self, 1i):
i+=1
while i < len(self.tree):
self.tree[i] += 1
i +=1 & (-1)

def prefix_sum(self, i): # vrati sucet v intervale [0, i)
res = 0
while i > 0:
res += self.tree[i]
i =1 & (-1)
return res

def zelene (veza):
posledne, kde, kolko = max(veza) + 1, len(veza), O
while kde > 0 and vezalkde-1] < posledne:
posledne, kde, kolko = vezalkde-1], kde-1, kolko+l
return kolko

def presun(veze, odkial, kam, ma_este_cervene):
pocet_cervenych_kam = len(vezel[kam]) - zelene(veze[kam]) if ma_este_cervene else 0

cervene_odkial = veze[odkial][:-zelene (veze[odkial])]
zelene_kam = veze[kam] [-zelene (veze[kam]) :]

dokopy = cervene_odkial + zelene_kam

dokopy.sort ()

pozicia = { y:x for x,y in enumerate (dokopy) }

uz_zije = FenwickTree (len (dokopy))
for z in zelene_kam: uz_zije.add( pozicialz] )
for ¢ in cervene_odkial:
p = pozicialc]
nad = uz_zije.prefix_sum(p) + pocet_cervenych_kam
print (f’presun_{c}_z_veze_{odkial} _do_veze_{kam}_pod_{nad}_kociek’)
uz_zije.add (p)

v = int ( input() )

veze = [ [ int(_) for _ in input().split() ] for __ in range(v) ]
for 1 in range(v-1): presun(veze, i, i+l, True)

presun(veze, v-1, 0, False)

Poduloha C: predpisané vysky

Co sa zmeni, ked dostaneme predpisané vysky p;?

Prva zmena je, ze ak ma nejaka veza dlhsi usporiadany sufix ako je jej hodnota p;, nemozeme si tento sufix
nechat cely. Zelent farbu vtedy teda dostane len spodnych p; kociek, vsetky ostatné buda cervené — musia
niekam prec.

Opét, nech ¢; a z; st zaciatocéné pocty Cervenych a zelenych kociek vo vezi i. Pre kazdd vezu si navyse oznacme
d; = p; — z;. Cislo d; udava, kolko kociek do zeleného tiseku tejto veze musime pridat, aby mala na konci spravnu
vysku. Sucet vSetkych d; si ozna¢me D. Hodnota D je zjavne tiez rovna celkovému poctu ¢ervenych kociek, teda
suctu vsetkych ¢;. V nasom rieseni teda urcite potrebujeme spravit aspon D krokov.

Kazdej cervenej kocke by sme chceli priradit vezu int ako jej vlastnt, do ktorej ju presunieme, a to tak, aby
sme do kazdej veze ¢ dokopy presunuli prave d; kociek. Ak sa ndm toto podari spravit, tak kazdui ¢erveni kocku
presunieme préave raz a tym zjavne dostaneme optimadlne riesenie. Ako vsak ukazuje aj priklad v zadani tlohy,
toto nie vzdy pojde. Problém nastane vtedy, ak mame nejakt vezu, kde je na zaciatku vela ¢ervenych kociek
(tie musime vSetky dat prec) ale zdroven ma na konci byt vysoka (takze musime vela kociek presunit aj z inych
vez{ sem).

Problémové veze: Vezu i nazveme problémouvd, ak plati ¢; + d; > D. Takdto veza ndm sama osebe sposobi,
ze nase rieSenie bude musiet mat aspon c; + d; krokov, lebo aj niekedy musime daf ¢; ¢ervenych kociek odtialto
prec, aj niekedy musime presunut d; kociek z inych vezi sem.

Tvrdenie 1: Problémova veza je vzdy nanajvys jedna.

Doékaz: Je zjavné, ze nemézu byt dve takéto veze ¢ a j, lebo potom by uz (¢; + d;) + (¢; + d;) dokopy bolo viac
ako 2D, ¢o je spor s tym, ze stucet vSetkych ¢; je D aj sucet vSetkych d; je D.
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Tvrdenie 2: Ak je niektora veza i problémové, vieme celi tlohu vyriesit na presne ¢; + d; krokov.

Dékaz: Kedze ¢; + d; > D a zéroven d; + (stcet vSetkych ostatnych d;) = D, je ¢; vicsie ako sucet vSetkych
ostatnych d;. Vieme teda zacat tym, Ze v prvych ¢; krokoch riesenia rozmiestnime vsetky cervené kocky z veze
1 do ostatnych vezi tak, aby sme kazdu vlozili do niektorého zeleného tiseku tam, kam patri, a aby sme na konci
v kazdej inej vezi j mali zeleny tsek dizky (aspot) p;.

Takto sme dosiahli stav, v ktorom vezi ¢ chyba d; kociek do spravnej vysky a ostatné veze uz maju kazda na
spodku p; usporiadanych kociek a nad tym maji dokopy d; kociek navyse. Z kazdej privysokej veze teraz teda
staci presunut jej prebytocné kocky do veze ¢ a sme hotovi.

Tvrdenie 3: Ak nemame ziadnu problémovu vezu, tak existuje rieSenie na D krokov.

Dokaz: Ukazeme, ze vzdy vieme cervené kocky postupne presuvat tak, aby ndm po ziadnom kroku nevznikla
problémova veza.

Vsimnime si, ze ak ma nejaka veza ¢; > 0, tak z ¢; +d; < D vyplyva, Zze nutne d; < D, takze nutne existuje ina
veza s d;j > 0. Preto vzdy vieme spravit tah, v ktorom nejaki ¢ervent kocku presunieme z veze, kde st (veza 1)
do veze, kde ich treba (veza j).

Kazdy presun zmensi D o jedna. Vezu i nazveme kritickd, ak plati ¢; +d; = D. Ak mame kritickd vezu, musime
v kazdom kroku riesenia bud presuntt jednu ¢ervend kocku prec z nej (zmensit ¢;) alebo presunit jednu ¢ervend
kocku z inej veZe sem (zmensit d;), aby sa z nej nestala problémovd veza.

Rovnako, ako sme vyssie zdovodnili, ze problémova veza je najviac jedna, vieme nahliadnut, ze kritické veze st
(pre D > 0) vzdy najviac dve. Ak st dve, vzdy vieme presunit ¢ervent kocku z jednej do druhej. Ak je jedna,
presunieme Cervenu kocku z nej, ak nejaké este ma, resp. do nej, ak uz nie. A ak nie st kritické veze ziadne,
moézeme spravit lubovolny platny krok.

Naznak inéhu dékazu: Tvrdenie 3 priamociaro vyplyva z Hallovej vety o existencii perfektného parovania v
bipartitnom grafe — Hall’s Marriage Theorem. Vrcholy predstavujice jednu vezu maji dost susedov v opacnej
particii, a vrcholy predstavujice viac ako jednu vezu maji ako susedov tplne celti opa¢na particiu.

Listing programu (Python)

def zelene(veza):
posledne, kde, kolko = max(veza) + 1, len(veza), O
while kde > 0 and vezalkde-1] < posledne:
posledne, kde, kolko = vezalkde-1], kde-1, kolko+l
return kolko

v = int ( input() )
veze = [ [ int(_) for _ in input().split() ] for __ in range(v) ]

P = [ int(_) for _ in input().split() ]

7z = [ zelene(veze[i]) for i in range(v) ]

C = [ len(veze[i]) - Z[i] for i1 in range(v) ]
D= [ P[i] - Z[i] for i in range(v) ]

print ( max( sum(C), max( c+d for c,d in zip(C,D) ) ) )

A-111-2  Hnusny plot

Kubické riesenie
Oznacme P[z][y][s] podet hnusnych plotov, ktoré st tvorené latami 1 az z, pricom prvd lata je y a potom plot

pokra¢uje smerom s (teda dohora, na vyssiu hodnotu, ak s =1, resp. dodola ak s =).
Tieto hodnoty vieme vsetky spocitat dynamickym programovanim.

Pre x = 0 mame jeden prazdny plot a pre x = 1 jeden plot, ktory nepokracuje dohora ani dodola.
Pre z = 2 mame P[2][1][1] = P[2][2][{] = 1.

Pre vicsie z plati nasledovny rekurentny vztah: Pozrime sa na konkrétnu hodnotu P[z][y][1]. Druh4 lata v tomto
plote ma dlzku z > y a nasledne plot pokracuje dodola. Celkovy pocet tychto plotov teda vieme zistif tak, ze
zistime pocet pre kazdé konkrétne z a tieto pocty sc¢itame.
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A ako zistime tento pocet pre konkrétne z?

Vsimnime si, ze hnusnych plotov s latami dizok 1 az z, ktoré zaéinaju latou y, je presne rovnako vela, ako
hnusnych plotov, ktoré st tvorené ingmi latami x roznych dizok a zadinaji y-tou najmensou spomedzi nich.
Inymi slovami, zjavne nezélezi na konkrétnych dizkach 14, len na ich relativnom poradi.

Ak zoberieme Tubovolny hnusny plot diiky x zalinajuci [y,z,...] pre z > y a zmazeme z neho tvodné y,
dostaneme hnusny plot tvoreny z — 1 latami. Tieto laty maju vietky dizky od 1 po z okrem y. N&§ hnusny plot
teda zacina (z — 1)-tou najmensou spomedzi pouzitych lat a potom pokracuje dodola. Plati preto, Ze takychto
hnusnych plotov je presne Pz — 1][z — 1][}].

Hladand hodnota P[z][y][1] je teda rovna stictu hodnot Pz — 1][z — 1][] pre vSetky z od y 4+ 1 po z.

Hodnoty pre hnusné ploty zacinajice dodola spocitame analogicky. Pozor len na rozdiel v £1: ked ideme z y
do z dodola, tak po odstraneni y je novy zaciatok z-tou najmensou spomedzi ostavajicich 1at, kedze tentokrat
bolo y vécsie ako z.

Toto riesenie ma ¢asovi zlozitost O(n3): poéitame rddovo n? roznych hodnoét a kazdd z nich zistime prejdenim
a sCitanim radovo nm moznosti.

Vypocet odpovede pre dany prefix plota

Ak méme dany prefix diiky 0, scitame pocty hnusnych plotov pre vSetky mozné zaciatky a smery pokracovania.
Ak méme dany prefix dizky 1, ¢ize je dany zaciatok ale nie smer, séitame poéty hnusnych plotov pre tento
zacCiatok a oba mozné smery pokracovania.

Ak je dany prefix dlhsi, zacneme tym, Ze skontrolujeme, ¢i je samotny dany prefix hnusny — musi ist striedavo
hore a dole. Ak to nerobi, je odpoved 0. Nech teraz M je mnozina obsahujica posledni latu daného prefixu (ti
ozna¢me p) a vSetky laty, ktoré eSte musime umiestnit. Hladanou odpovedou je potom hodnota P|z][y][s], kde
x = |M]|, y je poradové ¢islo laty p v mnozine M a smer s je opacny od posledného smeru v danom prefixe.

Kvadratické rieSenie

Na to, aby sme casovu zlozitost zlepsili z kubickej na kvadratickd, ndm stac¢i pouzit vzorce, ktoré sme si uz
odvodili vyssie, len ich sikovnejsie vyhodnocovat. VSimnime si napriklad nasledovné vztahy:

PROJ[7I[M] = + PRITI] + POISII] + POI9] [
PROJ[6][1] = POJ[6][V] + POI[TI[I] + POI[8][I] + PO][9][]

Vidime, ze druhy stucet sa od prvého lisi len v jednom ¢lene navyse. A rovnaké vztahy platia aj vo vseobecnosti:
ked pocitame hnusné ploty z x 1at zacinajtce latou y — 1 a pokracujtice dohora, mézeme vsetky moznosti rozdelit
do dvoch skupin:

e Ak je dalsia lata diiky z > y + 1, dostavame ploty v podstate identické s tymi, ktoré zacinaju latou y.
(Bijekcia: Ked zoberieme Iubovolny plot za¢inajici [y, z, ... ] a vymenime v fiom laty y a y — 1, dostaneme
takyto plot.)

e Navyse nam pribudli nové moznosti jediného typu: po zacéiatocnej late y — 1 pokracovat latou y. Len tieto
teda musime samostatne spocitat.

Toto nové pozorovanie nam umozni kazda z hodnot P spocitat v konStantnom cCase, a teda celkovo dostaneme
kvadratickt casoviu zlozitost.

Listing programu (C++)

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

const long long MOD = 1000000007; // vysledok poéitame modulo toto, aby nadm nepretiekli premennd
const int MAXN = 5007;

long long dohora[MAXN] [MAXN], dodola[MAXN] [MAXN], spolu[MAXN];

int main() {
int N, K;
cin >> N >> K;
vector<int> prefix(K);
for (int k=0; k<K; ++k) { cin >> prefix[k]; --prefix[k]; }

spolu[0] = spolu[l] = 1;
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dohora[2] [0] = dodolal2][1l] = 1;
] =

]
spolu(2 2;
for (int n=3; n<=N; ++n) {

// ploty z n lat, zaéinaji p, idd dohora

for (int p=n-2; p>=0; --p) dohora[n][p] = (dohoral[n][p+l] + dodola[n-1]1[p]) % MOD;
// ploty z n lat, zaéinaji p, idd dodola
for (int p=1; p<=n-1; ++p) dodola[n][p] = (dodola[n][p-1] + dohora[n-1][p-1]) % MOD;
for (int p=0; p<n; ++p) spolu[n] = (spolu[n] + dohora[n][p] + dodola[n][p]) % MOD;

}

if (K == 0) {
cout << spolu[N] << endl;

} else if (K == 1) {

int z = prefix[0];
cout << (dohora[N][z] + dodola[N][z]) % MOD << endl;

} else {
bool ok = true;
for (int 1i=0; i+2<K; ++i) if ( (prefix([i]<prefix[i+l]) == (prefix[i+l]<prefix[i+2]) ) ok = false;
if (ok) {
int z = prefix[K-1], mensie = 0;
for (int k=0; k<K-1; ++k) if (prefix[k] < z) ++mensie;
bool klesala = (prefix[K-2] > prefix[K-1]);
cout << (klesala ? dohora[N-K+1][z-mensie] : dodola[N-K+1][z-mensie]) << endl;
} else {

cout << 0 << endl;

}

A-111-3  Zhasni

Potrebujeme néjst takt okruzni cestu, pri ktorej do kazdej miestnosti vstipime neparne vela raz.
Pri rieseni budeme pouzivat terminologiu z teérie grafov. Miestnosti v dome st vrcholy grafu, hrany zodpovedaju
dveram medzi nimi.

Na mriezke: kedy neexistuje riesenie

Ked si mriezku ofarbime ako Sachovnicu, vidime, ze kazdé dvere vedd medzi bielou a ¢iernou miestnostou. Graf
popisujtci takyto dom je teda nutne bipartitng.

V bipartitnom grafe ma nutne kazda okruzna cesta parny pocet krokov, lebo musime skoncit v tej istej particii,
v ktorej sme zacinali, a pri kazdom kroku zmenime farbu miestnosti.

Na druhej strane, dizku konkrétnej okruznej cesty vieme spocitat tak, Ze sa pre kazdy vrchol pozrieme, kolkokrat
sme don vosli, a tieto ¢isla sc¢itame. Preto ak je celkovy pocet vrcholov n neparny a do kazdého z nich mame
vojst neparny pocet raz, musi byt celkova dizka takejto cesty nepéarna.

7Z toho vyplyva, Ze pre neparne n v bipartitnom grafe zadana tloha nemé rieSenie.

Na mriezke: ako vyriesit zvySok

Kedze nas graf je stuvisly, ma nejaki kostru — mnozinu n — 1 hran, ktoré stacia na to, aby vsetko bolo nadalej
prepojené.

Zvolme si lTubovolnt konkrétnu kostru. Napr. tak, Ze z vrcholu 0 spustime prehladavanie do hibky (DFS) a pre
kazdy iny vrchol zoberieme do kostry td hranu, ktorou tento vrchol objavime.

Nasu okruznu cestu vieme teraz zostrojit tak, Ze sa len po hranach tejto kostry prejdeme pomocou druhého,
vhodne upraveného DFS.

Uprava bude vyzerat nasledovne: Vidy, ked naposledy optstame nejakd miestnost = a vraciame sa z nej do
miestnosti y, pozrieme sa, ¢i v x zostalo zhasnuté svetlo. Ak nie, tak sa z y eSte raz vratime do x, aby sme tam
zhasli, a nasledne sa z x druhykrat vratime do y (a odvtedy uz do x nepo6jdeme).

Je zjavné, ze takto zabezpeCime, Ze v kazdej miestnosi inej ako miestnost 0, kde prehladdvanie zaciname aj
koncime takto dosiahneme, Ze tam na konci bude zhasnuté. Co vieme povedat o miestnosti 07 V kazdej z n — 1
zvys$nych miestnosti sme zhasli, ¢ize kazdd z nich sme navstivili neparne velakrat. Kedze n je parne, znamena
to, ze n — 1 je neparne, a teda do ostatnych miestnosti sme dokopy vstupili neparny pocet krat. Tiez vieme, ze
dokopy mé nasa okruzné cesta parnu dizku. Preto sme museli aj do miestnosti 0 vstipit neparny pocet krat, a
teda je na konci zhasnuté aj tam.
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Na vSeobecnom grafe

Aby sme predchadzajice rieSenie zovSeobecnili na domy s Iubovolnou topoldgiou, sta¢i nam vymysliet, ako
vyriesit suvislé grafy, ktoré nie si bipartitné. Ukéaze sa, ze v kazdom takomto grafe budeme vedief vsetko
zhasnit, a teda bipartitné grafy s neparnym n ostani jedinym pripadom, kedy riesenie neexistuje.

VysSie popisané rieSenie (vyberieme si kostru a prejdeme sa po nej) vzdy vyrobi okruzni cestu parnej diiky. Co
sa stane, ak ho pouzijeme na grafe, ktory nie je bipartitny? Pre parne n tam toto rieSenie bude nadalej fungovat,
kedze bipartitnost grafu pri dokaze spravnosti nijak nevyuzivame. Pre neparne n dostaneme takmer funkcné
riesenie s jedinym problémom: jedine v spalni, teda vrchole 0, ostane na konci rozsvietené. Toto potrebujeme
nejako napravit.

V kazdom grafe, ktory nie je bipartitny, niekde existuje aspoii jeden jednoduchy cyklus neparnej dizky. Nizsie
si toto dokdzeme a zaroven popiseme algoritmus, ako jeden takyto cyklus najst.

Upravime DFS, ktorym zostrojujeme kostru nasho grafu, nasledovne: Vrcholy si budeme explicitne farbit dvoma
farbami: Startovy vrchol bude biely; vsetci susedia bieleho vrcholu dostant ¢iernu farbu a naopak. Ak sa ndm
podari prejst cely graf a nikde nestretniat konflikt, prave sme overili, Ze graf je bipartitny (a ofarbenie, ktoré
sme zostrojili, st jeho particie). Vo vSetkych ostatnych pripadoch sa ndm niekedy pocas behu algoritmu stane,
7e spracuvame nejaky vrchol u a pocas toho narazime na hranu vedicu do skor spracovaného vrcholu v, ktory
dostal priradent rovnaku farbu ako v.

Akondhle nastane tdto situdcia, vieme, Ze nas graf nemoze byt bipartitny. A tiez vieme najst slubovany jed-
noduchy cyklus: sta¢i zobrat hranu wv a k nej jedint cestu, ktord vedie z u do v po nasej DFS kostre. Této
cesta ma parnu dizku (striedaji sa na nej biele a ¢ierne vrcholy a ma oba konce rovnakej farby), takze dokopy
s hranou wv dostavame slubovany cyklus.

Kompletny algoritmus pre neparne n teraz bude vyzerat nasledovne:
1. Spustime DFS aby sme zostrojili jednu kostru a overili, ¢i je nas graf bipartitny.
2. Ak sme zistili, Ze mame bipartitny graf, poddme spravu, Ze rieSenie neexistuje.

3. Ak sme nasli spor, vy&Sie popisanym sposobom zostrojime cyklus neparnej dizky a zapamétéame si, ktoré
vrcholy ho tvoria.

4. Nésledne dokonc¢ime nase prvé DFS a zostrojime si jednu konkrétnu kostru nasho grafu.

5. Spustime druhi fazu algoritmu: postupne sa prechadzame po zvolenej kostre a zabezpecujeme, ze kazdy
vrchol zhasneme, ked ho naposledy optstame.

6. Pocas tejto fazy algoritmu spravime jednu vec navyse: ked nase prehladavanie prvykrat vstipi do nie-
ktorého vrcholu nami zapaméataného neparneho cyklu, predtym, nez budeme pokracovat dalej v DFS po
kostre, cely tento cyklus raz obehneme.

7. Ked nase DFS dobehne, vieme, ze vSetky vrcholy okrem vrcholu 0 st zhasnuté. No tentokrat vdaka
obehnutiu neparneho cyklu vieme, 7e celkovd dizka nadej okruznej cesty je nepdrna. A ak sme pocas nej
kazdy z m — 1 zvysnych vrcholov (Co je parny pocet) navstivili neparne velakrdt, znamend to, ze aj do
vrcholu 0 sme museli vstipit neparne velakrat, a teda mame zhasnuté aj tam.

Zjednodusenie implementacie

Namiesto zostrojenia jednoduchého cyklu mézeme zobraf celii okruzni cestu neparnej diik}q ktord tvori cesta
0 do u po DFS kostre, hrana uv a cesta z v do 0 po DFS kostre.

Kedze tato okruzna cesta zarucene obsahuje vrchol 0, mézeme sa po nej prebehniit iplne na zaciatku prepinania
svetiel, a az nasledne spustit DFS, ktoré v kazdom vrchole zhasne, ked ho opusta.

Celkova Casova zlozitost nasho riesenia (¢i uz pdvodného alebo prave popisanej jednoduchsej verzie) je zjavne
linedrna od velkosti grafu, ¢ize O(n + d), kde n je pocet miestnosti a d je pocet dvier v nasom dome.

Este podotkneme, Ze nizsie uvedeny program pouziva vstupny format z podualohy B, pricom predpokladame, ze
graf na vstupe je jednoduchy — teda medzi kazdymi dvoma miestnostami vedd najviac jedny dvere.
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Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int N, D;

vector< vector<int> > G;

vector<int> farba, rodic;

int u, v; // hrana na neparnom cykle

void dfsl (int kde, int odkial) {
// zakorenime si strom, overime bipartitnost, ak nie je bipartitny, najdeme u+v
for (int kam : Glkde]) if (kam != odkial) {

if (farbalkam] == -1) {
farbal[kam] = !farbalkde];
rodic[kam] = kde;
dfsl (kam, kde);
} else {
if (farbal[kam] == farbalkde] && == -1) { u=kde; v=kam; }

}
}

vector<int> do_korena (int start) {
vector<int> odpoved(l, start);
while (start != 0) { start = rodic[start]; odpoved.push_back (start); }
return odpoved;

}

void dfs2 (int kde, vector<bool> &svieti) {
// rekurzivne vyriesime cely podstrom s korenom kde

for (int kam : Glkde]) if (rodic([kam] == kde) {
cout << kam << "_";
svieti[kam] = !svieti[kam];

dfs2 (kam, svieti);
cout << kde << "_";

svieti[kde] = !s;ieti[kde];
}
if (svieti[kde]) {
cout << rodic[kde] << " " << kde << "_";
svieti[kde] = !svieti[kde];
svieti[rodic[kde]] = !svieti[rodic[kde]];
}
}
int main() {

cin >> N >> D;
G.resize (N);
for (int d=0; d<D; ++d) { int x, y; cin >> x >> y; G[x].push_back(y); Gly].push_back(x); }

farba.resize (N, -1);

farbal[0] = 0;

rodic.resize (N, -1);

u = -1;

v = -1;

dfsl1(0, -1);

if (N%2 == 1 && u == -1) { cout << "NEDA_SA\n"; return 0; }

vector<bool> svieti (N, true);

if (N%2 == 1) {
// obehneme raz neparny cyklus
auto cesta_u = do_korena(u), cesta_v = do_korena(v);
cesta_u.pop_back();

reverse (cesta_u.begin(), cesta_u.end());
for (int x : cesta_u) { cout << x << "_"; svieti[x] = !svieti[x]; }
for (int x : cesta_v) { cout << x << "_"; svieti[x] = !svieti[x]; }

}
dfs2 (0, svieti);
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