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V skolskom roku 2011/12 na Slovensku prebehol uz dvadsiaty siedmy ro¢nik
Olympiady v informatike (OI). Do stfaze sa zapojilo 71 Ziakov v kategérii A

O priebehu 27. roénika Olympiady v informatike

(starsi) a 57 v kategoérii B (mladsi).

Najlepsich 27 riesitelov kategdrie A sa zUcastnilo celo$tatneho kola, ktoré sa
konalo v Rakoviciach, okres Piestany. Uspesni riesitelia celo§tatneho kola potom
na tradiénom tyzdiiovom vyberovom sustredeni bojovali o Gcast na medzina-
rodnych sutaziach a pripravnych akcidach. Cely ro¢nik bol korunovany milym
uspechom, ked sa v septembri 2012 na Medzinarodnej olympidde v informatike

(IOI) podarilo Eduardovi Batmendijnovi ziskat pre Slovensko zlati medailu.

Na celoslovenskej tirovni sa pocas celého ro¢nika o plynuly chod OI starala

Slovenska komisia OI v nasledujiicom zlozeni:

doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc.,
predsedkyna, UI PF UPJS, Kogice

RNDr. Michal Forisek, PhD., podpredseda, KI FMFI UK, Bratislava
RNDr. Andrej Blaho, PhD., FMFI UK, Bratislava

Mgr. Jan Katreni¢, PhD., PF UPJS, Kosice

Mgr. Juliana Siskové, PhD., FMFI UK, Bratislava

PaedDr. Ivan Brodenec, KI FPV UMB, krajsky predseda pre BB
RNDr. Eva Hanulova, Gym. J. Hronca, krajska predsedkyna pre BA

RNDr. Rastislav Krivos-Bellus, PhD.,
Ustav informatiky PF UPJS, krajsky predseda pre KE

prof. Ing. Veronika Stoffova, CSc.,
KI PF UJS, krajska predsedkyna pre NR

Mgr. Maria Majherova, PhD.,
Katedra matematiky FHPV PU, krajskd predsedkyna pre PO

Ing. Andrea Julény, KI FMech TnUAD, krajska predsedkyna pre TIN

doc. RNDr. Maria Lucké, CSc.,
KMI PdF TU, krajska predsedkyna pre T'T

RNDr. Peter Varsa, PhD., KI FRI ZU, krajsky predseda pre ZA
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Zastupcom IUVENTY zabezpecujicim organizacni stranku sttaze bol PhDr.
Peter Barat.

Tento ro¢nik OI bol hlavne v znameni tspesnej medzinarodnej pripravy.
Okrem tradi¢ného cesko-polsko-slovenského pripravného ststredenia (CPSPC)
sa niekolki na$i sutaziaci mali moznost zacastnit pripravnych sustredeni v zime
v Svajciarsku a v lete (vdaka prispeniu Slovenskej informatickej spolo¢nosti)
vo Svédsku. Verime, Ze tadto medzinarodna priprava prospela ako samotnym
sutaziacim v priprave, tak aj nam organizatorom pri nasej snahe drzat krok so
svetovou spickou.

Michal Forisek, podpredseda SK OI



Zadania domaceho kola kategodrie A

A-I-1 Bezpecna planéta

Planéty vo vesmire mozeme rozdelit na tri druhy:

— typ 0: neobyvatelné planéty, na ktorych ¢lovek okamzite zahynie,
— typ 1: nehostinné planéty, na ktorych ¢lovek chvilu prezije,

ale nie dlhodobo,
— typ 2: privetivé planéty, na ktorych ¢lovek moze spokojne zit.

Vsetky rasy zijiice vo vesmire cestuji medzi planétami prostrednictvom siete
jednosmernych teleportov.

Planétu volame bezpecnd, ak plati, ze je typu 2, a takisto su typu 2 vsetky
planéty, na ktoré sa z nej vieme dostat pomocou cestovania teleportami (mozno
aj viacerymi po sebe). Ak teda vysadite ¢loveka na bezpecnej planéte, mate
istotu, ze vSade, kam odtial docestuje, moze spokojne Zit.

Planétu volame znesitelnd, ak sice nie je bezpecné, ale d& sa z nej pomocou
teleportov (moZno viacerych po sebe) dostat na bezpeéni planétu bez toho,
aby sme museli nav§tivit planétu typu 0. Ak teda vysadite ¢loveka na znesitelne;
planéte a date mu vhodné inStrukcie ako cestovat, casom docestuje zivy a zdravy
na nejaki bezpecna planétu. Vsimnite si, Ze planéta typu 0 nemdze nikdy byt
znesitelna.

Stutazna tloha:

Dany je pocet planét n, pocet teleportov m, pre kazdt planétu jej typ a
pre kazdy teleport odkial kam vedie. Zistite, ktoré planéty s znesitelné a ktoré
bezpecné.

Format vstupu:

Prvy riadok vstupu obsahuje dve celé ¢isla n a m. Planéty si ocislujeme od
1 po n. Druhy riadok vstupu obsahuje n medzerami oddelenych celych cisel z
mnoziny {0, 1,2}: postupne pre kazdé i typ planéty ¢islo i. ZvysSok vstupu tvori
m riadkov, kazdy z nich popisuje jeden teleport. Popis teleportu pozostava z
dvoch ¢isel planét: odkial a kam vedie.

Vo vstupoch, za ktoré bude dokopy 5 bodov, bude 1 <n <500a 0 <m <
10000. V ostatnych vstupoch bude 1 < n < 100000 a 0 < m < 200 000.
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Format vystupu:

Vypiste dva riadky. V prvom z nich refazec ,bezpecne:" a za nim po-
stupnost ¢&isel bezpeénych planét. Cisla vypiste v usporiadanom poradi a pred
kazdym z nich vypiSte prave jednu medzeru. V druhom riadku vypiste retazec
.,znesitelne:" a postupnost ¢isel znesitelnych planét. Pouzite rovnaky formét
ako v prvom riadku. (Ak je niektora z postupnosti prazdna, bezprostredne za
dvojbodkou méa nasledovat koniec riadku.)

Priklad:
Vstup Vystup

bezpecne: 3 4 5
22220 znesitelne: 1 2

~NOoOO N WD, NN
O NO W o WN B~

A-I-2 NalozZena lod’

Na planéty, ktoré eSte nemaju teleportové termindly, ich treba priviezt me-
dziplanetarnou kozmickou lodou. KedZe este nik nevyvinul technolégiu na au-
tomatické pilotovanie takejto lode, musi ist s lodou aj posaddka. A ta potrebuje
jest. Tvojou tlohou bude presne naplnit cely potravinovy nakladny priestor lode
balickami s jedlom.

Problém je v tom, Ze balicky sa vyrabaji na Zemi, zatial ¢o lod je na obeZnej
drahe. Balicky teda treba dostat zo Zeme na kozmicka lod. To sa robi tak, Ze
sa zoberie niekolko bali¢kov, naloZia sa do kapsuly, t0 sa vystreli zo Zeme na
obeznu drahu, a tam si ju uz posadka lode odchyti.

Na Zemi maju k dispozicii n typov kapsul. Kapsula i-teho typu ma kapacitu
presne a; balickov — nezmesti sa do nej viac a zaroven ich kvoli spravnemu
vyvazeniu a doletu nesmie byt ani menej. Kapsul kazdého typu je k dispozicii
dostatocne vela.



ZADANIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE A 7

Napis program, ktory nacita pocet typov kapsul a ich kapacity a vypocita
najmensi pocet kapsil potrebny na nalozenie kozmickej lode. Sucet kapacit
pouzitych kapsal musi byt presne rovny kapacite k£ nakladného priestoru lode.

Format vstupu:
Prvy riadok vstupu obsahuje celé ¢islo n. Druhy riadok obsahuje n celjch

¢isel ay,...,a, oddelenych medzerami. Treti riadok obsahuje kapacitu naklad-
ného priestoru lode £.
Mbozete predpokladat, ze a3 < -+ < a, a ze a; = 1 (teda vzdy existuje

sposob, ako presne celt lod naplnit).

e Vo vstupoch za 3 body bude platit n < 5, a,, < 2000 a k < 30.

e Vo vstupoch za dalsie 4 body bude platit n < 30, a,, < 2000 a k <
1000 000.

e Vo vstupoch za posledné 3 body bude platit n < 30 a k < 10'®. Spomedzi
tychto vstupov jeden bod bude za vstupy s a,, < 100, druhy za vstupy s
an < 300 a treti za vstupy s a,, < 2000.

V8imnite si, Ze na uloZenie premennej k potrebujete pouzit 64-bitovil pre-
mennt: long long v C/C++, int64 v Pascale. Takéto velké premenné budete
tiez potrebovat na pocty kapsil v optimalnom rieSeni.

Format vystupu:

V prvom riadku vypiste najmensi pocet kapsil potrebny na presné nalozenie
nasej kozmickej lode.

V druhom riadku vypiste jedno Iubovolné rieSenie, ktoré pouzije tento po-

cet kapsul. Presnejsie, vypiste n celych cisel b1, ..., b, oddelenych medzerami,
pricom b; je pocet pouzitych kapsul velkosti a;.
Priklady:
Vstup Vystup
4 12
1 10 100 1000 7410
147

Pouzijeme 1 kapsulu s kapacitou 100,
4 s kapacitou 10 a 7 s kapacitou 1. To
je dokopy 144+ 7=12 kapsul.
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Vstup Vystup
3 2

1 8 10 020
16

Optimélne rieSenie je pouzit 2 kapsuly
s kapacitou 8.

A-I-3 Skladnik

Ignac bol skladnikom. Pil alkoholické napoje, pouzival vulgarizmy a v pra-
covnej dobe zvicsa spal. Niet divu, ze sa mu $éf uz dlhé roky vyhrazal, Zze ho
nahradi poc¢itacom. Az jedného dia ta chvila naozaj prisla: Séf kupil podcitac,
posadil ho na vratnicu skladu a Ignaca prepustil. Tym dosiahol presne rovnaky
stav ako doteraz, len pocitacu uz nemusel platit ziadnu mzdu.

Netrvalo vsak dlho a $éf si uvedomil, Ze pocita¢ dokonca mozu aj zapnit a
pouzivat. Potrebuju vSak na to vhodny softvér.

Poduloha a) (4 body) Napiste ¢o najefektivnejsi program, ktory bude spravo-
vat inventar skladu. Na vstupe budu prichddzat informécie o tom, kolko
kusov ktorého typu tovaru pribudlo alebo ubudlo. Po kazdom nacitani
novej informécie by vas program mal vypisat dva tudaje: celkovy pocet
kusov objektov v sklade a pocet roéznych typov objektov v sklade.

Poduloha b) (6 bodov) Napiste este jeden program, ktory tiez bude spravovat
inventar skladu. Jeho vstup bude vyzerat rovnako ako vstup prvého prog-
ramu. Po kazdom nacitani novej informécie by tento program mal vypisat
dva udaje: nazov typu veci, z ktorého je aktualne v sklade najviac kusov,
a tento pocet kusov. (Ak je viac moznych typov veci, vypiste ten, ktory
je prvy v abecednom poradi.)

Format vstupu:

V kazdom riadku vstupu je najskor jedno nenulové celé cislo §; a potom
jeden refazec s; obsahujuci nanajvys ¢ znakov anglickej abecedy. Vyznam tohto
riadku je, ze pocet veci typu s; v sklade sa zmenil o ¢;.

Pri pisani programov mozete predpokladat, ze £ < 50, Ze pocet typov veci
v sklade nikdy neprekroc¢i 100 000 a ze celkovy pocet kusov veci v sklade nikdy
neprekroc¢i 10! (a teda sa zmesti do beZnej celociselnej premennej). TieZ moZete
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predpokladat, ze nikdy nedostanete instrukciu, ktord by pocet veci nejakého
typu zmenila na zaporny.

Priklad:
vstup vystup, poduloha a)
+3 koberec kusov: 3, typov: 1
+2 buldozer kusov: 5, typov: 2
+1 buldozer kusov: 6, typov: 2
+7 zeriav kusov: 13, typov: 3
-3 buldozer kusov: 10, typov: 2
-5 zeriav kusov: 5, typov: 2
vystup, podialoha b)
koberec 3
koberec 3
buldozer 3
zeriav 7
zeriav 7
koberec 3
Hodnotenie:

Kazda poduloha sa hodnoti samostatne.

Ako stcast svojho riesenia odhadnite, ako najdlhsie (t.j. v najhorsom moz-
nom pripade) mdZze kazdému z vaSich programov trvat spracovanie n-tej in-
strukcie. (Pri odhade mozete pouzit premennt ¢ pre aktualny pocet typov veci
v sklade, premenna k pre aktualny pocet kusov veci v sklade a premenna /¢
pre maximalnu dizku nazvu veci.) Tato ¢asova zlozitost bude hlavnym krité-
riom hodnotenia. Snazte sa teda, aby vas program kazda informéciu zarucene
spracoval rychlo.

Pripominame: Ak pouzivate v programe netrivialne algoritmy alebo datové
struktury (napr. rozne stcasti STL v C++), stcastou popisu algoritmu musi byt
dostatocny popis ich implementacie, pripadne popis implementacie pribuzne;j
datovej Struktary s rovnakou ¢asovou zlozitostou operacii.
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A-I-4 Zlomkové programy

V tomto ro¢niku olympiady sa budeme v kazdom sttaznom kole stretdvat so
zlomkovymi programmi. V Studijnom texte uvedenom za zadanim tejto wlohy
je popisané, ako tieto programy funguju.

Stutazna tloha:

a) (5 bodov) Na vstupe je ¢islo n tvaru 2*3Y5, pricom z,y > 0.
Napiste program, ktory ho prerobi na cislo 5, ak x = y, resp. na ¢islo 7,
ak x # y.

b) (5 bodov) Na vstupe je ¢islo n tvaru 2*3, pricom x > 0.
Napiste program, ktory ho prerobi na ¢islo tvaru 2¥, kde y = [z/2].

Pred tym, nez svoje rieSenie odovzdate, si ho mozete otestovat. Na adrese
http://oi.sk/zlomky/ najdete interpreter zlomkovych programov.

Studijny text

Zlomkové programy predstavuju jeden velmi jednoduchy spésob, ako pocitat
niektoré funkcie na prirodzenych ¢islach. Samotny zlomkovy program je velmi
jednoduchy: je to kone¢né postupnost zlomkov, teda kladnych racionalnych ¢isel
(21, ceey Zk)

Vypocet zlomkového programu prebieha v krokoch. Pocas vypoctu si udrzia-
vame jediné celé cislo, tzv. aktualnu hodnotu a. Na zaciatku vypoctu na vstupe
n je a = n. Kazdy krok vypoctu vyzera nasledovne: Najdeme najmensie ¢ také,
ze a- z; je celé ¢islo, a zmenime aktualnu hodnotu na a - z;. Ak také ¢ neexistuje,
vypocet konci.

Priklad 1. Ukazeme si program, ktory pre vstup n = 2% (kde x > 0) vyrobi
vystup 3Y, kde y = x mod 3.

Jednym takymto programom je postupnost (1/8,9/4,3/2). Slovne si priebeh
vypoctu tohto programu mézeme popisat nasledovne: kym sa to d&, zmensuj x
0 3. Ked sa to uz neda, mame v a ¢islo 1, 2, alebo 4, vyrobime z neho teda 1,
3, alebo 9. Napriklad pre n = 1024 = 2!° sa hodnota a bude menit nasledovne:
910 L o7 L 94 L 9 3 g (Cislo nad sipkou je poradovym ¢islom zlomku,
ktorym sme a v danom kroku prenésobili.)
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Vsimnite si, ze zalezi na poradi zlomkov. Napriklad program (9/4,3/2,1/8) by
z C¢isla 2% vyrobil ¢islo 3*. Zlomok 1/8 by sa pri vypoctoch tohto programu ni-
kdy nepouzil. Iné vyhovujtce programy su (1/8,3/2), (3/2,1/27) a (1/27,3/2).
Rozmyslite si, preco kazdy z nich tiez riesi zadanu alohu.

Priklad 2. Co urobi program (2/2) na vstupe n = 47 A ¢o na vstupe n = 77?

Oblibenou chybou je odpovedat, Ze na vstupe n = 4 sa tento program za-
cykli, ale na vstupe n = 7 sa program zastavi, lebo 7 nie je delitelné dvomi.
Spravna odpoved ale je, Zze v oboch pripadoch bude program bezat do ne-
kone¢na. Zaujimaji nas totiz len hodnoty zlomkov, nie ich zapis. Zlomok 2/2
predstavuje raciondlne ¢islo 1, a 7-(2/2) =7 -1 je celé ¢islo.

Aby ste sa vo svojich rieseniach takto nepoplietli, odportic¢ame uvadzat
vSetky zlomky v zékladnom tvare. Pre takto zapisan( postupnost zlomkov po-
tom uz plati, Ze v kazdom kroku hladdme najmensie 7, pre ktoré menovatel
1-teho zlomku deli aktualnu hodnotu.

Priklad 3. UkdZeme si program, ktory pre vstup n = 2**! (kde z > 0)
vyrobi vystup 3712,

Cislo na vstupe je urcite parne a nie je delitelné ziadnym prvocislom inym
ako 2. Pouzijeme prvocislo 11 ako znacku, ze uz nie sme na zaciatku vypoctu. V
prvom kroku teda prepiseme &islo 27! na 2¢3211. Toto dosiahneme zlomkom
32.11/2=99/2.

Ak uz vidime v prvociselnom rozklade aktualnej hodnoty prvocislo 11, zna-
mena to, ze prvy krok mame uspesne za sebou. Mbézeme teda spokojne ,,me-
nit dvojky na trojky“. To vieme dosiahnut napriklad postupnostou zlomkov
(3-13)/(2-11) a 11/13. (Vsimnite si, ze nestac¢i pouzit jeden zlomok 33/22. Ak
vam nie je jasné, preco, precitajte si eSte raz priklad 2.)

Casom sa takto dostaneme k ¢islu 3*T211. V tejto situdcii uz sta¢i len vydelit
aktualnu hodnotu ¢islom 11 a mozeme skondit.

Pozor treba dat na to, ze vyssie popisané zlomky treba dat do spravneho
poradia: (39/22,11/13,1/11,99/2). V prvom kroku vypoctu sa zjavne pouzije
posledny zlomok. Od tejto chvile je aktualna hodnota delitelné ¢islom 11 alebo
13. Striedavo sa pouzivaju prvé dva zlomky, az kym sa nedostaneme do situacie
a = 3*t211. Vtedy sa uz prvy ani druhy zlomok pouzit neda. Pouzije sa preto
treti, ¢im dosiahneme a = 32 a vypocet zjavne konéi.

Poznamka. V rieSeniach podobnych tomu v priklade 3 nie je nutné citatele
a menovatele zlomkov roznasobovat. Pokojne uvedte svoje rieSenie v tvare:

((3-13)/(2-11), 11/13, 1/11, (32-11)/2).
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B-I-1 Teploty

Janka pripravuje softvér pre letisko, ktory bude vypisovat Statistiku o teplote
vzduchu nad pristavacou drahou. Pri drdhe ma senzor, ktory pravidelne posle do
jej pocitaca aktualnu teplotu. Jej program musi vzdy, ked pride nova hodnota,
vypisat tri tidaje: najmensiu, priemerni a najvicsiu teplotu za poslednych ¢
merani.

Napiste program, ktory bude tieto tri udaje pocitat a vypisovat. Pre vas
sme uz pre jednoduchost merania teploty pripravili vo forme vstupného stiboru.

Format vstupu:

V prvom riadku vstupného stuboru si dve celé cisla n a t: celkovy pocet
merani a dlzka intervalu, ktory nas zaujima. V kazdom z nasledujtcich n riadkov
je jedno realne ¢islo s presne dvomi desatinnymi miestami: nameranda teplota v
stupnioch Celzia. Tieto zaznamy s uvedené v poradi, v akom boli namerané.
Vsetky teploty st z rozsahu od —80.00 °C po 60.00 °C.

(Pre zaujimavost: Vstupy 3.txt a 5.txt obsahuji merania priblizne zod-
povedajuce readlnemu vyvoju teplot niekedy pocas roku 2011. Teploty pre tieto
vstupy boli merané zhruba raz za 10 sekind.)

Format vystupu:

Pre kazdé meranie zac¢inajic t-tym (vtedy mame prvykrat k dispozicii ¢
hodnét) a konciac poslednym n-tym vypiste jeden riadok a v fiom postupne tri
udaje: najmensie z poslednych £ merani, priemer poslednych ¢ merani a najvacsie
z poslednych ¢ merani.

Najmensiu a najviacsiu teplotu vypisujte na aspon dve desatinné miesta,
priemernt na aspon Styri. Drobné zaokrihlovacie chyby budeme ignorovat, ne-
trapte sa nimi. V Pascale mézZete pouzit na vypis priemernej teploty napri-
klad prikaz ,writeln(prienerna_teplota:0:4);“, v C/C—{——l— zase napriklad prikaz
Lprintf(”%4f”, priemerna_teplota); .



ZADANIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE B 13

Priklad:
Vstup Vystup

7 3 -23.23 -23.1967 -23.15

-23.15 -23.24 -23.2267 -23.21

-23.21 -23.24 -23.1967 -23.12

-23.23 -23.24 -23.1833 -23.12

-23.24 -23.20 -23.1700 -23.12

-23.12 . . .

93 19 I.Jrva‘pnemerna h/odnota (—23.1967)
93 90 je priemerom prvych troch teplot zo

vstupu (—23.15, —23.21 a —23.23).
Druha priemerna hodnota je prieme-
rom druhej, tretej a stvrtej nameranej
teploty. A tak dalej.

B-1I-2 Sudoku

6|2 513 14 628539714
2 8 711]9]2]4]8|5|3]6
46 1]2 305 /afl6|7/1]2/8]09
8 9 5 sl3l2fof1]sfa]6]7
6|7 2|39 514678 2]3]9]1
1 4 3 5 1l9|7]4l6|3]8]2]5
508 1|1 206[5]sofaf1]7]3
1 6 al7 3126958
918 5 412 98 1|3]5|7|6]4]2
zadanie sudoku jeho riesenie

Sudoku uZ dnes pozna snad kazdy. Teda okrem Kleofasa, ktory posledné tri
roky prezil v lese s vlkmi. Zadanim sudoku je stvorec 9 x 9, v ktorého niektorych
polic¢kach st cifry od 1 po 9. Ulohou riesitela je vyplnif vSetky zvysné policka,
a to tak, aby sa v kazdom riadku, v kazdom stlpci aj v kazdom zvyraznenom
stvorci 3 x 3 kazda cifra vyskytovala prave raz. Vpravo vidite priklad zadania
a spravneho rieSenia. Kleofas sa zacal ucit, ako rieSit sudoku. Uz objavil tri
pravidla. Vsetky si ukdZzeme na zadani na obrazku hore.

e Prvé pravidlo: Pozrime sa na stvrty stlpec.
Je v nom len jedno volné policko. Tam musi byt cifra 3.

e Druhé pravidlo: Vsimnime si policko v spodnom riadku v Siestom stlpci.
Jeding cifra, ktora tam este moze byt, je cifra 7.
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e Tretie pravidlo: Skiisme do siedmeho riadku umiestnit cifru 9.
Musi byt v piatom stlpci, nikam inam ju uz daf nesmieme.

Kazdé pravidlo sa d4 pouzif na fubovolny riadok, stipec, ¢i zvyrazneny stvo-
rec 3 x 3. V trefom pravidle mézeme skusat umiestnit Tubovolnu cifru.

Napiste program, ktory bude riesit sudoku. VA$ program to samozrejme
moze robit fubovolnym spésobom, ale na plny pocet bodov staci, ak bude vediet
spravne pouzivat KleofaSove tri pravidla.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupného stiboru je celé cislo ¢ — pocet zadani sudoku,
ktoré musite vSetky vyrieSit. Kazdé zadanie je popisané 9 riadkami. V kazdom
riadku je 9 znakov. Kazdy znak je cifra od 1 do 9, alebo bodka predstavujica
prazdne policko. Kazdé zadanie ma jednoznacné riesenie.

Do vystupného stuboru vypiste zaradom riesenia vsSetkych zadani.

Na vyrieSenie stiboru 1.txt sta¢i pouzivat prvé pravidlo na riadky a stlpce.
Na vyrieSenie stboru 2.txt stadi pouzivaf prvé pravidlo na riadky, stipce a
zvyraznené Stvorce 3 x 3.

Na vyrieSenie stiboru 3.txt sta¢i pouzivat prvé dve pravidla na riadky a stipce.
Na vyrieSenie stiboru 4. txt sta¢i pouzivat vietky tri pravidla na riadky a stlpce.
Na vyrieSenie stiboru 5.txt stac¢i pouzivat vSetky tri pravidla na riadky, stipce
a zvyraznené stvorce 3 X 3.

Priklad:
Vstup Vystup

1 942158376
0421.83.6 876943512
8..94...2 135762498
..5.6.4.8 318479625
.18479625 529681743
5....... 3 764325189
.6432518. 691834257
..1.3.2.. 457296831
457.9...1 283517964
2..5.7964

Na vyriesenie tohto zadania sudoku staci pouzivat prvé dve pravidld na
riadky a stlpce.
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B-I-3 Uhadni den

,Kedy mas narodeniny?“ opytala sa Anicka.

,V maji,“ odpovedal Misko, ,ale presny deni musis uhadnut!“
,Mal si tento rok narodeniny v utorok?*

,Ano.«

,Je to neskor ako dvanasteho?*

,Nie.“

»A je to jednociferné cislo?

,Nie.“

, Tak potom uz viem! Desiateho!“ uhadla Anicka.
Sttazna tloha:
Poduloha a) (3 body)

Anicka den Miskovych narodenin uhadla uz po tretej otazke. Ale to len
preto, ze mala Stastie. Ak by mal Misko narodeniny inokedy, mohlo sa jej
stat, ze by musela polozit otdzok ovela viac.

Najdite nejaka stratégiu, ako sa pytat otdzky tak, aby ste vedeli zarudit,
ze hladany den uhddnete po najviac 5 otdzkach. Kazda otdzka musi byt
taka, aby na nu Misko vedel odpovedat ,,ano“ alebo ,nie“.

(Stratégiu staci popisat slovne, napr.: ,Najskor sa ho opytam, ¢i mal tento
rok narodeniny cez vikend. Ak ano, tak druha otazka bude ... a ak nie,
tak druha otazka bude ...“)

Poduloha b) (4 body)

Aj Anicka chce, aby Misko uhadol, kedy méa narodeniny. Prezradila mu,
ze je to v decembri. Jej hra vsak ma trochu iné pravidla: Misko sa nemoé6ze
otdzky pytat postupne. Musi ich najskor vSetky napisat na papier, a az
potom mu Anicka vSetky zodpovie. (Opit, kazda otdzka musi mat odpoved
,ano® alebo ,nie“.)

Poradte Miskovi, aké otdazky ma napisat na papier a ako potom podla
Anickinych odpovedi urc¢i den jej narodenin. Pouzite ¢o najmenej otazok.
Poduloha c) (3 body)

Najdite optimalne riesenie predchadzajtcej podilohy a dokazte, ze je opti-
malne. Inymi slovami, zdévodnite, ze keby Misko polozil menej otazok, tak
nemoze mat istotu, Ze deni Anic¢kinych narodenin uhéadne.
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B-I-4 Cierne Stvorce

Ked Petko pozeral priamy prenos z parlamentu, v§imol si jedného poslanca.
Ten vicsinu c¢asu spal. Len ked sa blizilo hlasovanie, zdvihol hlavu, opytal sa
kamarata nalavo, kamarata pred sebou a potom podla toho zahlasoval. A spal
dalej.

Ked sa tak nad tym Pefko zamyslel, napadla mu zdkerna otazka: ¢o by sa
stalo, keby tak fungoval nie jeden poslanec, ale tplne vsetci? A kedze to je
otazka velmi zlozita, zjednodusil si ju do nasledujticej podoby:

Predstavme si nekone¢nt Stvorcovi siet. Na zaciatku st skoro vSetky Stvorce,
ktoré ju tvoria, biele — to st poslanci, ktori s proti aktualnemu navrhu. Len n
stvorcov je ¢iernych — to st poslanci, ktori su za.

Raz za minttu prebehne vseobecna diskusia. V nej si kazdy poslanec k
svojmu néazoru zisti eSte dva dalSie: nézor poslanca nalavo a nézor poslanca
zastévat pocas nasledujicej mintty.

To isté v rec¢i farebnych sStvorcov: noviu farbu Stvorca zistime tak, Ze sa
pozrieme na staré farby jeho, Stvorca nalavo od neho a Stvorca pod nim. Ako
jeho novu farbu vyberieme ti, ktort vidime aspon dvakrat. Tieto zmeny sa
udeju naraz pre vsetky stvorce. Na obrazku vidite priklad toho, ako sa po jedne;j
minate zmeni situacia.
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Stutazna tloha:

Poduloha a) (2 body)

Na obrazku je jedna mozné zaciato¢né situdcia. Na- |
kreslite, ako bude vyzerat o 1, 2, 3, 4 a 5 minat. (Mo- —
zete si bud pomdct programom, alebo odpovede zo- —
strojit rucne.) _

Poduloha b) (2 body)
V priklade v zadani sa pocet c¢iernych stvorcov zmensil zo 6 na 5.

Najdite jedno zaciatocné rozmiestnenie ¢iernych stvorcov, pre ktoré sa po
prvej mintte pocet Eernych $tvorcov nezmensi. (Ciernych $tvorcov musi
byt konecne vela a nesmie ich byt nula.)

Poduloha c) (2 body)

Najdite jedno rozmiestnenie 7 ¢iernych Stvorcov také, ze este aj po 6 mi-
nutach bude aspon jeden Stvorec Cierny.

Poduloha d) (4 body)

Hovorime, zZe Cierne Stvorce drzia pokope, ak sa z kazdého na kazdy da
prejst tak, ze ideme len po ¢iernych Stvorcoch a v kazdom kroku sa po-
hneme o poli¢ko jednym z 6smich zdkladnych smerov — ako kral v Sachu.
(Teda staci, aby S$tvorce po kope drzali rohom, ako na prvom obréazku
vlavo.)

Nech n a k st prirodzené cisla také, ze plati £ < n. Pre ktoré dvojice
(n, k) sa da rozmiestnit presne n ¢iernych Stvorcov tak, aby drzali pokope
a zaroven platilo, Zze po k£ mintutach budua prvykrat vSetky Stvorce biele?
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A-II-1 Bezpecné medziplanetarne cestovanie

Planéty vo vesmire mozeme rozdelit na tri druhy:
— typ 0: neobyvatelné planéty, na ktorych ¢lovek okamzite zahynie,
— typ 1: nehostinné planéty, na ktorych ¢lovek chvilu prezije,
ale nie dlhodobo,
— typ 2: privetivé planéty, na ktorych ¢lovek moze spokojne zit.

Vsetky rasy zijice vo vesmire cestujil medzi planétami prostrednictvom siete
obojsmernych teleportov. (Jednosmerné teleporty zrusili po tom, ako sa skol-
sky vylet z planéty QYX nevedel dva roky vratit spat domov.)

Postupnost na seba nadvizujucich teleportov volame cesta. Cesta je pre Iudi
bezpecnd, ak neprechadza cez ziadnu planétu typu 0. Ak z nehostinnej planéty
p vedie bezpecna cesta na nejaku privetiva planétu, hovorime, Ze z planéty p sa
clovek vie zachrdnit.

Teleport je kriticky, ak by jeho porucha sposobila, Ze sa zmensi pocet planét,
z ktorych sa ¢lovek vie zachranit. Inymi slovami, teleport ¢ je kriticky, ak existuje
planéta typu 1, z ktorej sa vieme dostat bezpecnou cestou na (aspon jednu)
planétu typu 2, ale pri kazdej takejto ceste musime pouzit teleport ¢.

Stutazna tloha:

V prvom riadku vstupu je pocet planét n a pocet teleportov m. Planéty
maju ¢isla od 1 po n. V druhom riadku je pre kazda planétu zadany jej typ.
Nasledne je pre kazdy teleport zadana dvojica planét, ktoré spaja. Medzi kazdou
dvojicou planét vedie najviac jeden teleport.

Najdite a vypiste vsetky kritické teleporty.
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Priklad:
Vstup Vystup

35

101111

OO O W W N RN
O N NO OO0k W WN O

Vstup je znazorneny na obrazku napravo.

Planéty typu 0, 1 a 2 st zakreslené ako kosostvorec, kruhy a Stvorce.

Clovek sa vie zachranit z nehostinnych planét 3, 5, 6 a 7. Ak by sa ale pokazil
teleport medzi planétami 3 a 5, uz by sa nedalo zachranit z planét 5, 6 a 7. Tento
teleport je teda kriticky. Na obrazku je hrubou ciarou.

Ziaden iny teleport uz kriticky nie je. Specialne si vS§imnite, Zze nam neprekéza
pokazenie teleportu medzi planétami 4 a 8. Z planéty 8 sa tak ¢i tak zachranit
nedalo.

Hodnotenie:

e Plnych 10 bodov mozZe ziskat riesenie, ktoré zvladne efektivne vyrieSit aj
vstup so stotisic planétami a milionmi teleportov.

e AZ 7 bodov sa da ziskat za rieSenie, ktoré zvladne efektivne vyrieSit vstup
s tisic planétami a par tisicmi teleportov.

e Kazdé korektné rieSenie, bez ohladu na to, ako pomalé bude, mdze ziskat
aspon 4 body.
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A-TI-2 Vlamacka a la Banach-Tarski

Po kratkom pobyte na slobode sa Sialeny robot Roberto opiit vydal na zloci-
necké chodnicky. Vlamal sa do laboratdria profesora Farnswortha a chce si odtial
odniest v obrovskom vreci profesorovu zbierku modelov vesmirnych lodi, aby ju
spenazil na ¢iernom trhu. Ako vSak préave zistil, zbierka je natolko rozsiahla, Ze
ju celt nedokaze uniest.

Okrem roznych neuzitoc¢nych vynalezov sa v laboratériu nachadza aj dupli-
kator modelov vesmirnych lodi. Tento stroj dokéZe vyrobit presni képiu Tubo-
volného modelu, no potrebuje na to isty ¢as. Vzniknuté kdpia je na nerozoznanie
od origindlu — mé rovnakt hmotnost aj cenu na ¢iernom trhu.

Roberto sa boji odhalenia, preto sa ponahla a nechce pouzit duplikdtor viac
ako jedenkrat. Poradte mu, ¢i a ktory model vesmirnej lode mé zduplikovat,
aby vedel ukradnut modely s ¢o najvyssou celkovou cenou.

Stutazna tloha:

V prvych dvoch riadkoch vstupu je zadand Robertova nosnost m a pocet
modelov n. Stcet hmotnosti modelov, ktoré Roberto vynesie, nesmie presiah-
nut m.

Nasleduje n riadkov, kazdy obsahuje popis jedného modelu vesmirnej lode —
jeho hmotnost w; a cenu ¢;. Modely st ocislované od 1 po n v poradi, v akom
su na vstupe.

Moézete predpokladat, Ze hmotnosti modelov aj Robertova nosnost st roz-
umne malé kladné celé ¢isla. (Presnejsie idaje najdete na konci zadania v
casti Hodnotenie.)

Vypiste ¢islo modelu, ktory méa Roberto zduplikovat, pripadne spravu, ze
nema zduplikovat ziaden model. Ak existuje viacero moznosti veducich k opti-
malnemu rieSeniu, vypiste Tubovolni z nich.

Nasledne vypiste najvyssiu moznu celkovi cenu modelov, ktoré potom do-
kaze Roberto naraz vyniest.

Priklady:
Vstup Vystup
5 nezduplikuj nic
2 najlepsia cena 3
21
43 Nezalezi na tom, ¢i nieco zdupliku-

jeme, aj tak si vezmeme iba jeden kus
— model s vahou 4 a cenou 3.
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Vstup Vystup

5 zduplikuj model 4

4 najlepsia cena 13

4 1

13 Zduplikujeme model (2,5) a potom si

35 vezmeme modely (1,3), (2,5) a (2,5).

5 5 Ich celkova hmotnost je 14+2+2=5, ¢o
este Roberto unesie, a ich celkova cena
je 3+5+5=13.

Hodnotenie:

e Plnych 10 bodov mozZe ziskat riesenie, ktoré zvladne efektivne vyrieSit aj
vstup s tisic modelmi a Robertovou nosnostou desattisic.

e A7 8 bodov sa dé ziskat za rieSenie, ktoré zvladne efektivne vyrieSit vstup
so sto modelmi a Robertovou nosnostou tisic.

e Jednym bodom méze byt zohladnend aj pamiitova zlozitost vasho riesenia.

Pozor! Sustredte sa na to, aby vase rieSenie bolo v prvom rade tplne ko-
rektné a vzdy naslo iplne najlepsiu moznu celkovii cenu. Riesenia, ktoré maju
principidlne nespravny algoritmus, ktory obcas najlepSiu cenu nenajde, budua
bodované velmi prisne!

A-II-3 Parazity

»Za vsetko mozu parazity!“ hlasala titulna strana Galaktického biologického
spravodajského tyzdennika (GBST). Vedcom sa totiz podarilo zistit, ze rozne
parazity vedia ovplyviiovat myslenie svojich hostitelov vo svoj prospech a do-
konca st hnacim motorom evolicie. Dalsim prekvapenim bolo, Ze sa parazitom
pacia Specialne typy DNA.

DNA je postupnost tzv. dusikatych baz. U pozemskych organizmov su Styri
(adenin, cytozin, guanin a tymin), ale mimozemské organizmy ich mézu mat
viac. VSetky mozné dusikaté bazy vo vesmire si ocislujeme od 1 po n. Nasledne
mozeme kazdi DNA reprezentovat ako postupnost celych ¢isel z tohto rozsahu.

Parazitom sa najviac pacia také suvislé useky DNA, ktoré obsahuju (aspon
raz) kazdu z n moznych dusikatych baz. Komora Slovenskych Parazitolégov
(KSP) sa teraz rozhodla preskimat DNA réznych vesmirnych organizmov a
zistit, ktora z nich sa ako velmi parazitom paci.
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Stutazna tloha:

V prvom riadku vstupu je zadany pocet dusikatych baz n a dlzka sktimanej
DNA d. V druhom riadku je popis DNA: postupnost d celych ¢isel. Kazdé
z tychto ¢isel je z rozsahu od 1 po n. Vypocitajte, kolko je v zadanej DNA
suvislych tsekov, ktoré obsahuju kazdua dusikata bazu aspon raz.

Priklady:
Vstup Vystup

14 10

1111

Kazdy tusek je jednoznacne urc¢eny miestami, kde zacina a konci. Aj ak rézne
useky obsahuju tu istil postupnost dusikatych baz, zaratame kazdy z nich.

Vstup Vystup

35
12

132

St to nasledujuce useky: (1,2,1,3), (1,2,1,3,2), (2,1,3), (2,1,3,2) a (1,3,2).

Vstup Vystup

4 5
12

4 4 2

V danej postupnosti sa nenachadza baza 3, preto neexistuje ziaden tsek
obsahujuci kazdu bazu aspon raz.

Hodnotenie:

e Optimalne riesenie, za ktoré udelime 10 bodov, zvladne efektivne vyrie-
it aj vstup s miliénom roznych dusikatych baz a DNA dlzky niekolko
miliénov.

e A7z 8 bodov sa da ziskat za rieSenie fungujtce pre Tudi (n = 4), ak zvladne
efektivne vyriesit aj vstup s DNA dlzky niekolko miliénov.

e Medzi 6 a 8 bodmi mozu ziskat rieSenia, ktoré si za sekundu poradia so
stotisicprvkovou DNA — podla toho, ako velké n zvladaju.

e Kazdé korektné riesenie, bez ohladu na to, ako pomalé bude, méze ziskat
aspon 3 body.



ZADANIA KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE A 23

A-11I-4 Zlomkové programy, maximum a scitanie
Studijny text k tejto tlohe najdete na strane 10 tejto rocenky.
Stutazna tloha:

a) (3 body) Na vstupe je ¢islo n tvaru 273Y, pricom z,y > 0.
Napiste program, ktory ho prerobi na &slo 5™ax(@v),

Teda napriklad:
e 7z ¢isla n = 144 = 2432 by mal vyrobit &islo 5 = 625,
e 7 ¢isla n = 729 = 2°3% by mal vyrobit &slo 5% = 15625.

b) (7 bodov) Na vstupe je ¢islo n tvaru 2397, pricom z,y > 0.
Napiste program, ktory ho prerobi na éislo 223Y5% 1Y,

Teda napriklad:
e 7 ¢isla n = 1008 = 24327 by mal vyrobit ¢islo 24325,
e 7 &isla n = 5103 = 29357 by mal vyrobit &slo 3656,

Hodnotenie:

Pri hodnoteni tlohy sa bude mierne prihliadat aj na casovi zloZitost vasich
zlomkovych programov — teda na pocet krokov vypoctu v zavislosti od para-
metrov x a y. Ak bude vas program potrebovat radovo viac krokov ako vzorovy,
mozete ziskat nanajvys 2 body v prvej, resp. nanajvys 6 bodov v druhej podu-
lohe.
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B-II-1 Letenka

Monika opit raz cestuje kamsi na opacny koniec sveta. Potrebovala by si
kupit letenku. Samozrejme, ¢o najlacnejsiu. AvSak prestupovat je otrava, preto
je Monika ochotné prestupovat najviac dvakrat.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory nacita ceny jednotlivych letov a najde Monike tri
mozné cesty: najlacnejsi priamy let, najlacnejsi let s najviac jednym prestupom
a najlacnejsi let s najviac dvomi prestupmi.

Format vstupu:

Kazdé letisko mé tzv. IATA kéd, tvoreny tromi velkymi pismenami. Napr.
bratislavské letisko je BTS, kosické je KSC a popradské je TAT. V prvom riadku
vstupného stiboru st dva nazvy letisk: odkial a kam Monika cestuje.

V druhom riadku vstupného stboru je ¢islo ¢: pocet priamych letov, na ktoré
si Monika moze kupit listok.

Nasleduje ¢ riadkov, kazdy z nich popisuje jeden let. Popis letu obsahuje
dva kédy letisk (odkial a kam leti) a cenu letenky v eurach (celé ¢islo od 1 do
10 000).

Lety st jednosmerné, teda napr. letom ,BTS KSC 47“ sa neda dostat z Kogic
do Bratislavy. Pre kazdy let bude platit, Ze koncové letisko je rozne od zaciatoc-
ného. Pre kazdu dvojicu letisk mdze existovat viacero letov z prvého na druhé
z nich. Tieto lety m6zu mat navzajom rozne ceny.

Nech n je pocet roznych letisk, ktoré sa aspon raz vyskytni na vstupe.
Ako najvicsi mozny vstup si mézete predstavit vstup, v ktorom n = 10000 a
¢ =1000000. Ak to pri svojom rieSeni potrebujete, mozete teda predpokladat,
ze radovo n? celych éisel sa do pamiite eSte zmesti.

Format vystupu:

Vypiste presne tri riadky. V prvom riadku uvedte cenu najlacnejsieho pria-
meho letu, v druhom cenu najlacnejSieho letu s max. 1 prestupom a v tretom
cenu najlacnejsieho letu s max. 2 prestupmi. Ak neexistuje ziadne riesenie, na-
miesto ceny letu vypiste retazec ,neexistuje®.
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Priklady:

Vstup Vystup Vstup Vystup
VIE ZRH neexistuje ZRH VIE 470
2 a7 8 330
VIE MUC a7 ZRH VIE 1200 260
23 ZRH VIE 470
MUC ZRH VIE ZRH 10
24 ZRH MUC 120

ZRH FRA 220
Priamy let neexistuje. MUC FRA 30
Najlacnejsi let z Viedne (VIE) MUC VIE 220
do Zurichu (ZRH) s najviac jed- FRA VIE 110

nym prestupom je cez Mnichov
(MUC) za 23+24 = 47.

Tento let je zaroven najlacnej-
Sim aj vtedy, ak dovolime dva
prestupy — lebo aj tak ni¢ iné
nemame na vyber.

B-I1I-2 Benatky

Hlavna ulicu v Benatkach tvori n domov stojacich jeden vedla druhého v
rade. Rozne domy moézu mat rézne pocty poschodi. Domy v Benatkach si sta-
vané tak, Ze sa medzi nimi d4a na lubovolnom poschodi prechadzat. To aby
si domorodci nezamodili nohy, ked idi niekam na opa¢ny koniec ulice. Aj po
strechach budov sa da chodit.

Problém je ale v tom, ze Benatky sa potapaju. Historické zdroje uvadzaju
¢isla medzi 0.4 a 2.4 mm/rok. Jeden vSak nikdy nevie, ¢i zajtra nezacnu klesat
radovo rychlejsie. No a ¢asom to povedie k tomu, ze niektoré domy skoncia celé
pod vodou a Hlavna ulica sa rozpadne na niekolko ostrovov. A to bude raj pre
gondolierov, ktori budt potom vSetkych obyvatelov medzi ostrovami prevazat.

Stutazna tloha:

Na vstupe dostanete pocet domov n a pre kazdy dom pocet poschodi, ktoré
ma (celé ¢islo od 1 po n).

Napiste ¢o najefektivnejsi program, ktory zisti vSetky nasledujiice udaje:
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Na kolko ostrovov bude rozdelend ulica, ked voda zatopi prvé poschodia
vsetkych domov?
Na kolko ostrovov bude rozdelena ulica, ked voda zatopi druhé poschodia
vSetkych domov?

Na kolko ostrovov bude rozdelend ulica, ked voda zatopi n-té poschodia
vsetkych domov?

(Ak voda prave zatopila k poschodi kazdého domu, strechy k-poschodovych
domov su eSte suché.)

Pozor! Existuju rozlicne efektivne rieSenia tejto tlohy. Prvé, ktoré najdete,
nemusi nutne byt to najlepSie.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu je celé ¢islo n. V druhom riadku st medzerami
oddelené pocty poschodi v domoch na Hlavnej ulici, v poradi v akom po sebe
na ulici nasledujua. Vyska kazdej budovy je celé ¢islo od 1 po n.

Na vystup vypiste n ¢isel, pricom i-te z nich ma byt pocet ostrovov vo chvili,
kedy voda zatopi spodnych ¢ poschodi kazdého domu.

Priklad:
Vstup Vystup

8 12221210
41756222

Na obrazku vlavo je situacia v sucasnosti, ktorti popisuji vstupné data z pri-
kladu. Cela ulica je zatial jednym velkym ostrovom.

Na obrazku uprostred je situacia, ked uz voda zatopila dve poschodia.
Vidime, ze ulicu teraz tvoria 2 ostrovy, preto je druhé cislo vo vystupe 2.

Na obrazku vpravo je situacia po zatopeni piatich poschodi.
Opét mame len 1 ostrov, preto je piate ¢islo vo vystupe 1.
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B-II-3 Anickine darceky

Anicka mala nedavno narodeniny. Kedze Misko uhéadol presny datum, zor-
ganizoval jej velku party a pozval vSetkych jej kamaratov. T1i su vSetci slusne
vychovani a nezabudli so sebou priniest kazdy po jednom darceku.

Ked uz svitalo a odisiel aj posledny host, dojatd Anicka si eSte raz poobzerala
vSetky tie nddherné darceky. Kazdému z nich urcila hodnotu a podla nej ich
usporiadala do dlhého radu, ktory koncil az kdesi v kuchyni.

Ked sa ale potom ulozila spat, prisnilo sa jej, Ze pride velka bieda. Anicku
ale len tak nieCo nezlomi. Rozhodla sa, ze ak ozaj nastant zlé casy a bude
potrebovat urcity obnos penazi, vyberie si jeden darcek, ktory preda. Zaroven
jej ale nesmie byt Itto, ze stacilo predat aj nie¢o menej hodnotné.

Stutazna tiloha:

Poduloha a) (6 bodov)

V pamiiti uz je nacitané pole celych cisel A, v ktorom si ulozené ceny
vsetkych n darcekov. Toto pole je usporiadané od najmensej ceny po
najvacsiu.

Vasou tlohou je napisat co najefektivnejsiu funkciu, ktord dostane ako pa-
rametre pole A, pocet darcekov n a sumu p, ktori Anicka potrebuje. Tato
funkcia musi najst najlacnejsi daréek, ktorého cena je vicsia alebo rovnd
ako p. Navratovou hodnotou vasej funkcie by mala byt cena doty¢ného
darceka, pripadne ¢islo —1, ak ziaden darcek nie je dostatoc¢ne drahy.

Dobra rada: Anicka peniaze potrebuje ¢o najrychlejSie. Keby vasa fun-
kcia musela prechadzat celé pole, asi by dovtedy Anicka umrela od hladu.
Snazte sa najst rieSenie, ktoré odpoved vypocita radovo rychlejsie.

Upozornenie: Naozaj uvedte presni implementaciu v nejakom vami zvo-
lenom programovacom jazyku. RieSenia obsahujtce len slovny popis algo-
ritmu buda hodnotené velmi prisne!

Priklad: Majme n = 12 darcekov.
Ich ceny nech su A = (2,3,3,3,5,8,9,10, 23, 32,47,99).

e Pre hodnotu p = 4 by vasa funkcia mala vratit hodnotu 5.

e Pre hodnotu p = 5 by vasa funkcia mala tiez vratit hodnotu 5.

e Pre hodnotu p = 17 by vasa funkcia mala vratit hodnotu 23.

e No a pre hodnotu p = 100 by vasa funkcia mala vratit hodnotu —1
(nemame darcek s cenou > 100)
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Podiloha b) (1 bod)

Na kolko policok pola A sa (v najhorSsom moznom pripade) pozrie tvoj
algoritmus riesiaci podilohu a)?

Nepotrebujeme presné ¢islo, sta¢i nam vediet, ako radovo zavisi tento
pocet od cisla n.

Poduloha c) (3 body)

Na kolko poli¢ok pola A sa (v najhorSom moZnom pripade) musi pozriet
uplne optiméalny algoritmus?
Svoje tvrdenie dokazte.

Kostra rieSenia podulohy a):

V Pascale by riesenie podilohy a) malo vyzerat priblizne nasledovne:

function najdi _darcek(var A : array of longint; n, p: longint) : longint;
var odpoved : |ongint;

{ sem napi s dekl araci e ostatnych prenennych }
begi n

{ ceny darcekov su A[0] az Al n-1] }
{ sem napis program ktory vypocita cenu darceka do prenennej odpoved }
naj di _darcek := odpoved;

end;

A v C zase napriklad nasledovne:

int najdi_darcek(int xA, int n, int p) {
/1 ceny darcekov su A[0] az A[n-1]
/1 sem napis program ktory vypocita cenu darceka do prenennej odpoved
return odpoved,

A v C++ trebars takto:

i nt najdi _darcek(const vector<int> &A, int p) {
/1l ceny darcekov su A[0] az Al A size()-1]
/1 sem napis program ktory vypocita cenu darceka do prenennej odpoved
return odpoved,
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B-II-4 Cierne $tvorce su tu opit

Rovnako ako v domacom kole, aj tuto sadu tloh ukonc¢ime jednou o prefar-
bovani stvorcov. Najskor si ale pripomenieme, ako nase prefarbovanie vlastne
funguje.

Predstavme si nekone¢nt Stvorcovi siet. Na zaciatku st skoro vSetky Stvorce,
ktoré ju tvoria, biele, len n ich je c¢iernych. Kazdti minttu pre kazdy Stvorec
vypocitame jeho novu farbu: Pozrieme sa na staré farby jeho, Stvorca nalavo od
neho a Stvorca pod nim. Ako jeho novi farbu vyberieme t1a, ktorta vidime aspon
dvakrat. Tieto zmeny sa udeju naraz pre vsetky Stvorce. Na obrazku je priklad

toho, ako sa po jednej minate zmeni situacia.
I I

Sutazna uloha:
Podiloha a) (2 body za hociktoré jedno rozmiestnenie / 3 body za obe)

Najdite jedno rozmiestnenie presne 7 ¢iernych stvorcov, pre ktoré plati:
O 3 minuty eSte bude aspon jeden Stvorec cierny, ale o 4 minuty uz budu
uplne vsetky stvorce v celej rovine biele.

Najdite iné rozmiestnenie presne 7 ¢iernych Stvorcov, pre ktoré plati: O 6
minit bude prave jeden stvorec v celej rovine ¢ierny. Tento Stvorec nesmie
lezat na ziadnej z pozicii, kde boli ¢ierne Stvorce na zaciatku.

Poduloha b) (2 body)

Marika nemé nekoneéni Stvorcov siet, preto si ttito hru skusa na papieri,
kde si nakreslila obdlznikovii oblast rozmerov 8 x 12. V tej si na zaciatku
vyfarbila nejaké c¢ierne Stvorce tak, aby ziaden z nich nelezal na okraji.
Priklad takéhoto vyfarbenia:




30

ZADANIA KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE B

Moze sa Marike niekedy stat, Ze o par minat bude niektory zo Stvorcov
na okraji jej oblasti ¢ierny?

(Marika po¢ita nové farby stvorcov na okraji tak, ako keby okolo jej pa-
piera boli este dalSie biele Stvorce.)

Poduloha c) (3 body)

Vie Marika zafarbit na ¢ierno niektoré Stvorce vo vnutri svojej oblasti tak,
aby aj po 100 mintitach menenia farieb mala vo svojej oblasti aspon jeden
¢ierny stvorec? Ak ano, najdite jedno také zaciatoCné zafarbenie, ak nie,
zdovodnite, preco to nejde.

Poduloha d) (2 body)

Na zaver sa vratme k nekonecnej Stvorcovej sieti. Ak ste tispesne vyriesili
vSetky doterajsie podulohy, ste pripraveni na zaverecnu otazku.

Najdite nejaké (nie nutne najmensie) prirodzené ¢islo k také, aby platilo:
Ak na zaciatku zafarbime na ¢ierno Iubovolnych 47 Stvorcov, tak po k
minatach uz zarucene budu vSetky Stvorce v celej rovine biele.

Samozrejme, svoje tvrdenie patricne dokazte.
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A-III-1 Odpoved

Na tivod tohto zadania si pripometime, Ze medidn postupnosti neparnej dizky
je jej prostredny prvok podla velkosti. Inymi slovami, je to ten jej prvok, ktory by
bol presne uprostred, ak by sme dant postupnost usporiadali. Napriklad medié-
nom postupnosti (3, 1,4, 1, 5) je ¢islo 3 a medidnom postupnosti (9, 2, 6,5, 3,5, 8)
je cislo 5.

Po dlhé roky sa vo vesmire hladala odpoved na zékladni otézku zZivota,
vesmiru a vbébec. Nakoniec tuto odpoved pocita¢ na to uréeny aj vypocital.
Samotna odpoved vSak bola pomerne prekvapiva: bolo nou ¢islo 42. A az vtedy
mnohi pochopili, Ze radsej mali chciet poznat samotnt otézku.®

Ako z tejto kase von? Jeden napad mali ¢lenovia Klubu Starostlivych Pisarov
(skratene KSP4ci): mozno bolo v skutocnosti ¢islo 42 len ¢astou dlhsej odpo-
vede, ktort sa nepodarilo zachytit. KSPaci nastastie po dlhé roky starostlivo
zapisovali vSetky dodlezité cisla, na ktoré vo vesmire narazili: od poc¢tu zelenych
opic az po velkost atémov v pravom zadnom kute galaxie. V postupnosti, ktora
zapisali, sa ¢islo 42 nachadzalo prave raz. No a KSPaci by teraz chceli najst
podrobnejsiu odpoved na otdzku Zivota, vesmiru a vobec. Nazdavajua sa, Ze ide
o suvisli podpostupnost zaznamenanych ¢isel, ktorej medidnom je prave nasa
stard znama hodnota 42. Existuje ale vobec takato podpostupnost? A nie je ich
nahodou viac?

Stutazna tloha:

Dané je celé ¢islo n a nasledne postupnost tvorend n celymi ¢islami. Prave
jedno z tychto cisel je rovné 42.

(Ostatné ¢isla mozu byt velké, ale zmestia sa do beZnej celociselnej premen-
nej. MoZete napr. predpokladat, Ze st z rozsahu od —10? po 10°.)

Napiste program, ktory spocita, kolko mé tato postupnost stuwvislych podpo-
stupnosti, ktoré maja nepdarnu dizZku a zaroven medidn rovny 42.

LAk vam tieto slova ni¢ nehovoria, odportéame vam knihu od Douglasa Adamsa s ndzvom
Stoparov sprievodca po galaxii (v originali The Hitchhiker’s Guide to the Galaxy). S rieSenim
tejto lohy vam znalost tejto knihy samozrejme nijako nepomoze.
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Priklad:
Vstup Vystup
10 6
-5 13 42 88 37 41 43 100 50
72

Je to tychto 6 podpostupnosti:
(42),
(42,88, 37),

(42,88, 37,41, 43),

(13,42, 88),

(13,42, 88,37,41,43,100) a
(—5,13,42,88,37,41, 43,100, 50).

Hodnotenie:
’ . 9 . /v
Umyselne neuvadzame obmedzenie na velkost premennej n. VA$ program
dostane tym viac bodov, ¢im lepsia bude jeho ¢asova zlozitost v zavislosti od n.

A-III-2 U obchodnika s rozlicnym kradnutym tovarom

Vdaka vasim rieSeniam z krajského kola sa Sialenému robotovi Robertovi
podarilo nepozorovane ukradnit za plné vrece modelov vesmirnych lodi. Po
tomto trufalom kusku sa Roberto nahlil na ¢ierny trh, kde sa chysta toto vrece
predat. Chce zaii dostaf presne s peiiazi. (Cislo s je kladné a celé.)

Na trhu sa plati pomocou n druhov minci. (Kazdy druh minci ma kladna
celociselnt hodnotu. VSetky tieto hodnoty st pomerne malé.)

Samozrejme, platenie funguje ako v beznom obchode: Platiaci nemusi za-
platit presnti sumu. Moze zaplatit aj viac a néasledne si nechat vydat sumu, o
ktoru zaplatil viac ako mal. Aj Roberto, aj obchodnik na trhu maja z kazdého
druhu mince dostatoc¢ne vela kusov.

Roberto sa i tentoraz ponahla, preto chce, aby celd transakcia prebehla ¢o
najrychlejsie. Pozaduje, aby platba sumy s prebehla takym spdsobom, pri kto-
rom bude celkovy pocet kusov minci pouzitych pri plateni a vydavani najmensi
mozny. KedZe to vobec nie je lahké tloha, Roberto sa obratil na vas. Poradte
mu, lebo inak vas bonzne policii, ze ste mu minule pomahali pri kradezi.
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Stutazna tloha:

V prvom riadku vstupu je zadana celociselna suma s, ktortu chce Roberto do-
stat, a po¢et druhov minci n. Druhy riadok obsahuje kladné celé ¢isla ¢q, ¢a, . . ., ¢,:
hodnoty jednotlivych druhov minci. Tieto hodnoty st usporiadané vzostupne.
Navyse plati ¢; = 1, aby sa kazda suma urcite dala zaplatit.

Vypiste dva riadky obsahujice po n ¢isel. V prvom riadku vypiste pre kazdy
druh mince pocet takych minci, ktoré ma pouzit obchodnik, v druhom riadku
po¢ty minci, ktoré ma Roberto obchodnikovi vydat. Poradie vypisanych hodnot
ma zodpovedat poradiu zo vstupu. Ak existuje viacero rieSeni s optimalnym
celkovym poc¢tom pouzitych minci, najdite lubovolné z nich.

Priklady:

Vstup Vystup
00O
010

1
0

8 4
12510

Suma 8 sa jednou mincou zjavne zaplatit nedd, no dvomi to uz ide: obchodnik
zaplati 10 a Roberto mu vyda 2.

Vstup Vystup

10 3
156

o O
o N
o O

Hodnotenie:

Sustredte sa na to, aby vaSe rieSenie bolo v prvom rade korektné — teda
vzdy naslo optiméalny sposob platenia. Riesenia, ktoré nebudu korektné, budua
posudzované velmi prisne! U vicSiny typov rieSeni je velmi doleZitou sucastou
rieSenia dokaz jeho spravnosti. Riesenia, v ktorych dékaz nebude uvedeny,
mozu (podla toho, nakolko je/nie je zjavny) stratit zna¢na ¢ast bodov.

e 10 bodov sa d& ziskat za rieSenie, ktoré zvladne efektivne vyrieSit vstupy
sn <100, ¢, <1000 a s < 1018,

e AZ 8 bodov sa d4 ziskat za rieSenie, ktoré zvladne efektivne vyrieSit vstupy
s n <100, ¢, <1000 a s < 106,

e A7 5 bodov sa déa ziskat za rieSenie, ktoré zvladne efektivne vyriesit vstupy
sn <50, ¢, <1000 a s < 1000.

e Kazdé korektné rieSenie moze ziskat aspon 3 body.
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A-III-3 Zlomkové programy sa lucia
Studijny text k tejto tlohe najdete na strane 10 tejto rocenky.

Stutazna tloha:

Sutaznd uloha sa sklada z troch poduloh, oznacenych ,a“, .bl“ a ,b2“. U
poduloh bl a b2 sa ocakava, ze si vyberiete a vyriesite jednu z nich.
Ak sa pokusite vyriesit aj podalohu bl, aj podulohu b2, zapodita sa vam ta z
nich, za ktort dostanete viac bodov. Za Iubovolné korektné riesenie podilohy b2
budi udelené aspori 4 body. Ak teda viete vyriesit podilohu b2, nie je potrebné
uvadzat rieSenie podilohy bl.

a) (3 body) Na vstupe je ¢islo n tvaru 273Y5%, pricom z,y, z > 0.
Napiste program, ktory ho prerobi na &slo 7™edian(zy.2),

Medidnom troch ¢isel je prostredné podla velkosti. Teda napriklad:
median(2, 5,8) = 5, median(8,2,5) = 5 a median(3,3,7) = 3.
VA4 program ma teda napr. z éisla n = 28325 vyrobit ¢&slo 7°.

bl) (3 body) Na vstupe je ¢islo n tvaru 27 - 47, pricom = > 0.
Napiste program, ktory ho prerobi na ¢islo 3%,

Teda napriklad:
e 7 ¢isla n = 47 = 2° - 47 by mal vyrobit ¢islo 3° = 1,
e 7 ¢isla n = 2% - 47 by mal vyrobit ¢&islo 316.

b2) (7 bodov) Na vstupe je ¢islo n tvaru 2%, pricom x > 0.
Napiste program, ktory ho prerobi na ¢islo 3¥, kde y = [/z |-

Znacenie [z]| oznacuje hornu celd cast ¢isla z: najmensie celé ¢islo, ktoré

je aspoit z. Napr. [4.7] =5, [47] =47, [V16] = [4] =4 a [/22] = 5.

V4 program maé teda napriklad z éisla n = 216 vyrobit ¢islo 3% a z &isla
n = 222 vyrobit &islo 3°.

Hodnotenie:

Pri hodnoteni Glohy sa bude prihliadat aj na ¢asovu zlozitost vasich zlomko-
vych programov — teda na pocet krokov vypoctu v zavislosti od parametrov x,
y a z. Ak bude vas program potrebovat radovo viac krokov ako vzorovy, mézete
ziskat nanajvys 2 body v podulohe a, nanajvys 2 body v podulohe b1, resp. 4-6
bodov v podiilohe b2.
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A-III-4 Tucny Santa

Onedlho bude april. A ako viete, v aprili uz supermarkety za¢inaja predavat
vyrobky s viano¢nou tematikou a na severnom poéle zac¢inaju mat plné ruky
prace s pripravou Vianoc.

Momentalne Santa Claus a elfovia riesia délezity problém, ako sa dostat od
kozuba (prip. okna ¢i dveri, ked sa do miestnosti nedé inak dostat) ku vianoc-
nému stromceku. A to veru nie je vobec lahké, pretoze ludia maju teraz plné
obyvacky nabytku a harabturd. Kedze Santa neddvno trocha pribral a ziskal tak
krasny obdlznikovy podorys, je naozaj zézrak, ze sa ku stroméeku dokéze dostat.
(Prezradime vam tajomstvo: obcas si pri tom pomdZe vianoénou méagiou.)

Vasou tlohou bude poméct Santovi najst najkratsiu cestu k stromceku.

Stutazna tloha:

Obyvacka je obdlznikova miestnost, ktort si mézeme predstavit ako mriezku
tvorenu ry X s1 Stvorcovymi polickami. Niektoré policka st prazdne, iné obsahuja
prekazky. Policka st oéislované od (0,0) v Tavom hornom po (r; — 1,81 — 1) v
pravom dolnom rohu miestnosti.

Santu si moézeme predstavit ako obdlznik rozmerov 74 X so. Santa je vzdy
umiestneny tak, aby zakryval presne r X so policok miestnosti. Pohybovat sa
vie len v Styroch smeroch rovnobeznych s osami mriezky, a to vzdy o 1 policko.
Nemoze sa otacat, teda strana Santu, ktord mé dlzku rs, je vzdy rovnobezné so
stranou miestnosti, ktora ma dlzku r;.

Santa zacina v lavom hornom rohu, kde zaberéa policka od (0,0) po (ry —
1,59 — 1). Aby mohol umiestnit daréeky pod stromdéek, potrebuje sa na naj-
mensi mozny pocet krokov dostat do protilahlého rohu, teda zaberat policka
od (r1 —rg, 81 — s2) po (r1 — 1,81 — 1).

Pocas svojej cesty nesmie Santa nikdy stupit na prekazku.

V niektorych situdciach (ktoré maju pre vas hodnotu 5 bodov) vie Santa
pouzivat magiu. Pomocou maéagie vie naraz presunut nanajvys m prekazok do
inej dimenzie, a teda stat aj na polickach, kde tieto prekazky lezali. Méagiu vie
Santa plynule presuvat z jednej prekazky na druhi, takze ak mu najdete trasu,
kde sa bude po kazdom kroku prekryvat s nanajvys m prekazkami, bude po nej
vediet prejst. PocCas svojej cesty nesmie Santa nikdy opustit obyvacku, a to ani
za pomoci magie.
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Format vstupu:

V prvom riadku vstupu je pit celych ¢isel oddelenych medzerami. St to
rozmery obyvacky ri, s1, rozmery Santu r9, s a mnozstvo dostupnej magie m.

Nasleduje popis obyvacky: r1 riadkov, z ktorych kazdy obsahuje retazec tvo-
reny s; znakmi. Znak ‘.’ (bodka) oznacuje volné policko, znak ‘X’ (velké iks)
prekazku.

Mozete predpokladat, Ze na zaciatku pod Santom nie je ziadna prekazka.

Format vystupu:

Vypiste jeden riadok a v niom jeden retazec znakov: postupnost krokov, ktoré
méa Santa urobit, aby sa dostal do ciela svojej cesty. Na popis cesty pouzijeme
svetové strany: presun o riadok dohora budeme oznacovat ‘S’ (sever), presun o
stlpec dolava ‘Z’ (zapad); opa¢né smery budt ‘J’ (juh) a ‘V’ (vychod).

Ak neexistuje ziadna postupnost krokov, ktora Santu dovedie do protilahlého
rohu, vypiste jeden riadok a v niom text ,Santa je chudak.“ (bez ivodzoviek).

Ak existuje viacero vyhovujucich postupnosti, vypiste najkratsiu z nich. Ak
stale existuje viacero vyhovujucich postupnosti, moézete vypisat ITubovolnu.

(Zdoéraznujeme, ze vo vstupoch s m > 0 nie je potrebné hladat postupnost,
kde Santa pouzije ¢o najmenej magie celkovo, resp. ¢o najmenej magie naraz.
Jediné, ¢o je dolezité, je minimalizovat pocet krokov, ktoré Santa spravi.)

Obmedzenia:

Testovacie vstupy su rozdelené do 15 sad. Za kazda sadu, ktord vas program
celil spravne vyriesi, dostanete jeden bod. Vo vSetkych testovacich vstupoch
plati 1 < ry < 71 <2000, 1 < 59 < 51 <2000 a0 <m < rgsy. V ziadnom
testovacom vstupe nebude stucasne platit r; = ro aj s = so. (Santa je vzdy
mensi ako obyvacka.) Na plny pocet bodov by vas program mal vediet spravne
vyrieSit uplne vSetky takéto vstupy.

Nasleduju podrobné informacie o tom, ako vyzeraja testovacie vstupy.
Obzvlast upozornujeme, Ze ak vas program spravne vyrieSi vSetky vstupy s
m = 0, ziska aspon 10 bodov.

¢islo sady | 1-10 | 11 | 12-15
max. mnozstvo magie m 0 1 r9S9

¢islo sady 1-2 3| 4-6, 12 | 7-10, 11, 13-15
max. rozmery Santu ro X so | 1 x1 | 10 x 10 | 10 X s1 r1 X S1
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¢islo sady 1,4 2,5, 7 8, 13
max. rozmery izby r; x s1 | 20 x 20 | 200 x 200 | 1000 x 1000
¢islo sady 9,14 | 3, 6, 10-12, 15
max. rozmery izby 71 X s1 | 1500 x 1500 2000 x 2000
Priklady:
Vstup Vystup
22110 VJ
Aj vystup ,JV¥ je spravny.
Vstup Vystup
58220 JJJVVVSVVVJ
"""" V tomto pripade ide o jedinu najkrat-
.. . XXXX .. ,
X Siu postupnost pohybov.
..... X..
Vstup Vystup
58220 Santa je chudak.
Y XXXX Oproti predchadzajicemu prikladu
XX pribudla prekazka na (2,1). Tu Santa
nemd ako obist.
..... X..
Vstup Vystup
58221 JJJVVVVSVVJ
"""" Teraz tych prekazok pribudlo este
... XXXX . . . vep p
viac, Santa vsak vie pouzit ma-
XXXX.. . e . .. .
XX giu. Vsimnite si, ze nevyhovuje cesta
o X ,JIIVVVVVV¥ — totiz krok pred cielom

by Santa musel stat naraz na dvoch
prekazkach a na to neméa dost magie.
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A-III-5 Ministerstvo

Ministerstvo pre boj s byrokraciou ma n dradnikov. Ti st oznaceni ¢islami
1,2,...,n. Cislo 1 mé4 samotny minister, ostatné ¢isla nemaji ziaden Specialny
vyznam.

Kazdy tradnik okrem ministra mé svojho $éfa. Uradnik a je nadriadenym
uradnika b, ak je a bud priamo $éfom b, alebo je nadriadenym $éfa b. (Inymi
slovami, vtedy, ak je a $éfom b, alebo $éfom $éfa b, alebo ...) Ministerstvo ma
stromovu Struktiru, teda ziaden dradnik nie je nadriadenym sebe samému.

Kazdy tradnik vratane ministra Séfuje oddeleniu ministerstva. Do tohto
oddelenia patri on sam a tiez vSetci tradnici, ktorym je nadriadenym. (Obcas
sa stane, ze oddelenie je tvorené len jednym clovekom.)

Bojovnikom proti byrokracii treba pravidelne zvySovat mzdu, aby dobre
bojovali. To minister dosahoval nasledovnymi prikazmi:

1. Ak je mzda tradnika u ostro mensia ako x, treba ju zvysit o y.

2. Ak je priemerna mzda oddelenia, ktorému $éfuje uradnik u, ostro mensia
ako x, treba kazdému tradnikovi z oddelenia zvysit mzdu o .

Potom ale prisli volby a s nimi aj novy minister. Mlady, nesktseny, plny
idedlov. Inymi slovami, fakt nevedel, ako to chodi. A preto zacal vydavat aj
prikazy tretieho typu:

3. Najdi najmensiu mzdu uradnika v oddeleni, ktorému séfuje tradnik wu.
Tato mzdu nastav kazdému v tomto oddeleni.

Co &ert nechcel, upratovacka vyhodila papier, na ktorom mala mzdova ué-
taren aktualne mzdy. Jediné, co zostalo, su platy uradnikov na zaciatku roka a
zoznam ministerskych prikazov v chronologickom poradi. Vasou tlohou je zistit
aktualne platy.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory dostane popis ministerstva, zaciato¢ny plat kazdého
uradnika a postupnost ministerskych prikazov a vypise plat kazdého tradnika
po vykonani vsetkych prikazov.

Na ziskanie 12 bodov nie je nutné implementovat spracovanie pri-
kazov nového ministra.
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Format vstupu:

V prvom riadku vstupu je ¢islo n, udavajiace pocet uradnikov. Nasleduje n
riadkov, pricom i-ty z nich popisuje uradnika cislo . Kazdy z tychto riadkov
obsahuje nasledujtuce udaje: zaciato¢ny plat z;, pocet priamych podriadenych
p; a zoznam ich c¢isel. VSetky tidaje st oddelené medzerami.

(Mozete predpokladat, Ze popis hierarchie ministerstva je korektny. Kazdy
uradnik okrem ministra sa ako priamy podriadeny vo vstupe vyskytne prave
raz, a to tak, aby nevznikol ziaden cyklus.)

Nasleduje riadok s ¢islom ¢, udavajicim pocet ministerskych prikazov. Zvy-
sok vstupu tvori q riadkov, kazdy z nich popisuje jeden prikaz, v poradi, v akom
boli vykonané. Popis prikazu ma jeden z tychto tvarov:

e .1 ux y“: zodpovedd moznému zvysSeniu platu aradnika

e 2 ux y“: zodpovedd moznému zvysSeniu platu celého oddelenia vedeného
uradnikom u

e .3 u“: zodpoveda prikazu nového ministra

Format vystupu:
Vypiste n riadkov, v kazdom jedno celé ¢islo. Cislo v i-tom riadku mé byt
zaverecny plat i-teho turadnika.

Obmedzenia:

Testovacie vstupy su rozdelené do 15 sad. Za kazda sadu, ktora vas program
cela spravne vyriesi, dostanete jeden bod. Vo vSetkych testovacich vstupoch
plati pre zaciato¢né platy 0 < z; < 1000.

Vo vsetkych testovacich vstupoch plati v kazdom prikaze: 1 <u <n, 0 <z <
10°, 0 < y < 1000.

Rozne testovacie vstupy maju rézny pocet uradnikov n a rézny pocet pri-
kazov ¢. LiSia sa tiez v nasledujtcich parametroch: hibke hierarchie h, pocte
vykonani druhého prikazu vy a tom, ¢i sa vo vstupe vyskytuju aj prikazy no-
vého ministra.

(Hlbka ministra je 0, jeho priami podriadeni majt hibku 1, ich priami pod-
radeni 2, atd. Hibka hierarchie je maximum z hibok tradnikov, ktori ju tvoria.
Hodnota v, udava len pocet tych prikazov druhého typu, ktoré naozaj zmenia
platy tradnikov.)

Nasledujuca tabulka prehladnou formou udéva, nanajvys aké parametre
maju ktoré testovacie vstupy.
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¢islo sady 1-3 4 5-6 7-11 12 13-15
n | 1000 | 100000 | 100000 | 100000 | 100000 | 100000
g | 1000 | 100000 | 100000 | 100000 | 100000 | 100000
h | 1000 50 50 | 100000 | 100000 | 100000
vy | 1000 50 | 100000 50 | 100000 | 100000
prikazy ,3 u“ nie nie nie nie nie ano
Priklady:
Vstup Vystup
7 10
102 2 6 25
52 3 4 21
10 21
115 28
10 4
217 3
10 Prva operacia sa nevykona, lebo prie-
3) . Do L.
o415 mer daného oddelenia je 1, ¢o nie je
menej ako 1. (Dané oddelenie tvoria
1527 , . . . .
uradnici 4 a 5. Obaja maju v tejto
2 2 20 20 1 P . y
chvili plat 1.) Druha a tretia operacia
2 2 20 100 . p , .
sa vykonaju. Stvrtd operacia sa nevy-
26 22 . - p . .
kona. Piata sa vykona, lebo priemer je
1.5, ¢o je menej ako 2.
Vstup Vystup
3 4
10 2 2 3 4
4 0 4
I 0 Minister ma plat 10, jeho podriadeni
31 maju platy 4 a 7. Vykona sa instrukcia

3. typu pre ministra. Najnizsi plat v
jeho oddeleni je 4, ten teda dostanti
vsetci.



Riesenia domaceho kola kategorie A

A-I-1 Bezpecna planéta

V&imnime si, Ze definiciu bezpe¢nej planéty mozeme preformulovat nasle-
dovne: bezpecné su tie planéty, z ktorych sa nedd docestovat na planétu typu
0 alebo 1. Inymi slovami, planéta nie je bezpecna prave vtedy, ak sa z nej da
docestovat na planétu typu 0 alebo 1.

Mnozinu vSetkych planét, ktoré nie si bezpecné, teda vieme zostrojit jedno-
duchym prehladavanim zadanej siete teleportov. Zaéneme vo vSetkych planétach
typu 0 a 1 a odtial pokrac¢ujeme proti smeru teleportov — ak planéta x nie je
bezpecna a existuje teleport z y na x, tak ani y nie je bezpecna.

Mnozinu bezpec¢nych planét nasledne ziskame ako doplnok mnoziny planét,
ktoré nie si1 bezpecné.

Nésledne zostrojime vSetky znesitelné planéty. Na to stac¢i pouzit druhé pre-
hladévanie, opét proti smeru teleportov. Tentokrat za¢neme na vSetkych bez-
pecnych planétach a pokracovat smieme len cez planéty typu 1 a 2. Takto zjavne
nijdeme vsetky planéty, odkial vie ¢lovek dosiahnut bezpec¢nt planétu.

V nagom programe pouzivame v oboch pripadoch prehladavanie do sirky. Ca-
sova aj pamitova zlozitost nasho rieSenia je zjavne linearna od velkosti vstupu,
teda ©(n + m).

Existuje aj alternativne, komplikovanejsie riesenie s rovnakou ¢asovou zlozi-
tostou. Mnozinu bezpeénych planét vieme zostrojit aj tak, ze v zadanom grafe
najdeme silno suvislé komponenty. Planéta je bezpecné prave vtedy, ak jej kom-
ponent obsahuje samé planéty typu 2 a navyse plati, ze kazdy teleport veduci z
tohto komponentu vedie na bezpecnu planétu.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <vector >
#i ncl ude <queue>
usi ng nanmespace std;

int N, M
vector<int> typy;
vector< vector<int> > tel eporty;

vect or <bool > prehl adaj (const vector<int> start, bool nopze0) {
vect or <bool > navstivil (N+1, fal se);
queue<i nt> Q



42 RIESENIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE A

for (unsigned i=0; i<start.size(); ++i) {
navstivil[ start[i] ] = true;
Q push( start[i] );

}
while (!Qenmpty())
int kde = Qfront(); Q pop();
for (unsigned i=0; i<teleporty[kde].size(); ++i) {
int kam = tel eporty[kde][i];
if (!nmoze0 && typy[kan]==0) continue;
if (navstivil[kam) continue;
navstivil [ kaml = true;
Q push(kanm;
}

return navstivil ;

int main() {
cin > N> M
typy.resize( N+1);
for (int n=1; n<=N; ++n) cin >> typy[n];
teleporty.resize(N+1);
while (M-) {
int x, vy;
cin >> x >> vy;
tel eporty[y]. push_back(x);

/1 prve prehladavanie: z planet typu 0 a 1 cez cokol vek
vector<int> startl;

for (int n=1; n<=N;, ++n) if (typy[n]<2) startl.push_back(n);
vect or <bool > nebezpecne = prehl adaj (startl,true);

[l druhe prehl adavani e: z bezpecnych planet cez typ 1 a 2
vector<int> start2;

for (int n=1; n<=N; ++n) if (!nebezpecne[n]) start2.push_back(n);
vect or <bool > znesitel ne = prehl adaj (start2,fal se);

/1 vypis vysl edku
cout << ”bezpecne:”;

for (int n=1; n<=N, ++n) if (!nebezpecne[n]) cout << ”." << n;
cout << endl << "znesitelne:”
for (int n=1; n<=N; ++n) if (nebezpecne[n] && znesitelne[n]) cout << ”." << n;

cout << endl;

A-I-2 NalozZena lod’

Prvé rieSenie, ktoré vicsSine Iudi napadne, je priamodiary ,pazravy“ postup.
K3ym sme este neposlali vSetky balicky, opakujeme: najdeme najvacsiu kapsulu,
ktort eSte vieme naplnit, naplnime ju a posleme.

Problém je, Ze toto rieSenie nemusi pouzit najmensi mozny pocet kapsil.
Pozorni riesitelia si isto vSimli, ze aj pre jeden z prikladov uvedenych v zadani
existuje lepsie riesSenie ako to, ktoré vyrobi nas pazravy postup. Budeme na to
teda musiet ist inac.
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Rozumne malo bali¢kov:

Ukazeme si najskor riesenie, ktoré bude fungovat pre rozumne maly po-
¢et balickov k, a potom ukazeme, ako toto rieSenie vyleps$it, aby fungovalo aj
pre obrovské pocty balickov. Toto prvé rieSenie bude zalozené na myslienke
dynamického programovania: Ozna¢me M [z] najmensi pocet kapstul potrebny
na prepravenie presne x balickov. Pre tieto hodnoty lahko ndjdeme rekurzivny
vztah: Ak mam prepravit x balickov, musim si vybrat nejakt kapsulu 7 a tou
poslat a; balickov (pricom musi byt a; < x). Néasledne mi zostane este x — a;
neposlanych balickov, a na tie treba este M[x — a;] kapstl.

Formalne moézeme tento vztah zapisat nasledovne:

M[z] =1+ min Mz — a;],
a; <x

pricom nesmieme zabudnitf na zaciatoéni podmienku M[0] = 0 (na 0 ba-
lickov zjavne stac¢i 0 kapstl). Minimum je v tom vztahu preto, Ze my mame na
vyber, aka kapsulu pouzijeme, a teda si vyberieme t11, ktora je v danej situacii
pre nas najvyhodnejsia.

Pomocou tohto vztahu vieme konkrétnu hodnotu M [z] spocitat v ¢ase O(n),
ak uz pozname vsetky hodnoty M|0..z — 1]. Ak teda budeme postupne pocitat
hodnoty M[1], M[2], ..., MIk|, dostaneme program, ktory bude mat casovi
zlozitost O(nk).

Prave popisany program nam sice spocita hodnotu M k|, teda optimalny
pocet kapsul, ktoré treba na poslanie k£ balickov, ale to nam nestaci. My navyse
potrebujeme aj zostrojit jeden konkrétny rozvrh, pri ktorom pouzijeme prave
tolko kapsil. Ako na to? Zjavne si sta¢i pre kazdé x zapamiitat to i, pre ktoré je
M [x — a;] minimalne — teda poradové ¢islo kapsuly, ktort je najlepsie pouzit, ak
mame presne x balickov. Ak je viac moznosti pre i, zapamitame si lubovolntu
jednu z nich.

Pomocou takto zapamitanych informécii uz Iahko zostrojime jedno opti-
malne rieSenie. Za¢neme s k balickami. Pozrieme sa na optiméalnu velkost kap-
suly pre k balickov a pouzijeme ju. Tym sa nam pocet balickov zmensi na nejaké
k’. Pren sa opif pozrieme na optiméalnu velkost kapsuly, pouzijeme ju, a tak da-
lej, az kym pocet balickov neklesne na nulu. Casova zlozitost tohto zostrojenia
rieSenia je zjavne O(k), lebo v kazdom kroku zostavajuci pocet balickov klesa a
kazdy krok vykoname v konstantnom case.

Tato faza je teda zanedbatelné oproti vypoctu hodndt M|0..k]. Celkova ca-
sova zlozitost nasho algoritmu zostava rovna O(nk).
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Velmi vela bali¢kov:

Predchadzajuce riesenie pri obmedzeni n < 30 prestava byt prakticky pouzi-
telné uz pri k = 108. Nage vylepsenie tohto rieenia bude zaloZené na myslienke,
7e pre obrovské k sa ndm urcite oplati pouzit velakrat najvicsiu kapsulu.

Ako takéto tvrdenie ale dokazat? Predstavme si, Ze mame napriklad dve
kapsuly: jedna na 5 bali¢kov, druha na 7. Co o nich vieme povedat? Uréite sa
nam neoplati pouzit 7-krat tG mensiu — namiesto toho by sme pouzili 5-krat ta
vacsiu a tym uSetrili dve kapsuly. ZovSeobecnenim tohto prikladu sa dé dokazat
nasledujuce tvrdenie: Pre kazdé ¢ < n plati, ze kapsulu ¢islo ¢ pouzijeme v
kazdom optimalnom rieSseni menej ako a,-krat.

Toto tvrdenie sa vSak da eSte zosilnit. Oprieme sa o pomocné tvrdenie z
tedrie cisel: Nech sq,...,s; su prirodzené c¢isla. Potom nejakd ich neprazdna
podmnozina mé sucet delitelny ¢islom ¢. Dokaz: Uvazujme ¢ + 1 suc¢tov: 0, sq,
s1-+8g, az s1+- - -+ 5. Niektoré dva z nich, nech st to sy +---+s; a s1+---+s;
(pre nejaké 0 < i < j < t), ddvaji nutne po deleni ¢ rovnaky zvySok. Potom ale
Si+1 + -+ s; je delitené ¢, a teda sme nasli vyhovujicu podmnozinu.

Co z tohto tvrdenia pre nas vyplyva? Ze v kazdom optimalnom rieseni nanaj-
vys (a, — 1)-krat pouzijeme inti ako najvicsiu kapsulu. Totiz ak by sme pouzili
a,, mensich kapsul, podla prave dokdzaného tvrdenia existuje ich podmnozina,
ktorej sucet je delitelny a,,. Namiesto doty¢énych mensich kapsul by potom bolo
vyhodnej$ie niekolkokrat pouzit ti najvicsiu.

Hladanie optimalneho riesenia teda moézeme rozdelit na dva kroky: Najskor si
pre kazdy pocet balickov od 0 po trebars a2 spocitame, ako ho najlepsie poslat
pomocou kapsul inych ako posledna. Medzi takto spocitanymi rieseniami sa
ur¢ite nachadza aj ¢ast toho celkovo optimélneho. A potom uz len vyskasame
vSetky mozné pocty pouzitia najvicsej kapsuly, ktoré pripadaja do uvahy, a
vyberieme z nich ten najlepsi. Takéto riesenie mé ¢asovi zloZitost O(na?).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <vector >
usi ng nanmespace std;

int main() {
/1 nacitanie vstupu a vypocet hranice, po ktoru pobezi dyn. prog.
int NN cin>> N,
vector<long | ong> A(N);
for (int n=0; n<N, ++n) cin >> A[n];
long long K; cin >> K

long long K1 = Al N-1] «Al N-1];
if (K<Kl) K1=K;
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/1 vypocet optinmal nych rieseni pre male pocty balickov
vect or <l ong | ong> best (K1+1, 1LL<<62), how K1+1, -1)
best [ 0] =0;
for (int k=1; k<=K1; ++k)
for (int n=0; n<N-1; ++n)
it (Aln] <= k)
if (best[k-A[n]]+1 < best[k])
best [ k] =best [ k- A[ n]]+1, how k] =n;

/1 vypocet optinal neho riesenia pre K balickov
I ong | ong bestsum = K+1, K2=-1;
for (int k=0; k<=K1; ++k)
if ((K-k)%\ N 1] ==0)
if (best[k]+(K-k)/A N-1] < bestsum
best sum = best [ k] +(K-k)/A[ N-1], K2=k

/1 vypis riesenia

cout << bestsum << endl ;

vector<long | ong> B(N, 0);

B[N-1] = (K-K2) / A[N-1];

while (K2) { ++B[how[K2]]; K2 -= Al how K2]]; }

for (int n=0; n<N, ++n) cout << B[n] << (n==N-1 ? "\n" : ".");

A-I-3 Skladnik

Riesenie prvej podulohy:

Hlavnt ostaru nam robi skuto¢nost, Ze veci na vstupe maji mené — retazce,
ktoré musime spracovat. Keby to boli namiesto retazcov malé prirodzené ¢isla,
stacilo by v prvej podulohe pouzit obyc¢ajné pole. Takto ale potrebujeme datova
Struktiru, ktord ndm umozni efektivne menit mnozinu retazcov a pre kazdy
retazec v nej si pamétat nejaké idaje navyse. (V nasom pripade pojde o jedno
celé ¢islo: aktudlny pocet vyskytov dotyéného predmetu v sklade.)

Jedno mozné efektivne rieSenie je pouzit datova Struktiru nazyvani pismen-
kovy strom, po anglicky trie. (Slovo trie by sa spravne malo ¢itat tri, lebo nazov
je odvodeny od slova retrieval. Mnohi Tudia vSak preferuja vyslovnost t¢rdj, aby
ho odlisili od vSeobecného stromu (tree sa tiez Cita tri).)

Pismenkovy strom je zakoreneny strom, v ktorom mé kazdy vrchol najviac 26
synov. Hrany do synov st ozna¢ené roznymi pismenkami (od a po z). Kazdému
vrcholu v zodpoveda jedna cesta z korena nadol, a tou je jednoznacne urcené
slovo, zodpovedajice danému vrcholu. (Toto slovo si ,precitame® na hranéch,
po ktorych ideme z korena do v.)

Do pismenkového stromu vieme lahko ulozit mnozinu slov. Jednoducho vy-
tvorime vsetky vrcholy, ktoré treba na to, aby sme si mohli na ceste z korena
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dole ,,precitat® kazdé z nasich slov, a nasledne oznacime tie vrcholy, kde niektoré
z ulozenych slov kon¢i. V nasom pripade dokonca ani nepotrebujeme ni¢ expli-
citne oznacovat. Staci si v kazdom vrchole trie pamiitat jedno celé ¢islo: pocet
veci so zodpovedajicim menom, ktoré mame v sklade. Vo vrcholoch, ktorych

retazce nepopisuju veci v sklade, budi jednoducho nuly.

Priklad takéhoto stromu si moézete po-
zriet na obrazku 1. Z kazdého vrcholu ve-
die v skutoc¢nosti dodola az 26 hran — tie,
ktoré nevedii nikam (NULL pointre), sme
pre prehladnost nekreslili. Dvojitym kraz-
kom si1 znazornené vrcholy, kde niektoré zo
slov kon¢i. V nich st uvedené cisla, ktoré
zodpovedaji poc¢tom danych veci v sklade.
V ostatnych vrcholoch st ulozené nuly.

Okrem samotného pismenkového stromu
na vyriesSenie prvej podulohy uz nepotrebu-
jeme skoro ni¢. Stacia nam dve celociselné
premenné, v ktorych si paméatame aktualny
pocet roznych typov veci a aktualny pocet

kusov veci v sklade. Tieto vieme vzdy po spracovani riadku vstupu v konstant-
nom c¢ase prepocitat. Pri praci s pismenkovym stromom vieme Iubovolny retazec
spracovat v ¢ase priamo imernom jeho dlzke, teda O(f). Tak4 je teda aj celkova

Obr. 1: Trie
skladu, v ktorom je: 1x os, 5X
osma, 7x oko a 3Xx pes.

¢asova zlozitost spracovania kazdého riadku vstupu.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <cstring>
usi ng nanespace std;

struct trie {
struct __vrchol {
i nt pocet;
__vrchol =xsyn[26];

_vrchol () { pocet=0; nenset(syn, 0, sizeof(syn)); }

}s

__vrchol =xroot;
int cel kovo_typov;
I ong | ong cel kovo_veci ;

trie() { root = new __vrchol (); cel kovo_typov =

voi d update(const string &S, int add) {

/'l najdene a ak treba vyrobi ne zodpovedaj uc

__vrchol =xkde = root;
for (unsigned i=0; i<S.size(); ++i) {

cel kovo_vec

vr chol

zodpovedajuci

= 0;

}
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idx = g[i]-"a
if (! kde->syn[idx]) kde->syn[idx] = new __vrchol ();
= kde->syn[i dx];

/1 upravinme pamatanu hodnotu
cel kovo_veci += add;

i f (kde->pocet == 0) ++cel kovo_typov;
kde- >pocet += add;
if (kde->pocet == 0) --cel kovo_typov;
}
b
int main() {
trie T;
int znmena,
string nazov;
while (cin >> znmena >> nazov) {
T. updat e(nazov, znena) ;
cout << "kusov:.” << T.cel kovo_veci
cout << 7, _typov:.” << T.cel kovo_typov << endl
}
}

(Prave uvedené riesenie este neméa optimélnu pamitova zlozitost. Vylepsit
ho vieme nasledovne: vzdy, ked zo skladu nejaki vec Gplne odstranime, zmazeme
tie vrcholy pismenkového stromu, ktoré s v danej chvili zbyto¢né. Takto do-
siahneme rieSenie, ktorého pamitova zlozitost je O(¢t), teda linedrna od sactu
dlZok nazvov veci aktudlne pritomnych v sklade. Program bude kvoli tispore
miestom uvedeny len v elektronickej verzii tychto rieseni.)

Riesenie druhej podulohy:

Jednou mozZnostou, ako tto podulohu riesit, je pouZit rieSenie z prvej poda-
lohy a len si navyse pamiétat, ktorej veci je momentalne v sklade najviac kusov.
Takéto riesenie vsak prilis efektivne nebude. Ako vyzera jeho najhorsi pripad?
Ten nastane zakazdym, ked zo skladu odnest niekolko kusov tej veci, ktorej je
v danej chvili najviac. KedZze o poctoch ostatnych veci ni¢ netusime, musime
ich prezriet vSetky. V najhorSom moZnom pripade teda budeme musiet najst
najviacsi spomedzi t zdznamov, ¢o sa da spravit s casovou zlozitostou O(¢t).

Ako sa d& takémuto zlému pripadu vyhnat? Zaznamy o veciach sa oplati
udrZiavat usporiadané podla aktualneho po¢tu kusov. Pri kazdej operacii potom
obetujeme trochu ¢asu na ,upratanie“ — preusporiadanie zdznamov tak, aby
boli nadalej usporiadané. Odmenou nam bude zaruka, Ze kazdu poziadavku
spracujeme rozumne rychlo, bez nutnosti prezerat zbyto¢ne vela zdznamov.

Aké teda poziadavky méame na nova datova Struktiru? Potrebujeme vediet
efektivne robit dve veci: Prvou je najst zaznam zodpovedajici konkrétnemu
typu a zmenit v ilom pocet kusov. No a druhou je najdenie zdznamu, ktory mé
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momentalne najvacsi pocet kusov. Najjednoduchsim riesenim bude k pismen-
kovému stromu pridat este jednu datova struktaru: haldu.?

V halde budeme mat pre kazdy typ veci jeden zdznam, a v fiom si budeme
pamiitat ndzov daného typu a pocet jeho kusov. Zaznamy v halde buda uspo-
riadané podla zadania — teda primarne podla poc¢tu kusov a sekundarne podla
abecedy. Navyse buda nase dve datové struktury medzi sebou prepojené: v kaz-
dom vrchole pismenkového stromu si budeme pamiitat, kde je zodpovedajuci
zaznam v halde (ak existuje) a v kazdom zazname haldy si budeme pamétat,
ktorému vrcholu pismenkového stromu zodpoveda.

Spracovanie kazdej inStrukcie potom bude vyzerat nasledovne:

1. Nacitame instrukciu.

2. Podla nazvu typu veci najdeme zodpovedajici vrchol v pismenkovom
strome.

3. Pomocou hodnoty, ktort si v danom vrchole paméatame, najdeme zodpo-
vedajuci zaznam v halde.

4. Prislusne upravime pocet vyskytov daného typu veci.

5. Zmenou v predchadzajicom kroku sme mohli porusit podmienku haldy.
Zmeneny zaznam preto v pripade potreby presunieme haldou dohora alebo
dodola tak, aby sme opéit dostali platna haldu.

NajpomalSou ¢astou riesenia je posledny krok, v ktorom upravujeme haldu.
Pocet zéznamov v halde je ¢, jej hibka je teda O(logt). Tolkokrit moze byt
potrebné zmeneny zaznam presunit o troven vyssie ¢i nizsie. Zakazdym mu-
sime dany zaznam porovnat so zdznamom bezprostredne nad nim a dvomi bez-
prostredne pod nim, a na kazdé toto porovnanie treba O(f) ¢asu — v pripade
rovnosti poc¢tov totiz moéze byt potrebné porovnat aj nazvy. Celkova casova
zlozitost tpravy haldy je teda O(¢logt).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanp
#i ncl ude <cstring>
#i ncl ude <vector>
usi ng nanmespace std;

struct __vrchol {
__vrchol =xsyn[26], =otec;
i nt index_hal da;
_vrchol (__vrchol « otec=NULL) : otec(otec) {

2Popis haldy neuvddzame. Zaujemcom odporuame napriklad text o haldach na adrese
http://foja.dcs.fmph.uniba.sk/ads/materialy.php.
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i ndex_hal da=-1; nenset (syn, 0, si zeof (syn));
3

struct __zaznam {
_vrchol =xtrie_vrchol
string nazov;
i nt pocet;
__zaznanm(__vrchol xt, string n, int p) : trie_vrchol (t), nazov(n), pocet(p) {}

b

struct trie {
__vrchol =xroot;

trie() { root = new __vrchol (); }

__vrchol «find(const string &S)
/'l najde (a ak treba, vyrobi) vrchol zodpovedajuci retazcu S
__vrchol «kde = root;
for (unsigned i=0; i<S.size(); i++) {
int idx = S[i]-"a;
if (! kde->syn[idx]) kde->syn[idx] = new __vrchol (kde)
kde = kde->syn[i dx];

return kde;

}
b

bool operator< (const __zaznam &A, const __ zaznam &B)
if (A pocet !'= B.pocet) return A pocet < B.pocet; return A nazov > B.nazov;

struct halda_a trie {
trie T,
vector<__zaznan® H, // hal da

void vynmen(int x, int y) {
/'l vymeni v hal de zaznamy na poziciach x a y, zaroven patricne upravi trie
_vrchol xtx = Hx].trie_vrchol, xty = Hy].trie_vrchol
swap(H x], H y1); |
tx->i ndex_halda = y; ty->index_halda = x;

}

int uprac_hal du(int x) {
/'l presuva prvok x dohora al ebo dodol a podl a potreby,
/1l az kymnie je hal da napravena
while (true) {
int y=x;

if (x>0 & & H (x-1)/2]<Hy]) y=(x-1)/2
if (2xx+1 < H. size() && Hy]<H 2xx+1]) y=2xx+1;
if (2xx+2 < H.size() && Hy]<H 2xx+2]) y=2xx+2
if (y !'=x) { vynen(x,y); x=y; } else break;

}

return x;

}

voi d update(const string &iazov, int add) {
__vrchol x«kde = T.find(nazov);
/1 ak treba, pridane novy zaznam do hal dy,
/'l nasl edne upravine zaznam v hal de
i f (kde->index_hal da==-1) {
kde- >i ndex_hal da=H. si ze();
H. push_back(__zaznam kde, nazov, 0));
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H kde->i ndex_hal da ]. pocet += add;
int x = uprac_hal du(kde->i ndex_hal da) ;
/1 ak sme znensili pocet na nulu, vymazeme zaznam z hal dy
if (H x].pocet==0) {
vymen(x, H size()-1);
H H. size()-1].trie_vrchol ->i ndex_hal da=-1
H. pop_back();
upr ac_hal du(x);

b

int main() {
hal da_a_trie HT;
int zmena;
string nazov;
while (cin >> znmena >> nazov) {
HT. updat e( nazov, znena) ;

if (HT.H enmpty() || HT.HO0].pocet==0) cout << endl
el se cout << HT.H0].nazov << ".” << HT.H 0].pocet << endl;

Alternativnym rieSenim by bolo namiesto haldy pouzit vyvazovany binarny
strom. V jazykoch, ktoré maju takuto datovi struktiaru v standardnej kniznici,
sa toto riesenie implementuje Tahsie. Jeho ¢asova zlozitost je rovnaka.

Este iné efektivne rieSenie odovzdal Andrej Maris. Podobne ako v prvej po-
dulohe si budeme tdaje pamitat v pismenkovom strome. NavySe si v kazdom
jeho vnitornom vrchole budeme pamiitat maximum spomedzi poc¢tov vyskytov
veci, ktorych nazvy danym vrcholom prechadzaju. Takéto rieSenie ma casovi
zlozitost O(fo) na jednu operaciu, kde o je pocet roznych pismen v abecede.
(Napr. ak pouzivame len malé pismené anglickej abecedy, tak o = 26). Sikov-
nejSou implementaciou tohoto riesenia by sa jeho ¢asova zlozZitost dala zlepsit

na O(/logo).

A-1I-4 Zlomkové programy

Testovanie rovnosti:
Na vstupe je ¢islo n tvaru 2¥3Y5, pricom x,y > 0. Nasou tlohou je napisat
program, ktory ho prerobi na ¢islo 5, ak x = y, resp. na ¢islo 7, ak = # y.
Zékladom programu bude zlomok 1/6. Zakazdym, ked ten pouZijeme vo
vypocte, zmensime tym x aj y o jedna. Ak teda na zaciatku x = y, ni¢ iné
ani nepotrebujeme: po x pouzitiach zlomku 1/6 dostaneme ¢islo 5 a mdzeme
skoncit.
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Co sa stane, ak x # y? Program, obsahujici jediny zlomok 1/6, by sa po
kone¢nom pocte krokov zasekol, lebo by sa mu uz minuli prvocisla jedného typu.
Ak by napriklad bolo x > y, program by skoncil s hodnotou 2*~Y5.

Ak nastane tato (alebo opacnd) situacia, potrebujeme v prvoéiselnom roz-
klade nasho ¢isla vyrobit 7 a nésledne sa zbavit vSetkého okrem tejto 7. Prvy
krok zabezpecia zlomky 7/(2-5) a 7/(3 - 5) a nasledny druhy krok zlomky 1/2
a 1/3. (Tieto musia byt uvedené az na konci programu, aby sa nepouzili skor.)

Cely program teda vyzera nasledovne:

1 7 7 1 1
6 ° 10 > 15 7 2 7 3

Priklad vypoctu pre n = 24345:

o434 L 93335 L 92325 L olglsg L g

Priklad vypoctu pre n = 223°5:

92355 L olgdy L 335 3 327 B gly B g

Delenie dvoma:

Na vstupe je ¢islo n tvaru 2%3, pricom x > 0. NaSou ulohou je napisat
program, ktory ho prerobi na ¢islo tvaru 2¥, kde y = |z/2].

Toto samozrejme nepdjde robit tak, Ze priamo zmenime mocninu 2, ktoré
nase ¢islo deli. Jednoduchsie by bolo pouzit ako ,,pomocnii premenni* exponent
nejakého iného prvocisla, napriklad ¢isla 7.

Mohli by sme teda napriklad v programe pouzit zlomok 7/4. Kazdé jeho
pouzitie zniZi mocninu 2 o dve a zvysi mocninu 7 o jedno. Casom by sme sa
takto dopracovali bud k aktuilnej hodnote 2173 alebo 7Y3, podla parity z.

Zlomok 7/4 vsak priamo pouzit nemozeme. Preco? Lebo potrebujeme, aby
nas vypocet skoncil. Ale ak na konci opit vyrobime ¢islo, ktoré je mocninou 2,
vypocet by neskoncil, lebo by sa znovu dal pouzit tento zlomok.

Tu prichédza k slovu ¢islo 3, ktorym je vstup delitelny. Pritomnost prvocisla
3 budeme chéapat ako signél, Ze eSte sme v prvej faze vypoctu, kedy premiename
2ky na 7ky. Namiesto menovatela 4 budeme teda pouzivat menovatel 4-3 = 12.
Zlomok 7/12 vsak tiez eSte nie je presne to, ¢o potrebujeme — dal by sa pouzit
len raz, lebo jeho pouzitim odstranime prvocislo 3 z rozkladu aktualnej hodnoty.
Potrebujeme eSte vediet toto odstranené prvocislo vratit spét.
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Fungovat bude napriklad nasledujtca konstrukcia: namiesto jedného zlomku
7/4 pouzijeme dvojicu zlomkov (7 -5)/(4-3) a 3/5. Postupné pouzitie tychto
dvoch zlomkov bude maft rovnaky efekt ako pouzitie zlomku 7/4, ale uskutocnit
sa moze len vtedy, ked je na zaciatku aktudlna hodnota delitelnd 3-kou.

A uz staci len doriesit upratovanie. Za tieto dva zlomky priddme zlomky
1/6 a 1/3, ktoré sa zbavia delitela 3 a pripadného posledného delitela 2, ak x
bolo neparne. Takto dostavame program, ktory z c¢isla 2”3 vyrobi ¢islo 7Y, kde
y = |x/2]. A uz stadi len na konci zmenit 7ky na 2ky zlomkom 2/7.

Cely program teda vyzeréa nasledovne:

3% 3 1 1 2
2 5 7 6 7 3 7

Priklad vypoétu pre n = 273:

1
273 o
2
2 91



Riesenia domaceho kola kategorie B

B-I-1 Teploty

Na zisk 6 bodov stacilo naprogramovat najjednoduchs$ie mozné riesenie:
kazdy z n — t 4+ 1 riadkov vystupu vyrobime tak, ze prejdeme vsetky zodpo-
vedajliice zaznamy, najdeme ich minimum, sicet a maximum a na zaver priemer
vypo¢itame ako stucet deleno t. Casova zlozitost takéhoto riesenia je teda pri-
blizne priamo tmerna hodnote t(n — t). (Matematicky to zapisujeme: ¢asova
zlozitost je O(t(n —t)).)

Takéto riesenie dokonca mohlo trpezlivému riesitelovi stacit aj na 10 bo-
dov. Odhadnime si totiz, ako dlho budeme musiet ¢akat na vysledok pre najvicsi
vstup. Vystup pre vstup 5.txt méa 500001 riadkov, a pre kazdy z nich potre-
bujeme spracovat 500000 hodnét. To znamend, Ze nas program spravi radovo
500 000% ~ 2.5 - 10! logickych krokov.

Pri stcasnych pocitacoch je celkom dobry odhad, ze za sekundu stihne vy-
konat asi miliardu instrukcii, ¢o zhruba zodpoveds 10® jednoduchym logickym
krokom. Nas hruby odhad teda hovori, Ze na priemernom sticasnom pocitaci by
malo vyrieSenie vstupu 5.txt byt zvladnutelné rddovo za hodinu. (Od efektiv-
nosti pocitaca, zvoleného programovacieho jazyka a sikovnosti implementacie
zavisi, ¢i to bude 13 minut alebo 11 hodin. Ale tak ¢i onak to bude dostatoc¢ne
rychlo.)

Trpezlivosti sa dalo pomdct réznymi vylepSeniami. Niektoré z nich funguju
len ob¢as — napriklad riesenie, v ktorom minimum/maximum preratame len
vtedy, ked to treba (hodnota, ktord prave opustila spracivany interval, je rovna
dovtedajsiemu minimu/maximu). V tomto vzorovom rieSeni si vSak popiSeme
niekolko algoritmov, u ktorych mame istotu, ze buda vzdy efektivnejsie ako
riesenie ,,hrubou silou“.

Zarucene lepsie riesenie pre priemer:

Priemernt teplotu vieme ITahko pocitat omnoho efektivnejsie. Predstavme si,
ze sme prave spocitali priemer teplot aq, ..., a;. Teda pozname stucet s = a1 +
-+ +4a¢. Ako vypocitame priemer pre nasledujice meranie? Na ten potrebujeme
poznat sucet as + -+ + as11. Lenze ten vieme vypocitat v konStantnom case:
ako (s —ay + apy1).
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Zarucene lepsie rieSenie pre minimum a maximum:

Ako zrychlit vypocet minima a maxima? Treba nejako zabranit tomu, aby
sme zakazdym prechadzali vSetkych ¢ poslednych merani. Jednou moznou cestou
je rozdelit si vstup na bloky nejakej pevne zvolenej velkosti. Kazdému bloku len
raz spocitame minimum a maximum a zapaméitame si ich. A potom vzdy, ked
potrebujeme néajst napr. maximum spomedzi nejakého tseku hodnét, tak sa
pozrieme na maximé blokov, ktoré si celé vo vnutri nasho tuseku. Po jednom
prvku potrebujeme prejst maximélne jeden blok na zaciatku a jeden na konci.

Celé to je nazorne ukazané na nasledujicom obrazku:

V spodnom riadku su jednotlivé namerané teploty. Toto pole sme si ,nase-
kali“ na bloky dlzky 4. Tie st znazornené v hornom riadku — pre kazdy blok
méme jedno poli¢ko a v lom maximum spomedzi hodnét v danom bloku. Sip-
kami je znazorneny interval, ktorého maximum nas zaujima. Na zistenie tohoto
maxima sa sta¢i pozriet na farebne zvyraznené policka.

Ako zvolit dlzku bloku? Ak si zvolime primalé bloky, bude ich treba prejst
vela. A ak si zvolime bloky privelké, bude na zaciatku aj na konci tiseku treba
pozerat vela jednotlivych prvkov. Dobrou volbou je zlata stredné cesta: hodnota
b = |Vt]. Usek dlzky t bude obsahovat najviac b celych blokov, a taktiez bude
treba prezriet najviac b— 1 prvkov na zaciatku a najviac b—1 prvkov na konci za
poslednym celym blokom. Dokopy nam teda na najdenie maxima pre konkrétny
tsek sta¢i pozrief na menej ako 3v/¢ hodnot.

Dostédvame teda rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(v/t(n — t)). Toto riesenie
uz aj najvacsi zo zadanych vstupov vyriesi za par sekiind.

Listing programu (Pascal)

var n, t, bl : longint; { pocet nerani, dlzka useku, dlzka bl oku }

teploty, bloky_max, bloky mn : array of l|longint;
function max(x,y : longint) : longint; begin if x>y then nmax:=x el se max:=y; end,
function mn(x,y : longint) : longint; begin if x<y then mn:=x else mn:=y;, end,
procedure nacitaj;
var i : longint;

X : doubl e;
begi n

read(n,t);

bl := trunc(sqrt(t));
setl ength(teploty,n);
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setl ength(bl oky_max, (n div bl)+1);
setlength(bloky _mn,(n div bl)+1);
for i:=0 to n-1 do begin
read(x); teploty[i]:=round(x%100);
if i nod bl =0 then begin
bl oky_max[i div bl]
bl oky_mn[i div bl]
end el se begin
bl oky_max[i div bl]
bl oky_mn[i div bl]

teploty[i];
teploty[i];

max( bl oky_max[i div bl], teploty[i] );
mn( bloky mn[i div bl], teploty[i] );

end;
end;
end;
procedure max_m n_useku(zac, kon : longint; var odpoved_max, odpoved min : |ongint);
begi n
odpoved_nax := -10000; odpoved_min := 10000;

{ spracujene prvky po najblizsi zaciatok bl oku }
whi |l e (zac<kon) and (zac nod bl > 0) do begin

odpoved_nax := nmax( odpoved_nex, teploty[zac] );
odpoved_mn := mn( odpoved_min, teploty[zac] );
i nc(zac);

end;

{ spracuvane cel e bl oky }

whil e (zac+bl <= kon) do begin
odpoved_nax := nmax( odpoved_mex, bloky nmax[zac div bl] );
odpoved_min := mn( odpoved min, bloky mn[zac div bl] );
inc(zac, bl);

end;

{ spracujenme prvky po koni ec useku }

whi |l e (zac<kon) do begin

odpoved_max := max( odpoved_nex, teploty[zac] );
odpoved_min := min( odpoved _mnin, teploty[zac] );
inc(zac);
end;
end;
procedure vyries;
var i,m, m : |ongint;
sucet : int64;
begi n
sucet :=0; for i:=0 to t-2 do sucet:=sucet+teploty[i];
for i:=0 to n-t do begin

{ spocitane odpovede pre usek zacinajuci na indexe i }

sucet : =sucet +teploty[1 +t-1];

if i>0 then sucet:=sucet-teploty[i-1];

max_m n_useku(i, i +t, nx, m);

witeln( (mm/100):0:2, '., (sucet/(t%100)):0:4, '., (m/100):0:2 );
end;
end;

begi n
nacitaj ;
vyries;

end.

Iné lahké vylepSenie:

Taktiez sa na urychlenie vypoc¢tu minima/maxima dalo vyuzit to, ze hod-
noty na vstupe st len z malého rozsahu. Ked vSetky teploty vynasobime ¢islom
100, dostaneme celé ¢isla od —8000 do 6000. A tie mdzeme pouzit ako indexy do



56 RIESENIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE B

pola, v ktorom si budeme pamiétat, ktortt hodnotu kolkokrat prave spraciuvany
usek obsahuje. Takto dosiahneme situéciu, kedy vécSinou vieme minimum /ma-
ximum povedat v konstantnom case. Len obcas (prave vtedy, ked dovtedajsie
minimum/maximum prestane lezat v aktudlne spractivanom tseku) potrebu-
jeme prechadzat nasim pomocnym polom a najst najblizsiu viac¢siu/mensiu hod-
notu, ktord sa v aktudlnom useku vyskytuje. (VSimnite si, Ze pocet krokov,
ktoré pri hladani nového minima/maxima spravime, nezavisi od t.)

Nad ramec riesenia tejto tulohy:

Pokrodéilé datové struktary

Velmi struéni a zaroven efektivnu implementaciu vieme dosiahnut v progra-
movacich jazykoch, ktoré nam ponukaju datova struktaru ,,usporiadand mno-
zina“. (Napr. set v C++4, TreeSet v Jave.) Tato datova struktira je zvicsa
implementované ako vyvaZzovany binarny strom. Ak si v nej budeme pamétat
t aktualne spractvanych merani, budeme vediet v ¢ase O(logt) zistit aktuélne
minimum /maximum, a taktiez v ¢ase O(logt) prejst na nasledujtci tisek merani.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <cmat h>

#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <set>

#i ncl ude <vector >
usi ng nanmespace std;

int get() { double x; cin >> x; return int(round(100xx)); }

int main() {
int N, T, cin > N> T;
vector<int> vstup
for (int n=0; n<N, ++n) vstup.push_back(get());
mul ti set <int> usek
I ong | ong sucet = O;
for (int t=0; t<T-1; ++t) { usek.insert(vstup[t]); sucet += vstup[t]; }
for (int t=T-1; t<N;, ++t)
usek. |nsert(vstup[t]) sucet += vstup[t];

if (t>=T) { usek. erase(usek flnd(vstup[t T])); sucet -= vstup[t-T]; }
cout << =xusek.begin()/100. << ".";
cout << sucet/(100.xT) << ".” << xusek.rbegin()/100. << "\n";

Rovnako efektivne rieSenie vieme dostat pomocou intervalového stromu. Za-
ujemcom odporucame precitat si rieSenie ulohy A-I-1 z 25. ro¢nika OI. Ide
vlastne o vylepSenie vysSie popisaného rieSenia s blokmi: pri intervalovom strome
vstup rozdelime na n/2 blokov velkosti 2, tie pospajame do n/4 vicsich blokov
velkosti 4, tie do blokov velkosti 8, a tak dalej.
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Optimalne riesenia

Existuje dokonca aj rieSenie, ktoré ma aj v najhorSom moznom pripade ca-
sovu zlozitost O(n) — kazdy mozny vstup teda spracuje v ¢ase linedrnom od
jeho velkosti. Detaily tohoto rieSenia nebudeme uvéadzat. Pripadnym zaujem-
com poradime, ze je myslienkovo pribuzné rieSeniu z casti ,,Iné Tahké vylep-
Senie“. Namiesto pola so vSetkymi hodnotami si ale treba vo vhodnej datovej
strukture (deque, teda tzv. obojsmernd fronta) pamitat len tie hodnoty, ktoré
maju teoretickil Sancu niekedy sa stat maximom useku.

Iné riesenie s celkovou ¢asovou zlozitostou O(n) vyzera nasledovne: rozdelime
si vstup na bloky dlzky t a v kazdom bloku pre kazdy prefix aj pre kazdy
sufix spocitame jeho minimum /maximum. Pomocou tychto tdajov vieme teraz
minimum Iubovomého tseku dizky ¢ uréif v konstantnom case.

B-1I-2 Sudoku

Riesenie tejto ulohy neobsahuje ziadne hlboké myslienky. Na ziskanie bo-
dov stacilo spravne pochopit, zovseobecnit a implementovat pravidla uvedené v
zadani. PopiSeme si, ako to malo celé vyzerat.

Prvé pravidlo je zbytocéné:

To samozrejme nie je Gplne pravda. Implementuje sa najlahSie a par bodov
sa zan dalo ziskat. Ak ale planujeme ziskat vSetkych 10 bodov, nemé zmysel
stracat ¢as implementovanim prvého pravidla. Preco? Preto, Ze vzdy, ked nieco
vieme odvodit prvym pravidlom, vieme to isté odvodit aj druhym pravidlom —
ak st v danom riadku/stlpci/stvorci plné vSetky policka okrem jedného, ked sa
na doty¢né prazdne policko pozrieme, budeme uz mat len jednu moznost.

Implementacia druhého a tretieho pravidla:

Tieto pravidla sa sice daju implementovat kazdé zvlast, avsak mozeme si ich
obe zjednodusit tym, Ze si budeme paméitat vhodné pomocné idaje. Presnejsie,
pre kazdé policko si budeme pamitat, ktoré cifry sa na nom este mézu vyskytnuat
bez toho, aby vznikol priamy konflikt. Na toto je najjednoduchsie pouzit pole
boolovskych premennych — presnejsie teda trojrozmerné pole: pre kazdy riadok
r, stlpec s a cifru ¢ si budeme pamiitat, ¢i moézeme cifru ¢ umiestnit na poziciu
(r,s).

(Pre uz zaplnené policka nastavime vSetkym cifram, vratane tej na nom
pouzitej, hodnotu false. Takto ich odliSime od policok, kde uz ostava len jedna
moznost, ale eSte sme ju tam neumiestnili.)
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Hodnoty v poli je lahké udrziavat: vzdy, ked umiestnime nejaku cifru, staci
prejst jej riadok, stipec a Stvorec 3 x 3 a ,vyskrtat ju“ — teda zakazat jej vyskyty

na vsetkych spominanych polickach.

Ako bude vyzerat inicializacia nasho pola? To bude tieZ jednoduché: staci na
zaciatku nastavit, ze kazd4 cifra moze byt vSade, a potom postupne po jednej

popridavat cifry zo vstupu.

Druhé pravidlo teraz mdzeme implementovat nasledovne: zaradom prejdeme
vsSetky policka, pre kazdé z nich skontrolujeme, ¢i nadhodou neméa prave jednu
moznu cifru, a ak ano, tak ju tam umiestnime. No a takisto pri trefom pravidle
sa staci pozerat do nasho pomocného pola a skontrolovat, ¢i méa dané cifra v

danom riadku/stlpci/stvorci uz len jednu mozni poziciu.

Listing programu (Pascal)

pr ogram sudoku;

var noze : array[1..9,1..9,1..9]

of bool ean; { nobze byt na pozicii A Bcifra C? }

riesenie : array[1l..9,1..9] of longint;
procedure inicializuj;
var i,j,k : longint;
begi n
for i:=1 to 9 do for j:=1 to 9 do for k:=1 to 9 do noze[i,j,k]:=true;
for i:=1 to 9 do for j:=1 to 9 do riesenie[i,j]:=0
end;
procedure umestni _cifru(r,s,c : longint);
var i,j,br,bs : longint;
begi n
riesenie[r,s]:=c;
for i:=1 to 9 do begin
nozel[i,s, c]:=fal se; noze[r,i,c]:=false; noze[r,s,i]:=fal se;
end;
br:=(r-1) div 3; bs:=(s-1) div 3;
for i:=1to 3 do for j:=1 to 3 do noze[ 3xbr+i, 3xbs+j, c]: =fal se;
end;

procedure nacitaj;

var i,j : longint;
s : string;
begi n
for i:=1 to 9 do begin
readl n(s);
for j:=1to 9 doif s[j]<>".
end;
end;

procedure vypis;

then um estni _cifru(i,j,ord(s[j])-48);

var i,j : longint;
begi n
for i:=1 to 9 do begin
for j:=1 to 9 do wite(riesenie[i,j]);
witeln;
end;

end;
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function hotovo : bool ean;

var i,j : longint;
begi n

hotovo : = true;

for i:=1 to 9 do for j:=1 to 9 do if riesenie[i,]j]=0 then hotovo := false;
end;
procedur e druhe_pravidl o;
var r,s,c, kol ko,co : longint;
begi n

for r:=1 to 9 do for s:=1 to 9 do begin

kol ko := 0;

for c:=1to 9 do if noze[r,s,c] then begin inc(kolko); co:=c; end
i f kol ko=1 then umestni _cifru(r,s,co);
end;
end;

procedure tretie_pravidl o;
var rr,ss,r,s,c, kol ko, kder, kdes : 1 ongint;
begi n
for c:=1 to 9 do begin
{ riadky }
for r:=1 to 9 do begin
kol ko : = 0;
for s:=1 to 9 do if noze[r,s,c] then begin inc(kolko); kdes:=s; end;
i f kol ko=1 then umestni _cifru(r, kdes, c);

end;

{ stlpce }

for s:=1 to 9 do begin
kol ko := 0;

for r:=1to 9 do if noze[r,s,c] then begin inc(kolko); kder:=r; end;
i f kol ko=1 then um estni _cifru(kder,s,c);
end;
{ stvorce 3x3 }
for rr:=0 to 2 do for ss:=0 to 2 do begin
kol ko : = 0;
for r:=1 to 3 do for s:=1 to 3 do begin
i f nmoze[ 3xrr+r, 3xss+s,c] then begin
i nc(kol ko); kder:=3xrr+r; kdes:=3xss+s;
end;
end;

i f kol ko=1 then um estni _cifru(kder, kdes, c);
end;
end;

end;

var t : longint;

begi n
readl n(t);
while t>0 do begin
dec(t);
inicializuj;
nacitaj ;
whi |l e not hotovo do begin druhe_pravidlo; tretie_pravidlo; end;
vypi s;
end;
end.

09
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B-I-3 Uhadni den

Na tvod rieSenia si treba uvedomit, Ze sa zaobideme aj bez komplikovanych
otazok ako tato: ,,Mal si tento rok narodeniny v utorok?“ Namiesto nej totiz
mozeme polozit rovnocennt otazku: ,,Mas narodeniny v jeden z nasledovnych
dni: 3, 10, 17, 24, 317“ Kazda otazku vieme preformulovat na ekvivalentn
otézku o ¢islach dni. Stac¢i nam teda riesit jednoduchsiu tlohu: na ¢o najmene;j
otazok uhadnut ¢islo od 1 do 31.

Podiloha a):

Dobra stratégia pre Ani¢ku (neskor si dokonca ukazeme, ze najlepsia mozna)
je pytat sa tak, aby sa jej po kazdej otézke pribliZzne na polovicu zmensgil pocet
moznosti, ktoré este pripadaji do ivahy.

Zacat moze napriklad otézkou: ,,Je den tvojich narodenin ¢islo od 1 do 157¢

Ak dostane odpoved ,ano“, zmenSil sa pocet moznosti z 31 na 15. A ak
dostane odpoved ,nie“, prichddzaji uz do tvahy len ¢isla 16 az 31, ¢o je 16
moznosti.

A rovnako moze Anicka pokracovat dalej — vzdy rozdeli ¢isla, ktoré este
prichadzaju do tvahy, na dve rovnako velké kopky a opyta sa, ¢i je hladané
¢islo na prvej kopke. (Ak ma neparny pocet moznosti, prva kopka bude mat o
¢islo menej ako druhé.) Ak napriklad zacala vyssie uvedenou otazkou a dostala
odpoved ,nie“, v druhom kole méze polozit otdzku ,Je demn tvojich narodenin
¢islo od 16 do 237¢.

Ako vela otdzok bude Anicke stacit pri tomto postupe? Po prvej otazke jej
ostavalo najviac 16 moznosti. Po druhej tento pocet klesne na 8, po tretej na 4,
po Stvrtej na 2 a po pripadnej piatej otazke (ak ju eSte treba) uz urcite ostala
len jedna moZnost — ta spravna.

Ak teda Misko dovoli Anicke polozit pit otdzok, ma Anicka pri pouZiti nasej
stratégie istotu, ze jeho den narodenin uhadne.

Podiloha b):

Napriek tomu, Ze je Miskova situdcia tazsia, aj jemu stac¢i polozit len pit
otazok. Ako to mé spravit? Jednoducho sa zakazdym Sikovne opyta naraz vSetky
otéazky, ktoré by sa v dant chvilu mohla opytat Anicka.

Prvia otazku polozi Misko rovnakt ako Anicka.

Pozrime sa teraz na Anickinu druht otézku. T4 mohla vyzerat dvomi spo-
sobmi: ak na prvi otézku dostala odpoved ,,4no“, opytala by sa druht otazku
,Je den tvojich narodenin ¢islo od 1 do 77“, ak nie, tak otazku ,,Je den tvojich
narodenin ¢islo od 16 do 237“.
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Miskova druhé otézka teraz moze vyzerat nasledovne: ,,Je den tvojich naro-
denin medzi ¢islami (1 az 7) a (16 az 23)7¢

A rovnako pokracujeme aj dalej. Tretia Miskova otézka by vyzerala takto:
,Je dem tvojich narodenin medzi éislami (1 az 3), (8 az 11), (16 az 19) a (24 az
27)7¢

Z odpovedi na vSetkych pit otazok vie Misko zakazdym jednoznacne zostro-
jit hladané ¢islo.

Iny pohlad na toto isté rieSenie:

Cislo z, ktoré sa Misko snazi uhadnut, vieme zapisat v dvojkovej ststave.
Kedze je z rozsahu od 1 do 31, urdite ndm na to staci pit bitov. (Kratsie ¢isla
si doplnime zlava nulami, teda napr. 6 zapiSeme ako 00110, 18 zapiSeme ako
10010.)

No a Migkovu stratégiu, ktorti sme vyssie popisali, moZzeme teraz formulovat
jednoduchsie: kazdou otézkou sa dozvieme jeden bit hladaného ¢isla.

Napriklad otazku ,Je den tvojich narodenin medzi ¢islami (1 az 7) a (16 az
23)7“ moézeme preformulovat takto: ,Ma ¢islo x druhy bit zlava rovny nule?*

Podiloha c):

Teraz potrebujeme dokazat, ze Miskovi nemoéze stacit menej ako pit otazok.
Dokaz vébec nebude zavisiet na tom, ako vyzeraju Miskove otdzky — vyuzijeme
len to, Ze na primalo otazok dostaneme primalo odpovedi.

Predstavme si, ze Misko napisal na papier len Styri otazky. Anicka teraz
zobrala jeho papier a ide k nim napisat svoje odpovede. V tejto chvili je len
24 = 16 moznosti, aké odpovede Anicka napiSe. Lenze dni, ktoré pripadaji do
uvahy, je az 31, no a 31 > 16. Preto urcite (podla Dirichletovho principu)
budi existovat dva rézne dni, pre ktoré Anicka napiSe na Miskov papier tu ista
postupnost odpovedi. No a prave tym vznika problém — ak sa Anicka narodila
v jeden z tychto dni, tak Migkovi ostane viac ako jedna moznost. Misko teda
nebude mat istotu, Ze vie, kedy sa Anicka narodila.

(Rovnako by dékaz fungoval, ak by Misko polozil menej ako Styri otézky.
Rozmyslite si tiez, ze z tohto dokazu vyplyva aj to, ze aj Anicka na uhadnutie
Miskovych narodenin potrebuje aspon pit otézok.)
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B-I-4 Cierne Stvorce

Podiloha a):

Situacia z obrazku v zadani sa pocas nasledujticich minut vyvijala nasledovne:
I I | I I | I I | | | [

[ [
Po piatich mintatach uz boli vSetky Stvorce biele.

Poduiloha b):
Po priklad takého rozmiestnenia netreba chodit daleko — najmensie mé len
tri Stvorce! Na obrazku vlavo je pdvodné rozmiestnenie, vpravo jeho vzhlad o

minutu neskor.
[ [

Podiloha c):
Po chvili experimentovania lahko odhalime viaceré také rozmiestnenia Stvor-
cov. Asi najjednoduch$im je jednoducho 7 ¢iernych stvorcov v rade vedla seba.

Poduloha d):

Da sa to pre kazdé n a k. Z predchadzajicej podulohy uz vieme, ze ak
umiestnime k Stvorcov do radu, prave po k£ minttach dostaneme vsSetky Stvorce
biele. Nasledne stac¢i spravne pridat dalsich n—k stvorcov tak, aby to celé drzalo
pokope a aby ich pridanie neovplyvnilo tych prvych k. Na to ich napriklad staci
vhodne diagonélne pripojit k prvym k Stvorcom. Potom hned po prvej mintte
vSetky zmiznu a ostane len £ — 1 z pévodnych k stvorcov.

Na nasledujiicom obrazku je priklad pre n =7 a k = 5.
|




Riesenia krajského kola kategorie A

A-II-1 Bezpecné medziplanetarne cestovanie

Struéna myslienka vzorového riesenia:

Zo zadaného grafu odstranime nepouzitelné vrcholy a hrany. V tom, ¢o ndm
ostalo, ndjdeme mosty. Navyse si vhodne predpocitame, ako st rozlozené vrcholy
typu 2, aby sme pre kazdy most vedeli povedat, ¢i su vSetky na tej istej jeho
strane (vtedy je kriticky) alebo nie.

Spoloény ivod pre vsetky rieSenia:

Kedze nas zaujimaji bezpecné cesty a ziadna bezpe¢né cesta cez planétu
typu 0 nevedie, tak ich budeme ignorovat. A tak isto budeme ignorovat teleporty,
ktoré maju niektory koniec na takejto planéte. Najlahsie je zahodit ich priamo
pri nacitani vstupu.

Navyse Tahko spravime jedno dalSie predspracovanie vstupu: rozdelime ho
na komponenty suvislosti. Zjavne stac¢i kazdy komponent riesit samostatne. V
dalsom texte rieSenia budeme preto predpokladat, Ze spractivané siet teleportov
je suvisla.

Este si moZzeme vSimnut, ze ak niektory komponent stvislosti obsahuje samé
planéty typu 1, tak ziaden teleport v nom nie je kriticky — totiz ani teraz sa zo
ziadnej z tychto planét neda zachranit. Taktiez ziadne kritické teleporty nemoéze
obsahovat komponent obsahujici samé planéty typu 2 — tam sa nie je odkial
zachranovat. Takéto komponenty teda moézeme rovno ignorovat, zjednodusi to
neskor rozbor pripadov.

Riesenie takmer hrubou silou:

Sktusme teraz najst algoritmus, ktory pre dany teleport ¢ povie, ¢i je kriticky.
(Pritom predpokladame, ze komponent suvislosti, obsahujtci tento teleport, ma
v sebe aspon jednu planétu typu 2.)

Lahko moézeme vidiet, ze pokial obidva konce teleportu st na planéte typu 2,
tak teleport urcite kriticky nie je. Totiz keby nejaka zachranujtca cesta viedla
cez neho, tak urcite existuje aj taka cesta, ktoré skonc¢i uz pred tymto telepor-
tom.

Ak je na niektorom konci teleportu planéta p typu 1, tak potrebujeme overit,
¢i sa z nej aj po odstraneni teleportu ¢ da zachranit. To mdzeme spravit tak, Ze
z planéty p spustime prehladavanie do hibky a zakéZeme mu prejst cez teleport
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t. Ak sa toto prehladévanie dostane na planétu typu 2, tak sa vieme zachranit.
(Ak teleport t viedol medzi dvomi planétami typu 1, postupne spustime dve
nezavislé prehladdvania. Ak sa pri ¢o len jednom z nich nevieme zachranit, ¢ je
nutne kriticky.)

Teraz si uz len staci uvedomit, Ze pre ziadne iné planéty uz nepotrebujeme
overovat moznost zachrany. Totiz keby odstranenie teleportu ¢t pokazilo moznost
zéchrany pre nejaku int planétu ¢ typu 1, tak urcite pokazi aj moznost zachrany
pre planétu p typu 1, ktord je ,na tom istom konci“ teleportu ¢ ako g. (Detaily
tohto Tahkého dokazu sporom prenechéavame na Citatela.)

Overenie kritickosti teleportu nés teda prinajhorsom stoji dve prehladéava-
nia do hibky, ¢ize jeho Easova zlozitost v sieti s n planétami a m teleportami
bude O(m + n). Keby sme takto overovali kazdy teleport, tak mame vysledny
algoritmus s ¢asovou zloZitostou O((m + n)?).

Rychlejsie riesenie:

Majme Tubovolnu suvisla siet teleportov. Pozrime sa na konkrétny teleport.
Ak je aj po jeho odstranenti siet teleportov suvisla (teda vieme prejst z fubovolne;j
planéty na Tubovolnt ind), tak dotyény teleport evidentne nemoéze byt kriticky.
Kritické teleporty staci teda hladat medzi tymi, ktorych odstranenie rozpoji siet
teleportov na dve cCasti. V grafovej terminoldgii sa takéto hrany grafu volaja
mosty.

Mostov v grafe nemoze nikdy byt prili§ vela: ak méa graf n vrcholov, moze
mat nanajvys n—1 mostov. Sticastou vzorového riesenia bude néjdenie vSetkych
mostov v zadanom grafe. Aj bez toho v8ak vieme zlepsit predchéadzajtce riesenie.
Na to nam bude stacit, ak o vicSine hran budeme vediet povedat, Ze mostom
nie Su.

Ako na to? Na nasom suvislom grafe spustime TubovoIné prehladévanie. Pre
kazdy vrchol si zapamitame hranu, ktorou sme ho pocas prehladavania pr-
vykrat objavili. Takto dostaneme jednu moznt kostru nasho grafu. (Kostra
n-vrcholového grafu je strom tvoreny n — 1 jeho hranami.)

No a teraz si uz len sta¢i uvedomit, ze kazdy most musi byt stcastou prave
najdenej kostry. Totiz ked z nasho grafu vyhadzeme trebars aj vSetky ostatné
hrany, stile bude drzat pokope. LenzZe kostrovych hran je len n — 1. A tu sme
prave usetrili! Namiesto toho, aby sme ako kriticky teleport testovali kazda z m
hran, staci nam ich otestovat n — 1. Tento vylepSeny algoritmus mé teda ¢asova
zlozitost O(n(m + n)).
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Vzorové riesenie:

Ako sme si uz ukézali, nutnou (ale nie postac¢ujicou!) podmienkou na to, aby
teleport bol kriticky, je, ze musi byt mostom. No a most je kritickym teleportom
vtedy a len vtedy, ak po jeho odobrani vznikni dva komponenty: jeden ktory
obsahuje iba planéty typu 1, a druhy ktory obsahuje aspon jednu planétu typu 2.

Nas algoritmus najprv najde vsetky mosty a potom zisti, ktoré z nich su
kritické.

Na hladanie mostov pouzijeme Standardny algoritmus, ktory sa da popisat
nasledovne:

Z nejakého vrcholu pustime prehladavanie do hibky. Toto prehladavanie ndm
hrany rozdeli na dva druhy: stromové a spitné. (Stromové hrany su tie, ktorymi
sme objavili nejaky novy vrchol, spétné st tie ostatné.)

Stromové hrany nam, ako u kazdého prehladavania, vytvoria kostru nasho
grafu. Pri prehlad4dvani do hibky budeme tejto kostre hovorit DFS strom. Ro-
zmyslite si, ze v DFS strome kazdé spédtna hrana vedie medzi nejakym vrcholom
a jeho predkom v DFS strome. (Tato vlastnost napr. kostra urcend prehlada-
vanim do Sirky nema!)

Uz vieme, Ze mosty st niektoré zo stromovych hran. Potrebujeme vediet ne-
jako identifikovat, ktoré z nich to st a ktoré nie. Uvazujme teda nejaki stromovt
hranu uv, ktorou sme objavili vrchol v. Kedy je tato hrana mostom? Vtedy a
len vtedy, ked z podstromu s korenom vo vrchole v ziadna spitnd hrana ne-
vedie von (teda do vrcholu u alebo jeho niektorého predka). Na zaklade tohto
pozorovania teraz sformulujeme nas algoritmus.

Kazdému vrcholu x vieme priradit hibku v DFS strome, ozna¢ime ju h(z).
Navyse pre kazdy vrchol spoc¢itame nasledovnii veli¢inu d(z): najmensiu hibku,
kam sa vieme dostat pomocou niekolkych stromovych hran smerujacich nadol
a nasledne najviac jednej spétnej hrany.

Ak méame spocitané toto, tak mosty vieme néajst nasledovne: Spitna hrana
urcite most nebude (ked ju odstranime, tak stale existuje cesta pomocou stromo-
vych hran). Ak pre vrchol z, ktory objavila stromova hrana, plati h(x) > d(x),
tak tato stromova hrana tiez nie je most (vieme ju nahradit niekolkymi stromo-
vymi a spitnou). Ind¢ dand stromova hrana most je.

Zostava popisat ako spocitame hodnoty h(zx) a d(x). Hodnoty h(zx) vieme
trividlne pocitat pri objavovani vrcholov. Hodnotu d(x) spoé¢itame ako minimum
z hodnot d(x) synov vrcholu v DFS strome a hlbok vrcholov, kam vedt spétné
hrany z vrcholu x.

Tento postup sa d& pouzit priamo po nacitani grafu zo vstupu: postupne
spustame prehladavania do hibky, éim rozdelime zadany graf na komponenty
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a zaroven v kazdom komponente ndjdeme DFS strom a na nom vsetky mosty.
KedZe kazdé prehladavanie mé ¢asovu zloZitost priamo timerni velkosti prislus-
ného komponentu, mé tato cast riesenia celkovt ¢asovu zlozitost O(m + n).

Teraz este potrebujeme spocitat podmienky pre kritickost teleportu. Pocas
prehladévania do hibky pre kazdy vrchol x spoéitame dve hodnoty c; () a ca(x):
pocty vrcholov typu 1 a typu 2 v podstrome, ktory visi pod nim v DFS strome
(vratane samotného vrcholu z). Ked takto spracujeme cely komponent, v koreni
jeho DFS stromu dostaneme celkové pocty C a Cs vrcholov typu 1 a 2 v nom.
Ak C; = 0 alebo Cy = 0, komponent mozeme odignorovat. Inak plati, Ze most
je kriticky, ak su vSetky vrcholy typu 2 na tej istej jeho strane — teda ak plati
(ca(x) = 0 alebo co(z) = Cy).

Celé riesenie mé zjavne optimalnu ¢asovu aj pamétovia zlozitost O(m + n).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <cstdi o>

#i ncl ude <vector>

#i ncl ude <al gorithn
usi ng nanmespace std;
#define INF 1234567890

struct Vrchol
Vrchol () : depth(-1), best(INF), c1(0), c2(0) {}
vect or <i nt > next;
int type, depth, best, cl1, c2

/1 Vrcholy grafu

vect or <Vrchol > v;

/1 Kandidati na nosty: (index hrany, index vrcholu kam vedie)
vector<pair<int, int> > nosty;

/'l Prehlada vrchol x, vrati trojicu best, cl, c2 daneho vrchol a,
/1 pripadne depth, 0, 0 ak sne tam uz bol
pair<int, pair<int, int> > dfs(int x, int depth, int odkial) {

if (v[x].depth !'= -1) return make_pair(v[x].depth, make_pair(0, 0));
v[x].depth = depth;
for (int i =0; i <v[x].next.size(); i++) {

if (v[x].next[i] == odkial) continue;

pair<int, pair<int, int>>ret = dfs(v[x].next[i], depth+1, Xx);
v[x].best = mn(v[x].best, ret.first);

v[x].cl += ret.second.first;

v[x].c2 += ret.second. second;

}
if (v[x].type == 1) v[x].cl++
if (v[x].type == 2) v[x].c2++;
if (v[x].best >= v[x].depth && depth != 0) nosty.push_back(rmake_pair (odkial, x));
return nmake pair(v[x].best, make pair(v[x].cl, v[x].c2));
}
int main() {
int n, m

scanf ("%. %", &n, &M ;
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v.resize(n);
for (int i 0; i <n; i++) scanf("%”, &v[i].type);
for (int i O; 1 <m i++) {

int a, b; scanf("%l_.%", &a, &b); a--; b--;

if (v[a].type == 0) continue;

if (v[b].type == 0) continue;

v[ a] . next.push_back(b);

v[ b] . next . push_back(a);

for (int i =0; i <n; i++) {
nosty. clear();
dfs(i, 0, -1);
int C1 =v[i].cl, C =v[i].c2
for (int j =0; j < nosty.size(); j++) {
if (v[nosty[j].second].cl > 0 & & v[nosty[j].second].c2 == 0 && C > 0) {
printf(”%l_%l\n", nosty[j].first+1l, nosty[j].second+1);

if (C1L - v[nosty[j].second].cl >0 & C2 - v[nosty[j].second].c2 == 0
&& v[nosty[j].second].c2 > 0) {
printf(”%l_%l\n", nmosty[j].first+l, nmosty[j].second+l);

A-TI-2 Vlamacka a la Banach-Tarski

Na zaciatok na chvilu zabudnime na moznost pouzivat duplikator. Dosta-
neme tak tlohu, ktora je vo svete znama pod nazvom 0-1 knapsack problem —
chceme vybrat niektoré z modelov tak, aby stcet ich hmotnosti nepresiahol m
a zarovern sa snazime maximalizovat sucet ich cien.

Tato tloha je NP-tiplna, teda nepozname algoritmus, ktory by ju riesil v case
polynomialnom od poc¢tu modelov na vstupe. V nasom pripade vSak méame
v zadani zarucené, ze hmotnosti jednotlivych modelov st celé kladné cisla a ze
celkova Robertova nosnost je rozumne mala. To ndm umozni pouzit pseudopo-
lynomidlny algoritmus zalozeny na myslienke dynamického programovania so
zlozitostou O(mn).

Definujme si PJi, j] ako najvyssiu cenu, ktort vieme ziskat ukradnutim nie-
ktorych modelov, ak mame na vyber len z prvych ¢ modelov na vstupe a sicet
hmotnosti tych, ktoré vyberieme, moze byt najviac j. RieSenim, ktoré chceme
najst, je potom hodnota P[n,m].

Hodnoty PJ0, j] st pre vSetky j rovné 0, kedZe nemame k dispozicii nijaky
model.

Pre i > 1 vypocitame PJi, j| takto: Ozna¢me si hmotnost i-teho modelu w;
a jeho cenu ¢;. Ak tento model nevezmeme, najlepsia cena, ktort vieme dosiah-
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nut, je P[i — 1, j]. A najlepsia cena, ktort vieme dosiahnut, ak ho vezmeme, je
¢i + Pli — 1, j — w;]. To preto, lebo dostaneme cenu ¢; za prave vybrani vec, a
nasledne mozeme z prvych i — 1 modelov vyberat len tak, aby sme nepresiahli
hmotnost j — w;). Spomedzi tychto dvoch moznosti si samozrejme vyberieme
t1 lepsiu.® Hodnota PJi, j] sa teda rovnad max( ¢; + P[i — 1,7 —w;], Pli—1,7]).

Vsimnite si, Ze na vypocet P[i,j| ndm sta¢i poznat len Pli — 1,j] a P[i —
budeme uz mat v ¢ase vypoctu Pli, j| potrebné hodnoty pripravené. Takto
dostavame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(mn) — kazda z O(mn) hodnot Pli, j]
vypocitame v konstantnom case.

Ak by sme si pamétali vSetky hodnoty P, potrebovali by sme O(mn) pamiite.
To vsak nie je nutné — pocas vypoctu hodnét P pre prvych ¢ modelov si staci
pamiitat len hodnoty P pre prvych i — 1 modelov. Nasa vzorova implementacia
hodnoty P[i — 1, j] hodnotami P[i, j]. (Rozmyslite si, ze si nikdy neprepiSeme
informéaciu, ktortt by sme este neskor potrebovali.) Pamétova zlozitost je teda

O(m).

Pomalsie riesenie povodnej tilohy:

Teraz uz priamo vieme navrhnit funkéné a veelku efektivne rieSenie povodne;j
ulohy. Stac¢i vyskusSat vSetkych n moznosti, na ktora vec pouzit duplikétor.
Akonahle duplikator pouzijeme, stojime pred obyc¢ajnou tilohou 0-1 knapsack s
n+1 modelmi. Sta¢i ndm teda n-krat vyriesit 0-1 knapsack a spomedzi vSetkych
najdenych rieSeni si vybrat to najlepsSie. Takéto riesenie ma c¢asovu zlozitost
O(n?*m) a paméitovu zlozitost O(m + n).

Vzorové riesenie pévodnej tlohy:

Rychlejsie riesenie tilohy s duplikdtorom dostaneme vhodnym rozsirenim dy-
namického programovania, ktoré pouzivame v zjednodusenej tilohe. Definujme
si Q[i, j] ako najvyssiu cenu, ktora vieme ziskat ukradnutim niektorych mode-
lov, ak mame na vyber len z prvych 2 modelov na vstupe, stucet ich hmotnosti
moze byt najviac j a navySe mozeme raz pouzit duplikator.

Hodnoty Q]0, j] st, rovnako ako P[0, j], rovné 0.

Pozrime sa teraz, ako vyjadrit Q|i, j] pre i« > 1. Znova si ozna¢me hmotnost
i-teho modelu w; a jeho cenu ¢;. Oproti vypoctu P[i,j] ndm pribudla tretia

3Drobny technicky detail: Na vyber mame len vtedy, ak dany model este unesieme, teda
ak w; < j. V opaénom pripade ndm ostava jedind moznost — i-ty model nevziat. V programe
toto osetrime vhodnou podmienkou.
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moznost: tento model moézeme zduplikovat a zobrat obe képie. Takto ziskame
rieSenie, ktorého optiméalna cena bude 2¢; + Pli — 1,7 — 2w;]. (Spomedzi zvys-
nych i — 1 modelov chceme vybrat najdrahsiu podmnozinu, ktorej hmotnost
je nanajvys j — 2w,;. Duplikator sme uz pouzili, preto pri vybere tychto  — 1
modelov ho uz pouzit nesmieme.) Hodnotu Q[ j] teda vypocitame nasledovne:

Q[z’,j]:max( Qli—1,5], e+Qli—1,j—wl, 2c+Pli—1,j—2w] )

Stucastou tlohy bolo aj vypisat ¢islo modelu, ktory sme v optimélnom rieSeni
zduplikovali. Preto si pri vypocte Qli, j] pre kazdé i a j zapamitame aj toto
¢islo.

Toto rieSenie ma ¢asovu zlozitost O(mn), teda rovnaki ako rieSenie tilohy bez
duplikatora. A opét vieme dosiahnut pamitova zlozitost O(m): stac¢i postupne
pre vSetky ¢ vhodne striedavo pocitat hodnoty P a Q.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <iostreanp
#i ncl ude <vector >
usi ng nanmespace std;

int main() {
int n, m cin >> m>> n;
vector<int> P(m+ 1, 0);
/1 v Q manme dvojice (najvyssia cena, cislo zduplikovaneho nodel u)
vector<pair<int, int>> Qm+ 1, make_pair(0, 0));

for (int i =0; i <n; ++i) {
int w c;
cin >> w >> c;
for (int j =m j >=w --j) {

i)
if (P[j -wW +c¢c>P[j])
_ P[j] = Plj - W +¢ _ _
if (4] - w.first +c¢c >j].firs
Qj] = meke_ pair(qQqj - w.first + ¢, dj - w.second);
if (j >22 « W& P[j - 2 xw +2 xc >qQj].first)
) Qj] = meke_pair(P[j - 2 xw +2 xc, i +1);

}
if (qmM.first > P[mM) cout << "zduplikuj _nodel .” << I nj.second << endl
<< "najl epsia.cena.” << @m.first << endl;
el se cout << "nezduplikuj -nic” << endl
<< "najl epsia.cena.” << P[n] << endl;

Iné vzorové riesenie:

Predchéadzajtce riesenie by sa dalo efektivne rozsirit, ak by sme mali po-
volené pouzit duplikdtor nie raz, ale s-krat. Namiesto poli P a () by sme mali
polia Py, P, ..., Ps, pricom Pg[i, j] by sme si definovali ako najvyssiu cenu,
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ktort vieme ziskat ukradnutim niektorych modelov, ak mame na vyber len z pr-
vych ¢ modelov na vstupe, sticet ich hmotnosti méze byt najviac j a duplikator
mozeme pouzit najviac k-krat.

V nasom pripade vSak existuje aj jednoduchsi pristup. Vypocitame len hod-
noty P z predchadzajtceho rieSenia. Bez duplikovania by najlepSim rieSenim
bola hodnota P[n,m|. Ak by sme zduplikovali i-ty model a duplikat ukradli,
budeme mat pred sebou pévodnych n veci, pri¢om si z nich mdézeme nabrat do
hmotnosti m — w;. Najvyssia dosiahnutelna cena by teda bola ¢; + P[n, m — w;].
Celkovo najlepsie riesenie najdeme vyskusanim vsSetkych moznosti ¢o zdupliko-
vat. Casovéa zlozitost bude znova O(mn), pamétova zlozitost O(m + n).

A-II-3 Parazity

V celom rieseni predpokladame, ze plati d > n. V opac¢nom pripade (ked je
typov baz viac ako dlzka DNA, ktort spractivame), je totiz zjavne odpoved 0.

Prvé rieSenie, ktoré nam napadne skoro hned, je pouzit hrub silu: Pre kazdy
mozny suvisly tsek si zistime, ¢i sa parazitom paci alebo nie. Toto vieme lahko
urobit s ¢asovou zlozitostou O(d?) tak, Ze si zvolime zaciatok a koniec (ktorych
je rddovo d?) a zakazdym pomocou jedného prechodu préave sktisaného tiseku
zistime, ¢i je tam kazda baza aspon raz.

Toto riesenie sa vSak da velmi jednoducho vylepsit. Oznac¢me si p(i) prvia
tak( poziciu, ze usek i az p(i) je parazitmi oblubeny. Potom pre kazdé j > p(i)
plati, Ze sek i az j je tiez parazitmi oblubeny. Toto je celkom lahké ukazat.
KedZe na poziciach i az p(i) sa objavili vSetky mozné typy baz, tak sa tym skor
vSetky typy baz vyskytuju v tseku od ¢ po j. Staci teda, ked pre kazdy mozny
zaCiatok ¢ ndjdeme jemu zodpovedajici najlavejsi mozny koniec p(i).

Ako to spravit efektivne? Zoberieme si pole velkosti n, do ktorého si budeme
pre kazda bazu znacit, ¢i sme ju uz videli. A navyse budeme mat premennt
pocet, v ktorej si budeme pamiitat, kolko typov baz sme uz videli. Pridanie novej
béazy x do prave spractivaného tseku teraz vyzera nasledovne: Pozrieme do pola,
¢i sme uz bazu x videli. Ak ano, tak sa ni¢ nezmenilo oproti predchadzajiceme
useku. Ak sme ju este nevideli, tak si ju v poli zaznac¢ime ako uz videnu a
zvySime premennu pocet. Akondhle pocet dosiahne n, nasli sme pre prave
sktisany zaciatok najlavejsi mozny koniec. Prave popisané rieSenie ma ¢asovi
zlozitost O(d?).
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Vzorové riesenie:

Vyssie popisané riesenie vSak stale nie je optimalne. K optimalnemu rieSeniu
nam chyba este jedno pozorovanie: Ak i < j tak p(:7) < p(j). Toto sa da ukazat
sporom. Ak by platilo, Zze p(j) < p(7), tak to znamené, Ze na tiseku j az p(j) sa
objavili vSetky typy baz. Lenze toto je len nejaké cast tiseku i az p(i), a teda aj
na useku i az p(j) st vSetky typy baz, a to je spor s tym, Ze p(i) je najmensi
taky index, pre ktory plati, ze i az p(i) je parazitmi oblibeny.

Ako toto pozorovanie vyuzit? Hovori ndm vlastne, Ze ked uz pozname hod-
notu p(7), tak pri spractvani tseku zacinajiceho na pozicii i + 1 stacéi jeho
koniec hladat od pozicie p(i) dalej. Lenze na to by sme potrebovali vediet, ktoré
bazy sa nachddzaju v tseku od pozicie i + 1 po poziciu p(i). A na to ndm pole
boolovskych premennych, ktoré sme pouzili v predchadzajticom rieseni, nestaci
— nevieme z neho povedat, ¢i sa baza z pozicie i nachadza eSte niekde medzi
poziciami i + 1 az p(i).

Tento nedostatok ale Tahko odstranime: namiesto boolovskych premennych
pouzijeme celociselné. V nich si budeme pre kazda bazu pamitat, kolkokrdt
sa nachadza v prave spractivanom useku. V nizsie uvedenom programe ide o
pole vyskyty. Nadalej budeme pouzivat premennt pocet, v ktorej budeme mat
uloZzeny pocet réznych typov baz v prave spraciivanom tuseku.

Zacneme tym, Ze si vyratame hodnotu p(1), teda najlavejsi mozny koniec, ak
je zaciatkom tuseku prvy prvok na vstupe. V okamihu, kedy nadjdeme hodnotu
p(1), méame poli vyskyty pre kazdy typ bazy jeho pocet vyskytov na poziciach
1 az p(1). Teraz posunieme zaciatok na poziciu 2. Tym nam z aktualneho tseku
vypadla béza z pozicie 1. Zmensime teda hodnotu na prislusnom policku pola
vyskyty. A ak sme ju zmensili na 0, tak o jedno zmensime aj hodnotu v pre-
mennej pocet. A pokracujeme rovnako ako predtym: kym je pocet menej ako
n, posuvame koniec aktualneho tiseku. Takto pokrac¢ujeme postupne pre vsetky
mozné zaciatky, az do chvile, kym pre niektory zaciatok nezistime, ze uz ziaden
mozny koniec nevyhovuje.

Nakolko sme vlastne zlep§ili éasovu zlozitost? Staci si uvedomif, Ze v prie-
behu riesenia len menime dva indexy: jeden, ¢o ukazuje na aktualne sktiSany
zacCiatok tuseku, a jeden ukazujuci na jeho koniec. Posunutie kazdého indexu
vieme spravit v konstantnom c¢ase. No a v priebehu celého rieSenia kazdy z na-
sich indexov prejde (nanajvys) raz celit postupnost. Preto je ¢asova zlozitost
tohto riesenia O(d).
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Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanm
#i ncl ude <vect or >
usi ng nanespace std;

int main() {
int n, d; cin > n > d;
vector<int> vstup(d);
for (int i=0; i<d; ++i) { cin >> vstup[i]; --vstup[i]; }

vector <i nt > vyskyty(n,0); // pre kazdu bazu pocet vyskytov
int pocet = 0;
I ong | ong vysl edok = O;
for (int zaciatok=0, p=0; zaciatok<d ; ++zaciatok) ({
while (p<d && pocet<n) {

if (vyskyty[ vstup[p] ]==0) ++pocet;
++vyskyty[ vstup[p] |;
++p;

}

if (pocet==n) vysledok += d-p+1;

--vyskyty[ vstup[zaciatok] ];

if (vyskyty[ vstup[zaciatok] ]==0) --pocet;

cout << vysl edok << endl;

Iné dobré riesenia:

Namiesto pola vyskyty, ktoré budeme priebezne udrziavat, si moéZzeme ne-
jaké udaje predpocitat. Napriklad si mézeme pre kazdu poziciu z (od 1 po d)
a kazdy typ bazy y (od 1 po n) predpocitat, kedy najbliz§ie za poziciou x sa
vyskytne baza y. Tieto informécie vieme priamociaro predpocitat v ¢ase O(nd)
a pomocou nich uz fahko implementujeme rieSenie podobné vzorovému — vzdy,
ked posunieme zaciatok tseku, ndjdeme si, kde sa najblizsie vyskytuje béaza,
ktora z neho prave vypadla.

To isté vieme spravit este trochu Sikovnejsie v ¢ase O(d), ¢im dostaneme iné
optimalne rieSenie. Stac¢i si napriklad pre kazdy typ bazy predpocditat zoznam
pozicii, na ktorych sa nachadza. (A st dva rdzne sposoby, ako toto implemen-
tovat: bud moézeme mat n disjunktnych zoznamov — jeden pre kazdu bazu —
alebo jednoducho pomocné pole dlzky d, kde je pre kazda poziciu i zaznacené,
na ktorej nasledujtcej pozicii lezi baza rovnaka ako na pozicii i.)

Iné technika névrhu efektivneho rieSenia je pouzitie bindrneho vyhladava-
nia. Pri takychto rieSeniach si najskor predpocitame nejaké informacie, z ktorych
vieme rychlo povedat, ¢i je konkrétny tsek vyhovujtci. (Napr. vyssie uvedené
predpocitanie v O(nd) méa takuto vlastnost, st vSak aj lepsie spdsoby.) Nasledne
pre kazdy z d moznych zaciatkov bindrnym vyhladdvanim ndjdeme jemu zod-
povedajuci koniec. Najbeznejsie ¢asové zlozitosti takychto rieseni si O(dlogd),
O(dlog® d), pripadne O(dn + dlogd).
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A-11-4 Zlomkové programy

V oboch podulohach budt rieSenia zaloZzené na podobnom principe ako v
domacom kole: Na kazdé prvocislo v rozklade aktualnej hodnoty sa moézeme
divat ako na premennt. Teda ak je napriklad aktuilna hodnota rovna 243552,
mozeme to ¢itat nasledovne: ,,v premennej #2 je uloZend hodnota 4, v premennej
#3 je ulozena hodnota 5 a v premennej #5 je ulozend hodnota 2.

A ako prebieha krok vypocétu? Hladame vhodny zlomok — teda pozerame sa
na menovatele a pre kazdy z nich otestujeme, ¢i s v nejakych premennych do-
stato¢ne vysoké hodnoty. Napriklad zlomok s menovatelom 237 moézeme pouzit
len vtedy, ked aktudlne mame v premennej #2 hodnotu aspon 3 a v premennej
#7 hodnotu aspori 1. No a ked ndjdeme vhodny zlomok, najskér znizime hod-
noty premennych zodpovedajucich jeho menovatelu a potom zvysime hodnoty
inych premennych, zodpovedajucich jeho ¢itatelu.

Poduloha a):

Zadanie tejto podulohy si teraz mdzeme preformulovat nasledovne: na za-
¢latku st v premennych #2 a #3 ulozené vstupné hodnoty x a y. Nasim cielom
je v premennej #5 vyrobit vystupni hodnotu max(z, y).

Slovne si rieSenie tejto tlohy modzeme popisat nasledovne:

1. kym st premenné #2 a #3 obe kladné, obe zniz a zvys premennt #5
2. kym je premenna #2 kladné, zniz ju a zvys premenni #5
3. kym je premennda #3 kladna, zniz ju a zvyS premenna #b5

(Spomedzi krokov 2 a 3 sa vzdy najviac jeden naozaj vykona, kedze po kroku
1 ostala v aspon jednej z premennych #2 a #3 nula.)

A tomuto slovnému popisu zodpoveda nasledujuci jednoduchy program:

> 5 05
6 2 7 3
Priklad vypoctu pre n = 144 = 2432:

o432 L 93315 L 9252 2 913 A nd

Priklad vypoétu pre n = 729 = 2°36:

36 3 355 3 3452 3 3353 3, 3254 3, glgs 3, g6
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Poduloha b):

Tuato tlohu si moéZeme preformulovat nasledovne: treba sc¢itat obsah premen-
nych #2 a #3, ale zaroven zachovat obsah tychto premennych. Ak by nebolo
treba zachovat vstupné premenné, bolo by rieSenie tejto tlohy jednoduché:

1. kym je premennd #2 kladné, zniz ju a zvys premennt #5
2. kym je premenna #3 kladné, zniz ju a zvys premenni #5

Aby sme nestratili pévodny obsah premennych, budeme vzdy naraz zvySovat
dve premenné: aj premennd #5, aj novi pomocnu premennil. Zaciatok nasho
algoritmu bude teda vyzerat takto:

1. kym je premennd #2 kladnd, zniz ju, zvysS premenna #5 a zvys #43
2. kym je premenna #3 kladnd, zniz ju, zvys premenna #5 a zvys #47

A nasledne uz len ,,upraceme® — obsah premennych #43 a #47 vratime spiit:

3. kym je premennd #43 kladné, zniz ju a zvyS premenna #2
4. kym je premennd #47 kladna, zniz ju a zvys premenna #3

Ak by sme ale priamo podla tohoto algoritmu napisali zlomkovy program,
nastali by podobné problémy ako v rieSeni druhej podulohy doméaceho kola:
program by nikdy neskoncil. Akonahle by sa vykonal krok 3, bola by premenna
#2 opit kladné, opit by sa vykonal krok 1, a tak dokola.

My potrebujeme zabezpecit, aby sa pri vykonavani ndsho zlomkového prog-
ramu kroky 1 az 4 vykonali len raz, a to presne v tomto poradi.

A na to vyuzijeme hodnotu 7, ktorou je zarucene delitelné vstupné ¢islo.
Zlomkovy program navrhneme tak, aby pocas vypoctu bola v kazdom okamihu
prave jedna z premennych #7, #11, #13 a #17 nenulova. A podla toho, ktora
z nich to je, budeme vykonavat dalsi krok vypoctu.

V spresnenom algoritme uz teda nemusime ¢islovat jednotlivé kroky, ich
poradie bude jednoznacne urcené. Novy, presnejsi popis nasho algoritmu vyzera
nasledovne:

e kym je premennd #7 kladna:

— ak je premenna #2 kladna, zniz ju, zvys #5b5 a zvys #43
— ak je premenna #3 kladna, zniz ju, zvys #5 a zvys #47
— ak su premenné #2 aj #3 nulové, vynuluj #7, nastav #13 na 1
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e kym je premenna #13 kladné:

— ak je premenna #43 kladna, zniz ju a zvys #2
— ak je premenna #47 kladna, zniz ju a zvys #3
— ak su premenné #43 aj #47 nulové, vynuluj #13 a tym koncéime

Premenné #11 a #17 buda naSmu programu sluzit ako pomocné pri kon-
trole, ¢i je premennd #7, resp. #13, kladna. Napr. vzdy, ked aktudlnu hodnotu
(v krokoch 1 a 2) vydelime 7, zaroven ju vynasobime 11. A nésledne pouZijeme
zlomok 7/11, aby sme opit dostali hodnotu delitelna 7.

Vysledny program:

2.7 7 3.7 11 7 43.13° 47-13° 17’ 13

(5-43-11 o-47-11 7 13  2-17 3-17 13 1 )

Priklad vypoctu pre n =21 .32 . 7:

2t.32.7 L 32.51.11.43' 3 32.51.7.43' 3 31.52.11.43'.47"
do 352743t 47t A 5311431472 3 537431472
4 053.18.43' 472 > 2l.5.17.472 L 2l.53.13.472
O ol.gl.sd. 1747t 5 2l.31.53.13.47!
S ol.g2.53.17 5 2l.32.53.13 & ol.32.53

(Tuénym pismom je vSade vysddzané prvocislo reprezentujice aktualny ,stav
vypoctu®. Ostatné prvocisla maju vzdy uvedeny exponent, aj ak je rovny jednej
— tieto exponenty si hodnoty dotyénych premennych.)

Trochu iné riesenie: V poslednej faze programu uz nepotrebujeme mat
Specidlne prvocislo, ktoré nam hovori, aké zlomky moézeme pouzivat — poslednt
fazu totiz mozeme spoznat jednoducho tak, Ze sa nedd pouzit Ziadny zlomok
z predchadzajucich faz. Toto pozorovanie vedie k o nieco jednoduchsiemu a
stru¢nejsiemu programu:

((5.43.11)/(2.7), (5.47.11)/(3.7), T/11, 1/7, 2/43, 3/47)



Riesenia krajského kola kategorie B

B-II-1 Letenka

Pomalsie ale funk¢éné riesenia:

Jednou moznostou, ako tlohu vyrie$it, je vyskusat vsetky lety, potom vsetky
dvojice letov a nakoniec vSetky trojice letov. Z nich vyberieme len tie, ktoré
zodpovedaju nasim poziadavkam. (Lety musia na seba nadvézovat a musi sediet
zaCiatocné aj koncové letisko.) Spomedzi tych, ktoré vyhovuji, si vyberieme
najlacnejSiu moznost. Takto postupne najdeme najskor najlacnejsi priamy let,
potom najlacnejsi let na jeden prestup a potom najlacnejsi let na dva prestupy.

Takéto riesenie mé ¢asov zlozitost az kubicktl od poétu letov, teda O(£3).
A zjavne nie je optiméalne — robime pri nom vela zbytoc¢nej prace. Napriklad
ked sme si vybrali prvy let z Viedne do Mnichova, nemé zmysel pre druhy let
skusat vSetky mozné lety po celom svete. Omnoho Sikovnejsie je skusit len lety z
Mnichova. A ked sme si uz odtial vybrali druhy let do Frankfurtu a nasim cielom
je Zurich, pre treti let mame eSte lepSiu situdciu. Nemusime predsa prezerat
vSetky lety z Frankfurtu, ked jediné, ¢o potrebujeme, je najlacnejsi priamy let
do Zurichu.

Tieto pozorovania nés privadzaja k zaveru, Ze si potrebujeme lety ulozit v
pamiiti tak, aby sme vedeli efektivne robit dva typy operéacii: O1: ,najst vSetky
lety z daného letiska® a O2: ,pre dant dvojicu letisk povedat, ¢i st spojené
priamym letom, a ak ano, akym najlacnejSim“. Takyto sposob ulozenia tdajov
existuje, ale je zbytoc¢ne komplikovany, preto nebudeme zachadzat do detailov.

Iny mozny pristup veduci k trocha horSiemu rieSeniu: Sta¢i nam ulozit in-
formécie o letoch tak, aby sme vedeli robit operaciu O2. Potom najlacnejsi let z
A do B na dva prestupy najdeme tak, ze vyskusame vsetky mozné prestupové
letiska C' a D a zakazdym si zistime najlacnejsiu cenu cesty A - C — D — B.
Ak si pocet roznych letisk na vstupe oznacime n, vieme o tomto rieSeni povedat,
ze radovo n?-krat budeme potrebovat pre nejakt dvojicu letisk spravit operaciu
02. Cim lepsie ju budeme vedief robit, t¥m rychlejsie toto riesenie bude.

Pri vSetkych tychto postupoch este stale skisame aj niektoré moznosti, ktoré
by sme skusat nemuseli. Napriklad v poslednom uvedenom rieSeni nemé zmysel
skusat vsetky dvojice prestupnych letisk (C, D): Akonahle vieme, Ze medzi A
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a C nevedie priamy let, nemusime skusat ziadne D. A pre konkrétne C' staci
skusat tie D, do ktorych sa z C' vieme dostat priamym letom.

Riesenie v ¢ase priamo imernom poctu letov:

V prvom rade si mozeme uvedomit, ze kedze kazdé letisko ma trojpismenny
identifikator, je len 263 = 17576 moznosti pre nazov letiska. Teda nie je problém
spravit si pole velkosti 26% a v flom si nieco ulozit o kazdom z letisk, ktoré sa
na vstupe vyskytni.

Zacneme tym, Ze nacitame zaciatoéné letisko A a cielové letisko B. Nasledne
nacitame cely zoznam letov do jedného pola. A uz pocas nacitavania letov (alebo
hned po nom) si viem vyplnit dve dalsie polia: pre kazdé letisko C' cenu najlac-
nejsieho letu A — C', a pre kazdé letisko D cenu najlacnejSieho letu D — B.

Akonahle teda skoncilo nacitanie, viem uz cenu najlacnejSieho priameho letu
A — B (mam ju ulozent hned na dvoch miestach).

Nasledne spoc¢itam cenu najlacnejSieho letu s jednym prestupom: pre kazdé
letisko C, ktoré sa na vstupe aspon raz vyskytlo, sa pozriem na sicet cien
najlacnejsieho letu A — C' a najlacnejsieho letu C' — B.

Na zaver spocitam cenu najlacnejsieho letu s dvomi prestupmi: Prejdem cely
zoznam letov. Pre kazdy let vysktsam mozZnost: ,.¢o ak je toto optimélny let z
C do D7 Zistim teda cenu prave skusaného letu, plus cenu letu z A do miesta,
kde prave skusany let zacina, plus cenu letu z miesta, kde prave skusany let
konci, do B.

Listing programu (Pascal)

const NEKONECNO = 987654321;
POCET_LETI SK = 26%26x%26

type let = record odkial, kam cena : longint; end;
var zaci atok, koniec : longint;

lety : array of let;

L : longint;

{ ponocna funkcia: skonvertuje trojpisnmenovy retazec na cislo z [0, 26x26x26) }
function retazec_na cislo(s : string) : longint;
begin retazec_na_cislo := 26x26x«(ord(s[1])-65)+26x«(ord(s[2])-65)+ord(s[3])-65; end,

{ ponocna procedura: znensi hodnotu v prenennej, ak vies }
procedure vyl epsi (var premenna : |ongint; nova_hodnota : |ongint);
begin if nova_hodnota < prenenna then prenenna := nova_hodnota; end;

{ procedura na nacitanie kodu letiska a vyroby cisla |letiska z neho }
procedure nacitaj | etisko(var kod : longint);
var ¢ : char;
letisko : string;
begi n
letisko :=""
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read(c); letisko += c¢; read(c); letisko += c; read(c); letisko += c;
read(c); { aj whitespace za nazvom nacitane }

kod := retazec_na_cislo(letisko);

end;

procedure nacitaj _vstup

var i : longint;

begi n
nacitaj | etisko(zaciatok); nacitaj | etisko(koniec);
readl n(L);

setlength(lety,L);

for i:=0 to L-1 do begin

nacitaj letisko(lety[i].odkial); nacitaj _letisko(lety[i].kam;
readl n(lety[i].cena);

end;
end;

procedure vypocitaj vystup;
var najlepsi_prilet, najlepsi_odlet : array[0..POCET_LETI SK-1] of I ongint;
i, odpovedl, odpoved2, odpoved3 : |ongint;
begi n
for i:=0 to POCET_LETISK-1 do najlepsi_prile

. t[i NEKONECNG;
for i:=0 to POCET_LETISK-1 do najlepsi_odlet[i]

NEKONECNG;

]

{ vypocitame ceny prianych letov zo zaciatku a do konca trasy }
for i:=0 to L-1 do begin
if lety[i].odkial = zaciatok then

vyl epsi ( najlepsi_prilet[ lety[i].kam], lety[i].cena );
if lety[i].kam = koni ec t hen
vyl epsi ( najlepsi_odlet][ lety[i].odkial ], lety[i].cena );
end;
odpovedl : = najl epsi _odl et[zaciat ok];

{ pre kazde | etisko vyskusane |letiet zo zaciatku na koni ec cez neho }
odpoved2 : = odpovedl
for i:=0 to POCET_LETI SK-1 do

vyl epsi ( odpoved2, najlepsi_prilet[i]+najlepsi_odlet[i] );

{ a pre kazdy let vyskusane |etiet zo zaciatku na koni ec cez neho }
odpoved3 : = odpoved?2;
for i:=0 to L-1 do
vyl epsi ( odpoveds3,
najlepsi_prilet[lety[i].odkial]+lety[i].cena+najlepsi_odlet[lety[i].kan]);

{ vypi sene odpovede }

i f odpovedl >= NEKONECNO then witeln(’' neexistuje') else witeln(odpovedl);

i f odpoved2 >= NEKONECNO then witeln(’' neexistuje') else witeln(odpoved2);

i f odpoved3 >= NEKONECNO then witeln(’' neexistuje') else witeln(odpoved3);
end;

begi n
naci taj _vstup;
vypocitaj _vystup;
end.

Iné vzorové riesenie:

Ukéazeme si este jedno rieSenie s optiméalnou ¢asovou zlozitostou O(¢). Toto
rieSenie je myslienkovo o trochu tazsie, ale méa dve nesporné vyhody: velmi lahko
sa implementuje a navySe ostane efektivne aj vtedy, ked by sme sa zaujimali o
lety s tromi, Styrmi, ¢i piatimi prestupmi.
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Hlavna myslienka: Ako vyzera najlacnejsi let z A do B s dvomi prestupmi?
Tak, Ze najskor s jednym prestupom prideme z A na nejaké letisko C, a odtial
najlacnejsim letom na letisko B. A ktori mozZnost pouZijeme pri ceste z A na
C'"? No predsa najlacnejsiu.

Celé riesenie bude teraz Uplne priamociare: Trikrat prejdeme cez zoznam
letov. Pri prvom prechode si pre kazZdé letisko zistime cenu najlacnejSieho pria-
meho letu nan. Pri druhom prechode pouzijeme tieto idaje na to, aby sme pre
kazdé letisko zistili cenu najlacnejSieho letu nan pomocou dvoch letov. A v tre-
tom prechode spravime esSte raz to isté: z cien pre dva lety spocitame ceny pre
tri lety.

(Ide vlastne o jednoducht aplikidciu postupu nazyvaného dynamické prog-
ramovanie. NavySe si pozorny ¢itatel urc¢ite v§imol, Ze v trefom prechode si
uz stacilo pamitat optimalnu cenu len pre naSe cielové letisko. KedZe nam to
vSak nepokazi zlozitost, budeme si to pamitat pre vSetky, bude sa to lahsie
implementovat. Casova zlozitost bude nadalej linearna od poctu letov.)

Nasleduje mierne leniva implementacia tohto postupu v C++: aby sme ne-
museli precislovat letiské, pouzijeme namiesto toho hesovacie tabulky.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanp

#i ncl ude <vector >

#i ncl ude <unordered_set >
#i ncl ude <unordered_map>
usi ng nanmespace std;

const int NEKONECNO = 987654321;

struct let { string odkial, kam int cena; };

string zaci atok, koni ec; /1l z ktoreho letiska a na ktore letine
vector<let> lety; /1 zoznam |l etov zo vstupu
unordered_set<string> letiska; // zoznam |l etisk zo vstupu

/'l najlepsia_cenalx][YYY]:
/'l najlepsia cena, za ktoru viene prist na |letisko YYY ponocou x |etov
unordered_map<string,int> najlepsia_cenal4];

void nacitaj _vstup() {
cin >> zaci atok >> koni ec;
int L; cin>> L
while (L--)
let T; cin >> T.odkial >> T.kam >> T.cena;
| ety. push_back(T);
letiska.insert(T.odkial); letiska.insert(T.kam;

}

void inicializuj () {
for (int let=0; let<=3;, ++l et)
for (auto it : |etiska)
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naj l epsia_cena[let][it] = NEKONECNG
naj | epsi a_cena[ 0] [ zaci at ok] = O;

void vypocitaj () {
for (int let=1; let<=3;, ++let)

/'l pre kazde letisko viene najlepsi sposob na (let-1) |etov,

/1l chcenme najst najlepsi na (let) letov

for (unsigned i=0; i<lety.size(); ++i)
int takto = najlepsia_cena[let-1][lety[i].odkial] + lety[i].cena;
if (takto < najlepsia_cena[let][lety[i].kan)

najl epsia_cenaf[let][lety[i].kam = takto;

}

voi d vypis_vystup() {
i nt odpovedl = najl epsia_cenal1l][koniec];
i f (odpovedl == NEKONECNO) cout << "neexistuje” << endl;
el se cout << odpovedl << endl;
i nt odpoved2 = m n( odpovedl, najl epsia_cena[?2][koniec] );
i f (odpoved2 == NEKONECNO) cout << "neexistuje” << endl;
el se cout << odpoved2 << endl;
i nt odpoved3 = m n( odpoved2, najl epsia_cena[3][koniec] );
i f (odpoved3 == NEKONECNO) cout << "neexistuje” << endl;
el se cout << odpoved3 << endl;

}

int main() {
nacitaj _vstup();
inicializuj();
vypoci taj ();

) vypis_ vy stup();

B-1II-2 Benatky

Pomalsie riesenie:

Jedno mozné jednoduché riesenie vyzera nasledovne: Samostatne pre kazdy
pocet zatopenych poschodi p prejdeme cell ulicu a spoc¢itame pocet ostrovov.
PresnejSie, kedze kazdy ostrov prave na jednom mieste zacina, staci spocitat
vSetky zaciatky ostrovov. Zaciatok ostrovu je taky dom, ktory méa na lavej strane
vodu (teda nalavo od neho je dom, ktory uz je cely pod vodou). Vynimkou je
prvy dom: ak este nie je cely pod vodou, tak aj on je zaciatkom ostrova.

V programe to lahko implementujeme napr. tak, ze ku vyskam domov, ktoré
si ulozime ako H[1] az H|[n], doplnime ,dom nulovej vysky“: H[0] = 0. Teraz
pre kazdé i = 1...n plati: Ak je zatopenych presne p poschodi, tak dom i je
zaCiatkom ostrova vtedy a len vtedy, ak H[i] > p a zaroven H[i — 1] < p.
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Listing programu (Pascal)

var vysky: array[O0..10000] of |ongint;
pocet, voda, i, n:longint;

begi n
readl n(n);
for i:=1 to n do read(vysky[i]);
vysky[ 0] : =0;
for voda:=1 to n do begin
pocet : =0;
for i:=1ton do if (vysky[i]>=voda) and (vysky[i-1]<voda) then inc(pocet);
wite(pocet, '.);
end;
witeln;
end.

Takéto pocitanie vsak nie je prilis efektivne — spravime pri nom spolu az
rddovo n? krokov. Existujt vSak aj lepsie postupy. Jeden z nich si ukdZeme.

Vzorové riesenie:

Budeme postupne simulovat dvihanie sa hladiny. D4 sa vSimnut, Ze ked sa
domy ponoria o jedno poschodie, nezmeni sa toho prili§ vela. Presnejsie, zmena
nastane len vtedy, ked sa strecha nejakého domu zaplavi. Vtedy sa moZzno nejak
(najviac o 1) zmeni pocet ostrovov.

Vzorové riesenie teda bude nasledovné. Rozdelime si domy do n chlievikov
podla ich vysky. (V prvom chlieviku budi jednoposchodové, v druhom dvojpos-
chodové. . .) V cykle budeme postupne zvysovat pocet zatopenych poschodi p od
1 po n. Vzdy, ked zatopime nové poschodie p, tak postupne po jednom ,,pono-
rime“ domy v (p—1)-tom chlieviku, pri¢om si neustale pamétame a upravujeme
aktualny pocet ostrovov.

Ponorit dom znamena, Ze ho akoby odstranime z ulice. T.j., do pola boolov-
skych premennych si o nom zaznacime, ze uz je cely pod vodou. Néasledne sa
pozrieme, ¢i su uz domy, ktoré s nim bezprostredne susedia, celé ponorené alebo
nie. Mohli nastat tri pripady:

e Ak pred nim aj za nim uz je voda, pocet ostrovov sa znizi o 1.
(Tento dom bol samostatny ostrov a ten prave zanikol.)

e Ak pred nim aj za nim je nepotopeny dom, pocet sa zvysi o 1.
(Potopenim tohto domu sa jeden ostrov rozpojil na dva.)

e Ak na jednej strane je voda a na druhej nepotopeny dom, pocet ostrovov
sa nezmeni.
(Potopenim tohto domu sa len zmensila Sirka jedného z ostrovov.)
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Casové zlozitost algoritmu bude linedrna od poétu domov, teda O(n). To
preto, Ze rozdelenie domov do chlievikov vieme spravit v linedrnom case a na-
sledne uz len kazdy dom raz spracujeme.

Listing programu (Pascal)

var vyska: array [1..1000007] of |ongint;
vynoreny: array [0..1000008] of bool ean;
chlievik: array [0..1000007] of array of |ongint;
pocet:array [0..1000007] of |ongint;
n, i, voda, pocet Gstrovov, ci sl oDoru: | ongi nt ;
begi n
readl n(n);
{ zistimvel kosti chlievikov, nacitam vstup a nastavim pole vynoreny }
for i:=0 to n do pocet[i] := O;
for i:=1 to n do begin
read(vyskal[i]);
vynoreny[i] := true;
i nc(pocet[vyska[i]]);
end;
vynoreny[0] := fal se;
vynoreny[ n+l] := fal se;
{ podla zistenych vel kosti nastavi m vel kosti chlievikov }
for i:=0 to n do begin
setlength(chlievik[i], pocet[i]);
pocet[i] := O;
end;
{ naplnimchlieviky cislam budov}
for i:=1 to n do begin
chlievik[vyska[i], pocet[vyska[i]]]: =i
i nc(pocet[vyska[i]]);
end;
{ na zaciatku je jeden ostrov }
pocet Gstrovov : = 1,
for voda:=1 to n do begin
{ postupne zapl avuj ene poschodi a: pre dony so spravnou vyskou potopine }
for i:=1 to pocet[voda-1] do begin
ci sloDonmu := chlievik[voda-1,i-1];
{ vsimite si, ze sa pocet ostrovov zmeni podl a podm enok}
dec( pocet Cstrovov) ;
i f (vynoreny[cisloDomu-1]) then inc(pocetOstrovov);
i f (vynoreny[cislobDomu+1]) then inc(pocetOstrovov);

vynoreny][ ci sl oDomu] : = fal se;
end;
write(pocetGstrovov,’ . );
end;
witeln;

end.

B-II-3 Anickine darceky

Podiloha a):

Algoritmus, ktory ste programovali pre Anicku, sa vola binarne vyhladavanie
(v angli¢tine binary search).
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Strucne si pripomenme hlavni myslienku, ktora bola podrobnejsie popisana
v doméacom kole: Mame usporiadant postupnost ¢isel, medzi ktorymi chceme
najst niektoré konkrétne. Tie si pamitame v poli, pripadne ich vieme zistit aj
bez pola (ako datumy v decembri v domécom kole). Na zaciatku hladame v
intervale celého rozsahu pola a postupne ho vhodne zmensujeme na poloviéna
velkost, az kym nehladame na intervale dlzky 1 — teda kym nam neostal uz len
jediny kandidat.

Myslienka binarneho vyhladavania je sice lahké, ale pri implementéacii je
velmi Tahké urobit kopu chyb ,,0 plus minus jedna* a tak stvorit program, ktory
dé obcas nespravnu odpoved, ¢i sa dokonca zacykli. Tymto typickym chybam
sa da vyhnat vhodnym myslienkovym pristupom, ktory si teraz ukazeme.

Interval, v ktorom hladédme, si budeme pamiitat ako polootvoreny interval,
konkrétne (z, k). Tento zapis znamena, Z%e na pozicii z (za¢iatok) je prva hod-
nota, ktord uz do intervalu patri, a k£ (koniec) je prva hodnota, ktord uz do
intervalu nepatri. Teda napr. polootvoreny interval (5,8) obsahuje celé ¢isla 5,
6 a 7, ale uz nie 8.

Tato reprezentacia ma oproti inym reprezentaciam (napr. uzavrety interval)
vela vyhod. Skiste si rozmysliet ako by ste vyjadrili dlzku intervalu jednym a
druhym sposobom alebo ako by ste zapisali prazdny interval.

Ako tieto intervaly vyuzit pri binarnom vyhladavani? Jednoducho — rozde-
lime si prvky v poli na dva typy: zl€¢ a dobré. V nasom pripade zlé prvky su tie
darceky, ktoré su prilacné, a dobré prvky su tie darceky, ktoré st uz dostatocne
drahé. To, ¢o hladame, je prvy dobry prvok v poli. Urobime to tak, Ze najdeme
stucasne posledny zly aj prvy dobry prvok. Pocas hladania si budeme udrziavat
vyssSie spomenuté dve premenné z a k. Budeme si pritom davat pozor, aby vzdy
platilo: prvok na pozicii z je zly a prvok na pozicii k£ je dobry.

KedZe pole je usporiadané, vieme, Ze vSetky prvky nalavo od pozicie z st
nutne tiez zlé. (Ak je siedmy darcek prili§ lacny, je aj kazdy z prvych Siestich
darc¢ekov prili§ lacny.) A podobne, vSetky prvky napravo od pozicie k su tiez
dobré. Jedine prvky medzi z a k si teda nezname.

Ktory prvok méze teda byt poslednym zlym prvkom v poli? Do tvahy pri-
padaju prave pozicie z polootvoreného intervalu (z, k). V tejto chvili je jasné,
kedy binarneho vyhladavanie skonéi: vtedy, ked uz ostane len jeden kandidat.
Teda vtedy, ked k — z = 1.

Aj krok binarneho vyhladavania je teraz priamodiary: pozrieme sa do stredu
intervalu, na poziciu* m = [(z + k)/2]. Ak je na tejto pozicii dobry prvok

4Symbolmi |c| a [c] znac¢ime dolnt a hornii celt ¢ast &isla c: |c| je najvicsie celé &islo
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(dostato¢ne drahy darcek), moézeme zmenit k£ na m. V opacnom pripade zme-
nime z na m. V oboch pripadoch sme takto skratili interval, v ktorom hladéame,
priblizne na polovicu.?

Posledné, ¢o potrebujeme vyriesit, je inicializacia: na zaciatku potrebujeme
nastavit hodnoty z a k tak, aby platila vyssie uvedend podmienka (odborne
nazyvana invariant).

Majme teda v poli A na pozicidch 0 az n — 1 ulozené ceny darcekov od naj-
mensej po najviacsiu. Jedna moznost je zacat vyhladdvanie tym, Ze sa pozrieme
na pozicie 0 a n — 1, ¢i nenastal nejaky zo Specidlnych pripadov: vsetky prvky
zlé alebo naopak vSetky dobré — v nasom pripade teda vsetky darceky prilacné
alebo vSetky dostato¢ne drahé. Ak nastal Specidlny pripad, oSetrime ho, a ak
nie, mozeme nastavit z = 0, k = n — 1 a spustit bindrne vyhladavanie.

Este SikovnejSie je vSak pomoct si drobnym trikom: predstavme si, ze pred
polom (teda na pozicii —1) je darcek, ktory je urcite prili§ lacny, a za polom (na
pozicii n) daréek, ktory je dostatocne drahy. Nastavime teda z = —1, k = n a
rovno spustime bindrne vyhladavanie.

A kedy teda spozname, ¢i nenastal Specialny pripad? To je jednoduché: iplne
na konci. Ak ndhodou skonc¢ime s tym, ze k ostalo rovné n, su vSetky skutoc¢né
darcéeky prili§ lacné, a teda vypiSeme —1. V opacnom pripade (a to vratane
situdcie, kedy ostalo z rovné —1) ukazuje ¢islo k na poziciu v poli, kde je prvy
dobry darcek. A to je uz uplne vsetko.

Listing programu (Pascal)

{ ========= toto je funkcia, ktoru ste mali inplenentovat ========}
function najdi _darcek(var A array of longint; n : longint; p: longint) : longint;
var z, k, m: longint;
begi n
{ inicializujeme z a k tak, aby ukazovali na urcite zly a urcite dobry darcek }
z 1= -1,
k :=n;
{ kym mane viac ako jednu nmobznost, zmensujene interval na polovicu }
while k-z > 1 do begin
m:= (z+k) div 2;
if AAmM <p then z := melse k :=m
end;

{ zistinme, ci mame riesenie, a ak ano, vratinme ho }
if k=n then najdi _darcek := -1 else najdi_darcek := A K];
end;

ktoré je najviac ¢, a [c| je najmensie celé ¢islo, ktoré je aspon c.

SPovsimnite si tieZ, ze krok robime len vtedy, ak k — z > 1. V takomto pripade plati
z < m < k, a teda urcite spravime aspon nejaky pokrok aj pre malé intervaly — vzdy pozerame
na nové, nezname policko a nikdy sa nezacyklime.
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{ ======== a takto by sa dala tato funkcia pouzit v progranme ========}

var pocet _darcekov : longint = 12;
ceny_darcekov : array[O0..11] of |ongint
=(2, 3, 3, 3, 5 8, 9, 10, 23, 32, 47, 99);

begi n
{ vyskusame vo vyssie definovanom poli vyhl adavat pre rozne ceny }
writeln( najdi _darcek( ceny_darcekov, pocet_darcekov, 4) ); { vypise 5}
writeln( najdi_darcek( ceny_darcekov, pocet_darcekov, 5) ); { vypise 5}
witeln( najdi _darcek( ceny_darcekov, pocet_darcekov, 17 ) ); { vypise 23}
writeln( najdi _darcek( ceny_darcekov, pocet_darcekov, 100 ) ) { vypise -1}

end.

Podiloha b):

Na kolko poli¢ok pola A sa naSe rieSenie pozrie? Vzdy, ked nejaké policko
pola A porovname s hodnotou p, zmensi sa pocet moznosti, ktoré ndm ostavaju,
priblizne na polovicu. Mohli by sme sa teda pytat otazku: Kolkokrat musime
interval danej dizky ,rozpolit“, kfm nam ostane len jeden prvok? Pre lepsiu
predstavu sa moézeme tu isti otdzku opytat aj opacnym smerom: Kolkokrat
musime dlzku intervalu zdvojnésobit, aby z 1 narastla az na pévodna dlzku?

Presne na ttito otazku ndm odpovedaju logaritmy. Logaritmus so zakladom
2 z ¢isla a zapiseme ako log, a. Hodnota log, a je také &islo b, Ze plati 2° = a.
Napriklad log, 8 = 3, pretoze 23 = 8.

Nase riesenie teda spravi radovo log, n krokov a v kazdom z nich sa pozrie
na jedno poli¢ko pola A.

Priklad: Ak by pole A malo milién prvkov, pozrieme sa len na 20 z nich
(lebo log, 1000 000 == 20).

Poduloha c):

Dokézeme, ze lubovolny deterministicky® algoritmus riesiaci zadant tlohu
sa v najhorsom moznom pripade musi pozriet na aspon [log,(n + 1)] policok
pola A.

Zakladna myslienka dokazu je jednoducha: Existuje n+ 1 moznych vystupov
a kazdym pristupom do pola A vieme zarucene vylucit najviac polovicu z nich,
preto potrebny pocet pristupov do pola musi byt v najhorSom moZnom pripade
aspon rovny dvojkovému logaritmu ¢isla n + 1.

Vo zvysku tohto vzorového riesenia tento dokaz rozpiSeme poriadnejsie.

6Slovo ,,deterministicky“ znamena, ze dalsi krok algoritmu je vzdy jednoznac¢ne uréeny tym,
¢o sa udialo dovtedy. Inymi slovami, je to algoritmus, ktory sa nikdy nerozhoduje ndhodne.
Ona by mu tu td ndhoda aj tak nepomohla — kedZe sa pozerdme na najhorsi mozny pripad,
tak ¢i tak by museli vSetky mozné postupy hladania byt efektivne. A naco si potom nadhodne
vyberat jeden z nich?
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V prvom rade si uvedomme, Ze ked sa algoritmus pozrie na nejaké policko x
pola A, jediné rozumné, ¢o moze spravit, je porovnat ho s hladanou hodnotou
p. Toto porovnanie ndm dé jeden z dvoch moznych vysledkov: bud sa dozvieme,
ze Alx] < p, teda dotyény darcéek je prilacny, alebo sa dozvieme, ze A[x] > p,
teda dotyc¢ny darcek je dostatocne drahy.

Na zaciatku eSte o poli A ni¢ nevieme. To, ¢o chceme zistit, je vlastne pocet
prvkov v poli A, ktoré stt mensie ako p. (Inymi slovami, chceme zistif polohu z
posledného prilacného darceka.) Je n + 1 moznosti: prilacnych daréekov moze
byt 0, 1, 2, ..., az vSetkych n. A ku kazdej z tychto n + 1 moznosti patri iny
vystup algoritmu: v prvych n pripadoch vypiSseme cenu 1., 2., ..., n. darceka,
v poslednom pripade vypiseme hodnotu —1.

Na zaciatku sme teda v situécii, ze do ivahy pripada n+ 1 réznych moznosti
pre hodnotu z. Tieto moznosti budeme volat kandidatmi. Pocas behu programu
sa tento obcas pozrie na niektoré policko pola A. V tomto okamihu sa nam
mnozina kandidatov méze zmensSit.

Priklad 1: Kandidatmi pre z boli ¢isla 4 az 11. Program sa pozrel na policko
7 a bolo A[7] < p. Od tohto okamihu st uz kandidatmi len ¢isla od 7 po 11.

Priklad 2: Kandidatmi pre z boli ¢isla 4 az 11. Program sa pozrel na policko
13 a samozrejme sa dozvedel, ze A[13] > p. Jeho chyba, Ze sa tam pozeral,
predsa to uz mal vediet. Mnozina kandidatov sa nezmenila.

No a uz sme skoro hotovi. Staéi si len uvedomit, ze pri kazdom pristupe
do pola A sa mnozina kandidatov rozdeli z jedného intervalu na dva. Ak boli
kandidatmi ¢isla od a po b — 1 vratane a opytali sme sa na c, tak sa stane
nasledovné: Ak Alc|] < p, kandidatmi ostanu ¢isla ¢ az b — 1, inak kandidatmi
ostanu ¢isla a az ¢ — 1. Ak bolo teda pred pristupom do pola A kandidatov g,
po pristupe je ich v tej pre nds horsej vetve aspon [q/2].

Nech teda 2* je najvic§ia mocnina dvoch ostro mensia ako n+ 1. (Cize plati
2F < p+1 < 28L) Tyrdime, Ze ak m4 pole A velkost n, neexistuje algoritmus,
ktorému vzdy staci pozriet sa na k poli¢ok pola A. Totiz na zaciatku ma pred
sebou tento algoritmus n+1 kandidatov, a ked mu budeme na otéazky odpovedat
tak, aby zakazdym nastala ta pre neho horsia alternativa, aj po k otazkach mu
eSte ostand aspon dvaja kandidati, a teda si nebude isty odpovedou.
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B-II-4 Cierne $tvorce st tu opit

Podiloha a):

Prvé rozmiestnenie, ktoré sme mali najst, malo tvorit 7 ¢iernych Stvorcov,
pre ktoré plati: O 3 minuty este bude aspon jeden Stvorec Cierny, ale o 4 mintuty
uz budu uplne vsetky stvorce v celej rovine biele.

My uZ vieme vyrobit rozmiestnenie 4 ¢iernych Stvorcov, ktoré presne 3 mi-
nuty vydrzi: stac¢i ich dat do radu vedla seba. A ked ich médme mat na zaciatku
namiesto Styroch sedem, staci eSte pridat tri iné niekde ,dostatocne daleko®.
Na nasledujicom obrazku vidime dve rozne vyhovujice rozmiestnenia. Tretou
moznostou bolo pouzit rieSenie podalohy d) doméceho kola pre n =7 a k = 4.

= s

Druhé hladané rozmiestnenie malo tvorit 7 ¢iernych $tvorcov, pre ktoré plati:
O 6 minat bude prave jeden Stvorec v celej rovine ¢ierny. Tento Stvorec nesmie
lezat na ziadnej z pozicii, kde boli ¢ierne Stvorce na zaciatku.

Najjednoduchsie je vSimnut si, ¢o sa stane, ak ¢ierne Stvorce tvoria rad
iduaci ,,sikmo doprava dodola®“. Ten bude postupne postupovat doprava dohora
a skracovat sa. Toto rieSenie je na nasledujucom obrazku vlavo. Na obrazku
vpravo je iné rieSenie tejto podilohy. Skuste si odsimulovat jeho prvy krok a
uvidite, ako funguje.

Poduloha b):

Stvorce na obvode Marikinho papiera ostanti navzdy biele.

Uvedomte si, Ze na to, aby sme to dokézali, staci dokéazat, ze ak niekedy je
cely obvod Marikinho papiera biely, tak aj o mintatu neskor bude cely biely.

Vsimnime si najskor tie Stvorce na zvislych okrajoch (teda tie, ktoré su
zvyraznené na nasledujicom obrazku):
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Pre kazdy z nich plati, Zze aj on je biely, aj stvorec bezprostredne pod nim
je biely. A teda vSetky tieto Stvorce budu biele aj v nasledujucom kroku. A
rovnaka tvahu mozZeme spravit aj pre Stvorce na vodorovnych hranach — kazdy

z nich je biely a mé nalavo od seba biely Stvorec, preto aj v nasledujicej mintte
bude biely.

Poduloha c):

Ziadne zaciatoéné zafarbenie nevydrzi ani len 20 mintt, nie to este 100.
Ukézeme dva rozne (aj ked podobné) sposoby, ako toto tvrdenie dokézaf.

Prvy dokaz bude zalozeny na nasledujicom pozorovani: Predstavme si dve
rozne Stvorcové siete. V prvej ozna¢me mnozinu ¢iernych stvorcov A, v druhej
B. Nech A C B, teda kazdy stvorec, ktory je ¢ierny v prvej sieti, je Cierny aj v
druhe;j.

Zamyslime sa teraz, ako bude situdcia v naSich dvoch sietach vyzerat o
minitu. V prvej sieti sa mnozina ¢iernych Stvorcov zmeni na A’, v druhej na
B’. A bude nadalej platit vztah A’ C B’? Llahko sa presved¢ime, Ze dno. Ak je
nejaky Stvorec s ¢ierny v A’, tym skor je ¢ierny aj v B’ — vSetky céierne Stvorce
z A, ktoré ,hlasovali“ za to, aby s bol ¢ierny v A’, mame aj v B.

Preto vobec nemusime skusat vietkych 26-10 moznych zadiatoénych rozlozeni
¢iernych Stvorcov v Marikinej Stvorcovej sieti. Stac¢i sa nam sustredit na jediné
z nich — to, v ktorom st na zaciatku c¢ierne tplne vSetky sStvorce. Ak totiz toto
rozlozenie po niekolkych krokoch ,,vyhynie“, vieme, Ze aj hocijaké iné zaciatocné
rozloZenie by ,,vyhynulo“ po nanajvys tolko isto krokoch.

A pre ¢erny obdlznik uz lahko odsimulujeme zmeny pocas nasledujtcich
minat. Na nasledujucom obrazku je znazornené, ako vyzerda po 0, 3, 7 a 13
minutach od zaciatku.

Iny moznym rieSenim je priamo si vsimnut (a dokazat), ze kazdé rozmiestne-
nie Hernych Stvorcov sa bude postupne menif na biele podobne ako nas obdlznik
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— po ,,uhloprieckach®, za¢inajic v favom dolnom rohu.
Aby sme mohli toto tvrdenie presnejsie sformulovat, o¢islujme si policka vo
vnuatri Marikinho planu tak ako na nasledujicom obrazku.

67(819]10|11|12(13|14|15
516 |7|8(9](10({11(12|13|14
415(6|7|8]9(10{11{12]|13
314151678 (9(10(11{12
21314156789 (10(11
112(3[4(5|6|7|8]9(10

A teraz uz lahko postupne zdovodnujeme:

e Po prvej minute bude stvorec s ¢islom 1 uz navzdy biely — aj pod nim, aj
nalavo od neho je biely Stvorec.

e Po druhej minute budi aj stvorce s ¢islom 2 uz navzdy biele — lebo vSetky
Stvorce, ktoré si bezprostredne dodola a nalavo od nich st po prvej mintite
navzdy biele.

e Po tretej minute sa k navzdy bielym Stvorcom pridaja aj Stvorce s ¢islom
3, a tak dalej.

Teda bez ohladu na to, ako Marika rozmiestni ¢ierne Stvorce, bude o 15 mintt
cely jej obdlznik biely. Vo vSeobecnosti, ak mame obdlznik rozmerov 7 x ¢ (kde
r,c > 3), ktorého okraj je cely biely, tak vieme, ze po r + ¢ — 5 minttach uz
bude celé biele aj vnutro.

Poduloha d):

Zakladna myslienka bude jednoducha: Pozrieme sa na ¢ierne stvorce a zvo-
lime nejaky obdlZnik, ktory ich obsahuje a mé cely okraj biely. Z jeho rozmerov
potom vieme, rovnako ako v predchadzajticej podilohe, vypocitat, po kolkych
krokoch uz bude zarucene cely biely.

Poriadny dokaz ale treba predsa len robit trochu poriadnejsie. To, na ¢o si
potrebujeme dat pozor, je situacia, kedy st ¢ierne Stvorce prilis ,roztrisené“ —
vtedy totiz musime namiesto jedného velkého obdlZnika pouzif viacero malych.
Na nasledujucom obrazku je priklad toho, ako sme takto ,uzavreli“ 14 ¢iernych
Stvorcov do troch obdlZnikov. Pre situiciu na obrazku vieme (podla rozmerov
najvicsieho obdlznika) zarucit, Ze o nanajvys 6 sekiind uz budu vsetky stvorce
biele.
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H

Ako takéto uzavretie do obdlznikov vyrobit systematicky a zarucit, ze buda
vSetky z nich malé? Moézeme napriklad zacat tym, Ze si vyznacime riadky a
stlpce, v ktorych lez aspoii jeden ¢ierny §tvorec. (Ak teda mame 47 &ernych
Stvorcov, tak dokopy vyznacime najviac 47 riadkov a najviac 47 stipcov.)

: REN

by

1T
LR S S B $
Vyznacené riadky aj stlpce sa ndm rozpadnt na niekolko stvislych skupin.
Napr. na obrazku nad tymto textom su dve skupiny vyznacenych riadkov a tri

skupiny stlpcov. No a ked si vyberieme jednu skupinu vyznacenych riadkov a
jednu skupinu vyznacenych stipcov, dostaneme jeden z obdlznikov:

by

FT
U
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Tu st dalSie dva zo Siestich obdlznikov, ktoré nasim postupom vznikli. VSim-
nite si, Ze moézeme dostat aj prazdne alebo zbyto¢ne velké obdlzniky, to nam
ale vobec neprekaza.

—
—>

Py

H

T Il
R S I S B $
A kedy Ze to prefarbovanie vlastne skon¢i? Kazdy obdlznik sa bude prefar-
bovat nezavisle od zvysku roviny, preto mozeme uvazovat kazdy zvlast. Najhorsi
mozny pripad je, Zze budeme maf presne jeden obdlZnik a ten bude maft rozmery
49 x 49. No a podla vztahu, ktory sme si odvodili v podilohe c), o 93 minut

bude uz aj takto velky obdiZnik cely biely. Jednym mozn§m riesenim podilohy
d) je teda ¢islo k = 93.

Par slov na zaver:

Viaceri riesitelia uviedli pokusy o dokaz, zalozené na tvrdeni, ze v kazdom
kroku sa celkovy pocet c¢iernych Stvorcov zmensi. Toto ale nie je pravda — exis-
tuju dokonca konfiguracie, pre ktoré sa v niektorom kroku celkovy pocet cier-

Tiez si mozeme vSimnut, ze odhad, ktory sme dokézali v rieSeni podilohy
d), je sice spravny, ale nie je tesny. V skutocnosti sa da dokazat, ze ak mame na
zacCiatku n ciernych stvorcov, tak uz po n minttach budt uplne vsSetky Stvorce
biele. Detaily dokazu ponechavame ako cvicenie. Poradime len, ze namiesto
vhodnych obdlZznikov mézeme radsej zvolif vhodné rovnoramenné pravouhlé
trojuholniky.



Riesenia celostatneho kola kategorie A

A-III-1 Odpoved

KedZe ¢islo 42 sa v celej postupnosti vyskytuje prave raz, zaCneme tym,
ze najdeme jeho poziciu p. Zaujimaji nas teraz len tie stivislé podpostupnosti,
ktoré tuto poziciu obsahuju.

RieSenia hrubou silou (aspon kubicka ¢asova zloZitost):

Prvym a najjednoduchs$im rieSenim je zobrat si kazdy mozny zaciatok z a
koniec k také, ze z < p < k a k—z je parne, a pre kazdu dvojicu overit, ¢i medidn
tohoto useku je naozaj 42. Priamociara forma overovania: overovany usek si
skopirujeme do pomocného pola, to usporiadame a pozrieme sa na prostredny
prvok. Takéto rieSenie mé ¢asovi zloZitost ©(n>logn), lebo mame ©(n?) tsekov
a pre vac¢sinu z nich na triedenie potrebujeme O (nlogn) krokov.

Existuju aj rézne (pomerne komplikované) algoritmy, pomocou ktorych vieme
median n-prvkovej postupnosti najst v ¢ase ©(n). Pouzitie takéhoto algoritmu
namiesto triedenia vedie k ¢asovej zloZitosti ©(n3).

T istt éasova zlozitost vSak vieme dosiahnut aj ovela IahSie. Staci si uvedo-
mit, Ze nepotrebujeme ndjst medidn, len overit, ¢i je 42 medidnom. Pri overovani
nas nezaujima rozmiestnenie prvkov. Jediné, ¢o potrebujeme overit, su ich po-
A toto vieme velmi lahko overif v ¢ase linedrnom od dlzky testovaného tseku.
Takto teda dostdvame TahSie rieSenie s ¢asovou zloZitostou ©(n?).

Lepsie riesenie (kvadraticka éasova zlozitost):
Ako sme si v8imli, nikdy nas nezaujimala konkrétne hodnota nejakého prvku,

.....

.....

ako 42 a mensich ako 42“ teraz vieme vyjadrit jednoducho ako ,,isek mé sucet
0“.

Teda plati, Ze konkrétna suvisla podpostupnost méa median 42 prave vtedy,
ak po uprave pola obsahuje 0 a zaroven ma sucet rovny 0. (VSimnite si, Ze nepot-
rebujeme uvazovat podmienku o neparnej dlzke. T4 totiz vyplyva zo zvysnych
dvoch — kazda postupnost, ktora obsahuje jednu 0 a rovnako vela +1 a —1 musi
mat neparnu dizku.)
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Kubické riesenie bolo zbytoc¢ne pomalé preto, ze pre kazdy zaciatok a koniec
zacinalo vzdy ratat odznova. Skiisme to teda Sikovnejsie. Postupne vyskusame
vsetky z od 1 po p. Pre konkrétne z najskor polozime k£ = z. V tejto chvili
je sucet useku rovny hodnote na policku z. Nasledne zvicSujeme k£ az po n a
zakazdym v konstantnom case prepocitame siucet zodpovedajuceho tseku. (Iba
zoberieme doterajsi sucet a pripoc¢itame k nemu nasledujici ¢len postupnosti.)
No a vzdy, ked k > p a aktudlny stucet je rovny 0, sme nasli jeden z vyhovujucich
usekov.

Toto riesenie teda kazdu dvojicu z < k spracuje v konstantnom case, a teda
m4 Casovi zlozZitost ©(n?).

(Poznamka: Na myslienke , pre kazdy zac¢iatok postupne zvysujem koniec* sa
tiez d4 navrhnif riesenie s o trochu horsou ¢asovou zlozitostou ©(n?logn). Pri
nom pracujeme priamo s pévodnymi hodnotami zo vstupu. Pouzijeme usporia-
dant mnozinu (multiset v C++), do ktorej postupne vkladame prvky postup-
nosti od z-teho dalej. Pritom si udrziavame ukazovatel (iteradtor) na median.)

Iné kvadratické riesenie:

Aj vyssie uvedené kvadratické riesenie eSte robi velakrat to isté: pre kazdé z
prechadzame v cykle pre k£ aspon od p po n a znova a znova sc¢itujeme tie isté
prvky. Poktsime sa tito neefektivnost odstranit. Najskor to sice opit povedie
ku rieSeniu s kvadratickou ¢asovou zlozitostou, toto vSak niz§ie vylepSime.

Zacneme rovnakym predspracovanim ako vyssSie uvedené kvadratické riese-
nie: zmenime prvky na 0, +1ky a —1ky. Potom ale budeme prvky scitovat len
raz. Najskor zacneme od p a pre kazdé k si spocitame sicet [ tseku od p po
k. Toto celé vieme spravit v linedrnom case. No a nésledne spravime to isté v
opacnom smere: pre kazdé z od p po 1 spocitame sucet o, useku od z po p.

Pomocou takto predpocitanych hodnoét vieme spravit dalSie rieSenie v Case
O(n?): vysktsame vietky dvojice z, k pre ktoré plati z < p < k a vyberieme tie
z nich, kde o, + 5 = 0. (Alebo inymi slovami, «a, = —f.)

Vzorové riesenie:

Ak chceme lepSiu ako kvadratickt ¢asovi zlozitost, potrebujeme najst spo-
sob, ako zaratat viac dobrych tsekov naraz. Tu nam pomoze, ked si uvedomime,
ze sucty a, a [ nadobudaju hodnoty len od —n po n.

Hlavnt myslienku si najskor ukdzeme na obrazku:
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e Horny riadok ukazuje vstupné pole, v dolnom st hodnoty po uvodnej
uprave.

e Sipky smerujtice dolava ukazuji tri rézne tseky, pre ktoré plati o, = 3.

e Sipky smerujice doprava ukazuju dva rozne tseky, pre ktoré plati 3, =
—3.

e Spojenim hociktorého z tychto lavych a hociktorého z tychto pravych tse-
kov dostaneme tsek so stctom 0.

Formélne, pre kazdé s, nech A[s] je pocet z takych, ze o, = s a B]s] nech
je pocet k takych, ze 5 = s. Zvolme si konkrétne s (medzi —n a n, vratane).
Kolko existuje postupnosti takych, ze a, = s a f; = —s? Presne A[s] x B[—s]:
mame totiz A[s| moznosti, kde takdto postupnost moze zacinat, a nezavisle od
toho B[—s| moznosti, kde kon¢i.

Polia A a B vieme vypoditat v linedrnom case od n (takmer rovnakym
algoritmom ako sme pocitali hodnoty «, a ). Aj nasledné vyskasanie vSetkych
moznych s a spocitanie dobrych podpostupnosti prebehne v linedrnom case.
Prave sme teda popisali rieSenie s ¢asovou zlozitostou ©(n).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanr
#defi ne MAXN 1234567

/1 drobny trik: deklarujeme A a B tak, aby do nich slo indexovat zapornym cislam
int N, P[MAXN], Ashift[2xMAXN+1], Bshift[2xMAXN+1], *A=Ashift+MAXN, =*xB=Bshi ft +MAXN,

int main() {
/1 nacitame a upravinme vstup
std::cin >> N
for (int n=0; n<N, ++n) std::cin >> P[n];
for (int n=0; n<N, ++n) P[n] = P[n]>42 ? 1 : P[n]<42 ? -1 : O;

/'l najdene nulu
int p=0; while (P[p]!=0) ++p;

/1l zistime sucty usekov zaci najucich a konciacich nul ou
i nt al pha=0, beta=0;

for (int i=p; i>=0; --i) { alpha += P[i]; ++Alal pha]; }
for (int i=p; <N, ++i) { beta += P[i]; ++B[beta]; }

/'l spocitane odpoved
| ong | ong odpoved = O;
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for (int i=-N, i<=N, ++i) odpoved += 1LL % Ali] = B[-i];
std::cout << odpoved << "\n”;

A-III-2 U obchodnika s rozlicnym kradnutym tovarom

V tomto vzordku budeme predpokladat, ze suma s, ktoru treba zaplatit, je
radovo vicsia ako hodnota najvicsej mince ¢,,. (To tGplne zodpoveda dnesnym
trhovym cendm modelov vesmirnych lodi a tieZ ohrani¢eniam v zadani tlohy.)
Tento predpoklad vyuzijeme len pri porovnavani efektivity réznych rieseni —
nebude na nom zavisiet ich korektnost.

Struény prehlad rieSeni:

Zékladnym korektnym (ale velmi pomalym) rieSenim je skuiSanie vSetkych
moznosti platenia. Napriklad postupne skusat vSetky mozné spésoby pouzitia
1, 2, 3, ... minci, az kym nendjdeme sposob, ako zaplatit prave pozadovani
sumu. Takéto rieSenie mé ¢asovu zlozitost rddovo tmerni n™, kde m je pocet
minci, ktoré treba v optimalnom rieSeni.

Existuju aspon tri rézne pristupy, ktoré veda k rieSeniu s ¢asovou zlozitostou
linedrnou od s:

1. Pre dostato¢ne vela sim vypocitame optiméalne zaplatenie bez vydavania
a nasledne vyskusame vsetky potrebné moznosti pre sumu, ktort Roberto
obchodnikovi vyda. To tazké na tomto rieSeni je urcit, ktoré moznosti uz
netreba skusat.

2. Iné rieSenie je zaloZené na grafovom pohlade: Vrcholy grafu su celé ¢isla
predstavujice sumu, ktort este treba zaplatit. Kazda hrana predstavuje
pouzitie jednej mince. V takomto grafe hladdme najkratsiu cestu z 0 do s.
Pocas tohoto hladania pre kazda sumu ,po ceste* vypocitame najkratsiu
vzdialenost do nej — teda najmensi pocet minci potrebny na jej zaplatenie.

3. Casovt zlozitost zhruba kvadraticki od s (a eSte zdvisiacu aj od n a
¢n) vieme dosiahnut tak, Ze postupne pre kazdy pocet minci zostrojime
mnozinu vSetkych sim, ktoré sa daju danym poc¢tom minci zaplatit.
Vhodnymi optimaliziciami (generovanim len niektorych vhodnych sim,
nie vSetkych) sa da toto riesenie vylepsit tak, aby od s zavisela jeho ¢asova
zlozitost len linearne.
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Vzorové rieSenie navyse pridava pozorovania, ktoré nam umoznia sumy s
vicSie od istej hranice platit pazravo. Tym dostdvame riesenie, ktorého casova
zlozitost zavisi len od n a c,,.

Platba bez vydavania:

Zacnime rieSenim zjednodusenej tlohy, v ktorej musi obchodnik zaplatit
presne sumu s bez toho, aby mu Roberto vydal. Na prvy pohlad by sa mohlo
zdaft, Ze pri plateni je vzdy optimélne pouzit ¢o najvicsiu mozni mincu, no uz
vstup v zadani nas presved¢i o opaku: Ked méame mince (1,5,6) a chceme za-
platit sumu 10, sta¢ia ndm na to dva kusy minci: 5+ 5. Ak by sme vSak pouzili
mincu 6, zvySok sumy by sme museli zaplatit pomocou mince 1, teda dokopy
by sme potrebovali pit kusov minci.

Takéto greedy (pazravé) rieSenie je sice nekorektné, no pomodze nam ziskat
horny odhad spravneho vysledku. Na zaplatenie sumy s vzdy staci menej ako
|s/cn] + ¢, minci. Totiz jeden spdsob platenia je, ze platime mincou ¢,, kym
sa dé, a zvySok (ktory je urcite mensi ako ¢,) zaplatime mincou 1. Ak by sme
pocitali so vSetkymi druhmi minci (nielen s 1 a ¢, ), mohli by sme dostat este
lepsi odhad, nam vsSak postaci aj tento.

Oznac¢me najmensi pocet kusov minci potrebnych na zaplatenie sumy ¢ bez
moznosti vydavania ako P[i|. PouZijeme princip dynamického programovania:
pouzivat uz vyratané hodnoty.

Na zaplatenie sumy 0 ndm stac¢i 0 minci, preto P[0] = 0. Ked mame zaplatit
sumu ¢ > 0, m6zeme zacat lubovolnou mincou ¢;, ktorej hodnota nepresahuje
i. Pouzijeme tak jednu mincu a zostane nam zaplatit ¢ — ¢;, na ¢o potrebu-
jeme minimélne P[i — ¢;] minci. Zo vSetkych moznych minci ¢; si samozrejme
vyberieme ti najvyhodnejsiu. Hodnotu P[i] teda vypoé¢itame podla vztahu:

P[z’]:min{P[i—cj]—l—l 1<j<n A cjgz'}

Vsimnite si, Ze pri vypocte P[i] naozaj vyuzivame len zname hodnoty. Aby
sme nakoniec vedeli vypisat nejaky optimalny sposob platenia, pre kazda sumu
i si zapamitame aj to, ktorou mincou ju mame zacat platit.

V poli P si potrebujeme pamitat O(s) hodnot; kazdi z nich vypocitame v
¢ase O(n). Casova zlozitost je preto O(sn) a pamitova O(s). Zdoraziiujeme, 7e
este nejde o korektné riesenie ulohy zo zadania, len o pomocnu tvahu, ktora
dalej vyuzijeme.
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RieSenie systémom ,,najskor zaplat, potom vydaj“:

Na optiméalny sposob platenia sa mozeme divat tak, Ze najskor obchodnik
Robertovi zaplati nejakti sumu s + x a nasledne mu Roberto vyda sumu z.
Obchodnik na to samozrejme v optimélnom rieseni pouzije P[s + z| minci a
Roberto P[z]. Stac¢i teda najst to optimélne z > 0, pre ktoré bude stucet P[s +
x] + P[z] najmensi mozny.

Samozrejme, zatial méame pre x nekonecne vela moznosti a rozhodne by sme
ich nechceli skusat vsetky. Otazka preto znie: aké najvicsie moze byt z?

Tu treba byt opatrny, pretoZze je velmi lahké oklamat sdm seba napriklad
tvrdenim ,,Roberto nikdy nepouzije najvicsiu mincu“ alebo tvrdenim ,,Roberto
vzdy bude vydavat nanajvys s“.

Protipriklad na obe tieto tvrdenia: mince (1,90, 100) a suma s = 70. Jedinym
optimalnym riesenim je, ze obchodnik zaplati 90 + 90 + 90 a Roberto mu vyda
100 + 100 (teda dokopy 5 kusov minci zmeni majitela).

Jeden mozny (aj ked nie najlepsi) korektny horny odhad, po aké x treba
skusat:

Kazdy typ mince zjavne pouzije len jeden z nich — nemda zmysel, aby ob-
chodnik nejakymi mincami platil a Roberto mu také isté vydal.

Ak Roberto v optimalnom rieSeni nepouzije mincu s cenou c,,: Kazdej inej
mince pouzije najviac ¢, — 1 kusov. (Ak by totiz pouzil ¢,, kusov mince s cenou
¢i, bolo by vyhodnejsie pouzit ¢; kusov mince s cenou ¢,,.) Dokopy teda Roberto
pouzije uréite menej ako nc, minci, kazdé mé cenu menej ako ¢, a teda x < nc2.

Ak Roberto pouzije mincu s cenou c¢,: Znamena to, ze tito mincu nechcel
pouzit obchodnik. Rovnakou argumentaciou ako v predchadzajicom pripade
dostévame, Ze suma s + x, ktort platil obchodnik, je nutne mensia ako nc2. A

to isté teda tym skor plati pre hodnotu z.

Vysledkom je teda nasledujtce riesenie: Vypocitame hodnoty v poli P od 0
po s + nc2. Potom vysktSame vietky x od 0 po nc? a nidjdeme to, pre ktoré
je sucet P[s + x] + P[z] najmensi mozny. Toto rieSenie ma casovu zlozitost

O(sn +n*c2).

RieSenie pomocou prehladavania grafu:

Pri navrhu riesenia zadanej tlohy nas moze pokusat pristup, pri ktorom
priamo pocas jedného dynamického programovania budeme spracivat aj moz-
nosti, kedy plati obchodnik, aj moznosti, kedy vydava Roberto. Ozna¢me Q|[i]
najmensi pocet kusov minci potrebnych na zaplatenie sumy ¢, ak je povolené aj
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vydévanie. Tou istou tvahou ako pri poli P dostéavame rekurentny vztah:
Ql1] :min{Q[i—chl 1<j<nAg Sz‘} U {Q[z’+cj]+1 ’ 1< §n}

Tu je ale problém: Tym, Ze sme povolili aj odéitanie, ndm vo vztahoch vznikli
cykly: napr. hodnota Q[7] zavisi na hodnote Q[7 + ¢,]| a zaroven aj Q[7 + ¢,,]
zavisi na Q[7]. Tadialto teda cesta nevedie.

Tu je dobré si uvedomit, Ze ta situécia, do ktorej sme sa dostali pri na-
vrhu rekurencii, je totozna s tou, ktoru stretavame pri hladani najkratsich ciest:
vzdialenost z Bratislavy do Popradu a z Bratislavy do Strby spolu stvisia, lebo
aj z Popradu mozeme ist dalej na Strbu, aj zo Strby do Popradu.

Na cely problém sa teda mozeme divat ako na hladanie najkratSej cesty
v grafe. Vrcholmi grafu sa celé cisla, predstavujice aktualne zaplatenii sumu.
Kazda hrana mé dizku 1 a zodpoveda pouzitiu mince ¢i uz jednym alebo druhym
aktérom. V takomto grafe hladame najkratsiu cestu z vrcholu 0 do vrcholu s.
KedZe vsetky hrany maju jednotkovt dizku, mézeme pouzif prehladavanie do
sirky.

Kazdy navstiveny vrchol spracujeme v ¢ase linedrnom od n (poc¢tu minci,
a teda poctu vychadzajicich hran). Aby sme odhadli ¢asovi aj pamétova zlo-
zitost, staci teda zhora odhadnit pocet navstivenych vrcholov. Na to si pripo-
menme, ze mame odhad Ql[s] < |s/c, | +c¢;,. Prehladavanie navstivi len tie sumy,
ktoré si od 0 vo vzdialenosti nanajvys rovnej Q]s].

Vsetky sumy, ktoré sa daju zaplatit najviac & mincami, zjavne leZia v roz-
sahu od —kc,, po kc,. Po dosadeni nasho odhadu pre Q[s| dostavame, Ze nase
prehladdvanie navstivi O(s + ¢2) vrcholov. Taka je teda aj jeho pamitova zlo-
zitost; ¢asova zlozitost je potom O(ns + nc?).

RieSenie pomocou zostrojenia vSetkych zaplatitelnych stm:

Ozna¢me M; mnozinu stum, ktoré sa daja zaplatit pouzitim presne 7 kusov
minci; zrejme My = {0}. Ak j € M;, potom pre kazdt mincu ¢ plati j + ¢ €
M1 (lebo stac¢i ¢ mincami zaplatit j a potom obchodnik pridd mincu c¢g) a
j — cx € M;y1 (Roberto vyda mincu cg). Naopak, kazdd suma v M, musela
vzniknat z nejakej sumy v M; tymto sposobom.

Pre sadu minci (1, 5) takto dostaneme:

My = {0},

My = {-5,-1,1,5},

My = {~10,-6,—4,-2,0,2,4,6,10},

Ms = {-15,-11, -9, -7, —5,—3,—1,1,3,5,7,9,11, 15}, ...
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Optimalnym poctom minci na zaplatenie s je najmensie také i, pre ktoré
s € M;. Sta¢i nam teda postupne generovat My, M7, Ms, ..., kjym neziskame s.

Kazdu z mnozin M; si mozeme reprezentovat polom booleovskych hodnét, v
ktorom si budeme pre jednotlivé sumy pamétat, ¢i ich mnozina obsahuje alebo
nie.” Inym sposobom je pamétat si v poli pre kazdt sumu j najmensie také 1,
pre ktoré j € M;. Z hladiska optimalneho platenia nas totiz zaujima len prvy
vyskyt sumy j. Pole s rovnakym vyznamom sme si uz skor oznacili ().

Vdaka odhadu Q[s| < |s/c,| + ¢, vieme, Ze pocet vygenerovanych mnozin
bude nanajvys k = |s/c,| + ¢, — 1 a ako sme ukazali uz v predchadzaju-
com rieSeni, roznych hodnét v zavereénej mnozine Mj, (a teda aj v kazdej M;)
je O(kcy,). Vygenerovat M; 1 z M; vieme teda v ¢ase O(nkc,). A celkovu ¢a-
sovu zlozitost dostavame ako stcet ¢asov potrebnych na vygenerovanie vSetkych
mnozin M;. Celkovo teda vieme ¢asovii zloZitost zhora odhadnit ako O(nk?c,,).
Po dosadeni nasho odhadu za k£ dostavame teda horny odhad casovej zlozi-
tosti O(ns?/c, +ncd). Velmi zjednodusene mozeme povedat, %e ¢as behu tohto
algoritmu rastie kvadraticky v zavislosti od sumy s, ktoru platime.

Optimalizacia predchadzajiceho riesenia:

Jednu optimalizaciu prave popisaného rieSenia sme uz videli: je nnou grafové
rieSenie. Zatial, ¢o rieSenie s mnozinami M; pre kazd( sumu postupne zostrojuje
vSetky poc¢ty minci, na ktoré sa ju da zaplatit, grafové rieSenie ndjde len ten
najlepst z nich. Teraz si eSte ukdzeme jeden trochu iny spdsob, ako riesenie s
mnozinami M; vylepSit. Aby sme vedeli generovat mnoziny M; efektivnejsie,
obmedzime sa iba na urcité poradia minci pri plateni. Zavedieme dve pravidla:

1. Aktualne zaplatend suma nesmie nikdy presiahnut s.

2. Roberto smie vydavat iba vtedy, ked je aktuélna suma viicsia ako s — ¢,.
(Teda nesmie vydavat, ak sa eSte da bez porusenia prvého pravidla platit
kazdou mincou.)

Napriklad pre sadu minci (1,5) a s = 9 budt mnoziny M; vyzerat takto:
My = {0}, My = {1,5}, Ms = {0,2,4,6}, M35 = {1,3,5,7,9}. Napriek tomu,
ze nam niektoré sumy ubudli, suma 9 sa d4a stéle zaplatit tromi mincami. Aj
vo vSeobecnosti plati, ze sa pocet minci potrebnych na zaplatenie s nezvacsi.
Podme si ukazat, Ze vzdy existuje také poradie platenia a vydavania, ktoré splia
obe pravidla.

"Polia zvy¢ajne nemdzeme indexovat zapornymi ¢islami. Toto obmedzenie Iahko obideme
napriklad tak, Ze sume j priradime index j+t, kde ¢ je dostato¢ne velké ¢islo. Alebo si mozeme
pomoct trikom, vid program k 1. tlohe.
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Nech v optimalnom rieseni obchodnik zaplati mincami a1, as,...,a, a Ro-
berto vyda mince by, bo, ..., b,. Plati teda a1 +as+---+a,—b1—by—---—b, = s.
Korektné poradie dostaneme jednoducho tak, ze vzdy, ked to nezakazuje pra-
vidlo ¢. 1, zaplatime dalSou z minci a;. V opa¢nom pripade je aktualna suma
viicsia ako s — ¢, (inak by sme nemohli zaplatenim dalSou mincou porusit pra-
vidlo ¢. 1), preto vydame dalsou z minci b;. Uvedomte si, ze skor ako mince na
platenie sa ndm mint mince na vydavanie, a Ze tento postup sa zasekne, az ked
pouzijeme vSetky mince a dosiahneme sumu s.

Dodrziavanim tychto pravidiel teda ni¢ nestratime a navysSe ziskame nasle-
dujtce zaruky: Pre kazdé optimélne rieSenie existuje taka suma r € (s — ¢, s)
a poradie minci, Ze najprv bez vydavania zaplatime r a potom uz s vydavanim
doplatime do sumy s. Pocas tejto druhej fazy sa bude aktudlna suma pohybovat
len v intervale (s — 2¢,, s).

Vyuzime tieto zaruky na urychlenie nasho riesenia. Najprv spustime algorit-
mus bez vydavania, ¢im si v ¢ase O(sn) najdeme optiméalny sposob platenia bez
vydavania pre vSetky sumy od 0 po s. Z tych si nechdme len interval (s — ¢y, s).
Ziskali sme tak ,zaklad" pre mnoziny M;, plati totiz j € Mp(;). Vezmime naj-
mens$iu z hodnét Pls — ¢, +1],..., P[s — 1], P[s] a ozna¢me ju w. Dalej budeme
generovat mnoziny My, 1, My12,... nasim péovodnym algoritmom, pri¢om sa
obmedzime len na sumy z intervalu (s — 2¢,, s). Takto ¢asom vypocitame opti-
malny spésob zaplatenia sumy s.

Pretoze nés teraz zaujimaju len sumy z intervalu dlzky 2c,,, sta¢i ndm O(c,,)
pamiite. Casova zlozitost sa zlepsi na O(nc?), teda celé riesenie bude bezat v
¢ase O(ns + nc?).

Ako riesit vstupy pre s ~ 10'8:

.....

mincami ¢,,. Podme si podobné tvrdenie sformalizovat a dokazat.
Majme nejakt postupnost minci pouzitych obchodnikom na platenie, ozna¢me

ich dy,ds,...,dy. Nech sa v tejto postupnosti ani raz nenachadza minca ¢, a
nech ¢ > ¢,.
Vezmime prefixové sucty po = 0, p1 = di, po = di1 +da, ..., pr = di +

ds + - - -+ dy. Pretoze tychto stuctov je ¢ 4+ 1, ¢o je ostro viac ako ¢, existuju
také dva sacty p; a p; (i < j), ktoré davaju rovnaky zvysok po deleni ¢islom
cn. To znamend, ze ich rozdiel p; — p; = dix1 + -+ - + d; je delitelny c,,. Cast
postupnosti od (i + 1)-vej po j-tu mincu teda moézeme nahradit niekolkymi
mincami ¢, pricom celkovy pocet pouzitych minci sa zmensi.

Najvicsia hodnota, akti mozeme ziskat pouzitim najviac ¢,, — 1 kusov minci,
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ak nemame k dispozicii ziadnu mincu ¢,, je (¢, — 1) - ¢,—1. Teda ak s > (¢, —
1)-¢n—1, potom pri optimalnom plateni sumy s obchodnik urcite pouzije aspon
jednu mincu ¢, — v opac¢nom pripade by potreboval aspon c¢,, kusov minci, ¢o
by sa dalo zlep$it podla predchadzajiaceho odseku.

Tato tvahu mézeme opakovat dovtedy, kym s > (¢, — 1) - ¢,,—1; zakazdym
znizime s o ¢, a obchodnikovi zaratame pouzitie dalSej mince. EfektivnejSim
sposobom je pomocou delenia zistit pocet opakovani tohto postupu a zmeny
potom vykonat naraz v konStantnom case.

KedZ%e suma, po ktortt musime poéitat hodnoty P, sa zmensi na O(c?),
celkovda ¢asova zlozitost nasho rieSenia klesne na O(nc?).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <cstdi o>

#i ncl ude <vector >
#define I NF 1023456789
usi ng nanespace std;

int main() {
long long s;
int n;
scanf ("% 1 d%d”, &s, &n);
vector<int> C(2 x n); // za n mnci zo vstupu pridane ich opacne hodnoty

for (int i =0; i <n; ++) {
scanf ("%”, &Ji]);
di +n] =-dil;

int cn =(Cn - 1]; // najvaecsia mnca
vector<long long> R(2 « n, 0); [/ pocty minci v optimalnom pl at eni

/'l zabezpecine, ze s <= (c_n - 1) %= c_{n - 1}
int gq=0Cn- 2] % (cn - 1);

if (s >aq) {
Rn-1] =(s- g +c¢cn- 1) / cn;
s -=Rn - 1] = cn;

}

/1 optimalne platenie bez vydavani a
vector<int> P(s + 1, INF);

P[0O] = O;
vector<int> tah P(s + 1, -1);
for (int i =1; i <=s; ++i)
for (int j =0; J < n; ++j
it (Jdj] <=1 & Pli] >Pli - dj]] +1) {
PLI] =PI - (j]] + 1,
tah_P[i] =7j;

/1 Qinicializujenme hodnotam z P ...

vector<int> Q2 % cn, |INF);

vector<int> tah Q2 * cn, -1);

intt =s-2=xc¢cn+ 1, // suny v Qnaju indexy posunute o t

int w=|NF;
for (int i = mx(0ll, s - cn +1); i <=3s; ++i) {
Qi - t] =P[i];

w=mn(w P[i]);
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}
/1l ... a dalej zlepsujene, tentoraz aj s vydavanim
for (int i =w i I= Qs - t]; ++i)

for (int j =0; J <2 % cn; ++4)

if (Qj] ==1) [/l z prvku moziny M.i vyrabame prvky M{i+1}
for (int k =0; k <2 % n; ++k)
if (0 <=j+dk] && j+C k] < 2xcn & j+dk]] > i+1) {
Aj + gkJ] =i + 1,
tah_j + k]l = k;
}

/1 zrekonstruuj ene optinmal ne platenie
while (tah_Qs - t] = -1) {

++R[tah_Js - t]];

s -= Ctah_ Qs - t]];
}
while (tah_P[s] !'=-1) {

++R tah_P[s]];

s -= (tah_P[s]];
}
for (int i =0; I <2 % n; ++i)

printf("%1d%”, Ri], (i %n==n- 1) ?2'\n" : '.);

A-III-3 Zlomkové programy sa lucia

Pri rieSeni tejto ulohy ste pravdepodobne prisli na to, zZe podulohy bl a b2
spolu suvisia. Pri hladani odmocniny z ¢isla x totiz hladdme najmensie y také,
ze y2 > x. RieSenie podulohy bl sa teda pravdepodobne bude daf vyuzitf pri
rieseni podulohy b2.

Ale skor, nez sa na to pozrieme podrobnejSie, si vyriesime nesuvisiacu po-
dilohu a. Budeme pouzivat terminoldgiu, ktorti sme zaviedli v rieSeniach kraj-
ského kola: na jednotlivé prvocisla v rozklade n sa divame ako na premenné; ich
exponenty s hodnoty, ktoré st v tych premennych ulozené. Teda napr. ¢islo
275% prec¢itame ako ,,v premennej #2 je uloZena hodnota 7 a v premennej #5
hodnota 4.

Podiloha a):
Median troch premennych je zaroven rovny druhej najmensej z nich. Vieme
ho zostrojit napr. nasledovne:

1. Kym sa vSetky tri premenné kladné, kazdt zniz o 1 a zvys median o 1.
2. Kym su prave dve premenné kladné, obe zniz o 1 a zvys median o 1.

3. V tejto chvili uz mame najdeny median, ale eSte treba upratat:
Kym je poslednd premennd kladnéa, zniz ju o 1.
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Samozrejme, my vopred nevieme, ktoré dve premenné budu kladné v kroku
2 a ktora z nich bude kladné este aj v kroku 3. Tu je ale lahkd pomoc: do
programu dame vSetky tri moznosti. T4 z nich, ktora nastala, sa pouzije a tie,
ktoré nenastali, sa pouzit nebudua dat.

Vysledny program teda vyzera nasledovne:

’ oo 1l
2.3.5 ' 2.3 ' 25 35 2 3 5

Priklad vypoctu pre n = 4320 = 2°3351!:

23351 & 23?7 A 2%3lrr A 227 % ol % 7

Casové zlozitost nagho programu je priamo timerna hodnote max(z, v, 2).

Iné rieSenie s rovnakou ¢asovou zlozitostou sa da zalozit na myslienke: pre
tri ¢isla =, y a z je ich medidanom to, ktoré nie je ani najvécsie, ani najmensie.
Preto plati median(z,y,2) =  +y + z — max(«x, y, z) — min(z, y, z). No a sci-
tanie, od¢itanie, maximum aj minimum uz vieme naprogramovat — vid rieSenia
krajského kola.

Poduloha bl), prvé rieSenie:

Namiesto vypoc¢tu druhej mocniny ¢isla x moézeme vyriesit o trochu vSeobec-
nej$iu ulohu: nasobenie. NapiSeme teda zlomkovy program, ktory bude vediet
TubovoIné ¢islo tvaru 5Y7%47 prerobit na ¢islo 3Y*. A ak sa nam toto podari,
uz sme vyhrali: stac¢i na jeho zaciatok pridat zlomky, ktoré z ¢isla 2¥47 vyrobia
¢islo 5*7%47 a mame program pocitajuci druhtt mocninu.

Ako teda vyrieSit nadsobenie? Prevedieme ho na séitanie, ktoré uz robit vieme
(vid riesenia krajského kola). Za¢neme s 3° a y-krat k tej 0 pripoc¢itame 2.

Jedno kolo pripoc¢itavania bude vyzerat nasledovne:

1. Kym je premennd #7 kladné: zniz #7, zvys #3, zvys #11.
2. Kym je premennd #11 kladna: zniz #11, zvys #7.
3. O jednu zniz #5.

Ak teda za¢neme s é&islom 3°5Y77, po jednom kole pripo¢itavania budeme
mat 3°5Y717%, po dalsom kole 32°5Y~27% a tak dalej. A ked sa nam minie
y, dostaneme cislo 3Y*7%. Potom uz len vyprazdnime premennd #7 a mame
nasobenie hotové.
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Presnejsie, rovnako ako v niektorych tlohach domaceho a krajského kola, aj
tu budeme potrebovat jedno prvocislo navyse. Pomocou toho si budeme pami-
tat, ¢i sme este vo faze 1 (znizujeme premenni #7), alebo uz vo fazach 2 a 3
(naspét zvySujeme premennt #7). Prvodisla 47 a 43 budu predstavovat fazu 1,
prvocisla 59 a 53 fazu 2 a 3.

Program pre nasobenie teda bude vyzerat nasledovne:

3-11-43 47 29 7-53 29 61 47 -5
747 43 7 47 7 11-59 7 53 7 52.59 7 61

Povsimite si posledné dva zlomky. Vzdy, ked sa dostaneme na koniec cyklu,
chceme znizit premennt #5 a potom otestovat, ¢i uz je na nule. To spravime
tak, Ze sa ju pokusime znizit o 2 (predposledny zlomok) a ak sa ndm to podarilo,
je vsetko ok, zvysime ju o 1 a pokracujeme novou iteraciou cyklu.

Ked teraz priddame aj inicializaciu a upratanie po skonceni nasobenia, do-
stavame kompletny program:

5-7 3-11-43 47 59 7-53 59 61 47-5 1 1 1
2 7 T7-47 7437477 11-59 7 537 52-59 7 61 597 775

Aka je casova zlozitost tohto programu? Zacneme s ¢islom 2%. V O(x) kro-
koch si vyrobime ¢islo, z ktorého za¢neme pocitat nasobenie. Kazda iteracia
nasobenia zahfna ©(z) krokov vypoctu v prvej, ©(z) krokov v druhej a ©(1)
krokov v tretej faze. Iteracii bude presne x. No a zaverecné upratovanie ma
tiez len ©(x) krokov. Dokopy teda dostdvame Casovi zlozitost ©(z?). A kedze
potrebujeme radovo taku velkd hodnotu vyrobit v premennej #3, lepsie to ani
nejde.

Poduloha bl), druhé riesenie:

Tentokrat nebudeme nésobit, ale rovno postupne pocitat druhé mocniny od
12 az po 2.

PresnejSie, v premennej #3, v ktorej ma skoncit vystup, budeme mat hod-
notu 42, zatial ¢o v premennej #5 budeme mat hodnotu 2i — 1. Kazd4 iteracia

vypoc¢tu bude vyzerat nasledovne:

.....

2. Pridaj obsah premennej #5 do premennej #3. (Nova hodnota v #3: 1% +
20 +1=(i+1)2%)
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Zaroven pri kazdej iteracii znizime o jedna hodnotu vo vstupnej premennej
#2. A ked té klesne na z x na nulu, budeme mat v premennej #5 zelani hodnotu
x2. Vysledny program:

3:5-99 5-5-43 3.7-41 43 37 5-31 37 59 1 1 1
2-47 7 2-59 7 5.43 7 417 437 7-377 317 377 597 5’ 47

Trocha komentara k nemu:

e Prvy zlomok sluzi na inicializaciu, pouzije sa len raz — v prvom kroku
vypoctu.

e Druhy zlomok je zaciatok cyklu: znizime premennt #2 a o dve zvysSime
premennu #b5.

e Treti a stvrty zlomok: znizujeme #5 a zvysSujeme #3. Zaroven zvysujeme
#7, aby sa nam pévodna hodnota premennej #5 nestratila.

e Piaty az siedmy zlomok: ked sa #5 minie, presunieme obsah #7 spit do
#5.

e Osmy zlomok: spit na zaciatok cyklu.

e Deviaty a desiaty zlomok: Upratovanie — po poslednej iteracii cyklu zma-
zeme Co uz nechceme.

e Jedenasty zlomok sa pouzije len pri x = 0.

Tentokrat je eSte ocividnejsie, ze Casova zlozitost tohto programu je tiez
O (z?).
(Zaujimavost: Pre lubovolné x > 1 spravi tento program presne o Sest krokov
menej ako nas prvy program.)

Podiloha b2), pomalsie rieSenie:
Ako sme uz uviedli na zaciatku, tlohu ,najdi horna celd ¢ast odmocniny z
z“ si mozeme preformulovat do podoby ,najdi najmensie y také, ze y? > z“.
Z toho vyplyva priamociary algoritmus na riesenie podulohy b2:

1. N4jdi riesenie podulohy bl.
2. Postupne ho pouzivaj pre i = 1,2,. .., zakazdym vypodcitaj i> a porovnaj
vypocitani hodnotu s z.

Akt bude mat tento algoritmus ¢asovu zlozitost? Na vyskuSanie konkrétne;
hodnoty 4 potrebujeme radovo 2 krokov. Dokopy teda spravime krokov radovo
12 + 22 + ... +y2. Z toho dostdvame, Ze Casova zlozitost je O(y3) = O(z/7).
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Toto riesenie by dostalo 4 body.

Poduloha b2), lepSie rieSenie:

Sktsenejsi rieSitel si isto uvedomi, kde sa da usSetrit: Nebudeme odpovede
skusat sekvencne vSetky, ale pouzijeme upravené binarne vyhladéavanie.

V prvej faze budeme teda skusat hodnoty i = 1,2,4,8, ..., az kym nenéj-
deme prvi, pre ktort i2 > x. V tejto chvili vieme, Ze hladané y lezi niekde od
27 41 do 271! pre nejaké j. V druhej faze v tomto intervale spravnu hodnotu
y ndjdeme bindrnym vyhladavanim.

Takto otestujeme dokopy ©(logy) = O(logz) réznych hodndt. Otestova-
nie jednej hodnoty vieme spravit v ¢ase O(z), ¢im dostavame odhad casovej
zlozitosti O(x log z).

(Tento odhad je tesny. Pocas druhej fazy rieSenia vyskusame radovo logy

.....

teda ©(zlogx).)

Toto riesenie by dostalo 6 bodov. Jeho implementécia je dost neprijemné, ob-
zv1ast realizacia binarneho vyhladavania vyzaduje doriesit viacero technickych
detailov.

Poduloha b2), optimalne riesenie:

Existuje vsak aj rieSenie, ktoré je esSte efektivnejsie a navyse sa vyrazne
lahsie implementuje: Upravime naSe druhé riesenie podulohy bl. Teda budeme
postupne skasat ¢ = 1,2, 3, ..., lenze nebudeme vzdy odznovu pocitat hodnotu
2. Namiesto toho budeme zaroveil so zvysovanim i zmensovat x tak, aby po
vysktsani i bola vo vstupnej premennej hodnota x —i2. Akonahle klesne vstupna
premennd na nulu, vieme, ze aktualna hodnota i je hladanou odpovedou.

Jeden mozny zlomkovy program podla tejto myslienky:

<5-67 61 3-72-61 5-47 11-43 47 1

2.61° 67 2 " 61 0 5-T-47 7 437 T-47°
3-5-112-31  7-37 31 47 1 1
47 ’11-31° 377317 11° 7

Priebeh vypoctu, rozdeleny na fazy:

1. Zac¢iname s ¢islom 27.
Pre x = 0 vypocet rovno skonc¢il. Inak vieme pouzit treti zlomok, dosta-
neme 2°-1.3.72.61.

2. Dokola pouzivame prvé dva zlomky, éim vyrobime 3 -5%~1.72.61.
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3. Ked sa mint dvojky, pouzijeme Stvrty zlomok. Dostavame hodnotu 3-5% -
7% .47,

4. Kedykolvek, ked sa dostaneme na toto miesto vypoctu, budeme mat ¢islo
tvaru 3¢ - 5= (=17 . 720 . 47, (Ked sme tu prvykrat, je i = 1.)

5. Pouzivame piaty a Siesty zlomok, kym sa to da. Ak vsetko ide dobre,
zmensime obsah premennej #5 o obsah premennej #7, teda o 2¢. Hodnota
v premennej #5 sa teda zmeni z x—(i—1)? na z—(i—1)2—2i = x—i*—1. Ak
sa to celé podarilo, vidime, Zze povodné x bolo ostro vicsie ako 72, hodnota
i (stéle ulozena v premennej #3) teda este nie je hladanou odpovedou.

6. V takomto pripade pokracujeme dalej. Pouzije sa 6smy zlomok, ¢im si
zvySime premenntt #3 o jedno a premenni #11 (kde mame docasne pre-
sunuti hodnotu premennej #7) o dve. Zaroven zvysime premennt #5 o
jedno.

V tejto chvili mame teda aktudlnu hodnotu 3¢+1 - 57— . 112i+2 . 31,

7. Teraz sa dokola pouzije deviaty a desiaty zlomok na presun hodnoty pre-
mennej #11 spit do premennej #7. Ked to skonéi, pouzije sa jedenasty
zlomok.

Tym dostdvame hodnotu 3*+1 . 5e—i’ 7242 47 o vypocet opit pokracuje
od vyssie popisanej fazy 4.

8. Ak sa vo faze 5 vyprazdni premenna #5 skor ako premennd #7, vypocet
koné¢i a v premennej #3 mame hladant odpoved. Este potrebujeme vy-
prazdnit ostatné premenné.

Toto zactneme pouzitim siedmeho zlomku. Nasledne uz jediné zlomky,
ktoré sa eSte daju pouzif, st posledné dva. Ich opakovanym pouZzitim
vycistime ostatné premenné a ostane nam nenulova len premennd #3.

Odhad ¢asovej zlozitosti: Fazy 1-3 maju zjavne ¢asovu zlozitost ©(x). Potom
nasleduje niekolko iteracii. V rameci kazdej iteracie sa v 5. faze vykona radovo
rovnako vela krokov vypoc¢tu ako v 7. faze; ostatné fazy vykoname v konstant-
nom case. Celkova ¢asova zlozitost iterovania je teda priamo timerné celkovému
poctu krokov vypoctu v 5. faze. No ale tych je ©(x), lebo v 5. faze zmensujeme
x az kym neklesne na nulu.

Tento algoritmus ma teda celkovil ¢asovi zlozitost ©(z).
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A-III-4 Tucny Santa

Hladanie najkratsej cesty v grafe:

Vzdy, ked sa vas zadanie tlohy pyta na najmensi pocet krokov, na ktory sa da
nejaky ciel dosiahnut, mali by sa vase myslienky okamzite vydat nasledujicim
smerom: Podla situdcie v tlohe si zostrojime vhodny graf a v tomto grafe naj-
deme najkratsiu cestu. Graf vznikne zakazdym rovnako: jeho jednotlivé vrcholy
zodpovedaju stavom, v ktorych sa mézeme nachadzat, a hrany vychadzajuice z
vrcholu zodpovedaju tahom, ktoré mozeme v danej situdcii spravit.

Ako to bude vyzerat v nasom pripade? Stavy, teda vrcholy grafu, budu
pochopitelne jednotlivé pozicie, na ktorych sa Santa moze nachadzat. Presnejsie,
budeme uvazovat pozicie, na ktorych sa moze nachadzat lavy horny roh Santu
— tym je jeho poloha jednoznacne urcena. Kazdy vrchol vieme jednoznacne
popisat dvomi ¢islami: jeho stradnicami. No a kedZe ri,s; < 2000, bude néas
graf mat nanajvys 4 miliény vrcholov.

Z kazdého vrcholu povedu hrany zodpovedajtce krokom, ktoré v tej chvili vie
Santa spravit. KedZze mame na vyber len 4 smery pohybu, buda z Ilubovolného
vrcholu vychadzat najviac 4 hrany.

Na to, aby sme vedeli, aké hrany v nasom grafe mame, potrebujeme zistit, na
ktorych pozicidch moéze Santa stat a na ktorych (kvoli prekdzkam) stat nemoze.
Tymto sa budeme zapodievat neskor, nateraz sa tvarme, zZe to uz vieme zistit,
a vratme sa spit k naSmu grafu.

Ked uz sme zostrojili graf, zostava v nom najst najkratsiu cestu. Na to po-
uzijeme algoritmus nazvany prehladévanie do sirky (breadth-first search, BFS,
niekedy tiez nazyvané flood fill). Toto prehladévanie predstavuje sposob, akym
by dany graf preskimala voda, Siriaca sa zo zaciato¢ného vrcholu rovnomerne
do vSetkych smerov: najskdr spracujeme zaciatocny vrchol (vzdialenost don je
0), potom postupne vSetkych jeho susedov (do kazdého z nich je vzdialenost 1),
potom susedov jeho susedov (vzdialenost 2), a tak dalej.

Prehladavanie do sirky lahko implementujeme pomocou déatovej Struktury
fronta:

prehlTadaj(vrchol v):
ozna¢ v ako navsStiveny
vzdialenost do v = 0
vyrob frontu Q obsahujicu jediny prvok v
kym Q nie je prazdna:
vyber zo zacliatku fronty Q prvok x
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pre kazdua hranu vediucu z x:
ak jej koncovy vrchol w nie je navsStiveny:
oznaC w ako navsStiveny
vzdialenost do w = 1 + vzdialenost do v
zapamataj si, Ze do w som sa dostal z x
vloZz w na koniec fronty Q

Casové aj pamifova zlozitost tohto riesenia je linearna od velkosti plochy
obyvacky, teda O(rys1). Preco to tak je? V prvom rade si uvedomme, Ze méame
r1$1 vrcholov a najviac 4r1s; hran, teda dokopy mame O(rys;) vrcholov a hran.
Kazdy vrchol najviac raz vlozime do fronty (v okamihu, ked sa ndm don pr-
vykrat podari dostat) a najviac raz ho z nej potom vyberieme. Kazda hranu
tiez spracujeme najviac raz: vtedy, ked spractivame vrchol, z ktorého vedie. Cel-
kovy pocet krokov, ktoré nas algoritmus spravi, je preto priamo iimerny poctu
vrcholov a hran v nasom grafe.

V na$ej implementacii si nepotrebujeme samostatne znacit, ktoré vrcholy uz
st navstivené: pozname to jednoducho tak, ze akondhle ma vrchol vzdialenost
ini ako nekonecno, uz sme ho niekedy navstivili.

Rekonstrukcia cesty:

Vtejto tlohe pribudla este jedna zakernost a tou je vypisovanie samotnej
cesty. Tato zdkernost sa da vyriesit napriklad tym, Ze si pre kazdé policko zapa-
méitame, odkial sme sa nan pocas prehladavania prvykrat dostali. Kedze vieme,
kde Santa skoncil, mézeme nasledne pomocou tychto idajov od konca zrekon-
struovat jeho cestu.

Predpocditanie:

Skor nez za¢ne BFS, potrebujeme zistit, ktoré pozicie Santu st navstivitelné.
Zo zadania vieme, Ze su to také pozicie, na ktoré ked sa Santa postavi, prekryje
najviac M prekazok.

Do tabulky T si chceme na poli¢ko T'[y, x] zapisat, kolko prekazok je v odlz-
niku [y, x] az [y + 12 — 1,2+ s2 + 1]. Ak T[y, 2] < M Santa moze stat na pozicii
Y, x.

Jednoduché rieSenie je, pre kazdé policko prezriet ro x so poli¢ok vlavo dole od
neho a spocitat si prekazky. Takéto rieSenie dokopy spravi ©(r1s17282) krokov,
¢o je pre velké vstupy privela.

Pri vymyslani rychlejsieho rieSenia sa skiisme najskér pozriet na jednoroz-
merny pripad. (Samo zadanie nam pontka radu — 6 bodov mézeme ziskat, ak
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predpokladdme, ze Santa mé rozmery 1 X s5.) V jednorozmernom pripade nam
staci spocitat, kolko prekazok je na polickach [y, z] az [y,z + so — 1]. To si
vypocitame postupne pre kazdé x:

T[y,0] = poet prekazok od [y,0] po [y,s2-1]
Tly,1] = Tly,0] + (1 ak [y,s2] je ’X’) - (1 ak [y,0] je ’X’)
Tly,i] = Tly,i-1] + (1 ak [y,i+s2-1] je ’X’) - (1 ak [y,i-1] je ’X’)

Tly,s1-s2] = Tly,s1-s2-1] + (1 ak [y,s1-1] je ’X’) - (1 ak [y,s1-s2-1] je ’X’)

Vyborna vec na celom tomto je rychlost. Vypocet Ty, 0] nam sice trva so
krokov, ale potom uz kazdé zo zvysnych s; — sy policok vypocitame v kon-
stantnom ¢ase, celkovo teda spravime pri spracovani jedného riadku len O(sy)
krokov.

No a dalej to uz je velmi jednoduché: Staci si uvedomit, Ze dvojrozmerny
pripad vyrie§ime tak, ze spravime este raz to isté, ale tentokrat po stipcoch (pri-
¢om pouzijeme hodnoty, ktoré sme prave vypocitali prechodom po riadkoch).
Toto predpocitanie dokazeme spravit v ¢ase O(rysy). To isté plati aj pre BFS.
Takze dostdvame riesenie so zjavne optimalnou ¢asovou zlozitostou O(rysy).
Pamitova zlozitost je tiez O(rysy).

Listing programu (C++)

#i ncl ude<cst di 0>

#i ncl ude<al gori t hm>

#i ncl ude<vect or >

#i ncl ude<queue>

usi ng nanespace std;
#define | NF 1023456789

int RS r,s, M

char v;

int vstup[3][2047][2047];
int dist[2047][2047];

int prev[2047][2047];

int dy[] = {1,-1,0,0};
int dx[] {0,0,1,-1};
char dc[] = "JSVZ”

int main(){

scanf ("%l .% % % %", &R, &S, &, &s, &V

/I nacitani e vstupu a vyroba tabul ky

for(int i =0; Ii<R ++i)

for(int j = 0; j<S; ++)){

scanf (" %", &v);
vstup[O][i][j] = (v=="X)?1:0;
dist[i][]J] = I NF

int sum

for(int i = R1; i>=0; --i){
for(int j =S1; j>=0; --j){
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vstup[ 1] [i1[j] = vstup[1][i][]j +1] | o
+ vstup[O][i][j] - ((j+s<S)?vstup[O][i][]+s]:0);
vstup[2][i][j] = vstup[2][i+1][]] _ _ _

y + vstup[1][i][j] - ((i+r<R)?vstup[l][i+r][j]:0);
}
/'l BFS
gueue<i nt > F;
dist[0][0] = O;
F. push(0);
F. push(0);

int X,y, XX, Vyy;
while(!F.enmpty()){
y = FE.front(); F.pop();
x = F.front(); F.pop();
if (y==R-r && x==S-s) {
/'l zrekonstruovani e cesty
vect or <char > vc;
while( y!'=0 || x!=0 ){
vVC. push back(dc[prev[y]l[x]]);
yy = y-dy[prev[y][x]];
x-dx[prev[y][x]];

y 22
for(int i = vc.size()-2; i>=0; --i)
printf(”%”,vc[i]);
printf(”\n");
return O;

%or(int d = 0; d<4; d++){
yy = y+dy[d];
XX = x+dx[d];
/1 som m no obyvacky, je tamvela prekazok al ebo somtam uz bol
if (xx<O || yy<O || xx>S-s [[ yy>R-r []
vstup[ 2] [yy]l[xx]>M || dist[yy][xx]<=dist[y][x]+1) continue;

di st[yy] [ xx] dist[y][x]+1
prev[yy] [ xx] d;

F. push(yy);
F. push(xx);

}
}
printf(”Santa.je._chudak.\n");

Alternativne riesenie:

Namiesto predpocitania vyssie uvedenym sposobom sa daji priamo pou-
7it dvojrozmerné prefixové sucty: pre kazdé y, x predpocitame pocet prekdzok
P[y, ] v obdlzniku, ktory ma v protilahlych rohoch policka [0,0] a [y — 1,z —1].
Toto vieme vhodnym trikom spravit v O(rys1). No a z tychto hodnot uz vieme
v konstantnom ¢ase o fubovolnom obdlzniku povedat, kolko prekazok obsahuje.

predpocitanie:

Ply,x] = P[y-1,x] + P[y,x-1] - P[y-1,x-1] + (1 ak [y-1,x-1] je ’X’)

polet prekaZok v obdlZniku od [yl,x1] po [y2-1,x2-1]:
pocet = P[y2,x2] - P[y2,x1] - P[y1,x2] + P[y1,x1]
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A-III-5 Ministerstvo

Cielom je samozrejme néjst rieSenie, ktoré bude efektivnejsie ako priamo-
¢iara simulédcia kazdého prikazu. Struktdra ministerstva, popisani na vstupe,
predstavuje strom. A kedZe na vSeobecnom strome sa predpisané operacie robia
tazko, prvym krokom riesenia bude prevedienie tlohy na trochu ini — na ope-
racie nad intervalmi a prvkami v poli. Kazdému vrcholu stromu teda priradime
jeden prvok pola a spravime to tak, aby kazdému oddeleniu zodpovedal stuvisly
usek pola. Kazdy prikaz sa potom bude tykat bud jedného prvku pola, alebo
nejakého intervalu.

Vhodné priradenie pozicii v poli vrcholom strimu vieme néjst Tahko: staci
napr. lubovolnym spoésobom prehladat strom do hibky a kazdému vrcholu pri-
radit index rovny poradiu, v ktorom je objaveny. (Vyhovujicich o¢islovani je
vela, toto je len jedno z nich, ktoré je lahko a systematicky zostrojitelné.)

Pocas prehladavania si zaroven vieme pre kazdy vrchol zapamiitat, kde za-
¢ina a kondi interval, ktory obsahuje jeho podriadenych. (Pri prehladdvani do
hibky interval zodpovedajtci vrcholu v za¢ina nim samotnym. Koniec intervalu
zistime vtedy, ked prehladavanie opusta vrchol v.)

Tuato Cast riesenia vieme teda celt Tahko spravit v case O(n).

V tejto chvili teda uz modzeme na strom zabudnit, méme uz len obycajné
pole. Aby sme vedeli vykonavat prikazy zo zadania, potrebujeme s nim efektivne
robit nasledovné operécie:

e 7ZvyS hodnotu prvku a o k

e Zisti sucet v intervale [a, b].

e Zvys hodnotu vsetkych prvkov v intervale [a,b] o k.

e Zisti minimum v intervale [a, b].

e Zmen hodnotu vSetkych prvkov v intervale [a, b] na k.

Intervalové stromy:

Zacnime efektivnou implementaciou prvych dvoch operacii. (Za to vieme
ziskat 9 bodov. Sta¢i navySe doplnit, Ze vzdy, ked budeme potrebovat zvysit
plat celému oddeleniu, spravime to hrubou silou — prejdeme vsetkych jeho za-
mestnancov a kazdému zvysime plat.)

Nad polom si postavime binarny strom. Hodnota kazdého vrchola bude stcet
hodnot jeho synov, a teda zarover stucet v celom intervale pola, ktory je pokryty
tymto vrcholom.
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Zmenu hodnoty implementujeme jednoducho: zmenime hodnotu v poli a po-
tom postupne ideme dohora po strome a upravujeme hodnotu vsetkych predkov
daného vrchola. Casové zlozitost je imernd hibke tohoto stromu, ¢ize O(Ign).
Zistenie suctu v useku bude trochu komplikovanejsie, ale rovnako rychle. Po-
trebujeme séitat vrcholy stromu, ktoré inteval prekryva celé a neprekryva ich
otcov. Takychto vrcholov bude maximalne O(lgn) — uvedomte si, Ze z kazdej
urovne s¢itame maximaéalne dva vrcholy. Najdeme ich jednoduchou rekurzivnou
procedurou, ktora prezera strom zhora nadol:

zisti_sucet(vrchol x, s¢itovany interval I):
Ak je interval I disjuktny s intervalom, ktory pokrjva podstrom vo vrchole x:
vrat 0
Ak je interval I nadmnoZinou intervalu, ktor§j pokrjva podstrom vo vrchole x:
vrat sicet vo vrchole x
vrat zisti_sucet(Tavy syn x, I) + zisti_sucet(pravy syn x, I)

Tento prechod ma tiez ¢asovu zlozitost O(lgn). Analogicky, pomocou rekur-
zie, vieme implementovat aj prva operaciu: zacneme v koreni stromu, zideme
dole na spravne policko pola, to upravime a pri vynéarani sa z rekurzie prepoci-
tavame hodnoty v jeho predkoch. Pri tomto rieSeni to eSte je jedno, ale prave
takato rekurzivna implementacia bude potrebna pri modifikaciach popisanych
v nasledujtcej casti rieSenia.

Lenivé vykonavanie operacii:

Teraz si ukaZzeme ako efektivne vykonat zvysné operacie. Zacnime tretou
operaciou. Na tej si ukazeme spravny princip. Zvysné dve operacie sa potom
daja doriesit analogicky.

Hlavnou myslienkou bude ,nerob ni¢ predcasne“. Predstavme si, ze chceme
zvy$it o k vSetky hodnoty v intervale, ktory zodpoveda nejakému vrcholu v
nasho binarneho stromu. Namiesto toho, aby sme prechadzali cely podstrom a
zvysovali kazdy jeden prvok v nom, jednoducho si vo vrchole v upravime jeho
sucet (to vieme spravit hned) a poznacime si: ,vSetky prvky pod tymto vrcho-
lom treba o k zvysit“. Jeho potomkov zatial nechdme tak, budi mat doc¢asne
nespravne hodnoty. To nam ale nevadi — totiz ak niekedy v budiicnosti budeme
chciet pristupovat k potomkom vrcholu v, musime pri tom prejst cez v. No a
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prave az v tomto okamihu pride k vykonaniu zapamétaného prikazu. Presnejsie,
vzdy, ked chceme z nejakého vrcholu u ist v strome hlbSie, najskor sa pozrieme,
¢i v u nemame ,,odlozent“ nejakt operaciu. Ak ano, najskor dotycéni operaciu
presunieme z u do oboch jeho synov, a az potom sa pohneme o krok dodola (a
tam cely postup opakujeme, ak treba).

Vo v8eobecnosti bude zvySovanie intervalu o x vyzerat podobne ako zis-
tovanie suctu. Len do vSetkych troch operacii (zvysovanie prvku, zvySovanie
intervalu, aj zisfovanie su¢tu intervalu) teda musime doplnit cast, pri ktorej
skontrolujeme a pripadne vyriesime odlozené operacie. Taktiez potrebujeme ve-
diet ,skladat® zvySenia: ked uz mame v nejakom vrchole zapamiitané zvySenie
o a a pride zvysSenie o b, jednoducho zmenime paméitani hodnotu na a + b.

Ako vykonat posledné dve operacie — zistovanie minima a tpravu intervalu
na konkrétnu hodnotu? Zistovanie minima bude jednoduché: v kazdom vrchole
si budeme udrziavat aj minimum prislusného intervalu. Uprava intervalu na
konkrétnu hodnotu prebehne podobne ako zvysenie celého intervalu o k. Vyko-
name ju lenivo len vo vrcholoch, ktoré st celé pokryté intervalom, ktory menime.
Ked robime tuto operaciu a ndhodou sa vo vrchole predtym vyskytla operacia
pridania, tak tuto starSiu operéaciu zahodime (lebo nova operécia vSetky hod-
noty aj tak prepiSe). A naopak, ak sme mali odloZeni zmenu na hodnotu a a
pride ndm zvySenie o b, moZeme si napr. zmenit zapamitant opericiu na ,,zmen
hodnotu na a + b“.

Vdaka lenivému sposobu vykonavania dokédZeme kazda operéaciu vykonat v
case O(lgn).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <cstdi o>
#i ncl ude <vector >
#i ncl ude <al gorithm>

usi ng nanespace std;
#define | NF 2000000000000000000I |

int n;

vect or <vect or <i nt > > sons;
vect or<i nt > sal ary;
vector<l ong | ong> si zes;

/'l Interval <a,b>
vector<pai r<int, int> > postorder;

int postord(int x, int num {
int last = n
int size = 1;
for (int i = 0; i < sons[x].size(); i++) {

| ast = postord(sons[x][i], last);
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size += sizes[sons[x][i]];

sizes[x] = size;
postorder[x] = nake_pair(num |ast);
return | ast+1;

}
int is = 131072;
typedef long long I|I;

struct Inter {
Il sum
Il mn;

|1 pendi ng_change;
Il pendi ng_add;

_Inter() : sum(0), mn(0), pending_change(-1), pending_add(0) {}

Inter stronf1234567];

pair<il, Il> add(ll a, int ny_begin, int ny_end, int a_begin, int a_end, int v);
pair<ll, |Il> change(ll ch, int ny_begin, int my_end, int a_begin, int a_end, int v);

voi d push_down(int my_begin, int my_end, int v) {
if (stronfv].pending_change != -1)
change(stronfv]. pendi ng_change, ny_begin, (ny_begi n+tny_end)/2
my_begin, nmy_end, 2xv);
change(stroniv]. pendi ng_change, (ny_begi n+ny_end)/2, ny_end,
my_begin, ny_end, 2xv+1);
stronfv]. pendi ng_change = -1;
}
if (stronfv].pending_add != 0)
add(stronfv]. pendi ng_add, ny_begin, (my_begin+ny_end)/?2,
my_begin, ny_end, 2xv);
add(stron{v]. pendi ng_add, (ny_begin+ny_end)/2, ny_end,
my_begin, ny_end, 2xv+1);
stronf v] . pendi ng_add = 0;

}
/1 Vracia <sucet, m ninmnp
pair<il, Il> add(ll a, int ny_begin, int nmy_end, int a_begin, int a_end, int v) {

if (my_begin >= a_end || ny_end <= a_begin)
return make_pair(stroniv].sum stron{v].min);

if (my_begin >= a _begin & nmy_end <= a_end) {
stronfv] . pendi ng_add += a;
stronfv].mn += a;
stronfv].sum+= (nmy_end - mny_begin) x a;
return make_pair(stroniv].sum stroniv].mn);

}
push_down(rny_begin, ny_end, v);

pair<il, II>r1 = add(a, nmy_begin, (ny_end+ny_begin)/2, a_begin, a_end, 2xv);
pair<il, Il>r2 = add(a, (ny_end+ny_begin)/2, ny_end, a_begin, a_end, 2xv+l);
stronfv].sum=rl.first+r2.first;

stron{v].mn = mn(rl.second, r2.second)

return make_pair(stronfv].sum stroniv].nn);
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void add(ll a, int a _begin, int a_end) {
add(a, 1, is, a_begin, a_end, 1);
}

pair<ll, I'l> change(ll ch, int ny_begin, int ny_end, int a_begin, int a_end, int v) {
if (my_begin >= a_end || ny_end <= a_begin)
return make_pair(stroniv].sum stroni{v].mn);

if (ny_begin >= a _begin & ny_end <= a_end) {
stronf v] . pendi ng_add = 0;
stronf v] . pendi ng_change = ch
stromv].mn = ch
stronf v].sum = chx(nmy_end - ny_begin);
return make_pair(stroniv].sum stron{v].mn);

}
push_down(ny_begin, ny_end, v);

pair<il, II>r1 = change(ch, ny_begin, (ny_end+ny_begin)/2, a_begin, a_end, 2xv);
pair<il, II>r2 = change(ch, (ny_end+ny_begin)/2, ny_end, a_begin, a_end, 2xv+l);
stronfv].sum=rl.first+r2.first;

stronfv].mn = mn(rl.second, r2.second)

return make_pair(stronfv].sum stronfv].mn);

}

void change(ll ch, int a_begin, int a end) {
change(ch, 1, is, a _begin, a_end, 1);

pair<ll, Il> get(int my_begin, int nmy_end, int a_begin, int a_end, int v) {
if (nmy_begin >= a_end || ny_end <= a_begin)
return make_pair (0, |INF);
if (my_begin >= a _begin & nmy_end <= a_end) {
return make_pair(stroniv].sum stroniv].mn);

}
push_down(rny_begin, ny_end, v);

pair<il, II>rl1 = get(ny_begin, (ny_end+ny_begin)/2, a_begin, a_end, 2xv);
pair<il, II>r2 = get((ny_end+ny_begin)/2, ny_end, a_begin, a_end, 2xv+l);
return make pair(rl.first + r2.first, mn(rl.second, r2.second));

}

Il get _mn(int a_begin, int a_end)
return get(1l, is, a_begin, a_end, 1).second;

Il get_sum(int a_begin, int a_end) {
return get(1l, is, a_begin, a end, 1).first;

int main()

scanf ("%”, &n);

sal ary. resize(n);

sons. resize(n);

sizes.resize(n);

postorder.resize(n);

for (int i =0; i <n; i++) {
int p;

scanf ("% ._%", &salary[i], &p);

sons[i].resize(p);

for (int j =0, ] <p; j++) {
scanf ("%l”, &sons[i][]j]);
sons[i][j]--;
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}

postord(0, 1);
for (int i =0; i <n; i++)
change(sal ary[i], postorder[i].second, postorder[i].second+l);

int q; scanf(”%l”, &Qq);

for (int o =0; o<q; o+t+) {
int a, u, Xx, vV,
scanf ("% . %", &, &u);
if (a!=3) scanf ("%l %", &, &y);
u--,
if (a==1) {
if (get_sun(postorder[u].second, postorder[u].second+l) < x) {
add(y, postorder[u].second, postorder[u].second+1);

} elseif (a==2) {
if (get_sum(postorder[u].first, postorder[u].second+l) < x * sizes[u]) {
add(y, postorder[u].first, postorder[u].second+l);

} else {
Il m = get_mn(postorder[u].first, postorder[u].second+1);
change(m , postorder[u].first, postorder[u].second+1);

for (int i =0; i <n; i++) {
printf(”%d\n”, get_m n(postorder[i].second, postorder[i].second+1));



Vysledky krajskych kol kategorie B

V kategérii B sttaz konéi krajskym kolom. Na nasledujucich stranach uva-
dzame vysledky tohto kola v jednotlivych krajoch. Vysledky neboli koordino-
vané, je teda mozné, ze v roznych krajoch boli pouzité mierne odlisSné bodovacie
skaly. Uspesnymi riesitelmi tohto krajského kola st ti riesitelia, ktori ziskali as-
pon 10 bodov.

Banskobystricky kraj:

Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. hX
1. Juraj Pancik 2 Gym. Tajovského B. Bystrica | 4 4 9 9 | 26
2. Norbert Slivka | 2 Gym. Tajovského B. Bystrica | 4 4 5 7 | 20
3. Martin Zilak 2 Gym. Tajovského B. Bystrica | 1 — 4 8 | 13
Bratislavsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2, 3.4. | X
1. Barbora Kovacova 2 Skola pre mim. nadané deti | 7 9 7 8 | 31
2. Martin Kotuliak 2 Gym. Grosslingova 74 56| 22
3. Zhen Ning David Liu | 2 Gym. Grosslingova 24 87|21
4. Bui Truc Lam 1 Gym. Grosslingova 0 410 4 | 18
5. Jakub Havelka 2 Gym. Jura Hronca 8 2 16|17
6. Jan Ondras 2 Gym. Grosslingova 34 36|16
7. Marian Longa 1 Skola pre mim. nadané deti | 3 3 1 6 | 13
8. Alena Polachova 2 Gym. Grosslingova 04 26|12
9. Martin Rusinko 2 Gym. Jura Hronca 23 24|11
Simon Seman 2 Gym. Jura Hronca 14 -6 11
11. Jakub Vesely 1 Gym. Jura Hronca 22 24|10
Kosicky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Matas Porazik 2 Gym. Alejova Kosice 545 6|20
Vladislav Vancak 2 Gym. Alejova Kosice 0488120
3. Jana Batoryova 2 Gym. Alejova Kosice 4456 |19
Marek Dobransky 2 Gym. P. Horova Michalovce | 4 4 5 6 | 19
5. Miroslav Stankovi¢ | 2 Gym. Postova Kosice 035917
6. Jakub Kupéik 2 Gym. Srobérova Kogice 506 5| 16
7. Jozef Karlik 2 Gym. P. Horova Michalovce | 4 3 4 4 | 15
8. Ladislav Rauch 2 Gym. P. Horova Michalovce | 3 2 4 5 | 14
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Nitriansky kraj:
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Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. >
1. Michal Bali 1 Gym. Parovska Nitra 5 -5 6|16
2. Michal Porubsky | 0 SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda | 3 3 4 5 | 15
3. Balazs Nagy 2 SPS Komaérno 1322 8
Presovsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Rébert Eckhaus 2 Gym. Konstantinova Presov | 4 2 8 7 | 21
2. Jozef Lukac 2 Gym. L. Stockela Bardejov 417618
3. Peter Gabor 1 Gym. Konstantinova Presov | 5 3 4 5 | 17
4. Lukas Richtarik 1 Gym. sv. Moniky Presov 4 3 - 5| 12
5. Michal Bujnak 2 Gym. Konstantinova Presov | 2 — 1 5 8
6. Matej Veselovsky | 1 Gym. Konstantinova Presov | 1 0 0 6 7
7. Kamil Janecek 1 Gym. Kezmarok 132 - 6
Trenciansky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3. 4. | X
1. Filip Pokryvka 2 Gym. Banovce nad Bebravou 2 4610 | 22
Pavel Madaj 0 Gym. Nedozerského Prievidza | — 8 5 9 | 22
3. Michal Korbela | 2 Gym. Banovce nad Bebravou 905 6120
4. Julius Flimmel 2 Gym. Puchov 416 6|17
5. Filip Ayazi 1 Gym. Ludovita Stara Trenéin | — 3 6 7 | 16
6. Andrej Zbin 2 Gym. Puchov 440 7|15
7. Jakub Arbet -3 ZS Kubranskéa Trené¢in 4 -2 5|11
8. Dusan Javorek 2 Gym. Puchov 4 20 4|10
9. Andrej Tkadlec | 0 Gym. Nedozerského Prievidza | — 0 2 5 7

V Trnavskom kraji sa krajské kolo kategdrie B neuskutocnilo, kedze don z do-
maceho kola nik nepostupil.

Zilinsky kraj:

Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Filip Matusak | 2 Gym. Namestovo | 4 4 5 9 | 22
2. Pavol Olexa 2 Gym. Namestovo | 5 4 1 8 | 18




Vysledky celostatneho kola kategorie A

Celostatne kolo kategdrie A sa v 27. ro¢niku Olympiady v informatike usku-

to¢nilo v dnoch 28. az 31. marca v Rakoviciach, okres Piestany, na tamoj-
Sej strednej odbornej Skole. NajlepSich Strnést rieSitelov bolo vyhlasenych za
uspesnych a z nich najlepsich osem za vitazov celostatneho kola. Vsetci tispesni
riesitelia boli pozvani na vyberové sustredenie.

Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. 5. hX

1. Andrej Maris 4. Gym. Piaristickd Nitra 10 9 51512 | 51
2. Jakub Safin 3. Gym. P. Horova Michalovce 10 8 815 9 | 50
3. Jozef Brandys 4. Gym. Namestovo 10 9 515 5 | 44
4. Eduard Batmendijn 1. Cirk. gym. Stara Lubovna 1010 514 3 | 42
5. Marian Hornak 4. Gym. Parovska Nitra 10 51015 0 | 40
6. Mario Lipovsky 2. Gym. Jura Hronca 10 8 515 0 | 38
7. Jaroslav Petrucha 3. Gym. Metodova 10 910 5 3 | 37
Viktoéria Vozarova 2. Gym. Jura Hronca 10 4 515 3 | 37

9. Kamila Souckova 3. Skola pre mim. nadané deti 6 6 315 4| 34
10. Askar Gafurov 3. Gym. Grosslingova 10 7 6 6 3| 32
11. Vladimir Macko 3. Gym. L. Stara Zvolen 10 9 4 5 3| 31
12. Jergus Gressak 3. Skola pre mim. nadané deti 10 7 6 — 6|29
Roman Hudec 4. Gym. Nové Zamky 6 8 6 5 4| 29

14. Jozet Marko 3. Gym. Lettricha Martin 10 3 4 5 5 | 27
15. Martin Kaluznik 3. GLN Tomasikova 5 2 313 — | 23
Rastislav Rabatin 3. Gym. Jura Hronca 3 3 215— | 23

17. Filip Rydzi 4. GLN Tomasikova BA 10 4 3 2 3| 22
18. Barbora Klembarova | 4. Gym. Kukuc¢inova Poprad 10 8 3 0 0| 21
19. Richard Kakas 3. Gym. Jura Hronca 10 1 3 2 31|19
Richard Molnar 3. Ev. gym. Lipt. Mikulas 10 0 6 0 3| 19
21. Michal Bock 3. Gym. Grosslingova 10 1 5 0 1] 17
Gabriela Sklencarova | 3. Gym. Jura Hronca 7 3 5— 2|17

23. Maria Vajdova 4. Gym. de Coubertina Piestany 6 4 4— 1|15
24. Michal Fikar 3. Gym. Jura Hronca 6 050 3|14
Miroslav Stankovic 2. Gym. Postova Kosice 4 6 4 0— | 14

26. Marton Bartal 3. Stkr. gym. s vjm. Dun. Streda 10 3 2— 6
27. Milan Mikus 4. Gym. Ul 1. maja Trencin 10 3— 0 4




Vysledky vyberového sustredenia

V dnoch 25. aprila az 1. maja 2012 sa v Bratislave konalo vyberové ststre-
denie. Na toto suistredenie boli pozvani vSetci Strnasti tispesSni rieSitelia celo-
statneho kola OI, kategérie A. Styria najlepsi riesitelia vyberového ststredenia
maju moznost reprezentovat Slovensko na Medzinarodnej olympiade v informa-
tike. Na zaklade vyberového sustredenia taktiez vybera SK OI reprezentacny
tim pre Stredoeurdopsku olympiadu v informatike a pre pripravné stustredenia.

V nasledujicej tabulke st postupne uvedené body za celostatne kolo OI, za
,domaéce tlohy“ a za sedem sutaznych dni vyberového sustredenia.

Meno > | CK d.a. st st pi  so ne po ut

1. Jakub Safin 715.96 50 57.10 | 45.5 105.0 150.9 49.0 130.5 79.96 48.0
2. Marian Hornéak 708.84 40 33.00 | 35.0 94.0 122.5 70.0 149.5 127.34 37.5
3. Eduard Batmendijn 672.21 42 24.75 68.0 &89.5 138.0 24.0 114.0 128.46 43.5
4. Andrej Maris 600.80 51 53.25 | 54.5 79.0 97.0 31.0 130.0 75.05 30.0
5. Jozef Brandys 585.62 44 46.50 26.5 71.0 132.0 42.5 115.0 90.12 18.0
6. Askar Gafurov 420.61 32 35.25 30.5 30.5 72.5 21.0 121.0 48.36 29.5
7. Vladimir Macko 396.95 31 15.00 18.5 50.5 101.5 26.0 55.0 67.95 31.5
8. Jergus Gressak 395.23 29 13.00 | 34.0 35.0 99.0 17.5 79.5 69.23 19.0
9. Jozef Marko 392.76 27 39.50 24.5 26.5 102.0 45.0 49.5 64.26 14.5
10. Mario Lipovsky 342.91 38 14.50 34.5 47.5 50.5 13.0 94.5 41.91 8.5
11. Roman Hudec 310.25 29 12.00 6.0 27.0 99.0 18.0 62.5 47.25 9.5
12. Kamila Souckova 308.30 34 35.80 4.0 27.0 88.0 12.0 83.5 12.50 11.5
13. Jaroslav Petrucha 302.27 37 6.25 32.0 43.0 57.0 7.5 555 52.02 12.0
14. Viktodria Vozarova 258.61 37 16.50 7.0 37.0 72.0 21.0 29.5 27.11 11.5




Medzinarodné pripravné sustredenie v Davose

Vdaka blizkej spolupraci medzi ndrodnymi olympiddami v informatike na

Slovensku a vo Svajéiarsku mali aj tento rok vybrani riesitelia KSP a OI moz-
nost zucastnit sa pripravného sustredeni vo $vajcéiarskom Davose v dinioch 20. az
25. februara 2012. Sustredenia sa tiez zucastnili delegacie z Rumunska, Ruska
a Hongkongu. V prvej tabulke uvadzame vysledky dlhodobej sutaze, ktora pre-
biehala pocas celého suistredenia.

Meno kraj. dayl day2 day3 day4 >

1. Andrei Purice ROM 360 380 330 225 1295
2. Adrian Budau ROM 320 400 340 185 1245
3. Mihai Gheorghe ROM 290 380 330 225 1225
4. Gavrila Alexandru ROM 360 380 340 140 1220
5. Radu Voroneanu ROM 390 330 320 175 1215
6. Marian Hornak SVK 330 300 240 195 1065
7. Jakub Safin SVK 250 270 270 135 925
8. Johannes Kapfhammer SUI 240 300 220 150 910
9. Wai Pan HKG 130 330 270 175 905
10. Eduard Batmendijn SVK 290 125 210 220 845
11. Daniil Liferenko RUS 195 210 230 160 795
12. Dmitriy Kravchenko  RUS 105 220 150 140 615
13. Igor Labutin RUS 165 190 100 140 595
14. Peter Mueller SUI 45 120 230 100 495
15. Kamila Souckova SVK 190 150 0 140 480
16. Szeto Ethan SUI 95 110 110 150 465
17. Janis Peyer SUI 170 75 120 85 450
18. Andre Ryser SUI 280 25 10 110 425
19. Chun Hin HKG 150 70 0 165 385
20. Benjamin Schmid SUI 25 115 100 100 340
21. Marco Keller SUI 150 75 60 25 310
22. Yik Hei HKG 85 70 10 140 305
23. Livio Ciorciaro SUI 75 85 0 120 280
24. Michael Baumann SUI 25 75 60 115 275
25. Cedric Muenger SUI 95 75 50 50 270
26. Lukas Roth SUI 100 55 50 25 230
27. Cyrill Kuenzi SUI 75 25 0 30 130
28. Cedric Neukom SUI 45 55 0 20 120
29. Dominik Buehler SUI 0 65 0 30 95




MEDZINARODNE PRIPRAVNE SUSTREDENIE V DAVOSE

123

V druhej tabulke uvddzame vysledky jednokolovej sutaze ,,Davos Cup®. Rov-

naké ulohy riesilo aj 148 stredoskolakov v Rusku, poradie v zatvorke je poradim
v spoloc¢nej vysledkovej listine.

Meno kraj. aul.1l al.2 4l.3 ul.4 >

1. (1.) Adrian Budau ROM 100 100 100 100 400
Andrei Purice ROM 100 100 100 100 | 400

Gavrila Alexandru ROM 100 100 100 100 | 400

4. (8.) Eduard Batmendijn SVK 100 100 66 100 | 366
5. (9.) Radu Voroneanu ROM 100 100 56 100 | 356
6. (13.) Wai Pan HKG 100 100 64 60 324
7. (14.) Jakub Safin SVK | 100 100 74 40 | 314
8. (24.) Mihai Gheorghe ROM 100 100 26 30 256
9. (26.) Johannes Kapthammer SUI 40 80 100 30 | 250
10. (35.) Maridn Hornédk SVK 0 100 100 0 200
11. (39.) Marco Keller SUI 100 30 64 O 194
12. (51.) Benjamin Schmid SUI 40 50 56 20 | 166
Janis Peyer SUI 40 20 76 30 166

14. (57.) Daniil Liferenko RUS 40 30 56 30 156
15. (59.) Michael Baumann SUI 40 10 56 45 | 151
16. (64.) Igor Labutin RUS 40 35 70 0 145
17. (77.) Andre Ryser SUI 40 30 28 35 | 133
18. (81.) Peter Mueller SUI 40 25 64 0 | 129
19. (86.) Dmitriy Kravchenko  RUS 40 20 60 0 | 120
20. (94.) Chun Hin HKG 40 35 10 30 115
Yik Hei HKG 40 15 60 0 115

22. (97.) Kamila Souckova SVK 40 10 64 0 | 114
23. (121.) Livio Ciorciaro SUI 40 0 52 0 92
24. (138.) Lukas Roth SUI 40 15 0 0| 55
25. (141.) Cyrill Kuenzi SUI 40 0 14 0 54
26. (143.) Cedric Muenger SUI 40 0 10 O 50
27. (153.) Cedric Neukom SUI 40 0 0 O 40
28. (167.) Szeto Ethan SUI 15 5 0 0 20
29. (169.) Dominik Buehler SUI 0O 0 16 O 16




Cesko-polsko-slovenské pripravné ststredenie

V poradi uz Strnéaste sufazné stretnutie najlepsich stredogkoldkov z Ciech,
Polska a Slovenska sa uskutocnilo v Bilovci (nedaleko Ostravy) v Ceskej Repub-
like v dnoch 10. az 16. juna 2012. Slovenskt vypravu sprevadzali Vladimir Boza
a Marek Spano, obaja studenti FMFI UK. Podobne ako v mnohych predché-
dzajucich ro¢nikoch, aj tentokrat vo vysledkoch dominuji1 nasi severni susedia.

meno kraj. | dayl day2 day3 day4 >

1. Bartosz Rafal Tarnawski POL | 285 270 300 300 | 1155
2. Bartlomiej Dudek POL 260 290 300 300 | 1150
3. Karol Farbis POL | 230 260 300 300 | 1090
4. Krzysztof Pszeniczny POL 230 280 300 220 | 1030
5. Wojciech Krzysztof Nadara POL 240 280 200 300 | 1020
6. Mateusz Golebiewski POL 160 260 250 300 | 970
7. Wiktor Kuropatwa POL 195 260 240 115 | 810
8. Eduard Batmendijn SVK 160 54 220 300 | 734
9. Stépan Simsa CZE 135 134 250 130 | 649
10. Ondftej Hiibsch CZE 85 290 200 70 | 645
11. Andrej Maris SVK 80 188 200 90 | 558
12. Jifi Eichler CZE 105 230 100 110 | 545
13. Mario Lipovsky SVK 70 89 210 50 | 419
14. Marian Hornak SVK 0 44 100 270 | 414
15. Jozef Marko SVK 0 92 250 40 | 382
16. Jan-Sebastian Fabik CZE 40 147 30 130 | 347
17. Mark Karpilovsky CZE 20 37 155 90 | 302
18. Askar Gafurov SVK 60 60 10 140 | 270
19. Ondrej Cifka CZE 50 60 70 0| 180
20. Martin Hora CZE 0 0 50 90 140




Stredoeuropska olympiada v informatike

V roku 2012 sa Stredoeurdpska olympiada v informatike (CEOI) konala v
madarskom meste Tata, nedaleko nasho Komérna, v diioch 7. az 13. juna 2012.
Okrem tradi¢nych siedmich krajin sa tohtoro¢nej CEOI zucastnili aj timy z
Holandska, Izraela, Slovinska a Svajéiarska.

Slovensko na CEOI 2012 reprezentovali Styria stredoskolaci: Askar Gafurov
(GAMCA Bratislava), Jergus Gressak (SPMNDaG Bratislava), Vladimir Macko
(Gym. Zvolen) a Jakub Safin (Gym. Michalovce). Nasu delegéciu na tejto sufazi
viedli doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc. a RNDr. Rastislav Krivos-Bellus
(obaja z Ustavu informatiky PF UPJS v Kogiciach).

Sutaz neprijemne poznacili chyby organizatorov pocas druhého stutazného
dna. Kvoli spominanym chybam neboli vysledky pocas druhého dna sttaze spra-
vodlivé, a tak sa medaily udelovali podla kompromisu: kazdy sutaziaci dostal
lepSiu z medaili, na ktoré mal narok podla celkového poradia a podla poradia
po prvom dni.

Traja z nasich sutaziacich néas potesili ziskom bronzovych medaili. Askarovi
Gafurovovi do nej chybalo prvy den len pit bodov a druhy den bohuzial patril
medzi stutaziacich najviac zasiahnutych chybou organizatorov.

Podrobné vysledky naSich sutaziacich uvadzame v tabulke.

Meno 1. den 2. den > | medaila
Vladimir Macko | 100 0 60 | 60 0 90 | 310 | bronzova
Jakub Safin 95 40 35|40 20 43 | 273 | bronzova

Jergus Gressak | 100 5 25|25 8 36 | 199 | bronzova
Askar Gafurov 100 15 10| O O 2| 127




Medzinirodné pripravné sustredenie vo Svédsku

V diioch 6. az 11. septembra sa vo Svédsku (na ostrove Moja a nasledne
v Stockholme) uskutocnilo historicky prvé spoloéné pripravné sustredenie mla-
dych slovenskych a §védskych sttaznych programéatorov. Hlavnym organizato-
rom akcie bol Lukas Polacek — byvaly absolvent magisterského stidia na FMFI
UK v Bratislave, teraz doktorand na KTH v Stockholme. Zo Slovenska sa aj
vdaka finanénej podpore Slovenskej informatickej spoloc¢nosti (kupe leteniek)
mohla akcie zuc¢astnit Stvorica sutaziacich: Eduard Batmendijn, Marian Hor-
nak, Jan Hozza a Andrej Maris. Traja z nich (Batmendijn, Horndk, Maris)
nasledne reprezentovali Slovensko na Medzinarodnej olympiade v informatike.

Ako prednasajuci sa akcie zucastnili viaceri svédski odbornici: Per Austrin,
Ulf Lundstrom, Mikael Goldmann, Oskar Werkelin Ahlin. Okrem nich mal pred-
nasku aj hlavny organizator Lukas Polacek a ako pozvany externy prednasajuci
sa akcie zucastnil aj Michal Forisek z FMFI UK. Sucastou akcie boli aj tri su-
tazné kola: dve teoretické a jedno praktické. Celkové vysledky sutazi uvadzame
v prilozenej tabulke.

Meno kraj. | teor. 1 bonus teor. 2 prax | >

1. Sannemo SWE 34 3 35 48 | 120

2. Lindholm SWE 36 0 38 40 | 114

3. Wiman SWE 26 0 37 48 | 111

4. Hozza SVK 34 0 34 40 | 108

5. Hornak SVK 24 0 38 32| 94

Batmendijn SVK 27 3 32 32| 94

7. Lenngren SWE 20 0 25 32| 17

8. Odenman SWE 20 0 23 32| 75

9. Maris SVK 22 0 27 24 | 73

10. Granberg SWE 19 0 20 32| 11
Grensjo SWE 10 0 21 40 | 71

12. Klein SWE 15 0 20 24| 59
13. Warnberg SWE 11 0 20 24| 55
14. Aule SWE 10 0 18 24 | 52
15. Backstrom SWE 10 0 19 16 | 45




Medzinarodna olympiada v informatike

Zlati a dve bronzové medaily ziskali slovenski studenti na Medzinarodnej
olympiade v informatike 2012 v Taliansku.

Tohtoro¢na medzinarodna olympidda v informatike (International Olympiad
in Informatics — IOI 2012) sa konala v dnioch 23. — 30. septembra 2012 v mes-
tach Sirmione a Montechiari v Taliansku. Zucastnilo sa na nej 310 oficidlnych
stutaziacich z 81 krajin celého sveta, ktori presli sitom narodnych satazi. Odhad
poctu vSetkych sutaziacich po¢nic domacimi kolami az po medzinarodné kolo
je 250 tisic studentov.

V roku 2012 Slovensko reprezentovali Styria sttaziaci:

e Eduard Batmendijn, Cirk. gymnézium sv. Mikulésa, Stard Lubovria
e Maridn Horndk, Gymnazium Parovska, Nitra

e Andrej Maris, Gymnéazium Piaristicka, Nitra

e Jakub Safin, Gymnazium P. Horova, Michalovce

Zvysok slovenskej vypravy tvoril ¢len medzindrodného odborného vyboru sitaze
RNDr. Michal Forisek, PhD. (FMFI UK), vedica delegacie doc. RNDr. Gabriela,
Andrejkova, CSc. (PF UPJS) a pedagogicky vedici Be. Vladimir Boza (FMFI
UK).

Stucastou programu mimo stutaznych dni bola prehliadka Benatok a pre stta-
ziacich tiez navsteva nedalekého zabavného parku. Lidri mali moZnost ztc¢astnit
sa na medzinarodnej konferencii Youth Talents Conference. Ako na zaverecnom
ceremoniali povedal prezident IOI dr. Richard Forster, organizatorom sa sku-
toCne podarilo spravit ,,prava talianskt“ medzinadrodnt olympiadu.

Z vysledkov nasich sutaziacich musime vyzdvihnat zlati medailu Eduarda
Batmendijna. Edo, v kolektive znamy ako Baklazan, ma pred sebou este poten-
cialne tri dalsie medzinarodné olympiady. Zeldme mu, aby sa mu na nich darilo
aspon tak dobre, ako na tejto. Kompletné vysledky uvadzame v tabulke.

Meno 1. den 2. den > | medaila

Eduard Batmendijn | 72 100 60 | 55 100 49 | 436 | 12. miesto, zlato
Marian Hornak 47 0 100 0 0 49 | 196 | 104. miesto, bronz
Jakub Safin 47 0 60 | 32 17 17 | 173 | 137. miesto, bronz
Andrej Maris 0 0 100 | 32 8 0 | 140 | 172. miesto
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