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V skolskom roku 2012/13 na Slovensku prebehol uz dvadsiaty ésmy ro¢nik

O priebehu 28. ro¢énika Olympiady v informatike

Olympiady v informatike (OI).

Do sutaze sa zapojilo 62 Ziakov v kategérii A (starsi) a 36 v kategdrii B
(mladsi). Najlepsich 29 riesitelov kategérie A sa ztcastnilo celostatneho kola,

ktoré sa tohto roku konalo v Kosiciach.

Vynikajtico sa darilo nasim najaspes$nejsim rieSitelom na medzindrodnych
stutaziach: najskor priniesli z Medzinarodnej olympiady v informatike 2 zlaté,
striebornt a bronzovi medailu (¢o je najlepsi vysledok Slovenska od roku 2005)
a nasledne zlato za absolutne vitazstvo a bronz zo Stredoeurépskej olympiddy

v informatike.

Na celoslovenskej tirovni sa pocas celého ro¢nika o plynuly chod OI starala

Slovenska komisia OI v nasledujicom zloZeni:

doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc.,
predsedkyna, UI PF UPJS, Kogice

RNDr. Michal Forisek, PhD., podpredseda, KI FMFI UK, Bratislava
RNDr. Andrej Blaho, PhD., FMFI UK, Bratislava

Mgr. Vladimir Boza, FMFI UK, Bratislava

Michal Anderle, FMFI UK, Bratislava

PaedDr. Ivan Brodenec, KI FPV UMB, krajsky predseda pre BB
RNDr. Eva Hanulova, Gym. J. Hronca, krajska predsedkyna pre BA

RNDr. Rastislav Krivos-Bellus, PhD.,
Ustav informatiky PF UPJS, krajsky predseda pre KE

prof. Ing. Veronika Stoffova, CSc.,
KI PF UJS, krajska predsedkyna pre NR

Mgr. Maria Majherova, PhD.,
Katedra matematiky FHPV PU, krajskd predsedkyna pre PO

Ing. Andrea Julény, KI FMech TnUAD, krajska predsedkyna pre TN

doc. RNDr. Maria Lucka, CSc.,
KMI PdF TU, krajska predsedkyna pre T'T
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e RNDr. Peter Varsa, PhD., KI FRI ZU, krajsky predseda pre ZA

Zastupcom IUVENTY zabezpecujucim organizacnu stranku sutaze bola Mgr.
Maria Gajarova.

Michal Forisek, podpredseda SK OI



Zadania domaceho kola kategodrie A

A-I-1 Spiéni

Kontrarozviedke v Absurdistane sa podaril husarsky ktsok: odhalili celt siet
nepriatelskych $piénov v krajine.

Niektoré dvojice Spiénov spolu komunikuju. Z bezpecnostnych dévodov je
tato siet pomerne riedka — komunikujtacich dvojic je méalo. Presnejsie, pre Iubo-
volné prirodzené ¢islo k plati: ak Tubovolnym spdésobom vyberieme k Spidnov,
bude medzi nimi najviac 3k dvojic Spiénov, ktori spolu komunikuju.

Stutazna tloha:

Najdite v danej sieti Spionov najvacsiu kliku: skupinu Spionov, v ktorej spolu
komunikuje kazda dvojica.

(Pomocka: Z riedkosti komunikacnej siete vyplyva, ze urcite neexistuje klika
tvorend viac ako 7 $piénmi.)

Format vstupu:

V prvom riadku vstupu s dve celé ¢isla n a m. Cislo n udava pocet §piénov,
¢islo m je poéet dvojic, ktoré spolu komunikujt. Spiéni maja pridelené &isla od
1 po n.

Kazdy z nasledujicich m riadkov obsahuje dve rézne ¢isla od 1 po n, po-
pisujiice jednu dvojicu $piénov, ktord spolu komunikuje. (Ziadne dva riadky
nepopisuju tu istt dvojicu Spiénov.)

Mbzete predpokladat, ze vstup popisuje riedku komunika¢nt siet spliiajicu
podmienku zo zadania. Specialne teda plati 0 < m < 3n.

Format vystupu:

Na vystup vypiSte jediny riadok a v nom niekolko navzajom roznych c¢isel z
rozsahu od 1 po n: ¢isla Spidénov tvoriacich najvacsiu kliku.

Cisla mozete vypisat v Tubovolnom poradi. Ak existuje viacero najvicsich
klik, sta¢i najst a vypisat Tubovolna jednu z nich.

Hodnotenie:
Vo vstupoch, za ktoré mozete ziskat 2 body, bude platit 1 < n < 40.
Dalsich 5 bodov mézete ziskat za vstupy, v ktorych plati: 1 < n < 1000 a
zaroven celkovy pocet klik Spiénov (vSetkych, nie len maximélnych) neprevysi
64 000.



6 ZADANIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE A

Vo vsetkych vstupoch plati 1 < n < 100 000.

Priklad:
Vstup Vystup

123

Inym spravnym vystupom by bolo ,,4
12«

Vystup ,,1 2 3 4% nie je spravny, lebo
Spioni 3 a 4 spolu nekomunikuji, tato
skupina teda nie je klikou.

Vystup ,,1 5“ nie je spravny, lebo
to sice je klika, ale nie je najvicsia
mozna.

O S I el i N 6
NN OO WO

A-I-2 Rozvod elektriny

Za siedmimi horami a za siedmimi dolinami vysla z domceka jezibaba a
povedala: ,Preco prave ja musim byvat tak daleko? Ani elektrinu sem eSte
nedotiahli!“

Po tom, ako sa jezibaba stazovala na krajskom turade, rozhodli sa radni,
ze je nacase zaviest do celého kraja elektrinu (skor, ako sa niekto z nich ¢isto
nadhodou premeni na ropuchu). V prvej faze vystavby rychlo postavili v kraji
niekolko elektrarni. Potom prisla druha faza: V kraji bolo n lokalit (miest a
elektrarni), ktoré potrebovali pospéjat elektrickym vedenim do rozvodnej siete.

Toto spajanie spravili systematicky, aby sa na ni¢ nezabudlo. Zacali tym, ze
ku krajskému mestu priamym vedenim pripojili jednu elektraren. Takto dostali
zaklad rozvodnej siete, ktort nasledne rozsirovali. Vzdy si vybrali jednu lokalitu,
ktora este nebola pripojena, a postavili vedenie medzi nou a jednou z lokalit,
ktoré uz pripojené boli. Takto vznikla rozvodné siet so stromovou topoldgiou.
V niektorych uzloch tejto siete boli mesta, v ostatnych zas elektrarne.

Stutazna tloha:

Ukézalo sa, ze siet treba zase rozpojit na niekolko casti, pricom v kazdej
bude niekolko miest a prave jedna elektraren. Totiz ako tak narychlo stavali
elektrarne, stalo sa, ze kazda z nich produkuje striedavy prad s inou frekven-
ciou. Preto si kazdé mesto musi vybrat prave jednu elektraren, z ktorej bude
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brat elektrinu. Vasou tlohou bude néjst toto priradenie miest k elektrarnam.
Presnejsie, treba dodrzat nasledovné podmienky:

e Jednym vedenim sa nedéd prendSat elektrickti energiu z dvoch roznych
elektrarni.

e Nevieme cez mesto pripojené k jednej elektrarni preniest elektrinu z inej
elektrarne, ani cez jednu elektraren preniest elektrinu z inej elektrarne.

e Kazda elektraren mé svoj vykon — mnozstvo energie, ktoré vie za den
vyrobit. A naopak, kazdé mesto ma svoju spotrebu — mnozZstvo energie,
ktoru za den spotrebuje.

e Kazdé vedenie ma svoju kapacitu — maximalne mnozstvo energie, ktorta
nim za den vieme preniest.

Format vstupu:

V prvom riadku st celé ¢isla n a dy. Cislo n je pocet lokalit (miest a elektrarni
dokopy). Lokality st o¢islované od 1 po n v poradi, v akom boli pripojené k
rozvodnej sieti. Cislo 1 m4 teda krajské mesto a ¢islo 2 nejaka elektraren. Cislo
dy je spotreba krajského mesta.

Nasledujtce riadky popisuju ostatné lokality. Presnejsie, i-ty riadok vstupu
(pre 2 < i < n) popisuje lokalitu 7. Popis mé tvar ,z; m; ¢; d;“. Znak z; je bud
LM¢ alebo ,.E“, podla toho, ¢i ide o mesto alebo o elektraren. Nasleduju tri celé
¢isla: m; (1 <'my; < i) je ¢islo lokality, ku ktorej sme lokalitu ¢ pripojili, ked sme
budovali siet. Kapacita vedenia medzi lokalitami ¢ a m; je ¢;. No a hodnota d;
ma dva mozné vyznamy: ak ide o mesto, d; je jeho spotreba, ak ide o elektraren,
d; je jej vykon.

Mbzete predpokladat, Ze plati 2 < n a ze pre vsetky ¢ plati 0 < ¢;, d; < 10°.

Hodnotenie:
Vo vSetkych testovacich vstupoch bude platit n < 1000 000.
V testovacich vstupoch za 5 bodov bude platit n < 1 000.

Format vystupu:

Ak nie je mozné priradit mestam elektrarne tak, aby boli splnené vsetky
poziadavky, vypiste jeden riadok a v nnom text ,nemozne“. V opac¢nom pripade
vypiste jeden riadok a v nom n ¢isel: aq,...,a,. Ak je i-ta lokalita elektraren,
ma byt a; = i. Ak je to mesto, a; mé byt ¢islo elektrarne, z ktorej bude mesto
i brat elektrinu.

Ak existuje viacero moznych rieseni, vypiste lubovolné z nich.
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.....

sucet spotreby miest, ktoré st ku nej pripojené. Pre kazdé mesto musi platit,
ze vsetky mesta, ktoré lezia na ceste medzi nim a elektrarnou, ku ktorej je
pripojené, su pripojené k tej istej elektrarni. Pre kazdé vedenie, ktoré spaja dve
lokality pripojené k tej istej elektrarni, musi platit: sicet spotrieb miest, ktoré
by boli prerusenim tohto vedenia oddelené od elektrarne, nesmie presiahnut
kapacitu doty¢ného vedenia.)

Priklad:
Vstup Vystup
22333

5 10
5 20
15 10
55

= =2 Mmoo
D WL o

Vstup Vystup

nemozne

5 10
5 20
12 10
55

= =2M/E o
D WL, O,

A-I-3 Hisenice

Vo Vihorlatskom pralese sa nedavno rozmnozili nebezpecné htisenice. Ohry-
zavaju stromy a hrozi, Zze onedlho bude z pralesa uz len obyc¢ajny les. Ako to
vSak Casto byva, priroda si poradi aj sama. V pralese totiz zije skorec Ignac,
ktory prave vyraza na lov. Ked sa vyda na lov, leti po polpriamke zo svojho
hniezda az na kraj pralesa a zozerie vSetky husenice, ponad ktoré preleti.

Stutazna tloha:

Pre jednoduchost si prales predstavime ako vodorovnu rovinu a jednotlivé
hisenice ako tsecky v tejto rovine. Ignac ma hniezdo v bode (0,0). Néjdite
polpriamku, po ktorej ma Ignéc letiet, ak chce hisenic ulovit najviac.
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Format vstupu:

V prvom riadku je pocet tiseciek n. Nasleduje n riadkov, kazdy z nich popi-
suje jednu usecku. V i-tom z tychto riadkov su Styri celé Cisla x; 1, yi1, ;2 a
Yi 2. Tieto urcuju tsecku s koncovymi bodmi (x;1,v:.1) a (2, i 2)-

Usecky sa mozu navzajom pretinat aj prekryvat. Taktiez je mozné, Ze nie-
ktorymi bodmi roviny prechadzaju viac ako dve tsecky. Niektoré suradnice kon-
covych bodov useciek mozu byt aj zaporné.

Mobzete ale predpokladat, ze pre kazda tsecku plati podmienka x; 1y; 2 #
x; 2Yi1- (Z tejto podmienky vyplyva, ze kazda tsecka ma kladna dlzku a tiez
ze ziadna tsecka neprechadza hniezdom skorca Ignaca).

Format vystupu:

Vypiste jeden riadok a v niom dve celé ¢isla x a y. Tieto ¢isla nesmu byt obe
nulové. Tieto c¢isla su suradnice bodu, ktorym prechadza polpriamka, po ktorej
méa Skorec Ignac letiet. Pocet hiisenic, ktoré pretne tato polpriamka, musi byt
maximalny mozny. Ak je viacero optimalnych rieseni, vypiste lubovolné z nich.

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov dostanete za rieSenie, ktoré dokaze efektivne vyriesit vstup
obsahujuci stotisice htisenic. AZ 7 bodov mozete ziskaf za rieSenie, ktoré dokaze
efektivne vyriesit vstup s tisicmi husenic.

Priklad:
Vstup vystup
7 4 4
1433
0321 44 N N 44
131-3 ‘ ‘
2-1-2-x L S
D
-2 0 4 -2
-30-12
-23 22 |
Existuie vi . L T~
xistuje viacero spravnych rieseni, ok- ~
rem bodu (4,4) vyhovuji napr. aj I ~—
body (10,10) a (3,4). Vo vsetkych
tychto pripadoch Ignac ulovi 4 huse-
nice.




10

ZADANIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE A

A-I-4 Log-space vypocty

V tomto ro¢niku olympiady sa budeme v kazdom sttaznom kole stretavat
s programami, ktoré moézu pouzivat len velmi malé mnozZstvo pamiite. V Stu-
dijnom texte uvedenom za zadanim tejto tlohy st popisané obmedzenia, ktoré
musite pri rieSeni tejto tlohy dodrzat.

Stutazna tloha:

Pri nasledujtcich tlohdch nam vobec nezalezi na casovej zlozitosti vasich
programov. Nemusite ju ani odhadovat. Kazdy korektny program, spliajtci
poziadavky uvedené v studijnom texte, dostane plny pocet bodov.

a)

(4 body) Na vstupe je ¢islo n a pole A[l..n| obsahujtice postupnost ¢i-
sel. Napiste log-space program, ktory do vystupného pola B[l..n| vyplni
tuto postupnost usporiadani od najmensieho ¢isla po najvicsie. (Pozor,
niektoré ¢isla sa v poli A mdzu opakovat!)

Teda napr. pre vstupné pole A = (3,1,4,1,5) méte vyrobit vystupné pole
B =1(1,1,3,4,5).

(4 body) Na vstupe je ¢islo n a dve polia A[l..n] a B[l..n| obsahujtce
postupnosti cisel. Napiste log-space program, ktory zisti, ¢i sa tieto po-
stupnosti liSia len poradim prvkov.

Teda napr. pre polia A = (3,1,4,1,5) a B = (1,4,5,1,3) je odpoved
»ano“, pre A = (1,2,2) a B =(2,1,1) je odpoved ,nie“.

(2 body) Majme dva log-space programy F a G. Program F dostane vstup
v poli A[l..n] a vyrobi z neho vystupné pole B[1..n|. Program G dostane
na vstupe pole B, ktoré vyrobil program F, a svoj vystup zapise do vy-
stupného pola C[1..n].

Dokazte, ze existuje log-space program H, ktory na vstupe dostane pole
A a na vystupe vyrobi zodpovedajuce pole C.

(V ¢om je problém? Keby nam nezalezalo na paméfovej zlozitosti, mohli
by sme najskor ako podprogram spustit F, vypocitat si B, a potom spustit
G a vypocitat tak C. Problém je v tom, Ze na takéto rieSenie neméme dost
paméite — nezmesti sa nam do nej pole B.)
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Studijny text

.....

povazujeme ten, ktory ma mensiu ¢asova zlozitost. Pamétova zloZitost zvicsa
pouzivame len ako dodato¢né kritérium (s vynimkou situécii, kedy st pamétové
naroky algoritmu absurdne vysoké). V tlohéch, ku ktorym patri tento studijny
text, bude situacia presne opacna: zaujimat nas bude takmer vylu¢ne pamitova
zlozitost programu. T4 bude musiet byt velmi mala.

PresnejSie, budeme pisat log-space programy. Pdjde o obycajné programy
vo vaSom oblibenom beZnom programovacom jazyku, len budi navyse musiet
spliat nasledujiice obmedzenia:

e Kazda pouzita premennd musi byt jednoduchého celociselného typu (napr.
int v C++ ¢ longint v Pascale).

e U celodiselnych premennych ndm nebude zélezat na presnom rozsahu, ne-
musi vas teda napr. trapit, ¢i sa 32-bitové alebo 64-bitové. Namiesto toho
si povoleny rozsah hodnot, ktoré sa do premennych zmestia, definujeme
nasledovne: Nech n je velkost vstupu (teda napr. pocet ¢isel na vstupe).
Potom do premennych mozeme ukladat len hodnoty ktoré s polynomidlne
velké v zévislosti od n.

Mozeme mat teda napr. premennt, ktord bude nadobtdat hodnoty —n ... n,
hodnoty —3n° ...3n%, & len hodnoty —4...7. Nesmieme vsak uz mat pre-
mennu nadobudajicu napr. hodnoty 0...2".

e Pre pohodlie budeme aj typy char a boolean (resp. bool v C++) pova-
zovat za celociselné, a teda povolené.

e Ziadne iné typy premennych (teda napr. ani polia alebo ukazovatele) nie
su povolené.

e Vynimku z predchadzajacich pravidiel tvoria vstup a vystup. Vstup prog-
ramu bude dostupny v nejakych Specidlnych premennych (zvicsa to buda
polia), ktoré mdze vas program len citat. A podobne vystup bude vas
program ukladat do inych Specidlnych premennych, do ktorych smie len
zapisovat.

(Specialne upozoriiujeme, Ze nesmiete vystupnii premennii zvicsit o dant
hodnotu. Teda na nu nesmiete napr. v Pascale pouzit prikaz inc, v C++
operator ++ ¢i +=. VSetky tieto zmeny totiz vyzaduju nie len zapis novej
hodnoty, ale najskor aj precitanie starej — lenze vystupnt premennt ¢itat
nesmiete. )
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Cisla na vstupe vzdy buda mat velkost polynomialnu od velkosti vstupu,

a teda kazdé z nich sa zmesti do pracovnej premenne;.
e VaSe programy nesmu pouzivat rekurziu.

Priklad 1. Ukéazeme si log-space program, ktory najde maximum v poli ¢isel.

Listing programu (Pascal)

var n: integer; { vstupna prenmenna: pocet Cisel }
A: array [1..n] of integer; { vstupna prenenna: pole €Cisel }
m i nteger; { vystupna prenenna: pozicia naxina }
i, J: integer; { pracovné prenmenné }
begi n
j =1
for i :=2to n do
if Ali] > A[j] thenj :=1i;
m:=j;
end;

Jediné dve premenné st i a j a zjavne nadobudaju len hodnoty z rozsahu
1...n. Tym sa teda splnené vsetky potrebné podmienky a teda skutocne ide o
log-space program.

Priklad 2. Nasledujuci log-space program najde v poli ¢isel to, ktoré sa tam
vyskytuje najcastejsie.

Listing programu (Pascal)

var n: integer; { vstupna premenna: pocet Cisel }
A: array [1..n] of integer; { vstupna prenenna: pole €Cisel }
m i nteger; { vystupna prenenna: jedna pozicia najctastejSieho }
i, j, c, cnax: integer; { pracovne prenenne }
begi n
cmax = 0;
for i :=1to n do begin
{ spo oCita kol'kokrat sa vyskytuje Ali] }
c =0
for j =1 to n do
i f A[j] = Ali] then ¢ := c+1;
{ je to viac ako doterajSie maxi munp }
if ¢ > crmax then begin
cmax = C;
m:= c;
end;
end;
end;

Opit si lahko rozmyslime, Ze hodnoty pracovnych premennych nikdy neprek-
rocia n. Taktiez vSetky ostatné poziadavky na log-space program st dodrzané.
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Preco prave takéto programy?:

Isto ste si uz polozili otazku, preco takéto programy nazyvame log-space a
naco je vlastne dobré sa nimi zaoberat.

Najpresnejsi spdosob merania pamétovej zlozitosti daného programu dosta-
neme vtedy, ked zistime pocet bitov pamdte, ktori potrebuje v zavislosti od
velkosti vstupu.

Existuje sice par velmi jednoduchych problémov, ktoré vieme riesit napriklad
len s troma bitmi pamiite, vela ich ale nie je a nebudu nas prili§ zaujimat. My
sa sustredime na programy, ktoré vstupné data dostant v nejakom n-prvkovom
poli. Na to, aby sme vobec mohli k prvkom takéhoto pola rozumne pristupovat,
potrebujeme do neho vediet indexovat. A na to treba mat premennii, ktord moze
nadobudnut n réznych hodnot.

Jeden bit pamite ma dva rozne stavy: 0 alebo 1. Ak mame k-bitova pre-
mennt, t4 moéze nadobudat 2* réznych stavov — nezavisle pre kazdy z k bitov
mame dve moznosti. Tieto stavy si my potom rozne interpretujeme: raz ako
znaky, inokedy ako ¢isla, a podobne. Napriklad taka 8-bitova premenna moze
mat 256 roznych stavov. Niekedy tieto stavy mozeme povazovat za ¢isla od 0
do 255, inokedy za cisla od —100 do 155, a eSte inokedy za znaky v 8-bitovom
ASCII kédovani.

A t1 istd ivahu mozeme spravit aj opacne. Ak potrebujeme premenni, ktora
vie mat n réznych hodndt, potrebujeme, aby pre jej pocet bitov k platila ne-
rovnost 2 > n. Inymi slovami, najmensie vyhovujice k je [logyn] (t.j. horna
cela ¢ast dvojkového logaritmu ¢isla n).

Dostavame teda nasledovny zaver: na pracu s n-prvkovym polom urcite treba
aspoil radovo log, n bitov pamiite. Toto je teda v istom zmysle najmensia prak-
ticky zaujimava pamiitova zlozitost programov.

No a prave takuto (asymptoticktl) pamétova zloZitost budi mat aj vsetky
programy, ktoré budete pisat vo svojich rieSeniach. TotiZz nase obmedzenie na
pocet a velkost premennych, ktoré smiete pouzivat, zarucuje, ze celkovy pocet
bitov pamite, ktoré pouzijete, bude nanajvys radovo logaritmicky od n. Odtial
teda pochddza nazov ,log-space“ — st to programy, ktoré pouzivajiu O(logn) bi-
tov pamaéte.

(Priklad: Ak pouzijete 3 premenné, z ktorych kazdad moze nadobudat hod-
noty od 1 po n°, bude vas program pouzivat 3[log, n°] ~ 15log, n bitov pa-
méte. )

O zakaze pouzivania poli a rekurzie:
Teoreticky by sa do logaritmického poctu bitov pamiite nejaké malické polia
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zmestili — ale chcelo by to, aby stcéet velkosti vSetkych prvkov bol nanajvys
logaritmicky. Teda napriklad by sme mohli mat pole obsahujice 2logn ¢isel z
rozsahu 0 az 7. Alebo pole obsahujtce 3 ¢isla z rozsahu 1 az n?. Ni¢ z toho
vam zrejme pri sutaznych tlohich nepomoze, preto sme pre jednoduchost polia
zakazali iplne. (Namiesto pola obsahujticeho 3 ¢isla predsa vzdy mozete pouzit
3 vhodne pomenované premenné.)

Druhou konstrukciou, ktortt sme museli zakazat, je rekurzia. Treba si totiz
uvedomit, ze paméit pocas behu programu nepouzivame len na premenné. Vzdy,
ked v programe zavolame nejaki funkciu, musi sa vyrobit (na tzv. zasobniku)
zaznam, kde si okrem iného program zapaméitd spravnu navratovi adresu a
tiez hodnoty parametrov, s ktorymi sme dant funkciu zavolali. Taktiez lokalne
premenné pre dand funkciu niekam treba ulozit. A tu prave rekurzia zacina
robit problémy.

Totiz ak mame program pozostavajici z viacerych funkcii, ale bez pouzitia
rekurzie (t.j. kazda funkcia vola len tie, ktoré boli v programe uvedené pred 1iou),
vzdy ho vieme prerobit (,dosadenim® celého tela funkcie namiesto kazdého jej
volania) na program, ktory pocita to isté, ale uz nepouziva funkéné volania.
MozZete si rozmysliet, Ze sa pri tejto zmene nijak vyrazne nezmenia pamétové
naroky programu.

Akonéhle vSak povolime rekurziu (funkciu, ktord vold sama seba, pripadne
viacero funkcii, ktoré sa vedia volat navzajom), mohlo by sa stat, ze pri behu
programu nam bude postupne vznikat viac a viac lokdlnych premennych a cel-
kova pamiit Tahko narastie nad logaritmicki. Preto radsej rekurziu tiplne zaka-
zujeme. Rovnako ako pri poliach, aj tu by malo platit, Ze vAm toto obmedzenie
nijak zadsadne nestazi rieSenie sutaznych tuloh.
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B-I-1 Veze

Na velku Sachovnicu ktosi rozostavil mnozstvo Sachovych vezi. Niektoré boli
biele, iné zas ¢ierne. Barborka je vasniva Sachistka. Rada by si spocitala, kolko
dvojic vezi sa navzajom ohrozuje. Kedze ich je ale tak vela, boji sa, Ze sa pomyli.
Lepsie by bolo, keby ste jej napisali program, ktory to vypocita za nu.

(Dve veze sa ohrozuju, ak st opa¢nych farieb, stoja v tom istom riadku alebo
stipci a medzi nimi nestoji ziadna ina veza.)

Format vstupu:

V prvom riadku vstupu je jedno celé ¢islo n, udavajice rozmer Sachovnice.
Sachovnica ma tvar §tvorca, jej riadky aj stlpce st oé¢islované od 1 po n. V
druhom riadku vstupu je jedno celé ¢islo v, udavajiice pocet vezi.

Nasleduje v riadkov, z ktorych kazdy popisuje jednu vezu. Popis veze pozos-
téava z troch celych ¢isel: &islo riadku, ¢islo stipca a jej farba. (Farba 0 predsta-
vuje ¢iernu vezu, farba 1 bielu.)

Vas program dostane body za spravne vyriesenie piatich testovacich vstupov,
ktoré sme si vopred pripravili. Rozne vstupy popisuju rozne velké Sachovnice s
roznym poctom vezi:

‘ vstup 1 vstup 2 vstup 3 vstup 4 vstup 5

velkost Sachovnice n 8 50 1000 1000 1000000

pocet vezi v 20 200 1500 100000 100 000

Format vystupu:
Vypiste jeden riadok a v niom jedno celé ¢islo: pocet dvojic vezi, ktoré sa
ohrozuju. (Mozete predpokladat, ze toto ¢islo bude vzdy mensie ako milién.)

Priklad:

Nasledujtci vstup popisuje Sachovnicu 8 x 8. Na nej je 5 vezi. Ich rozmiest-
nenie je znazornené napravo pod spravnym vystupom.

Biela veza na (2,4) sa ohrozuje s ¢iernou na (2,8). Biela veza na (2,4) sa tiez
ohrozuje s ¢iernou na (5,4).

Biele veze na (2,2) a (2,4) sa neohrozuju, lebo st obe tej istej farby.

Biela veza na (2,2) sa neohrozuje s ¢iernou vezou na (2,8), lebo medzi nimi
stoji ina veza.
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Vstup Vystup
8 2
5
2 2 1 --------
760 1.1...0
540 L
241 L.
280 ..0..
..... 0..
B-1I-2 Dosah

Janko sa dostal do timu, ktory programuje umelt inteligenciu do novej tan-
kovej strielacky Megatank 3000. Tato strielacka sa odohrava na mriezke rozde-
lenej na Stvorcové policka. Niektoré policka st volné, na niektorych s prekazky.
Tank sa v jednom kroku moze pohnit o jedno policka vIavo, vpravo, hore alebo
dole. Samozrejme, len vtedy, ak na cielovom policku nie je prekazka.

Jankovou tlohou je teraz napisat program, ktory vyhodnocuje vyhodnost
pozicie tanku. PresnejSie, potrebuje zistit, na kolko réznych poli¢ok sa z daného
zacCiatocného policka vie tank dostat pouzitim nanajvys zadaného poc¢tu krokov.
Kedze Janko sa v predchadzajicom zamestnani zivil ako programéator sustruhov
a o tejto ulohe nemd ani Sajnu, musite mu pomoct vy.

Format vstupu:

V prvom riadku vstupu je ¢islo ¢ — pocet tloh, ktoré musite vyriesit.

V prvom riadku dlohy su vzdy tri celé ¢isla r, s, ¢ — rozmery mriezky a pocet
otazok. Mriezka m4 r riadkov oéislovangch od 1 do r a s stlpcov oéislovanych
od 1 do s.

Nasleduje r riadkov vstupu, pricom kazdy popisuje jeden riadok mriezky.
V kazdom z tychto riadkov je s medzerou oddelenych ¢isel 0 alebo 1. Cislo 0
predstavuje volné policko, ¢islo 1 predstavuje prekazku.

V dal$ich ¢ riadkoch vstupu st jednotlivé otazky. Kazda otazka pozostéava z
troch celych ¢isel y, z, k. Cisla y,  ozna¢uju riadok a stlpec zaéiatoéného policka.
(Mbzete predpokladat, Ze toto poli¢ko neobsahuje prekazku.) Cislo k oznacuje
maximalny pocet krokov, ktoré moze tank urobit.
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Vas program dostane body za spravne vyriesenie piatich vstupnych subo-
rov, ktoré sme si vopred pripravili. (Kazdy stibor obsahuje viacero tloh. Body
za vstup dostanete len vtedy, ak spravne vyriesite uplne vsetky tulohy, ktoré

obsahuje.)

Rozne vstupy popisuji rézne velké mriezky s roznym maximalnym poc¢tom

krokov a r6znym poctom otazok:

‘ vstup 1 vstup 2 vstup 3 vstup 4 vstup o

maximalny rozmer mriezky 7 500 100 500 2000
maximalny pocet krokov 3 3 5000 20000 1000000
celkovy pocet otazok 47 63 62 73 12

Format vystupu:

Pre kazdu otazku z kazdej tulohy vypiste jeden riadok s jednym cislom —
poctom polic¢ok, na ktoré sa dé dostat zo zaciatoéného na maximélne k& krokov.

Priklad:

Vstup

Vystup

P P, ONP P O OO O PN
P PO WrRr PP, OORKF O D

) R, P, WP, O, P, ON
O O O O

(I
(@]

3
8
2

Tento stibor obsahuje dve tlohy. V pr-
vej z nich ma mriezka rozmery 4 X 4,
v druhej 2 x 3.

V prvej ulohe treba zodpovedat dve
otazky. V prvej tank zacina na policku
(1,1) a smie spravit 1 krok. V druhej
otazke tank zacCina na policku (4,1) a
smie spravit 3 kroky. Tato otazka je
znazornena na nasledujiicom obrazku.
Hviezdickou st oznacené policka, na
ktoré sa tank vie dostat.

* X X ¥
¥ ¥ = O
¥ = = O
*¥ O O O
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B-I-3 Stucdet sucdtov

Deti v druhej bé zase na hodine matematiky nedavali pozor a ohadzovali sa
kriedou. A tak im dal ucitel za trest tlohu: Na tabulu napisal postupnost ¢isel.
Kazdy ziak dostal prideleny jeden tisek postupnosti, ktory mal séitat. Zhodou
okolnosti bolo vSetkych moznych tsekov presne tolko ako ziakov, takze kazdému
sa usiel iny usek. Ked kazdy ziak sc¢ital svoj tisek, napisal svoj vysledok na list
papiera. Nakoniec museli ziaci zozbierat vSetky listy papiera a séitat ¢isla na
nich. A az ked ucitelovi oznamili celkovy vysledok, pustil ich domov.

Ukéazeme si to celé na malom priklade. Majme triedu s desiatimi ziakmi.
Ucitel na tabulu napisal postupnost (10,20,10,30). Nésledne rozdelil defom
pracu:

— Styria ziaci dostali séitat tseky dlzky 1: (10), (20), (10) a (30),

— traja ziaci dostali s¢itat useky dlzky 2: (10, 20), (20, 10) a (10, 30),

— dvaja ziaci dostali s¢itat tseky dlzky 3: (10,20, 10) a (20, 10, 30),

— jeden ziak (ten, ¢o najviac vyrusoval) dostal séitat celit postupnost.
Ziaci takto dostali na svojich papieroch vysledky 10, 20, 10, 30, 30, 30, 40, 40,
60 a 70. Suctom vsetkych tychto vysledkov je ¢islo 340.

Stutazna tloha:
Napiste program, ktory bude tito tlohu vediet riesit pre ¢o najdlhsie po-
stupnosti.

Pri pisani programu mozete predpokladat, Zze sa vam vysledok zmesti do
beznej ¢iselnej premennej. Netreba sa teda zaoberat pretecenim premennych.

LCubovolné funkéné riesenie s dobrym popisom (bez ohladu na ¢asovt zlozi-
tost) moze dostat aspon Styri body. Riesenie, ktoré dostane plny pocet bodov,
si hravo poradi aj s postupnostou tvorenou stotisic ¢islami.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu je jedno celé ¢islo n, udavajice dizku postupnosti na
tabulu. V druhom riadku je n malych kladnych celych ¢isel, tvoriacich dotycénua
postupnost.

Vypiste jeden riadok a v niom jedno celé ¢islo: sticet suctov vsetkych suvislych
usekov danej postupnosti.
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Priklad:
Vstup Vystup

4 340
10 20 10 30

Toto je priklad rozpisany v zadani.

B-1-4 Paralelné trampoty

Podualoha A — 6 bodov:

Bola raz jedna trieda, v tej triede bola krieda. T4 krieda bola biela a bolo
jej dost vela. Okrem zasob kriedy na desat rokov bola v triede eSte tabula a
na tabuli krasna velkd nula. Pred triedou stalo 30 deti. Kazdé z nich postupne
30-krat zopakovalo nasledovny postup:

Nejaky cas (aky dlhy sa mu chcelo) pockalo.

Voslo do triedy, precitalo si ¢islo z tabule, zapamétalo si ho a vyslo zase
von.

S vypéatim vsetkych sil k zapamétanému ¢islu pripocitalo 1. (Aj toto mohlo
trvat Tubovolne dlho.)

Voslo do triedy, zmazalo tabulu a napisalo na nu vysledok svojho vypoctu.

Konkrétne dieta vzdy najskor dokondi cely postup, az potom zac¢ne odznova.
Teda sa napriklad nemdze stat, Ze to isté dieta dvakrat po sebe pride preéitat
tabulu, musi medzi tym prist zapisat vysledok.

Na prvy pohlad je o¢ividné, ako to celé dopadne, nie? Na konci bude na
tabuli ¢islo 30 x 30 = 900.

Na druhy pohlad to uz az také o¢ividné nie je. Samozrejme, 900 je najvicsi
mozny vysledok. Mohlo sa v8ak Tahko stat, Ze skutoény vysledok bude mensi.
Nés zaujima opac¢ny extrém. Vasou tlohou je néjst ¢o najmensiu hodnotu, ktora
mohla byt na tabuli po tom, ako kazdé z 30 deti 30-krat zopakovalo popisany
postup.

Pocet bodov, ktoré dostanete, bude zavisiet od toho, ako mali hodnotu sa
vam podari zostrojit. Na plny pocet bodov je potrebné najst najmensiu mozni
hodnotu a stru¢ne zdovodnit, pre¢o mensiu uz nevieme dosiahnut.
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Poduloha B — 4 body:

Na podobnom principe je zaloZeny jeden typ zranitelnosti pocitacovych sys-
témov, tzv. race condition. Ide o situacie, kedy si programéator systému neuve-
domil, Ze vysledok sibezného vykonavania viacerych procesov moze zavisiet od
toho, v akom poradi sa jednotlivé kroky vykonaji. UkéZeme si to na jednodu-
chom priklade. (Na par miestach pouzivame Linuxovi terminolégiu. Neboj sa
jej, na riesenie stitaznej tlohy netreba poznat Linux.)

Samko je spravcom pocitac¢a, na ktorom mé ¢ty viacero dalsich uzivatelov.
Nés budi zaujimat dvaja z nich: maliarka Marienka a hacker Janko. Marienka
nakreslila krasneho ponika a ulozila ho do stiboru ponik1 . png vo svojom domov-
skom adresari. Janko by si ho chcel pozriet, Marienka vSak nastavila pristupové
prava tak, ze sa k nemu vie dostat len ona (a samozrejme spravca). A tak mal
Janko smolu. Az jedného dna prisiel Samko za Jankom a hovori: ,Pozri, aka
kil vec som spravil. Program posli, ktorému napises nazov suboru a e-mailovil
adresu, a on ti na nu ten subor posle.“ Janko si v§imol, ze Samkov program
bezi s pravami spravcu systému. A viac mu uz nebolo treba. Spustil ,posli
/home/marienka/ponikl.png jankov@mail® a mal ponika.

Samko chybu odhalil a opravil: prirobil do programu kontrolu, Ze posielany
stbor musi byt v domovskom adresari uzivatela, ktory ho prave spustil. Ani to
vSak Janka nezastavilo, mal v zasobe dalsi trik: symbolicki linku. (Vo Windows
je podobnym objektom zdstupca, po anglicky shortcut.) To je subor, ktory ne-
zabera skoro ziadne miesto, len hovori: ,m6j obsah je rovnaky ako obsah tohto
iného stiboru“. A tak si Janko vo svojom adresari vyrobil symbolickt linku
2.png, ukazujlicu na subor /home/marienka/ponik2.png, ktory Marienka me-
dzicasom nakreslila. A uz to iSlo: Janko spustil ,posli /home/janko/2.png
jankov@mail®. Samkov program nasledne skontroloval, ze ide o stibor v adre-
sari /home/janko, precital ho, poslal mailom a Janko mal uz druhého ponika.

A tu sa uz dostavame k nasSej sutaznej tlohe. Medzi ¢asom Marienka na-
kreslila tretieho ponika a Samko vyleps$il bezpec¢nost svojho programu. Sam-
kov program teraz funguje nasledovne: ked ho uzivatel X spusti ako ,posli
/nejaka/cesta/subor email®, program postupne:

1. otvori adresar /nejaka/cesta a skontroluje, ¢i X ma pravo ¢itat subor.
2. ak ano, otvori subor, nacita ho a preposle ho na adresu email.
Toto vylepsenie by hravo zmarilo Jankov predchadzajici pokus — totiz Janko
sice vedel vyrobit v svojom adresari symbolickt linku ukazujicu na obrazok
ponika, ale obsah takto vytvoreného siboru nemal pravo ¢itat.
Navrhnite, ako ma Janko postupovat, aby sa dostal k siboru ponik3.png.
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A-TI-1 Vykrm

Kral Hurim a kralovna Totna sa vydali na cestu Linearnym kralovstvom.

Verné svojmu menu, Linearne kralovstvo je tvorené jedinou cestou. Na tej
je m miest, ktoré st postupne (v poradi, v akom na ceste lezia) o¢islované od 1
po n. Hurim a Totna péjdu krajinou v tom smere, v ktorom su ¢islované mesta,
pricom sa postupne zastavia v prave ¢ z nich.

V kazdom meste varia prave jednu miestnu Specialitu. Moze sa stat, Ze via-
ceré mesta maju tu ista Specialitu. V celom kralovstve je rdoznych miestnych
Specialit presne m a su ocislované od 1 po m.

Totna vie, ze Hurim mé mlsny jazycek, chcela by teda vybrat zastavky
tak, aby sa mu podéavané pokrmy pacili. Kralovski radcovia pracovali diiom i
nocou, az nakoniec prisli s £ navrhmi Hurimovho stravovania. Kazdy navrh je

postupnost ¢ $pecialit, ktoré ked Hurim v danom poradi zje, bude na vrchole
blaha.

Stutazna tloha:

Totna sa sice potesila, Ze méa na vyber hned k roznych navrhov, no optimiz-
mus ju rychlo presiel. Co ak sa niektoré (alebo nebodaj vetky) z nich nedaju
v jej kralovstve realizovat? A kedZe miest aj planov je strasne vela, potrebuje
Totna vasu pomoc.

Napiste program, ktory o kazdom plane zisti, ¢i existuje taka postupnost ¢
zastavok v mestach, pri ktorej Hurim zje presne predpisant postupnost jedal.

Upozornujeme, ze sa kralovsky par nesmie pri svojej ceste vracat spit (do
uz prejdeného mesta) ani sa dvakrat po sebe zastavit v tom istom meste.

Format vstupu:

V prvom riadku vstupu je pocet miest n, pocet $pecialit m (pricom m < n),
pocet navrhov stravovania k a pocet zastavok /.

V druhom riadku je n celych é&isel sq,...,s,. Cislo s; (1 < s; < m) je &slo
Speciality podavanej v meste 1.

Nasleduje k riadkov, kazdy z nich popisuje jeden navrh Hurimovho stravo-
vania. PresnejSie, kazdy z tychto riadkov obsahuje postupnost presne ¢ celych
¢isel: ¢isla Specialit, ktoré by mal Hurim pocas vyletu v danom poradi jest.
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Format vystupu:
Pre kazdy navrh vypiste jeden riadok s textom ,ano* ak sa dany navrh da
realizovat, resp. ,nie“ ak sa realizovat neda.

Hodnotenie:

Aspont 9 bodov moze ziskat kazdé rieSenie, ktoré efektivne vyriesi kazdy
vstup s n < 100000 a k& - £ < 100 000.

(O udeleni 10 alebo 9 bodov rozhoduje optimalnost asymptotickej ¢asovej
zlozitosti riesenia.)

A7 7 bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré navyse predpoklada aj m < 10.

A7 5 bodov mozete ziskaf za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup
v ktorom & - (n + ¢) < 1000 000.

Za Tubovolné korektné rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny vstup s
n < 20, mozete ziskat 3 body.

Priklad:
Vstup Vystup

10 4 4 3 ano

1213412134 nie

142 ano

4 3 2 nie

111 . P . ,
Prvy navrh sa da realizovat napr. za-

4 4 4 p , . p
stavkou v tretom, piatom a nasledne

siedmom meste.

Treti navrh sa da realizovat napr. za-
stavkou v prvom, Siestom a Osmom
meste.

A-TI-2 VyvazZzené jablone

Na okraji mestecka Ponyville (vid serial My Little Pony: Friendship is Magic) lee
rodina ponikov, ktora sa zivi pestovanim jablk. Dari sa im, stromy v ich sade
su jablkami uplne obsypané. Applejack si ale nedavno vsimla, ze sa im niektoré
stromy ohybaji. Totiz hen rastie jablk vela, tam zase malo, a tak jablofi nie je
vyvazena.

Vsetky jablone v sade st bindrne. Binarna jablon je strom velmi Specidlneho
tvaru. Sklada sa z uzlov, vetiev, listov a jablk. Najspodnejsi z uzlov nazjvame
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koren. 7 kazdého uzlu vedti dohora prave dve vetvy. Na hornom konci kazde]
vetvy je bud dalsi uzol, alebo list. Cely strom drzi pokope (od koremna sa po
vetvach vieme dostat ku kazdému inému uzlu) a jeho vetvy sa nikde nespajaju
(takze sa po nich nikde neda chodit do kolecka).

Jablké rastu len pri listoch stromu. Pri kazdom liste mdze rast Iubovolne
vela jablk (aj nula).

Pre Tubovolni vetvu v strome si moézeme vSimnut, Ze nad touto vetvou lezi
nejaka ucelend cast stromu. V tejto ¢asti stromu sa mozu nachadzat aj nejaké
jablka. Ich celkovy pocet nazveme zdtaZou dotycnej vetvy.

Uzol stromu je vyvaZeny, ak plati, ze obe vetvy, ktoré z neho vedii dohora,
maju presne rovnaku zataz.

Cely strom je vyvdzZeny, ak s vyvazené uplne vSetky jeho uzly. Ak naho-
dou strom nie je vyvazeny, jediny spdsob, ktorym to smieme zmenit, je ten, Ze
odtrhneme niektoré vhodne zvolené jablka.

Sttazna tloha:
Napiste program, ktory zisti, kolko najmenej jablk treba z binarnej jablone
otrhat, aby bola vyvazena.

Format vstupu a vystupu:

Mozete predpokladat, Ze vstup je korektny, teda Ze naozaj popisuje binarnu
jablomn. Pre jednoduchost budeme uzly a listy jablone oznacovat spolo¢nym néaz-
vom vrcholy. V prvom riadku vstupu je ¢islo n, udavajice celkovy pocet vrcholov
na nasej jabloni. Vrcholy si ocislujeme od 1 po n tak, aby vrchol s ¢islom 1 bol
koren.

Nasledujucich n riadkov popisuje jednotlivé vrcholy. Ak je vrchol ¢ uzol, tak
je v i-tom z tychto riadkov text ,,U x; vy;*, kde x; a y; sa ¢isla vrcholov, ktorymi
koncia vetve iduce z uzlu ¢ dohora. Ak je vrchol 7 list, tak je v i-tom z tychto
riadkov text ,L j;“, kde j; je pocet jablk rasticich pri tomto liste. Pri pisani
programu mozete predpokladaft, ze sa vam celkovy pocet jablk na strome zmesti
do beznej celociselnej premenne;.

Vypiste jeden riadok a v iom jedno celé ¢islo: najmensi celkovy pocet jablk,
ktoré ked z vhodnych listov odtrhneme, dostaneme vyvazeny strom. VSimnite
si, ze odpoved vzdy existuje — v najhorSom vzdy mozeme otrhat tplne vSetky
jablka, lebo strom bez jablk je zjavne vyvazens.

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny
vstup s n < 1000 000.
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A7 6 bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré je efektivne pre n < 1000 a
najviac 1000 jablk na strome.

Aspon 3 body budu za IubovoIné rieSenie, ktoré je efektivne pre n < 1000 a
najviac 20 jablk na strome.

Priklady:

Vstup Vystup
3 3
U2 3 .. . «
L 14 Odtrhneme tri jablka vo vrchole cislo
L 17 3. T'ym bude vo vrcholoch 2 a 3 po 14

jablk a jablon bude vyvazena.

Vstup vystup
5 6
U265
L 1 vrchol3: vrc_hol4:
L 2 ZjQZtlké 3j2?)tlka'
L 3 vrchol 2:

list

U 3 4 1 jablko vrchol 5:

uzol

/

V tomto pripade musime otrhat —
vsetky jablka.

A-TI-3 Zaokruhlovanie

Janko chcel Petku prekvapit, a tak jej na Vianoce daroval krasnu tabulku
plni redlnych ¢isel. LenzZe ¢o cert nechcel, Petke sa pacia len tabulky plné celych
¢isel, a také veru v tabulke nebolo ani jedno. Teraz si to teda musi Janko u nej
vyzehlit. Teda parddn, musi si to zaokruhlit.

Nastastie si Janko vsimol, Ze v Petkinej tabulke je su¢tom kazdého riadku
aj kazdého stlpca celé ¢islo. Tie sa samozrejme Pefke pacia, a tak ich Janko
nesmie zaokrihlovanim zmenit.

Kazdé ¢islo moze pritom zaokruhlit bud nadol alebo nahor na najblizsie celé,
a to bez ohladu na hodnotu jeho desatinnej ¢asti. Teda napr. z ¢isla 6.017 moze
vyrobit bud ¢islo 6, alebo ¢islo 7.

Stutazna uloha:
Na vstupe je obdlZnikova tabulka tvorena r x s kladnymi redlnymi necelymi



ZADANIA KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE A 25

¢islami. Stcet éisel v kazdom riadku aj stipci tejto matice je celé éslo.

V&s program ma kazdé ¢islo zaokruhlit nahor alebo nadol tak, aby vSetky
sucty riadkov a stlpcov zostali nezmenené, pripadne zistif, Ze takjto sposob
zaokriuihlenia neexistuje.

Pri pisani programu mozete predpokladat, Ze va$ programovaci jazyk vie
dokonale presne ukladat, s¢itat, od¢itat a porovnavat spractvané realne cisla.

Format vstupu:

V prvom riadku je pocet riadkov tabulky r a pocet stipcov tabulky s. Na-
sleduje r riadkov a v kazdom s kladnych realnych cisel, z ktorych ziadne nie je
celé.

Format vystupu:

Ak dloha nema riesenie, vypiste jeden riadok s textom ,NEDA SA“.

V opacnom pripade vypiste r riadkov a v kazdom s znakov. Znak ,,H* zna-
menda, ze prislusné ¢islo méame zaokruhlit nahor, znak ,D“ zase zaokruhlenie
nadol.

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov dostanete za rieSenie, ktoré dokaze efektivne vyriesit vstupy,
v ktorych r - s < 10°. AZ 6 bodov mézete ziskat za rieSenie, ktoré dokaze efek-
tivne vyrie§it vstupy, v ktorych r - s < 1000. Nanajvys 3 body su za rieSenie,
ktoré zvladne vyriesit vstupy, v ktorych r - s < 20.

Priklad:
Vstup vystup
3 4 DDHD
5.31 2.39 7.13 0.17 HHDD
3.33 4.43 1.92 2.32 DDHH
9.36 1.18 6.95 4.51

Tabulka po zaokriihleni:

Sucty riadkov su 15, 12 a 22. 5280

Sticty stlpcov st 18, 8, 16 a 7. 4512
9175
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A-11I-4 Log-space vypocty

Studijny text k tejto tlohe najdete na strane 11 tejto rocenky.
Pripominame, Ze pri rieSeni sttaznych tloh nam nezaleZi na c¢asovej, ale iba
na pamiitovej zlozitosti programov.

Sttazna tloha 4a (4 body):
Napiste log-space program, ktory vynasobi dve velké ¢isla zadané ako po-
stupnosti cifier.

Presnejsie, vstupom je ¢islo n a dve n-ciferné ¢isla a a § zadané ako polia
A[0..n—1] a B[0..n—1]. Cislo A[i] je cifra rddu 10° v zépise ¢isla a v desiatkovej
sustave. Podobne st BJi| jednotlivé cifry ¢isla 5. Plati teda:

a=A[0]-10° + A[1]-10' + .-+ + A[n—1]-10""*
B8=B[0]-10° + B[1]-10" + --- + Bln—1]-10""!

Pre vSetky prvky poli A a B plati 0 < A[i], B[i] <9, pricom A[n —1] #0 a
Bn—1] #0.

Vystup algoritmu, teda c¢islo v = «- 3, ulozte rovnakym spésobom po cifrach
do pola C[0..2n — 1]. Ak je vysledok nasobenia mensi ako 10*"~! musi byt
C[2n—1]=0.

Priklad: Nech A = (7,3,1), teda A[0] = 7, A[l] = 3 a A[2] = 1. Nech
B = (3,2,1). Tieto dve polia reprezentuju ¢isla « = 137 a = 123. Ich
sucinom je ¢islo v = a - f = 16851. Po skonceni programu musi teda platit
C =(1,5,8,6,1,0).

Sutazna tloha 4b (6 bodov):

Dany je neorientovany graf bez cyklov, tzv. les. Komponenty stivislosti tohto
grafu su stromy. Napiste log-space program, ktory na vstupe dostane popis lesa
a dva jeho vrcholy a zisti, ¢i doty¢né dva vrcholy lezia na tom istom strome.

Na vstupe dostanete Styri celé c¢isla. Dve z nich st pocet vrcholov grafu n
a pocet hran grafu m. Vrcholy grafu st oznacené ¢islami od 1 do n. Dalsie dve
¢isla na vstupe st ¢isla v a v dvoch réznych vrcholov (1 < u < v < n).

Na vstupe tiez dostanete polia A[1..m] a B[1..m]. Pre kazdé i plati, Ze vrcholy
s ¢islami A[i] a B[i] st v nasom grafe spojené hranou. MozZete predpokladat, ze
graf na vstupe je les. Plati teda 0 < m < n — 1 a navysSe hrany nasho grafu
netvoria ziadny cyklus.
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Vystupom programu je celoéiselnd premennd spolu. Do nej priradte 1, ak
vrcholy u a v lezia v tom istom komponente suvislosti, resp. 0, ak nie. Inymi
slovami, spolu = 1 znamené, Ze sa z vrcholu u da dostat do vrcholu v tak, Ze
postupne prejdeme po niekolkych hranach.

Priklad: Nech n =5, m =3, A = (1,4,4) a B = (2,3,5). Mame teda graf s
5 vrcholmi a 3 hranami: 1 — 2,4 —3 a4 — 5.

Ak by sme vzali u = 3 a v = 5, spravnou odpovedou je spolu = 1, kedze z
vrcholu 3 sa dé dostat do vrcholu 5 cez vrchol 4. Naopak, pre u =3 a v =1 ma
byt spolu = 0.
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B-II-1 Nutela

Luxusko si kupuje zasoby nutely na dnesny vecer. Stoji pred dlhou policou
v potravinach, kde st v rade naukladané nutely v réznych téglikoch. Tégliky
nutely st na polici zoradené vzostupne podla velkosti. Uplne nalavo je najmensie
balenie nutely a napravo najvicsie.

Dnes maja v potravinach akciu: ak si zakaznik ktipi prave dve nutely, dostane
k nim zadarmo lyzicku. Luxusko uz S$tvrt hodiny stoji a rozmysla, ktoré dve
nutely si zobrat. Je dolezité, aby sa dobre najedol, takze nemoze kupit prilis
malo nutely. Ale zase nechce prili§ pribrat, takze jej nesmie kiupit ani privela.

Stutazna tloha:

Vasou tlohou je napisat program, ktory poradi Luxuskovi, ktoré dve nutely
méa kupit, aby stucet ich velkosti bol aspori a, ale nie viac nez b. Nutely maja
byt rozne — nemoze kupit dvakrat tu ist( nutelu.

Ak ziadna dvojica nutiel nevyhovuje, vypiste o tom spravu.

Format vstupu:

V prvom riadku vstupu mate tri kladné celé ¢isla — pocet téglikov na polici
n, dolnt hranicu a a hornt hranicu b. Mozete predpokladat, ze a < b.

V druhom riadku je n r6znych kladnych celych ¢isel usporiadanych vzo-
stupne, pri¢om i-te z nich vyjadruje velkost i-tej nutely na polici.

Velkosti jednotlivych nutiel aj ¢isla a a b mézu byt pomerne velké (napr.
radovo do 101®), pri pisani programu vsak moZete predpokladat, Ze sa zmestia
do beznych celociselnych premennych.

Format vystupu:

Ak existuju nejaké dve r6zne nutely, ktorych sucet velkosti je medzi a a b
vratane, vypiSte velkosti tychto nutiel. V pripade, Ze je moznosti viac, vypiste
Tubovolnta jednu z nich.

Inak vypiste jeden riadok so spravou ,neda sa“.

Hodnotenie:
Plnych 10 bodov moézete dostat len za riesenie, ktorého (asymptoticka) ca-
sovéa zlozitost je optimalna.
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Aspon 8 bodov moze dostat TubovoIné rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Iu-
bovolny vstup s n < 100000. Na zisk 6 bodov stac¢i ulohu efektivne vyriesit
za, predpokladov n < 100000 a a = b. Na zisk 5 bodov staci tilohu efektivne
vyriesit za predpokladov n < 100000, a = b a b < 100 000.

Lubovolné pomalé ale korektné rieSenie moze ziskat az 3 body.

Priklad:
Vstup Vystup

5 10 12 47
1247 11

Tento vstup ma prave dve spravne riesenia. Druhym je dvojica 1 + 11.

Vstup Vystup

4 10 100 neda sa
3 4 5 123456

V tomto vstupe ma kazda dvojica nutiel bud primaly alebo privelky stucet.

B-1I-2 Posta

Jano vlastni postovi spolo¢nost J&P. Nedavno sa rozhodol zaviest novinku:
zacne ponukat aj expresné dorucovanie. To bude fungovat tak, Ze ¢lovek si
priamo do domu zavola postara, da mu list, a postar ho hned odnesie na zadant
adresu. Aby Jano vedel, ¢i takato sluzba bude komercne tspesna, rozhodol sa
ju najskor otestovat v malebnej slovenskej dedine Okliestené Ihli¢nany.

Okliestené Thlicnany st vcelku nezvycajna de-
dina. Sklada sa z n domov a n — 1 ulic, pricom ﬁ\/\/
kazda ulica priamo spaja niektoré dva domy. Az
na zaciatky a konce sa ulice nikde nekrizuja. Po
kazdej ulici sa da chodit oboma smermi. Ulice
st navrhnuté tak, aby sa po nich dalo dostat od
kazdého domu ku kazdému inému. (Odborne po- ﬁ
vedané, z vyssie uvedenych informacii vyplyva, ze
dedina ma stromovu topoldgiu.)

Novéa postova sluzba sa od prvej chvile stala velmi oblibenou, vsak v takej
dedine je plno noviniek, o ktoré sa chci jej obyvatelia podelit. Preto sa stalo, Ze

Priklad dediny a ulic v nej.
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hned prvy den musel Jano postupne jednu po druhej odniest n(n — 1) zasielok:
z kazdého domu do kazdého iného domu. Teraz by ho zaujimalo, kolko toho za
dnesok s listom v ruke nachodil.

Sttazna tloha:

Na vstupe dostanete popis dediny Okliestené Ihlicnany. Vasou tlohou bude
spoéitat sucet dzok ciest medzi vietkymi moznymi dvojicami domov. Pod dlz-
kou cesty medzi domami z a y rozumieme pocet ulic, ktoré musi Jano prejst,
aby sa z domu x dostal do domu y. (Uvedomte si, Ze pre kazdu dvojicu x a y
je postupnost ulic, ktorymi treba ist, jednoznacne urcéend, ak nechceme ist tou
istou ulicou tam aj spét.)

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu je ¢islo n urcéujtuce pocet domov. Domy si1 ocislované
od 1 po n. Zvysok vstupu tvori n — 1 riadkov popisujice ulice. Popis ulice st
dve ¢isla z, y, ktoré znamenaju, ze medzi domami x a y vedie ulica. Je zarucené,
ze ulice tvoria jeden suvisly strom.

Na vistup vypiste jedno &islo, stcet dizok ciest medzi kazdymi dvoma do-
mami.

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny
vstup s n < 1000 000.

A7 7 bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup
s n < 5000.

A7 4 body mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup
s n < 300.

Priklad:
Vstup Vystup
4 9
12 p . . .
Mame 6 dvojic domov. Medzi domami
31 : . . . .
{4 1 a 2 vedie priama ulica, ich vzdiale-

nost je teda 1. Podobne maji vzdia-
lenost 1 aj dvojice (1,3) a (1,4). Pre
kazdu z dvojic (2,3), (2,4) a (3,4) je
dlZka cesty 2. Stucet vsetkych tychto
vzdialenosti je 141+1+4242+2 = 9.
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Vstup Vystup
18

Spomedzi 10 dvojic domov majua styri
dvojice vzdialenost 1, Styri dvojice
vzdialenost 2 a dve dvojice vzdialenost
3.

NN =~ O
a > W N

B-I1I-3 Poklad

Ked Georg jedného dna vysaval dlho¢iznti rovnta chodbu vo svojej vile, v§i-
mol si, Ze jeho vysavaé zvlastne hrka. Zrazu sa objavil duch jeho (pra)?’dedka
a vyjavil mu, ze chodba prechadza miestom, kde pred stovkami rokov zakopali
obrovsky poklad. Vysava¢ hrka kvoli tomu, ze nan poklad elektromagneticky
posobi. Duch sice neprezradil, kde presne je pod chodbou poklad ukryty, ale
Georg dostal napad: zisti to z hrkania vysavac¢a. Cim viac vysava¢ hrka, tym
musi byt poklad blizsie.

Georgov sluch ani pamit vSak nestac¢ia na to, aby z hrkania na nejakom
mieste priamo povedal, kde sa poklad nachadza. Nanajvys tak dokaZe rozpoznat
to, ¢i teraz hrka vysavac viac alebo menej ako na predchadzajicom vysadvanom
policku.

Chodba sa sklada z n policok ulozenych v rade za sebou. Policka st ocis-
lované zaradom od 1 po n. Poklad lezi pod jednym z nich. Georgovi zalezi na
zivotnom prostredi a Setri elektrinou, takZe by chcel pri hladani pokladu povy-
sévat ¢o najmenej policok. (Navyse, ¢o ak by bol ucet za elektrinu vyssi ako
cena najdeného pokladu?)

Stutazna tloha:

Georg chce program, ktory mu bude radit, v akom poradi mé pri hladani
pokladu policka vysavat. Najdolezitejsie je, aby vas program vzdy poklad nasiel.
Navyse sa snazte, aby mal ¢o najmensiu spotrebu elektriny — teda aby pocet
Georgom povysavanych poli¢ok bol (v najhorSsom moznom pripade) ¢o najmensi.
Uloha mé dve verzie, kazdi z nich rieste samostatne.

a) (5 bodov) Georg mé predlzovacku, vdaka ktorej moze vysavat aj policka
mimo chodby. Inymi slovami, ¢islo vysavaného policka moze byt Tubovolné
celé ¢islo. (Poklad je ale urcite pod jednym z policok 1 az n.) Pre dlzku
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chodby plati 2 < n < 10%. Na plny poéet bodov nesmie vas§ program nikdy
potrebovat povysavat viac ako 35 policok.

b) (5 bodov) Georg predlzovacku nemd, a teda méze vysavat iba policka na
chodbe. Inymi slovami, ¢islo kazdého vysavaného policka musi byt celé
¢islo z rozsahu od 1 do n. Plny pocet bodov dostanete, ak spotreba vasho
programu bude vzdy najviac dvojnasobkom najhorsej moznej spotreby
optimalneho programu. Teda ak optimalnemu programu vzdy stac¢i povy-
savat najviac x polic¢ok, vam musi stacit 2.

Format vstupu a vystupu:

V4&s program bude s Georgom komunikovat pomocou standardného vstupu a
vystupu. Na zaciatku Georg programu oznami cislo n, udavajice pocet policok
chodby. Potom bude program bezat v cykle: Na vystup vypise Georgovi, ktoré
poli¢ko ma povysavat, a zo vstupu néasledne nacita Georgovu odpoved. Tou bude
jeden z retazcov ,blizsie®, ,dalej“ alebo ,rovnako“, podla toho, ¢i je prave
vysévané policko k pokladu blizsie, od neho dalej, alebo rovnako daleko ako
predchadzajice vysavané policko. (Pre prvé vysavané policko mu Georg odpovie
yneviem“.) Ked uz si je program isty polohou pokladu, namiesto vysavania posle
Georga kopat.

Priklad:
Vstup Vystup
10 vysavaj 2
neviem vysavaj 3
blizsie vysavaj 9
rovnako kop 6

Udiali sa nasledovné udalosti:

— Program poslal Georga povysavat policko 2.

— Georg povysaval policko 2 a odpovedal, ze o poklade ni¢ nevie.

— Program poslal Georga povysavat policko 3.

— Georg povysaval policko 3 a odpovedal, ze policko 3 je k pokladu blizsie
ako policko 2.

— Program poslal Georga povysavat policko 9.

— Georg povysaval policko 9 a odpovedal, ze policko 9 je od pokladu rovnako
daleko ako policko 3.
Z toho uz program usudil, ze poklad musi byt pod polickom 6.
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B-1I-4 Roboti

Na &iselnej osi ziju malicki roboti. Ciselnti os majt rozdelenti na policka
dlzky 1 cm a sami sa pohybuji zasadne s krokom tejto dlzky. Kazdym krokom
sa teda robot dostane o jedno poli¢ko dolava alebo doprava.

Na kazdom policku moze byt (najviac jeden) kamienok. Robot vie kamienky
na policka klast, zase ich zbierat aj zistit, ¢i je na policku kamienok. Kamienky
mu v pohybe nijak neprekdzaji. Na kladenie ich ma pripravenych dostatocne
vela, takze mozZete predpokladat, Ze sa mu nikdy nemind. Ak je na ¢iselnej osi
viac robotov, nijak si neprekazaju a vidia sa, ak st na tom istom policku.

Robotov méZeme programovat. Program pre robota je postupnost instrukcii,
ocCislovanych rasticimi prirodzenymi ¢islami. Kazdu instrukciu robot vykona za
1 sekundu. Ak sa robotovi minu instrukcie, sim zastane (ako keby za poslednou
instrukciou bola este instrukcia koniec). Roboti poznaji nasledovné instrukcie:

koniec: skonci vykonavanie programu

nic: jednu sekundu nerob nic¢ :-)

vlavo, vpravo: pohni sa o policko dolava, resp. doprava

zdvihni, poloz: zdvihni kamienok, ak tu nejaky je / poloz kamienok, ak tu
este nie je

pokracuj x: vo vykonavani programu pokracuj instrukciou .

ak je kamienok, pokracuj x: ak je na tvojom policku kamienok, pokracuj
inStrukciou x.

ak je robot, pokracuj x: ak je na tvojom policku iny robot, pokracuj in-
strukciou z.

Priklad:

Robot zac¢ina na nejakom prazdnom policku na c¢iselnej osi. Napravo od
neho st na niektorych polickach rozmiestnené (dokopy aspon 2) kamienky. Po
spusteni nasledujtuceho programu robot najde druhy kamienok napravo od neho,
zodvihne ho a na danom policku zastane. (Pre isporu miesta je program v dvoch
stlpcoch.)

10: ak je kamienok, pokracuj 40 50: ak je kamienok, pokracuj 999
20: vpravo 60: vpravo
30: pokracuj 10 70: pokracuj 50

40: vpravo 999: zdvihni
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Stutazna tiloha:

a)

(2 body) Robot za¢ina na nejakom prazdnom policku na Ciselnej osi. Aj
nalavo, aj napravo od neho je na prave jednom z poli¢ok kamienok. Na-
piSte program, po ktorého spusteni bude robot dokola behat od jedného
kamienku k druhému a spit. (Tento program mé bezat do nekonecna.)

(3 alebo 4 body) Robot za¢ina na nejakom prazdnom policku na ¢iselnej
osi. Aj nalavo, aj napravo od neho je na prave jednom z poli¢ok kamienok.
Vzdialenost medzi kamienkami je parna, teda existuje nejaké policko p,
ktoré je presne uprostred medzi polickami oznac¢enymi kamienkom.

Tri body dostanete za program, po ktorého spusteni robot najde policko
p a zastane na nom. (Nezalezi na ¢asovej zloZitosti programu, ani na tom,
kde budt a kde nebudii na ¢iselnej osi kamienky.) Stvrty bod dostanete
za to, ak pocas behu vasho programu robot ¢iselni1 os uprace: v okamihu,
ked na policku p vas robot ukonéi svoj program, nesmie byt na ¢iselnej
osi nikde ani jeden kamienok.

(4 body) Na ciselnej osi nie st nikde ziadne kamienky. Zobrali sme dvoch
robotov a polozili ich na dve rézne policka. Napiste jeden program, ktory
nahrame do oboch robotov a naraz spustime. Cielom programu je, aby sa
obaja roboti stretli na jednom poli¢ku (je jedno, ktorom) a ukoncili tam
SVOj program.

V&imnite si, Ze pri pisani programu neviete, ako daleko od seba roboti za-
¢inaju. Zdoraznujeme, Ze obaja roboti musia dostat presne rovnaky prog-
ram, ktory potom budi synchrénne krok za krokom vykonévat.
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A-III-1 Vodovody

Kral Hurim bol velmi spokojny s cestou po Linearnom kralovstve — vdaka
vasim radam sa dobre napapkal a pribral 4.7 kg. Nasledne sa rozhodol, ze za
odmenu vsetkym obyvatelom zavedie pitn vodu.

Stutazna tloha:

Ako viete, Linearne kralovstvo je tvorené jedinou cestou. Na tej je n miest,
ktoré su postupne (v poradi, v akom na ceste lezia) oc¢islované od 1 po n.

Kazdé mesto ¢ ma svoju produkciu vody p;. Kladna produkcia znamena,
ze vodné zdroje v meste produkuju viac vody ako mesto stihne spotrebovat.
Samozrejme, niektoré mestéd moézu mat produkciu zadporni — nemaju dost pitne;
vody.

Ak mame v nejakom meste prebytok vody, mdzeme tito prepravit potru-
biami do susednych miest. Kazdé potrubie musi spajat dve bezprostredne su-
sediace mesta. Pre kazda dvojicu miest (i,7 + 1) pozname cenu ¢; postavenia
potrubia medzi nimi. Voda moéze postupne putovat viacerymi nadvizujicimi
potrubiami a Tubovolne sa delit medzi mesta. Kapacitu potrubi povazujte za
nekonecn1.

Vasou ulohou je najst najlacnejsiu mnozinu potrubi takua, Ze ked ich po-
stavime, kazdé mesto dostane dostatok vody. Teda pre kazda skupinu miest
prepojenych potrubiami musi platit, Zze sucet produkcie miest v nej je neza-
porny.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu je pocet miest n.

V druhom riadku je n celych ¢isel pq, ..., p,: pre kazdé mesto jeho produk-
cia. Sucet vSetkych produkcii bude vzdy nezaporny. (Vzdy teda bude existovat
nejaké pripustné riesenie.)

V tretom riadku je n—1 kladnych celych ¢isel ¢q, ..., ¢, —1: pre kazda dvojicu
susednych miest cena ich prepojenia.

Mozete predpokladat, ze vSetky hodnoty p; a ¢; aj ich stuéty sa pohodlne
zmestia do beznych celociselnych premennych. (Formélne moéZete napr. predpo-
kladat, ze Y . |p:| aj >_, ¢; st mensie ako 1018.)
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Na vystup vypiste jediny riadok a v niom najmensiu celkova cenu, ktort
treba zaplatit za postavenie potrubi.

Hodnotenie:

e Najviac 2 body moézete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s
n < 20.

e Najviac 6 bodov mozete ziskat za riesenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy
s n < 1000.

e Plnych 10 bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy
s n < 1000000.

Priklad:
Vstup Vystup
5 7
-2 10 -2 -5 5
2234

Najlacnejsie je postavit prvé tri potrubia, ¢im prepojime mesta 1, 2, 3 a 4.
Prebytok v meste 2 prerozdelime ostatnym trom mestam (a eSte nam trocha
ostane). Mesto 5, ktoré ostalo izolované, ma vody dost. Cena tohto rieSenia je
24243 = 7.

Inym korektnym (ale drahsim) rieSenim je postavit potrubia 1-2, 2-3 a 4-5.

A-III-2 Dievka na vydaj

Princezna Baska uz je raca deva. V poslednom case sa ale zblaznila do seridlu
My Little Pony. To sa samozrejme u dospelej naslednicky trénu nehodi — ale s
Bagkou nebola re¢. Az ked nezabrali prosby, sluby ani vyhrazky, pochopil jej
kralovsky otec, Ze tento problém mé jediné riesenie: najdu jej vhodného Zenicha,
vydaju ju za neho — no a nech si tie prekliate poniky riesi on!

Ako ano, ako nie, ked sa rozkriklo, ze budu Basku vydavat, prihlasilo sa
obrovské, prakticky nekoneéné mnozstvo pytacov. Kral by chcel Baske vybrat
nejakého slusného manzela, nech dievka nehladuje. Je si ale vedomy, ze medzi
najbohatsich pytacov by tiez patrit nemusel — ti st totiz vplyvni, maja velké



Z ADANIA CELOSTATNEHO KOLA KATEGORIE A 37

armady a bohvie, ¢o by spravili po odhaleni Baskinej méanie. Kral sa preto
rozhodol, ze Basku vyda za k-teho najbohatsieho pytaca.

Je zname, ze vsetci pytaci maji navzajom rézne bohatstvo, takze k-ty naj-
bohatsi pytac je jednoznacne urceny. Ktory to ale je? Ako ho v tom dave najst?
Kral zavolal svojich n radcov (pri¢om n je omnoho mensie ako k), vSetkych
pytacov rozdelil do n skupin a kazda skupinu dal na starost jednému z radcov.

Kazdy radca si o pytacoch zo svojej skupiny zistil, kto je ako bohaty, a
usporiadal svoju skupinu podla bohatstva, zac¢inajic najbohat$im pytacom v
nej. Bohuzial, v tejto situdcii este stale nebolo jasné, ako najst k-teho najbohat-
sieho zo v8etkych pytacov. A ¢o je horSie, kral uz nema Ziadnych dalsich radcov,
ktori by mu s tym pomohli. Bude to teda na vés.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory bude fungovat nasledovne:

Na zaciatku nacita pocet radcov n a ¢islo k udavajuce, kolkého najbohatsieho
pytaca hladdme. Radcovia st oc¢islovani od 1 po n. V skupine kazdého radcu
st pytaci o¢islovani vzostupne zac¢inajic od 1 (pri¢om ¢islo 1 mé najbohatsi v
skupine). V kazdej skupine je asponi k pytacov.

Néasledne bude vas program klast otazky radcom. Otazku polozite zavolanim
funkcie bohatsi(r1l,il,r2,i2). T4 v konstantnom case vrati true (pravda)
alebo false (nepravda) podla toho, ¢ je i1-ty pyta¢ v skupine radcu r; bohatsi
ako 1o-ty pytac v skupine radcu rs.

Ked uz si je vas program isty, vypiSe, ktory pytac je ten, ktorého hladame, a
skonéi. Presnejsie, vas program maé vypisat dve ¢éisla r a i: ¢islo radcu a poradové
¢islo pytaca v jeho skupine.

Hodnotenie:

e Najviac 2 body mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s
n=2ak < 100000.

e Najviac 6 bodov mozete ziskat za riesenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy
sn < 10000 a k£ < 100 000.

e Podla konkrétnej ¢asovej zlozitosti mézete ziskat 7 az 10 bodov za rieSenie,
ktoré efektivne vyriesi vstupy s k < 10'® a o najviésim n.

Priklad:
Majme n = 3 skupiny pytacov a nech k£ = 3, teda hladdme tretieho najbo-
hatSieho medzi nimi. Pre nézornost si ukdZzeme aj konkrétne skupiny pytacov a
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ich bohatstvo v eurach. (Tieto hodnoty poznaji radcovia, vas$ program k nim
ale nemé pristup.)

skupina 1: 20, 15, 10, ...
skupina 2: 14, 7,4, ...
skupina 3: 18, 16, §, ...

Ak by sme v nasom programe zavolali funkciu bohatsi(1,2,3,3), dostali
by sme odpoved true. Totiz u radcu 1 mé pyta¢ 2 bohatstvo 15, u radcu 3 méa
pytac¢ 3 bohatstvo 8, no a 15 > 8.

Ak by sme zavolali funkciu bohatsi(2,3,3,1), dostali by sme odpoved
false, lebo 4 < 18.

Vas program by pre tento vstup postupnymi volaniami funkcie bohatsi mal
zistit, Ze tretim najbohatSim zo vSetkych pytacov je v skupine radcu 3 pytac
¢islo 2 (ten s majetkom 16). Spravnym vystupom programu by teda boli ¢isla
3 2%,

A-III-3 Log-space vypocty

Studijny text k tejto tlohe najdete na strane 11 tejto rocenky.

Pripominame, Ze pri rieSeni sttaznych tloh nam nezaleZi na c¢asovej, ale iba
na pamiitovej zlozitosti programov.

Nezabudnite ako stcast rieSenia zddévodnif, e vami navrhnuty program je
naozaj log-space.

Poduloha A (4 body):

Permutdciou ¢isel 1 az n volame takt postupnost P[1],..., P[n], v ktorej sa
kazdé z ¢isel 1 az n vyskytuje prave raz. Na permutaciu sa mozeme divat ako na
orientovany graf, ktorého vrcholmi su ¢isla 1 az n a v ktorom mame pre kazdé
i orientovant hranu z vrcholu ¢ do vrcholu PJi].

Z kazdého vrcholu teda wvychddza prave jedna hrana. No a kedZe vsSetky
hodnoty P[i] st navzijom rozne, znamena to, ze do kazdého vrcholu wvchdadza
prave jedna hrana. Nas graf sa teda nutne sklada z niekolkych cyklov. (Niektoré
z tychto cyklov mézu byt slucky tvorené jedinou hranou z vrcholu 7 rovno do
neho samého.)

Napiste log-space program, ktory pre dant permutéciu zisti, kolko mé cyk-
lov. Vstupom je celo¢iselnd premenné n a pole P[1..n]. Vystupom je celociselna
premenna c.
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Priklad. Nech n = 6 a nech P[1..6] = (3,6,5,4,1,2). Taito permutacia ma
tri cykly: (1,3,5), (2,6) a (4). Spravnym vystupom je teda ¢ = 3. Na nasledu-
jucom obrazku je graf zodpovedajuci tejto permutacii.

Poduloha B (6 bodov):

Strom je suvisly neorientovany graf neobsahujtci kruznicu. Napiste log-space
program, ktory pre zadany strom a dva jeho vrcholy u a v vypocita vzdialenost
doty¢nych dvoch vrcholov — teda najmensie ¢islo k také, ze na to, aby sme sa
dostali z v do v, sta¢i postupne prejst po k& hranidch daného stromu.

Vstup tvoria tri celo¢iselné premenné (n, u, v) a dve polia (A, B). Premenna
n udava pocet vrcholov stromu. Tie st ocislované od 1 po n. Premenné u a v
obsahuju dve rézne ¢isla vrcholov.

Strom s n vrcholmi mé presne n — 1 hran. Tieto popisuju polia A[l..n — 1]
a B[l..n — 1]: pre kazdé i mame v strome hranu spdjajiacu vrcholy A[i] a Bli].

Vystup tvori jedind celo¢iselna premennd d, do ktorej mate ulozit vzdialenost
vrcholov u a v.

Priklad. Nech n = 5, teda mame strom s 5 vrcholmi a 4 hranami. Nech
dalej A[1...4] = (1,4,3,3)a B[1...4] = (4,2,4,5), teda v nasom strome méme
hrany 1-4, 4-2, 3-4 a 3-5.

Pre u = 3 a v = 5 by bolo spravnym vystupom d = 1, kedze medzi vrcholmi
3 a 5 mame priamu hranu.

Pre u = 5 a v = 1 by bolo spravnym vystupom d = 3. Najkratsia cesta z
vrcholu 5 do vrcholu 1 vedie cez vrcholy 3 a 4.

A-III-4 Spidénske volby

Spiénska siet v Absurdistane sice (v domécom kole OI) utrpela citelné straty,
medzi ¢asom sa vSak opit rozvinula do pévodnych rozmerov. Pripomenme si,
ze kvoli lepSiemu utajeniu je tato siet Spiénov riedka: pre kazdd podmnozinu
v . 7 7 v v/ . . X . . 9 . 14
Spiénov plati, ze ak oznacime jej velkost k, tak v nej bude existovat nanajvys
3k dvojic $piénov, ktori sa poznaju. (Poznanie sa je vzdy vzajomné.)



40 ZADANIA CELOSTATNEHO KOLA KATEGORIE A

Onedlho maja prebehnit volby krala Spiénov. Vo volbéach je pit kandidatov.
Pre vicsie utajenie st oznaceni ¢islami 0, 1, 2, 3 a 4. Spiénov je n a maju ¢isla
od 0 po n — 1, vratane.

Spiénske volby sa vyhodnocuji inak ako tradi¢né. Najskor si samozrejme
kazdy spion vyberie prave jedného kandidata, ktorého podporuje. Nasledne
kazdy kandidat dostane tolko bodov, kolko existuje dvojic Spiénov takych, Ze
sa poznaju a obaja daného kandidata podporuji. Volby samozrejme vyhra ten
kandidat, ktory dostane najviac bodov.

Priklad. Majme Styroch Spiénov: Pankraca, Servaca, Bonifaca a Medarda.
Pankrac, Servac a Bonifac sa vSetci navzajom poznaju. NavysSe sa eSte poznaju
Bonifac s Medardom.

Nech Pankrac a Servac volia kandidata 0, zatial ¢o Bonifac a Medard volia
kandidata 1. V tejto situacii by mal kandidat 0 jeden bod (za dvojicu Pankrac-
Servéac) a kandidat 1 tiez jeden bod (za dvojicu Bonifac-Medard).

Nech teraz Pankrac a Medard volia kandidata 0, zatial ¢o Servac a Bonifac
volia kandidata 1. V tejto situacii by mal kandidat 1 jeden bod, ale kandidat 0
by nemal Ziaden (lebo Pankric a Medard sa nepoznaja).

Ak by vsSetci Styria nasi Spioni volili toho istého kandidata, ten by dostal
styri body.

Stutazna tloha:

Prebieha predvolebna kampan a Spioni ¢asto menia nazor na to, koho budu
volit. Vagou tlohou je napisat kniznicu, ktord bude sledovat tieto zmeny nazoru
a priebezne informovat o poc¢te bodov, ktory maju jednotlivi kandidati.

Siet Spiénov sa pocas behu vasho programu menit nebude. Teda na zaciatku
sa dozviete, ktoré dvojice Spionov sa navzajom poznaji, a nik z nich pocas behu
programu nikoho nového nespozna.

Format implementacie:

Implementujete a odovzdavate (bud v C++ alebo v Pascale) kniznicu obsa-
hujtcu tri funkcie: spioni, zmen_nazor a pocet_bodov.

Pri testovani vasu kniznicu zlinkujeme s testovacim programom, ktory sme
pripravili my. Testovaci program najskor jedenkrdat zavola vasu funkciu spioni,
¢im vas$ej kniznici oznami, ako vyzera siet Spiénov a kto z nich na zaciatku voli
ktorého kandidata. (Vyznam parametrov je popisany nizsie.)

Nésledne bude testovaci program velakrat v lubovolnom poradi volat zvysné
dve funkcie. Volanim funkcie zmen_nazor (s, v) vasej kniznici nas program oznami,
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ze Spion s odteraz voli kandidata v. Pri volani funkcie pocet_bodov (p) méa vasa
funkcia do pola p vyplnit aktualne poc¢ty bodov vsetkych piatich kandidatov.

Hlavicky vagich funkcii v C++:

void spioni (int n, int m, int dvojice[][2], int volil[]);
void zmen_nazor (int spion, int voli);
void pocet_bodov (int pocet[5]);

Pomocné deklaracie a hlavicky vasich funkcii v Pascale:

type dvojica = array[0..1] of longint;
type vysledky = array[0..4] of longint;

procedure spioni (n, m : longint; dvojice : array of dvojica;
voli: array of longint);

procedure zmen_nazor (spion, voli : longint);

procedure pocet_bodov (var pocet : vysledky);

Obmedzenia:

e Pri volani funkcie spioni bude platit:

— n je celkovy pocet $pidnov (ocislovanych od 0 do n — 1)

— m je pocet dvojic, ktoré sa poznaju, plati 0 < m < 3n
(lebo viac ich byt nevie)

— dvojice je zoznam dvojic, ktoré sa poznaja: pre kazdé ¢ od 0 pom —1
plati, Ze sa poznaju $pioni dvojice[i] [0] a dvojice[i] [1]

— voli udava kto koho na zaciatku voli: pre kazdé 2 od 0 pon — 1
Spién ¢ voli kandidata voli[i].

Celkovy pocet volani funkcii zmen_nazor a pocet_bodov neprevysi 10°.

V testovacich sadach 1, 2 a 3 plati n < 100.

V testovacich sadach 4 a 5 plati n < 100000 a funkciu pocet_bodov nas
program zavola len raz.

V testovacich sadach 6 az 10 plati n < 100000 a navyse plati nasledovna
podmienka: Nech a a b je ITubovolna dvojica $piénov, ktori sa poznaju.
Potom aspori jeden zo Spiénov a a b pozna najviac 5 inych $piénov (teda
dokopy ich pozna najviac 6).

V testovacich sadach 11 az 15 plati n < 100 000.
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Pisanie a testovanie rieSeni:

Dostanete od nas stubor spioni.cc, resp. spioni.pas. Tento sibor obsahuje
kostru kniznice, ktort méate implementovat. Vo vasom rieSeni sta¢i do neho
doplnit implementacie funkcii spioni, zmen_nazor a pocet_bodov. MézZete si
samozrejme definovat dalSie pomocné funkcie a lokdlne premenné. (V C+-+
odporucame vsetky globalne premenné deklarovat ako static.)

Dalej dostanete od nas stibor Makefile a sttbor main.cc, resp. main.pas.
Stbor main. * obsahuje ukdzkovy hlavny program, ktory mozete pouzit na testo-
vanie vasho riesenia. Subor Makefile obsahuje instrukcie na ich skompilovanie.
Sta¢i na prikazovom riadku napisat make a spustia sa spravne prikazy, ktoré,
ak vSetko dobre zafunguje, vyrobia spustitelny sibor main.

Tento subor ocakava na standardnom vstupe najskor celé ¢isla n a m, po-
tom zoznam m dvojic ¢isel Spidnov, ktori sa poznajui, potom zoznam n cCisel
kandidatov, ktorych na zaciatku volia jednotlivi Spioni. S tymito parametrami
zavolad nas program vasu funkciu spioni.

Nasledne mozete na Standardny vstup pisat medzerami oddelené prikazy
tvaru N s v“ a ,P“. Po precitani prikazu prvého typu nas program zavola fun-
kciu zmen_nazor(s,v), po precitani prikazu druhého typu nas program zavola
funkciu pocet_bodov a vypise na Standardny vystup jeden riadok obsahujuci
vratené hodnoty.

Priklad:
Vstup Vystup

4 4 pocet =1, 0, 0, 0, O

01 12 20 2 3 pocet = 4, 0, 0, 0, O

0010 pocet = 3, 0, 0, 0, O

P pocet =1, 1, 0, 0, O

N2O

p Vlavo je priklad udajov, ktoré by
N 3 1 ste mohli poslat na Standardny vstup
P skompilovaného programu.

N21 Siet Spionov je ta z prikladu v zadani
P (0 je Pankrac, 1 Servac, 2 Bonifac, 3

Medard). Na zaciatku sa zavola vasa
funkcia spioni s popisom tejto siete
Spionov a informaciou, ze na zaciatku
Bonifac voli kandidata 1 a ostatni vo-
lia kandidata 0.
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Nasledne sa 4x zavola vasa funkcia pocet_bodov a medzi jednotlivymi jej vo-
laniami sa zavola zmen_nazor(2,0), zmen_nazor(3,1) a zmen_nazor(2,1).
Teda postupne sa Bonifac rozhodne volit kandidata 0, Medard kandidata 1, a
aj Bonifac kandidata 1.

A-III-5 Uhlopriecky

Usamec a Maru maja obaja volnt hodinu, a tak si dlha chvilu kratia za-
bavnou hrou. Aby nedoslo k nejakym nedorozumeniam, radsej vam povieme,
akou.

Hra zacina tym, ze Maru zoberie Cisty list papiera a ciernou farbou nan
nakresli pravidelny n-uholnik. Potom dor, opit ¢iernou farbou, dokresli n — 3
uhlopriec¢ok. Tie vSak nesmie kreslit len tak, ako sa jej zachce. Musi dodrzat dve
pravidla:

1. Ziadne dve uhloprietky sa nesmi pretinat. (Rozmyslite si, Ze takymto
dokreslenim uhlopriecok Maru urcite rozdeli n-uholnik na presne n — 2
trojuholnikov, ni¢ iné nemoze vzniknat. )

2. Maru musi vyberat uhlopriecky tak, aby mal kazdy z dotyénych n — 2
trojuholnikov aspon jednu stranu spolo¢nt s pévodnym n-uholnikom.

Ked Maru dokresli uhlopriecky, zac¢ina sa samotnd hra. V tej Usamec a Maru
striedavo tahaju (za¢ina Usamec). Tah spoc¢iva v tom, Ze si hra¢ vyberie ¢iernu
usecku (bud jednu z uhlopriecok, alebo jednu zo stran n-uholnika) a prefarbi ju
na ¢erveno. Hru vyhrava hrac, ktory ako prvy vytvori ¢erveny trojuholnik.

Stutazna tloha:
Vasou tlohou je napisat kniznicu, ktora bude tito hru hrat namiesto Usamca
(prvého hraca). Body dostanete, ak vasa kniznica hru vyhra. V niektorych hrach

.....

spravite chybu, prehrate.

Format implementacie:
Implementujete a odovzdavate (bud v C++ alebo v Pascale) kniznicu obsa-
hujtcu tri funkcie: hraci_plan, tah_usamca a tah_maru.
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Pri testovani vasu kniznicu zlinkujeme s nasim testovacim programom. Tes-
tovaci program najskor jedenkrdt zavola vasu funkciu hraci_plan, ¢im vase]j
kniznici oznami, ako vyzera hraci plan, ktory nakreslila Maru — teda sa do-
zviete pocet vrcholov n a zoznam nakreslenych uhlopriecok.

Nésledne bude testovaci program hrat proti vasej kniznici vyssSie popisani
hru, pricom va$a kniZnica hra za Usamca, zatial ¢o testovaci program hra
za Maru. Testovaci program bude teda dokola volat striedavo vasu funkciu
tah_usamca a vasu funkciu tah_maru.

Pri kazdom volani vasej funkcie tah_usamca musi tato vratit tah, ktory
chcete spravit — teda ¢isla dvoch vrcholov spojenych ¢iernou hranou, ktorta
chcete prefarbit na cerventu. (Na poradi ¢isel vrcholov nezalezi.) Pri kazdom
volani vasej funkcie tah_maru vdm v jej parametri testovaci program oznami
dve ¢isla vrcholov urcujice hranu, ktorti na cerveno prefarbila Maru.

Akonahle jeden z hracov vytvori cerveny trojuholnik, testovaci program
podé prislusna spravu a skonéi. Ak sa pri niektorom volani funkcie tah_usamca
pokusite spravit neplatny tah, testovaci program tiez okamzite skonéi a automa-
ticky prehravate. (Neplatny tah moze byt pouzitie neexistujuceho ¢isla vrcholu,
pouzitie dvoch ¢isel vrcholov ktoré nie st spojené vobec, alebo takych dvoch,
ktoré uz su spojené ¢ervenou hranou.)

Hlavicky vasich funkcii v C++:

void hraci_plan (int n, int uhloprieckyl[][2]);
void tah_usamca (int hranal2]);
void tah_maru (int hrana[2]);

Pomocné deklaracie a hlavicky vasich funkcii v Pascale:

type dvojica = array[0..1] of longint;

procedure hraci_plan (n : longint;

uhlopriecky : array of dvojica);
procedure tah_usamca (var hrana : dvojica);
procedure tah_maru  (hrana : dvojica);
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Obmedzenia:

e V kazdom z pouzitych testovacich vstupov na zaciatku hry existuje vy-
hravajuca stratégia pre Usamca.

e Pri volani funkcie hraci_plan bude platit:
n je pocet vrcholov mnohouholnika (plati n > 3, vrcholy st oéislované 1 az
n po obvode); pre kazdé ¢ od 0 po n—4 st vrcholy uhlopriecky[i] [0]
a uhlopriecky[i] [1] spojené hranou

e V testovacich sadach 1 az 3 hrad Maru ndhodne: v kazdom tahu si vyberie
nahodnd ¢iernu hranu a ta prefarbi na cerveno. V jednotlivych sadach
plati n <100, n < 10000 a n < 100 000.

e V testovacich sadach 4 az 15 Maru hra optimalne — akonahle spravite zly
tah, hru uz nevyhrate.

e V testovacich sadach 4 az 6 plati n < 10.

e V testovacich sadach 7 az 10 plati n < 100 000 a navysSe maju iplne vSetky
uhlopriecky, ktoré Maru na zaciatku nakreslila, spolo¢ny vrchol.

V testovacich sadach 11 az 15 plati n < 100 000.

Pisanie a testovanie rieSeni:

Dostanete od nas sibor uhlopriecky.cc, resp. uhlopriecky.pas. Tento si-
bor obsahuje kostru kniZznice, ktortt mate implementovat. Vo vasom rieSeni staci
do neho doplnit implementacie funkcii hraci_plan, tah_usamca a tah_maru.
Mbobzete si samozrejme definovat dalsie pomocné funkcie a lokalne premenné. (V
C++ odporucame vsetky globalne premenné deklarovat ako static.)

Dalej dostanete od nas stibor Makefile a stibor main.cc, resp. main.pas.
Stubor main. * obsahuje ukazkovy hlavny program, ktory mozete pouzit na testo-
vanie vasho riesenia. Subor Makefile obsahuje instrukcie na ich skompilovanie.
Sta¢i na prikazovom riadku napisat make a spustia sa spravne prikazy, ktoré,
ak vSetko dobre zafunguje, vyrobia spustitelny subor main.

Tento program ocakava ako parameter nazov vstupného suboru. Z toho na-
¢ita popis hracieho planu: najskor ¢islo n a nasledne n — 3 dvojic ¢isel vrcholov
spojenych uhloprieckou. Nasledne bude tento program s vami komunikovat cez
standardny vstup a vystup, ¢im vam umozni ruéne hrat proti vasej kniznici.
Vzdy najskor zavold funkciu tah_usamca, jej vystup vypise na Standardny vy-
stup, zo Standardného vstupu nacita vas fah (t.j. tah Maru) a ten volanim
funkcie tah_maru oznami vasej kniznici.
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Priklad:
Vstupny subor vstup.txt obsahuje nasledovné udaje:

6
13 3 6 6 4

Tomuto zodpoveda hraci plan tvaru Sestuholnika s tromi vyznacenymi uhlo-
prieckami. Ked teraz spustime ,,./main vstup.txt®“, mozeme sa zahrat. Jeden
mozny priebeh hry:

volanie tah_usamca vratilo:
uzivatel zadal z klavesnice:
volanie tah_usamca vratilo:
uzivatel zadal z klavesnice:
volanie tah_usamca vratilo:
Usamec vyhral

W~ W dh w
(o) @) NN~ N0 ) NN L

Po tahu ,,3 6“ hra kon¢i, kedze vznikol ¢erveny trojuholnik. (Dokonca dva: 136 aj
346.) Poznamenajme, ze ani jeden z hrac¢ov nehral v tomto priklade optimaélne.



Riesenia domaceho kola kategorie A

A-I-1 Spiéni

Vo vSeobecnosti je najdenie najvicsej kliky v grafe NP-uplny problém. To
okrem iného znamena, ze zrejme neexistuje algoritmus, ktory to zvladne v po-
lynomialnom case. Zakladom rieSenia nasej tlohy bude teda analyza toho, ¢im
je naSa siet Spiénov Specidlna a ako ndm to pomodze najst lepSie rieSenie.

Pripometime si podmienku, ktorti podla zadania nasa siet spliia: Pre Iubo-
volné prirodzené ¢islo k plati: ak Tubovolnym sposobom vyberieme k $pidnov,
bude medzi nimi najviac 3k dvojic Spionov, ktori spolu komunikuj.

Z tejto podmienky priamo vyplyva, ze dokopy v celej sieti mame nanajvys
3n dvojic komunikujtcich $piénov (stac¢i dosadit k& = n). Vieme toho vsak zistit
omnoho viac.

V prvom rade vieme dokézat, Ze v nasSej sieti nemoze existovat klika tvorena
osmimi (a teda ani viac) Spiénmi. Preco? Ked mame osem $piénov, komunikuje
spolu nanajvys 3 x 8 = 24 dvojic. Ale osem S$pidnov, to je 28 dvojic, a teda
niektora dvojica $piénov urcite spolu nekomunikuje — preto nemoéze ist o kliku.

V tomto okamihu uZ teda vieme navrhnut prvy algoritmus s polynomialnou
¢asovou zlozitostou: VyskuSame vSetky mmnoziny tvorené 1 az 7 Spiénmi a o
kazdej overime, & tvori kliku. Tento algoritmus mé ¢asovi zlozitost O(n”) a ak
ho nejak nezlep$ime, bude pouzitelny len pre velmi malé vstupy.

Lepsie riesenie:

A7 7 bodov sa dalo ziskat za rieSenie, ktoré zvladne vyrieSit vstupy, v ktorych
plati 1 < n < 1000 a zéaroven celkovy pocet klik $piénov (vSetkych, nie len
maximéalnych) neprevysi 64 000.

Na takéto rieSenie nam staci vylepsit to predchadzajace tak, aby sme zby-
tocne neskuisali moznosti, ktoré nevedi k rieseniu. Presnejsie, ak uz o nejakej
mnozine $piénov zistime, Ze kliku netvori, vieme, Ze nemad zmysel skusat ani
ziadnu jej nadmnozinu. Ak teda pouzijeme backtracking (prehladavanie s na-
vratom), pri ktorom postupne prezerame vSetky mmnoziny Spiénov, ktoré este
tvoria kliku, vieme dostat dostatocne dobré riesenie.

Kvadratické riesenie:
Prekvapivo, existuju aj zarucene efektivne riesenia nasej tulohy.
KItcové pozorovanie sme tu uz uviedli, ale teraz ho uvedieme v trochu inej
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podobe: V Tubovolnej skupine k Spidénov (¢i uz je to klika alebo nie) musi exis-
tovat Spion, ktory komunikuje s nanajvys Siestimi inymi. (Ak by to neplatilo,
mali by sme v ramci skupiny viac ako 6k/2 = 3k dvojic komunikujtcich $piénov.
Alebo v grafovej terminoldgii: ak mame nanajvys 3k hran, tak je sucet stuprov
vrcholov nanajvys 6k, a teda niektory vrchol ma stupen nanajvys 6.)

Vyberme si lubovolného takéhoto Spidéna. St dve moznosti: bud je sucastou
najvicsej kliky, alebo nie. Ak je sucastou najvicsej kliky, tvoria ju on + niektori
spomedzi §piénov, s ktorymi komunikuje. KedZe tych je nanajvys 6, mame na-
najvys 26 = 64 skupin $piénov, ktoré treba skontrolovat. A kedze kazdu z nich
tvori nanajvys 7 $piénov, celu tuto kontrolu vieme spravit v konstantnom case.

A potom nadm uz ostane len druhy pripad: najst najvicsiu kliku, do ktorej
nas $pién nepatri. Na to sta¢i nasho $pidna zo siete odstranit. Dostaneme tym
sief tvorent n — 1 $piénmi. Zjavne aj tato siet spliia podmienku zo zadania, a
teda pre 1u mozeme cely postup zopakovat — opit najdeme Spidna, ktory méa
nanajvys 6 znamych, a tak dalej. Takto pokracujeme, az kym sa nam vSetci
Spiéni nemin.

Ako je to s casovou zlozitostou tohto algoritmu?

V prvom rade sme vas trochu zavadzali tvrdenim, ze pre danych (nanajvys)
7 Spiénov vieme v konstantnom case overit, ¢i tvoria kliku. Na to potrebujeme
pre kazdua dvojicu Spidnov zistit, ¢i spolu komunikuji. A toto nevieme trividlne
spravit v konStantnom c¢ase. Zatial sa teda uspokojime s pomalym priamocia-
rym rieSenim: vzdy, ked potrebujeme vediet, ¢i spolu $piéni z a y komunikuj,
prejdeme zoznam vSetkych spionov, s ktorymi komunikuje x, a overime, ¢i je v
nom y. Takto vieme lubovolnt potencidlnu kliku overit v ¢ase ©(n).

Priamocdiara implementécia celého algoritmu méa potom casovi zlozitost
O(n?). Totiz mame n iteracii (jednu pre kazdého $pidna) a pri kaZdej potre-
bujeme: najskor ¢as ©(n) na to, aby sme si nasli vhodného $piéna, ktory pozna
nanajvys 6 inych, potom opit ¢as ©(n) na to, aby sme skontrolovali, ktoré
podmnoziny jeho zndmych tvoria kliky, nakoniec ¢as ©(n) na to, aby sme spra-
covaného Spiona z grafu odstranili.

Riesenie vzorové — takmer optimalne:

Ak chceme lepsie rieSenie, potrebujeme vSetky tri vyssie popisané kroky robit
efektivnejsie.

Efektivnejsie hladat dalsieho $piéna na spracovanie je lahké. Spiénov, kto-
rych uz mozeme spracovat (t.j. tych, ¢o maju 6 alebo menej zndmych) si budeme
udrziavat vo fronte. No a vzdy, ked nejakého Spidna spracujeme a odstranime,
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skontrolujeme kazdého jeho zndmeho, ¢i mu prave neklesol pocet znamych na
6. Ak ano, priddme ho do fronty. Takto dosiahneme, Ze vhodného Spiéna na
spracovanie vzdy najdeme v konstantnom case.

Zvy$né dva kroky vieme zefektivnit pouzitim lepSich datovych struktar. Mo-
zeme si napriklad pre kazdého Spidna jeho zndmych pamiitat ako usporiadant
mnozinu (vyvazovany binarny strom, set v C++), alebo ako neusporiadani
mnozinu (hesovacia tabulka, unordered_set v C++). V prvom pripade dosta-
neme riesenie so zaru¢enou ¢asovou zlozitostou O(nlogn), v druhom pripade
dostaneme ocakdvani ¢asovu zlozitost O(n).

Toto st rieSenia, aké je vhodné pisat na praktickej sutazi — vyuzivaju kniz-
niéné datové Struktiury, vdaka c¢omu st stru¢né a prehladné, a zaroven su do-
statoc¢ne efektivne na zisk plného poc¢tu bodov.

Implementac¢ny detail: prezeranie podmnozin:

V nasledujiicom listingu programu si vS§imnite elegantny sposob, akym pre-
chadzame vsetky podmnoziny znamych prave spractvaného Spiona.

Ak mame z-prvkovi mnozinu, t4 méa 2* roznych podmnozin. Kazda pod-
mnozinu P vieme popisat nejakym z-bitovym retazcom: pre kazdy prvok po-
vodnej mnoziny napiseme 0, ak do P nepatri, alebo 1, ak do P patri. Vsetky
podmnoziny takto priamo zodpovedaju ¢islam od 0 po 2% — 1. Ked teda chceme
postupne kazdt podmnozinu prezriet a spracovat, sta¢i nam prejst v cykle (pre-
mennou subset) cez vSetky tieto ¢isla. Ked uz méame v premennej subset ¢islo
konkrétnej podmnoziny, jej prvky lahko najdeme pomocou bitovych operacii.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanw

#i ncl ude <vector >

#i ncl ude <queue>

#i ncl ude <unordered_set >
usi ng nanespace std;

int N M
vector< unordered_set<int> > G // dx] je mozina 5pionov, ktori komunikuju s x
vect or <i nt > naj vacsi a_kl i ka;

bool je_ klika( const vector<int> &spioni ) {
/1 overine, €i dana skupina Spionov tvori kliku
for (int x : spioni) for (int y : spioni)
if (x<y &% G x].count(y)==0) return false;
return true;

int main() {
/1 nacitame vstup a precislujeme Spionov na 0 az n-1
cin > N> M
Gresize(N);
for (int me0; mMxM ++m) {
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int x,y; cin>> x >> vy, --X; --y
dx].insert(y); dy].insert(x);

/1 do fronty na spracovani e dane 5pionov, ktori uz teraz maju <= 6 znanych
gueue<i nt> Q
for (int n=0; n<N, ++n) if (dn].size()<=6) Q push(n);

/'l postupne po jednom spracuvane Spionov
while (1Q errpty()) {

int kto Qfront(); Q pop();
vect or <i nt> kandi datl( G[kto] begin(), g kto].end() );

/'l pre kazdu z 2°Z podmmozin kandi datov zistime, Ci je to klika
int Z = kandi dati.size();
for (int sub=0; sub<(1l<<Z); ++sub) {
vector<int> klika(1, kto);
for (int z=0; z<Z; ++z) if (sub & 1<<z)
kl i ka. push_back( kandidati[z] );
if (klika.size() > najvacsia_klika.size() & je_klika( klika ))
naj vacsi a_kl i ka = klika;

/ odstrani me prave spracovaneho 5pi ona
[/ ak tymvznikli novi Spioni s <= 6 znanym , pridane ich do fronty
or (int x : kandidati) {

g x].erase( kto );

if (gx].size()==6) Q push(x);

/1 vypiSeme prvky najvacsej najdenej kliky
for (int x : najvacsia_klika) cout << (x+1) << endl;

Optimalne riesenie:

Z teoretického hladiska je zaujimavéa aj otazka, ¢i existuje rieSenie tejto sutaz-
nej ulohy, ktoré ma aj v najhorSom moznom pripade zarucenu linearnu casovi
zlozitost. Odpoved na tuto otézku je kladna.

Pomozeme si drobnym trikom. Rozdelime riesenie na dve fazy. V prvej faze
zostrojime poradie, v ktorom budeme Spiénov spracuvat. Zaroven si pre kazdého
Spiéna zapamitame len tych jeho (nanajvys$ 6) znamych, ktorych este méa v
okamihu, ked ho spractivame. VSimnime si, ze takto sme zredukovali mnozstvo
zapaméitanej informacie na polovicu: ak je na vstupe dané, ze Spioni x a y spolu
komunikujt, budeme si to pamiitat len u toho $pidna, ktorého skor spracujeme.

Tato sikovnejsia reprezentacia vstupu nam potom pontuka presne to, ¢o po-
trebujeme: vieme pomocou nej v zarucene konStantnom case overit, ¢i spolu
nejaki dvaja $pidéni p a ¢ komunikuji. Na to staci najskor prejst zoznam pa-
métany pre Spiéna p (najviac 6 Spiénov) a overit, ¢i je v niom ¢, a nésledne
prejst zoznam pre $piéna ¢ (opét najviac 6 Spiénov) a overit, ¢i je v nom p.
(Alternativne, ak si pre kazdého S$piéna pamétame poradie, v ktorom ma byt
spracovany, staci prezriet len jeden spravny zoznam.)
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A-I-2 Rozvod elektriny

Nasou ulohou je rozdelit zadant siet na stvislé neprekryvajice sa oblasti.
V kazdej oblasti sa mé nachadzat prave jedna elektraren, ktora bude zasobovat
elektrinou vSetky mestéa v tejto oblasti. Vykon elektrarne nesmie byt mensi ako
sucet spotrieb miest, ktoré zasobuje. Navyse nas obmedzuje kapacita vedeni
medzi jednotlivymi lokalitami.

Zatial to vyzera na poriadne zloziti tlohu; nastastie vSak siet elektrickych
vedeni tvori strom. Za jeho koren vyhlasme vrchol cislo 1, ¢ize krajské mesto.
Strom zavesme za koren — ziskame tak moznost pouzivat intuitivne pojmy nahor
(smerom ku korenu) a nadol. Z kazdého vrcholu v (okrem koreria) vedie prave
jedna hrana smerom nahor; nazvime tato hranu otcovska a jej cielovy vrchol
nazvime otcom vrcholu v. Ostatnych susedov vrcholu v budeme volat synovia.
Vrcholy rézne od korena, ktoré nemaja synov, sa nazyvaju listy.

Myslienka vzorového rieSenia:

Situacia vo vys$sich trovniach stromu je celkom neprehladnd — nevieme na
prvy pohlad uréit, ku ktorej elektrarni treba napojit konkrétny vrchol. Za¢nime
preto od listov, kde mame mensi pocet moznosti:

Vezmime si Tubovolny list /, v ktorom je nejaké mesto; jeho spotrebu oznac¢me
dy. Nech ho pripojime ku ktorejkolvek elektrarni, musime vyuzit jeho otcovsku
hranu. To znamen4, Ze kapacita otcovskej hrany nesmie byt mensia ako dy, inak
rieSenie ulohy neexistuje.

Ak je otcom listu ¢ nejaka elektraren p s vykonom d,, nemame ini moznost
ako napojit £ na p (cez p by totiz nepresla elektrina zo ziadnej inej elektrarne). V
pripade, Ze dy > d,, vykon elektrarne nestaci na zasobenie mesta, teda riesenie
neexistuje. Inak mozeme odstranit zo stromu vrchol £ a znizit vykon elektrarne
p na d, — dy. Dostaneme tak ekvivalentna tlohu na n — 1 vrcholoch, ktora je
rieSitelnéd prave vtedy, ak je rieSitelna pdévodna tloha.

Ak je otcom listu ¢ nejaké mesto p so spotrebou d,, potom mesto ¢ musi byt
napojené na tu ist elektraren ako p. Ekvivalentnti mensiu tlohu teda dostaneme
tak, Ze odstranime zo stromu list ¢ a zvySime spotrebu mesta p na d, + d.

Vezmime si lubovolny list ¢, v ktorom je nejaké elektraren a ktorého otcom
je tiez elektraren. Energiu z £ cez otca preniest nemozeme, preto jednoducho
odstranime zo stromu list ¢ a budeme riesit mensiu ekvivalentnt tlohu.

Ak sa uz nedé pouzit ziadne z predchadzajucich zjednoduseni ulohy, v kaz-
dom liste mame nejaka elektraren, ktorej otcom je nejaké mesto. Vezmime si
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také mesto p, ktorého vsetci synovia 1, {o, ..., {) su listy (v popisanom pripade
musi asponi jedno také mesto existovat).

MnoZstvo energie, ktorym moze elektraren ¢; zasobovat mesto p, je obme-
dzené nielen jej vykonom, ale aj kapacitou vedenia, ktoré ju spaja s p. Pre kazdu
z elektrarni /1, /5, ..., {} si preto vypocitame mnozstvo prenositelnej energie.
Zrejme ni¢ nestratime, ak budeme dalej brat do tivahy len najvicsiu z tychto
hodnét; oznacme si ju dy.

V pripade, Ze je p koreriom, nemame ini moznost, ako napojit ho na elek-
traren v niektorom z jeho synov. Porovname preto d, so spotrebou d, — riesenie
existuje prave vtedy, ked maximélne mnozstvo prenositelnej energie zo synov-
skej elektrarne postacuje na pokrytie spotreby mesta p.

Aj vtedy, ked ma mesto p otca, budeme sa snazit pripojit p k elektrarni
v niektorom z jeho synov. Tato volba nam, intuitivne povedané, ponechd viac
energie vo vyssich castiach stromu. Teda ak d; > d,, potom pripojime p k
synovskej elektrarni s najviac¢sou hodnotou prenositelnej energie. Listy /1, /s,
..., {), odstranime zo stromu, mesto p nahradime elektrarnou s vykonom d; —d,
(mnozZstvo energie nevyuzitej v p) a dalej budeme riesit mensiu ekvivalentna
ulohu.

Zostava rozobrat posledny pripad: dy < d,,. Vtedy musi byt mesto p pripo-
jené k elektrarni cez otcovsktl hranu. Odstranime listy ¢1, {5, ..., £} a rieSime
zjednodusenu ulohu.

Postupnym odoberanim vrcholov podla predchidzajiceho rozboru pripadov
¢asom dostaneme strom pozostavajuci z korena a niekolkych listov s elektrar-
nami. Takuato situaciu sme tiez rozobrali.

Efektivna implementacia:

V prvom rade potrebujeme vediet rychlo hladat listy stromu. Nastastie st
lokality na vstupe ocislované v poradi, v akom boli pripajané k stivislej sieti. To
znamena, ze vrchol ¢islo n je listom; ked ho odstranime zo stromu, vrchol ¢islo
n — 1 bude listom; a tak dalej.

Vrcholy teda budeme spractvat od konca. Pre kazdé mesto v si budeme
okrem informécii zo vstupu pamiitat eSte hodnotu ponuka [v], ¢o bude najvicsie
mnoZstvo energie prenositelnej z jeho synov, ktorych sme uz spracovali. K tomu
navysSe prislicha hodnota od_koho[v] — ¢islo elektrarne, od ktorej pochadza
najlepsia ponuka.

Ak je prave spractvanym listom elektraren, skiisime zlepsit ponuku jej otcovi
(samozrejme len v pripade, ak to je mesto).
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V pripade, Ze spracivame mesto, skisime vyuzit najlepsiu ponuku a posunut
ju dalej otcovi zmensenti o spotrebovant energiu. Ak ponuka nestaci na pokrytie
spotreby mesta, skisime sa napojit cez otcovski hranu. Ak je otcom elektraren,
znizime jej vykon o spotrebu mesta; ak je otcom mesto, zvysime jeho spotrebu.

Po spracovani vsetkych vrcholov potrebujeme vypisat ¢isla elektrarni, ktoré
sme priradili jednotlivym lokalitdm. Na to si postupne vypliiame pole riesenie.
Vicsinou vieme urcit spravnu hodnotu uz pri spracovani vrcholu. Jediny pri-
pad, ked tomu tak nie je, nastava pri zlyhani ponuky a spolahnuti sa na ot-
covskll hranu, ktora vedie do iného mesta. Vtedy totiz vieme len to, Ze vrcholu
priradime rovnaku elektraren ako neskor jeho otcovi. Preto nakoniec este raz
prejdeme polom riesenie odpredu a podopliame chybajiice hodnoty.

KedZe kazdy vrchol spracujeme v konstantnom case, celkova ¢asova zlozitost

je O(n).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <cstdi o>
#i ncl ude <vector >
usi ng nanmespace std;

int n;

vect or <bool > j e_nesto;
vect or <i nt > ot ec;
vect or <i nt > kapacit a;
vector<l ong | ong> watty;
vect or <i nt > ponuka,;
vect or <i nt > od_koho;
vector<int> riesenie;

otec vrcholu v zakorenenom stromne

kapacita vedenia do otca

vykon el ektrarne / spotreba nesta

naj vatsi e nmmozstvo energie prenositelnej od synov..
. a prislusna el ektraren

priradenie el ektrarni nestam

—~—— e — — —
e e

bool vyries() {
for (int i =n - 1; i >=1; --1i)
if (je_mesto[i]) {

if (ponuka[i] >= watty[i]) {
riesenie[i] = od_koho[i];
if (je_nmesto[otec[i]]) {

int moj a_ponuka =
if (moja_ponuka > p
ponuka[otec[i]]
od_koho[ otec[i]

m n( kapacitali],

onukal[otec[i]])
= noj a_ponuka;
] = od_koho[i];

Eint) (ponukal[i]-watty[i]));

}

} else {

if (kapacita[i] < watty[i])
return fal se;

if (je_mesto[otec[i]]) {
watty[otec[i]] += watty[i];

} else {
if (watty[otec[i]] < watty[i])

return false;

riesenie[i] = otec[i];
watty[otec[i]] -= watty[i];

} else {
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riesenieli] =1i;
if (je_mesto[otec[i]]) {
int noja_ponuka = m n(kapacitali
i f (nopja_ponuka > ponukalotec[i]
ponuka[otec[i]] = npja_ponuk
od_koho[otec[i]] =1i;

], (int) watty[i]);
)

}

}

i f (ponuka[0] < watty[O0])
return false;

rieseni e[0] = od_koho[O0];

for (int i =0; 1T <n; ++)
if (riesenie[i] == -1)
riesenie[i] = riesenie[otec[i]];

return true;

int main() {
scanf (" %", &n);
je_mesto.resize(n); otec.resize(n); kapacita.resize(n); watty.resize(n);
ponuka.resize(n, -1); od_koho.resize(n); riesenie.resize(n, -1);

je_mesto[0] = true; otec[0] = -1; kapacita[0] = -1;
scanf ("% 1d”, &watty[O0]);
for (int i =1; i <n; ++i) {
char typ;
scanf (" _%¢%l%% | d”, & yp, &otec[i], &kapacita[i], &watty[i]);
je_mesto[i] = (typ == "M);
--otec[i];
}
if (vyries()) {
for (int i =0; i <n; ++i)
printf("%%”, riesenie[i] + 1, (i ==n - 1) 2 '\n" : '.);
} else {

printf(”nenmozne\n");

A-I-3 Hisenice

Skorec Ignéc si musi zvolit spravny smer, ktorym z hniezda vyleti. Na vyber
ma samozrejme nekonecne vela moznosti, takze neprichddza do tvahy rieSenie
,vyskusame vSetky moznosti a vyberieme najlepsiu z nich“. Intuitivne sa nam
vsak zda, ze ,zmysluplnych® moznosti na vyber az tak vela nebude. Zviicsa bude
zrejme jedno, ¢i Ignac poleti pod azimutom 47.004 alebo 47.005. Ako ale toto
pozorovanie sformulovat exaktne?

SkusSanie len rozumnych moznosti:

Predstavme si, ze si Ignac zvolil nejaky smer. Nech je tento smer taky, ze
nepoleti ponad koniec ziadnej z husenic. Ignacovu trasu si teda mozeme pred-
stavit ako polpriamku pretinajicu vnitro niektorych tseciek. Tato polpriamku
teraz mozeme do Iubovolnej strany otacat (teda spojito menit smer, ktorym
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vedie), az kym ,nenarazime“ na koniec niektorej z hiisenic. Je zjavné, ze pocas
otacCania sa nijak nezmeni mnozina hiisenic, ktoré Ignac vyzbiera. Zmena moze
nastat v poslednom okamihu — ale ak nastane, ide o zmenu k lepsiemu. Mdze
sa totiz stat, Ze pri naSom postupnom meneni smeru narazime na koniec novej
htisenice, ktort doteraz Ignéac ulovit nevedel.

Co sme prave ukazali? Nech by si Ignéc zvolil akykolvek smer letu, my mu
ho vieme vzdy upravit tak, aby zozbieral aspon tolko isto husenic, a zaroven
letel ponad koniec jednej z nich. Inymi slovami, medzi optimalnymi rieSeniami
(ktorych moze byt opit aj nekonecne vela) uréite existuje také, pri ktorom Ignéc
leti ponad koniec jednej z husenic.

Takto uz ale dostavame prvé funkcéné rieSenie. Mame n hisenic, kazda mé
dva konce, dokopy teda potrebujeme skontrolovat 2n polpriamok. Pre kazdu z
nich spocitame, kolko husenic by Ignac vyzbieral, a vyberieme najlepsiu moz-
nost. Pre konkrétnu polpriamku a konkrétnu husenicu vieme v konStantnom
Case zistit, ¢i sa pretinaju. (Toto podrobnejsie vysvetlime nizsie.) Konkrétnu
polpriamku teda vieme skontrolovat v ¢ase ©(n) a tym padom je celkova ¢asova
zlozitost tohto riesenia ©(n?).

Za zapamétanie stoji hlavnad myslienka vyssie popisaného rieSenia: nadjdeme
jednoduché kritérium, ako spomedzi mnozstva moznosti vybrat nejaka mala
zaujimavu sadu, ktord urcite obsahuje (aspon jednu) optimalnu moznost. Po-
dobné technika sa da pri navrhu efektivnych algoritmov (obzvlast v oblasti
vypoctovej geometrie) pouzit velmi ¢asto.

Skuste si napriklad podobnou technikou vyriesit nasledovnt tlohu: Mame
obdlznikovi dosku tvorenti bodmi na stradniciach (0,0) aZ (x¢,y0). V doske
je n < 50 bodovych dier na suradniciach (x1,y1) az (x,, yn). Chceme z dosky
vyrezat ¢o najvicsi (obsahom) obdlznik, ktory bude mat strany rovnobezné so
suradnicovymi osami a nebude vo vnutri obsahovat Ziadnu z dier.

Priesec¢nik usecky a polpriamky:

Predstavme si, ze sme pre Ignaca zvolili nejakti polpriamku a Ze sme si
vybrali jednu konkrétnu husenicu, o ktorej chceme zistit, ¢i ju Ignac ulovi.
PrediZzme Ignacovu trasu aj hisenicu na priamky. Mézu nastat dva pripady:
bud su tieto dve priamky rovnobezné, alebo st roznobezné. Ak st rovnobezné,
podmienka v zadani ndm garantuje, ze nie su totozné, a teda nemaju ziaden
spolo¢ny bod. Ak st roznobezné, maju prave jeden priesec¢nik.

Oboje vieme vypocitat napriklad rieSenim ststavy vhodnych rovnic. Nech
je Ignécova priamka uréend bodom (x1,y1) a nech ma hisenica konce (z2,ys)
a (x3,ys). Potom Ignacovu priamku tvoria body tvaru (szi,sy;) pre s € R a
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htsenicinu priamku zase body tvaru (xz + t(xs — x2), y2 + t(ys — y2)> pre

t € R. (Dokonca vieme aj presnejsie povedat, ze Ignidcovu polpriamku tvoria
prave body s 0 < s a htsenicinu tsecku body, pre ktoré plati 0 < ¢ < 1.)

Priese¢nik na$ich dvoch priamok teda spocitame tak, ze hladame dvojicu
s, t, pre ktort dosadenim s do Ignacovho vzorca dostaneme ten isty bod ako
dosadenim ¢ do vzorca pre husenicu. Takto dostavame dve linearne rovnice —
jednu pre x-ovu suradnicu, druhu pre y-ovi:

Sr1 = T2 + t(.’L’g — .’L’g)

sy1 = Y2 + t(ys — y2)

Ak sa priamky rovnobezné a nie si totozné, tato sistava nema riesenie. Ak su
roznobezné, existuje prave jedno rieSenie. Ked toto rieSenie ndjdeme, skontro-
lujeme este, ¢i dany priesecnik priamok lezi aj na Ignacovej polpriamke, aj na
hiisenicinej tsecke — teda ¢i s a t splnaji vyssie uvedené nerovnosti.

Existuje aj elegantnejSie riesenie, ktoré sa zaobide bez presného vypoctu
sturadnic priese¢nika. Stac¢i namiesto bodu (x1,y1) zobraf nejaky bod (cx1, cy1),
ktory uz je dostato¢ne daleko, a potom pomocou vektorovych stcinov overit, ¢i
sa pretinaju usecky (0,0) — (cx1,cy1) a (z2,y2) — (23,Y3).

Efektivnejsie riesenie:

Vyssie popisané kvadratické rieSenie je pouzitelné, ak by husenic bolo par
tisic. Pre vicSie poc¢ty husenic budeme potrebovat efektivnejSie riesenie. Vy-
lep$ime preto naSe kvadratické rieSenie pomocou dalSej Standardnej techniky
vo vypoctove] geometrii: zametania. Zékladnd myslienka bude jednoducha —
namiesto toho, aby sme kazd zaujimava polpriamku vyhodnocovali tplne od-
znova, budeme simulovat postupné otacanie polpriamky a pri tom si udrziavat
mnozinu useciek, ktoré v danej chvili pretina.

Zacat mozeme napriklad tym, ze Ignacovu polpriamku umiestnime na kladnu
poloos osi z, prejdeme vsetky husenice a zistime, ktoré teraz pretina.

Nasledne za¢neme nasu polpriamku otécat proti smeru hodinovych rudiciek.
Samozrejme, nie spojito, len budeme postupne prechadzat cez vSetky situicie,
ktoré by spracuvalo aj predchadzajice, pomalsie rieSenie. Aby sme to vedeli ro-
bit efektivne, usporiadame si vSetky konce hiisenic do poradia, v ktorom cez ne
bude nasa polpriamka prechddzat. (Odborne sa tomu hovori, Ze konce huisenic
usporiadame poldrne. Ide vlastne o usporiadanie, pri ktorom je klti¢om orien-

tovany uhol od kladnej poloosi osi z po polpriamku prechadzajicu cez dany
bod.)
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Ako teraz vyzera spracovanie novej polohy polpriamky? Ak ide o ,zaciatok“
husenice (teda ak ide o husenicu, ktori doteraz nasa polpriamka nepretinala),
zvysSime si pocitadlo husenic, inak ho znizime. Teda kazdt nova polpriamku
spracujeme v konStantnom case. Celkom slusné zlepsenie, nie?

Jediné, na ¢o si treba dat pozor, su situdcie, kedy naraz nastane viacero
udalosti — teda ak v tom istom okamihu viaceré huisenice ,zacni“ a viaceré iné
~skoncia®“. Takéto situacie ale oSetrime Tahko. Stac¢i pri spracovani uprednostnit
zaciatky novych htsenic a az po nich spracovat konce.

NajpomalSou ¢astou tohto rieSenia je samotné triedenie: 2n koncov hisenic
vieme usporiadat v ¢ase O(nlogn). Zvysok algoritmu ma potom linearnu ¢asovi
zloZitost.

Implementacné detaily:

Geometrické tulohy zvadzaja k pouzitiu redlnych ¢isel. Pocitac¢ vsak skutoc¢né
realne ¢isla pouzivat nevie, vie s nimi nardbat len priblizne. A pri tom vznikaja
zaokruhlovacie chyby, s ktorymi potom musime v rieSeni poc¢itat. (Nikdy by sme
napriklad nemali testovat presnt rovnost dvoch ,pocitacovych realnych® cisel.
Namiesto toho treba za rovné povazovat napr. hocijaké dve hodnoty, ktoré sa
od seba lisia menej ako vhodna tolerancia.)

Ak sa to d4, omnoho lepSie je napisat program tak, aby sme si vystacili len
s celymi ¢islami. Potom mame istotu, ze vSetky vypocty s nimi budii presné.
Takto vieme riesit aj nasu sttazna tlohu. Myslienku len nacértneme, detaily si
¢itatel isto Tahko najde v listingu programu.

V prvej faze rieSenia potrebujeme zistit, ktoré isecky pretinaja kladni poloos
osi x, ¢o ide Tahko. V druhej faze riesenia potrebujeme polarne usporiadat konce
useciek. Dva konkrétne body porovname tak, ze najskor porovname polrovinu,
v ktorej lezia. Ak to nerozhodlo, tak sa pozrieme na znamienko vektorového
sucinu vektorov, ktoré zodpovedaju nasim bodom. A ak ani toto nerozhodlo
(znamienko vyslo 0), tak ,zaciatky“ maju byt skor ako ,konce“.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <al gorithm>

#i ncl ude <i ostreanw

#i ncl ude <vector >

usi ng nanespace std;

struct point { int x,y,priorita; };
i nt ZACI ATOK=0, KON EC=1;

bool pretina_xplus(const point &A const point &B) {
if ((Ay>0 & B.y>0) || (A y<O &% B.y<0)) return false; // ta ista polrovine
if (A y==0) return (A x>=0); if (B.y==0) return (B.x>=0); // jeden na osi X
/1 inak stati zistit, ¢ je spravny uhol nedzi nim < 180
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if (Ay >0) return (B.xxA 'y - A xxB.y > 0);
el se return (B.xxA 'y - A xxB.y < 0);
bool skor_pol arne(const point &A, const point &B) {
int hA= (Ay>0 || (Ay==0 & A x>0)), hB = (B.y>0 || (B.y==0 & B.x>0));
if (hA!= hB) return (hA > hB); // ak sU v rdznych polrovinach, je jasno
int vp = A xxB.y - B.xxA.y; // inak zistime vektorovy sucin
if (vp!=0) return (vp > 0); // ak vienme, rozhodnenme podl'a neho
return A-priorita < B.priorita; // inak je zatCiatok skor ako koniec

int main() {
int N cin >> N
vect or <poi nt > body; // vSetky konce UuseCi ek, ktorée treba spracovat
int pretatych_teraz=0;

for (int n=0; n<N, ++n) {
/1 natitanme dal $iu Usetku
point A B; cin > A Xx >> Ay > B.x > B.y;
/1l vynmenine jej konce tak, aby bol uhol AOB nenej ako 180 stuphov
if (AxxB.y - B.xxA 'y < 0) swap(A B)
A. priorita=ZACl ATCK; B. priorita=KON EC;
/1 podl'a toho, ¢i pretina poloos x+, vlozime body na spracovanie
if (pretina_xplus(A B)) {
++pretatych_teraz;
if (A y!=0) body.push_back(A); // ak zatina na x+, uz je spracovany
body. push_back(B);
} else {
body. push_back(A);
body. push_back(B);

int pretatych_max = pretatych_teraz;
poi nt optimal ny_sner {1,0,fal se};

/1 pol arne uspori adanme body
sort ( body. begin(), body.end(), skor_polarne );

/'l postupne prechadzane a spracuvane vsetky body, potom vypiSene vysl edok
for (point bod : body)
if (bod.priorita==0) ++pretatych_teraz; else --pretatych_teraz;
if (pretatych_teraz > pretatych_max)
pretatych_nax = pretatych_teraz;
opti mal ny_smer = bod;

}

cout << optimalny_sner.x << "." << optimalny_sner.y << "\n”;

A-I-4 Log-space vypocty

Riesenia jednotlivych podiloh si ukdzeme v trochu inom poradi — na koniec
si nechame jedno mozné rieSenie podilohy B, ktoré vyuziva podilohu C.

Poduloha A — usporiadanie prvkov:
Zjavne nemdzeme pouzit Ziaden z klasickych efektivnych algoritmov — tie
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totiz skoro vSetky prvky v poli preusporadivaji, ¢o my spravit nevieme. Na
druhej strane, nik nas nentti mat ¢asovu zlozitost O(nlogn). A toto plne vy-
uzijeme: nase rieSenie bude mat kvadraticka ¢asova zloZitost.

Najskér uvazujme trochu jednoduchsie zadanie: nech st vsetky prvky pola
A[1..n], ktoré ideme usporiadat, navzajom rézne. Pozrime sa na konkrétny prvok
Ali]. Potrebujeme ho umiestnit niekam do vystupného pola B, ale kam? Odpo-
ved je jednoduché: prejdeme pole A a zistime, kolko z jeho prvkov je mensich
ako A[i]. Prave tie budd v poli B nalavo od neho, spravny index kam umiestnit

Ako toto rieSenie upravit pre pripad, ked pole A moéze obsahovat viackrat
ta istt hodnotu? U prvkov s rovnakou hodnotou zachovame ich poradie z pola
A. Ked teda spracivame prvok A[i| a zaujima nés, kolko prvkov bude v poli B
nalavo od neho, zaratame aj prvky s rovnakou hodnotou na pozicidch mensich
ako 1.

Listing programu (Pascal)

var n : integer; { vstup: dfZzka postupnosti }
A: array [1..n] of integer; { vstup: postupnost cisel }
B : array [1..n] of integer; { vystup: usporiadana postupnost’ }
i, j, vlavo : integer;
begi n
for i := 1 to n do begin
vlavo := 0;
for j := 1 to n do begin
if (Alj] < Ai]) then inc(vlavo);
if (A[j] = Ali]) and (j<i) then inc(vlavo);
end;
B[ vlavo+l ] := Ali]
end;
end.

Poduloha B — overenie permutacie:

Aj tato podiloha mé Tahké rieSenie v kvadratickom ¢ase. Opit, jednoduchsie
by sa riesila, ak by vsetky prvky v poli A boli navzadjom rozne. Vtedy by nam
stacilo pre kazdy prvok pola A prejst pole B a overit, ¢i sa v iom tento prvok
tiez nachadza.

Ako si teraz poradime s polami, v ktorych sa prvky mozu opakovat? Vyssie
uvedeny algoritmus moézeme zovseobecnit nasledovne: Postupne pre kazdy prvok
pola A zistime, kolkokrat sa vyskytuje v poli A, kolkokrat v poli B, a tieto dve
hodnoty porovname. Ak niekedy najdeme rozdiel, vieme, Ze sa nase dve polia
lisia. A naopak, ak mé kazdy prvok pola A rovnaky pocet vyskytov aj v poli
B, musi uz pole B byt nutne preusporiadanim pola A. (Uvedomte si tiez, ze B
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ma rovnaku dlzku ako A, a teda nemoze uz obsahovat ni¢ navyse.)

Listing programu (Pascal)

var n : integer; { vstup: dfZzka postupnosti }
A: array [1..n] of integer; { vstup: prva postupnost’ Cisel }
B: array [1..n] of integer; { vstup: druha postupnost’ ¢isel }
i, J, pocetA, pocetB : integer;
begi n
for i :=1to n do begin
pocetA : = 0;
for j :=1tondoif (Ali] = Aj]) then inc(pocetA);
pocetB : = 0;
for j :=1tondoif (Ali] =B[j]) then inc(pocetB);

if (pocetA <> pocetB) then begin
witeln('nie);
hal t;
end;
end;
witeln(’ ano’);
end.

Podiloha C — ako sa zbavit pomocného pola:

Podla zadania mame dva log-space programy F a G. Program F dostane
vstup v poli A[l..n] a vyrobi z neho vystupné pole B[1..n]. Program G dostane
na vstupe pole B, ktoré vyrobil program F, a svoj vystup zapiSe do vystupného
pola C[1..n].

Ako ich skombinovat do nového programu H, ktory vyrobi priamo z pola A
pole C? Odpoved opiit nie je prili§ zlozita: Program H bude robit presne to isté
ako program G — az na situdcie, v ktorych sa program G snazi ¢itat z pola B.
Toto pole samozrejme nas program H nema k dispozicii. Pozname ale program
F, ktory ho celé vie vypocitat!

A teda kedykolvek, ked program #H potrebuje precitat nejaké policko B,
spustime ako podprogram znova a znova od zaciatku program F. Pocas behu
F ignorujeme vsetky jeho zapisy do pola B (ktoré nemame) okrem jediného —
zapisu na to policko Bli], ktoré nas prave zaujima. Tato hodnotu si ulozime
do pomocnej premennej. Ked podprogram F dobehne, program H pokracuje v
simulécii programu G, pricom ako hodnotu B[i] pouzije hodnotu, ktort sme si
zistili a ulozili do pomocnej premenne;.

Potrebujeme sa eSte zamysliet nad pamiitovou zlozitostou. Ako je to s iou?
Simulujeme program G, ktory bol log-space. A pocas jeho behu obcas spustime
ako podprogram program F, ktory je tiez log-space, a na ulozenie jedného po-
licka jeho vystupu pouzijeme jednu pomocnd premennii. V sucte su teda celkové
pamiitové naroky dostatocne malé.
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Vsimnite si tiez, ze by takato konstrukcia nefungovala, ak by si mohli log-
space programy prepisovat vstupné pole (potom by sme nevedeli viackrat spustit
F) alebo ak by mohli ¢itat vystupné pole (potom by sme pocas simulacie F
nemohli zahadzovat tie prvky pola B, ktoré nas prave nezaujimaju).

Este raz poduloha B — overenie permutacie:

Podulohu B sme uz sice vyriesili, bude vSak pouc¢né vyriesit ju este raz. V
podulohe A sme napisali program, ktory dané pole usporiada. Ak by sme mali
pomocné polia, vedeli by sme podilohu B vyrieSit lahko: usporiadame pole A,
usporiadame pole B a vysledky porovname.

KedZe pomocné polia nemame, nevieme to spravit takto priamociaro. Vieme
vSak pouzit techniku z rieSenia podulohy C. RieSenie podulohy A upravime na
funkciu, ktora namiesto vyplnenia celého vystupného pola len vrati jeho jeden
konkrétny prvok. Takato funkcia moze vyzerat napr. nasledovne:

Listing programu (Pascal)

var n : integer; { vstup: dfZzka postupnosti }
A: array [1..n] of integer; { vstup: postupnost cisel }
B : array [1..n] of integer; { vystup: usporiadana postupnost’ }
i, j, vlavo : integer;
function g_ty_najnmensi _prvok A ( g : integer ) : integer;
begi n
for i := 1 to n do begin
vlavo := 0;
for j := 1 to n do begin
if (Alj] < Ai]) then inc(vlavo);
if (Alj] = Ai]) and (j<i) then inc(vlavo);
end;
{ tu bol o povodne toto: "B[ vlavo+l ] := Ali];” }

{ nam esto toho tu vacsinu zapi sov odignorujene, |en jeden pouzijene }
if (vlavo+l = q) then gq_ty_najnensi_prvok A := Ali];
end;
end.
Analogickt funkciu si mdézeme napisat pre usporiadanie pola B. No a na
overenie, ¢i pole B vzniklo preusporiadanim pola A, ndm teraz staci pre kazdé
i od 1 po n overit, ¢ sa i-ty najmens$i prvok pola A rovné i-temu najmensiemu
prvku pola B.
Za domacu ulohu si rozmyslite, ze takto naozaj dostaneme log-space prog-

ram, a odhadnite jeho pamiitovia aj ¢asova zlozitost.



Riesenia domaceho kola kategorie B

B-I-1 Veze

Pre kazda vezu vieme Tahko néjst vSetky s ktorymi sa potencionalne ohro-
zuje. Takéto budi v tom istom riadku alebo stIpci na Sachovnici a budt opaéne;
farby. Najdeme ich prejdenim zoznamu vezi. Kazdu takato kolegynu s ktorou sa
potencionalne ohrozuje vieme skontrolovat. Ak medzi nimi lezi akdkolvek dalsia
veza, nevidia na seba, inak sa naozaj ohrozuju.

Takto vyskiiSame (12’) dvojic vezi. Pre kazdu dvojicu, ktora sa ,vidi* (lezi v
tom istom riadku/stipci) a mé4 opac¢né farby vieme v linedrnom ¢ase prejst vietky
zvysSné veze a skontrolovat, ¢i nestoja v ceste. Takto dostédvame jednoduché
rieSenie s ¢asovou zloZitostou O(v3). Celé rieSenie pozostava len z niekolkych
vnorenych cyklov. Pamatové zlozitost je O(v) — sta¢i ndm pamatat si jedno
pole so siradnicami vezi.

Pre jednoduchy pristup k popisu vezi si idaje navonok zjednotime v podobe
struktury — v Pascale record, v C/C++ struct.

Podobné riesenie bez problémov vyriesi prvé tri vstupy, na zvysné treba
pouzit efektivnejsi pristup (alebo velmi dlho ¢akat).

Listing programu (Pascal)

type veza = record

ri adok, stlpec, farba : |ongint;
end;
var n, v, i, j, k, vysledok : |ongint;

ok : bool ean;
veze : array[1..100047] of veza;

function mn(a, b longint) : longint;
begin if a < b then min:=aelse mn:=b; end,
function max(a, b : longint) : longint;
begin if a > b then nmax := a else max := b; end;

function vidi

sa(var a, b : veza) : bool ean;
begin vidia_s =

a
a (a.riadok = b.riadok) or (a.stlpec = b.stlpec); end;
function nmedzi (var a, b, ¢ : veza) : bool ean;
begi n
nmedzi := false;
if (a.riadok = b.riadok) and (b.riadok = c.riadok) then
if (mn(a.stlpec, b.stlpec) < c.stlpec)
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and (c.stlpec < nmax(a.stlpec, b.stlpec)) then nedzi := true;
if (a.stlpec = b.stlpec) and (b.stlpec = c.stlpec) then
if (mn(a.riadok, b.riadok) < c.riadok)
and (c.riadok < max(a.riadok, b.riadok)) then nedzi := true;
end;
begi n
readl n(n, v);
for i:=1 to v do
readl n(veze[i].stlpec, veze[i].riadok, veze[i].farba);
vysl edok := O0;
for i:=1 to v do
for j:=i+1 to v do
if (veze[i].farba <> veze[j].farba) and (vidia_sa(veze[i], veze[j])) then
begi n
ok := true;
for ki=1 to v do if (nedzi(veze[i], veze[j], veze[k])) then begin
ok := fal se;
br eak;
end;
if ok then inc(vysledok);
end;
writel n(vysl edok);
end.

Jednoduché zlepsSenie prindSa pozorovanie Ze veza moze ohrozovat najviac
Styri dalSie: najblizsiu vlavo, vpravo, hore a dole. Pre kazdu vezu staci medzi
ostatnymi v linedrnom ¢ase najst tychto Styroch ,susedov* a skontrolovat, ¢i st
to nepriatelia. (Pocas spractivania konkrétnej veze si pre kazdy smer pamétdme
doteraz najblizsiu vezu od nej v tom smere.) Casovii zloZitost sme tymto zlepgili
na O(v?), ale 4. a 5. vstup stile podobnym pristupom rychlo vyriesit nevieme.

Mozeme vSak Sikovne vyuzit to, Ze v prvych Styroch vstupoch je Sachovnica
mald a celd sa ndm zmesti do paméte ako dvojrozmerné pole. Mézeme si takéto
pole v pamiiti spravit a zaznacit don vSetky veze. Potom ked pre konkrétnu
vezu chceme najst tie, ktoré ohrozuje, nemusime prechidzat cely zoznam vezi
— sta¢i v nasom poli prejst riadok a stlpec, v ktorych nasa veza lezi. Netreba
zabudat ze kazda dvojicu takto zaratam dvakrat — raz pre jednu vezu z dvojice,
druhykrat pre druhi, preto treba na konci vydelit vysledny pocet dvoma.

Toto rieSenie mé Casovu zlozitost O(nv). Jeho pamitové naroky s O(n?).
Pre prvé styri vstupy sa nam vsetko do pamite zmesti a takéto rieSenie staci
na ich vyrieSenie.

Este lepsie rieSenie: Nemusime pre kazdu vezu zas a znova prechadzat cely
stIpec a cely riadok. Ked uz sme si veze vyplnili do dvojrozmerného pola, staci
raz prejst kazdy cely riadok a raz kazdy stipec a pre kazdy z nich spodcitat vietky
po sebe iduce dvojice vezi opacnej farby. Takéto rieSenie ma casoviu zlozitost
O(n?). Nizsie uvadzame jeho implementaciu.

(Rovnaku ¢asovu zlozitost by sme dostali, keby sme v predchadzajicom
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rieSeni pre kazdu vezu prezerali prislusny riadok/stlpec len dovtedy, kym ne-
narazime na int vezu alebo kraj Sachovnice. To preto, ze kazdym polickom
sachovnice by sme v kazdom smere isli najviac jedenkrat.)

Listing programu (Pascal)

var n, v, i, j, riadok, stlpec, farba, posledna, h, vysledok : |ongint;
sachovnica : array[l..1047, 1..1047] of |ongint;

begi n
for i :=1 to 1047 do
for j :=1 to 1047 do
sachovnicali][j] := -1;
readl n(n, v);
for i:=1 to v do begin
readl n(riadok, stlpec, farba);
sachovni ca[ ri adok] [ stl pec] := farba;
end;
vysl edok := 0;
for i := 1 to n do begin
posledna := -1; h := -1;
for j :=1to n do
i f sachovnical[i][j] <> -1 then begin
if (posledna <> -1) and (h <> sachovnica[i][j]) then inc(vysledok);
posledna : = j;
h := sachovnicali][j];
end;
end;
for j := 1 to n do begin
posledna := -1; h := -1;
for i :=1to n do
if sachovnical[i][j] <> -1 then begin
if (posledna <> -1) and (h <> sachovnical[i][j]) then inc(vysledok);
posl edna :=1i;
h := sachovnicali][j];
end;
end;
writel n(vysl edok);
end.

Vzorové riesenie:

Ako vsak vypocitat posledny vstup? Chceli by sme spravit to isté ako v
predchadzajicom rieSeni — najskor pre kazdy neprdazdny riadok spocitat, kolko
sa v ilom ohrozuje dvojic vezi, potom to isté spravit pre kazdy neprdzdny stlpec.

Aby som mohol prezerat veze v poradi v akom ida na Sachovnici v riadku
alebo stlpci podobne ako v predchiddzajiicom rieseni, potrebujem maft veZe roz-
umne usporiadané. Usporiadajme teraz veze podla ¢isla riadku a v pripade
rovnosti podla stipcu. V takto usporiadanom poli plati, ze kazdy riadok zodpo-
veda nejakému suvislému useku vezi. Stacéi teda prejst po usporiadanom poli a
pre kazdé dve po sebe nasledujice veze skontrolovat, ¢i st v tom istom riadku
a zaroveli opac¢nych farieb. Nasledne spravime to isté pre stipce — usporiadame
veze podla stlpcu a v pripade rovnosti podla riadku, a potom usporiadané pole
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prejdeme a spocitame ohrozujtce sa dvojice.

Celkovo takéto riesenie spotrebuje O(v) pamiite a ¢asovu zlozitost bude mat
O(vlogv) kvoli triedeniu. V modernych programovacich jazykoch mozeme na
triedenie pouzit knizni¢ni funkciu:

Listing programu (Python)

def rataj riadky(veze):
veze. sort ()
answer = 0

for i in range(len(veze)-1):
if veze[i+1][0]==veze[i][0] and veze[i+1][2]!=veze[i][2]:
answer += 1

return answer

sys inport stdin
nt(stdin.readline())
n

rom
=1
= int(stdin.readline())

veze = [ tuple( int(x) for x in stdin.readline().split() ) for v in range(V) ]
total = rataj _riadky(veze)

veze = [ (s,r,c) for r,s,c in veze ]
total += rataj _riadky(veze)

print(total)

Na utriedenie 100 000 prvkov potrebujeme dostatocne rychly triediaci algo-
ritmus, idealne beziaci v ¢ase radovo nlogn pre n prvkov. Vela programovacich
jazykov mé implementované takéto algoritmy, napriklad sort v C++4. V ostat-
nych jazykoch je treba naprogramovat vlastné rychle triedenie. My si strucne

popiseme jeden zo zauzivanych pristupov — HeapSort, teda triedenie pomocou
haldy.

Halda:

Predstavme si, ze mame ciernu krabicku s tlac¢idlom, do ktorej vieme vha-
dzovat ¢isla a z ktorej po kazdom stlaceni tlac¢idla vypadne najmensie z ¢isel,
ktoré su prave v nej.

Takato krabicka vie byt celkom uzitoéna. Pomocou nej by sa ndm napriklad
lahko triedilo — nahadzeme vsetky ¢isla do nej, no a potom uz len stla¢ame
tlacidlo, kym postupne nevypadnua vSetky v utriedenom poradi.

Jednou sikovnou implementaciou takejto krabicky je halda. Je to vlastne
binarny strom, ktory ma kazdé poschodie tiplne plné, mozno okrem toho po-
sledného, najspodnejsieho. Kazdy prvok, okrem tych najspodnejSich, ma teda
prave dvoch synov. Prvky musia byt usporiadané tak, aby platilo, Ze hodnota
uloZené v Tubovolnom vrchole je mensia alebo rovna ako kazda z hodnot uloZena
v jeho synoch (ak nejakych ma).
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Takto modze vyzerat halda:

V8imnime si zaujimavu vlastnost haldy: najmensie ¢islo je urcite v jej koreni.
O ostatnych ¢islach uz toho tak vela nevieme povedat — vSimni si, Ze napriklad
22 je hlbsie ako 23.

Na to, Ze halda je strom, moéZeme zase Stastne zabudnut. Haldu si totiz
vieme tplne jednoducho pamétat v poli. Staci si vrcholy odislovat po vrstvach.
Na policku s c¢islom x teda bude prvok, ktory by sme precitali ako x-ty, keby
sme haldu ,,¢itali po riadkoch®.

Vsimnime si niektoré vlastnosti takto ulozenej haldy:

Ak je v halde n prvkov, v poli budu na polickach 1 az n.
Koren haldy, teda najmensi prvok v nej, je na policku s ¢isom 1.
K-ta vrstva haldy sa v poli za¢ina na policku s indexom 251,
Synovia vrcholu s ¢islom x maju vzdy cisla 2z a 2x + 1.

A opacne, otec vrcholu s ¢islom x mé ¢islo |z/2].

Halda z obrazku by vyzerala v poli takto:

1 2 3 4 b} 6 7 8 9 10 11 12
T 13 | 23 | 47 | 22 | 59 | 134| 92 | 123 | 85

Ukéazeme teraz, ako do haldy efektivne pridavat nové ¢isla a ako z nej efek-
tivne vyberat najmensie.

Vlozenie prvku:

Ako teda vlozime nejaky prvok do haldy? Zaradime ho do pola na prvé volné
miesto. Jediné, ¢o ndm teraz moze kazit ,haldovitost“, je, Ze tento prvok moze
byt mensi od prvku nad nim. V tom pripade tato dvojicu prvkov vymenime.
Rozmyslite si, Ze opit moze nastat jediny problém: novy prvok moze byt mensi
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aj od svojho nového otca. V takomto pripade postup opakujeme. (Tomuto sa
hovori ,bublanie prvku dohora*.)

Tento postup urcite skonci, prinajhorsom vtedy, ked sa novy prvok dostane
na uplny vrch haldy — do koreria. Po jeho skonéeni je opit celd halda v poriadku,
uspesne sme teda vlozili novy prvok.

Vyber najmensieho prvku:

A ¢o s vybratim najmensieho prvku? To bude fungovat podobne. Vieme,
ze najmensi prvok je ten na vrchu haldy. Tentokrat ho ale nemdzeme len tak
odstranit, vznikla by nidm tam totiz diera. No a tu treba nieé¢im zaplnit. Naj-
jednoduchsie riesenie: Zoberieme posledny prvok v poli (t. j. najpravejsi list v
poslednej vrstve) a presunieme ten na zaciatok pola.

Touto zmenou sme opiit dosiahli, Ze ¢isla mame uloZené na prvych niekolkych
polickach pola. Nemusi to ale este byt korektna halda. To, ¢o ndm ju moze kazit,
je prave presunuty prvok. Preto zopakujeme nieco podobné, ako pri vkladani.
Tentokrat ale presunuty prvok méze byt len privelky, preto ho budeme musiet
sprebublat“ dodola. Toto bublanie treba robit trochu Sikovnejsie. Tentokrat
Hravo ale zistime, Ze rieSenie je jednoduché: staci ho vymenit s mensim z oboch
Synov.

Opit, tento postup je koneény. Skon¢ime, ak uz st obidvaja aktualni synovia

.....

najspodnejsej vrstvy. V kazdom pripade méame opiit korektnt haldu.

Odhad zlozitosti:

Vsimnime si, ¢o sa deje pri jednom prebublani prvku. Pri vkladani pre-
bubleme v najhorsom z poslednej vrstvy az do korena, pri vyberani minima
naopak, z korena az po najhlbsiu vrstvu. V obidvoch pripadoch je pocet opera-
cii amerny hibke stromu, teda po¢tu vrstiev. A aké je ta hibka? Na zaplnenie k
vrstiev haldy potrebujeme 2¥ — 1 prvkov, preto halda s n prvkami mé priblizne
log, n vrstiev. Kazda operacia s haldou, v ktorej je n prvkov, ma teda ¢asovu
zlozitost O(logn).

Triedenie pomocou haldy:

Ako sme uz spominali na zaciatku, pomocou haldy vieme lahko napisat
triedenie, zname pod menom HeapSort. (Heap je halda po anglicky.) Pri triedeni
n prvkov najskér n-krat vlozime prvok do haldy, potom odtial n-krat vyberieme
najmensi. Pocas celého tohto procesu nie je nikdy v halde viac ako n prvkov,
preto ¢asova zlozitost kazdej operacie s 1iou je O(logn). Tychto operécii je 2n,
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preto je vysledna casova zlozitost HeapSortu O(nlogn). Pamitova zlozitost
haldy aj triedenia pomocou nej je samozrejme O(n).

B-1I-2 Dosah

Nasa uloha sa sklada z viacerych otézok, ale si od seba dost nezavislé, preto
kazda taktuto otdzku budeme riesit samostatne. Nech teda méame uz dani mapu
a konkrétne x, y a k. Chceme zistit, kam vSade sa vie tank dostat tak, aby
nepresiel viac ako k£ krokov a zaroven nepresiel cez prekazku alebo nevysiel z
mapy.

Namiesto toho, aby sme z tohto policka pustali tanc¢ik a urcovali mu vSetky
mozné cesty, vylejme na tento stvorec vedro vody a sledujme c¢o sa deje. Na
zaCiatku je voda, iba na poli¢ku (x,y), postupne sa vSak za¢ne vylievat aj na
susedné policka. Presnejsie bude sa snazit vyliat na horné, dolné, pravé a lavé
poli¢ko. Po prvom kroku je teda voda na povodnych suradniciach (x,y) a tiez
na novych stradniciach (x +1,y), (r —1,y), (z,y+1) a (z,y — 1) — samozrejme
ak na tychto miestach nie je prekazka alebo nebodaj nie st mimo mapy. Toto
vylievanie samozrejme pokracuje, tentoraz sa voda S$iri dalej zo vSetkych uz
zaliatych policok.

Teraz si vSimnime, ze pre kazdé n plati, Zze po n vyliatiach na susedné policka
je voda presne na tych miestach, kam sa vie dostat nas tank z (z, y) na najviac
n posunuti. A keby sme nasimulovali toto rozlievanie vody, vieme potom Tahko
zratat odpoved.

Pomalsie riesSenie: Prvé, ¢o vieme spravit, je naozaj priamociare simulovanie
vysSie popisaného procesu. Zoberieme si dvojrozmerné pole velkosti r» x s a do
kazdého policka si zaznac¢ime hodnotu —1, ktoré predstavuje, ze na toto policko
sa voda este nedostala. Iba na policko (x,y) si ulozime ¢islo 0, lebo tu je na
zaciatku voda. Dalej postupne pre kazdé n od 1 po k zopakujem nasledovny
postup:

Prejdem celé dvojrozmerné pole. Ak na nejakom policku najdem ¢islo od 0
po n — 1, znamenéa to, Ze uZ je na tomto policku voda, ktora sa chce rozlievat
dalej. VSetkym jeho volnym susedom (teda nie je to prekazka, je na mape a este
tam nebola voda — v poli mdm ulozené —1) zazna¢im do pola hodnotu n. To
znamena, ze toto policko bolo zaliate v n-tom kroku.

Tento postup nam zaruci, ze po n-tej iteracii mame v poli nezaporné cisla na
tych miestach, kam sa vie tank dostat na najviac n krokov. Po kroku, v ktorom
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n = k, teda mame oznacené prave tie policka, ktoré nas zaujimaja. Prejdeme
celt mapu, spocitame, kolko ich je a vypiSeme toto ¢islo na vystup.

Bohuzial musime pocas simuldcie rozlievania vody k-krat prejst cez celu
mapu, a teda mame ¢asovu zlozitost O(krs) na zodpovedanie jednej otézky.

Vzorové riesenie: Chceli by sme to teda nejak zrychlit. Pozrime sa, ¢i v pred-
chadzajucom programe nerobime nieco zbytoc¢ne. Naozaj nam treba pozerat na
vSetky policka? Lahko nahliadneme, Ze nie. Ak sme v n-tej iteracii, nepotre-
bujem kontrolovat rozlievanie vody zo vSetkych poli¢ok, ale len z tych, kam sa
voda prvykrat dostala v predchadzajiucom, (n — 1). kroku. Vsetko, ¢o sa dalo
zaliat skor, uz davno aj zaliate je. Inymi slovami, nikdy sa nemoze stat, Ze sa
¢isla v dvoch susednych volnych polickach budu lisit o viac ako 1 — akonéhle
niekedy zalejem jedno z nich, najneskor v nasledujucom kole (z neho) zalejem
aj to susedné. V kazdej iteracii rozlievania ndm teda staci kontrolovat policka s
¢islom n — 1.

Otéazkou vsak je, ako to robit dostatocne rychlo. Efektivne riesenie tejto
tlohy je zndme pod nézvom prehladavanie do Sirky.

Prehladavanie do Sirky:

Algoritmus je v podstate simuluje Sirenie vody, akurat to robi velmi Sikovne.
Podstatou je datova struktira fronta, do ktorej vieme prvok vlozit a potom ho
aj vybrat, pricom vo vnutri v datovej Struktare to funguje ako klasicky rad na
obed. Ked chceme vlozit novy prvok, zaradime ho na koniec tohto radu, a ked
prvok vyberame, vyberieme vzdy prvy prvok — ten, ktory uz najdlhsie cakal.

V nasej fronte budi na spracovanie ¢akat policka, z ktorych chceme rozlievat
vodu. Na zaciatku je tam teda jediné policko: (x,y).

K3m je vo fronte nejaké policko, robime nasledujicu vec: Vyberieme z fronty
policko, z ktorého sa ide $irit voda a do premennej n si pozna¢im, v ktorom kroku
som toto policko zaplavil (to mam poznacené v poli). Pozrieme sa na susedné
policka. Ak je niektoré z nich volné, zaznacime si, Ze sme toto policko objavili
v kroku n 4+ 1 a vlozime ho do fronty na spracovanie. (Samozrejme, ak n = k,
uz nové policka na spracovanie do fronty nevkladame.)

Po dobehnuti tohto algoritmu dostéavame presne rovnaky vysledok ako pred
tym, teda si zratame pocet zaplavenych miest a vratime ho ako vysledok.

A preco to funguje? VSimnime si, Ze na zaciatku st vo fronte miesta, ktoré
sa daju zaplavit na 0 krokov — také je jedno. Potom do fronty vlozim vSetky,
ktoré sa daju zaplavit na 1 krok. Tieto postupne z fronty vyberdm a do fronty
za ne priddvam polic¢ka, ktoré st zo Startu dosiahnutelné na 2 kroky. Ked teda
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spracujem vSetky policka dosiahnutelné na 1 krok, vo fronte buda na spracovanie
¢akat prave vSetky policka dosiahnutelné na 2 kroky. A tak dalej. Teda robim to
isté ¢o predtym, nepozeram sa vsSak na vsetky policka znovu a znovu, ale kazdé
policko spracujem najviac jedenkrat — vtedy, ked to treba.

Zostava uz len urcit pamétova a ¢asovu zlozitost. Pamit je O(rs), lebo si
musim pamitat ako vyzera celd mapa. Cas potrebny na odpovedanie na jednu
otazku je O(rs), lebo kazdé miesto zaplavim najviac raz a teda sa aj najviac
raz ocitne vo fronte.

Listing programu (Python)

fromsys inport stdin
from queue inport Queue
T =int(stdin.readline())

for t in range(T):
R S Q=] int(x) for x in stdin.readline().sp
t(

lit() ]
) 1 f

A= [ int(x) for x in stdin.readline().spli or r in range(R ]
for g in range(Q:

ro, sO, krokov = int(x) for x in stdin.readline().split() ]

dist = [ [ 1234567890 for s in range(S) ] for r in range(R) ]

dist[r0-1][s0-1] =0

Q = Queue()

Qput( (r0-1,s0-1) )

answer =1

while not Qenpty():
cr,cs = Qaget()
for nr,ns in [ (cr+l1,cs),(cr-1,cs),(cr,cs+l),(cr,cs-1) ]:
if nr<O or ns<0 or nr>=R or ns>=S: continue
if dist[nr][ns] <= dist[cr][cs]+1: continue
if Alnr][ns] == 1: continue
if dist[cr][cs] == krokov: continue
answer += 1
dist[nr][ns] = dist[cr][cs]+1
Qput( (nr,ns) )
print (answer)

B-I-3 Stucdet sucdtov

Co by ste robili vy, keby vam vas$ ucitel matematiky dal za tlohu séitaf
postupnosti ¢isel za celt triedu? Uréite by sa mnohym z véas nechcelo robit
tolko séitani, a nejako by ste sa snazili usetrit si robotu. Ale ako?

Najskor sa pozrime, kolko vypocétov by ziaci spravili, keby pocitali vSetko
poctivo tak, ako bolo uvedené v zadani. Mame radovo n? Ziakov, z ktorych kazdy
spravi rddovo n s¢itani, ¢ize dokopy mame zlozitost ©(n?). (D4 sa spocitat, ze
presny pocet s¢itani je n(n+ 1)(n+2)/6 — 1.)
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Ako teda tento postup zefektivnit? Napriklad nemé velky zmysel podcitat
nieco viackrat. Ked méate za tlohu séitat prvych sedemnast ¢isel a zistite, ze vas
spoluziak uz méa vypocitany siicet prvych Sestnastich, tak nemusite jeho robotu
opakovat, ale sa ho mézete spytat na jeho vysledok a pripocitat uz len posledné,
sedemnaste cislo.

Cely postup teda mozeme zlepsif napriklad nasledovne: Ziaci rozdelia do
skupin podla toho, kde zac¢ina ich usek. (Teda v prvej skupine budu ti, ktori
maju spocitat ¢isla od prvého po nejaké, v druhej skupine ti, ktori zac¢inaja
s¢itovat od druhého ¢isla, a tak dalej.) V rdmci skupiny sa potom postavia do
radu podla toho, ktorym ¢islom koncia.

Pocitanie bude teraz fungovat nasledovne: Prvy ziak v rade ma sc¢itat len
jednoprvkovt postupnost. Teda rovno vie vysledok. Vysledok povie dalSiemu
ziakovi. Ten nasledne k nemu pripocita nasledujice cislo z postupnosti a tiez
je hotovy. Vysledok povie nasledujicemu v rade, a tak dalej. Kazdy ziak takto
spravi len jedno jediné scitanie — pripocita svoje ¢islo ku suctu ziaka pred nim.
(Ak napriklad mam pocitat stcet od 3. ¢isla po 11., pockdm si, kjym mi predo
mnou stojaci ziak oznami sucet od 3. po 10. ¢islo, pripoc¢itam k nemu 11. ¢islo
a som hotovy.)

Takymto sposobom dokaze kazdy ziak zistit svoj sicet v konsStantnom case.
KedZe ziakov je rddovo n?, spravi sa pritom len O(n?) operéacii. Pri implemen-
tacii nam stacia dva vnorené cykly: vonkajsi urcuje zaciatok tseku, vnutorny
zase koniec (teda ziaka, ktory prave pocita).

Listing programu (C++)

#i ncl ude<i ost r ean>
usi ng nanespace std;

int main(){
int n;
cin >> n;
I ong | ong cel kovysucet = 0;

/I naci t ame post upnost
[ ong | ong postupnost[n+1];
for(int i =1; I <= n; ++i) cin >> postupnost[i];

for(int i = 1; i <=n; ++i)
/'l spocitame ziakov, ktorych postupnosti zacinaju i-tym prvkom
Il ong |l ong aktualny = 0;
for(int j =i; j <= n; +4j)
/1 nova hodnota = hodnota ziaka predo mmou + j-ty cl en postupnost
aktual ny += postupnost[j];
cel kovysucet += aktual ny;

}

cout << cel kovysucet << endl



72 RIESENIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE B

Ako sme videli, ked sa snazime nejaky postup zrychlit, tak sa zamyslime, ¢i
nerobime niec¢o zbyto¢ne velakrat. V predchadzajicom rieSeni uz toho zdanlivo
nejde vela zlep§it — pre kazdého konkrétneho Ziaka sme predsa jeho vysledok
zistili v konstantnom cCase a lepSie to uz nema ako ist, nie?

Lenze ono to efektivnejsie pojde. Trik bude v tom, Zze my vlastne jednotlivé
medzivysledky nepotrebujeme. Nas zaujima len ich stucet. A ni¢ nebrani tomu,
aby sme tento sucet vedeli nejakym inym, Sikovnejsim sposobom vypocitat efek-
tivnejsie.

Predstavte si, ze chcete séitat 100-krat ¢islo 47. Co by ste naozaj urobili?
Urobili by ste 99 operacii sc¢itania alebo nieco iné? Asi nik by nescital, vsetci
predsa vedia, ze vysledok bude 100 krat 47, cize 4700.

Podobne aj v tejto tlohe budeme vo vzorovom rieSeni namiesto opakovaného
sCitania radSej nasobit. Pre kazdy prvok postupnosti si jednoducho spocitame,
kolkokrat sa objavi vo vysledku. Inymi slovami, to, ¢o potrebujeme pre kazdy
prvok zistit, je pocet ziakov, ktori tento prvok maju vo svojom tuseku.

Ked si zoberieme nejaké dve ¢isla a,b;1 < a < b < n, tak existuje prave
jeden ziak, ktory mal za tlohu séitat ¢isla z tseku od a po b vratane. Zoberme
si nejaky konkrétny, povedzme i-ty prvok postupnosti. Usek od a po b, ktory
tento prvok obsahuje, musel zjavne za¢at najneskor na i-tom mieste, teda musi
platit a < i. Zaroven tento tsek musi skoncit az po i-tom prvku, teda pre b plati
1 < b.

Usek, ktory obsahuje i-ty prvok, mé teda i moznych zaciatkov a n — i + 1
moznych koncov. Kazdy zaciatok s kazdym koncom urcuje jeden konkrétny tisek.
Preto je takychto tisekov presne i x (n — i + 1). Inymi slovami, i-ty prvok sa
vyskytne v celkovom stéte prave i(n — i + 1)-krat.

Program, ktory riesi tuto ulohu, teda postupne precita cely vstup od prvku s
¢islom 1 az po n, pre kazdé i vynasobi hodnotu i-teho prvku poctom ix (n—i+1),
a vSetky tieto medzivysledky scita.

Celkové ¢asovéa zlozitost bude O(n). T uz zjavne nevieme zlepsit, lebo mu-
sime nacitat cely vstup. Paméfova zlozitost bude O(1), ked si uvedomime, zZe
pole si vlastne ani netreba pamitat. Jediné, ¢o potrebujeme, je aktualne spra-
cavané c¢islo, jeho index, ¢islo n a doterajsi stucet.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanr

int main(){
long long n;
std::cin >> n;
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I ong | ong sucet = 0O;
for (int i =1; i <=n; ++i) {
I ong | ong prvok;
std::cin >> prvok;
sucet += prvok x i = (n-i+1);

std::cout << sucet << "\n”;

B-I-4 Paralelné trampoty

V rieseni tejto ulohy si ukazeme, ze vo svete, v ktorom sa naraz deje viacero
veci, moze ¢asto vzniknut necakany chaos.

Poduloha A — 6 bodov:

Vyrobit na tabuli ¢islo 900 je Iahké. Stac¢i napriklad, aby postupne kazdé
dieta 30x zopakovalo postup zo zadania. Presnejsie, akykolvek scenar, pri kto-
rom sa jednotlivé vykonania postupu zo zadania neprekryvaja, vyrobi na tabuli
¢islo 900. Ak ho chceme zmenSit, musime teda nechat viac deti vykonavat ich

postup v tom istom case. Tu je prvé mozné zlepSenie, ktoré nas dostane z 900
na 30:

e Postupne po jednom vojde kazdé dieta do triedy, precita z tabule 0 a
zapaméita si ju.

e Vsetky deti stoja pred triedou a usilovne pocitaju, az kym kazdé z nich
nedostane vysledok 1.

e Postupne po jednom véjde kazdé dieta do triedy, zotrie tabulu a napise
na nu svoj vysledok: ¢islo 1.
V tomto okamihu uz mame za sebou 30 vykonani postupu zo zadania —
no na tabuli namiesto ¢isla 30 svieti len ¢islo 1.

o Este 29x zopakujeme predchadzajice tri body.

Celkom slusné zlepSenie, nie? Aj keby sme namiesto 30 deti mali v nase;
triede 1000, aj tak by sme skon¢ili na ¢isle 30 (a nie 30000).

No ale lepSie to uz zjavne nepojde. VSimnime si totiz konkrétne dieta. To svoj]
postup vykona 30-krat, a to nutne postupne. Zakazdym pritom zvysi hodnotu
na tabuli. A teda na konci musi byt hodnota na tabuli asponn 30. A tym sme
skoncéili — ukézali sme, Ze 30 dosiahnuf vieme, aj to, Ze menej nie.
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Presvedcil vas predchadzajici odsek? Ak tusite zradu, tuSenie vas veru ne-
klame. V , dokaze“, Ze menej ako 30 nevieme dosiahnut, je totiz chyba. Kde?
Pozrime sa na doty¢né jedno dieta poriadnejsie. A vyberme si napriklad sedem-
naste opakovanie jeho postupu. Nase dieta voslo do triedy, zapamiitalo si ¢islo
x z tabule, vyS$lo von, prirdtalo k nemu 1, znova voslo dnu, zotrelo tabulu, napi-
salo x +1 a zase vyslo von. A teraz prichadza kamen trazu. Totiz skor, ako toto
dieta zacne svoje osemnadste kolo, moze sa pokojne staft, Ze do triedy vbehne iné
dieta so svojim vysledkom — a pokojne sa moze stat, ze tento vysledok je mensi
ako x + 1.

Teda sice je pravda, Ze konkrétne dieta postupne 30-krat zvysi aktudlnu
hodnotu na tabuli, ale uz nie je pravda, ze ide o t istd, postupne zvySovanu
hodnotu.

Ak to eSte nie je jasné, ukazeme to najskor na malom priklade:

Adamko bol v triede a zapaméital si 0.
Betka bola v triede a zapamaitala si 0.
Cilka bola v triede a zapamétala si 0.
Adamko bol v triede a zapisal 1.
Dusanko bol v triede a zapamétal si 1.
Dusanko bol v triede a zapisal 2.
Betka bola v triede a zapisala 1.
Dusanko bol v triede a zapamétal si 1.
Dusanko bol v triede a zapisal 2.
Cilka bola v triede a zapisala 1.

Dusanko je uz tretikrat v triede po cislo. ..
... a po tretikrat vidi na tabuli ¢islo 1.
e Dusanko tretikrat zapisal na tabulu ¢islo 2.

No a teraz uz je ¢as na optimalne rieSenie. Jeho hodnota je prekvapiva:
najmensie mozné ¢islo, ktoré moze na konci ostat na tabuli, je ¢islo 2. Existuje
viacero sposobov, my si ukazeme jeden z nich. Dve z deti si nazveme Viktor a
Zuzka, ostatnych 28 ponechdme bez mena.

Viktor bol v triede a zapamital si 0.
Zuzka bola v triede a zapamaétala si 0.

[ J
[ J
e Vsetky ostatné deti 30x vykonali cely postup (v Tubovolnom poradi).
e Viktor bol v triede a zapisal 1.

[ J

Viktor vykonal svoje 2. az 29. opakovanie. Na tabuli je ¢islo 29.
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Zuzka bola v triede a zapisala 1.
Viktor bol v triede a zapamital si 1.
Zuzka vykonala svoje 2. az 30. opakovanie. Na tabuli je teraz ¢islo 30.

No a tplne na zaver prisiel do triedy Viktor a zapisal na tabulu ¢islo 2.

Do kompletného riesenia uz chyba len dékaz, ze menej ako 2 sa uz naozaj
dosiahnut neda. Ten je nastastie Tahky: Nula je na tabuli len na zacdiatku. Od
okamihu, kedy prvykrat niekto zapise svoj vysledok, je ¢islo na tabuli stale
kladné. Vsimnime si dieta, ktoré na konci zapisalo Uplne poslednti hodnotu
na tabulu. Ide o jeho tridsiate opakovanie postupu, a teda ¢islo, ktoré v nom
precitalo z tabule, bolo nutne uz kladné — a teda aspon 1. Tym padom zapisany
vysledok je aspon 2, ¢.b.t.d.

Podiloha B — 4 body:

Pre pripomenutie, tu je eSte raz zadanie stutaznej tlohy. V Marienkinom
domovskom adresari je sibor /home/marienka/ponik3.png, ku ktorému Janko
nema pristup. Spravca Samko vSak spravil program, ktory funguje nasledovne:
ked ho uzivatel X spusti ako ,posli /nejaka/cesta/subor email®, program
postupne:

1. otvori adresiar /nejaka/cesta a skontroluje, ¢i X mé pravo ¢itat subor.
2. ak ano, otvori subor, nacita ho a preposle ho na adresu email.

Trik je samozrejme vo vhodnom pouziti symbolickych liniek, vysvetlenych v
zadani. Asi najjednoduchsie rieSenie vyzera nasledovne:

1. Janko vyrobi symbolicktu linku ukazujiicu na stbor v jeho domovskom
adresari.

2. Janko spusti Samkov program, pricom ako prvy parameter pouzije prave
dotyc¢na symbolicka linku.

3. Samkov program skontroluje, Ze Janko mé pravo ¢itat dotyény subor.
Vsetko vyzera OK.

4. Janko rychlo zmeni svoju symbolicku linku tak, aby ukazovala na Marien-
kin obrazok ponika.

5. Samkov program ho precita a posle Jankovi mailom.

Napriek tomu, ze ide o nesmierne jednoducht formu ttoku, su takéto utoky
na bezpefnost systémov v praxi pomerne bezné. Mnohé exploity (programy
zneuzivajuce slabiny systémov) st zalozené préave na tom, Ze uto¢nik odhali
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v systéme takuto chybu. V zadani sme uz spominali, Zze sa takymto chybam,
vznikajucim pocas sucasného behu viacerych programov, zvykne hovorit race
condition. Slovo race (zavod) je v nazve prave preto, Ze sa programy pretekaju
— stihne Gtoc¢nik v spravnej chvili urobit potrebné zmeny?

Vo vyhode je samozrejme ttocnik. Totiz ¢asto ma k dispozicii pokusov, kolko
len chce, priCom mu staci uspiet jeden jediny raz. A skutoc¢ne aj mnohé realne
exploity z praxe fungujui jednoducho tak, Ze sa dokola skusaju ,trafit do sprav-
neho okamihu®, az sa im to skor ¢i neskor aj podari.



Riesenia krajského kola kategorie A

A-TI-1 Vykrm

Z celého kralovstva sa zacali zbiehat odvazni junaci a junacky, ktori chceli
kralovskému paru pomodct. Prvy odvéazlivec predstavil kralovnej Totni nasle-
dovné rieSenie: Kazdy navrh skontrolujeme osobitne. Pre kazdé jedlo v nom
skuisime vybrat vhodné mesto, v ktorom ho mé Hurim zjest. Kde by mal zjest
prvé jedlo z planu? Ak ma na vyber viacero miest, kde ho podavaju, zjavne
ni¢ nepokazime, ak mu ho ddme v meste s najmensim c¢islom — ostane nam tak
pri plneni zvysku planu na vyber najviac inych miest. A v tejto itvahe mozeme
pokracovat aj dalej. Vzdy, ked chceme Hurimovi dat nejaké dalsie jedlo, ideme z
mesta, kde Hurim naposledy jedol, dalej, az kym nestretneme prvé také, kde sa
toto konkrétne jedlo podava. Ak sa takto dostaneme az na koniec kralovstva a
prave hladané jedlo uz nikde nepodéavali, navrh vyhlasime za nezrealizovatelny.

Je zjavné, Ze ak sa ndm podari najst ku kazdému jedlu mesto, kde ho Hurim
zje, mozeme opravnene prehlasit ndvrh za zrealizovatelny. Kralovnéd Totina vSak
mala eSte isté pochybnosti, ¢i sa niekedy nemoéze stat, ze by sme dostali dobry
rozvrh, ale prehlasili ho za nerealizovatelny. A tak odvéazlivec pod hrozbou statia
hlavy musel dokazat kralovnej, Ze pre kazdy zrealizovatelny plan nas algoritmus
naozaj jednu moznu realizaciu najde.

Myslienku dékazu sme si naznacili uz vyssie. Sporom. Nech teda existuju
nejaké sposoby realizacie, ale nas algoritmus ziaden nenajde. Zo vSetkych reali-
zacil si vyberieme ,najmensiu“, teda t1, ktora ma na zaciatku ¢o najviac krokov
spolo¢nych s ¢iastocnym planom, ktory nasiel nas algoritmus. V nejakom kroku
sa potom ale liSia — na$ algoritmus chcel vybrat nejaké mesto mq, zatial ¢o
zvolené realizicia pouzije iné mesto mo. Zjavne musi platit m; < ma, lebo my
je prvé mesto, ktoré sa v danej situacii dalo pouzit. To ale znamené, Ze v nami
zvolenej realizicii mozeme namiesto mesta mo pouzit mesto mq — a to je spor s
tym, Ze sme na zaciatku vybrali realizaciu, ktora sa najdlhsie zhodovala s nasim
algoritmom.

(Alebo iny pohlad na vyssie uvedeny dokaz: ak méame lubovolni korektnu
realizaciu, vieme ju prerobit na ti, ktort najde nas algoritmus — a to tak, Ze
postupne ideme po jednotlivych jedlach planu a zakazdym skontrolujeme, c¢i
nemozeme zjedenie daného jedla posunit do skorsieho mesta.)

A tak nas prvy odvazlivec nasiel funkény algoritmus, pracujuci v ¢ase O(k -
(n + £)): pre kazdy z k planov postupne prechadza cez vSetkych n miest a
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odskrtava si, ktoré z £ jedal daného planu uz Hurim zjedol. A kedZe zjavne ma
zmysel uvazovat len situécie, kde ¢ < n, mozeme tento odhad zjednodusit na
O(kn).

Vam takyto algoritmus mohol pomoct k piatim bodom, kralovnej vsak ne-
stacil, lebo bol prilis pomaly a kym by sa dockala vysledku, bolo by neskoro.

Nastastie sa nasiel niekto dalsi, kto prisiel na Sikovné vylepsSenie: Pre kazdé
jedlo vytvorime zoznam miest, v ktorych je toto jedlo Specialita. Potom ked
kontrolujeme konkrétny plan, nemusime ist zaradom po celom kralovstve. Ked
vieme, aké jedlo ma Hurim zjest ako dalSie v poradi, moZzeme si v zozname jeho
sme) pomocou binarneho vyhladavania.

KedZe miest je dokopy n, kazdy zoznam vyskytov ma dlzku najviac n, a teda
¢as potrebny na najdenie nasledujiceho vyskytu prave hladaného jedla vieme
zhora odhadnit ako O(logn).

Celkovo sa takto ¢asova zlozitost riesSenia zlepsi na O(n + kflogn): najskor
nacitame cely vstup, a potom pre kazdy z k planov a kazdé z ¢ jedal v nom
pouzijeme jedno binarne vyhladdvanie na najdenie spravneho nasledujiceho
mesta (ak existuje). Za takéto riesenie sa dalo ziskat az devif bodov. Kralovne;
uz stacilo, my sa s nim vSak neuspokojime a ukaZzeme si, ako sa zbavit este aj
toho logaritmu.

Jeden mozny sposob, ako sa logaritmu zbavit, poddani vymysleli rychlo,
ale fungoval len pre malé m: namiesto binarneho vyhladéavania si jednoducho
pre kazda dvojicu (mesto,jedlo) predpoc¢itame, v ktorom najblizSom meste s
spravit v ¢ase O(n) prechodom cez vsetky mesta (od konca), dokopy ma teda
predpocitanie ¢asovi aj pamitova zlozitost O(mn). Néasledne uz vieme kazdu
polozku kazdého planu spracovat v konsStantnom case, celkova ¢asova zlozitost
je teda O(mn + k). Za takéto rieSenie sa dalo ziskat sedem bodov.

Nakoniec predsa len prisiel aj poddany, ktory dokézal najst optimalne rie-
Senie. Pochopil, Ze pre dosiahnutie tispechu musime kontrolovat vsetky plany
naraz. Aby sme to vedeli robit efektivne, budeme si v planoch udrziavat po-
riadok, a preto budu roztriedené do m Suflikov, podla toho, ktorym jedlom
zaCinaji. Pocas kontroly budeme z pldnov odtrhévat zaciatok, a nasledne ich
preskupovat do novych suflikov podla toho, ¢o nové sa na ich zaciatku ocitlo.

Po tvodnom rozdeleni do suflikov sa pozrieme na zoznam miest, a budeme
dokola opakovat nasledovné: Nech sa v prave spracivanom meste kralovstva vari
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jedlo x. Toto jedlo Hurim zje prave vtedy, ked je na zaciatku jeho planu. Preto
zoberieme vsetky plany, ktoré zacinaju ¢islom z (méme ich v z-tom Sufliku), z
kazdého odtrhneme zaciatocnu polozku, ktorti sme prave splnili, a rozhadzeme
ich do spravnych novych suflikov podla novej zaciato¢nej polozky.

Plany, ktoré sme celé poodtrhali, si realizovatelné, ostatné nie. Dokaz vy-
plyva z toho, ze vlastne len naraz pre vsetky plany robime jednoduchy pazravy
algoritmus, ktorého spravnost sme si dokazali na zaciatku tohto vzorového rie-
senia.

Co sa tyka samotnej implementacie, jedna moznost je, ze Sufliky, zoznam
miest, a plany buda obycajné polia. A ku kazdému polu budeme mat eSte pre-
mennd, ukazujicu na jeho aktualny ,zaciatok“, teda miesto, kde zacina este
nespracovand ¢ast. V sufliku si samozrejme paméitame len indexy planov, ktoré
prave obsahuje. Vdaka tomu vieme robit vSetky potrebné operacie v konstant-
nom case.

Ovela pohodlnejsie a rovnako rychle bude pouzit na implementéciu Suflikov,
zoznamu miest a planov fronty. Zjednodusi sa nam tym odtrhavanie zaciatku.

V oboch pripadoch si v8ak treba dévat pozor na jednu vec: Pokial presivame
plan zo Suflika spit do toho istého Suflika, nechceme, aby sa spracoval znova.
(To je ekvivalentné s tym, ze nedovolujeme dve zastavky v tom istom meste.)

Celkova zlozitost algoritmu bude O(n + kf) pretoze kazda polozka bude
odtrhnuté prave raz a na jej odtrhnutie vynalozim konstantny cas. Poloziek je
n na zozname miest a k¢ v planoch. Tato ¢asova zlozitost je zjavne optimalna,
kedze tolko ¢asu potrebujeme uz len na samotné nacitanie vstupu. Pamiitova
zlozitost je tiez O(n+ kf), pretoze si vSetky plany aj zoznam miest potrebujeme
naraz pamitat.

Listing programu (C++)

/1 Fruit of Light; Apple Strawberry
#i ncl ude<cst di o>

#i ncl ude<al gori t hme

#i ncl ude<vect or >

#i ncl ude<queue>

usi ng nanespace std;

typedef queue<int> fronta;

int nmk,lI,a;
fronta nesta;
vect or <fronta> sufliky, plany;

int main(){
/1 NACI TAME VSTUP, VYTVORI ME FRONTY
scanf (" %%l%%l” , &n, &m &k, &l ) ;
for(int i =0; i<n; ++i) { scanf("%l", &); mesta.push(a); }
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pl any. resi ze(k);

sufliky.resize(mtl);

for(int i = 0; i<k; ++i){
for (int j =0; j<l; ++4) { scanf("%”, &); plany[i].push(a); }
sufliky[plany[i].front()].push(i);

/| SKONTROLUJEME PLANY
whil e(!nesta. enpty()){
int x = nmesta.front();
mest a. pop() ;
int pocet = sufliky[x].size();
whi l e (pocet--){
int i = sufliky[x].front();
sufli ky[x]. pop();
plany[i].pop(); , _ _
if (!plany[i].enmpty()) sufliky[plany[i].front()].push(i);

}
/1 VYPI SEME REALI ZOVATELNE PLANY
for(int i = 0; i<k; ++i) printf("%\n", (plany[i].enpty())?"ano”:"nie");

A-TI-2 VyvazZené jablone

V celom vzorovom rieSeni pouzivame takil orientaciu jablone ako v zadani.
Koren je teda plne na spodku a z kazdého uzlu idt dve vetvy dohora. Podstrom
urc¢eny uzlom wu bude ta c¢ast jablone, do ktorej z korerna musime ist cez uzol u.
Aj samotny uzol u patri do tohto podstromu.

Pri rieSeni sttaznej tilohy je najjednoduchsie postupovat od listov ku korenu.
Samotny list je vzdy vyvazeny. Uzol, z ktorého idi dohora vetvy do dvoch listov,
vyvéazime velmi jednoducho — odtrhneme jablka z fazsieho listu tak, aby sme
pocet jablk v oboch listoch vyrovnali.

Predstavme si teraz, ze ideme vyvazovat uzol u, pricom predpokladédme, Ze
vSetky uzly jeho podstromu okrem samotného u st uz vyvazené. Pri vyvazovani
u uz vo vSeobecnosti nevieme jablka trhat po jednom, tak ako to bolo pri lis-
toch, pretoze potrebujeme udrzat vyvéazené oba jeho podstromy. Potrebujeme
najst najviacsi pocet jablk, ktory vieme dosiahnuf aj v jednom, aj v druhom
podstrome.

Definujme si vgsku uzla ako (maximalnu) vysku jablone nad danym uzlom,
teda smerom k listom. (Kazdy list teda ma vysku 0.) Dokazeme si nasledovné
pozorovanie: ak ma vrchol vysku h a jeho podstrom je vyvazeny, tak z toho
podstromu vieme bez porusenia vyvazenosti trhaf prave a len po 2" jablkach.
Toto dokadzeme matematickou indukciou podla h.
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1° Vrchol s vyskou 0 je list, z neho vieme jablkéd trhat po jednom.

2° Nech je cely podstrom nad uzlom v vyvazeny a nech ma uzol v vysku
h, > 1. Z neho idu1 dohora vetvy do dvoch vrcholov [ a r, ktoré maja
vysky h; a h,. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech h; > h,., a teda h, = h;+1.
KedZe v je vyvazeny, podstromy s korefimi [ a r majt rovnako vela jablk.
Cize ak nechceme pokazif vyvazenost, musime z nich trhat rovnako vela.
Zaroven ale musime na kazdej strane jablka trhat tak, aby sme nepokazili
vyvazenost daného podstromu. Z podstromu ! vieme trhat po 2" jablkach,
z podstromu r po 2", Kedze 2" | 2™, vetky pocty, ktoré vieme odtfhat
aj v jednom, aj v druhom podstrome, st tvaru k- 2 pre k > 0. A teda z
celého podstromu s korefiom v vieme trhat prave po 2-2" = 2"+ jablkach.

Ked teda mame vyvéazeny strom s korenom v, ktory momentélne obsahuje j
jablk, vieme, ze vietky pripustné poéty jablk v tomto strome st prave tvaru j—k-
2" pre k > 0 (pri¢om samozrejme nemdzeme ist do minusu). Na tomto vieme
zalozit rieSenie s linedrnou c¢asovou zlozitostou: postupne od listov ku korenu
spracuvame cely strom, pricom vzdy, ked spidjame dva podstromy, najdeme
najvicsi pocet jablk dosiahnutelny na oboch stranach. Pri tom pomozZe uvedomit
si a dokazat, ze j je vzdy nasobkom 2"*. Pri implementacii takéhoto rieSenia
si ale treba dat pozor na to, Ze mocniny dvoch velmi rychlo rastd, a tak nim
moze pre hlboké stromy pretiect nejakd premenna.

My si ale ukazeme este trochu viac o vyvazenych jabloniach a to nam potom
umozni pohodlnejsiu implementaciu. Nové, silnejSie pozorovanie vyzera nasle-
dovne: Pre kazdu vyvazenu jablon plati: ak je na nej dokopy j jablk, tak pre
kazdé 1 plati, ze v kazdom liste, ktory je vo vzdialenosti ¢ od korena, je presne
7/2% jablk.

Preco je to tak? Predstavte si, ze vSetky jablka z celej vyvazenej jablone
presunieme do korena. Ich pocet oznacime j. Nasledne ich nechame, nech sa
vSetky naraz za¢nu presuvat do listov, do ktorych patria. V kazdom uzle, vratane
korena, sa jablka rozdelia na dve rovnako velké polovice. Teda ked st prave vo
vzdialenosti ¢ od koreiia, v kazdom vrchole ich je j/2°. V tych vrcholoch, ktoré
su listami, tieto jablké zostanu, tie v uzloch sa opit rozdelia na polovice a putuja
dalej.

Inymi slovami: Nech h je vyska celej nasej jablone. Z prave dokazaného
pozorovania vieme, ze v kazdom liste, ktory je v tejto vyske, bude po vyvazeni
rovnaky pocet jablk, ozna¢me ho x. Toto jediné x popisuje celt vyvazent jabloii
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— kazdy list vo vzdialenosti i od korefia bude mat z - 2"~ jablk, a dokopy na
celej jabloni bude presne z - 2" jablk.

Hladdme teda najvicsiu hodnotu nasej neznédmej x, ktort vieme dosiahnut
pre dané stcasné rozlozenie jablk. Pre kazdy list dostavame jedno obmedzenie
hodnoty x zhora: ak je dany list vo vzdialenosti d; od koremnia, mal by mat
z - 2"~% jablk. No kedze ich ma v stcasnosti j; a moézeme jablka len odoberat,
nie pridéavat, musi platit = - 2"~9 < j;, a teda z < |j; /2" 79 ].

Stac¢i teda raz prejst celym stromom, pre kazdy list zistit jeho vzdialenost od
koreria, z toho spocitat najvicsie pripustné x, a z toho rovno vieme vysledny po-
et jablk po vyvazZeni, a teda aj pocet potrebnych odtrhnuti. Aj toto rieSenie ma
¢asovu zlozitost linedarnu od poc¢tu vrcholov jablone, vieme ho vSak implemento-
vat vyrazne strucnejSie a navySe nam pri nasej implementécii nehrozi pretecenie
premennych.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <al gorithm>
#i ncl ude <i ostreanw
#i ncl ude <nuneric>
#i ncl ude <vector >
usi ng nanespace std;

vector< pair<int, int> > dohora; // pre kazdy uzol: kam z neho vedu dohora vetvy

vect or <l ong | ong> pocet _j abl k; /1 pre kazdy list: kol'ko je v hom jablk?
vect or <bool > je |ist; /'l pre kazdy uzol: je to list?
vect or <i nt > vzdi al enosti ; /1 pre kazdy uzol: ako je dal eko od koreha?

void dfs(int kde, int vzdialenost) { // v akomvrchole som ako dal eko od koreha
vzdi al enosti [ kde] = vzdi al enost ;
if ('je_list[kde]) {
df s( dohora[ kde].first, vzdial enost+1 );
df s( dohora[ kde] . second, vzdi al enost +1 );

}

int main() {
int NN cin>> N,

dohora. resize(N+1); pocet jablk.resize(N+l); je list.resize(N+1, false);

for (int n=1; n<=N, ++n) {
string typ; cin >> typ;
it (typ=="U
cin >> dohora[n].first >> dohora[n].second;
} else {
je_list[n] = true;
cin >> pocet_jabl k[n];

}

vzdi al enosti . resize(N+1);
df s(1, 0);

int h = xmax_el ement ( vzdi al enosti . begi n(), vzdial enosti.end() );
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long long x = xmax_el ement ( pocet _j abl k. begi n(), pocet_jabl k. end() );
for (int n=1; n<=N, ++n)
if (je_list[n]) x = mn(x, pocet_jablk[n] >> (h-vzdialenosti[n]) );

I ong | ong zostane = x;

if (zostane > 0) zostane <<= h; // nepretietie, |lebo ak x>0, h je nutne malé
I ong | ong vsetky = accunul at e( pocet _j abl k. begi n(), pocet _j abl k. end(), OLL);
cout << (vsetky - zostane) << "\n”;

A-II-3 Zaokruhlovanie

Téato tloha patrila medzi tazsie z tohto kola Olympiddy. Najskor si ukdzeme
zopar dolezitych pozorovani, nasledne si nasu tlohu prevedieme na Uplne inac
vyzerajucu ulohu, a t nakoniec vyrieSime.

Dolezité pozorovania:

Prvé, ¢o si musime uvedomit, je, Ze celé ¢asti nasich ¢isiel st tplne zbytocné.
Ak mame niekde v mriezke necelé ¢islo x, mézeme ho pokojne nahradit ¢islom
x— | z]. Este stale dostaneme platnt tabulku (stcet riadku aj stipca sme zmenili
o celé ¢islo) a na rieSeni to ni¢ nezmeni — to zaokruhlenie, ktoré fungovalo
predtym, bude nutne fungovat aj teraz a naopak. Preto nam staci vediet riesit
ulohu, v ktorej st vSetky ¢isla na vstupe z intervalu (0, 1).

Zoberme si teraz nejaky riadok a povedzme si, Zze jeho sucet je k. Kedze
nase Cisla lezia v intervale (0, 1) pri zaokruihlovani sa rozhodujeme vzdy medzi
¢islom 0 a 1. A ak mame zachovat sucet riadku k, znamena to, Ze prave k cisiel
v tomto riadku musime zmenif na 1. Stdet kazdého riadku/stlpca ndm teda
urcuje, kolko ¢isiel v iom méame zmenit na 1.

Prevod na inu ulohu:

To ¢o sme zistili je sice pekné, ale uvazovat o tom v takomto tvare je velmi
obtiazne. Bolo by lepsie si to previest na int tlohu, o ktorej by sa ndm uvazovalo
lahsie. K tomu ndm moze pomoct, ze ked zmenime nejaké ¢islo v mriezke na 1,
ovplyvni to jeden riadok a jeden stipec. Hladame teda nieco ¢o dava do savisu
dve mnoziny veci.

Vhodn4 Struktara je bipartitny graf. Budeme mat dve mnoziny vrcholov R
a S, kde kazdy vrchol v R predstavuje jeden riadok a vrchol v S stipec. Hrana
medzi dvoma vrcholmi r; a s; znamena, Ze sme ¢islo v i-tom riadku a j-tom
stIpci zaokruhlili na 1. Zo vstupu vieme pocet stipcov aj riadkov. A vieme z
neho pre kazdy riadok aj stipec zistit, kolko ¢isiel v iom sa mé zaokrihlit na 1
— teda pocet hran, ktoré musia vychadzat z konkrétneho vrcholu v nasom grafe.
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Dostavame teda tlohu z tedrie grafov. Mame zostrojit bipartitny graf, pricom
kazdy vrchol méa vopred uréeny pocet hran, ktoré z neho maji vychadzat —
stupen daného vrchola.

(Odbocka: Uvedomte si, Ze tato nova tloha je o nieco vSeobecnejsia. Totiz
existuju niektoré jej zadania, ktoré nezodpovedaju ziadnej matici realnych cisel.
To nam ale nevadi — ak tato novia tulohu vyrieSime, vyriesime tym aj nasu
poévodnit.)

Problémom je, Ze nemo6Zeme mat nasobné hrany, teda nemdze byt medzi
dvoma vrcholmi viac ako jedna hrana. Ak by sme teda priradovali hrany len tak
ako pride, mohlo by sa nam stat, Ze sice rieSenie existuje, ale my ho nendjdeme
— na konci nam zostanu nejaké vrcholy, ktoré este nemaji dostatocny stupen,
no zaroven uz nemozeme pridat Ziadnu hranu, lebo vSetky hrany, ktoré by sme
potrebovali pridat, uz v grafe mame.

Potrebujeme najst nejaky sposob zostrojovania grafu, ktoré nieco takéto
vylaci — teda ktory nam zaruci, ze ak graf s danymi stupnami vrcholov existuje,
tak jeden taky najdeme.

PazZravy algoritmus:

Vyslovime teraz tvrdenie, ktoré ndm pomdze najst efektivne rieSenie nasej
novej ulohy.

Tvrdime: Ak existuje bipartitny graf B s danymi stupniami vrcholov, exis-
tuje aj B’, ktory ma rovnaké stupne vrcholov a navySe plati, ze konkrétny vrchol
r z mnoziny R je spojeny s deg(r) vrcholmi z S, ktoré maji najvicsi stupen.?

Dokaz: Majme teda nejaky bipartitny graf B a v nom vrchol r. Ukazeme,
ze graf B vzdy vieme postupne prerobit na pozadovany graf B’

Ak je r pripojeny ku deg(r) vrcholom s najvy$sim stupnom, je vSetko v
poriadku a B’ = B. Ak nie, tak existuje vrchol s; v mnozine S, ktory je spojeny
s r, ale nepatri medzi deg(r) najvicsich. A tiez existuje vrchol so z mnoziny S,
ktory lezi medzi deg(r) najvicsimi, ale nie je spojeny s r. Kedze deg(s2) >
deg(s1), tak existuje vrchol v’ z mnoziny R, ktory je spojeny s so, ale nie s s1.
Ak teraz nahradime hrany r — s; a 7’ — s5 za hrany r — so a ' — s1, mame
stale korektny bipartitny graf, opravili sme si vsak jednu zlt hranu z vrcholu r.
Opakovanim tohto postupu prerobime v konec¢nom pocte krokov povodny graf
B na graf, v ktorom je r spojeny s deg(r) vrcholmi s najviacésim stuprniom, q.e.d.

Toto nam déva postup ako budovat dany graf: Zoberieme Tubovolny r» € R
a najdeme mu zodpovedajice vrcholy v S. Teraz moézeme na vrchol r zabudnit

1Znagenie deg(r) predstavuje stupen vrchola v.
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a vrcholom z S, ktoré sme s nim spojili, znizit stupen o 1. Tym dostavame ten
isty problém, len na menSom grafe. Tento postup teda opakujeme, az kym bud
nespracujeme celé R, alebo nenarazime na spor.

Nagu povodni tlohu teda vyriesime nasledovne: Pre kazdy riadok a stlpec
zistime pocet jednotiek, ktoré v niom musime pridat — teda stupen zodpoveda-
jaceho vrcholu v nasom grafe. Néasledne budeme postupne vypliat jednotlivé
riadky. (Kedze nezéalezi na poradi, v akom to robime, budeme ich jednoducho
vypliiat v poradi, v akom si na vstupe.) Nech teraz spractivame riadok, v kto-
rom mé byt k jednotiek. Na to nam stac¢i najst k stlpcov, v ktorych chyba
najviac jednotiek, a vyplnit ich tam.

Jediné otvorena otazka je, ako budem vyberat k stipcov s najviésim stup-
nom. Pouzitim haldy alebo nejakého klasického efektivneho algoritmu (napr.
MergeSortu alebo knizni¢nej funkcie sort) na triedenie dostanem pre tabulku
rozmerov 7 X s ¢asovu zlozitost O(rslogs). Uvedomme si vSak, ze ¢isla, ktoré
triedim, st z rozsahu 0 az r. Preto mézem pouzit CountSort, alebo iny triediaci
algoritmus s linedrnou casovou zlozitostou. Takto dostaneme ¢asovu zlozitost
O(rs). Toto je zaroven aj optimum, kedze musime nacitat vstup.

Listing programu (C++)

#i ncl ude<cst di o>
#i ncl ude<al gori t hm>
#i ncl ude<vect or >
#i ncl ude <cmat h>
usi ng nanmespace std;

int main(){
int r,s;
scanf ("%l .%.", &, &s);
double Alr][s];
for(int 1 =0; i<r; i++)
for(int j=0; j<s; j++)

doubl e p;
scanf ("% f.", &) ;
) Ali][j]=p-floor(p);
int Rr], S s];

char V[r][s];
for(int i=0; i<r; i++)

doubl e p=0;
for(int j=0; j<s; j++) p+=Alil[j];
Rli]=ceil(p);

for(int i=0; i<s; i++)

doubl e p=0;
for(int j=0; j<s; j++) p+=A[j][i];
S[i]=ceil(p);
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for(int i=0; i<r; i++)
for(int j=0; j<s; j++) V[i][j]="D;
vect or<vector<int> > C
for(int i=0; i<r; i++)
{
C.clear();
C resize(s+l);
for(int j=0; j<s; j++) (QS[j]].push_back(j);
int p=0;
int kde=s;
while(p!'=Ri1])
{

for(int k=0; k<{ kde].size(); k++)
if(p==R[i]) break;

VIi ][ kde] [k]]="H;
p++, S[ I kde][k]]--;

kde- -;
}
for(int i=0; i<r; i++)
for(int j=0; j<s; j++) printf("%” V[i][j]);
printf("\n");

Alternativne riesenie:

Sutazna uloha sa dala (sice pomalsie, ale eSte stale v polynomidlnom case)
vyriesit aj bez transformécie na tlohu o zostrojeni bipartitného grafu. Toto po-
malsie rieSenie uvadzame aj z toho dévodu, ze z neho vyplynie, Ze nasa tloha
vzdy ma rieSenie — teda ze vzdy existuje aspon jeden vhodny sposob zaokrih-
Tovania.

V tomto rieseni budeme zaokruhlovat ¢isla postupne. Vzdy si ndjdeme ne-
jakt mnozinu cisel, ktoré este nie su celé, a vhodne ju upravime. Vhodna aprava
bude mat dve vlastnosti: nezmeni stéet v ziadnom riadku ani stipci, a navyse
po nej bude aspon jedno zo zmenenych cisel celé.

Najjednoduchsia uprava bude vyzerat nasledovne: Vyberieme si dva riadky
a dva stlpce také, Ze vSetky Styri éisla, ktoré lezia v tych riadkoch a zaroven v
tych stlpcoch st necelé. Teraz moézeme dve z nich (,avé horné“ a ,pravé dolné®)
o nejakt hodnotu § zvysit a zaroven zvysné dve o ti istil hodnotu § znizit. Tym
sa zjavne nezmeni sucet ziadneho riadku ani stipca. No a ked hodnotu 6 zvolime
vhodne, niektoré z nich (aspon jedno) stipne na 1 alebo klesne na 0, zatial ¢o
ostatné (najviac tri) ostant v intervale (0,1).
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Napriklad keby sme niekde v tabulke videli ¢isla:

. 0.47 .... 0.21
. 0.17 .... 0.62 ....
tak si zvolime 6 = 0.17, ¢im dostaneme:

. 0.64 .... 0.04 ....
. 0.00 .... 0.79 ....
a uspesne sme tak zvysili pocet celych ¢isel.

Samozrejme, ¢asom sa nam takéto Stvorice c¢isel mini — v kazdej uz bude
ktoré zmenime.

Ako ich hladat? Ak eSte nie sme hotovi, je v nasej tabulke aspon jedno necelé
¢islo. Jedno také si vyberieme. Riadok, v ktorom je, méa celociselny sticet, preto v
nom musi byt aspon jedno dalSie necelé ¢islo. Jedno také si ndjdeme a pozrieme
sa pre zmenu na jeho stlpec. Aj v tom musi niekde byt este aspoii jedno iné
necelé ¢islo. A takto pokracujeme dalej, striedavo hladajic dalsie ¢islo v riadku
a v stlpci.

A kedZe pokracovat mdzeme do nekonecna, ¢asom sa nadm nejaky riadok
alebo stipec zopakuje. V tom okamihu sme nasli cyklus: nejak postupnost k
riadkov a k stlpcov, ktord nam urcuje 2k necelych ¢isel — v kazdom riadku aj
stIpci dve z nich. No a s nimi spravime presne to isté: na striedacku ich budeme
zvic¢Sovat a zmensovat o ta istt hodnotu 6.

Prave sme teda ukazali, Zze vzdy, ked eSte mame v naSej tabulke nejaké
necelé ¢isla, vieme ju upravit tak, aby sa aspon jedno z nich zmenilo na celé.
Opakovanim vyS$sie popisaného postupu teda ¢asom musime dostat tabulku, v
ktorej uz su vsetky cisla celé.

Hladanie jednej vhodnej skupiny poli¢ok vieme v tabulke rozmerov r X s
spravit v ¢ase O(rs) — lebo pred najdenim cyklu prejdeme kazdy riadok a
kazdy stlpec najviac raz. Jej upravu potom spravime v zanedbatelnom ¢ase
O(min(r, s)). No a kedze mame tabulku s rs polickami a v kazdej iteracii zme-
nime na celé aspon jedno z nich, bude nam urcite stacit rs iteracii. Celkova
¢asovil zloZitost tohto rieSenia teda vieme zhora odhadniat ako O(r?s?).
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A-I-4 Log-space vypocty

Podilloha A — Nasobenie velkych ¢isel:

Nésobit velké ¢isla sme sa udcili uz na zakladnej gkole. Cisla o a 3 si jedno-
ducho napiSeme pod seba, potom postupne nasobime « vSetkymi ciframi § (na
to staél poznat mald néasobilku), pricom pri kazdej dalsej cifre sa posunieme
o jeden stlpec dolava. Nakoniec vSetky medzivysledky séitame. Napriklad pre
a = 137 a f = 123 vyzera nasobenie takto:

1 3 7
x 1 2 3
4 1 1
2 7 4
1 3 7
1 6 8 5 1

Tento algoritmus bezi v ¢ase O(n?) a da sa jednoducho implementovat s
pomocnym polom. Pri log-space vypoctoch si toto nemézeme dovolit a musime
sa zamysliet nad implementaciou bez pomocného pola.

Vysledok budeme poéitat cifru po cifre, stipec po stlpci. Pre jednoduchost
zatial zabudnime na prenosy do vysSich radov. Potom posledna cifra C[0] je
zrejme A[0] * B[0].

C[1] = A[0] = B[] + A[1] * B[0]
Cl2] = A[0]*BJ2]+ A[1] * B[1] + A[2] = B[0]
C3] = A[0]* BJ3] + A[1] * B[2] + A[2] * B[1] + A[3] = B[0]

Vo vSeobecnosti je C'[i] sicet nejakych A[j]*B|k], pricom j+k = i. V skuto¢nosti
k tomuto méze eSte pribudnit prenos z nizsieho radu a ak dostaneme vysledok
> 9, C[i] bude iba posledna cifra tohto stc¢tu. Teda

sucet < prenos + Z Alj] = BlK]
=i
Cli] <« sucet mod 10
prenos < |sucet/10]
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Takto stac¢i pouzit len zopar pomocnych premennych. NavySe sucet bude
nadobudat len hodnoty od 0 po 90n (mdZeme mat najviac n-krat 9 x 9 = 81n
plus prenos 9n z nizsieho radu), takze program je naozaj log-space.

Listing programu (Pascal)

var n : integer; { vstup: dlzka tisel }
A, B : array [0..n-1] of integer; { vstup: alfa, beta }
C: array [O0.. 2%n- 1] of integer; { vystup: gama = alfa * beta }
i, j, p: |nteger
begi n
p = Q
for i := 0 to 2«n-1 do begin
for j = max(0,i+1-n) to mn(i,n-1) do
b= p + Al ox BlI - j];
di] :=p nmod 10; { posledna cifra je (i] }
p:=pdv 10; { zvy$ok sa prenesie do vy3sieho radu }
end;
end.

Poduloha B — Prehladavanie lesu:

Tradi¢ne by sme ttto tlohu riesili prehladédvanim do hibky alebo do sirky.
Zacneme z jedného vrcholu, prehladame cely jeho komponent a ak pritom na-
trafime na druhy vrchol, s spolu, inak nie. Obe rieSenia vSak pouzivaju vela
paméite — pre kazdy vrchol si pamétame, ¢i sme ho uz navstivili alebo nie a
navySe mame zasobnik alebo frontu vrcholov, ktoré sa chystdme navstivit. V
log-space programoch si vSak moZeme paméitat informécie iba o zopar (kon-
stantne vela) vrcholoch.

Q W

Vyuzijeme, ze zadany graf je les. Predstavme si, Ze stojime vo vrchole 47 na
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obrazku vyssie. Okolo nés je 5 susedov a keby sme vrchol 47 odstranili, graf by
sa rozpadol na 5 podstromov (zakreslenych len schématicky ako trojuholniky).
Neméme dost pamite na to, aby sme si pamiitali, v ktorych podstromoch sme
uz boli a v ktorych nie, ale mézeme si susedov pekne zoradit podla identifiké-
torov. Budeme postupovat pomocou jednoduchého pravidla, pricom si budeme
pamitat dve veci: v ktorom vrchole sme a z ktorého vrcholu prave prichadzame.
Pokracovat budeme vzdy cyklicky tym nasledujicim vrcholom v utriedenom po-
radi.

Napriklad, ak sme do 47 prisli z vrcholu 84, dalej budeme pokracovat vo
vrchole 103 (pricom si pamétame, ze sme tam prisli zo 47). Ked sa prehladévanie
z vrcholu 103 vrati (t.j. sme v 47 a prisli sme zo 103), nasledujtci vrchol bude
159. Ked sa vratime zo 159, ideme do 3, atd.

Treba si este rozmysliet odpovede na tri otazky:

Prva otéazka: Funguje takéto prehladavanie? Naozaj zarucene prejdeme cely
strom? To sa d& dokézat napriklad indukciou: Ak véjdeme do listu, tak z neho
po tej istej hrane vyjdeme aj naspéf (lebo intt hranu neméame). Ak stojime vo
vrchole w a jeho susedia s wq, wo, ..., wy zoradeni od najmensieho po najvic-
sieho, pricom do w sme sa dostali z w;, potom budeme pokracovat vo w;i1. Z
indukéného predpokladu sa do w z wj; vratime a budeme pokracovat vo w; o,
atd., az kym cyklicky neobehneme vsetkych susedov a vratime sa do w;.

Cely algoritmus si mézeme predstavit aj tak, ze vrcholy grafu st miestnosti a
hrany st chodby. My sa pravou rukou drzime jednej steny a ideme len popri nej.
Ak je dany graf strom, potom ho takymto spdsobom cely prejdeme. (Rozmyslite
si, ze pre vSeobecné grafy to nefunguje.)

Druhé otézka: Kedy mame zastat? Jedna moznost je zapamiitat si, v ktorom
vrchole sme zacinali a ktora bola prva hrana, ktorou sme sa vydali (to st len 2
¢isla). Ak sa dostaneme na zacdiatok a budeme sa chciet vydat toutou hranou,
mozeme skonéit. Druhd, lenivd moznost je spravit jednoducho 2m krokov —
totiz komponent méze mat najviac m hran a ked kazdu prejdeme dvakrat (tam
a spit), dostaneme sa na zaciatok.

Tretia otazka: D4 sa tento algoritmus implementovat ako log-space prog-
ram? Da. Pamétame si iba v ktorom vrchole sme a odkial sme prisli. V danom
vrchol vzdy prejdeme cely zoznam hran a najdeme nasledujuceho suseda (to je
je implementované vo funkcii dalsia_hrana).

Pre zaujimavost na zaver este poznamenajme, Ze naSe rieSenie dost pod-
statne vyuziva fakt, ze graf na vstupe je les a komponenty st stromy. Log-space
program pre vSeobecné neorientované grafy existuje, avsak je ovela ovela kom-
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plikovanejsi (nad rdmec OI aj vysokoskolského uéiva); pred necelymi 9 rokmi ho
vynasiel Omer Reingold. Podobna otazka pre orientované grafy, teda ¢i existuje
algoritmus s malou paméitovou zlozitostou, ktory by rozhodol, ¢ sa v danom
grafe da z vrcholu u dostat do vrcholu v, je dodnes otvorena. Pozname iba
algoritmus s pamitovou zlozitostou O((logn)?) a predpokladd sa, %e Ziadny
log-space program ani neexistuje. Nikto to vSak zatial nevie dokazat.

Listing programu (Pascal)

var n, m u, v i nt eger; { vstup: potet vrcholov a hran, start a ciel }
A B: array [1..nm] of integer; { vstup: hrany grafu }
spolu : integer; { vystup: sb u+v v tomistom konponente? }
w, z, i, tnp : integer; { somvo vrchole w, prisiel somsemzo z }
function dalsia_hrana (w, z : integer) : integer;
var i, mnn, nextn : integer;
begi n
mnn := z; { sused s najnensim ¢islom}
nextn := mtl; { sused s najnensim ¢islomvatsimako z }
for i := 1 to mdo begin
if Ali]l = w then begin
if B[i] <mnn then mnn := B[i];
if (B[i] > z) and (B[i] < nextn) then nextn := B[i];
end;
if B[i] = w then begin
if Ali] <mnn then mnn := Ali];
if (Ali] > z) and (A[i] < nextn) then nextn := Ali];
end;
end;
{ ak neexistuje sused s vactsim €islom vratinme naj menSi eho suseda }
if nextn <= mthen dalsia_hrana := nextn
el se dal sia_hrana := minn;
end;
begi n
w:=u
z = -1;
for i := 1 to 2«xm+ 47 do begin
if w= v then begin
spolu :=1; halt;
end;
tnp := dalsia_hrana (w, 2z);
z = w
w = tnp;
end;
spolu := 0;



Riesenia krajského kola kategorie B

B-II-1 Nutela

T1i, ktori ste nevymysleli vzorové riesenie, nemali by ste hned hazdat flintu do
zita. Za 3 body stacilo napisat rieSenie, ktoré skontroluje vSetky mozné dvojice
téglikov.

No kedze 3 body nie su vela, radSej si ukazeme, ako bez velkej ndamahy
vylepsit toto rieSenie na celych 8 bodov. Nebudeme skuisat dvojice, ale skiisime
si postupne vybrat kazdy téglik ako prva nutelu z dvojice a nasledne druhy
téglik nejako, ¢o najrychlejsie dohladat.

Ked mame zvoleny prvy téglik, vieme jeho velkost, ozna¢me si ju c¢. Druhy
téglik teda musi mat velkost od a — ¢ po b — ¢, a hlTadame ho v usporiadanom
poli. To vieme robit bindrnym vyhladdvanim, podobne, ako ked hladdme meno
v telefénnom zozname, alebo hadame, aké cislo si mysli kamarat, ¢i nebodaj
hladame poklad s pomocou vysavaca (vid alohu 3).

KedZe binarne vyhladavanie mé casovu zlozitost O(logn), cely algoritmus
bude bezat v ¢ase O(nlogn). Pamitva zlozitost bude O(n).

Vzorové riesenie:

Vieme, ze ak tam niekde spravne nutely s, buda v intervale od prvého po
posledny téglik (vratane). (Kde inde by mohli byt?) Pocas algoritmu sa budeme
tento interval snazit zmensovat, az kym bud nenajdeme spravnu dvojicu, alebo
neskon¢ime s intervalom dizky 1 a vypiSeme ,nedé sa“.

Staci dokola opakovat nasledujtiice zmensovanie.

Majme nejaky rad m > 1 utriedenych téglikov s velkostami z1 < 25 < -+ <
.. Potom mozu nastat tri moznosti.

e Bud prvy a posledny téglik maja dobry stcet (a < x1 + x,,, < b), vtedy

vypiSeme ich hodnoty a skonc¢ime.
e Mobzu mat aj primaly sucet (z1+x,, < a). Vtedy vieme, ze prvy z téglikov
urcite nebude patrit do spravnej dvojice. Totiz ak uvazujeme dvojicu x;
a x; pre nejaké 1, tak vieme, ze x1 + z; < 1 + z,,, < a, ¢o je prili§ malo
na to, aby to bola spravna dvojica. Preto mézeme prvy téglik zahodit a
zaujimat sa len o zvys$nych m — 1.

e Posledna moZnost je, Ze prvy a posledny téglik maju privelky sucet (x; +
T > b). Velmi podobnou tvahou zistime, ze mozeme z intervalu uvazo-
vanych téglikov vynechat posledny téglik.
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Pokial sa na polici ziadna vyhovujica dvojica téglikov nenachadzala, skon-
¢ime Casom s jedinym téglikom a v tej chvili uz moézeme dat zdporni odpoved.

Casové zlozitost bude lindrna od poctu téglikov, O(n), pretoze v kazdom
kroku spravime nejaké vypocty, ktoré prebehnti v konstantnom case, a nasledne
ak sme eSte neskoncili, tak jeden téglik zahodime. No a dokopy mézeme zahodit
nanajvys n — 1 téglikov. Rychlejsie sa tuto tlohu uz nedé, lebo musime aj tak
nacitat cely vstup. (Co keby spravna dvojica bola aZ na konci?)

Pamitova zlozitost bude tiez O(n), pretoze si uchovame vsetky tégliky naraz
v pamiiti. (Zlepsit to takisto nevieme, lebo v okamihu, ked nac¢itavame posledny
téglik, potrebujeme si pamitat ostatné. Keby sme si nejaky nepamétali, moze sa
stat, ze jedind spravna dvojica bude posledny téglik a ten, ktory si nepamétame.)

Listing programu (Pascal)

var n, a, b:longint;
i, zac, kon: | ongi nt;
x:array[1l..1000000] of Iongint;

begi n
read(n, a, b);
for i :=1to n do read(x[i]);
zac .= 1;
kon :=n

whi | e kon-zac>0 do begin
if x[zac] + x[kon] < a then begin
inc(zac);
conti nue;
end;
if x[zac] + x[kon] > b then begin
dec(kon);
conti nue;
end;
witel n(x[zac],’ . ,x[kon]);
exit;
end;
writeln(’ neda.sa’);
end.

B-1I-2 Posta

Tento vzorak, vas difam nauc¢i mnohym fintam pre pravych chlapov a pravé
zeny. Najskor si ukdzeme, ako sa da na strome hladat cesta medzi dvoma vr-
cholmi a nasledne si ukazeme, ze vo vzorovom rieseni tie cesty ani nepotrebu-
jeme. Prekvapivé? Tak to si eSte pockajte. A samozrejme, kedze sme pravé Zeny
a pravi chlapi, nebudeme sa okunat s metaforami ako domy a ulice, ale ako sa
patri v tedrii grafov, domy nazveme vrcholy a ulice hrany v nasom grafe.
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Prehladavanie do hibky:

Prvym problémom, ktory rieSime v tejto tlohe, je hladanie cesty medzi
dvoma vrcholmi. Ak by sme toto vedeli, hned by sme mali trividlne rieSenie
— pre kazda dvojicu vrcholov najdeme cestu a jej dlzku zaratame do vysledku.
Ako v8ak néjst cestu medzi vrcholmi x a y?

V doméacom kole sme sa zoznamili s prehladdvanim do Sirky, ¢o bol jed-
noduchy algoritmus na hladanie najkrat$ej cesty v neohodnotenom grafe. Tu
pracujeme tiez s neohodnotenym grafom a preto sa tento algoritmus da pouzit.
Na&s graf je vSak strom a so stromami je ovela viac spéty algoritmus prehladava-
nia do hibky (skratene DFS z anglického Depth-First Search). UkaZzeme si teda,
ako tento algoritmus funguje, neskor sa nam totiz este zide pri lepsom rieseni.

DFS si zakladda na rekurzivnom vnarani coraz hlbsie a hlbsie. Presnejsie,
nech zacneme v nejakom vrchole x. Tento vrchol si oznac¢ime ako navstiveny.
Postupne sa budeme pozerat na vSetkych susedov x a vzdy, ked ndjdeme neja-
kého, ktory je zatial nenavstiveny, rekurzivne sa vnorime — teda oznacime ten
vrchol za navstiveny a zacneme rovnakym sposobom prezerat jeho susedov. Ak
sme takto spracovali vsetkych susedov aktualneho vrcholu, vratime sa v rekur-
zii spiat. Konkrétne, algoritmus sa da jednoducho implementovat nasledovnym
sposobom.

Listing programu (C++)

vector< vector<int> > G // V[x] je zoznam vrchol ov, ktoré susedia s vrchol om x

bool T[n]; [l T[x] je true ak somuz vrchol x navstivil
int depth = -1; /1 hlbka pod zati atotnym vrchol om v ktorej prave sme
voi d dfs(int v) {
++dept h; /1 idene hlbSie
T[ v] =t r ue; /1 vrchol v je odteraz navstiveny
for(int i=0; i<dv].size(); i++) {
int w=gv][i]; /'l vrchol wje susedom vrcholu v
if(T[wW) continue; // ak uz bol navstiveny, nezaujina nas
df s(w); /1 inak rekurzivne ofarbine w, susedov w, ich susedov, atd.
--dept h; /1 a ked sme vsetko prezreli, vynorine sa o Uroveh vyssie

Vidime, zZe je to naozaj elegantné. A ako nam to pomoze v nasom probléme?
Vidime, Ze v programe mam premennd depth. T4 oznacuje, ako daleko sme
sa dostali od zaciato¢ného vrcholu. Vzdy ked sa vnorime hlbsie do rekurzii,
premenni zviacsim, znamena to, Ze sme sa od x vzdialili o dalsiu hranu, ked sa z
rekurzie vynarame, premennu zmensime, sme o hranu blizsie. To ale znamena, ze
ak za¢neme prehladavanie z vrcholu z, ked objavime vrchol v, tak v premennej
depth mame jeho vzdialenost od vrchola x. A to je presne to, ¢o sme potrebovali.
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Casova zlozitost prehladévania do hlbky vo vSeobecnom stvislom grafe je
O(n + m), kde n je pocet vrcholov a m pocet hran toho grafu. To preto, Ze
rekurziu volame len na neoznaceny vrchol, takze funkciu dfs () zavolame presne
n-krat. A v ramci tychto volani sa pozriem na kazdu hranu dvakat — z kazdého
konca raz.

V strome plati, ze jeho pocet hran m je presne rovny n — 1. Preto je ca-
sové, zlozitost prehladévania do hibky na strome O(n), teda linedrna od poctu
vrcholov stromu.

Takto dostavame prvé rieSenie nasej povodnej tlohy: pre kazdu dvojicu (z, y)
spustime DF'S z vrcholu z, zistime vzdialenost do y a t pripoc¢itame k vysledku.
Takéto rieSenie m4a casovi zlozitost O(n?).

Toto riesenie sa vSak dé jednoducho zlep$it. Uvedomme si, Ze pri prehladé-
vani do hibky navstivime kazdy vrchol prave raz. To znamené, ze ak za¢neme
prehladéavat z vrcholu x, tak postupne prejdeme vsetky ostatné vrcholy. A teda
vieme pocas jediného prehladdvania zistit vzdialenost od vrcholu z ku vset-
kym ostatnym. Takto lahko dostaneme riesenie s ¢asovou zloZitostou O(n?). Z
kazdého vrcholu spustime jedno prehladavanie a k vysledku pripoc¢itame vzdia-
lenosti ku vSetkym ostatnym vrcholom. Za takéto riesenie by sme dostali slus-
nych 7 bodov, my (ako pravi chlapi a pravé Zeny!) sa s tym vSak samozrejme
neuspokojime :-).

Vzorové riesenie:

Myslienka vzorového rieSenia bude vychadzat z myslienky, ktorti sme pou-
zili v.domacom kole pri pocitani suctov vsetkych moznych tsekov postupnosti.
Mimochodom, tato tuloha je vSeobecnejSou verziou dotyc¢nej tlohy domaceho
kola: Predstavte si jednu rovnil cestu a na nej n + 1 domov tak, ze vzdialenosti
medzi susednymi domami si jednotlivé ¢isla postupnosti. Potom kazdy tsek
postupnosti zodpoveda vzdialenosti niektorych dvoch domov. Teraz teda rie-
Sime presne tu istu tlohu, len tentokrat moéze mat dedina Iubovolni stromova
topoldgiu.

Pozrime sa teda na cesty blizsie, hlavne to, z ¢oho sa skladaja. No predsa
z jednotlivych hran. N&as strom ich ma, ako uz vieme, presne n — 1. A kazda
hrana nejak prispieva k celkovému vysledku. Presnejsie, konkrétna hrana je vo
vysledku zaratand tolkokrat, kolkokrat cez nu vedie nejaké cesta. Ak by sme
vedeli zistit tento pocet, vedeli by sme tlohu lahko vyriesit. Pre kazdu hranu
by sme zratali, kolko ciest cez nu prechadza, a s¢itali tychto n — 1 ¢isel.

Zoberme si nejakt hranu e. Ak ju z nasho stromu vyberieme, vidime, Ze nas
strom sa rozpadne na dve ¢asti — komponenty. Toto v strome plati pre Tubovolnu
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hranu. Od ¢oho zavisi, ¢i cesta medzi vrcholmi x a y, prechadza cez hranu e?
Ak vrcholy x a y lezia v tom istom komponente, cez hranu e ich spolo¢na cesta,
neprechadza, lebo existuje spojenie tychto vrcholov v ramci toho komponentu.
No a naopak, ak x a y lezia v ré6znych komponentoch, vtedy cesta medzi nimi
musela prechiddzat hranou e, lebo ona jedind spaja tieto dva komponenty.

Ak si oznac¢ime pocet vrcholov v prvom komponente p, a v druhom kompo-
nente pp, tak dostavame, ze hranou e prechadza prave p, - pp ciest spajajucich
nejaké dvojice vrcholov. Bolo by teda fajn, keby sme pre kazda hranu vedeli
rychlo zistit hodnoty p, a p,. Dokonca nam staci len jedna z nich, lebo vieme,
ze vzdy plati p, + pp = n.

Vyberme si teraz nejaky vrchol x a zavesme nas strom za tento vrchol.
Znamena to, ze vSetky ostatné visia pod nim. Odborne sa tento vrchol nazyva
koren. To znamena, ze z kazdého vrchola tréi jedna hrana hore, smerom k z.
Samozrejme okrem samotného x, kedZe ten je najvysSie a mame len n — 1 hréan.
Kazda hrana tento strom rozdeli na dva komponenty: jeden je tvoreny spodnym
vrcholom hrany a vsetkym, ¢o visi pod nim, druhy je cely zvysok stromu. Keby
sme pre pre kazdy vrchol zistili, kolko vrcholov visi pod nim (teda aky velky
je jeho podstrom), urcéovalo by nam to hodnotu p, pre hranu vedicu z neho
dohora.

Pomocou DFS to nie je problém zistit. Po¢as prehladavania si budeme pre
kazdy vrchol pocitat, kolko vrcholov je pod nim. Toto zistim tak, Ze sc¢itam
velkosti podstromov vSetkych jeho susedov, ktory lezia nizsie ako on (¢o su
vrcholy, do ktorych som sa z tohto vrchola rekurzivne vnaral) a pri¢itam 1 za
ten samotny vrchol. Potom si k vysledku priratam p(n — p) kde p je velkost
podstromu pre dany vrchol. Na konci teda dostanem ziadany vysledok. Toto
vSetko zratam pocas jedného prehladavanie, preto zlozitost tohto algoritmu je
O(n). Pamitaft si potrebujem samotny graf, ¢o ndm zaberie O(n) pamiite.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <cstdi o>
#i ncl ude <vector>
#i ncl ude <al gorithn
usi ng nanmespace std;

I ong | ong vys=0;

int n;

vector<vector<int> > G

vect or <bool > T; /1 T[x] hovori, €i uz bol vrchol x navstiveny
vector<int> P; /1 P[x] je vel'kost podstronu s korehom vo vrchole x

void dfs(int v) {
T[v] =t rue;
for(int i=0; i<dv].size(); i++) {
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n
f
f

i W:G[v][i];
:j ) conti nue;

ér—u

t
(T
s(
vl +

; /1 spracuj eme vsetky vrcholy v podstrone s korehom w
P P[W]; /'l pridame vel'kost podstronmu s korehom w k nasej vel'kosti
P[ v] ++; /'l za sanotny vrchol v

vys+=(long long)P[v]*(n-P[Vv]);

int main() {

/1 nactitame vstup

scanf ("%.”, &n);

G resize(n); T.resize(n,false);

P.resize(n, 0);

for(int i=0; i<n-1; i++) {
int x, Y;
scanf( 0l v, &, &Y) ;
X--; y--;
G[x] push back(y);
d y] . push_back(x);

/1 spustinme prehl’adavani e do hl bky
df s(0);

printf(”%1d\n”, vys);

return O,

B-1I-3 Poklad

Nez sa pozrieme na nas priklad s vysavacom, zamyslime sa nad jednoduchsou
hrou. Niekto si mysli ¢islo od 1 do n a my mame uhadnut, ktoré to je. Ked
sktisime nejaké cislo, dozvieme sa, ¢i sme uhadli, alebo je spravna hodnota
vécsia, alebo mensia ako nas tip.

Ak na zaciatku vieme, ze spravna hodnota je medzi 1 a 100, dobra stratégia
je tipnat si 50. Bud sa dozvieme “viac” (takze zostane len 50 kandidatov na
spravnu hodnotu), alebo “menej” (iba 49 kandidatov), alebo, ak mame $tastie,
to bude presne 50.

My sa samozrejme nechceme spoliehat len na $tastie, chceme stratégiu, ¢o
bude dobra aj v tom najhorSom pripade. Keby sme vyberali ¢isla, ¢o st daleko
od stredu, Tahko by ndm mohlo zostat vela kandidatov. Zatial ¢o ak si vzdy
vyberieme ¢islo v strede zostavajucich kandidatov, po kazdom tahu ich zostane
najviac polovica. Takze tejto stratégii vzdy postaci |log, n| tahov. Toto sa vola
bindrne vyhladdvanie (lebo hladdme spravnu hodnotu tym, Ze to vzdy delime
binarne, ¢ize na dve polovice).

Poduloha A: s predlzovackou:
Spit k vysavacu. To, ¢o by sme potrebovali, je vediet zistovat, ¢i je poklad
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vpravo alebo vlavo od nejakého policka s (toho, ¢o je v strede tiseku, kde sa este
poklad méZe nachadzat). Ale vieme dostat odpoved len na otazku, ¢ je nové
vysévané policko k pokladu blizsie alebo dalej ako posledné vysavané policko
(ozna¢me ho p). Co s tym? Spravime to tak, Ze povysavame policko 2s — p, ¢ize
to, ktoré je oproti p, ked sa pozerdme z policka s. Podla hrkania vysavaca sa
dozvieme, ¢i je poklad blizsie ku p alebo ku 2s — p. A kedze su tieto dve policka
umiestnené symetricky okolo s, hrkanie nam takto povie na ktorej strane od s
ten poklad je.

Mame n < 10, takZe ndm postaéi povysavat |log, 10°] + 1 = 30 policok.
To je pod limitom 35. (To + 1 je prvé povysavané policko. Nezélezi, ktoré si
vyberieme — ni¢ sa z neho nedozvieme, a v dalsom tahu bez ohladu na p vieme
tahat tak, ako potrebujeme.)

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <string>
usi ng nanmespace std;

int main() {
string odpoved;
int n;
cin >> n;

int p=1,
cout << "vysavaj .” << p << endl
cin >> odpoved;

int odkial = 1, pokial = n; /1 kandi dati na pokl ad
whil e (odkial != pokial)

int s = (odkial + pokial) / 2

int kde = 2xs - p;

cout << "vysavaj .” << kde << endl

cin >> odpoved;

i f (odpoved == "rovnako”) {
odkial =s; pokial = s;
br eak;

}

bool poklad_je_nensi;

if (kde < p) poklad_je_nensi = (odpoved == "blizsie”);
el se pokl ad_j e nmensi = (odpoved == "dalej”);
if (poklad_je_nensi) pokial =s - 1;

el se odkial =s + 1;

p = kde;

cout << "kop.” << odkial << endl

}

Za zmienku este stoji, ze ak n < 107, tak v prave uvedenej implementacii
skutocne stacia 32-bitové celé ¢isla. Rozmyslite si, aké najmensie a aké najvicsie
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¢islo méze mat vysavané policko.

Poduloha B: bez predlZovacky:

Minulé rieSenie m4 t1 slabinu, Ze policko 2s — p nemusi byt medzi 1 a n. Ked
nemame predlzovacku, moze sa stat, ze nebudeme vediet jednym tahom zistit,
na ktoru stranu od policka s poklad lezi. Ako zabezpecit, Ze sa zmestime do
limitu na pocet povysavanych poli¢ok, ked ani nevieme, kolko presne ten limit
vlastne je?

Optimalny program sice nepozname, ale nieco o nom vieme zistit. Napriklad
to, Ze v najhorSom pripade povysava aspon |log, n| poli¢ok — kazdy program
sa totiz d& prinutit, aby ich povyséval aspori tolko.

Ked nejaky program testujeme, viicsinou si vopred vymyslime, kde je poklad,
a potom programu pravdivo hovorime, ako je daleko. Ale tentoraz budeme za-
kerni a nezvolime miesto pokladu dopredu. Budeme si pamiitat, ktoré policka
su este kandidati (tie, ze keby tam bol poklad, neprotireéilu by to ni¢omu, ¢o
sme programu zatial povedali), a vZdy, ked ten program niec¢o povyséava, zvolime
takt odpoved, aby tych kandididtov zostalo ¢o najviac. Casom sice zostane uz
len jeden kandid&t, takZe program ten poklad najde, ale bude mu to dlho trvat.
A nikto sa nemdze stazovat, ze sme podvadzali, lebo keby bol poklad naozaj
na tom mieste, komunikacia Georga s programom by vyzerala tiplne rovnako, a
tiez by to trvalo tak dlho.

Ked si vyberame, ¢i programu odpovieme “blizsie”, “dalej” alebo “rovnako”,
moznost “rovnako” nechceme (tam je najviac jeden kandidat, takze programu
by bolo hned jasné, kde je poklad), a z tych zvysnych dvoch vyberieme tu, kde
nam zostane nadpolovi¢na vicsina kandidatov. Kazdym povysavanym polickom
zmensi program pocet kandidatov najviac na polovicu, takze kym sa dostane
na jediného kandidata, musi povysavat aspon |log, n| policok.

Zistili sme, ze aj optimélny program niekedy potrebuje |log, n| povysavani,
takze nas program ich ma k dobru 2|log, n|. A akondhle vieme, Ze ich mézeme
spravit az tolko, je to jednoduché: ak chceme vediet, na ktorej strane od nejakého
s poklad lezi, mozme vyskusat oboch susedov s. Tym padom na jeden “tah”
potrebujeme dve povysavania, ale kedze tahov ndm vzdy staci [log, n|, pocet
povysavani sa zmesti do 2|log, n .

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanp
#i ncl ude <string>
usi ng nanespace std;
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int main() {
string odpoved;
int n;
cin >> n;

int odkial = 1, pokial = n; /1 kandi dati na pokl ad

whil e (odkial !'= pokial) {
if (pokial - odkial == 1)
cout << ”"vysavaj .” << odkial << endl;
cin >> odpoved;
cout << "vysavaj ." << pokial << endl;
cin >> odpoved;
if (odpoved == "blizsie”) {
odki al = poki al
el se {
poki al = odki al
br eak;
}
int s = (odkial + pokial) / 2;
cout << "vysavaj .” << (s - 1) << endl;
cin >> odpoved,;
cout << "vysavaj .” << (s + 1) << endl
cin >> odpoved;
if (odpoved == "blizsie”) {
odkial =s + 1;
else if (odpoved == "dalej”) {

pokial =s - 1,

el se { /1 "rovnako”
odkial = s; pokial = s;

}

cout << "kop.” << odkial << endl

}

B-1I-4 Roboti

Podiloha A: behaj tam a spit:

Na vyrieSenie tejto tlohy stac¢ilo pomocou povolenych instrukcii prepisat
program ,chod doprava kym nenajdes kamienok, chod dolava kym nenijdes
kamienok, opakuj“. Celé to moze vyzerat napriklad nasledovne:

: vpravo
: ak je kamienok, pokracuj 4
: pokracuj 1

: vlavo

: ak je kamienok, pokracuj 1
: pokracuj 4

DO WN -
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Poduloha B: najdi stred:

Existuje viacero moznych rieseni, my si ukdzeme také, ktoré navyse po sebe
aj uprace — teda vyzbiera kamienky. Budeme robit presne to isté ako v rieSeni
podulohy A, len navyse vzdy, ked ndjdeme kamienok, ho posunieme o policko
bliz§ie smerom ku druhému kamienku. Ked sa oba kamienky stretnii na tom
istom policku, nasli sme stred. (To spozname tak, ze ideme polozit kamienok na
policko, kde uz jeden lezi. V takom pripade kamienok nepolozime, ale naopak,
zdvihneme aj ten druhy a skoné¢ime.)

1: vpravo 8: vlavo

2: ak je kamienok, pokracuj 4 9: ak je kamienok, pokracuj 11
3: pokracuj 1 10: pokracuj 8

4: zdvihni 11: zdvihni

5: vlavo 12: vpravo

6: ak je kamienok, pokracuj 16 13: ak je kamienok, pokracuj 16
7: poloz 14: poloz

15: pokracuj 1

16: zdvihni

Program mozeme este o jednu inStrukciu skratit, ak si uvedomime, Ze ka-
mienky sa uréite stretni, ked budeme postuvat lavy kamienok doprava. Pri po-
stvani pravého kamienka dolava mozeme teda vynechat kontrolu.

Poduloha C: stretnutie:

Zjavne je nutné polozit nejaké kamienky. Totiz obaja roboti maju ten isty
program. Ak nepolozime nikdy Ziadne kamienky, budi obaja vzdy vykonavat
naraz tu istd instrukciu, a teda budt neustéle robit presne to isté — inymi
slovami, vzdialenost medzi nimi sa nikdy nezmeni.

Musime teda niekedy polozit nejaky kamienok. Ak potom ¢asom nastane
situacia, v ktorej jeden robot kamienok vidi a druhy nie, mézu sa ich programy
srozsynchronizovat“ a méame Sancu, aby sa niekedy neskor aj stretli.

V naSom rieseni kazdy robot polozi len jeden kamienok, a to hned na za-
Ciatku. (Existuja vsak aj iné rieSenia. Napriklad to naSe, ako neskor uvidite, by
rovnako dobre fungovalo, aj keby kazdy robot po kazdom kroku polozil kamie-
nok.)

Po poloZeni kamienka sa obaja roboti vybert dolava. Casom potom urcite
nastane situécia, ze jeden z nich (ten, ktory zac¢inal viac vpravo) objavi kamienok
polozeny druhym z nich. V tomto okamihu tento robot vie, ze druhy je nalavo
od neho. Co ale s touto informéciou méze spravit?

Hlavny trik rieSenia bude v tom, Ze na zaciatku sa obaja roboti vyberu
dolava pomaly, len raz za niekolko inStrukcii spravia krok. No a akonahle jeden
z robotov zisti, Ze on je ten viac vpravo, zrychlt a druhého robota dobehne.



102 RIESENIA KRAJSKEHO KOLA KATEGORIE B

Na spomalenie robota mézeme pouzit inStrukciu nic, ale nie je to nutné —
stac¢i vynechat kontrolu, ¢i je na nasom policku kamienok. Vtedy si ale treba po-
riadne rozmysliet poradie instrukcii, aby ndm nemohla vzniknat race condition:
lavy robot skontroluje, Ze je sam, pravy pride na to isté poli¢ko, uvidi robota,
zastane, a nasledne sa lavy robot, ktory pri kontrole este nikoho iného nevidel,
pohne dolava.

Vo vzorovom programe preto radsej pouzijeme navyse dve instrukcie nic
tak, aby prvy cyklus trval 6 sekiind a druhy 3. Ak sa teda uz pravy robot hybe
rychlejsie, pdjde presne dvakrat tak rychlo. VSimnite si, ze tym padom vzdy,
ked kontroluje Tavy robot pritommnost pravého, kontroluje aj pravy pritomnost
Tavého.

Vysledny program (rovnaky pre oboch robotov):

1: poloz

vlavo

nic

ak je kamienok, pokracuj 8
nic

ak je robot, pokracuj 99
pokracuj 2

~N O O WN

o0

vlavo
9: ak je robot, pokracuj 99
10: pokracuj 8

99: koniec



Riesenia celostatneho kola kategorie A

A-III-1 Vodovody

Usek miest, ktoré st spojené dokopy vodovodom a maju v sicte nezdpornt
produkciu budeme v tomto vzorovom rieSeni volat okres. Cena okresu bude
rovné suctu cien potrubi, ktoré ho spajaju dokopy. Nasim cielom je teda rozdelit
kralovstvo na niekolko okresov tak, aby sucet ich cien bol najmensi mozny.

Urcenie produkcie tiseku miest a ceny ich spojenia:

Pocas hladania optimélneho rieSenia sa nam urcite zide vediet efektivne urcit
pre dany tsek miest, ¢i maju v suc¢te nezadpornt produkciu (t.j. ¢i moézu tvorit
okres) a ak &ano, kolko nés bude staf ich spojenie dokopy.

Na toto st vybornym nastrojom prefizové siucty. Oznacme p(i) celkovi pro-
dukciu prvych i miest a é(i) cenu za postavenie prvych i ciest. Specidlne teda
p(0) = ¢(0) = 0. Prefixové stucty vieme lahko vypocitat v linedrnom ¢ase: napr.
konkrétnu hodnotu p(i) vieme urcit ako p(i — 1) + p;.

Pomocou tychto prefixovych suc¢tov vieme potrebné iidaje pre lubovolny tsek
vypocitat v konstantnom c¢ase: Majme tisek tvoreny mestami od a po b vratane.
Celkovt produkciu tohoto tiseku mozeme vyjadrit ako p(b) —p(a—1). Ak je tato
hodnota nezdporna, mé zmysel sa pozriet na to, kolko by nés stdlo z daného
useku vyrobit okres. Tato cenu (t.j. celkovi cenu za postavenie spravnych b — a
kusov potrubia) vieme vypocitat ako ¢(b — 1) — é(a — 1).

Riesenie v kvadratickom case:

Vsetkych moznych rozdeleni kralovstva na okresy moze byt az exponen-
cialne vela v zavislosti od po¢tu miest. Dobré riesenie teda nemoézeme zalozit na
sktisani vSetkych mozZnosti. Presnejsie, budeme to sktiSanie musiet robit efek-
tivnejsie.

Predstavme si, Ze sme sa uz rozhodli, kolko miest bude tvorit posledny okres
— teda ten obsahujici mesto n. Takéto rozhodnutie ndm rozdeli kralovstvo na
dva useky: prvy tvoreny mestami 1 az x, druhy mestami x + 1 az n, pre nejaké
x. Cely druhy tusek bude jeden okres, zatial ¢o prvy tisek mdZeme eSte skusit
dalej delit na viacero mensich okresov.

Samozrejme, niektoré volby x nemusia viest k platnym rieSeniam. To na-
hliadneme Tahko — rozdelit kralovstvo medzi mestami = a x + 1 mdzeme len
vtedy, ak ma aj tsek od 1 po x, aj tsek od x + 1 po n nezaporna celkovi
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produkciu.

A akonéahle sme zvolili x, dostavame ten isty problém ako na zaciatku, len uz
s kratSou postupnostou: ,,Ako najlacnejsie vieme rozdelit do okresov postupnost
tvorenul prvymi x mestami?*

Tato otazku méZzeme samozrejme zodpovedat vhodnym rekurzivnym vola-
nim nasho programu. Takto lahko dostaneme rekurzivne rieSenie s exponencial-
nou ¢asovou zlozitostou, ktoré skiisa vSetky mozné sposoby rozdelenia kralovstva
na okresy. Schéma takéhoto riesenia:

najlepsie(z):
odpoved = cena pospajania 1..z (alebo nekonecno ak mesta 1..z netvoria okres)
pre kazde x od 1 po z-1:
ak mozeme 1..z rozdelit na 1..x a (x+1)..z:
toto = najlepsie(x) + cena pospajania (x+1)..z
odpoved = min(odpoved, toto)
return odpoved

riesenim ulohy je najlepsie(n)

No a od takéhoto pomalého rekurzivneho rieSenia je uz len krok ku rieSeniu
efektivnemu. Staéi nepocitat tu istt vec zbytocne velakrat. PresnejSie, staci
si v8imnut, ze cely vypocet nasho programu spociva v tom, Ze dokola volame
funkciu najlepsie s roznymi parametrami — ale tento parameter nadobuda len
hodnoty 1 az n. Dokola teda znova a znova zbytoc¢ne pocitame tie isté hodnoty.
Omnoho efektivnejsie bude pouzit memoizdciu: akonéhle raz zistime, Ze napr.
najlepsie(30) vrati hodnotu 4700, zapamétame si to a vSetky dalSie volania
najlepsie(30) uz prebehnu v konstantnom case — len vratime zapaméitanu
hodnotu.

Takéto rieSenie mé zjavne ¢asovii zloZitost ©(n?): pre kazdé z od 1 po n sa
len raz vykonéa telo funkcie najlepsie(z), ktorého casova zlozitost je linedrna
od z.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <vector >
usi ng nanmespace std;

const int NEVIEM = -1;
const long | ong NEKONECNO = 1LL<<60;

int N /1 potet m est
vector<long long> P, C sP, sC [/ produkcie mest, ceny rur, ich prefixove sutty
vect or <l ong | ong> neno; /| zapanat ane hodnoty funkci e najl epsie()

vect or <l ong | ong> prefixove_sucty(const vector<long |ong> &) {
vector<long | ong> sV(1,0);
for (long long x : V) sV.push_back( sV.back()+x );
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return sV,

/'l ndze Usek miest a..b tvorit okres?

bool noze_ byt okres(int a, int b) { return ( sP[b] - sP[a-1] ) >= 0; }
/1 kol'ko ma stoji pospajat nmesta a..b?

long long cena_okresu(int a, int b) { return sC[b-1] - s(a-1]; }

long long najlepsie(int z) {
if (menmo[z] == NEVIEM
meno[ z] = NEKONECNG;
if (moze_byt _okres(1,z)) meno[z] = cena_okresu(l,z);
for (int x=1; x<z; ++Xx)
if (npze_byt okres(1,x) && noze byt okres(x+1,2z))
meno[ z] = min( nmeno[z], najlepsie(x) + cena_okresu(x+l,2z) );

return nenof z];

int main()
/1 nacitame vstup
cin > N
P.resize(N); for (long long & : P) cin >> p;
C.resize(N-1); for (long long & : C) cin >> c;
sP = prefixove_sucty(P);
sC = prefixove_sucty(CO);
meno. resi ze( N\+1, NEVI EM ;
cout << najlepsie(N << endl;

Ekvivalentné rieSenie vieme zapisat aj bez rekurzie vyuzitim dynamického
programovania: hodnoty, ktoré si predchadzajice rieSenie pocas vypoctu zapa-
métalo, budeme pocitat v cykle s rastiicou hodnotou z.

Listing programu (C++)

/1 zati atok programu je rovnaky ako v predchadzaj ucom |istingu
int main() {
cin >> N;
P.resize(N); for (long long & : P) cin >> p;
C.resize(N-1); for (long long & : C) cin >> c;
sP = prefixove_sucty(P);
sC = prefixove_sucty(C);
meno. resi ze( N+1, NEVI EM ;
for (int z=1; z<=N, ++z) {
nmeno[ z] = NEKONECNG;
if (noze_byt okres(1,z)) nmeno[z] = cena_okresu(1l, z);
for (int x=1; x<z; ++x)
if (nmoze_byt_okres(1,x) && noze_byt_okres(x+1, z))
meno[z] = mn( nmeno[z], nmenmo[x] + cena_okresu(x+1,z) );

cout << meno[N] << endl;

Vzorové riesenie:
Ukazeme si teraz, ako zlepSit casovu zlozitost predchadzajticeho rieSenia.
Zakladna myslienka zlepsenia: pri pocitani najlepsSieho rieSenia pre mesta 1 az z
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nebudeme skusat vSetky x od 1 po z—1, ale pouzijeme vhodnt datov Struktiru,
ktora nam efektivne povie najlepsiu spomedzi vSetkych pouzitelnych hodnét x.

V prvom rade potrebujeme vediet spomedzi vSetkych x vybrat tie, ktoré
zodpovedaju pripustnému rozdeleniu miest 1 az z na posledny usek a zvysok.
Inymi slovami, tie =, pre ktoré maju aj iisek 1 az x, aj tsek x+1 az z nezaporna
celkovt produkciu. Pomocou prefixovych sim moézZeme tieto podmienky prepisat
nasledovne: musi platit p(x) > 0 a zaroven p(z) > p(x).

Spomedzi tychto x hladdme to, ktoré nam da najlepsi vysledok — teda naj-
mensi stucet uz spocitaného riesenia pre tisek 1 az x a ceny za pospajanie useku
od z+1 po z.

Tu sa ale ¢értd mozny problém. Nam by sa hodilo mat datova Struktaru, do
ktorej len vkladdame nové zadznamy a pytame sa jej. Lenze hodnota, ktoru sa
snazime minimalizovaf, nie je konstantna, ale zavisi od aktuédlnej hodnoty z. Co
s tym?

Nastastie sa obavame zbytocne, Ziaden problém tu nie je. VSimnime si totiz,
¢o sa stane, ked prejdeme z nejakej hodnoty z na nasledujicu, o jedno vicsiu.
Pre uplne vsetky mozné vybery = cena za pospajanie posledného tiseku narastie
o t istt hodnotu ¢, (t.j. cenu za spojenie miest z a z + 1). Relativne poradie
jednotlivych moznosti sa teda nezmeni.

V nasej implementacii to vyrieSime nasledovne: Predstavme si, Ze sme prave
spocitali, Ze najlacnejsi sposob, ako pospéajat prvych z miest, mé cenu ¢. Do
nasej datovej Struktury si teraz ulozime pre index z cenu ¢ + é(n — 1) — é(z).
Slovne: k cene za optimalne rieSenie pre mesta 1 az z pripocitame cenu za
spojenie vSetkych ostatnych miest (z + 1 az n) dokopy. Z uloZenej ceny vieme
Tahko v konstantnom ¢ase urcit cenu pre Iubovolny iny, kratsi tisek pospajanych
miest na konci.

V pseudokdde si teda naSe nové rieSenie mdzeme zapisat nasledovne:

zober prazdnu datovu strukturu D

pre kazde z od 1 po n:
odpoved = cena pospajania 1..z (alebo nekonecno ak mesta 1..z netvoria okres)
v D najdi pripustny zaznam s najmensou cenou
ak si taky zaznam nasiel:
vypocitaj z jeho ceny cenu len pre mesta 1..z
uloz ju do odpoved[z]
vloz do D zaznam o odpoved[z]

Ziznamy v nasej datovej Strukttre budi mat dve zlozky: prefixov sumu
p(2), aby sme vedeli, kedy dani hodnotu mozeme neskoér pouzit, a hodnotu
odpoved|z] 4+ ¢(n — 1) — ¢é(z), ktoru sa snazime minimalizovat.
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Existuje viacero moznych implementacii, napr. pomocou intervalového stromu:
usporiadame si vSetky hodnoty prefixovych siim p a néasledne nad nimi posta-
vime intervalovy strom, do ktorého budeme vkladat upravené vypocitané od-
povede.

My sme si zvolili implementaciu pomocou mnoziny — vyvazovaného stromu,
v ktorom si paméitame vyssie popisané zaznamy ako usporiadané dvojice — ale
paméitame si len tie, ktoré maju teoretick Sancu niekedy byt pouzité. Akonahle
teda vkladame zaznam (a, b), zmazeme vSetky zdznamy (c, d) pre ktoré sucasne
plati ¢ > a a d > b — totiz kedykolvek, kedy by sme mohli pouzit zdznam
(c,d), mdzeme pouzit aj zaznam (a,b) a ten je lepsi. Takto dosiahneme, ze
postupnost dvojic ulozenych v nasej mnozine je sucasne usporiadand vzostupne
podla prefixovej sumy aj zostupne podla odpovede.

Ak teda napr. mame v nejakom okamihu v nasej datovej Struktiare ulozené
dvojice (2,10) a (4,7), mozeme to chépat nasledovne: kedykolvek, ked v bu-
dtcnosti budeme spracuvat nejaké z, pre ktoré p(z) > 2, existuje k nemu =,
pomocou ktorého optimalne rieSenie pre aktualne z vypocitame z c¢isla 10 od-
pocitanim vhodnej konstanty. A ak dokonca plati p(z) > 4, tak vieme mat este
o 3 lepsie riesenie pre aktualne z.

Ak4 je casova zlozitost tohto riesenia? Do usporiadanej mnoziny vloZime
nanajvys n zaznamov a kazdy z nich nanajvys raz zmazeme. NavySe nanajvys
n-krat budeme v nasej mnozine vyhladévat najlepsiu pouzitelnt dvojicu. Kazda
z tychto operéacii vieme spravit v ¢ase O(logn), celkova ¢asova zlozZitost je teda
O(nlogn).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <vector >

#i ncl ude <set>
usi ng nanespace std;

const | ong | ong NEKONECNO = 1LL<<60

int N /'l potet m est
vector<long long> P, C sP, sC [/ produkcie mest, ceny rur, ich prefixove sutty
vect or <l ong | ong> odpoved; /1 odpoved[z] je optinalne rieSenie pre nesta 1..z

vect or <l ong | ong> prefixove_sucty(const vector<long |ong> &) {
vector<l ong | ong> sV(1,0);
for (long long x : V) sV.push_back( sV.back()+x );
return sV,

}

/1 ndze usek miest a..b tvorit okres?

bool noze byt okres(int a, int b) { return ( sP[b] - sP[a-1] ) >= 0; }
/1 kol'ko ma stoji pospajat nesta a..b?

long I ong cena_okresu(int a, int b) { return sC[b-1] - s(a-1]; }



108 RIESENIA CELOSTATNEHO KOLA KATEGORIE A

typedef pair<long long, |ong | ong> zaznam
set <zaznan® D /1 datova Struktlra, v ktorej name naSe zaznany

void vloz(long long a, long long b) {
/1 overine, €i nenane |epSiu al ebo rovnu noznost ako (a,b)
auto it = D.lower_bound(zaznam a+1, 0));
--it;
if (it->second <= b) return;
/'l vyhadzene noznosti od ktorych je (a,b) lepSie
++it;
while (it != D.end() & it->second >= b) { auto jt=it; ++it; D.erase(jt); }
/1 pridane (a,b)
D.insert(zaznama, b));

}
int main() {
cin >> N
P.resize(N); for (long long & : P) cin >> p;
C.resize(N-1); for (long long & : C) cin >> c;
sP = prefixove_sucty(P);
sC = prefixove_sucty(C);
odpoved. resi ze( N+1, NEKONECNO) ;
D.insert (zaznanm( 0, NEKONECNO)); // zarazka
for (int z=1; z<=N;, ++z) if (noze_byt_okres(1,2z)) {
odpoved[ z] = cena_okresu(1,z);
/1 najdi v D IepSiu noznost
auto it = D.lower_bound(zaznan(sP[ z] +1, 0));
--it;
if (it->second !'= NEKONECNO) odpoved[z] = it->second - cena_okresu(z,N);
/1 vloz do D prave spotitanu odpoved
vloz( sP[z], odpoved[z] + cena_okresu(z+1,N) );
cout << odpoved[ N << endl;
}

A-III-2 Dievka na vydaj

Malé hodnoty k:

Pozrime sa najskor na riesenia, ktoré vyuzivaja fakt, ze k je relativne malé
(do 10°). Pre n = 2 vieme pouzit pristup ako v mergesorte. Na zaciatku mam
dva ukazovatele, oba nastavené na zaciatok k-tic. Nasledne zistim, ktory z prv-
kov, na ktoré ukazuju, je vicsi a to bude najbohatsi pytac. Dany ukazovatel
posuniem o jedna dozadu. Tento postup zopakujem dokopy k-krat a posledné
vybraté ¢islo bude pytac, ktorého hladame. Takto dosiahneme casovu zlozitost
O(k).

Ako to zovseobecnime pre n > 27 Vtedy si musime udrziavat n ukazovatelov
a v kazdej iteracii zistit maximum zo vSetkych prvkov na ktoré ukazuju. Dolezité
je uvedomit si, ze aj ked nepoznadme presné hodnoty prvkov, na ktoré ukazujeme,
vieme ich porovnavat. To znamend, Zze vieme upravit vSetky algoritmy, ktoré
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funguju na principe porovnavania tak, aby fungovali aj pre nas problém. V
tomto pripade sa nam oplati pouzit haldu. Nad nasimi n ukazovatelmi si teda
postavime maximovu haldu, z ktorej v kazdej iteracii vyberieme najvicsi prvok,
dany ukazovatel posunieme o jedno dozadu a tento novy prvok vlozime spat do
haldy. To nam zabezpeci ¢asovu zlozitost O(klogn).

Velké hodnoty k:

Zo zadania vSak vyplyva, ze by bolo dobré vediet riesit tito tlohu aj pre velké
hodnoty k, preto nechceme, aby ¢asova zlozitost nasho programu bola linearna
od k. Opit za¢nime pripadom, ked n = 2. Povedzme si, Ze k-ty najvicsi prvok
sa nachadza v prvej skupine. A to, ktory konkrétny prvok to je, budeme binarne
vyhladéavat. Povieme si, Ze x-ty najvic¢si prvok v prvej skupine bude vysledok.
Ako to overime? Mame dve moznosti, bud v druhej skupine binidrne dohladéme,

.....

.....

¢ase overime. To nam da zlozitost O(log? k), respektive O(log k).

Sktisme teraz zovSeobecnitf toto rieSenie aj pre n skupin. Postupne vyski-
Ssame n moznosti pre to, v ktorej skupine lezi vysledok. Nasledne budeme vy-
sledok binarne vyhladdvat a overovat to tak, Ze vo zvy$nych skupindch binarne

.....

.....

v ’ v/ v , v 2
so Zelanou hodnotou k. Toto ndm zaruéi casovi zlozitost O(n?log” k).

Ako si pamitat, ¢o sme uz zistili:

Predchadzajuce rieSenie ma zjavnu slabinu: pre kazda skupinu zaciname
hladanie odznova a nevyuzivame pri tom, ¢o sme sa uz skér dozvedeli. Ako to
ale vyuzit vieme?

Budeme si udrziavat mnozinu kandiddtov — princov, ktori este mozu byt
k-tym najbohatsim zo vSetkych. Na zaciatku mnozinu kandidatov zjavne tvori
prvych k princov z kazdej skupiny. Ako sa budeme dozvedat nové informacie,
bude sa mnozina kandidatov zmensovat, az v nej nakoniec ostane len jediny
princ. Navyse, ak o nejakom princovi zistime, Ze medzi kandidatov nepatri,
lebo je prilis chudobny, nebudt medzi kandidatov patrit ani princovia z jeho
skupiny, ktori st za nim v poradi — ti si eSte chudobnejsi. A podobne, ak je
nejaky princ prili§ bohaty, méZeme spolu s nim vyluéit vSetkych z jeho skupiny,
ktori si1 od neho bohat$i. Mnozina kandidatov sa nam teda bude pamitat lahko:
v kazdej zo skupin budt kandidéti vzdy tvorit stvisly tsek.

Zmensovat mnozinu kandidatov vieme napriklad postupom, ktory sme si uz
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nacrtli vyssie, ale pre poriadok ho popiseme znova a poriadne: Vyberieme si ne-
jakého princa p. Zadarmo vieme, kolko princov v jeho skupine je od neho bohat-
sich. Pre kazda zo zvy$nych n — 1 skupin méZeme pouzit bindrne vyhladavanie
a v ¢ase O(log k) urcit, kolko princov v danej skupine je od princa p bohatsich.
Takze v celkovom ¢ase O(nlogk) vieme zistif presné poradie princa p.

No a v tomto okamihu nastavaja tri mozné pripady. Ak mame Stastie a princ
p je presne k-ty, tak sme vyrieSili ilohu a konc¢ime. Ak je princ p chudobnejsi
ako k-ty, moZzeme princa p a vSetkych chudobnejsich od neho vylacit spomedzi
kandidatov. (Vdaka bindrnym vyhladdvaniam, ktoré sme prave dokonéili, vieme
v kazdom riadku, ktorych princov ideme vylucit.) No a ak je princ p prilis
bohaty, vylic¢ime spomedzi kandidatov okrem p aj vSetkych princov bohatsich
od neho.

Teraz by sa zdalo, Ze Tahko vylepSime predchadzajice rieSenie. V okamihu,
ked ideme spracovat i-tu skupinu, jej aktudlny tsek kandidatov moze byt zmen-
Seny o to, ¢o sme sa uz dozvedeli pri spractivani predchadzajacich skupin. Moéze
sa teda stat, ze budeme potrebovat menej otdzok pri bindrnom vyhladivani
spravneho princa v i-tej skupine. (Uvedomte si, zZe za princa p ma vzdy zmysel
volit len jedného z aktualnych kandidatov, inak sa nedozvieme ni¢ nové.)

V mnohych situaciach by toto zlepsenie skuto¢ne pomohlo. Problémom je
vSak najhorsi mozny pripad. Ten aj po nasom vylepseni zostava stale rovnaky.
Predstavte si napriklad vstup, kde pre kazdé i plati, ze vSetci pytaci v i-tej
skupine st chudobnejsi od pytacov v nasledujicich skupinach. Stale teda mame
rieSenie s Gasovou zlozitostou v najhorsom pripade az ©(n?log® k).

Vyuzitie nahody:

Ocitli sme sa prave vo velmi podobnej situécii ako napr. pri triedeni Quick-
Sort: hoci skoro kazda volba pivota (v nasom pripade princa p) je dobré a teda
vyrazne nam zmensi mnozinu kandidatov, existuju akési Specifické zlé vstupy,
kedy ako na potvoru robime samé zlé volby a teda vypocet bezi dlho.

No a podobne ako u QuickSortu, aj tu nam pomoéze nadhoda. Dostaneme
tak riesenie, ktoré nebude mat Ziadne zIl€ vstupy. Pre uplne hocijaky vstup bude
platit, Ze ¢as behu programu zavisi len od toho, ako dobre sa ndm bude darit pri
nahodnom vybere pivotov. No a bude platit, ze v priemernom (ocakdvanom)
pripade sa ndm bude darit dostato¢ne dobre. Pozrime sa teda na to poriadnejsie.

Novy, vylepseny algoritmus: Na zaciatku inicializujeme mnozinu kandidatov
na prvych k princov z kazdej skupiny. No a kym méame viac ako jedného kandi-
data, tak dokola opakujeme: za princa p zvolime ndahodnéeho spomedzi vsetkych
kandidatov, v ¢ase O(nlogk) zistime poradie princa p, a podla neho upravime
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mnozinu kandidatov.

Odhad ¢asovej zlozitosti len nacrtneme. Uvazujme Tubovolna situdciu pocas
behu algoritmu. Nech mé aktuélna mnozina kandidatov velkost ¢. Potom Tahko
spocitame, Ze v nasledujicom kole zahodime v priemere aspoii ¢/4 kandidatov.
No a kedZe (3/4)% < 1/2, mdzeme ocakdvat, Ze za kazdé tri kold sa ndm pocet
kandidatov v priemere zmensi aspon na polovicu. V priemernom pripade bude
teda kol nanajvys 3logs,(nk), ¢o vdaka nerovnosti n < k mézeme odhadnit ako
O(log k) kol.

V ramci kazdého kola potrebujeme najskor vybrat nadhodného kandidata
(rozmyslite si, Ze to vieme lahko spravit napr. v ¢ase ©(n)) a potom ho pouzit
ako pivota (na ¢o treba ¢as O(nlogk)). Dokopy teda dostavame rieSenie, ktorého
oc¢akavana ¢asova zlozitost (na fubovolnom vstupe) je O(n(logk)?).

(Poznamename este, Ze sa d& dokazat aj silnejsie tvrdenie, ktoré hovori, Ze
pre dostatocne velké n a k je pravdepodobnost toho, Ze by nas algoritmus bezal
radovo dlhsie, zanedbatelne mala.)

Vzorové riesenie:

Vratme sa teraz spit k prvému rieSeniu, kde sme pouzivali haldu. Problém
bol, Ze sme zo skupin vzdy vyberali len po jednom prvku, takze to trvalo prilis
dlho. Sktisme teda odhadzovat viac prvkov naraz. Rozdelme si kazda skupinu
princov na bloky velkosti s. (To, aké velké s bude, sa rozhodneme neskor.) Bloky
budeme porovnéavat tak, Zze porovname princov, ktorymi zac¢inaji. Zoberieme
maximovu haldu do ktorej vlozime n zaznamov: prvy blok z kazdej skupiny
princov. Nasledne z haldy postupne vyberieme a zahodime |k/s| blokov (pri¢om
zakazdym, ked nejaky blok vyhodime, vloZime namiesto neho nasledujici blok
z tej istej skupiny).

Nech p je prvy (teda najvicési) prvok v poslednom vybranom bloku. Vsetky
prvky, ktoré sme nevybrali, st nutne mensie ako p — lebo vSetky ostatné bloky
v halde zacinaju prvkami mensimi ako p a vSetky ostatné prvky su od tychto
zacCiatoénych prvkov mensie. No a vybratych prvkov bolo nanajvys k, preto
plati, Ze princ, ktorého hladdme, je bud p, alebo je od neho chudobnejsi.

Co este vieme o hfadanom princovi povedat? Predstavme si, Ze sme pri prave
popisanom procese z jednej skupiny postupne vyhodili bloky b; az b;. Posledny
blok b; zacina princom aspon tak bohatym ako p. (Je to presne p, ak je b;
uplne posledny vyhodeny blok, inak je to iny, bohatsi princ.) To ale znamena,
ze vsetky bloky, ktoré sme z danej skupiny vyhodili skér, obsahuju samych
princov bohatsich ako p — a teda bohatsich ako ten, ktorého hladame. VSetkych
tychto princov moézeme teda poslat domov a prislusne zmensit poradové ¢islo k
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princa, ktorého hladame.

Aby to bolo rozumne rychle, s si na zaciatku zvolime ako najbliZsiu mocninu
dvoch mensiu ako k. Nasledne budeme cely vyssie popisany proces viackrat
opakovat, pricom zakazdym zmen$ime s na polovicu. V poslednej iteracii bude
s = 1, ¢im dostaneme algoritmus popisany v ¢asti o malej hodnote k.

Odhadnime teraz ¢asovu zlozitost tohto algoritmu. Zjavne prebehne log k
iteracii vyssie popisaného procesu. V prvej iteracii (vdaka zac¢iatoc¢nej volbe s)
budu vybery z haldy nanajvys dva.

V8imnime si teraz Iubovolni iteraciu i. Mame nejakt aktuélnu hodnotu k
(poradové ¢islo princa, ktorého prave hladame) a s. Postupne vyberieme |k/s]
blokov z haldy a nasledne z kazdej skupiny vsetky vybraté bloky okrem posled-
ného posleme domov. Domov sme teda poslali aspon |k/s| — n blokov princov.
Inymi slovami, spomedzi k najbohatsich princov ndm ich ostalo urcite menej
ako s(n + 1), a teda pre nové poradové ¢islo k' princa, ktorého hladdme v na-
sledujucej iterécii, bude platit k' < s(n + 1).

To ale znamena, 7Ze v iteracii ¢ + 1, ked budeme mat bloky velkosti s/2,
vyberieme z haldy dokopy |k'/(s/2)] < 2(n + 1) blokov.

No a vyssie popisana tvaha plati pre kazdé . V kazdej iteracii bude teda
najviac 2(n+1) vyberov z haldy. No a kazdy z nich trva O(logn), ¢im dostavame
celkovu ¢asovu zlozitost O(nlognlogk).

Poznamka na zaver: Existuje aj komplikovanejsie rieSenie s casovou zlozitos-

tou O(nlogk).

Listing programu (C++)

#i ncl ude <vector >
#i ncl ude <queue>
#i ncl ude <cstdi o>
usi ng nanmespace std;

struct princ {
int s; //C€islo skupiny
int i; //pozicia v skupine

b

bool operator<(const princ &p, const princ &) {
return bohatsi (d.s+1,d.i+1, p.s+1, p.i+1)<0;
}

int main() {
int n,Kk;
scanf ("%l .%d.", &n, &K) ;
vect or <i nt > pocty(n);
for(int i=0; i<n; i++) {
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scanf ("%.", &oocty[i]);

/I najblizsia nmocnina 2
int s=1;
whil e(2xs <= k) s%x=2;
/I hal da na skupiny princov
priority_queue<princ> hal da;
vect or <i nt > pozi ci e(n,0);
whil e(s>=1) {
hal da=priority_queue<princ>();
for(int i=0; i<pozicie.size(); i++) {
[lvratme posl ednu skupi nu
i f(pozicie[i] > 0){
pozicie[i]-=2xs;
k+=2xs;

/I napl hine hal du
princ p={i,pozicie[il]};
hal da. push(p);

/1 skusame kroky vel'kosti s
for(; k-s>0; k-=s) {
princ p = halda.top();
hal da. pop();
p.i=pozicie[p.s]+=s;

if(p.i < pocty[p.s]) halda.push(p);

}
s/ =2;

/1 hl'adany princ je teraz navrchu hal dy
princ hladany = hal da.top();
printf(”%.%\n", hl adany. s+1, hl adany. i +1);
return O;

A-III-3 Log-space vypocty

Poduloha A:

113

Na beznom pocitaci by sme tito tlohu vyriesili prehladavanim. O kazdom

prvku by sme si pamétali, ¢i uz bol navstiveny. Pri pocitani cyklov postupne
prechadzame prvkami permutécie a vzdy, ked ndjdeme nenavstiveny prvok, zvy-
Sime si pocet cyklov, prejdeme cely cyklus obsahujuci dany prvok a oznacime
vsetky jeho prvky ako navstivené.

Na takéto rieSenie by sme vSak potrebovali pomocni pamiit linedrnu od

dizky permutécie, aby sme pre kazdy prvok vedeli, & sme ho navstivili alebo
nie. Log-space program si vSak nemoze pamétat nieco pre kazdy prvok, dokonca
ani pre kazdy cyklus nie — méze ich byt az O(n). (Napr. pre n = 8 ma permutacia
12345678 presne 8 cyklov, permutacia 21436587 ich ma n/2 = 4.)

Ako na to teda s logaritmickou paméitou?
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Jedna slubne vyzerajica cesta je priradit prvkom rozne vahy: ked spracivam
prvok, zistim si dlzku d cyklu, na ktorom lezi, a k v§sledku pripo¢itam hodnotu
1/d. Ked teda mém napriklad konkrétny cyklus dlzky 3, pre kazdy jeho prvok
pripoc¢itam k vysledku hodnotu 1/3, ¢im dostanem v siéte 1. Toto rieSenie sice
funguje, ale samo o sebe nie je log-space, kedze naSe programy nevedia pracovat
s realnymi cislami.

Mohli by sme sa pokusit reprezentovat priebezny stcet ako zlomok: v jednej
premennej si budeme pamiitat jeho Citatel, v druhej menovatel. Takéto rieSe-
nie vSak opit nie je log-space. Preco? Pretoze citatel aj menovatel moézu byt
velmi velké v porovnani s n. Uvedomte si totiz, Ze vo vSeobecnosti moze byt nie-
kedy uprostred vypoctu menovatel pamitaného zlomku najmensim spolo¢nym
nasobkom dlZok vsetkych cyklov danej permutécie.

(Pomocou vysokoskolskej matematiky sa dé dokazat, ze na uloZzenie menova-
tela treba ©(1/nlogn) bitov, ¢o je privela. Jednoduchsi priklad toho, ze O(logn)
bitov nestaci: predstavte si permutéciu, ktora méa zhruba /n cyklov, kazdy inej
dlzky, pricom tie dlzky st vsetky priblizne rovné /n. Aky velky méze byt pri-
blizne menovatel zlomku pocas spraciivania takejto permutécie? Kolko bitov
treba na jeho ulozenie?)

Je mozné, Ze sa toto rieSenie d4 upravit do funkénej podoby — a to vyuzitim
pozorovania, ze sucet je vzdy celé ¢islo, a teda ndm neprekazaja rozumne malé
zaokruhlovacie chyby. Takato iprava by zrejme bola velmi komplikované, neho-
voriac o dokaze jej spravnosti. Existuje vSsak aj omnoho jednoduchsie riesenie.

Namiesto toho, aby sme pre kazdy z d prvkov na cykle zaratali k vysledku
1/d, jednoducho pri jednom z nich zaradtame 1 a pri ostatnych 0. Ako toto ale
zabezpec¢it? Potrebujeme si pre kazdy cyklus uréit jeho jedného reprezentanta.
Dobrou volbou je napriklad najmensi prvok leziaci na danom cykle.

Celé riesSenie si teda lahko zhrnieme jednou vetou: Pre kazdy prvok permu-
tacie prejdeme cely jeho cyklus, a ak na nom nestretneme ziaden mensi prvok,

Na toto nam s prehladom stac¢i konsStantne vela premennych, ako demon-
struje aj nas program.

Listing programu (Pascal)

var n: integer; { vstup: dlzka permutacie }
P : array [1..n] of integer; { vstup: pernutacia }
c : integer; { vystup: potet cykl ov}
poc, mn : integer; { potet cyklov, mn. videny prvok }
v, i : integer; { v ktoromvrchole som z ktorého som zatinal }
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begi n
poc := 0
for i :=1to n do begin
mn :=i
vV =i
repeat
v = P[Vv];
if mn>v then mn :=v;
until v =1i;
if mn =1 then inc(poc);
end;
C : = poc;
end.

Iné riesenie. Napad ,pre kazdy prvok leziaci na cykle dizky d k vysledku pri-
pocitam hodnotu 1/d“ sa da prerobit na funkéné riesenie nasledovne: Postupne
skusame vsetky d od 1 po n. Pre konkrétne d postupne prejdeme vsetky prvky
a spo¢itame, kolko z nich lezi na cykle dlzky presne d. Takto ziskany pocet
vydelime d (Co vieme spravit v celych ¢islach) a pripoc¢itame k vysledku.

Este iné riesenie. Postupne pre kazdé x si polozime otazku ,lezi x na niekto-
rom z cyklov obsahujacich prvky 1 az x — 17 Otazku zodpovieme tak, ze pre
kazdé y od 1 po x — 1 prejdeme cyklus obsahujuci y. Ak nikdy = nestretneme,

.....

Poduloha B:

S luxusnou linearnou paméitou by nebol problém naprogramovat prehladé-
vanie stromu napriklad do hibky. Pamitate si krajské kolo? Tam sme spolu prisli
na to, ako aj v log-space vieme spravit prehladdvanie stromu. Okrem prvku, na
ktorom prave sme, si pamitame aj prvok, z ktorého sme sem prisli. Ked chceme
prehladdvanie naozaj dokola chodi po celom strome.

Do tohoto prehladévania vsak nestaci len priamociaro pridat pocitanie spra-
venych krokov. Totiz kym sa zo zaciatocného vrcholu u dostaneme do v, mo6ze
sa stat, ze nepojdeme priamo, ale niektoré vrcholy navstivime viackrat.

Predstavme si, Ze zaéneme nas strom prehladavat z vrcholu u a ¢asom pri-
deme do v. Co vieme teraz povedat o hladanej ceste? Nevieme sice, ako vyzera
cela, ale vieme, Ze jej posledna hrana je ta, ktorou sme prave prisli do v.

Preco? Zakorenme si strom vo vrchole v. Vrchol u lezi v niektorom z pod-
stromov. Nech e je hrana, ktora vedie z v do daného podstromu. Do inych pod-
stromov sa nemame ako dostat bez toho, aby sme §li cez hranu e. Ale akonédhle
nou prejdeme, sme vo v a prehladéavanie kondi.

Zistili sme teda takto poslednti hranu zelanej cesty. Nech je to (x,v) pre
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nejaky vrchol z. ZvySime si pocet hran na ceste, posunieme si ciel v do vrcholu
x a ak eSte neplati u = v, zac¢neme cely postup odznova.

Ku prehladavaniu z krajského kola sme pridali len konStantny pocet pre-
mennych, stale teda mame log-space program. Za povSimnutie eSte stoji, ze
najkrat§ia cesta ma dlzku menej ako n, cely postup teda budeme opakovaft
menej ako n-krat.

Listing programu (Pascal)

var n, u, v : integer; { vstup: potet vrcholov, Start a ciel }
A B: array [1..nm] of integer; { vstup: hrany grafu }
d : integer; { vystup: dlzka najkratsej cesty }
start, ciel, v, z, tnp, hran : integer;
function dalsia_hrana (w, z : integer) : integer;
var i, mnn, nextn : integer;
begi n
mnn := z; { sused s najnensim ¢islom}
nextn := mtl; { sused s najnensim ¢islom vactsim ako z }
for i := 1 to mdo begin
if Ali]l = w then begin
if B[i] <mnn then mnn := B[i];
if (B[i] > z) and (B[i] < nextn) then nextn := B[i];
end;
if B[i] = w then begin
if Ali] <mnn then mnn := Ali];
if (Ali] > z) and (A[i] < nextn) then nextn := Ali];
end;
end;
{ ak neexistuje sused s vacsim €islom vratinme naj menSi eho suseda }
if nextn <= mthen dalsia _hrana := nextn
el se dal sia_hrana := minn;
end;
begi n
start := u;
ciel :=v;
hran : = 0;
r epeat
v = start
z = -1;
repeat
tnp := dalsia_hrana (v, z);
z 1= v,
v 1= tnp;
until v = ciel;
i nc(hran);
ciel = z;
until start = ciel;
d := hran;
end.

Iné funkcéné riesenie zisti dlzku cestu tak ze urci pocet vrcholov na nej —
e / / Ve 19 Vd .
pre kazdy vrchol x overime, ¢i sa prehladavanie z u dostane do vrcholu v, ak
ho nepustime cez x. Podobnou moznostou je overit to isté postupne pre kazda
hranu.
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A-IIT-4 Spiénske volby

Prelozme si najprv tlohu do tedrie grafov. Vrcholy grafu budu predstavovat
Spiénov a hrany budu spajat Spiénov, ktori sa poznaju.

Pomalé riesenia:

Existuja dve pomerne priamociare pomalé riesenia. Prvé z nich si okrem siete
Spiénov pamita nazor kazdého Spiona. Ked treba zmenit $piénov néazor, tak to
dokéaze v konstantnom case. Na otdzku kolko bodov ziskali kandidati odpovedé
tak, ze prejde celu siet a pre kazda dvojicu Spiénov, ktory sa poznaju zisti ako
hlasovali a nasledne pripocita patri¢né body. Toto celé bezi ale v linearnom case.

Druhé riesenie si navyse paméita aktualny stav bodov. Takze na otazku o
bodoch vie odpovedat v konsStatnom c¢ase. Problém ale nastéva so zmenenim
nazoru Spiéna. Ked $pién x zmeni nazor, tak sa treba pozriet na kazdého jeho
suseda a na zaklade toho prepocitat body. Toto mdze byt sice v niektorych
pripadoch rychle (lebo v priemere Spién pozna najviac 6 inych Spidnov), ale
stale mozu nastat extrémne pomalé pripady (predstavte si siet, kde $pién 1 je
spojeny s kazdym a nik iny sa nepozné a néasledne S$pién 1 velmi ¢asto meni
nazor). Takze v najhorsom pripade nas zmena nazoru bude stat linearny cas od
velkosti siete.

Stredne dobré rieSenie:

Vrcholy si mézeme rozdelit na malé (stupna do 6) a velké. V zadani bolo pre
niektoré testovacie sady zarucené, ze ziadne dva velké vrcholy nesusedia.

Ako vieme riesit takéto vstupy? Pre kazdy velky vrchol si budeme pamétat
tabulku s informaciou, ktorého kandidata voli kolko jeho susedov. Ak zmeni
nézor maly vrchol, prejdeme jeho susedov, a tym, ktori st velki, upravime ta-
bulku. Ak zmeni nazor velky vrchol, pouzijeme v nnom zapamétant tabulku na
to, aby sme dopocitali vysledok.

Takéto riesenie ma konstantnt ¢asovu zloZitost na operaciu pre sady, v kto-
rych ziadne dva velké vrcholy nesusedia. (Jeho vhodnym zovseobecnenim vieme
dostat riesenie, ktoré bude mat vzdy ¢asovu zlozitost O(y/n) na operaciu.)

Uzitoc¢né vlastnosti siete Spidnov:

V tomto vzorovom rieSeni a aj v domacom kole sme spominali, zZe priemerny
pocet susedov vrchola je maximalne 6. Z toho vyplyva, ze v grafe vzdy existuje
vrchol, ktory ma nanajvys 6 susedov. Ked tento vrchol z grafu odstranime, tak
v grafe, ktory nam ostal, zase existuje vrchol, ktory ma najviac 6 susedov.

Takto vieme postupne z grafu odstranit vsetky vrcholy. NavySe si mozeme
zapamitat poradie, v akom sme vrcholy odstranili: pi,pa,...,p,. V tomto po-
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radi ndm plati, ze kazdy vrchol p; ma maximalne 6 hran do vrcholov p; 11, ..., pn.
Tieto hrany si osobitne zapaméitame a nazveme ich dopredné hrany. Ale pozor,
stale moze mat vrchol p; velmi vela susedov medzi vrcholmi pq, ..., p;—1. Tychto

nazveme zadni susedia.

Rozmyslite si, Ze toto predpocitavanie vieme spravit v linedrnom case od
poctu vrcholov. Stadi si pre kazdy vrchol pamitat kolko mé eSte neodstranenych
susedov a ked toto ¢islo klesne na 6, tak ho zaradit do fronty.

Vzorové riesenie:

Pre kazdy vrchol si budeme pamiitat, ako momentalne hlasuje. Navyse si
budeme pre kazdy vrchol p; a pre kazdého kandidata j pamétat hodnotu g; ;:
pocet zadnych susedov vrcholu p;, ktori volia kandidata j.

Nech teraz zmeni nazor vrchol p;. V konstatnom case prejdeme dopredné
hrany z neho a pozrieme sa, koho volia dotyéni (nanajvys Siesti) susedia. Na-
sledne v konStantnom case prejdeme tabulku zapamiitani vo vrchole p;, ¢im
naraz spracujeme vsetkych jeho zadnych susedov.

Hotovo? Este nie. Sice sme uz spocitali nové poc¢ty bodov kandidatov, potre-
bujeme este ale upravit niektoré hodnoty v tabulke ¢. Zmenil sa totiz prave hlas
vrcholu p;. Co treba zmenit? Tabulky pre tie vrcholy, do ktorych vedi dopredné
hrany z vrcholu p;. No a takych je najviac 6, v kazdej menime dve hodnoty,
dokopy teda v tabulke ¢ spravime najviac 12 zmien. S vyuZzitim doprednych
hran vieme tieto zmeny lahko spravit v konstantom case.

Celkovo teda vieme v konstantom c¢ase zmenit nazor $piéna a v konStan-
tom c¢ase povedat body jednotlivych kandididtov. NavySe potrebujeme spravit
predpocitanie v ¢ase O(n). Na uloZenie grafu a tabuliek ndm stac¢i O(n) pamite.

Listing programu (C++)

#i ncl ude <vector >

#i ncl ude <queue>

#i ncl ude <cstdi o>
usi ng nanmespace std;

static vector<vector<int> > g; [// cely graf
static vector<vector<int> > gp; // dopredne hrany
static vector<vector<int> > (;

static vector<int> votes;

static vector<int> state;

void spioni (int n, int poznaju_sa[][2], int voli[]) {
g.resize(n);
gp. resize(n);
state.resize(5);
votes. resize(n);
g.resize(n, vector<int>(5));
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/'l pocty nevymazanych susedov
vect or <i nt > ps(n);
for (int i =0; i <m i++) {
g[ poznaj u_ sa[l][O]] push_back(poznaju_sa[i][1]);
[i100]);

g[ poznaju_sal[i][1]]. push_back(poznaju_sa

ps[ poznaju_sa[i][0]] ++;

ps[poznaju_sa[i][1]] ++

if (voli[poznaju_sa[i][0]] == voli[poznaju_sa[i][1]]) {

state[voli[poznaju_sa[i][0]]]++
}
}
queue<int> fr;
/'l oznaceni e pre vymazane vrcholy

vect or <bool > vymaz(n, false);
vect or <bool > sprac(n, false);

for (int i =0; i <n; i++) {
if (ps[i] <= 6) {
fr.push(i);

vymaz[i] = true;
}

while (!'fr.enmpty()) {
int x =fr.front(); fr.pop();
sprac[x] = true;
for (int i = 0;
i f (sprac[g[x
gp[ x] . push_ba
if (vymaz[g[x

conti nue;

[i]);

conti nue;

[x].size(); i++) {
]

_do_d
———
2
o=
—e A

ps[glx][i]]--
i f (pS[g[X][I]]
fr.push(g[x][i
x][i]

for (int i =
votes[i] =
for (int j

| sln; i++) {
il;
P; j < gp[i ] size(); j++) {

voi d zmen_nazor (int spion, int voli) {
/1 najprv odcitame co treba

state[votes[splon]] -= q[spion][votes[spion]];
for (int i =0; i < gp[spion].size(); i++) {
i f (votes[splon] == votes[gp[splon][l]]) {

stat e[ votes[spion]]-

}
) qlgplspion][i]][votes[spion]]--;

vot es[spion] = voli;
state[votes[spion]] += g[spion][votes[spion]];
for (int i =0; i < gp[spion].size(); i++) {
if (votes[spion] == votes[gp[spion][i]]) {
state[ votes[spion]]++

a[gp[spiOn][i]][VOteS[Spion]]++

119
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}
}

voi d pocet bodov (int pocet[5]) {
for (int i 0; i <5; i++) {
pocet [i] state[i];

A-III-5 Uhlopriecky

Uloha moze na prvy pohlad pdsobit trocha odstragujtico. Hrame sa s nejakym
n-uholnikom plnym uhloprie¢ok. Tie navyse spliiaju nejaké ¢udesné pravidlo,
ze kazdy z n — 2 trojuholnikov mé aspon jednu hranu spolo¢ni s pévodnym
n-uholnikom.

Preto prva vec, o ¢o chceme robit, je uvidiet zadanie z iného uhla, najst v
nom nieco jednoduché, ¢o autor tak usilovne schovaval.

Ohmatanie ulohy:

Najprv si trocha preformulujme ciel hry. Podla zadania vyhra hrac, ktory
spravi ¢erveny trojuholnik. O fah skor to vSak znamenad, Ze prehrd hrac¢, ktory
ofarbi druhti hranu nejakého trojuholnika. Trojuholniky, ktoré uz maji nejaka
hranu zafarbent, nazvime obsadené. Strany obsadenych trojuholnikov nazvime
obsadené hrany.

Zjavne teda dobra stratégia je neofarbovat obsadené hrany, kym sa to da.
Hrac, ktory uz nema na vyber neobsadené hrany, prehra.

Teraz podme skiimat to divné pravidlo o povolenych trojuholnikoch. Co zna-
mena, ze ma trojuholnik aspon jednu hranu spolo¢nii s povodnym n-uholnikom?
Z opac¢ného uhla pohladu sa dé té ista veta povedat tak, Ze trojuholnik ma naj-
viac dve hrany spoloc¢né s inymi trojuholnikmi. Teda kazdy trojuholnik susedi
najviac s dvoma dalsimi. S trochou pocitania si vieme dokonca zratat, Zze (okrem
pripadu, ked n = 3 a cely n-uholnik je jeden nerozdeleny trojuholnik) méame
prave n — 4 trojuholnikov s dvoma susedmi a dva trojuholniky maji jedného
suseda.

Toto pozorovanie nam staci na to, aby sme si v§imli, ze trojuholniky tvoria
akoby dlhého trojuholnikového ,hada“. Na jednom konci tvori trojuholnik s
jednym susedom hlavu, potom nasleduje telo hada, tvorené trojuholnikmi s
dvoma susedmi a chvost hada je zasa trojuholnik s jednym susedom. Lepsie je
to asi vidiet na obrazku nizsie, kde je ukézka nejakého rozdelenia 8-uholnika,
kde hlava je oznacCend pismenom H, a chvost Ch.
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Ch

Podobného hada néajdete, ked si skusite v fubovolnom spravne rozdelenom
n-uholniku pospéajat susedné trojuholniky. (Hadovi sa odborne hovori dudlny
graf. Pre fubovolna triangulaciu je jej dudlnym grafom nejaky strom. Vrcholy,
kde sa strom vetvi, zodpovedaja prave trojuholnikom, ktoré nemaja ani jednu
stranu na obvode n-uholnika.)

Pri pohlade na obrazok by nam mohol skrsnit napad, Ze samotné trojuhol-
niky nie st vobec délezité a dolezity je len ich pocet, resp. dizka hada. Aby sme
si tato hypotézu overili, skiisme sa pozriet, ¢o sa stane, ked spravime nejaky
tah, teda ofarbime nejaka hranu.

Na zaciatku hry mame jeden velky neofarbeny n-uholnik zlozeny z n — 2
neobsadenych trojuholnikov. O¢islujme si ich od 1 (hlava) po n — 2 (chvost). V
prvom tahu méze Usamec ofarbit bud nejakt stranu n-uholnika, alebo nejakt
uhlopriecku.

Ofarbenim strany n-uholnika sme obsadili niektory jeden trojuholnik, nech
je i-ty v poradi. Ked teraz odstranime obsadené hrany (zvysné dve strany i-teho
trojuholnika), dostaneme vo vSeobecnosti dve nezavislé ¢asti hracieho planu —
ofarbovanie hran v jednej z nich nijako neovplynnuje situaciu v druhe;j.

Navyse tie nové casti su skoro mnohouholniky. Jediny rozdiel oproti pévod-
nému n-uholniku je v tom, ze z hlavového a tiez z chvostového trojuholnika
moze chybat jedna strana na obvode. To ndm ale vobec nevadi, lebo tieto tro-
juholniky maja na obvode 2 strany, z ktorych sa aj tak moze ofarbit len jedna
a je jedno, ktora to bude.

Tak ¢i tak, ofarbenim nejakej strany n-uholnika, ktora je zaroven stranou
i-teho trojuholnika, sa nam povodny had dlzky n — 2 rozpadne na dva hady
dlzok i —1an—2—i.

Pokial by sme neofarbili stranu n-uholnika ale nejaka jeho uhlopriecku, ob-
sadili by sme tak dva susedné trojuholniky. Ak je to -ty a ¢ + 1-vy, rozpadne
sa povodny had na dvoh hadov s dlzkamii—1an —3 —i.

Vsimnime si, Ze v kazdom momente vieme Tubovolného hada rozsekniit na Iu-
bovolnom mieste. CiZe priebeh hry vébec nezévisi od toho, ako Maru na zaciatku
nakreslila uhlopriecky, len od ¢isla n. Zrazu sa nadm hra velmi zjednodusila.
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Stratégia:

Zopakujme si teda ako vyzera hra. Na zaciatku mame jedného hada dizky
n—2. Usamec a Maru sa striedajt v fahoch (Usamec zaéina). Tah spo¢iva v tom,
7e si vyberieme nejakého hada, ktorj ma nenulovi dlzku k a rozsekneme ho na
dve casti. Tieto ¢asti mézu mat fubovolné nezaporné dizky, ale stcet ich dlzok
musi byt k£ — 1 alebo k& — 2. (V n-uholnikovej hre mo6zu obaja hraci samozrejme
robit aj iné tahy, ale na Tubovolny tah, ktory nepredstavuju rozseknutie hada,
protihra¢ odpovie dokoncenim Eerveného trojuholnika.)

Takato hra sa d& riesit nejakym vSeobecnym velkym kladivom, napriklad
Grundyho ¢islami, no my si vobec nepotrebujeme komplikovat Zivot. Staci si
vSimnut jednu velmi jednoducha vyhravajucu stratégiu pre Usamca.

Usamec v prvom tahu rozsekne hada na dve rovnako dlhé ¢asti. (Teda ak mal
povodny had neparnu dizku, Usamec obsadi stredny trojuholnik, inak obsadi
stredné dva.) Nasledne symetricky opakuje Maruine fahy: ak Maru spravi nejaky
tah v jednej casti, Usamec spravi analogicky tah v druhej.

Takto je zarucené, Ze po kazdom Maruinom tahu bude vediet Usamec tiez
spravit tah. (Ak Maru rozsekla nejakého hada, tak to znamend, Ze v symetricke;j
¢asti existuje rovnaky had, ktorého moze Usamec rozseknit rovnakym spdso-
bom.) Preto postupom ¢asu (kazdym tahom sa zmensi celkova dlzka hadov,
takze hra moze trvat najviac n tahov) Maru nebude moct spravit ziaden tah —
véetky hady buda mat nulovt dizku. Vtedy bude Maru musiet ofarbif nejaku
hranu uz obsadeného trojuholnika, no a v nasledujicom tahu Usamec vyhra.

Implementacia:

Celkom prijemne sa to celé programuje, ak si nejakym spdsobom zabezpe-
¢ime prevod medzi pévodnou hrou a sekanim hada. Hodi sa nam napriklad
funkcia, ktorej ked zaddme, stranu n-uholnika alebo uhlopriecku, vrati ¢islo
trojuholnika(ov), do ktorého patri. Tiez sa zide opa¢né funkcia, ktoré pre dany
trojuholnik povie nejakti jeho neobsadentu stranu.

Casova zlozitost samotného algoritmu bude O(n) na celd hru. (Predpodcitanie
a prvy tah zabert ¢as O(n) a kazdy dalsi tah zaberie ¢as O(1).) Pamitova
zlozitost bude tiez O(n), kedZze si potrebujeme pamiétat hraci plan a aktualny
stav hry.

Nasa implementécia uvedend nizsie je trochu ,,fazkotonazna“. V casovej zlo-
zitosti ma (kvéli pouzitiu usporiadanych mnozin a mép) navyse logaritmicky
faktor. Namiesto ¢isel pracujeme vsade, kde sa da, priamo so samotnymi objek-
tami — hranami a trojuholnikmi. Aj takto sa to da robit :-)
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Listing programu (C++)

#i ncl ude <i ostreanw
#i ncl ude <vector >

#i ncl ude <set >

#i ncl ude <map>
usi ng nanespace std;

/
mane pas troj uhol ni kov
ten si nozene predstavit nasl edovne:

%
k
k
*
*k
*k
x kde | su v principe uhlopriecky a _ su strany,
«x kazde |_| predstavuje jeden trojuhol nik

% vV tomto poradi si hrany ocislujene:

%

*k

*k

*

*k

k

[
0123456789abc

teraz viene | ahko tahat synetricky
+ ku kazdermu trojuhol ni ku si pamatat kol ko uz ma cervenych hran
*/

struct hrana {

int x,vy;

hrana(int a=-1, int b=-1) : x( mn(a,b) ), y( max(a,b) ) {}
b
bool operator< (const hrana &A, const hrana &B)

if (Ax !'=B.x) return Ax <B.x; return Ay <B.y; }

bool operator== (const hrana &A, const hrana &B)

{ return (Ax == B.X) & (A'y == B.y); }
bool operator!= (const hrana &A, const hrana &B)

{ return ! (A==B); }

struct trojuhol nik {
int x,vy, z;
trojuhol nik(int a=-1, int b=-1, int c=-1)
x=mn(a, mn(b,c)); z=max(a, max(b,c)); y=atb+c-x-z

b

bool operator< (const trojuholnik &A, const trojuhol nik &B) {
if (Ax !=B.x) return Ax < B.x; else
if (Ay !'=B.y) return Ay < B.y; else return Az < B.z;

bool operator== (const trojuhol nik &A, const trojuholnik &B)
{ return (Ax == B.xX) & (A'y == B.y) && (A z == B. z);

bool operator!= (const trojuhol nik &A const trojuhol nik &B)
{ return ! (A==B); }

/'l pocet vrchol ov mmohouhol ni ka

static int N,

/1 hrana_na_id[h] je poradie hrany h vo vyssie popi sanom oci sl ovan
static map<hrana,int> hrana_na_id;

/] toto je to spom nane poradie hran

static vector<hrana> poradi e;

/1l a toto je jemu zodpovedaj uce poradi e trojuhol ni kov

static vector<trojuhol ni k> poradi e_trojuhol ni kov;

/'l navyse si ku kazdermu z nich pamatanme, kol ko uz ma cervenych hran
static vector<int> cervenych _hran_v_trojuhol ni ku;

/1 mozi na cervenych hran; pouzijenme ju len pri uplne poslednom tahu
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static set<hrana> cervene_hrany;

static hrana posledny_tah_maru

/1 ak uz existuje trojuholnik, ktory viene dokoncit,
static trojuhol ni k vyherny_trojuhol nik;

toto je on

ine int prevv(int x) {
ine int nextv(int x) {

return ((x+N-1)%\); }

return ((x+1)%N); }

void hraci_plan(int cN, int U][2]) {
N = cN;

/1 spravime si mozinu uhl opriecok a mozi nu vsetkych hran

set <hrana> uhl opri ecky;

for (int n=0; n<N-3; ++n) uhlopriecky.insert( hrana(Un][0]-1,Un][1]-1) );
set <hrana> hrany;

for (int n=0; n<N-3; ++n) hrany.insert( hrana( Un][0]-1, Un][1]-1) );
for (int n=0; n<N, ++n) hrany.insert( hrana( n, nextv(n) ) );

/'l pre kazdu uhl opri ecku najdene trojuhol niky na jej stranach

set <troj uhol ni k> T1;

for (int n=0; n<N-3; ++n)
int u=Un][0]-1, v =Un][1]-1;
i f (hrany.count (hrana(prevv(u),v))) Tl.insert(trojuholnik(u,v,prevv(u)));
i f (hrany.count (hrana(nextv(u),v))) Tl.insert(trojuholnik(u,v,nextv(u)));
i f (hrany.count (hrana(prevv(v),u))) Tl.insert(trojuholnik(u,v,prevv(v)));
i f (hrany.count (hrana(nextv(v),u))) Tl.insert(trojuholnik(u,v,nextv(v)));
}

/1 pre kazdy trojuhol nik najdenme uhl opri ecky ktore obsahuje

/1 zaroven pre kazdu uhl opri ecku najdene trojuhol niky ktore ju obsahuju
map<t r oj uhol ni k, vect or <hr ana> > uhl opri ecky_troj uhol ni ka;

map<hr ana, vector<trojuhol ni k> > trojuhol ni ky_uhl opri ecky;

for (autot : T1) {
i f (uhlopriecky.count(hrana(t.x,t.y))) {
uhl opri ecky_trojuhol ni ka[t]. push_back(hrana(t.x,t.y));
troj uhol ni ky_uhl opri ecky[ hrana(t.x,t.y) ].push_back(t);
}
i f (uhlopriecky.count(hrana(t.x,t.z))) {
uhl opri ecky_trojuhol ni ka[t]. push_back(hrana(t.x,t.z));
troj uhol ni ky_uhl opri ecky[ hrana(t.x,t.z) ].push_back(t);
}
i f (uhlopriecky.count(hrana(t.y,t.z))) {
uhl opri ecky_trojuhol nika[t].push_back(hrana(t.y,t.z));
troj uhol ni ky_uhl opri ecky[ hrana(t.y,t.z) ].push_back(t);
}

/1 najdene trojuholnik ktory ma | en jedneho suseda

trojuholnik curt(-1,-1,-1);

for (auto t T1) if (uhlopriecky_trojuholnika[t].size()==1u) {curt=t;break;}
if (N==3) curt = trojuholnik(0,1,2);

/1 od tohto trojuhol ni ka postupne prejdenme vsetKky,
hrana posl edna_uhl opri ecka(-1,-1);
while (true) {

vypl ni me hrany do poradia

{hrana h(curt.x,curt.y); if (!uhlopriecky.count(h)) poradie.push_back(h);}
{hrana h(curt.x,curt.z); if (!uhlopriecky.count(h)) poradie.push_back(h);}
{hrana h(curt.y,curt.z); if (!uhlopriecky.count(h)) poradie.push_back(h);}

por adi e_t roj uhol ni kov. push_back(curt);

hrana dal si a_uhl opriecka(-1,-1);
{hrana h(curt.x,curt.y);

i f (uhlopriecky.count(h) && h!=posl edna_uhl opri ecka) dal sia_uhl opriecka=h;}
{hrana h(curt.x,curt.z);

i f (uhlopriecky.count(h) && h!=posl edna_uhl opri ecka) dal si a_uhl opri ecka=h;}
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{hrana h(curt.y,curt.z);
i f (uhlopriecky.count(h) && h!=posl edna_uhl opri ecka) dal sia_uhl opri ecka=h;}

if (dalsia_uhlopriecka == hrana(-1,-1)) {
/1 sme na konci
br eak;
} else {
/1 idenme na dal si trojuholnik
por adi e. push_back(dal si a_uhl opri ecka) ;
posl edna_uhl opri ecka = dal si a_uhl opri ecka,;
for (auto t : trojuhol ni ky uhl opriecky[ dal si a_uhl opri ecka])
if (t !'=curt) { curt=t; break;

}

for (int n=0; n<2xN-3; ++n) hrana_na_id[ poradi e[n]]=n;
posl edny_tah_maru = hrana(-1,-1);

vyherny_trojuholnik = trojuholnik(-1,-1,-1);
cervenych_hran_v_troj uhol ni ku. resi ze(N-2,0);

}

voi d zapl n_trojuhol ni k(int x) {
++cervenych_hran_v_troj uhol ni ku[ x] ;
if (cervenych_hran_v_trojuhol ni ku[ x] ==
vyherny_troj uhol ni k = poradi e_troj uhol ni kov[ x];

}

voi d zacerven_hranu(const hrana &h) {
cervene_hrany.insert(h);
int id = hrana_na_id[h
if (id %2) zapln_trojuholnik(id/2); else {
if (id/2>0) zapln_trojuholnik(id/2 - 1);
if (id/2<N-2) zapln_trojuholnik(id/2);

}

void tah_usanta (int hr[2]) {
if (posledny tah _maru == hrana(-1,-1)) {
/1 prvy tah hry ide do stredu
zacerven_hranu( poradie[N-2] );
hr[0] = poradie[ N-2].x+1;
hr[1] = poradie[N2].y+1;
return;

}
if (vyherny trojuholnik !'= trojuholnik(-1,-1,-1)) {
[l uz vieme vyhrat
trojuholnik t = vyherny_trojuhol nik;
{hrana h(t.x,t.y);
if (!cervene_hrany.count(h)) { hr[0]=h.x+1; hr[1] =h.y+1; return; }}
{hrana h(t.x,t.z);
if (!cervene_hrany.count(h)) { hr[0]=h.x+1; hr[1] =h.y+1; return; }}
{hrana h(t.y,t.z);
if (!cervene_hrany.count(h)) { hr[0]=h.x+1; hr[1] =h.y+1; return; }}

/1l tahane synetricky s poslednym tahom Maru
hrana h = poradie[ 2«N - 4 - hrana_na_id[ posledny_tah maru ] ];
zacerven_hranu(h);
hr[ 0] =h. x+1; hr[ 1] =h. y+1;
}

void tah_maru (int hr[2]) {
posl edny tah maru = hrana( hr[0]-1, hr[1]-1);
zacerven_hranu( posledny_tah nmaru );



Vysledky krajskych kol kategorie B

V kategérii B sttaz konéi krajskym kolom. Na nasledujucich stranach uva-
dzame vysledky tohto kola v jednotlivych krajoch. Vysledky neboli koordino-
vané, je teda mozné, ze v roznych krajoch boli pouzité mierne odlisSné bodovacie
skaly. Uspesnymi riesitelmi tohto krajského kola st ti riesitelia, ktori ziskali as-
pon 10 bodov.

Banskobystricky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. >
1. D4vid Barbora | 2 Gym. Frantigka Svantnera Novd Bana | 3 6 10 | 19

Bratislavsky kraj:

Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Marian Longa | 2 Skola pre mim. nadané deti BA | 6 3 9 | 18
2. Ondrej Bohdal | 2 Gym. Jura Hronca BA 2445115
Kosicky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3. 4. | X
1. Peter Kovary 2 Gym. Postova Kosice 10 9 810 | 37
2. Rébert Schonfeld | 2 Gym. Postova Kosice 6 2 410 | 22
3. Matus Madar 1 Gym. P. Horova Michalovce 101 8|10
4. Marek Celuch -1 Gym. Secovce 200 7 9
5. Jalius Cizmar 1 Gym. Secovce 221 2 7
6. Martin Vasko 2 Gym. P. Horova Michalovce 000 3 3
Nitriansky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3. 4. | X
1. Michal Bali 2 Gym. Parovska Nitra 10 5 110 | 26
2. Michal Porubsky | 1 SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda | 8 7 3 2 | 20
3. Maté Nagy 1 SPS Komarno 37 3113
4. Boris Toman 2 Gym. Golianova Nitra 3 8 | 11
Peter Palenik 2 Gym. Piaristicka Nitra 3 3 5|11
6. Marian Pochyba | 2 Gym. Golianova Nitra 2 6 8
7. Adam Trtik 2 Gym. Golianova Nitra 2 4 6
8. Tomas Novak 2 Gym. Golianova Nitra 0010 1
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Presovsky kraj:

Meno Roc¢nik, skola 1.2.3. 4. | X
1. Peter Gabor 2 Gym. Konstantinova Presov | 8 2 510 | 25
2. Jaroslav Kravec 2 SPSE Presov 344 4|15
3. Patrik Benyak 1 Gym. Kezmarok 124 411

Slavomir Hanzely | 1 Gym. Sabinov 223 4|11

Trenciansky kraj:

Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. hX
1. Adam Meciar 2 Gym. Nedozerského Prievidza | 5 8 9 6 | 28
2. Adam Hlavac 1 Gym. Nedozerského Prievidza | 2 4 2 6 | 14
3. Filip Ayazi 2 Gym. Ludovita Stara Trenéin | 3 4 6 | 13
4. Michal Stanik | -2 ZS Kubranska Trencin 3 0 8| 11
5. Jakub Arbet -2 7S Kubranska Trenéin 2 3 2 7
6. Roman Dobid$ | 2 Gym. Ludovita Sttra Trenéin | 3 0 3 0| 6

V Trnavskom ani Zilinskom kraji sa krajské kolo kategérie B neuskutoénilo,
kedze don z doméaceho kola nik nepostupil.



za uspesnych a z nich najlepsich sedem za vitazov celostatneho kola.

Vysledky celostatneho kola kategorie A

Celostatne kolo kategdrie A sa v 28. ro¢niku Olympiady v informatike usku-
tocnilo v dnoch 20. az 23. marca v Kosiciach, na pdéde Prirodovedeckej fakulty
Univerzity Pavla Jozefa Safarika. Najlepsich p#tnast riesitelov bolo vyhlasenych

Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. 5. | X

1. Eduard Batmendijn 2. Cirk. gym. Stard Luboviia 8 9 91515 | 56
2. Jakub Safin 4. Gym. P. Horova Michalovce 10101015 1 | 46
3. Jozef Marko 4. Gym. Lettricha Martin 6 71014 1 | 38
4. Jaroslav Petrucha 4. Gym. Metodova BA 6 51015 0 | 36
5. Jergus Gressak 4. Skola pre mim. nad. deti BA 1 1 8 515 30
6. Michal Bui Truc Lam | 2. Gym. Grosslingova BA 6 410 9 0| 29
Mario Lipovsky 3. Gym. Jura Hronca BA 6 410 6 3| 29

8. Askar Gafurov 4. Gym. Grosslingova BA 6 8 4 5 4|27
9. Lukas Ivan 3. Gym. Jura Hronca BA 2 510 4 4| 25
Pavel Madaj 2. Gym. Nedozerského Prievidza 2 810 5 0| 25

11. Vladimir Macko 4. Gym. L. Stara Zvolen 2 78 7 0|24
12. Barbora Kovacova 3. Skola pre mim. nad. deti BA 2 8 6 6 0] 22
13. Michal Korbela 3. Gym. Banovce nad Bebravou 0 8 94 0|21
14. Richard Molnar 4. Ev. gym. Lipt. Mikulas 2 48 5 11|20
Viktoria Vozarova 3. Gym. Jura Hronca BA 4 7 4 4 1|20

16. Norbert Slivka 3. Gym. Tajovského B. Bystrica 1 510 3 0| 19
17. Miroslav Kravec 4. SPSE Presov 4 446 0118
Kamila Souckova 4. Skola pre mim. nad. deti BA 1 8 54 0] 18

19. Roébert Eckhaus 3. Gym. Konstantinova Presov 055 6 0]16
Michal Smolik 4. Gym. Grosslingova BA 2 2 8 4 0|16

21. Matej Badin 3. Gym. Jura Hronca BA 1 55 2 2|15
22. Martin Kaluznik 4. GLN Tomasikova BA 2 2 4 5 1|14
Rastislav Rabatin 4. Gym. Jura Hronca BA 1 54 4 0| 14

24. Filip Pokryvka 3. Gym. Banovce nad Bebravou 2 245 0|13
25. Filip Matusak 3. Gym. Namestovo 0 25 5 0112
26. Michal Bock 4. Gym. Grosslingova BA 214 40|11
27. Viktor Jancik 3. Gym. Kukucinova Poprad 013 50 9
28. Emanuel Tesar 1. Gym. B. S. Timravy Lucenec 01150 7
29. Miroslav Stankovic 3. Gym. Postova Kosice 01400 5




Vysledky vyberového sustredenia

V dnoch 28. aprila az 4. maja 2013 sa v Bratislave konalo vyberové si-
stredenie. O Uc¢ast na medzinarodnych akcidch na nom bojovalo najlepsich 13
rieSitelov a rieSiteliek celostatneho kola OI-A. Ako kazdy rok, najlepsi Styria
slovenski riesitelia sa kvalifikovali na Medzindrodnt olympiddu v informatike.
Na zaklade vyberového sustredenia taktiez SK OI vybrala reprezentacny tim
pre Stredoeurépsku olympiddu v informatike a pre pripravné Cesko-polsko-
slovenské stretnutie.

V nasledujtcej tabulke stt uvedené vysledky vyberového ststredenia. Stlpec
,Start” obsahuje body, s ktorymi stutaziaci zac¢inali (t.j. sicet bodov za celostatne
kolo OI a domaéce tlohy).

Meno > Start ne po ut st St pi so

1. Eduard Batmendijn 784.86 90.00 | 60.0 136.0 111.50 137.36 61.0 135.0 54.0
2. Jakub Safin 725.88 103.38 | 22.5 105.0 125.50 150.00 63.5 106.0 50.0
3. Jozef Marko 567.08 85.75 | 44.0 51.0 96.00 114.33 31.0 103.0 42.0
4. Jaroslav Petrucha 505.89 76.50 | 30.0 85.5 66.50 100.89 14.0 104.0 28.5
5. Mario Lipovsky 446.86 63.25 | 21.5 85.0 56.00 80.11 12.0 89.0 40.0
6. Vladimir Macko 441.76 60.69 | 30.0 81.5 &83.50 59.57 6.0 89.0 31.5
7. Bui Truc Lam 363.53 59.12 6.5 60.5 36.75 85.16 29.0 69.5 17.0
8. Jergus Gressak 340.00 44.00 | 44.0 52.0 51.00 51.50 8.0 66.0 23.5
9. Barbora Kovacova 331.59 45.34 0.0 57.5 46.00 56.25 15.5 84.5 26.5
10. Askar Gafurov 330.09 73.28 | 36.5 53.5 58.00 77.31 13.5 18.0 —
11. Lukas Ivan 314.00 33.00 | 15.5 33.5 41.00 95.00 13.0 80.0 3.0
12. Michal Korbela 261.94 52.44 | 15.5 34.5 44.00 8.50 15.5 57.0 34.0
13. Pavel Madaj 255.26 26.88 8.0 32.5 46.50 40.39 14.5 55.0 31.5

Do rieSenia stutaznych tloh sa (aspon v niektoré dni) zapojili aj dalsi riesi-
telia zo Slovenska, Ciech a Svajéiarska. Ich vysledky uviddzame v samostatnej
tabulke.

Meno > start ne po ut st St pi so
Michal Anderle (SVK) 640.49 100.00 | 60.00 136.00 131.50 134.99 20.00 20.00 38.00
Stepan Simsa (CZE) 436.16 | 100.00 — — 80.50 113.16 31.00 91.00 20.50
Nikola Djokié (SUI) 367.70 100.00 | 22.00 — — 132.70 60.00 53.00 —
Filip Hlasek (CZE) 346.50 100.00 — — — 110.00 56.50 80.00 —
Fabian Lyck (SUI) 322.17 100.00 6.50 60.00 29.00 62.17 21.00 21.00 22.50
Timon Stampfli (SUI) 206.23 100.00 0.00 9.00 7.00 42.73 7.00 21.00 19.50




Medzinarodné pripravné sustredenie v Davose

Vdaka blizkej spolupraci medzi ndrodnymi olympiddami v informatike na
Slovensku a vo Svajc¢iarsku mali aj tento rok vybrani riesitelia KSP a OI moznost
zucastnit sa pripravného sustredeni vo §vajc¢iarskom Davose, a to v diloch 11. az
16. februara 2013. Stustredenia sa tiez zucastnili delegacie z Rumunska a Ruska.
V prvej tabulke uvadzame vysledky dlhodobej sttaze, ktord prebiehala pocas
celého sustredenia.

Meno kraj. | dayl day2 day3 day4 >

1. Radu Stefan Voroneanu ROM 320 400 394 302 | 1416
2. Vlad Alexandru Gavrila ROM 320 400 306 332 | 1358
3. Eduard Batmendijn SVK 320 400 206 300 | 1226
4. Jakub Safin SVK | 320 400 152 270 | 1142
5. Darius Rares Buhai ROM 320 400 164 258 | 1142
6. Johannes Kapfhammer SUI 200 300 114 250 | 864
7. Vsevolod Stepanov RUS 200 225 130 250 | 805
8. Jozef Marko SVK 200 186 90 246 722
9. Igor Labutin RUS 300 120 58 212 | 690
10. Evgeniy Zamyatin RUS 240 100 144 204 688
11. Lukas Roth SUI 120 70 66 210 | 466
12. Cedric Neukom SUI 154 66 12 200 432
13. Benjamin Schmid SUI 180 62 16 120 | 378
14. Fabian Lyck SUI 154 78 52 88 372
15. Cedric Miinger SUI 110 50 16 190 366
16. Pascal Sommer SUI 100 50 14 190 354
17. Lorenz Brun SUI 70 84 34 125 313
18. Stephan Leuch SUI 100 75 16 106 | 297
19. Timon Stampfli SUI 80 50 14 150 | 294
20. Timo Bram SUI 100 87 14 82 283
21. Florian Schroeder SUI 22 50 18 115 205
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V druhej tabulke uvddzame vysledky jednokolovej sutaze ,,Davos Cup®. Rov-
naké ulohy riesilo aj 105 stredoskolakov v Rusku, poradie v zatvorke je poradim
v spoloc¢nej vysledkovej listine.

Meno kraj. | al.lal.2al.3ald | >

1. (2.) Vlad Alexandru Gavrila ROM | 100 75 100 100 | 375
2. (7.) Jakub Safin SVK | 100 55 10 100 | 265
3. (14.) Radu Stefan Voroneanu ROM | 100 50 35 52 | 237
4. (17.) Igor Labutin RUS 100 30 100 — | 230
5. (19.) Johannes Kapfhammer SUI 100 0 100 26 | 226
6. (20.) Darius Rares Buhai ROM | 100 0 100 20 | 220
7. (22.) Evgeniy Zamyatin RUS | 100 30 55 26 | 211
8. (24.) Vsevolod Stepanov RUS | 100 0 85 24 | 209
9. (31.) Fabian Lyck SUI 100 5 55 24 | 184
10. (33.) Eduard Batmendijn SVK — 65100 8 | 173
11. (43.) Benjamin Schmid SUI 70 45 — 24 | 139
12. (44.) Timon Stampfli SUI 80 0 30 24| 134
13. (77.) Lukas Roth SUL | 60 5 — 22| 87
14. (85.) Cedric Miinger SUI 60 0 — 2| 62
15. (96.) Timo Briam SUI 40 — — — | 40
16. (99.) Florian Schroeder SUI — 15 — 24| 39
17. (104.) Jozef Marko SVK — — — 24| 24
Pascal Sommer SUI — 0 — 24 24

19. (115.) Lorenz Brun SUI 0 — — — | 10
20. (119.) Stephan Leuch SUI — — — 6 6
21. (120.) Cedric Neukom SUI — 0 — — 0




Cesko-polsko-slovenské pripravné ststredenie

Pitnéste sufazné stretnutie najlepsich stredogkolakov z Ciech, Polska a Slo-
venska sa uskutocnilo v polskom hlavnom meste Varsave v diioch 16. az 22. jina
2013. Slovensku vypravu sprevadzali Michal Anderle a Marian Hornak, obaja
studenti FMFI UK. Vifazom sutaze sa sice opit stal sutaziaci z Polska, avSak
na rozdiel od niekolkych predchidzajtucich rokov sa tentokrat na poprednych
poziciach umiestnili aj viaceri stifaziaci z Ciech a Slovenska. Podrobné vysledky
uvadzame v prilozenej tabulke.

meno kraj. | dayl day2 day3 day4 | >

1. Karol Farbis POL 206 180 242 200 | 828
2. Krzysztof Pszeniczny POL 148 200 270 200 | 818
3. Eduard Batmendijn SVK 122 112 206 235 | 675
4. Stépan Simsa CZE | 148 70 210 215 | 643
5. Blazej Magnowski POL 96 40 240 200 | 576
6. Martin Raszyk CZE 48 130 154 200 | 532
7. Marek Sommer POL 108 100 190 130 | 528
8. Jakub Safin SVK 160 100 128 100 | 488
9. Mario Lipovsky SVK 96 0 182 200 | 478
10. Jaroslav Petrucha SVK 48 100 128 200 | 476

11. Jan-Sebastian Fabik CZE 72 0 182 170 | 424
12. Stanistaw Dobrowolski POL 148 10 100 155 | 413

13. Bui Truc Lam SVK 48 0 128 205 | 381
14. Jan Ludziejewski POL 48 80 36 160 | 324
15. Ondrej Hlavaty CZE 40 0 72 120 | 232
16. Michal Puncochar CZE 6 0 44 40 | 90

17. Martin Hora CZE 6 0 24 0 30




Stredoeuropska olympiada v informatike

V roku 2013 sa Stredoeurdpska olympiada v informatike (CEOI) konala v
Chorvatsku v meste Primosten. Z organizac¢nych dévodov bol jej termin konania
netradi¢ne neskory — az od 13. do 19. oktébra 2013. Stutaze sa zucastnili timy
¢lenskych krajin CEOI: Ceska, Slovenska, Polska, Madarska, Nemecka, Rumun-
ska a dva timy z doméceho Chorvéatska. Okrem nich este sttazili aj pozvané timy
zo Slovinska a Svajéiarska.

Slovensko na CEOI 2013 reprezentovali Styria stredoskolaci: Eduard Bat-
mendijn (Cirk. gym. Stara Lubovna), Michal Bui Truc Lam (Gym. Grosslin-
gové Bratislava), Barbora Kovacova (SPMNDaG Bratislava) a Mario Lipovsky
(Gym. Jura Hronca Bratislava). Barbora sa o svojej tcasti na sutazi dozve-
dela az 24 hodin pred odchodom, kedZe na CEOI postupila ako nahradnik za
Vladimira Macka, ktory sa sutaze nemohol zic¢astnit zo zdravotnych dovodov.

Nasu delegéciu na tejto sutazi viedli doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc.
(PF UPJS v Kosiciach) a prof. Ing. Veronika Stoffovd, CSc. (KI PF UJS v
Komarne). Ako pozorovatel sa CEOI 2013 navySe zucastnil Michal Anderle
(Student FMFI UK v Bratislave).

Len po druhy raz v celej histérii CEOI (od roku 1994) sa podarilo, ze celko-
vym vitazom sa stal sutaziaci zo Slovenska. K doteraz jedinému Petrovi Bellovi,
ktorému sa to podarilo v roku 2002, sa teraz pridal Eduard Batmendijn. Okrem
neho nas potesila aj Barbora Kovacova ziskom bronzovej medaile.

Podrobné vysledky nasich sutaziacich uvadzame v tabulke.

poradie a meno 1. den 2. den >~ | medaila
1. Eduard Batmendijn 100 25 30 | 100 0 100 | 355 | zlato

14. Barbora Kovacova 48 45 0 30 25 40 | 188 | bronz

26. Mario Lipovsky 44 45 0 10 0 40| 139 | —

37. Michal Bui Truc Lam 10 45 — 10 25 — 90 | —




Medzinarodna olympiada v informatike

Slovenska republika ziskala na 25. Medzinarodnej olympidde v informatike
v australskom Brisbane dve zlaté a po jednej striebornej a bronzovej medaile.

Slovensku sa tak po dlhSom ¢ase (dve zlaté sme mali naposledy v roku 2005)
podarilo vyraznejSie presadit v medzinarodnej konkurencii. Najuspes$nejSou kra-
jinou sa stala Cina so $tyrmi zlatymi medailami. Dalsie tri zlaté medaily si od-
niesli Rusi, po dve potom okrem Slovenska este USA, Kérea a Rumunsko. Dal-
sich 10 krajin ziskalo po jednej zlatej medaile. Podarilo sa nam zdolat najvicsich
konkurentov z nasho regiénu — Poliakov aj Cechov, ktori tento rok odchadzajt
bez zlatej medaily.

Zlatt medailu z minulého roku obhajil Eduard Batmendijn z Cirkevného
gymnézia sv. Mikulasa v Starej Lubovni, ktory skonéil so 485 bodmi (zo 600
moznych) na 22. mieste ako Siesty eurépan v poradi. Druhé zlato patri Jaku-
bovi Safinovi z Gym. P.Horova v Michalovciach za 24. miesto. Dal§imi nagimi
medailistami st Jozef Marko z Gym. Lettricha v Martine (striebro, 62. miesto)
a Jaroslav Petrucha z Gym. Metodova v Bratislave (bronz, 109. miesto).

Zvysok slovenskej vypravy tvorili ¢len medzindrodného odborného vyboru
sutaze RNDr. Michal Forisek, PhD. (FMFI UK), veduci delegacie RNDr. Ras-
tislav Krivos-Bellus, PhD. (PF UPJS), pedagogicky vedici Mgr. Vladimir Boza
(FMFI UK) a ako autorka jednej zo stfaznych uloh Mgr. Monika Steinova,
PhD. (Ziirich, Svajciarsko)

Tohto roku sa Medzinarodnej olympiady v informatike zticastnilo 299 oficial-
nych sutaziacich zo 77 krajin celého sveta, ktori presli sitom narodnych sttazi.
Absolatnym vitazom sa stal Citian Lijie Chen s po¢tom bodov 569, pricom v
piatich tlohach zo Sietich ziskal maximum, teda po 100 bodov.

Sucastou programu mimo sutaznych dni bola aj prehliadka australskej zoo
s volne poskakujicimi kengurami, ako aj plaze Golden Coast, kde je aj teraz v
ich zime mozné okupat sa ¢i zasurfovat si.

Kompletné vysledky nasich stutaziacich uvadzame v nasledujuicej tabulke.

Meno 1. den 2. den > | medaila

Eduard Batmendijn | 100 67 55 | 100 100 63 | 485 | 22. miesto, zlato
Jakub Safin 100 91 55 | 100 100 37 | 483 | 24. miesto, zlato
Jozef Marko 59 80 55 | 100 90 10 | 394 | 62. miesto, striebro
Jaroslav Petrucha 47 49 9 76 76 37 | 294 | 109. miesto, bronz
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