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O priebehu 43. ro¢nika matematickej olympiady

Sufaz s ndzvom Matematickd olympiadda usporadiva pre ziakov strednych a za-
kladnych skol Ministerstvo skolstva a vedy SR v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov. Stfaz riadi Ustredny vybor matematickej olympiady (UV MO)
prostrednictvom oblastnych a okresnych vyborov MO.

Cielom sutaze je vyhladévanie ziakov talentovanych v matematike, prebtudzanie
a podpora ich zdujmu o nu, rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich vedenie
k samostatnej tvorivej ¢innosti. V skolskom roku 1993/1994 sa uskuto¢nil uz jej 43.
ro¢nik. Tento ro¢nik MO bol prvym, v ktorom, prebehla sitaz samostatne v SR aj
CR. Ulohy olympiad v$ak v oboch krajinach po vzéjomnej dohode aj nadalej zostavaji
rovnaké, nebola prerusend kontinuita stutaze a tohotoroéna MO je naozaj 43. v poradi.

Ustredny vybor MO pracoval v zloZeni, v l/{tOI‘OIIl bol na navrh JSMF menovany
Ministerstvom skolstva a vedy SVR. Predsedom UV MO bol doc. RNDr. Tomas Hecht,
CSc., z MFF UK v Bratislave. Dalsimi ¢lenmi Ustreného vyboru matematickej olym-
piady (UV MO) boli:

RNDr. Juraj Balazs, PF UPJS Kosice,

RNDr. Andrej Blaho, MFF UK Bratislava,

RNDr. Jaroslava Brinckova, UMB FHPV Banska Bystrica,

RNDr. Vladimir Burjan, Bratislava,

RNDr. Milan Cirjak, Met. centrum Presov,

RNDr. Pavol Cernek, CSc., MFF UK Bratislava,

Mgr. Milan Demko, PedF UPJS Presov,

Mgr. Vojtech Filin, Gym. Trencin,

RNDr. Jozef Fulier, CSc., Vysoka skola pedagogicka Nitra,

RNDr. Milota Hilkova, ZS Jilemnického Reviica,

Mgr. Jozef Mészaros, Gym. s vyué. jaz. mad. Galanta,

Vlasta Michalkova, IUVENTA Bratislava,

RNDr. Gabriela Monoszova, UMB FHPV Banska Bystrica,

Prof. RNDr. Jozef Morav¢ik, CSc., VSDS Zilina,

doc. RNDr. Ludovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,

PhDr. Milan Séastny, CSc., ZS Bratislava,

RNDr. Juraj Vantuch, CSc., PedF UK Bratislava,

Mgr. Dagmar Vongrejova, ZS Moskovska Zilina.
Clenmi UV MO boli aj predsedovia oblastnych vyborov MO:

Prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., Vysoka skola pedagogicka Nitra,

doc. RNDr. Vojtech Bélint, CSc., StF VSDS Zilina,

RNDr. Bozena Mihalikova, CSc., PF UPJS Kosice,

Mgr. Jozef Kollar, StF STU Bratislava.
Zastupcom MSaV v UV MO bol

PhDr. Oto Klosterman, MSaV SR Bratislava.
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V priebehu 43. ro¢énika MO sa konalo jedno plenarne zasadanie UV MO a 5
zasadani Predsednictva UV MO. Prejednalo sa hodnotenie priebehu stitaze, organizacia
dalsich kol, zabezpecenie pripravnych sustredeni pred medzindrodnou matematickou
olympiddou (MMO) a pripravy sutaznych tloh. Na priprave sttaznych tloh sa zo
Slovenska podielali ¢lenovia Ulohovej komisie MO: RNDr. Pavol Cernek, doc. RNDr.
Tomas Hecht, Csc. a Richard Kollar.

V samotnej organizécii sutaze tento rok nedoslo k Zziadnej zmene. Pre ziakov
zékladnych §kél bola stutaz rozdelena do piatich kategérii: Z4 — Z8, ktoré boli uréené
ziakom 4. aZ 9. roénikov ZS a im odpovedajtcim roénikom viacroénych gymnazii. Pre
ziakov strednych $kél a im zodpovedajtcich ro¢nikov viacroénych gymnadzii bola sttaz
organizovana v Styroch kategoériach: A;B,C a P. Kategéria A bola urcena ziakom 3.
a 4. ro¢nikov, kategdria B ziakom 2. ro¢nikov a kategéria C bola urcena pre ziakov
1. ro¢nikov strednych $kol. Pre ziakov vSetkych roc¢nikov bola urcend kategéria P,
zamerana na ulohy z programovania a matematickej informatiky. Talentovani ziaci
mohli po stthlase svojho ucitela matematiky statazit aj vo vyssej vekovej kategorii, ako
im prislichala. Tyka sa to aj ziakov ZS, ktori tiez mohli sttazit v niektorej z kategorii
A,B,C a P. Viacero ziakov takto moznost vyuzilo.

V kategériach A,B,C mé prvé kolo dve céasti. V prvej Casti riesia sufaziaci 6 tloh
doma alebo v matematickych krizkoch, mozu sa pritom radif so svojimi ucitelmi, ved-
cimi krazkov a pod. Druh4 éast ma formu klauzirnej prace. Ziaci riesia v obmedzenom
¢ase 4 hodiny 3 tlohy. Uspesni riesitelia prvého kola st pozvani do druhého (oblastného)
kola sutaze, kde riesia 4 tlohy v ¢asovom limite 4 hodiny.

V kategériach B,C tymto kolom sttaz konéi, ale v kategériach A a P sa kona este
tretie (republikové) kolo. Tento rok bolo don pozvanych v kategérii A 39 najlepsich a
v kategérii P 24 najlepsich rieSitelov z druhych kol stitaze prislusnej kategérie podla
poradia zostaveného po koordinécii bodového hodnotenia. Vlastna stutaz je rozdelend
do dvoch dni. V kategdrii A riesia sutaziaci kazdy den tri tlohy v ¢asovom limite 4
hodiny, v kategérii P v rovnakom limite vzdy dve tlohy.

Republikové kolo 43. ro¢nika sa uskutocnilo v Bratislave v drioch 24.-27.4. (kat.
A) a 27.-30.4.1994 (kat. P) v zariadeni IUVENTY. Na zabezpeéeni sttaze, vratane
spolocenského programu, sa obetavo podielali pracovnici usporiadajiceho Centra vol-
ného c¢asu IUVENTA a pracovnici a Studenti Matamaticko-fyzikalnej fakulty UK v
Bratislave. Za vSetkych menujme aspoii predsedu UV MO doc. RNDr. Tomasa Hechta,
Csc. ,Vlastu Michalkova z IUVENTY. a Richarda Kollara z MFF UK.

Dvanéast najuspesnejSich rieSitelov III. kola MO bolo pozvanych na vyberové
sustredenie pred MMO, ktoré sa konalo v dnoch 2.-8.5. v Bratislave. Zucastnilo sa
ho 9 Studentov (zvy$ni traja sa v tom istom case zGc¢astnili na pripravnom ststredeni
pred medzindrodnou fyzikalnou olympiddou). Na zaklade vysledkov tohto ststredenia
a vysledkov tretieho a druhého kola MO bolo na konci stistredenia vybrané Sestélenné
druzstvo, ktoré reprezentovalo SR na MMO. Pre toto druzstvo sa organizovalo este
jedno pripravné sustredenie, a to v diioch 27.6-1.7.1994 na MFF UK v Bratislave. Pre
desat najlepsich riesitelov kategérie P bolo organizované v dnoch 30.5.-5.6.1994 vybe-
rové sustredenie na MFF UK v Bratislave, po ktorom bolo na zaklade jeho vysledkov
a vysledkov III. a II. kola vybrané stvorclenné druzstvo, ktoré reprezentovalo SR na
medzinarodnej olympidde z informatiky. Obom medzinarodnym stfaziam st venované
samostatné kapitoly.



Vysledky celostatneho kola 43. ro¢nika MO

kategorie A

Por. | Meno Ro¢nik, Skola Sucet
1. | Milos G4&j 4 D.Tatarku Poprad 40
2. | Martin Niepel 4 Gross. Bratislava 38
3. | Andrej Zlatos 4 Gross. Bratislava 37
4. |Lajos Odor 4 Komérno mad. 24
5. | Michal Kovar 3 Gross. Bratislava 23

Patrik Hornik 3 Gross. Bratislava 23
7. | Ivan Cimrak 2 V.Okruzna Zilina 22

3 J.Hronca Bratislava
3 J.Hronca Bratislava
4 J.G.Taj. B.Bystrica
4 Gross. Bratislava

4 Horova Michalovce

Peter Macak
Martin Pal

10. | Roman Riickschloss
Pavel Ondrejovic
Radoslav Valovsky

2 Gross. Bratislava

3 Konstantina Presov
3 Postova Kosice

2 V.Okruzna Zilina

3 Gross. Bratislava

2 Stropkov

3 J.Hronca Bratislava
4 Gross. Bratislava

2 J.Hronca Bratislava

13. | Boris Krupa

14. | Ivana Brudnakova
Jan Babela

16. | Stefan Godis

17. | Ivona Bezakova
18. | Eugen Kovac
Martin Makuch
Daniel Pastor
Martin Plesch

4 V.Okruzna Zilina

1 J.Hronca Bratislava
4 Postova Kosice

2 Gross. Bratislava

4 J.G.Taj. B.Bystrica
2 Gross. Bratislava

2 Gross. Bratislava

2 Gross. Bratislava

3 J.Hronca Bratislava
4 Parovska Nitra

22. | Martin Gazak

23. | Vladimir Marko
Mikulas Madaras
25. | Martin Irman

26. | Ivan Kabat

Daniel Partos

28. | Alexander Erdélyi
Kamila Cernekova
Radoslav Tausinger
Miroslav Hrosso
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Por. | Meno Ro¢nik, Skola 1]2]3]4]5]6]Suacet
32. | Miklés Méacza 3 Komérno mad. 31410101010 7
Laszl6 Szabé 3 Samorin mad. 2123|0100 7
34. | Martin Caprnda, 3 J.Hronca Bratislava | 3 |0 |2 [0 |1 [0 6
35. | Jan Tapuska 3 J.Hronca Bratislava | 0 |3 |2 [0 |0 [0 5
36. | Peter Somora 4 Gross. Bratislava 0/01(31]01(0 10 3
Ivan Kraner 4 J.G.Taj. B.Bystrica |0 |1 |2 |0 |0 |0 3
38. | Tiinde Keszeghova |4 Koméarno mad. 0{0 (2 1]0 |0 |0 2
Tomés Sipocz 2 Gross. Bratislava 0/01(21]01(0 10 2

Prvych 12 sufaziacich bolo vyhldsenych za vitazov a prvych 21 sutaziacich za
tspesnych riesitelov celostatneho kola MO kategérie A. Uspesnost jednotlivich tloh
je zaznamenana v tabulke.

pocet | spolu ¢islo ulohy
bodov 1123|4516
7bodov| 49 |17 2 |14(12] 2 | 2
6bodov| 13 |3 |2 [4]3|0]|1
5 bodov| 9 021600
4 body 8 21210141010
dbody | 17 |2 (4|8 |1 |11
2body | 23 |1 (1190|210
1 bod 17 0|80 |1]2]|6
0 bodov| 98 14| 8 | 3 |12]32|29
Spolu | 234 [39(39(39(39|39 |39




Vysledky celostatneho kola 43. ro¢nika MO

kategorie P

Por. | Meno Ro¢nik, Skola 1 [2]3] 4 |Sacet
1. | Martin Irman 2 G Grosslingovéa, Bratislava | 101010 8 38
2. | Peter Lalik 3 G Novohradska, Bratislava | 9 | 10|10 8 37
3. | Peter Zuffa 4 G Grosslingova, Bratislava | 9 | 7 {1010 | 36
4. | Martin Maktch 3 G Novohradska, Bratislava |10[10| 9 | 6 35
5. | Bronislava Brejova |4 G Novohradska, Bratislava | 7 [10| 9 | 8 34

Tomas Vinar 4 G Srobéarova, Kogice 4110|1010 34
Martin Plesch 2 G Novohradska, Bratislava |10 9 | 6 | 9 34
Andrej Zlatos 4 G Grosslingova, Bratislava [10] 6 | 10| 8 34
9. | Miroslav Dudik 1 G Trebisov 101 5 |10 8 33
Martin Niepel 4 G Grosslingova, Bratislava | 1010 5 | 8 33

11. | Juraj Gottweis 2 G Grosslingovéa, Bratislava |10 8 | 9 | 4 31
12. | Martin Pal 3 G Novohradska, Bratislava | 7 | 6 10| 7 30
13. | Dusan Bezak 2 G Grosslingova, Bratislava | 3 | 7 [10] 7 27
14. | Radoslav Tausinger | 3 G Novohradské, Bratislava | 1 | 6 | 10| 8 25
15. | Martin Vagasky 4 G Grosslingova, Bratislava | 1 | 5 |10| 7 23
16. | Patrick Sucansky 4 G Novohradska, Bratislava | 9 | 6 | 0 | 7 22
17. | Vladimir Chovanec |4 G Zvolen 315|103 21
18. | Peter Kolenic 2 G Konstantinova, Presov 3151102 20
19. | Marian Varga 4 G Novohradska, Bratislava | 4 | 0| 9 | 6 19

Radoslav Valovsky |4 G P.Horova, Michalovce 4141110 19

21. | Martin Gazak 4 G V. Okruzna, Zilina 416|116 17
22. | Gabriela Misunova |3 G Parovska, Nitra 3141019 16
23. | Tamas Varga 2 G mad. Komarno 11171017 9
24. | Michaela Acova 2 G Novohradska, Bratislava | 1 | 1 | 0 | 4 6

Prvych 8 sutaziacich bolo vyhlasenych za vitazov a prvych 14 sataziacich za

uspesnych riesitelov celostatneho kola MO kategorie P.




Najaspesnejsi riesitelia II.kola MO
v kategoriach A, B, C, Z8, P

Z kazdej oblasti a z kazdej z kategérii A, B, C a P st uvedeni vsSetci tspesni
riesitelia, prip. aspon prvych 20 tspes$nych rieSitelov. V kategdrii Z8 st uvedeni vzdy
aspon najlepsi traja riesitelia. V kategériach B a C ak nie je uvedené inak, si vSetci
ziaci Studentmi 2., resp. 1. ro¢nikov. Gymnézia zo zameranim na matematiku, studijny
odbor 01 su tieto:

Gymnéazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnazium Velka Okruzna, Zilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnéazium Postova, Kosice.

Bratislavska oblast

Kategoéria A

1.-4. Andrej Zlatos, 4, G Grosslingova
Martin Niepel, 4, G Grosslingova
Martin Pal, 3, G Novohradska
Martin Maktch, 3, G Novohradska

5.-6. Peter Macak, 3, G Novohradska
Jan Tapuska, 3, G Novohradska

7.-8. Vladimir Marko, 1, G Novohradska
Daniel Pastor, 4, G Grosslingova

9.-11. Radoslav Tausinger, 3, G Novohradska
Martin Plesch, 2, G Novohradska
Daniel Partos, 2, G Grosslingova

Kategéria B

1. Vadovic¢ Peter, G Grosslingova
2.-3. Danko Pavol, G Grosslingova
Hatalova Marcela, G Metodova



7.-8.

9.-10.

1.-2.

3.-5.

6.-7.

9.-11.

N
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9.-14.
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Acova Michaela, G Novohradska

. Bezak Dusan, G Grosslingova

Plesch Martin, G Novohradska
Lipka Jan, G Grosslingova

Partos Daniel, G Grosslingova
Hulin Richard, G Grosslingova
Marko Martin, G Novohradska

Kategéria C

Vladimir Marko, G Novohradska
Martin Vrbovsky, G Novohradska
Martin Pekar, G Grosslingova
Andrea Mesiarova, G Grosslingova
Katarina Antonicova, G Grosslingova
Roland Rablansky, G Dunajska
Ladislav Kovar, G Grosslingova
Michal Bajcsy, G Grosslingova
Marian Ivanco, G Grosslingova
Juraj Miésiar, G Grosslingova
Vladimir Zajac, 6, G Grosslingova

Kategoria 78

Peter Sefcik, G Grosslingova
Zuzana Nieplova, G Grosslingova
Jan Kovacik, G Grosslingova

Kategéria P

Bronislava Brejova, 4, G Novohradska
Martin Vagasky, 4, G Grosslingova
Martin Pal, 3, G Novohradska
Martin Niepel, 4, G Grosslingova
Patrick Sucansky, 4, G Novohradska
Marian Varga, 4, G Novohradska
Martin Maktch, 3, G Novohradska
Juraj Gottweis, 2, G Grosslingova
Dusan Bezak, 2, G Grosslingova
Martin Plesch, 2, G Novohradska
Michaela Aéovd, 2, G Novohradska
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7.-10.

9.-12.
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Peter Lalik, 3, G Novohradska
Radoslav Tausinger, 3, G Novohradska
Martin Irman, 2, G Grosslingova

Zapadoslovenské oblast

Kategoria A

Lajos Odor, 4, G s vyué. jaz. madarskym, Komarno
Miroslav Hrosso, 4, G Parovska, Nitra

Tiinde Keszeghova, 4, G s vyué. jaz. madarskym, Koméarno
Miklés Macza, 3, G s vyu¢. jaz. madarskym, Komarno
Lészl6 Szabd, 3, G s vyué. jaz. madarskym, Samorin
Stanislav Gronsky, 4, G Skalica

Matus Kirchmayer, 4, G Modra

Jan Ulicky, 3, G Hviezdoslavova, Trnava

Zoltan Fazekas, 2, G Nové Zamky

Daniel Bajcan, 4, G Parovska, Nitra

Kategéria B

Peter Richtarik, G Parovska, Nitra

Tamas Varga, G s vyu¢. jaz. madarskym, Koméarno

Zuzana Andrassyova, G s vyu¢. jaz. mad., Dunajska Streda
Marek Ondik, G Levice

Judita Mészarosova, G s vyu¢. jaz. madarskym, Galanta
Judita Kucserova, G s vyué. jaz. madarskym, Komarno
Tamas Nagy, G s vyu¢. jaz. madarskym, Komérno

Juraj Poljovka, G Parovska, Nitra

Krisztian Molnar, G s vyué. jaz. madarskym, Dunajské
Streda

Miroslav Sedivy, G Levice

Peter Schmidt, G Piaristicka, Nitra

Miroslav Toma, G Parovska, Nitra



Kategéria C

Alexandra Gronska, G Skalica
Andrea Borc¢inova, G Parovska, Nitra
Juraj Toth, G Parovska, Nitra
Alexander Chudik, G Parovska, Nitra
Jozef Ladicky, G Nové Mesto nad Vahom
Marian Truasik, G Nové Mesto nad Vahom
7.-8. Lubomir Schmidt, G Levice
Jan Pintér, G Parovska, Nitra
9. Stefan Goga, G Levice

10.-13. Slavomir Seemann, G Koméarno
Hana Konec¢na, G Nové Mesto nad Vahom
Zdenka Gazova, G Skalica
LDubomir Krajcovi¢, G Hollého, Trnava

SA e

Kategéria P

1.-2. Gabriela Misunova, 3, G Parovska, Nitra
Tamas Varga, 2, G s vyué. jaz. madarskym, Komérno
3. Sebestyén Fiiri, 4, G s vyu¢. jaz. madarskym, Koméarno
4.-6. Zoltan Fazekas, 2, G Nové Zamky
Julius Siska, 4, Gym. Parovska, Nitra
Milan Prochaczka, 4, Gym. Parovska, Nitra
7.-8. Gregor Krajcovic¢ , 4, G Hviezdoslavova, Trnava
Viktor Krajci , 3, G Hviezdoslavova, Trnava
9. Ferenc Mizera , 4, G s vyu¢. jaz. madarskym, Koméarno

Stredoslovenska oblast

Kategoria A

Martin Gazak, 4, G Velka Okruzné, Zilina

Stefan Godis, 2, G Velka Okruzna, Zilina

Ivan Kabat, 4, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Ivan Kraner, 4, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Ivan Cimrak, 2, G Velka Okruzn4, Zilina,

Roman Ruckschloss, 4, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
7.-10. Vladimir Chovanec, 4, G Zvolen

Luboslav Lisanik, 4, G Dubnica

S
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Lubica Rehakova, 4, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Marek Skereri, 3, G Velka Okruzna, Zilina

Kategéria B

1. Stefan Sakilos, G V.B.NedozZerského, Prievidza
2. Juraj Majersky, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
4. Peter Bezemek, G J.G.Tajovského, Banské Bystrica
Henrich Datel, G V.P.Tétha, Martin
5. Martin Stangel,G J.G.Tajovského, Bansks Bystrica
6.-7. Stacho Mudrak, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Rastislav Wratiak, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
8.-10. Martin Budaj, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Ivan Cimrak, G Velks Okruznd, Zilina
Jan Zebrok, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Kategoria C

1. Ondrej Vacek, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
2.-3. Pavol Novotny, 8., ZS Hliny, Zilina
Viera Rizickova, 8., ZS Hliny, Zilina
4. Michal Zorkovsky, , G Velka Okruznd, Zilina
5.-6. Robert Macho, G V.B.Nedozerského, Prievidza
Juraj Turek, G Velka Okruzn4, Zilina
7.-8. Ivan Luknar, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Tomas Mikoviny, G Ruzomberok
9.-10. Viktor Brozovi¢, G V.B.Nedozerského, Prievidza
Tibor Zavadil, G Velka Okruznd, Zilina

Kategéria P

1. Martin Gazak, 4, G Velkd Okruzna, Zilina
Vladimir Chovanec, 4, G Zvolen
3. Michal Skokan, 4, G Velk4d Okruzna, Zilina

N
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Vychodoslovenska oblast

Kategoria A

Jan Babela, 3, G Postova, Kosice

Milos Gaj, 4, G D.Tatarku, Poprad

Radoslav Valovsky, 4, G P.Horova, Michalovce
Mikulas Madaras, 4, G Postova, Kosice

Ivana Brudnakova, 3, G Kostantinova, Presov
Eugen Kovac, 2, G Stropkov

Tomas Vinar, 4, G Srobarova, Kosice

8.-10. Peter Gaspar, 3, G Jiraskova, Bardejov

Peter Zamborsky, 4, G Postova, Kosice
Radovan Jendral, 3, G Postova, KoSice

NSOt W

Kategéria B

1. Eugen Kovac, G Stropkov
2.-4. Marek Neupauer, G Stara Lubovna
Jaroslav Gajdos, G Jiraskova, Bardejov
Zuzana Hagarova, G Kezmarok
5.-7. Peter Ivan, G Postova, Kosice
Kornel Csach, G Postova, Kosice
Eva Trenklerova, G Postova, Kosice

Kategoria C

1.-3. Jan Svoren, G D.Tatarku, Poprad
Jana Fusekova, G D.Tatarku, Poprad
Jan Rusz, G Trebisovska, KoSice
Miroslav Dudik, G Trebisov
Roman Garaj, G Spisska Nova Ves
Marcel Semancik, G Alejova, KoSice
Peter Kazik, G Alejova, KoSice
Ladislav Kovac¢, G Postova, Kosice
Andrea Semanicova, G Krompachy
10.-14. Peter Bohus, G Alejova, Kosice
Eduard Hagara, 8, ZS Kezmarok
Rastislav Krivos-Bellus, G Postova, Kosice
Slavomir Ondko, G Jiraskova Bardejov
Dominik Taragel, G D.Tatarku, Poprad

© oo
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9.-10.

S

Kategoéria 78

. Lucia Mrozova, ZS Dr. Fischera, Kezmarok

Milos Jané¢ura, ZS Nad Medzou, okr. SNV
Slavomir Nems$éak, ZS Smeralova, Presov
Martin Tamas, ZS T.Sevéenku, Bardejov

Kategéria P

Tomas Vinai, 4, G Srobarova, Kosice
Radoslav Valovsky, 4, G P.Horova, Michalovce
Martin Domany, 3, G P.Horova, Michalovce
Peter Gaspar, 3, G Jiraskova, Bardejov

Ivana Brudnakova, 3, G Konstantinova, Presov
Miroslav Dudik, 1, G Trebisov

Tomas Vnencak, 3, G D.Tatarku, Poprad

Jan Svoren, 1, G D.Tatarku, Poprad

Peter Kolenic, 2, G Konstantinova, Presov
Viktor Kovac, 4, G Opatovska, Kosice
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Zadania sttaznych tloh

KATEGORIA C

C-1I-1

Pavtk Hubert ustikal pavucinu, ktorej tvar je vyznaceny na obrazku 1. Po praci sa oddal

zaslizenému odpo¢inku v jednom rohu pavuciny (A), ked tu sa zrazu v protilahlom rohu
(B) chytila mucha. Kolko ciest najkratsej dlzky spajajucich tieto dva rohy ma Hubert
k dispozicii?

C
A D
FE
G
H] BObr.l
C-1-2

Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel m a n, pre ktoré plati

mln! = (mn)?.

(Cislo m! je st¢in vSetkych prirodzenych éisel i, 1 < i < m, 1! =1.)

C-I-3

Na Sachovom turnaji hranom systémom kazdy s kazdym sa zucastnili len prvéci
a druhaci. Napriek tomu, ze druhakov bolo trikrat viac ako prvakov, ziskali spolu len
0 3 body viac ako prvéaci. Kolko ziakov sa zucastnilo turnaja?

C-1-4

V meste Little York je 10 severojuznych ulic a 10 vychodozapadnych ulic, ktoré sa preti-
naju v sto krizovatkidch. Autobus mé po uzavretom okruhu prejst vSetky krizovatky.
Navrhnite jeho trasu tak, aby pocet zmien smeru jazdy bol ¢o najmensi.

13



C-1-5
Na stranach BC', CA, AB trojuholnika ABC' sa zostrojené body A;, Bi, C; tak,
ze |ACi| = %|AB|, |BA;| = %|BC|, |CB;| = %|CA|. Nech P, Q, R st vzajomné

priesecniky priamok AA;, BB; a C'Cy. Porovnajte obsah trojuholnika PQ R so stic¢tom
obsahov trojuholnikov vyznacenych na obrazku 2.

Uvazujme trojuholnik ABC, pre ktorého prieseénik vysok M plati |AB| = |CM]|.
Vypocéitajte velkost uhla pri vrchole C' trojuholnika ABC.

C-S-1

Najdite vsetky prirodzené cisla x,y, pre ktoré plati:

2422 = y! — z!
C-S-2
H G
E r
D C
Obr. 3
A B

Na zimu sa pavik Hubert uchylil do kabinetu matematiky. Objavil v nom dréteny
model kocky (pozri obrazok) s dlzku hrany 20 cm. Na tomto modeli najprv napil vldkna
pozdlz vsetkych stenovych uhlopriecok, a potom vldknami navzajom pospajal vietky
stredy stien. Raz sa chcel dostat z vrcholu B do vrcholu H. Zvolil si cestu po drote BF'
a vlakne F'H. Poradte mu v tejto, preliezacke” z drotov a vlaken kratSiu cestu na névrat
z H do B. Urcte tiez pocet najkratsich ciest z H do B.
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C-S-3

Dany je konvexny $tvoruholnik ABCD s obsahom 100cm? . Ozna¢me stredy
stran AB, BC,CD, DA po rade E, F,G, H. Vypocitajte sucet obsahov trojuholnikov
ABF, BCG,CDH a ADFE .

C-1I-1

Urcte vsetky trojice prirodzenych cisel x, y a z, pre ktoré plati:

xl—yl=5-21496.

C-1I-2

Na zemi lezi fazka kovova 7-metrova ty¢. Jeden ¢lovek s 1iou moze pohnif iba tak, Ze
zodvihne jeden koniec tyce a otaca ju okolo druhého konca leziaceho na zemi. Najmenej
kolkokrat musi zodvihnit a otacat tyc¢, aby ju z polohy AB posunul o 12 metrov v smere
polpriamky AB do polohy A’B’? (Koniec A prejde do A’, koniec B do B’.) Popiste
postup s najmensim poctom otacani a ukazte, ze mensi pocet otacani nestaci. Vzajomna
poloha a vzdialenosti bodov A, B, A’, B’ st uvedené na obrazku 4.

T, 5 7_, Obr.4

C-11-3

Vo vnutri obdlznika ABCD lezia body X a Y tak, Ze celj obdlznik je rozdeleny na dva
trojuholniky ADX, BCY s rovnakym obsahom a dva konvexné stvoruholniky ABYX
a CDXY tiez s rovnakym obsahom. Dokazte, ze potom tisecka XY prechadza stredom

obdlznika.

C-11-4

Tentokrat si nas stary znamy pavik Hubert vybral na svoje hry v kabinete matematiky

dréteny model pravidelného osemstena. Jeho steny tvoria 8 rovnostrannych trojuhol-
nikov (pozri obrazok). Na kazdej stene pospajal Hubert vldknami stredy prislusnych
hran. Z kolkych ciest najkratsej dizky si moze Hubert vybrat, aby sa v takto vzniknutej
sieti pavucin a drotov dostal z vrcholu E do vrcholu F'?7
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Obr. 5
FE

KATEGORIA B

B-1I-1

Pre ktoré redlne c¢isla a ma rovnica
zt + 623 +az? + 62 +1=0

Styri rozné korene v obore redlnych c¢isel?

B-1-2
Ak pre kladné realne ¢isla a, b, ¢ plati ¢ > a + b, potom

a® + b + ¢ + 3abe > 2(a + b)3c.

Dokazte.

B-1I-3

Nech P je mnohoclen s celoéiselnymi koeficientami a nech P(13) = 8 046. Dokazte, ze
stucet koeficientov mnohoclena P nie je prvocislo.

B-1-4
V pravouhlom trojuholniku ABC s odvesnami dlzok |AC| = 3cm, |BC| = 4cm
oznaéme M priesecénik osi uhla ACB a prepony AB. Dokéazte, Ze vzdialenost stredov

01, O3 kruznic vpisanych trojuholnikom AMC, BMC je %\/ 340 — 170v/2 cm.

B-1I-5

Uréte najvicsi mozny pocet ¢asti, na ktory n kruznic rozdeli rovinu (n je prirodzené
¢islo).

16



B-1-6

Urcte najviacsi mozny objem stvorbokého ihlana ABCDV | ktorého zakladnou je ko-
sostvorec ABCD so stranou dlzky a, a ktorého stenové vysky z vrchola V na hrany AB,
CD maju dizku h.

Pre ktoré realne ¢isla a maja rovnice

zt =323 —2? -2 =0a-2,

a2t — 23 —222 —3x=1-2a

aspon jeden spolo¢ny realny koren?
B-S-2
N4jdite vsetky celé ¢isla x, ktoré vyhovuja rovnici

197 + 947 = 1994,

B-S-3

V pravouhlom trojuholniku ABC s odvesnami dlzok |AC| = 3 cm, |BC| = 4 cm
oznac¢me D pétu vysky z vrcholu C na preponu AB. Uréte vzdialenost stredov Oq, O
kruznic vpisanych trojuholnikom ACD, BCD.

B-1I-1
Urcte vsetky hodnoty redlnych cisel a, b, pre ktoré je rieSenim stustavy rovnic

zt+azd + b2 +ax+1=0,
yt + by +ay® +by+1=0

jediné dvojica redlnych ¢isel x, y, ked viete, ze plati xy < 0.
B-1II-2

Najdite vsetky prirodzené cisla m, pre ktoré ¢islo 998™ — 1 deli ¢islo 1994™.

17



B-1I-3

Na prepone AB pravouhlého trojuholnika ABC' je dany bod M taky, ze kruznice

.....

obsah trojuholnika ABC, alebo obsah stvorca so stranou |CM |?

B-1I-4

Kazdy z bodov kocky s hranou dizky a ofarbime prave jednou z troch farieb. Dokézte,

.....

ako %a.

KATEGORIA A

A-T1-1

Prirodzené ¢islo m > 1 nazveme k-ndsobnym delitelom prirodzeného ¢isla n, ak plati
rovhost n = mPFq, kde ¢ je celé &islo, ktoré nie je nasobkom ¢isla m. Uréte, kolko
sedemnésobnych delitelov m4 ¢éislo 100! =1-2-3-...-100.

A-T1-2

Zakladnou trojbokého hranola ABCA’'B’C’ je pravouhly rovnoramenny trojuholnik
ABC s odvesnami AB, AC danej dlzky a. Boéné hrany AA’, BB', CC' zvieraji
s rovinami zakladni uhol 60°. Uhlopriecka BC’ boénej steny BCC’'B’ ma dizku av/6
a je kolma na hranu AC. Urcte objem hranola.

A-1-3

Dany je trojuholnik ABC, ktorého uhol ACB ma4 velkost 140°. Ozna¢me X prieseénik
osi uhla ABC so stranu AC a Y bod strany AB, pre ktory méa uhol Y CB velkost 100°.
Urcte velkost uhla Y X B.

A-1-4

Pre ktoré celé n > 2 existuji racionalne &isla p a g také, ze /n = p + qv/2?

18



A-1I-5

Néajdite najmensie realne ¢islo p, pri ktorom nerovnost

a+b—p-Vab< Va2 + b2

plati pre Tubovolni dvojicu kladnych éisel a, b.

A-1-6

Zistite vsetky cisla, ktoré su cifernymi stc¢tami druhych mocnin prirodzenych cisel
(zapisanych v desiatkovej stustave).

A-S-1

Uvedte priklad prirodzeného ¢isla n, pre ktoré ma ¢islo 2™ prave 1993 roznych 1994-
nasobnych delitelov.

A-S-2

Dany je trojuholnik ABC' a bod M na polpriamke opacnej k polopriamke AB. Bodom
M vedte priamku p # AB tak, aby jej priesecniky P, @ s priamkami AC, BC uréili
trojuholnik PQC, ktory ma rovnaky obsah ako trojuholnik ABC.

A-S-3

V rovine je nakresleny konvexny n-uholnik (n = 3) a niektoré jeho uhlopriecky
tak, ze ziadne dve vyznacené uhlopriecky sa nepretinaja. Dokézte, ze jeho vrcholy je
mozné ofarbif pomocou troch farieb tak, ze ziadne dva vrcholy spojené stranou alebo
nakreslenou uhloprieckou nemaja rovnaku farbu.

A-1II-1

N4jdite najmensie prirodzené ¢islo, ktoré mé prave pit dvojnasobnych delitelov.

A-1II-2

Uvazujme trojuholnik ABC s uhlom 100° pri vrchole A a ozna¢me po rade D, E
priese¢niky osi uhlov pri vrcholoch B,C' s protilahlymi stranami. Uréte vSetky mozné
velkosti uhla ABC, ak viete, ze |BE| = |CD|.
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A-1I-3

V rovine uvazujme systém n navzajom roéznych priamok pi, ps, ..., pn. Kazdy bod,
ktorym prechadzaju prave tri z tychto priamok, ofarbime na ¢erveno a ozna¢me a; pocet
cervenych bodov na priamke p;, © = 1,2, ... ,n. Rozhodnite, ¢i existuje systém

a) 4 priamok, pre ktory (a1, as,as,a4) = (1,1,2,2).

b) 6 priamok, pre ktory (ai, as, as, aq, as, ag) = (2,2,2,2,2,2),
c) 9 priamok, pre ktory (ay,as,...,a9) =(2,2,2,2,2,2,3,3,3),
d) 9 priamok, pre ktory (a,as,...,a9) =(2,2,2,2,2,2,2,3,3).

A-1I-4
Rozhodnite, ¢i existuje kubickd rovnica
x3+px2+qas+r:O

s celoc¢iselnymi koeficientami p, ¢ a r, ktord ma v obore realnych cisel jediny koren

o =1+ V2+ V4.
A-IIT-1

Nech f: N—N je lubovolna funkcia na mnozine prirodzenych ¢éisel, ktora spliia nerov-
nost

f@)+ flz+2) =2f(z+1)

pre kazdé prirodzené cislo x. Dokézte, Ze potom v rovine existuje priamka, na ktorej
lezi nekonecne vela bodov s kartézskymi stradnicami [n, f(n)].
)

A-1IT- 2

V kvadri s objemom V je umiestneny konvexny mnohosten M. Kolmy priemet mno-
hostena M na kazdu stenu kvadra je totozny s touto stenou. Aky najmensi objem méze
mat M?

A-1IIT-3

V rovine je nakresleny konvexny 1994-uholnik M a niektoré jeho uhlopriecky tak,
7e z kazdého vrcholu vychadza prave jedna nakreslena uhlopriecka. Dizkou uhlopriecky
rozumieme pocet stran mnohouholnika M, ktoré tato uhlopriecka od M odrezava (mini-
mum dvoch moznych é&isel). Oznaéme (dy, ds, . . . , dgo7) dlzky nakreslenych uhlopriecok,
usporiadané zostupne podla velkosti. Rozhodnite, ¢i je mozné uhlopriecky nakreslit tak,
aby

a) (di,do, ... degr) = (3,...,3,2,2,2,2,2,2),
—_—— N————
991 6
b) (dy,da, ... ,dy7) = (8,8,8,8,6,...,6,3,3,3,3,3,3,3,3).
—_—— N——— ~ —
4 985 8
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A-TIIT-4

Nech (a,)$2; je Tubovolné postupnost prirodzenych éisel také, ze pre kazdé n je ¢islo
(an — D(an —2)...(a, —n?) celym kladnym nasobkom &isla n" =1, Potom pre kazdi
konecnti mnozinu prvodéisel P plati nerovnost

i 1 <1
ey 0g,, ap
Dokéazte.
A-1IITI-5

Oznac¢me Aq, By, C pity vysok ostrouhlého trojuholnika ABC a V ich priese¢nik. Ak
maju trojuholniky AC1V, BA1V, C B,V rovnaky obsah, plynie odtial, Ze trojuholnik
ABC je rovnostranny?

A-1III-6
Dokézte, ze z kazdej Stvorice réznych cisel leziacich v intervale (0, 1) mozno vybrat dve
¢isla a # b tak, aby platila nerovnost

a b 1
P S A S
V=)L -0%) > o5+ 50 —ab— o
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RieSenia sufaznych tloh

KATEGORIA C

C-1-1

Cesty najkratsej dlzky vedtce z bodu A do bodu B st troch druhov: 1. tie, ktoré
vedu po usecke CD, 2. tie, ktoré vedu po usecke E'F a 3. tie, ktoré vedu po tusecke GH
(obr.1). Ak pocet najkratsich ciest medzi dvoma bodmi X a Y Hubertovej pavuéiny
oznacujeme p(X,Y), potom pocet ciest najkratsej dizky medzi A a B je

p(A, B) :p(A, C) -p(D,B) +p(A,E) -p(F, B)—l—p(A,G) -p(H,B).

C
A D
E
G
H |5 Obr. 6

Ostava teda spocitat pocet ciest najkratsej dizky medzi dvoma vrcholmi §tvorcovej
siete. Po chvili experimentovania zistime, Zze kazda cesta najkratej dlzky z bodu
so sturadnicami [0,0] do bodu so stradnicami [m,n], m > 0, n > 0, vedie bud cez
bod [m — 1,n], alebo cez bod [m,n — 1]. Preto ich pocet je dany stctom p([0, 0], [m —
—1,m)) + p([0,0], [m, n — 1]).

1 3 6 10 15

1 12 |3 |4 |5
A 1 1 1 1

Obr. 7

Ak uplatiiujeme toto pravidlo postupne na lavej tretine pavuciny, dostavame pocty
najkratsich ciest tak, ako je uvedené na obr. 2. Preto p(A,C) = p(H,B) =1, p(A, E) =
=p(F,B) =6, p(A,G) = p(D, B) = 15. Celkovy pocet ciest je teda 1-15+6-6 + 15 -
-1 = 66.

C-1-2
Rovnicu po deleni mn upravime na tvar
(m—1!(n—1)!=mn (1)
(kladieme 0!=1). VSimneme si, Ze pre kazdé celé k = 4 plati (k — 1)! > k, lebo
(k—1)1=2-3-...-(k-1)22k—-1)=k+(k—2) > k.
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.....

> m a (n—1) > n by sme dostali spor s rovnicou (1). S ohladom na symetriu
mozeme predpokladat, Ze napr. m < 3. Pre m = 1 dostdvame (n — 1)! = n, ¢o podla
predchadzajiceho znamené, ze n < 3; preskimanim moznosti n = 1, 2, 3 zistime, ze
rovnici vyhovuje len n = 1. Pre m = 2 dostavame (n — 1)! = 2n, ¢o pre n < 4 zrejme
nenastane; pre n = 5 ale plati

(n—1)122-3-(n—1)=6(n—1)=2n+ (4n—6) > 2n. (2)
Konec¢ne pre m = 3 dostdvame 2(n — 1)! = 3n, ¢o v pripade n < 5 plati len pre n = 4;

pre n = 5 ale podla (2) plati 2(n — 1)! > 4n > 3n. Hladané dvojice (m,n) sa (1,1),
(3,4) a (4,3).

C-1-3

Ozna¢me n pocet prvakov, ktori sa zucastnili turnaja. Druhdkov potom bolo 3n
a celkovy pocet ziakov bol 4n. Ti medzi sebou zohrali spolu % - 4n(4n — 1) zapasov.
Pretoze za vitazstvo je jeden bod, za remizu pol boda a za prehru ziadny bod, celkovy
pocet rozdanych bodov je rovny poctu zapasov. Ak teda prvaci ziskali p bodov a druhéci
d bodov, potom

p+d=2n(4n —1).

Druhaci ziskali len o tri body viac ako prvaci, teda
p=d—3.

Dosadenim z druhej rovnice do prvej dostaneme

d=n(4n—-1)+

N W

Pocet bodov, ktoré ziskali druhéci, je rovny aspon poctu bodov, ktoré ziskali vo
vzajomnych zapasoch medzi sebou. Teda

3 _3nBn-1)

n(4n —1) + 5 2 5 :
Upravou ziskame nerovnost n + 3 > n2. V obore prirodzenjch ¢&isel ju spliiaji len &isla
n=1n=2,lebopren=3jen+3=<2n<n-n.

Turnaja sa teda mohli ztéastnit bud 3 druhéci a jeden prvék, alebo 6 druhdkov
a 2 prvaci. V oboch pripadoch sa musime presved¢it, Ze turnaj mohol prebehnit tak, aby
boli splnené podmienky zadania. V pripade Styroch tcastnikov ziskal prvak v zapasoch
s druhakmi 1,5 bodu. Ti potom ziskali zostavajiaceho 4,5 bodu. V pripade 8 ticastnikov
vo vsetkych zapasoch medzi prvakom a druhdkom s vynimkou jedného, ktory skoncil
remizou, zvitazil prvak. Prvaci tak ziskali 12,5 bodu a druhéci 15,5 bodu.
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C-1-4

Obr. 8

Po chvili experimentovania prideme na to, ze najmensi mozny pocet zmien smeru
na okruhu je 20. Jeden z viacerych moznych navrhov takéhoto okruhu je nakresleny
na obrazku 8. Podstatnou c¢asfou rieSenia je vSak dokaz toho, Ze na kazdom okruhu
prechadzajicom cez vSetky krizovatky je aspon 20 zmien smeru.

Predpokladajme najprv, ze okruh je taky, ze autobus ide po kazdej z desiatich
severojuznych ulic. Vzdy, ked prechadza na nejaki severojuznu ulicu a vzdy, ked z nej
odbocuje, musi zmenit smer. Tychto zmien je teda aspon 2 - 10 = 20.

Pokial autobus nejde po niektorej zo severojuznych ulic, musi cez 1u prechadzat
na desiatich krizovatkach. Ide teda po vSetkych desiatich vychodozapadnych uliciach.
Rovnakou tivahou, aka sme previedli uz skor, dostavame, Ze pocet zmien smeru je aspon
20.

C-1-5

Trojuholnik ABC' je rozdeleny na tri ¢ierne trojuholniky, tri Stvoruholniky a trojuholnik
PQR (pozri obrazok v zadani tlohy). Sucet obsahov vSetkych tychto trojuholnikov
a Stvoruholnikov je rovny obsahu AABC'. Obsahy trojuholnikov ABA;, BC'By, a CAC,
st rovné jednej tretine obsahu trojuholnika ABC'. Preto plati

Sapa, +Spc, + Scac, = Sasc.

V sucte na lavej strane je obsah kazdého z ¢iernych trojuholnikov zapocitany dvakrat,
obsah $tvoruholnikov je zapodcitany raz, zatialéo obsah trojuholnika PQR nie je za-
pocitany ani raz. Odtial plynie, Ze sti¢et obsahov vyznadenych trojuholnikov je rovny
obsahu trojuholnika PQR.

Obsah kazdého z vyznacenych trojuholnikov aj obsah APQR mozno vypocitat
pomocou obsahu AABC.

C-1-6

Ozna¢me O pédtu vysky z vrcholu A, P pitu vysky z vrcholu B a ) piatu vysky
z vrcholu C. Trojuholniky ABP a MC P maju pravé uhly pri vrchole P. V pripade, Ze
uhol pri vrchole C' je ostry, zhoduju sa tiez v uhloch pri vrcholoch B a C'. Pre ostrouhly
trojuholnik (pozri obrazok 9) to dokdzeme takto:

|LABP| = 90° — [4QMB| = 90° — |{PMC| = |£PCM]|.
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(Dokaz pre trojuholnik s neostrym uhlom pri vrchole A alebo B prevedte samil)
Pretoze |AB| = |C'M]|, st oba trojuholniky zhodné. Speciélne |C'P| = | BP|, pravouhly
trojuholnik BC'P je rovnoramenny a uhol pri vrchole C' je teda rovny 45°.

C M
P P 0
M C
/7
A Q B A Q B
Obr. 9 Obr. 10

V pripade, ze uhol pri vrchole C' je tupy (méze byt pravy?), dokdZzeme analogicky,
ze NABP =2 ANCMP. (Prevedte podrobne!) Odtial plynie, ze |[M P| = |PB]|, a teda
v trojuholniku BM P je uhol pri vrchole M rovny 45°. Uhol pri vrchole C' je preto
rovny 135°, ako sa presved¢ime vypoctom v Stvoruholniku COM P. Pozri obrazok 10.

C-S-1
Lavéa strana rovnice je kladné ¢islo, preto y = = + 1. Odtial plynie, ze
24r? =yl —x! 2 (z+ 1) -zl =2l (z+1—1) = zl2.

Po vydeleni kladnym ¢islom 2 dostdvame 24 = (z — 1)!. (Tu kladieme 0! = 1.) Teda
x <5 a suc¢asne ma byt y! = 2422 + z!. Ak dosadime za x ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, zistime, Ze
predchadzajica rovnica ma rieSenie len pre x =5, a to y = 6.

RieSenim rovnice je jedina dvojica (z,y) = (5, 6).

C-S-2

Cesta z B do H po drote BF a uhlopriecke F'H mé dizku 20(1 + \/5) Oznacme X
stred steny EFGH a Y stred steny BCGF. Kazd4 z tise¢iek HX, XY a Y B mé dlzku
polovice stenovej uhlopriecky kocky, t.j. 20 - %\/ﬁ Preto cesta z H do B po vlaknach
HX, XY aYB ma dizku 20 - %\/ﬁ < 20(1 + \/§) Dokéazeme, ze tato cesta je aj cestou
najkratsej dizky.

Kazda cesta z H do B, ktora vedie cez nejaky vrchol kocky, mé dizku aspo 2()(1 +
+ \/i) Preto cesty najkratsej dlzky musia nutne viest cez stredy stien. Nech teda cesta
z H vedie po polovici uhloprieéky do stredu steny s vrcholom H. Dalej mézu nastat
tieto moznosti:
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D N C

~—

Obr. 11

A B

ako 20(%\/54— %\/5-1— 1).
2. Cesta pokrac¢uje do stredu protilahlej steny a jej dizka je aspon 20(%\/5 +1 +%\/§)
3. Cesta vedie do stredu steny s vrcholom B. Ak vedie z tohoto stredu priamo do B,
mé dlzku 20 - 3/2.
Treti pripad dava popis vSetkych ciest z H do B najkratsej dlzky. Ich pocet je 3 -
-2 = 6. Z bodu H méa pre vyber prvého tiseku cesty najkratsej dizky Hubert 3 moznosti,
pre vyber druhého tseku cesty ma 2 moznosti a pre vyber posledného tseku len jedint
moznost.

C-S-3

Obsah trojuholnika XYZ budeme oznacovat Sxyz, obsah $tvoruholnika ABCD ozna-
¢ujeme S. Pretoze F je stredom BC' a H je stredom AD, plati

1

1
Sapr = 5 SaBc, ScpH = 3 Sacp.

Teda

1 1
Sapr + Scpu = 5 (SaBc + Sacp) = 3 S.

Uplne rovnako dokazeme

1 1
Spca + Sape = 3 (Spep + Sapp) = 3 S.

Stcet obsahov trojuholnikov ABF, BCG, CDH a ADFE je teda rovny obsahu daného
Stvoruholnika, t.j. 100 cm?.

Obr. 12
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C-11-1

Predovsetkym x! > 96, a preto x = 5. Teda z! je delitelné 5-timi a prava strana dava
po deleni ¢islom 5 zvySok 1. Preto y! musi davat po deleni 5-timi zvySok 4, ¢o je mozné
iba pre y = 4. RieSme teda rovnicu:

x! =5zl +120. (1)

Moézeme postupovat dvoma réznymi spésobmi.
1. Z rovnice plynie, ze x 2 z + 1. Teda (z + 1)! £ 5- 2! + 120 a odtial:

1202 (z4+ 1) =521 = (2 —4) - 2!

Preto z < 5. Preverenim vSetkych piatich moznosti z = 1, 2, 3, 4, 5 zistime, Ze
rovnici (1) vyhovuje iba jediné z, a to z = 5. Pritom = = 6.
2. Z rovnice (1) plynie, ze 2! > 120, teda = 6. Cislo z! je preto delitené 16-timi.
Cislo 120 dava po deleni 16-timi zvySok 8, preto z! nemoze byt delitelné 16-timi,
a teda z < 5. Dalej postupujeme rovnako ako v (1).
Uloha m4 jediné riesenie (x,y, 2) = (6,4, 5).

C-11-2

Pri kazdom otéacani tyce zostava jeden jej koniec na mieste. Preto k premiestneniu tyce

z polohy AB do polohy A’B’ ndm jedno otécanie nestaci. Nestac¢ia ani dve otacania,
pretoze prvym otdcanim nepremiestnime koniec A alebo B do bodov A’ alebo B’.
Ukézeme, ako premiestnenie mozno previest pomocou troch otacani.

Obr. 13

Uvazujme kruznicu k so stredom B a kruznicu k' so stredom B’, obe s polomerom
7m (vid obr. 13). Tieto kruznice sa pretnt v dvoch bodoch. Ktorykolvek z nich ozna¢me
A”. Najprv ty¢ oto¢ime okolo bodu B tak, aby koniec A presiel do bodu A”. Druhykrat
oto¢ime ty¢ okolo bodu A” tak, aby sa koniec B premiestnil do bodu B’. Nakoniec
otocéime ty¢ okolo bodu B’ tak, aby sa druhy koniec ty¢e dostal do bodu A’.

C-1I-3
Nech |AB| = a, |BC| = b. Trojuholniky ADX a BCY maja rovnaky obsah, a preto
vzdialenost bodu X od AD je rovna vzdialenosti bodu Y od BC. Ozna¢me tuto

vzdialenost v. Ozna¢me x vzdialenost X od AB a y vzdialenost Y od CD.
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| T /I
| *] Obr. 14
A v v B g

Obsah stvoruholnika ABYX je rovnaky ako sucet obsahov dvoch pravouhlych
trojuholnikov a lichobeznika (pozri obr. 14) a rovna sa:

%vx—i—%(b—y)v-}—%(w—i—b—y)(a—%):%(a—v)(b—l—x—y).

Rovnako spocitame obsah stvoruholnika CDXY:

1 1 1 1
—wy+-b—a)v+-b—a+y)la—2v)=s(a—v)b+y—2x).
2 2 2 2

PretoZe a > v, plynie z rovnosti obsahov oboch stvoruholnikov rovnost b+ x —y = b+
+vy—ux, ¢oje x = y. Bod Y je teda obrazom bodu X pri stredovej simernosti podla
stredu obdlznika. Tym je dokézané, Ze tsecka XY prechadza stredom obdlznika.

C-11-4
F
C
A B
Obr. 15
E

Predpokladajme, Ze hrany osemstena maju dizku 1. Kazda cesta z E do F musi
zrejme viest bud niektorym z vrcholov A, B, C, D, alebo stredom niektorej z hran AB,
BC, CD, DA (pozri obr. 15). Pritom najkratsia cesta z bodu F do kazdého z tychto
bodov ma dizku 1. Pocet najkratsich ciest z bodu E do kazdého z vrcholov A, B, C,
D je rovny 1 a do kazdého zo stredov hran AB, BC, CD, DA je rovny 2. Rovnaké su
aj pocty najkratsich ciest z tychto 6smich bodov roviny ABCD do bodu F'. Preto je
pocet najkratsich ciest z £ do F' rovny:

1-1+1-1+1-141-142-24+2-24+2-24+2-2=20.
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KATEGORIA B

B-1-1

Rovnica zrejme nemé koreni 0. Po vydeleni oboch stran rovnice ¢islom 22 ju upravime
na tvar

1 1
ﬁ+~3+6(x+—)+a:0
x x
1
Polozme u = = + =, potom z2 + — = u? — 2 a rovnicu prepime na tvar
x x

u? 4+ 6u+a—2=0. (1)
Zo substitu¢ného vztahu dostavame
2?2 —ur+1=0. (2)

Ak mé mat pdvodna rovnica S$tyri rozne redlne korene, potom rovnica (1) musi
mat dva rozne korene (oznacme ich uy a ug), rovnako ako kazda z oboch rovnic (2) pre
u = uy, resp. u = ug musi mat dva rozne realne korene, t.j. diskriminanty tychto rovnic
su kladné. Dostavame podmienky

a <11 azéroven |ui|>2a |ug| > 2. (3)

Predpokladajme, Ze up, us st korene rovnice (2), a nech u; < ws. Z Vietovych
vztahov zistime, ze 2u; < up + us = —6, takze u; < —3. Pre koren wu; teda plati
vztah (3) automaticky, pre druhy koren musi platit bud us < —2, alebo us > 2. Ak
si predstavime graf a korene kvadratickej funkcie f(u) = u? + 6u + a — 2, potom to
znamend, ze f(—2) > 0, alebo f(2) < 0. Odtial a > 10, alebo a < —14. Teda a € M =
= (—o0,—14) U (10,11).

Ukéazeme este, ze pre kazdé a € M mé poévodnad rovnica Styri navzajom rozne
korene. Pre a € M ma rovnica (1) dva rézne korene uq, ug, ktorych absolitne hodnoty

. 1
su vicsie ako 2. Preto kazda z oboch rovnic z + — = u; ma dva rézne realne korene
x

1 1 1
x; a — (1 = 1,2), ¢o st korene povodnej rovnice. Medzi ¢islami 1, —, o, — vSak
Zg T Z2
. , ) 1 1 1 1
nemdzu byt dve rovnaké (keby {ajl, —} N {:z:Q, —} =+ (), potom {:z:l, —} = {ajg, —}
T X9 X1 T2
auy = ug).
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B-1-2

Polozme x = ¢ —a — b. Potom =z > 0 a ¢ = a + b + z. Jednoduchymi algebraickymi
Upravami mozno overit, Ze

F=a®+0b>+ ¢+ 3abc — 2(a+ b)?c =
:a3+b3+((a+b)+x)3+3ab(a+b+x)—2(a+b)2(a+b+x):
= z(a +b)(a + b+ 3z) + z(z® + 3ab) > 0,

lebo vSetky ¢leny posledného vyrazu si kladné. Tym je dand nerovnost dokazané.

Iné riesenie. Spociva v tom, Ze vyraz F' budeme povazovat za polyndém s premennou
c. Dosadenim ¢ = a + b sa po uprave presvedéime, ze F'(a+b) =0, t.j. a+ b je koretiom
polynému, a preto je tento polyném delitelny korefiovym ¢initelom ¢ — (a + b) a plati:
F(c) = (c—(a+b))(c* +ac+bc—a® +ab—b?). Vyraz v prvej zétvorke je pre ¢ > a+b
kladny, vyraz v druhej zatvorke je tiez kladny, pretoze ¢ + (a + b)c — a? + ab — b* >
> 2(a+b)? —a® +ab—b*> = (a +b)? + 3ab > 0.

B-1-3

Oznacme s sucet koeficientov daného polynému. Zrejme je s = P(1). Pre kazdé dve
rozne celé ¢isla a, b a lubovolny polyném @ s celo¢iselnymi koeficientami plati, ze ¢islo
Q(a) — Q(b) je delitelné ¢islom a —b. Preto 12 | (P(13) — P(1)). Existuje teda celé &slo
k také, ze 8046 — s = 12k, odtial s = 8046 — 12k = 6(1 341 — 2k). Sucet koeficientov
daného polyndému je delitelny Siestimi, a teda nie je prvodislo.

B-1-4

Z Pytagorovej vety uréime |AB| = 5 cm. Zo znamych vlastnosti trojuholnika je |[AM| :
: |[BM| = |AC| : |BC| = 3 : 4, odtial |[AM| = 2|AB| = £cm, [BM| = ZLcm.
Pre trojuholniky ABC, AMC, BMC ozna¢me (v danom poradi) S, Sy, S ich obsahy,
r, r1, r9 polomery vpisanych kruznic a s, sy, so polovice ich obvodov. Plati S =

= 1|AC||BC| = 6cm?, Sy : So = |AM] : |[BM| = 3 : 4, lebo trojuholniky AMC,

BMC maja rovnakt vysku z vrchola C. Plati teda S; = 1—78 cm?, Sy = % cm?. Zo
vztahu S = £|CM||CA|sin45° vyplyva, ze |CM| = 1—72\/§cm
C
1
O
O NG Obr. 16
A M B
S 9—3v2 S.
S vyuzitim znamych vzorcov dalej dostavame rq = 2 % cm, ro = 22 -
S1 S2

—2V2
= ¥ cm a |CT1| = 851 — |AM|, |CT2| = S9 — |BM| (ObI‘. 16) Odtial |T1T2| =
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= |CTy| — |CTy| = 55 — 51 + |AM| — |[BM| = % em.

Oznacme dalej K L obraz usecky O105 v posunuti o vektor O1T (K = T}). Z pra-
vouhlého trojuholnika KT»L potom dostavame |010s| = |[KL| = /|T1To|? + |LT3]? =

= /ITVT2? + (r1 + r2)? = $1/340 — 170v/2 cm.
B-1I-5

Pre n = 1 je hladany pocet P(1) = 2. n-t4 kruZnica pretne n — 1 kruznic v nanajvys
2(n —1) bodoch. Pocet ¢asti roviny sa teda pridanim n-tej kruznice zvysi tiez nanajvys
0 2(n —1). Pre pocet P(n) ¢asti roviny dostavame

Pn)£2n—1)4+Pn—-1)22(n—1)+2(n—2)+Pn—2)< ...
S2n—14+n—-24+...+41)+P1)=n(n—-1)+2.
Vhodnym prikladom sa presvedéme, ze pre P(n) plati rovnost P(n) = n(n —1) +
+ 2. Nech k7 je jednotkova kruznica so stredom O a nech A je pevne zvoleny bod

tejto kruznice. Ozna¢me k; obraz kruznice k; v posunuti o vektor (i — 1)%, kde i €
€ {1,2,...,n}. Potom sustava kruznic ki, ks, ..., k,, deli rovinu na n(n — 1) + 2 casti.

B-1-6

Obr. 17

Oznacme K, L pity kolmic z V na hrany AB, CD. Priamka AB je kolma na
rovinu K LV, pretoZe je kolma na priamky KV, LV (obr. 17). Odtial KL 1 AB. Vyska
kosostvorca ABCD je |KL| = 2z. Pdta vysky ihlana lezi v rovine K LC' a je zrejme
totozna so stredom S tsecky K L. Z pravouhlého trojuholnika K SV je tato vyska v =

= vh? — 2. Objem ihlana je teda

2 2
V = gax\/ h? — 22 = 3 av/ x2h? — z4.

Objem bude maximélny, prave ked bude maximélny vyraz pod odmocninou
1

1 2
_2p2 4 tpa (2 1g2
U=2x°h T 4h (aj 2h).

Maximum hladédme na intervale 0 < z < %a, pretoze vyska kosostvorca 2z je mensia
ako velkost a jeho strany. Kvadraticka funkcia U premennej ¢t = 2 nadobtida absoltitne
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h t . . . 7 . 7 Ve h
maximum pre x = ——, preto dalSia diskusia zavisi od toho, ¢i bod — padne do

V2 V2
intervalu (0, %a), alebo nie. Pre hv/2 < a je teda maximalny objem ihlana V., =
= %ah?
Pre a < h/2 je kvadraticka funkcia U v intervale (0, %hz) rastica, a preto objem
ihlana v tomto pripade nema& maximum, ale neohranicene sa blizi k hodnote Vi.x =

V4h? — a?
= CL2T (pre = = %a dostaneme Stvorcovil podstavu, tu predpokladame, ze

podla beZne uzivanej definicie Stvorec nie je kosostvorec).

B-S-1

Sc¢itanim dvojnasobku prvej rovnice s druhou odstranime parameter a a dostavame
rovnicu
3zt — T3 — 42 —Tx +3=0

pre spoloény koren x . Iba korene tejto rovnice mézu byt spolo¢nymi korenmi zadanych
rovnic. Tato rovnicu moézeme rieSit aj ako reciproki, aj zniZovanim radu. Ma totiz
racionalne korene x = 3, x = % Riesme ju ako reciproki:

1 1
3(9:2-1—?)—7(9:—1-5)—4:0,

1

po substiticii T+ — =s,
x
1
dostavame z? + — = s —2,
x

3s2 —7s—10 = 0.

Posledna rovnica ma 2 korene. Pre s; = —1 nedostavame ziadne realne riesenie x |,
koren sy = %0 vedie k rieSeniam:
r1 =3, pre a=-—13,
1 91
To = = pre a= —.
3’ 81

Uloha mé dve rieSenia a = 13,a = % .
B-S-2

RieSenie rozdelime na dve ¢asti, pre nezaporné celé a zaporné celé = . Cisla 19 a 94
dévaju po deleni tromi zvysok 1 . St preto tvaru 3k + 1 . Vieme, ze 3|(3k+ 1) — 1 (a|b
oznacuje a deli b ).

Bk+1)° —1=(3k+1—1) ((3k+1)”“1+(3k+1)”“2+...+1).
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Preto 3|(3k + 1) —1, teda 3|19 —1 aj 3|94” —1 . Cisla 19* a 94” davaju preto po deleni
tromi zvysok 1 , a ich stcet zvysok 2 . Lenze druhé mocniny celych ¢isel tvaru 3k maja
po deleni tromi zvySok 0 a druhé mocniny celych ¢isel tvaru 3k £ 1 maja zvysok 1 ,
lebo

(3k +1)° = 9k> + 6k + 1.

Avsak 1994-t4 mocnina je aj druhou mocninou, a preto, ako sme ukazali, ma po deleni
len zvysky 0,1 . Preto rovnica nema riesenie pre nezaporné celé ¢isla x . V zapornych

.....

.....

B-S-3

Lahko vypocéitame |CD| = 2,4, |AD| = 1,8, |BD| = 3,2 . Oznacme P, P pity
kolmic vedenych z bodov O1, O na tsecku AB . Z Pytagorovej vety dostavame:

1010 = \/(10:Ps| = 101 PLY + PP =\ (02 — 01)” + (01 + 02)” =

= \/5\/ 012 + 022,

kde 01, 02 st polomery prislusnych vpisanych kruznic. Vieme, ze polomer vpisanej kruz-
nice trojuholnika sa rovna dvojnasobku podielu jeho obsahu a obvodu (o = 2% ). Preto

1,8-2,4
=" 72"  —06
LT 1842443
3,2:2,4
e NI Wi

Po dosadeni |0105] = v/2 .
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B-1II-1

1
Ak je u koren niektorej z dvoch zadanych rovnic, potom u # 0 a — je koren tej istej
u

1
rovnice. Preto u = —, takze u = +1. Nech teda ¢islo 1, resp. —1 je korenom prvej, resp.
u

druhej rovnice (inak vymenime navzajom ¢isla a, b). Zo ststavy rovnic
l1+a+b+a+1=0 a 1—-b4+a—-b+1=0

plynie a = —% ab= % Sktimané rovnice st potom

(x—1)2<x2+§x+1> =0 a (x+1)2(:c2—§x+1> =0,

t.j. maju jediné realne korene, lebo diskriminanty oboch trojélenov z2 + %:c +1laax?—

— %az + 1 st zéporné. Hladané dvojice (a,b) st (g, %) a (%, g)

B-1I-2
Zrejme m = 1 je rieSenim a ukazeme, ze m = 1 je jediné prirodzené cislo, pre ktoré
tvrdenie plati. Naozaj, ak 998™ — 1 deli 1994 = 2™ -997™, tak 998™ — 1 deli aj 997,
¢o je mozné len pre m = 1, pretoze inak je 998™ — 1 vicsie ako 997™.

B-1I-3

Nech a = |BC|, b= |CA|, c=|AB| a |AM| = pc, kde 0 < p < 1 (pozri obrazok 18).

Obr. 18

A pc M (1-p)c B

Trojuholniky CAM a BC'M maju obsahy v pomere p : (1 — p), t.j. st rovné %pab,
resp. %(1 —p)ab, takze rovnost polomerov prislusnych vpisanych kruznic mozno zapisat
takto:

pab (1 —p)ab

bt+pct+zr a+(1—pct+a’

kde sme oznadili z = |[CM|. Odtial po tprave plynie
pa—(1—=p)b=(1-2p)x. (1)
Na druhej strane podla Pytagorovej vety pre trojuholnik CM N plati
22 = p2a? + (1 — p)2b2,
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Preto z (1) plynie umocnenim na druhu

(o — (1 - p)b)* = (1 - 2) (40> + (1 — p)*1?),

odkial po roznésobeni a tprave dostaneme

2p(1 = p)[p*a® + (1 — p)*b*] = p(1 — p)ab.

Pretoze p(1 — p) # 0 a vyraz v hranatej zétvorke je 2%, dostdvame rovnost 2 = Zab,
ktorda znamena, ze Stvorec so stranou x mé rovnaky obsah ako trojuholnik ABC'

Pozndamka. Hodnotu p nie je nutné urcovat. Je to koren kvadratickej rovnice
pPa® + (1—p)*p® = —

ktord ma vzdy dva korene. Vybrat ten ,pravy“ je mozné na zdklade diskusie o znami-
enkach oboch stran rovnosti (1).

B-1I-4

Oznac¢me vrcholy danej kocky obvyklym sposobom A, B, C, D, E, F, G, H. Ak je
vrchol A ofarbeny jednou z troch farieb a niektory z vrcholov C, F'; H ma t1 ista farbu,
sme hotovi, lebo |AC| = |AF| = |AH| = a/2 > 1,41a > Za. V opa¢nom pripade musia
byt uvedené tri vrcholy rovnostranného trojuholnika C'F'H ofarbené najviac dvoma
roznymi farbami, takze aspon dva z bodov C, F', H maju ta istt farbu. Ich vzdialenost
je vacsia ako %a. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

KATEGORIA A

A-1-1

Odvodime najprv vSeobecny vzorec pre pocet Py(n) vSetkych k-ndsobnych delitelov
¢isla n s rozkladom n = pi*p5? ... pRY, kde p; s navzajom rézne prvocisla a exponenty

a; st prirodzené éisla. Plati m* | n, prave ked m je tvaru plf pgz . .pl]’\ﬁv, kde celé b;

@ N @
splhajiu 0 < b; < ?Z pre kazdé i. Preto je takych ¢isel m prave [] (1 + [?Z] ) Hodnotu
i=1
Py (n) uréime, ked od poé¢tu éisel m s vlastnostou m* | n odéitame pocet tych z nich,
pre ktoré dokonca plati m**+! | n, takze

no =TT+ [5]) - T+ [5%5]) 0

1=

Lahko uvazime, Ze prvocislo p ma v rozklade ¢isla n! exponent rovny
n} n n n
2l 5]+ ] ]+ 2)
[p P’ p° p*
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Lahko uvazime, Ze prvocislo p ma v rozklade ¢isla n! exponent rovny

[%}4‘[}%}4‘[}%]4‘[}%]4-... 2)

(len koneény pocet séitancov je nenulovych). Takto mozeme stanovit prvocéiselny rozklad
100! = 297348524716119137175. .., kde bodky vyznacuju dalSie prvoéisla, ktorych
exponenty st mensie ako 7, a teda neovplyvnia hodnotu

maoo)~ (1+ (7)) [£D (- ) 0 [2) 0+ )0+ ) -
- [ [S]) (0 [ (0 [ 0+ [3) -

=14-7-4-3-2-2-13-7-4-3-2=4704 —-2184 = 2520.

A-T1-2

Objem nasho hranola je V = %azv, kde v je nezndma vzdialenost jeho podstéav. Obidve

priamky BC’ a AB, a teda aj rovina ABC’ su kolmé na priamku AC. Ak je P kolmy
priemet bodu C’ na priamku AB, potom obidve priamky AB a AC, a teda aj rovina
ABC, st kolmé na priamku C’P. Hladana vzdialenost v je preto rovna |C’P| a oba
uhly CPC’, APC' st pravé. Naviac |[{PCC'| = 60°, takze v = |CP|v/3. Ozna¢me z
stradnicu bodu P na priamke AB v ststave, v ktorej A = [0] a B = [—a] (t.j. z =
= +|AP|, kde znamienko —, resp. + vezmeme podla toho, ¢i P padne na polpriamku
AB, & na polpriamku k nej opa¢nti.) Potom z AACP plynie |CP|? = a? + 22, takze
v? = 3(a? + 2?). Pretoze |BC'| = a+/6, ma Pytagorova veta pre ABPC’ tvar 6a? =
= (a+ z)? + 3(a* + x?). Tato rovnica ma dva korene z1; = $a, z2 = —a. Podmienky
tilohy preto splitaji dva hranoly (obr. 19, 20) s vyskami

2 15
v =4/3 <a2 + az) = a\g_’ resp. vy = /3(a? + a2) = aV/6.
a®/6.

Ich objemy sa V; = iag’ 15, resp. V5 =

N[

Obr. 21
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A-1-3

Nech P oznacuje kolmy priemet bodu X na priamku BC (obr. 21). Pretoze plati
|£LXCY| = 40° = |£XCP]|, lezi bod X nielen na osi uhla ABC, ale tiez na osi uhla
YCP. Preto ma bod X rovnakt vzdialenost od troch priamok AB, BC' a CY, takze
lezi aj na osi uhla AYC, t.j. [{AY X| = $|£AY C|. Ak ozna¢ime 8 = [{ABC|, potom
|£CY B| =80°—p4, |{AYC| = 100°+0 a | LAY X| = 5OO—|—§, teda |{ XY B| = 1300—%
7 AXY B konetne plynie, Ze |£Y X B| = 180° — (130° — 5) — 5 = 50°.

A-1-4
Umocnenim na tretiu dostaneme ekvivalentnti rovnost
n = (p +2¢°) + 3p*qV/2 + 3pg* V4. (1)
Zaoberajme sa najprv pripadom n = 4. Ak je v/4 = p + ¢/2, potom z (1) plynie
4= (p*+2¢%) +3p°qV2 + 3pa®(p + qV/2), (2)

alebo 4 —p3 —2¢% —3p?¢® = \3/5(3p2q+3pq3). Pretoze /2 je iracionalne &islo, je posledna
rovnost mozna, len ked 4 — p3 — 2¢® — 3p?q®> = 0 a 3pq(p + ¢*) = 0. Z druhej rovnice
plynie p = 0, ¢ = 0 alebo p = —¢?, dosadenim do prvej potom po rade ¢° = 2, p3 = 4,
resp. ¢° + ¢ — 2 = 0. Pretoze &isla p a ¢ st racionalne, je z poslednej trojice splnitena
len tretia podmienka, ktord znamend, ze ¢> = —2, alebo ¢ = 1. Dostavame tak jedint
dvojicu (p, q¢) = (—1,1), pre ktort sice plati (2), nie v8ak /4 = p+¢+/2. Preto poslednt
rovnost nespliiaji ziadne raciondlne p a gq.

Vo vSeobecnom pripade ukazeme, zZe ak plati (1) pre niektoré racionalne n, p a q,
potom koeficient 3pg? pri ¢lene /4 musi byt rovny nule. Inak by totiz bolo mozné z (1)
vyjadrit

yi-nor WPy
3pq? q
¢o by bol spor s tym, Ze ¢islo 4 nie je riesenim. Preto plati 3pg? = 0, t.j. p = 0 alebo ¢ =
= 0. Potom vsak n = p3 alebo n = 2¢>. Ak je naviac ¢éislo n celé, musia byt v poslednych
dvoch rovnostiach aj éisla p, ¢ celé. Odpoved: n = k3 alebo n = 2k3, kde k > 1 je celé
¢islo.
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A-1I-5

Oznac¢me rovnost zo zadania ako (1). Ak dosadime do (1) a = b = 1, dostaneme nutna
podmienku pre é&islo p: p > 2 — /2 (> 0). Ukdzme, Ze pre p = 2—+/2 nerovnost (1) plati.
Pre p > 0 mozno nerovnost a +b < p-vab+ va2 + b2 ekvivalentne umocnit na druh,
po tprave dostaneme (2 —p?)ab < 2p+/ab(a? + b2). Ak sem dosadime p = 2 — /2,
dostaneme (po deleni dvomi) nerovnost 2(v2 — 1)ab < (2 — v/2)/ab(a? + b?). Pretoze
22 = \/5(\/5 — 1), je mozné poslednt nerovnost po deleni kladnym vyrazom (\/_ —
— 1) V2ab zjednodusit na v2ab < va2 + b2. Tato nerovnost plati pre lubovolné kladné
a, b, lebo je ekvivalentna s 2ab < a? + b2, alebo 0 < (a — b)?. Hladané najmensie p je
teda rovné 2 — /2.

A-T1-6

Ciferny sucet S(n) kazdého ¢isla n dava pri deleni deviatimi ten isty zvysok ako samotné
¢islo n. Pretoze ¢islo n? je tvaru 9k alebo 3k + 1 (podla toho, ¢i 3 | n, alebo nie), lezi
kazdé ¢islo S(n?) v mnozine {9,18,27,...} U{1,4,7,10,...}. Teraz je potrebné zistit,
pre ktoré k maja rovnice S(n?) = 9k, resp. S(n?) = 3k + 1 asponi jedno riesenie n.
Ukazeme, Ze je tomu tak pre kazdé k. Najprv S(12) = 1. Dalej pozorujme priklady

32 =9, 332 =1089, 3332 = 110889, 33332 = 11108889, ...,
22 =4, 322 = 1024, 3322 = 110224, 33322 = 11102224, ...

Oznac¢me ey, ¢islo zapisané k jednotkami a vyslovme hypotézu, ze S(n?) = 9k pre n =
=3ex a S(n?) =3k + 1 pre n = 3e, — 1. K jej dokazu staci overit rovnosti

(3ex)?=11...1088...89 =10"e,_| +80ep_1 +9,

k—1 k—1

1

(e —1)2=11...1022...24 = 10" e;_; + 20e,_; + 4. @
k—1 k—1

Aj ked rovnosti (1) je mozné overif dosadenim formul e,, = £(10™ — 1) pre m = k
am =k — 1, je moZny aj iny postup: Pretoze 9e;, = 10* — 1, plati 9¢2 = (10¥ — 1)e,
a teda

(36k)2 = 10kek — €k,

2
(3er, —1)% = 9¢? — 6eg + 1 = 10%¢, — Tep + 1. @)

Dekadicky zapis pravych stran (2) uz mozno lahko zistit pouzitim pravidiel pre pisomné
sCitanie a od¢itanie — prevedte sami.
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A-S-1

Kazdy delitel ¢isla 2™ je opéit mocninou tvaru 2% a té je k-nasobnym delitelom, préave

n
ked kx < n < (k+1 leb
ed kx < n (+)x,aeok+1

n ,
< x < —. Preto je pocet k-nasobnych delitelov

k

¢isla 2™ rovny [%] — [kL—H} Prikladom rieSenia rovnice

[1:;94} - [1595} = 1993

je hodnota n = 1993 - 1994 - 1995. Pritom je zrejmé, Ze pre Iubovolné celé nezaporné
k < 1994 bude ¢islo n = 1993 - 1994 - 1995 + k vyhovovat podmienke tlohy.

A-S-2
Priamka p zrejme musi pretinat polpriamky opa¢né k C A, C'B (inak nemozeme dostat
trojuholnik PQC' s rovnakym obsahom ako trojuholnik ABC).
Klti¢ovym momentom je pozorovanie, ze musi byt (a staci) QA || PB — trojuholniky
ABC a PQC maju totiz rovnaky obsah, prave ked to isté plati o trojuholnikoch ABP
a BPQ (obr. 22), t.j. ked je vzdialenost bodov @) a A od priamky BP rovnaka.

P

Obr. 22

M A B

Odtial uz plynie konstrukcia. Pretoze priamka BP je obrazom priamky AQ v rov-

nolahlosti so stredom M a koeficientom ||%i|| a bod @ lezi na priamke BC, lezi bod P
na obraze priamky BC' v tejto rovnolahlosti. Vlastni konstrukciu mozeme previest napr.
tak, Ze bodom B vedieme priamku g rovnobeznu s AC, jej priese¢nik s priamkou M C'
oznac¢ime D. Bodom D potom vedieme priamku r rovnobezni s BC' a jej priesecnik
[MA] _
|MB|

odkial uz

s priamkou AC' oznac¢ime P. Z podobnosti trojuholnikov M AC, M BD plynie

_ |mc| MC| _ |MQ)
|MD| |MD| |MP|’

a z podobnosti trojuholnikov MCQ, M DP plynie

MA| _ |[MQ)
|MB| |MP|’

porovnanim vyplyva a teda AQ || PB. Uloha m4 vzdy jediné riesenie.
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A-S-3

Tvrdenie tlohy dokézeme indukciou podla poctu vyznacenych uhlopriecok. Ak nie

je vyznacena ziadna, potom vrcholy farbime 1-2—-1-2—...-1-2 pre n parne a 1-2—-1—
2—...-1-2-3 pre n neparne. Pokial je nakreslend aspon jedna uhlopriecka, vyberieme
TubovoIna z nich a podla nej rozdelime dany n-uholnik na dva mensie mnohouholniky,
ktoré maju spolu vyznaceni o jednu uhlopriecku menej ako pévodny mnohouholnik.
Ich vrcholy ofarbime podla indukéného predpokladu. Podstatné je, Zze koncové vrcholy
deliacej uhlopriecky dostanti v kazdom z oboch ofarbeni rozne farby, takze po pripadnej
permutécii farieb mozno tieto ofarbenia zjednotit do ofarbenia celého n-uholnika.
Iné rieSenie.Tvrdenie sta¢i dokazat pre pripad, ked nakreslené uhlopriecky delia
vnatro n -uholnika na trojuholniky (taky m-uholnik sa nazyva triangulovany, kazdy
systém nepretinajucich sa uhloprie¢ok mozno doplnit na trianguléciu). Potom dokazu-
jeme opit indukciou. Vyberieme vrchol, z ktorého nevychédza ziadna uhlopriecka (taky
musi existovat, inak by sa niektoré uhlopriecky pretinali). Po odobrati tohto vrcholu
dostavame (n — 1)-uholnik, ktorého vrcholy je podla indukéného predpokladu mozné
ofarbif tromi farbami. Odobrany vrchol mé len dvoch susedov, takze vzdy pre neho
ostéva aspon jedna volna farba, ktorou ho ofarbime.

A-1I-1

Podla vzorca odvodeného v rieSeni tilohy A — I — 1 budeme hladat najmensie ¢islo x
s prvociselnym rozkladom

_al ao a N
X =P1 P2 pN’

ktoré spliia podmienku

IO [5]) T10[5) -5 Y

Iste mozeme predpokladat, Ze a, = 2 pre kazdé k; v pripade a;, = 1 by sme totiz mohli
¢initel pi* v rozklade ¢isla  vynechat bez toho, aby sme narusili podmienku (1). Dalej
rozligime pripady N =1, N =2 a N = 3.

V pripade N =1 mé (1) tvar (pre jednoduchost piseme a miesto a;)

AREEARAER

Preto z (2) plynie r = 4, t.j. a = 24. Teraz uz rychlo nijdeme najmensie riesenie (2)
a = 26. V pripade N =1 je teda najmensie x rovné 226.
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V pripade N = 2 vypiSeme niekolko najmensich ¢isel x a pri kazdom v zatvorke
pripojime pocet jeho dvojnasobnych delitelov:

2232 (3), 2233 (2), 223% (4), 223° > 2334,
??(m,z (0), 233% > 2632

2132 (4), 2%3° (2), 2*3* > 2334,

2°3% (4), 2°3% > 2334,

2032 = 576 (5).
Kazdé d’aléie T je aspoﬁ 2732 alebo 2334 teda véacsie ako 57 6

Zhrnieme nase uvahy. pretoze plati 226 > 576, Je hladané najmensie x rovné 576.
(Jeho dvojnasobnymi delitelmi sa préave ¢isla 3, 6, 8, 12 a 24.)

A-1II-2

Oznacme a = |BC|, b = |AC| a ¢ = |AB]|. Pretoze os uhla deli protilahli stranu
v pomere velkosti prilahlych stran, je

be ac
AF| = —— BE| =
4] a+b’| | a+b’
be ab
|AD| = , |CD] =
a—+c a+c
a rovnost |BE| = |CD]| je ekvivalentna s rovnostou
ab  ac
at+c a+b

ktorti mozno upravit na tvar
ala+b+c)(b—c)=0.

Pretoze a(a + b+ ¢) > 0, je |BE| = |CD|, prave ked b = ¢, t.j. ked AABC je
rovnoramenny so zakladinou BC'. Uhol pri vrchole B méa teda jednoznacne urcent
velkost 40°.

A-1II-3

Ozna¢me M mnozinu vsetkych cervenych bodov a D = {(z,i): © € M A = € p;}
a pocitajme prvky mnoziny D dvoma sposobmi: kazdy bod z mnoziny M lezi na troch
priamkach, takze |D| = 3|M|, pre kazda priamku p; je v D prave a; dvojic, alebo

n
|D| = > a;. Odtial plynie

=1
n

(i) Y. a; =0 (mod 3),

=1
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@DW“Z%Q@@

Pokial by existovali 4 priamky podla zadania a), bol by podla (ii) celkovy pocet
cervenych bodov rovny dvom a dve z priamok by prechédzali rovnakymi dvoma bodmi,
boli by teda totozné. To je v spore so zadanim a odpoved v pripade a) je NIE.

Pripad zo zadania b) mozno ziskaf napr. stranami a faznicami trojuholnika, tiez
stranami a uhloprie¢kami $tvorca. Odpoved je v tomto pripade ANO.

Pripad zo zadania ¢) mozno ziskat napr. stranami pravidelného Sestuholnika a uh-
loprieckami pretinajicimi jeho stred. Odpoved je opit ANO.

9
V pripade d) je odpoved NIE, pretoZe siucet Y a; = 20 nie je delitelny tromi (pozri
i=1

(1))-
A-1I1-4
Postupne spocitajme
22 =5+4V2+3V4, x5 =19+15V2+12V4.
Dosadenim do rovnice (1) tak po tprave dostaneme podmienku

(1945p+q+7)+(154+4p+q)V2+ (12 +3p + q)V4 = 0,

ktor4 je splnend, pokial st rovné nule vSetky tri ¢isla 19+5p+q+7r, 15+4p+qa 12+
+ 3p + ¢q. (Podla tlohy A — I — 4 domaéceho kola je to nielen postacujica, ale aj nutna
podmienka.) Lahkym vypoctom zistime jedinu trojicu (p,q,r) = (=3, —3, —1). Zostava
dokazat, Zze rovnica

23 =322 -3z —-1=0

ma jediny redlny koreii. To mozno urobit viacerymi sposobmi (asi nie je prili§ vhodné
delenie koretiovym dvojélenom z — x), napr. takto: pretoze 322 +3x +1 > 0 pre kazdé
realne z, je kazdy koren rovnice 23 = 322 +3x+1 > 0 kladny; zo zapisu 1 = %-I— ;’—2 + Il_g
plynie, Ze tento korern je najnajvys jeden (pravé strana je totiz pre kladné x klesajtca).

Iné rieSenie.Plati

S

13
To=1+V2+ V4= = ,
0 1- 2 Y21

1 . . .
takze — = v/2 — 1. Preto je z( rieSenim rovnice

Zo
3
1
“4+1) =2,
x
pricom je jasné, ze tato rovnica ma v obore redlnych ¢isel jediny koren. Pre x # 0 je
vsak tdto rovnica ekvivalentnd s (1 + )3 = 223, €o je po roznisobeni hladand rovnica.
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A-IIT-1

Ozna¢me d(x) = f(x + 1) — f(x). Podla zadania tlohy je funkcia d: N—Z nerasttca.
Funkcia d je ale tiez nezaporna: Keby totiz pre niektoré k bolo d(k) < —1, bola by f
ostro klesajuca pre x = k, a platilo by

f(k)
Flt f(R) +1) = F(k) + 3 dlk+1) £
< fk)+dk)(f(k)+1) < f(k)— (f(k)+1) =-1<0.

Je teda d(1) = d(2) = ... 2 0 a existuju ¢ eNU{0} a ny €N také, ze pre kazdé
x 2 ng je d(x) = ¢, alebo f(z) = f(no) + c(x — ng). Potom ale vSetky body [z, f(z)],
T 2 ng, lezia na jednej priamke.

A-T1IT- 2

Oznacme vrcholy jednej podstavy kvadra A, B, C, D a vrcholy v druhej podstave E, F,
G, H (tak,ze AE, BF, CG, DH tvoria hrany). Prienik mnohostena M s kazdou hranou
kvadra musi byt neprazdny. Vyberme teda na kazdej hrane kvadra jeden bod patriaci
mnohostenu M a oznac¢me M’ konvexny obal tychto 12 (nie nutne roéznych) bodov.
Mnohosten M’ vznikne z kvéadra odrezanim 6smich rohovych Stvorstenov, ktorych
objemy odhadneme po zoskupeni do dvojic podla hran AE, BF, CG, DH.

Nech X, Y, Z, U, V st po rade vrcholy mnohostena M’ leziace na hranach AB,
AD, AE, EF, EH (obr. 23). Ozna¢me =z = |AX|, y = |AY|, z = |AZ|, u = |EU|,
v=|EV]|,w=|EZ| aa=|AB|, b = |BC|, ¢ = |AE|. Pritom z,u < a, y,v < b
a z +w = c. Potom dostavame

1 1 1
(abz + abw) = gab(z—kw) = gabc =_-V

1
V(AXYZ)+V(EUV Z) = 8(:1:yz+uvw) < 5

1
6

Pretoze M’ vznikol odrezanim Styroch takychto dvojic rohovych Stvorstenov, je

1
V(M) Z V(M) 2V -2V =2V,
H G G
. E
\
FE T FE
YA
D . D
A X B B
Obr. 23 Obr. 24
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Hodnotu %V nadobuda napr. objem Stvorstena BDEG (obr. 24). Teda Vi, = = V.

1
3
A-1IIT-3

Dokazeme nasledujtice tvrdenie: nech v 2n-uholniku je vyznacenych n uhlopriecok tak,
Ze z kaZdého vrcholu vychddza prdve jedna. Potom pocet uhlopriecok pdrnej dizky je
parny.

DOxkAz: Ofarbime vrcholy 2n-uholnika striedavo bielou a ¢iernou, mame teda n
bielych a n ¢iernych vrcholov, kazda strana 2n-uholnika spaja jeden biely a jeden ¢ierny
vrchol. Uhlopriecky parnej dizky spajaja vrcholy rovnakej farby, uhlopriecky neparnej
dlzky spajaji vrcholy roznych farieb. Pritom bielo-bielych uhlopriecok je rovnako vela
ako Cierno-¢iernych (po odstraneni vrcholov spojenych bielo-¢iernymi uhloprieckami
ostane rovnaky pocet ¢iernych aj bielych bodov). Jednofarebnych uhlopriecok je teda
parny pocet.

INY DOKAZ Ozna¢me uhlopriecky uy, ug, ..., u,. PretoZe nam ide o kombinato-
rické vlastnosti, mozeme predpokladat, Ze ziadne tri uhlopriec¢ky neprechadzaju jednym
bodom. Oznacme este a; pocet uhlopriecok, ktoré pretinaja uhlopriecku u;, a poc¢itajme
celkovy pocet priesecnikov vyznacenych uhlopriecok P. Z pocitania dvoma spdsobmi
plynie 2P = ) a; a nutne je pocet uhlopriecok s neparnym a; parny. Pritom uhlopriecka

i=1
u; dlzky d; odrezava d; — 1 vrcholov, z ktorych vychadza spolu d; — 1 uhlopriecok. Tie
z nich, ktoré nepretinaju u;, vyuziju kazda prave dva z d; —1 vrcholov. Je teda a; = d; —1
(mod 2), t.j. a; je neparne, prave ked d; je parne.

V pripade b) sa pozaduje 985 uhloprie¢ok dizky 6 a 4 uhlopriecky dizky 8, to je
spolu 989 uhlopriec¢ok parnej dizky, a preto je v tomto pripade odpoved NIE.

Pre pripad a) je odpoved ANO. Ozna¢me vrcholy 1994-uholnika po rade X1, Xo,
..., X1994 a vyznacme uhlopriecky:

X1X3, XoX5, X4 X6 (jedna dizky 3 a dve dizky 2);

X7X9, X8X10, X11X13, X12X14 (étyl‘i uhloprieéky dIZky 2),

X9—|—6iX12+6i7 X10—|—6iX13—|—6i; X11—|—6iX14—|—6i; 1 = ]., 2, . ,330 (990 uhloprieéok
dizky 3).

A-1II-4
Nech n = p je prvocislo. Z ¢isel ap,—1, ap—2, ..., ap— p? je prave p delitelnych &islom p.
Z toho pre p—1 ¢&isel je p' najvyssia mocnina p, ktora ich deli. Prave jedno z é&isel ap,—1,
ap—2, ..., a,—p? je delitelné p?, vSak toto ¢islo (ozna¢me ho napr. a, — i, a, —i > 0)

moze byt delitelné aj vysSou mocninou p. Nech z je také prirodzené ¢islo, ze p*|(a, — 1)
a p”t1 | (a, —i). NajvysSia mocnina p, ktora deli stcin (a, —1)(ap —2) ... (a, — p?), je

teda p*tP—1L.
(ap - 1)(ap —2)... (ap - pz)
pr* 1

Pretoze podla zadania tlohy je ¢islo celé a kladné, je

nutne p? — 1 < z+p—1, a teda z = p? — p. Tiez plati a, > a, —i = p* = pP*~P. Preto
pre kazdé prvocislo p je log, a; > p? —p.
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Pre kone¢nit mnozinu prvocisel P ozna¢me k jej najviacsi prvok. Potom mame

k k k
1 1 1 1 1 1 1
oy ey by (L
pezplogpap pezpr—p ;ﬂ—z ;z(z—l) ; i—1 1 k
A-1IIT-5

Ano. Plati totiz toto tvrdenie: Ak sa priecky AA,, BBi, CC: pretinaji v bode V
a trojuholniky AC1V, BA{V, CB{V majui rovnaky obsah, je V taZiskom AABC.
Trojuholnik, ktorého taznica splyva s vyskou, je zrejme rovnoramenny. Trojuholnik
ABC, ktorého dve taznice su zéroven vyskami, je teda rovnostranny.

K dékazu pomocného tvrdenia oznacme po rade z, y, z, v obsahy trojuholnikov

VBA,, VBCy, VCA; a VAB; (obr. 25). Plati

|ACL| = 2z +w

ICiB| y x4+y+z

odkial po tprave ziskame rovnost
z(z+2) =y(z+v).

Podobne plati
z+v)=z@+y) a z(x+y)=v(x+2).

Predpokladajme bez ujmy na vSeobecnosti, ze y = 2z = v. Pretoze v +v < z + y,
z rovnosti z(x + v) = z(z + y) plynie x 2 z, a teda = = v. Podobne z rovnosti z(z +
+y) = v(x + 2) plynie z £ v. Je teda z = z = v, a teda aj x = y. V tom pripade st ale

body A, By, C; stredmi stran trojuholnika ABC a V je jeho taziskom.

A-1IIT-6

Kazdé ¢islo z intervalu (0, 1) je tvaru cosca, kde o € (0, 27). Preto z kazdej Stvorice
takych roznych ¢isel moézeme vybrat @ = cosa a b = cos 3 tak, aby 0 < |a — 3| < % :

cip= %ﬂ'. Nerovnost cos(a — 3) > %\/5 mozeme prepisat do tvaru

ab++/(1—a2)(1—b2) > ?
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odkial po umocneni na druhi a tprave dostaneme

2ab\ /(1 — @) (1 = B2) > a2 + b — 2a2b% — i

takze po deleni ¢islom 2ab dostaneme dokazovani nerovnost.
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Zadania sttaznych tloh

KATEGORIA P

P-I-1

Suvisly tsek v postupnosti celych ¢isel nazveme hladkym tsekom, ak sa Tubovolna
dvojica cisel, ktora don patri, lisi nanajvys o 1.

Je dané celé ¢islo N (N 2 1) a postupnost N celych ¢isel. NapiSte program, ktory
urd dizku maximalneho hladkého tseku v danej postupnosti éisel. Pocet ¢isel N nie je
vopred zhora ohraniceny a moze byt velmi velky. Pri ndvrhu programu sa zamerajte na
dosiahnutie ¢o najvicsej rychlosti vypoctu.

Priklad: Pre N = 10 a postupnost ¢isel 2 12 3 3 4 3 4 6 4 bude vysledkom ¢islo
5, lebo najdlhsi hladky tsek 3 3 4 3 4 je tvoreny piatimi ¢islami (dalsie hladké tseky,
napr. 2 1 2 alebo 2 3 3, st kratsie).

P-1-2

V kraji je N miest oznacenych ¢islami od 1 do N. Medzi mestami je vybudovana
cestné sief. Kazda cesta spaja vzdy dvojicu miest a je znadma jej dizka v kilometroch.
Vsetky cesty st obojsmerné. Medzi niektorymi dvojicami miest priama cesta nevedie,
ale z kazdého mesta je mozné dojst po cestich do Iubovolného iného mesta (trebars
aj viacerymi roznymi sposobmi). VSetky pripadné kriZzenia ciest mimo mesta si mimo-
uroviiové (pomocou mostov) a neumoziuju vozidlam prejst z jednej cesty na druh.

Pri velkej snehovej burke boli vSetky cesty zaviate snehom. NapiSte program, ktory
urdd minimalnu celkovi dizku ciest, z ktorych je potrebné odhrnif sneh, aby boli vietky
mesta v kraji navzajom pospajané pojazdnymi cestami.

Vstupom programu je pocet miest N a dalej zoznam vsetkych ciest vedicich medzi
mestami. Kazda cesta je urcend trojicou ¢isel: ¢isla oboch miest spojenych cestou a dizka
cesty.

P-1-3

Na kopke je pripraveny vopred znamy pocet N zapaliek. Dvaja hrac¢i hraja hru, pri
ktorej z kopky striedavo odoberaju zapalky. Hrac, ktory je na rade, musi v jednom fahu
odobrat bud 3, alebo 5 zépaliek. Prehrdva ten hrac¢, ktory nemoze previest svoj fah,
lebo na kopke uz ostali menej ako 3 zapalky.

a) Urcte, pre aké hodnoty N mé pri spravnej hre zabezpecent vyhru ten hrac,
ktory je prave na tahu. Ako musi v priebehu hry postupovat, aby tato vyhru
dosiahol? Svoje tvrdenie oddovodnite.

b) Rieste rovnaku tlohu pre pripad, Ze hra¢ moéze v jednom tahu odobrat z kopky
bud 3 alebo 7 zapaliek.
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P-1-4

Konec¢ny sekvencny stroj je Specidlne vypoctové zariadenie. M4 riadiacu jednotku, cita

niekolko vstupnych sledov a vytvara jeden vystupny sled. Pocet vstupnych sledov k
je pre kazdy sekvenény stroj pevne dany. Sledom tu rozumieme koneént postupnost
znakov z vopred danej kone¢nej mnoziny (tzv. abecedy). Kazdy vstupny sled je ¢itany
postupne znak po znaku zlava doprava, ziadny znak zo vstupného sledu nemoze byt
precitany viackrat.

Riadiaca jednotka maé konecénii pamét; hovorime, Ze sa moze nachadzat v jednom
z konecne vela stavov. Programom stroja je sada prechodovych pravidiel, ktoré kazdému
vnatornému stavu a k-tici vstupnych znakov (z kazdého vstupného sledu jeden znak)
priradia novy vnutorny stav a vystupny znak.

Vypocet stroja prebieha po krokoch. Na zaciatku vypoctu je stroj v pociatocnom
stave a z kazdého vstupného sledu bude éitat prvy znak. V jednom kroku stroj precita
z kazdého vstupného sledu po jednom znaku, podla vhodného prechodového pravidla
(t.j. podla svojho programu) zmeni svoj vnitorny stav a zapiSe nanajvys jeden znak na
vystup. Vypodet konéi v okamihu, ked neexistuje prechodové pravidlo, podla ktorého
by vypocet mohol pokracovat.

Teraz popiseme sekvencény stroj este raz formalnejsie. Koneény sekvencény stroj s k
vstupmi je usporiadand pitica (V,Y,Q,d, q), kde V, Y, @ st koneéné mnoziny, qo € Q
a d je parcialne zobrazenie Q x (V U ¢)* — @ x (Y U ¢). Slovo parcidlne znamena, ze &
nemusi byt definované pre vSetky kombindacie stavov a vstupnych symbolov (t.j. v takej
situdcii nie je urcené, ako ma vypocet pokracovat). Mnozina V sa nazyva vstupnd
abeceda, Y vystupna abeceda, () je mnozina stavov, qu je pociato¢ny stav a J su
prechodové pravidla. Specialne hodnota ¢ puzitd v definicii prechodovych pravidiel
znamend, Ze v prislusnom vstupnom slede uz nie je ziadny znak (cely vstupny sled uz
bol precitany), resp. Ze sa do vystupného sledu v tomto kroku ni¢ nezapise.

Vypocet stroja zacina v stave gp a vstupné sledy st nastavené na citanie prvych
znakov. V kazdom kroku vypoctu stroj precita po jednom znaku z tych vstupnych
sledov, ktoré este neboli prec¢itané do konca, vypiSe jeden (pripadne zZiadny) znak do
vytvaraného vystupného sledu a zmeni svoj vnutorny stav. Oznacme ¢ momentalny
stav stroja a ap, asg, ..., a prave ¢itané znaky vo vstupnych sledoch (ak je niektory
vstupny sled uz cely precitany, bude ¢itanym znakom ). V prechodovych pravidlach
sa vyhladd hodnota §(q, a1, as,...,ar) = (¢',y). Pokial je ndjdend, stroj do vystupného
sledu zapiSe znak y a prejde do stavu ¢’. Pokial odpovedajice prechodové pravidlo
neexistuje, vypocet stroja konci.

Pomocou sekvenénych strojov budeme spracovéavat zapisy celych nezapornych ¢isel.
Zapisom celého nezdporného ¢isla C' v bindrnej (dvojkovej) pozifnej ststave je sled
znakov a,a,_1...a1a¢ z abecedy {0,1} taky, Ze plati:

1. bud n = 0 (t.j. zapis je tvoreny jedinym znakom), alebo n > 0 a pritom a,, = 1

(viacznakovy zapis zacina vzdy znakom 1),

C = zn: aj2j.
7=0

Jednotlivé znaky v zapise volame binarne cifry. Takyto zapis ¢isla je strojom ¢itany,
alebo je vytvarany, postupne od najvyssich radov (a,) k najnizsim (ag). Zapisom

2.
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odzadu rozumieme zapis cifier v opa¢nom poradi. Cisla zapisané odzadu teda stroj

¢ita v poradi od najnizsich rddov (ag) k najvyssim (a,,).

Priklad: Zostavte kone¢ny sekvenény stroj s jednym vstupom, ktory vytlacéi S,
pokial je dané ¢islo parne, a L, pokial je neparne. Predpokladajte, ze vstupny sled
obsahuje jedno c¢islo zapisané v binarnej stustave.

RIESENIE: Parnost alebo neparnost vstupného ¢isla je dand tym, akéd je jeho
poslednd cifra. Sekvenény stroj bude preto velmi jednoduchy, postacia len tri vnitorné
stavy. Pomocou dvoch z nich bude rozliSovat, aku cifru naposledy preéital, posledny
treti vnutorny stav bude slazit na ukonéenie vypoctu (nebude pren definované ziadne
prechodové pravidlo). Pocas ¢itania ¢isla stroj nebude ni¢ zapisovat na vystup. Az po
precitani celého ¢isla podla svojho momentélneho vnitorného stavu vypise vysledok.

Stav stroja po precitani nuly oznacujeme N, stav po prec¢itani jednotky nazveme J.
Stav sluziaci na ukoncenie vypoctu nazveme K. Pociatocny stav bude N, pretoze nula
je tiez parne cislo. Program stroja je urceny nasledujicimi prechodovymi pravidlami:

0(N,0) = (N, ) 6(J,0) = (N, )
O(N,1) = (Jy)  6(J,1) = (J,¢)
O(N,p) = (K,S5) (], ¢) = (K, L)

Pre zvysSenie prehladnosti zapisujeme prechodové pravidla sekvencéného stroja zvycajne
do tabulky. Prave popisanému sekvenénému stroju zodpoveda tato tabulka prechodo-
vych pravidiel:

stav | Citany symbol
0 1 %)
N |N/p|J/e|K/S
J |N/e|J/p|K/L
K _ _ _

Priklad: Zostavte kone¢ny sekvenény stroj s dvoma vstupmi, ktory vytlaci znak
P, ak je zapis prvého cisla dlhsi, znak S, ak st zapisy oboch ¢isel rovnako dlhé, a znak
D, ak je zapis druhého cisla dlhsi.

RIESENIE: Stroj bude ¢itat sibezne obe vstupné ¢isla. NerozliSuje nuly a jednotky
na vstupe, len sleduje, kedy ktoré ¢islo skonéi. Podla toho vytla¢i vysledok a ukondéi
svoju pracu. Navrhovany stroj ma dva stavy, oznacujeme ich C' a X. Pociatocnym
stavom stroja bude stav C. V tomto stave stroj ostane tak dlho, pokial niektoré zo
vstupnych ¢isel neskonci. Potom prejde do stavu X, ktory sliuzi k ukonceniu vypoctu.

stav ¢itané symboly

00 | 01 | 10 | 11 | Op | 1o | ¢©0 | ©1 | @p
C |Cle|Cle|Cle|Cle|X/P|X/P|X/D|X/D|X/S
X | - _ _ _ _ _ _ _ _
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Sttazna tdloha:
a) Zostavte koneény sekvenény stroj s dvoma vstupmi, ktory porovné velkost

.....

.....

b) Rieste ulohu a) pre pripad, ked su ¢isla zapisané odzadu.

c) Zostavte koneény sekvenény stroj s dvoma vstupmi, ktory vytlaci sucet vstu-
pujucich c¢isel.

d) Rieste ulohu c) pre pripad, ked su ¢isla zapisané odzadu.

e) Zostavte koneény sekvenény stroj s jednym vstupom, ktory uréi, ¢i je vstupné
¢islo delitelné tromi. Vystupom bude znak A, pokial je delitelné tromi, v opac-
nom pripade bude vystupom znak N.

f) Zostavte kone¢ny sekvenény stroj s jednym vstupom, ktory spocita celo¢iselny
podiel pri deleni vstupujiiceho ¢isla tromi.

Vo vsetkych tlohach predpokladajte, ze cisla st vo vstupnych sledoch zapisané
v bindrnej pozic¢nej ststave. Pokial dospejete k nazoru, Ze niektory zo strojov nemozno
zostrojit, svoje tvrdenie zdovodnite.

P-II-1

Suvisly tsek v postupnosti celych ¢isel nazveme K-hladkym tsekom, ak sa Tubovolna
dvojica c¢isel, ktord do neho patri, lisi nanajvys o K.

St dané dve kladné celé ¢isla N, K a postupnost N celych ¢isel. Napiste program,
ktory uré dizku maximéalneho K -hladkého tiseku v danej postupnosti &isel. Pocet ¢isel
N nie je vopred zhora ohraniceny a moéze byt velmi vysoky, hodnota K je vSak nanajvys
10. Pri navrhu programu sa zamerajte na dosiahnutie ¢o najvicsej rychlosti vypoctu.

Priklad: Pre N = 10, K = 2 a postupnost ¢isel 212 3 3 4 3 4 6 4 bude vysledkom
¢islo 6, lebo najdlhsi 2-hladky usek 2 3 3 4 3 4 je tvoreny Siestimi ¢islami (dalSie 2-hladké
useky, napr. 2 1 2 3 3 alebo 4 6 4, st kratsie).

P-1II-2

V kraji je N miest oznacenych ¢islami od 1 do N. Medzi mestami je vybudovana
cestné siet. Kazda cesta spaja vzdy dvojicu miest. VSetky cesty st obojsmerné. Medzi
niektorymi dvojicami miest priama cesta nevedie, ale z kazdého mesta je mozné dojst
po cestach do Tubovolného iného mesta (trebars aj viac roznymi spésobmi). Vsetky
pripadné krizenia ciest mimo mesta st mimouroviiové (pomocou mostov) a neumoznuju
vozidlam prejst z jednej cesty na druhd.

Napiste program, ktory urci, ¢i je mozné rozdelif mesta do dvoch skupin tak, aby
kazda dvojica miest patriacich do rovnakej skupiny bola spojend priamou cestou (tzn.
vnutri kazdej skupiny vedie priama cesta medzi kazdymi dvoma mestami). Nezalezi
pritom na velkosti jednotlivych skupin (jedna zo skupin moze byt pripadne aj prazdna),
ale kazdé mesto musi byt do niektorej skupiny zaradené.

Vstupom programu je pocet miest N a dalej zoznam vSetkych ciest vedtcich medzi
mestami. Kazdé cesta je zadand dvojicou c¢isel miest, medzi ktorymi vedie.

51



P-1I-3

Na kopke je pripraveny vopred zndmy pocet N zapaliek. Dvaja hrac¢i hraja hru, pri
ktorej z kopky striedavo odoberaju zapalky. Hrac¢, ktory je na rade, musi v jednom
tahu odobrat taky pocet zapaliek, ktory je celodiselnou mocninou dvoch (t.j. mozno ho
vyjadrif v tvare 2% pre vhodné celé nezaporné ¢islo K ). Vyhréava ten hrac, ktory vezme
z kopky posledna zapalku.

a) Urcte, pre aké hodnoty N ma pri spravnej hre zaistenti vyhru ten hra¢, ktory
je prave na tfahu. Ako musi v priebehu hry postupovat, aby naozaj vyhral?
Svoje tvrdenie zddvodnite.

b) Rieste rovnaku dlohu pre pripad, Zze pocet zépaliek odoberanych v jednom
tahu musi byt tvaru 3% pre nejaké celé nezaporné &islo K.

P-1I-4

Pomocou sekvenénych strojov (def. pozri v tlohe P — I — 4) budeme v tejto tlohe
spracovavat zapisy celych ¢isiel v tzv. doplnkovom kéde. Na zapis ¢isel budeme pouzivat
abecedu 0, 1. Celé nezaporné ¢isla budeme zapisovat vo zvycajnej dvojkovej suistave s je-
dinou drobnou tpravou — zéapis ¢isla musi zacinat ¢islicou 0. To mozno lahko dosiahnut
doplnenim jednej alebo viacerych nul zlava k zapisu ¢isla. Kazdé celé nezaporné ¢islo
mé teda nekonecne vela roznych zapisov, ktoré sa lisia len pocétom tivodnych nul.

Zapisy zapornych cisel ziskame nasledujicim postupom. Zo zapisu absolitnej hod-
noty ¢isla (v dvojkovej sustave s vedicou nulou) najprv od¢itame jednotku a potom
vymenime kazda 0 za 1 a kazda 1 za 0. Zapisy zapornych ¢isel teda zacinaju cislicou
1. Aj kazdé zaporné ¢islo ma viac moznych zapisov, tie sa lisia len po¢tom tvodnych
jednotiek.

Priklad zapisu cisel v doplnkovom kdde:
+3 mozno zapisat ako 011,0011 alebo tiez 000000000011,

—3 mozno zapisat ako 101,1101 alebo tiez 111111111101.

Stutazna uloha:

a) Zostavte koneény sekvenény stroj s dvoma vstupmi, ktory vytlaéi sucet vstu-
pujucich cisel.

b) Rieste tlohu a) pre pripad, ked st ¢isla zapisané odzadu (definicu zapisu
odzadu tiez najdete v zadani tlohy P — 1 —4).

c) Zostavte koneény sekvenény stroj s jednym vstupom, ktory uréi, ¢i je vstupné
¢islo delitelné tromi. Vystupom bude znak A, pokial je delitelné tromi, v
opacnom pripade bude vystupom znak N.

d) Zostavte kone¢ny sekvenény stroj s jednym vstupom, ktory spocita celoéiselny
podiel pri deleni vstupujtiiceho ¢isla tromi.

Vo vsetkych tdlohach predpokladajte, ze cisla st vo vstupnych sledoch zapisané
v doplnkovom kéde. Pokial dospejete k nazoru, Ze niektory zo strojov nemozno zostrojit,
svoje tvrdenie zdovodnite.
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P-III-1

Suvisly tisek v postupnosti celych ¢isel nazveme vybalancovanym tsekom, ak sa pocet
kladnych a pocet zapornych c¢isel v tiseku rovnaju.

Dané je celé ¢islo N, (1 = N = 1000) a postupnost N celych ¢isel. Napiste
program, ktory uré¢i dizku maximélneho vybalancovaného tseku v danej postupnosti
¢isel. Pri navrhu programu sa zamerajte na dosiahnutie ¢o najvécsej rychlosti vypoctu.

Priklad: Pre N = 10 a postupnost ¢isel 8647 —5 —3 20 —1 9 bude vysledkom
¢islo 7, lebo najdlhsi vybalancovany tisek 4 7 —5 —3 2 0 — 1 (pripadne iny rovnako
dlhy vybalancovany tsek 7 —5 —32 0 — 1 9) je tvoreny siedmimi ¢islami.

P—-1II1-2

V kraji je N miest oznacenych ¢islami od 1 do N. Medzi mestami je vybudovana
cestné siet. Kazda cesta spaja vzdy dvojicu miest. VSetky cesty st obojsmerné. Medzi
niektorymi dvojicami miest priama cesta nevedie, ale z kazdého mesta je mozné dojst po
cestach do Tubovolného iného mesta (trebars aj viacerymi réznymi spdsobmi). Vsetky
pripadné kriZzenia ciest mimo mesta st mimouroviiové (pomocou mostov) a neumoziuji
vozidlam prejst z jednej cesty na druh.

Cestu nazveme nepostradatelnou, pokial by sa jej zni¢enim Uplne prerusilo cestné
spojenie medzi niektorou dvojicou miest.

Napiste program, ktory vyhlada a vypiSe vSetky nepostradatelné cesty. Vstupom
programu je pocet miest N a dalej zoznam vSetkych ciest veducich medzi mestami.
Kazda cesta je zadana dvojicou ¢isel miest, medzi ktorymi vedie.

P-1III-3

Na kopke je pripraveny vopred znamy pocet N zapaliek, kde N je nepéarne ¢islo. Dvaja
hraci hraja hru, pri ktorej z kopky striedavo odoberaju zapalky. Hrac, ktory je na rade,
musi v jednom tahu odobraf 1, 2 alebo 3 zdpalky. Hra skon¢i, ked je celd kopka zapaliek
rozobrana. Vyhrava ten hrac, ktory z kopky celkovo odobral parny pocet zapaliek.

a) Urcte, pre aké hodnoty N mé pri spravnej hre zaistent vyhru ten hrac, ktory
je préve na tahu. Ako musi v priebehu hry postupovat, aby vyhru dosiahol?
Svoje tvrdenie zdévodnite.

b) Rieste rovnaku tlohu pre pripad, Ze hra¢ smie v jednom tahu odobrat z kopky
1, 2, 3 alebo 4 zapalky.

P-1III -4

Pomocou sekvenénych strojov (pozri definiciu v tlohe P — I — 4) budeme spracovavat
zapisy celych ¢isel. Zapisom celého ¢isla C' v pozi¢nej sustave so zadkladom (—2) je sled
znakov a,a,_1...a1a9 (n = 0) z abecedy 0,1 taky, ze

C = Z a;(—2)’.
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Jednotlivym znakom zapisu hovorime cifry. Takyto zapis ¢isla je strojom citany,
alebo je vytvarany, postupne od najvyssich réddov (a,) k najnizsim (ag). Zapisom
odzadu rozumieme zapis cifier v opa¢nom poradi. Cisla zapisané odzadu teda stroj
¢ita v poradi od najnizsich radov (ag) k najvyssim (a,).

Uvedomte si, ze popisanym spésobom mozno zapisat Tubovolné celé ¢islo, a to az
na uvodné nuly prave jednym spdsobom.

Priklad zapisu ¢isel v pozicnej ststave so zakladom —2:
+3 mozno zapisat ako 111, 0111 alebo tiez 0000000000111,

—3 mozno zapisat ako 1101, 01101 alebo tiez 00000000001101.

Stutazna uloha:

a) Zostavte koneény sekvenény stroj s dvomi vstupmi, ktory porovna vstupujice

.....

b) Rieste ulohu a) pre pripad, ked su ¢isla zapisané odzadu.
c) Zostavte koneény sekvencény stroj s dvomi vstupmi, ktory vytlaci stcet vstu-
pujucich cisel.
d) Rieste tlohu c) pre pripad, ked su ¢isla zapisané odzadu.
e) Zostavte kone¢ny sekvenény stroj s jednym vstupom, ktory uréi, ¢i je vstupné
¢islo delitelné tromi. Vystupom bude znak A pokial je delitelné tromi, v
opacnom pripade bude vystupom znak N.
f) Zostavte kone¢ny sekvenény stroj s jednym vstupom, ktory spocita celo¢iselny
podiel pri deleni vstupujiiceho ¢isla tromi.
Vo vsetkych tdlohach predpokladajte, ze cisla st vo vstupnych sledoch zapisané
v pozifnej sustave so zédkladom (—2). Pokial dospejete k nazoru, ze niektory zo strojov
nemozno zostrojit, svoje tvrdenie zdévodnite.

RieSenia stufaZnych tloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Poznamka o tom, Ze nepoznédme ziadne predbezné ohranicenie hodnoty N, a ze N
moze byt velké, zakazuje pouzit v rieSeni tlohy pole, do ktorého by sme si ulozili
vSetky cisla postupnosti. Také pole by tiez bolo tplne zbytocné, bude nam stacit
konStantny pamétovy priestor (nezavisly od N). Optimalny algoritmus rieSenia ma
linedrnu casovu zlozitost. Lepsia byt ani nemoze, lebo kazdé z N danych ¢isel je treba
precitat a spracovat.

Postupne budeme ¢itat na vstupe ¢isla tvoriace zadant postupnost a budeme ich
vyhodnocovat takym sposobom, aby v nasledujicich pomocnych premennych boli stéle
aktualne ulozené uvedené tdaje:

CISLO — prave precitané cislo
PREDCHADZAJUCI — predchadzajuce ¢islo postupnosti
INDEX — poradové cislo prave precitaného cisla
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HLADKY — poradové c¢islo, kde zacina prave sledovany tsek

KONSTANTNY — poradové c¢islo, kde zacina tisek rovnakych ¢isel veduci
az k prave precitanému cislu

H, — mensSia z hodnot tvoriacich prave sledovany tsek

H, — vicsia z hodndt tvoriacich prave sledovany tisek

(tento idaj mozeme ukladat pre prehladnost, ale nie je
potrebny, lebo pokial HLADKY = KONSTANTNY,
nie je Hy definované, inak Hy = Hy + 1)
MAX — dlzka maximalneho dosial ndjdeného hladkého tseku
Na zaciatku vypoctu precitame prvé ¢islo postupnosti a dosadime do premennych
vhodné pociato¢né hodnoty. Po precitani kazdého ¢isla postupnosti sme schopni s vy-
uzitim zaznamenanych tdajov aktualizovat hodnoty vSetkych uvedenych premennych.
Po spracovani vsetkych ¢isel bude vysledok ulozeny v premennej MAX.

P-1-2

Uloha P — I — 2 je jednou z klasickych tloh z tedrie grafov. Cestné sief predstavuje
suvisly neorientovany ohodnoteny graf, v ktorom vrcholy grafu odpovedaji mestam,
hrany grafu cestdm a ohodnotenim hran st dizky jednotlivych ciest. Ulohou potom je
néjst minimalnu kostru daného grafu.

Rozne algoritmy rieSenia tejto ulohy mozno najst v kazdej zékladnej ucebnici
diskrétnej matematiky alebo tedrie grafov. MdZeme pouzit napriklad tzv. hladny al-
goritmus. Pred jeho uvedenim si eSte pripomenime, Ze Tubovolni kostru stvislého grafu
ziskame vynechanim ¢o mozno najvic¢sieho poc¢tu hran tak, aby graf ostal savislym.
Graf s N vrcholmi moze mat viac roznych kostier, kazda z nich obsahuje presne N — 1
hran. Z minimality poc¢tu hran plynie, Ze kostra neobsahuje Ziadne cykly (tzn. medzi
kazdou dvojicou vrcholov existuje jedind cesta). Minimélnou kostrou grafu nazyvame
tak kostru grafu, v ktorej je sicet ohodnoteni hrdn minimalny. Graf méze mat viac
roznych miniméalnych kostier. V tejto tlohe hladame Tubovolna z nich.

Pri rieseni tlohy postupujeme nasledovne. Vsetky hrany daného grafu usporiadame
podla ich ohodnotenia vzostupne. Na poradi hran rovnakej dizky nezélezi. Kostru
potom vytvarame postupne tak, ze berieme jednotlivé hrany od najkratsej k najdlhsej,
a pre kazdu z nich skiimame, ¢ ju mozeme zaradit do vytvéaranej kostry, t.j. ¢i by jej
pridanim nevznikol v kostre cyklus. Pokial cyklus nevznikne, hranu do kostry zaradime,
v opa¢nom pripade ju vynechame. Cely vypocet ukonéime vo chvili, ked do kostry
zaradime potrebnych N — 1 hran.

K efektivnemu naprogramovaniu uvedeného algoritmu je potrebné zvolit vhodnu
datova reprezentaciu. Graf je zadany zoznamom hran a ich ohodnotenim. Vzhladom
k tomu, Ze potrebujeme vSetky hrany zoradif, pouzijeme tito podobu aj pre vnutorni
reprezentaciu grafu v programe. V rovnakom tvare, t.j. ako zoznam hran, budeme
vytvarat a ukladat (alebo priamo tlacit) aj vysledna kostru.

Zostéva nam posledné a najfazsia tloha: Potrebujeme mat moznost poc¢as vypoctu
lahkym sposobom testovat, ktord hranu mozno pridat do vytvaranej kostry. Bolo by
dost pracné a pomalé prechadzat vzdy cely zoznam hran uz zaradenych do kostry
a skimat, ¢i spolo¢ne s prave spracovavanou hranou netvori cyklus. Lepsie je vytvorit
si nejaktl pomocnu datovu struktiru, v ktorej bude zaznamenané, ktoré vrcholy grafu st
uz pospajané hranami zaradenymi do kostry. Postupne vytvarana kostra je nestvislym
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podgrafom povodného grafu, pricom kazdym zaradenim dalSej hrany do kostry sa o 1
znizi pocet komponent suvislosti. Na zaciatku vypoctu nie je v kostre este ziadna hrana
a kazdy vrchol grafu je izolovany (tvori vlastni komponentu stvislosti). Po zaradeni
vSetkych N — 1 hran do kostry bude pospajanych vsetkych N vrcholov do stvislého
grafu bez cyklov.

Evidenciu priebezne vytvaranych komponent stuvislosti (t.j. skupin uz pospajanych
vrcholov) je mozné programovo realizovat réznymi sposobmi. Jednoduchym, aj ked nie
celkom najlepsim rieSenim je pouzif pomocné jednorozmerné pole velkosti N indexo-
vané cislami vrcholov od 1 do N. V tomto poli bude pre kazdy vrchol ulozené cislo
komponenty, do ktorej momentélne prindlezi. Pri spracovani kazdej dalsej hrany potom
lahko otestujeme, ¢i jej krajné vrcholy st uz v tej istej komponente stuvislosti, a pri jej
pridani evidenciu aktualizujeme.

P-1-3

a) Najprv musime preniknut do priebehu uvedenej hry tym, ze budeme sledovat situdciu
pre malé pocty zapaliek zostavajice na kopke:

zostava 0 hrac na fahu prehrava (nemdze brat)

zostava 1 hrac¢ na tahu prehrava (nemoze brat)

zostava 2 hrac¢ na tahu prehrava (nemoze brat)

zostava 3 hrac na tahu vyhrava (vezme 3)

zostava 4  hrac na fahu vyhrava (vezme 3)

zostava 5 hrac¢ na tahu vyhréva (vezme 3 alebo 5)

zostava 6  hrac¢ na tahu vyhréva (vezme 5)

zostava 7 hrac na fahu vyhrava (vezme 5)

zostava 8  hra¢ na fahu prehrava (odobratim 3 alebo 5 sa stper dostane
do pozicie s vyhravajicim fahom)

Po vySetreni dalsich pozicii zistime, Ze vyhravajuce a prehravajice pozicie sa
pravidielne opakuju (s periédou dizky 8). Na zéklade nasho rozboru mézeme vyslovit
nasledujicu hypotézu. Ak je N tvaru 8k, 8k 4+ 1 alebo 8k + 2, zac¢inajaci hra¢ nemoze
proti dobrému stiperovi vyhrat. Pre ostatné hodnoty N ma naopak zac¢inajuci hrac isté
vitazstvo, ak sa bude drzaf vifaznej stratégie. Pre N tvaru 8k + 3 alebo 8k + 4 musi
brat 3 zapalky, pre N tvaru 8k + 6 alebo 8k + 7 musi brat 5 zépaliek, ak je N tvaru
8k + 5, moze hrat ITubovolne. Spravnost tejto hypotézy je vSak treba este dokazat.

Ak je pociato¢na hodnota N tvaru 8k + 3, 8k +4, 8k + 5, 8k + 6 alebo 8k + 7, a ak
zahrame svoj tah podla uvedenej stratégie, dostane sa nas super vzdy do situéacie, ze
maé brat z kopky obsahujicej 8k, 8k + 1 alebo 8k + 2 zapaliek. Nech zahraje akokolvek,
po jeho tahu ostane na kopke opit pocet zapaliek tvaru 8k + 3, 8k + 4, 8k + 5, 8k + 6
alebo 8k + 7. Tak sa situacia opakuje pre stale sa zmensujuce hodnoty k, az nakoniec
bude k£ nulové a stper je na tahu v pozicii s 0, 1 alebo 2 zdpalkami, ¢o znamené jeho
prehru.

Naopokon, pre pociato¢ny pocet zapaliek N tvaru 8k, 8k + 1 alebo 8k + 2 vedie
akykolvek tah za¢inajuceho hraca do pozicies 8- (k—1)+3, 8- (k—1)+4, 8- (k—1)+5,
8- (k—1)+6 alebo 8- (k — 1) + 7 zdpalkami na kopke, a ak sa potom bude nas stper
drzat uvedenej stratégie, ma isté vitazstvo v hre.
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b) Ulohu riesime analogicky ako tilohu a). Na zdklade rozboru situacii s maljym
poctom zapaliek zostavajucich na koépke dojdeme k nasledujicej hypotéze. Ak je na
kopke pocet zapaliek tvaru 10k, 10k + 1, 10k + 2 alebo 10k + 6, zac¢inajuci hrac¢ prehra,
pokial bude jeho stuper hrat dobre. Pre ostatné hodnoty N ma naopak hrac¢ na tahu isté
vitazstvo pri dodrzani tejto vitaznej stratégie: pre N tvaru 10k + 3, 10k +4 a 10k + 5
musi vziat 3 zapalky, pre N tvaru 10k + 7, 10k +8 a 10k + 9 berie 7 zépaliek. Hypotézu
dokazeme rovnakou tivahou ako v rieseni tlohy a).

P-1-4

Vo vsetkych tulohach predpokladajte, ze ¢isla st vo vstupnych sledoch zapisané v bi-
narnej pozicnej sustave. Pokial dospejete k nézoru, Ze niektory zo strojov nemozno
zostrojit, svoje tvrdenie zdovodnite. Oproti beznym vypoctovym prostriedkom (bezné
programovacie jazyky a pod.) st vypocty prevadzané koneénymi sekvenénymi strojmi
obmedzené vo dvoch smeroch:

— sekvenény stroj mé len koneénii pamét,

— v8etky vstupné sledy sa musia ¢itat sibezne.

V zadanych tlohach sa musime vyrovnat predovSetkym s prvym obmedzenim.
Popis pomocou stavov a prechodovej funkcie je len formalnym vyjadrenim, ktoré vyssie
uvedené obmedzenia presne definuje. Toto presné vymedzenie je potrebné najmi vtedy,
ak dokazujeme, Ze stroj so zadanymi vlastnostami neexistuje.

Ulohy mozno riesit najprv neforméalne s pouzitim niektorého programovacieho
jazyka. Napriklad v prvom z rieSenych prikladov vystac¢ime s jednou premennou P,
v ktorej si pamitame posledny precitany znak. RieSenie v Pascale by mohlo vyzerat
napr. takto:
var P: char;
begin

while not eof do read(P);
if P =0’ then write(’S’) else write(’L’);

end.

Premenné P bude nadobudat len dve hodnoty — vypoc¢tovy stroj bude mat teda
dva stavy. Oznacili sme ich N (P =’0’) a J (P = '1’). Prepis programu do tvaru
prechodovych pravidiel je teraz uz len rutinnou zalezitostou.

Niektoré tlohy, ktoré mozno trividlne riesit s predpokladom (potencidlne) neob-
medzenej pamiti, si koneénym sekvenénym strojom nerieSitelné. Napriek tomu, Ze
forméalny dokaz neexistencie vyzaduje zbehlost, mySlienka byva jednoduché. Je potrebné
si v8imnut situdcie pocas vypoctu, ked z doterajSej prace stroja nestaci pre spravné
pokracovanie vypoctu len obmedzena informacia.

PRIKLAD: Zostavte kone¢ny sekvencny stroj s jednym vstupom, ktory zisti, ¢i zapis
vstupného c¢isla obsahuje rovnaky pocet nul a jednotiek. V kladnom pripade odpovie
A, v zapornom N.

P0zZOROVANIE: RieSenie v Pascale pomocou jednej celociselnej premennej je tri-
vidlne (na zacdiatku vynulovat, za kazdu jednotku pri¢itat 1, za nulu odéitat 1, na
konci programu test na nulovost). Uvedomme si vSak, Ze pre dostatocne dlhé vstupy
tato premennéd nadobiuda lubovolne velkych hodnoét, teda nielen konecne vela. Nase
pozorovanie eSte nie je zdovodnenim neexistencie rieSiaceho stroja s konecnou pamétou
(mozno sme boli len,nesikovni“, a pritom existuje iny, lepsi algoritmus)!
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ZDOVODNENIE NEEXISTENCIE: (sporom) Keby taky stroj existoval, budeme mu
predkladat vstupy v tvare 111...1000...0 a pozorovat v akom stave bude po precitani
jednotiek. V priebehu dalSieho vypocétu potom stroj na zaklade tohto stavu a pre-
¢itanych nal zo vstupu vydéa vysledok. Teraz si stac¢i uvedomit, Ze zatialco sledov
jednotiek je potencidlne nekoneéne mnoho (1, 11, 111, 1111, 11111, atd.), stavov je
koneény pocet. Po preéitani jednotiek teda iste medzi niektorymi dizkami jednotkovich
usekov nedokéze rozlisit, potom ale nemoze dévat spravné vysledky.

RIESENIE ULOH DOMACEHO KOLA: a, b, d, e, f existujd, ¢ neexistuje.

P-II-1

Uloha je zovieobecnenim tlohy P —I - 1 z doméceho kola. Postup rieenia je analogicky,
potrebujeme len trochu zlozitejsiu priebeznu evidenciu informéacii o danej postupnosti
Cisel.

V zadani dlohy je stanovené, ze nepozname ziadne predbezné obmedzenie hodnoty
N, a ze N moze byt vysoké. Tato skutocnost nam zakazuje pouzif v rieSeni tlohy
pole, do ktorého by sme si ulozili vSetky ¢isla postupnosti. Podobné pole by tiez bolo
uplne zbytoc¢né, na vyrieSenie tlohy ndm postaci pamétovy priestor imerny hodnote
K (nezavisly od N), t.j. vzhladom k uvedenému obmedzeniu pripustnych hodnot K
vlastne priestor konstantnej velkosti. Optimélny algoritmus rieSenia, ktory tu uvedieme,
mé linearnu casovu zlozitost. Lepsie rieSenie nemoze existovat, lebo kazdé z danych N
¢isel je potrebné raz precitat a spracovat.

Postup rieSenia tlohy je nasledujici. Postupne budeme ¢itat zo vstupu jednot-
livé ¢isla tvoriace zadani postupnost a budeme ich vyhodnocovat takym sposobom,
aby vo vhodne zvolenej skupine pomocnych premennych boli stale aktudlne ulozené
spravne udaje charakterizujice uz precitant cast vstupnej postupnosti ¢isel. Dolezité
je priebezne si udrziavat informaécie o prave skiimanom K-hladkom tseku: kde zacina,
aké hodnoty cisel obsahuje a hlavne, na ktorom mieste v postupnosti sa poslednykrat
vyskytla kazda z tychto hodnot. Pre uloZenie poslednej uvedenej informacie potrebu-
jeme pole velkosti K + 1, lebo kazdy K-hladky tsek moze obsahovat nanajvys K + 1
réznych hodnét. Udaje z tohoto pola st dolezité preto, lebo K-hladké tiseky sa mozu
Clastocne prekryvat. Pri ukoncéeni skiimaného tseku potom mozeme uréit, kde zacina
dalsi K-hladky tsek, bez toho aby bolo potrebné vracat sa v danej postupnosti ¢isel.
Evidencia potrebnych tidajov moze byt nasledujtca:

CISLO — prave precitané ¢islo
INDEX — poradové c¢islo prave prec¢itaného cisla
HLADKY — poradové cislo, kde zacina prave sledovany K-hladky tsek

MINHODNOTA — min. hodnota ¢isel tvoriacich prave sledovany K-hladky tsek

MAXHODNOTA- max. hodnota ¢isel tvoriacich prave sledovany K-hladky tsek

MAXUSEK — dlzka maximalneho dosial najdeného K-hladkého tseku

POSLEDNY — pole indexované od 0 po K, ktoré obsahuje poradové ¢isla posled-
nych vyskytov vsetkych hodno6t obsiahnutych v prave sledovanom
K-hladkom tseku:
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POSLEDNY|0]

— posledny vyskyt hodnoty MINHODNOT A
POSLEDNY[MAXHODNOTA—- MINHODNOTA]

— posledny vyskyt hodnoty MAXHODNOTA
POSLEDNY[X — MINHODNOTA]

— posledny vyskyt hodnoty X.

Na zaciatku vypoctu precitame prvé ¢islo postupnosti a dosadime do premennych
vhodné pociatoéné hodnoty odpovedajice tomu, ze zatial pozndme prvy hladky tsek
dlzky 1 tvoreny prvym ¢islom postupnosti. Po preéitani kazdého dalsieho éisla postup-
nosti sme schopni s vyuzitim zaznamenanych tdajov aktualizovat hodnoty vSetkych
tu uvedenych premennych. Po spracovani vsetkych N ¢isel bude vysledok ulozeny v
premennej MaxU sek. Spdsob spracovania kazdého cisla je uz zrejmy z programu, kde
st uvedené vysvetlujice komentére.

program MaxKHladkyUsek;

const MaxK = 10; {maximalna mozna hodnota K}
var N:integer; {pocet ¢isel v postupnosti}
K :0.MaxK; {stupen, hladkosti“}
C'islo:integer; {precitané ¢islo}
MinH odnota:integer; {miniméalna hodnota ¢isel}

{v aktualnom hladkom tseku}

Max Hodnota:integer; {maximéalna hodnota ¢isel}

{v aktuadlnom hladkom tseku}

NovaM edzH odnota:integer; {novd max. alebo min. hodnota}

{v aktualnom hladkom tseku}

Index:integer; {index prave precitaného cisla}

Hladky:integer;
{index zaciatku aktualneho hladkého tseku}
Posledny:array[0..Max K| of integer;
{index posledného vyskytu jednotlivych hodnot}
{MinH odnota..Max Hodnota v aktudlnom hladkom tuseku}
Posun:integer; {posun hodné6t v hladkom tseku}
MazU sek:integer; {dizka max. K-hladkého tseku}
1, J:integer;
begin
write("Pocet cisel v postupnosti N: ’);
readln(N);
write(’Stupen hladkosti K: ’);
readln(K);
read(C'slo); {prvé ¢islo danej postupnosti}
Index :=1; Hladky := 1; MaxUsek := 1;
MinHodnota := Cislo; MaxHodnota := C'islo;
Posledny[0] := 1; {tisek tvoreny len prvym ¢islom}
for J:=2to N do

59



begin
read(Cislo);
Index := Index + 1; {rozlisime 6 moznosti, aké je dalsie prec¢itané ¢islo}
{vzhladom k prave skimanému K-hladkému tseku:}
if (Cislo >= MinHodnota) and (Cislo <= MaxHodnota) then
{nové ¢islo predlzi skimany hladky tsek, }
Posledny|Cislo — MinHodnota) := Index {zaznamename vyskyt}
else if (Cislo > MaxHodnota) and (Cislo <= MinHodnota + K )then
{nové ¢islo predlzi skimany hladky tsek,}
{a to smerom k vy$$im hodnotam}
begin
for I := MazxHodnota — MinHodnota 4+ 1 to Cislo — MinHodnota — 1 do
Posledny[I] := 0;

Posledny|Cislo — MinHodnota] := Index; {zaznamename vyskyt}
MaxHodnota := Clislo {zvacsi sa MaxHodnota}
end

else if (Cislo < MinHodnota) and (Cislo >= MaxHodnota — K) then
{nové ¢islo predlzi skimany hladky tsek,}
{ a to smerom k niz$im hodnotam, je preto nutné}
{ posunut udaje ulozené v poli Posledny}
begin
for I := MaxHodnota — MinHodnota downto 0 do
Posledny[I + MinHodnota — Cislo] := Posledny|I];
for I :=1 to MinHodnota — Cislo — 1 do
Poslednyl[I] := 0;

Posledny|0] := Index; {zaznamename vyskyt}
MinHodnota := Clislo {zmensi sa MinHodnota}
end

else if (Cislo > MaxHodnota + K) or (Cislo < MinHodnota — K) then
{nové ¢islo konéi dosial skimany K-hladky tsek}
{a zaéina novy usek, tento novy usek sa s predchadzajicim}
{neprekryva a bude teda zatial tvoreny tymto jedinym ¢islom}

begin
if Indexr — Hladky > MazU sek then {kontrola dizky tseku}
MaxUsek := Index — Hladky; {najdeny dosial najdlhsi}

Hladky := Index;
MinHodnota := Clislo;
MaxHodnota := Clislo;
Posledny|0] := Index {tisek tvoreny jednym ¢islom}
end
else if Clislo > MaxHodnota then
{iste plati: (Cislo > MinHodnota + K) and (Cislo <= MaxzHodnota + K) }
{nové ¢islo kon¢i dosial skimany K-hladky tsek}
{a zaéina novy usek, tento novy usek sa s predchadzajicim}
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do

{moze Ciasto¢ne prekryvat}

begin

if Index — Hladky > MaxzUsek then {kontrola dlzky tiseku}
MazxUsek := Index — Hladky; {najdeny dosial najdlhsi}
NovaMedzHodnota := C'islo — K {nova min. hodnota}

for I := 0 to NovaMedzHodnota — 1 — MinHodnota do
if Posledny(I| > Hladky then Hladky := Poslednyl[I];
Hladky := Hladky + 1; {novy zaciatok K-hladkého tseku}
while (NovaMedzHodnota < Clislo)
and (Posledny|NovaM edzHodnota — MinHodnota] < Hladky) do
NovaMedzHodnota := NovaMedzHodnota + 1;
Posun := NovaMedzHodnota — MinHodnota;
{potrebny posun hodnét v poli Posledny}
for I := PosuntoM axH odnota — MinHodnota do
if Posledny[I| < Hladky then

Posledny[I — Posun] := 0 {staré vyskyty rusime}
else
Posledny[I — Posun| := Poslednyl[I]; {posun hodnoty}

for I := MaxHodnota— N ovaM edzH odnota+1 to Cislo—NovaM edzHodnota—1

Poslednyl[I] := 0;
Posledny[Cislo — NovaMedzHodnota] := Index; {zaznamename}
MinHodnota := NovaM edzH odnota;
MaxHodnota := Cislo

end
else
{iste plati: (Cislo < MinHodnota) and }
{(Cislo >= MinHodnota — K) and (Cislo < MaxHodnota — K) }
{nové ¢islo konéi dosial skiimany K-hladky tsek a zaéina novy tsek,}
{tento novy usek sa s predchddzajicim mdze ¢iastocéne prekryvat}
begin

if Index — Hladky > MaxU sek then
MaxUsek := Index — Hladky;
NovaMedzHodnota := Cislo + K; {nova max. hodnota}
for I := NovaMedzHodnota + 1 — MinH odnota
to MaxHodnota — MinHodnota do
if Posledny[I| > Hladky then Hladky := Poslednyl!];
Hladky := Hladky + 1; {novy zaciatok K-hladkého tseku}
while (NovaMedzHodnota > Clislo)
and (Posledny|NovaM edzHodnota — MinHodnota] < Hladky) do
NovaMezHodnota := NovaM ezH odnota + 1;
Posun := NovaMezHodnota — MinHodnota;
{potrebny posun hodnét v poli Posledny}
for I := Posun to MaxHodnota — MinH odnota do
if Posledni[l| < Hladky then
Posledni[I — Posun] := 0 {staré vyskyty rusime}
else
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Posledny[I + Posun| := PoslednylI]; {posun hodnoty}
for I :=1 to Posun —1 do
Posledny[I] := 0;
Posledny|0] := Index; {zaznamename vyskyt}
MinHodnota := C'islo;
MaxHodnota := NovaMedzH odnota
end
end;
{este ostava previest test, ¢i najdlhsi K-hladky tsek nebol az }
{na Gplnom konci postupnosti:}
if Index — Hladky + 1 > MaxUsek then
MaxUsek := Index — Hladky + 1;
writeln(MaxUsek)
end.

Popisany postup rieSenia je pre kazdé vstupné data iste konec¢ny, lebo pocet opa-
kovani jediného cyklu v algoritme je pevne uréeny dizkou vstupnej postupnosti ¢isel.
Odtial tiez plynie uz zmienend linearna casova zlozitost algoritmu.

Spravnost rieSenia vyplyva zo sposobu spracovania ¢isel. V kazdej postupnosti ¢isel
iste existuje pre Iubovolné K nejaky K-hladky usek, prinajmensom kazdé ¢islo samo
tvori jednoprvkovy K-hladky tisek. V konecnej postupnosti ¢isel je K-hladkych tsekov
len koneéne vela, takZe niektory (pripadne niektoré) z nich ma maximélnu dizku. Tento
tsek bude algoritmom iste najdeny a jeho dizka bude ulozena do vyslednej premennej
MaxUsek. V premennej MaxUsek sa totiz priebezne pocita maximum zo vsetkych
hodnét Index — Hladky pred kazdym zvySenim hodnoty premennej Hladky, t.j. zo
vietkych dlzok uz nepredizitelnych K-hladkych tsekov v danej postupnosti.
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P—-1I-2

Uloha P — II — 2 je drobnou modifikdciou jednej z klasickjch tloh tedrie grafov. Cestna
siet predstavuje suvisly neorientovany graf, v ktorom vrcholy grafu odpovedaji mestam
a hrany grafu cestam. Ulohou je zistit, & je doplnok daného grafu bipartitny graf.

Postup riesenia tlohy si mdzeme nazorne predstavit tak, Ze pri rozdelovani miest
do skupin budeme jednotlivé mesté, ofarbovat“dvomi farbami podla toho, do ktorej
skupiny bolo mesto zaradené. Mestam zaradenym do prvej skupiny priradime farbu 1 a
mestam z druhej skupiny farbu —1. Na zaciatku vypoctu nie je ziadne mesto ofarbené,
lebo dosial nebolo zaradené do Ziadnej zo skupin.

Cely proces rozdelovania miest do skupin za¢neme tym, Ze jedno [ubovolné mesto
(tu mesto s ¢islom 1) ofarbime farbou 1. Mest4, do ktorych z tohto mesta nevedie priama
cesta, nesmi podla zadani patrit do rovnakej skupiny. Ofarbime ich preto farbou —1.
Podobne postupujeme stale dalej. VSeobecne plati, Ze ak bolo nejaké mesto zaradené
do jednej zo skupin, musia byt vSetky mesté, ktoré s nim nie si spojené priamou
cestou, zaradené do opac¢nej skupiny. Pritom musime priebezne kontrolovat, ¢i neddjde
ku konfliktu. Konflikt nastane vtedy, ak potrebujeme nejaké uz ofarbené mesto ofarbit
opacnou farbou. V takom pripade rozdelenie miest do skupin neexistuje a vypocet ihned
ukoné¢ime. Inak pokrac¢ujeme v ofarbovani miest tak dlho, dokial sme nuteni ofarbovat
dalsie mesta (vlastne ako dosledok pociatoéného ofarbenia prvého mesta). Ak sa tento
proces zastavi, a pritom eSte existuju neofarbené mesta, mozeme jedno Tubovolné z
nich (tu to s najmensim ¢islom) ofarbit lubovolnou farbou (tu farbou 1) a pokracujeme
potom v ofarbovani rovnakym sposobom. Celé rozdelovanie miest skoné¢i vo chvili, ked
st vSetky mesta ofarbené a skontrolované, ¢i ich ofarbenie nespdsobuje ziaden konflikt
(ofarbenie miest potom urcuje jedno mozné rozdelenie miest do skupin), alebo ked pri
ofarbovani d6jde ku konfliktu (rozdelenie miest v takom pripade neexistuje).

Pre efektivne naprogramovanie uvedeného postupu je dolezitd vhodna volba da-
tovych Struktar. Informacie o existujicich cestach ulozime do Stvorcového pola A
logickych hodnot velkosti N x N (t.j. vytvorime maticu susednosti skimaného grafu).
Pre evidenciu ofarbenia miest, t.j. zaradenia miest do skupin, pouzijeme jednorozmerné
pole Farba indexované ¢islami miest od 1 do N. Neofarbené mestéa budi mat v tomto
poli priradenti hodnotu 0, ofarbené potom hodnotu 1 alebo —1 podla zvolenej farby.
Dalej potrebujeme udrziavaf si zoznam ¢&isel miest, ktoré sme uz ofarbili, ale dosial sme
nezaistili, aby mesta, do ktorych nevedie priama cesta, patrili do opac¢nej skupiny. Na
uloZenie tohoto zoznamu pouzijeme jednorozmerné pole Zoznam s N prvkami.

Z uvedeného postupu uz plynie spravnost algoritmu. Postupom ofarbovania je
zaistené, Zze sa nikdy nemozu dostat do tej istej skupiny dve mestd, medzi ktorymi
nevedie priama cesta. Pokial teda najdeme bez konfliktu ofarbenie vSetkych miest,
urcuje toto ofarbenie spravne rozdelenie miest do skupin. Naopak, konflikt nastane
jedine vo chvili, ked by uZ ofarbené mesto malo byt zaradené do opacnej skupiny,
ako tej, do ktorej bolo prv zaradené, t.j. ked rozdelenie miest do skupin neexistuje.
Konecénost vypocétu je dand tym, ze v kazdom kroku je ofarbené jedno mesto. Pocet
krokov vypoc¢tu je teda rovny nanajvys poc¢tu vSetkych miest N. Odtial plynie, Ze ¢asova
zlozitost algoritmu je timernd N2, lebo kazdy krok vypoétu predstavuje prevedenie
radovo N operacii (jeden prechod cez vsetkych N miest).
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program RozdelenieMiest;

const MaxN = 100; {maximalny moZny pocet miest}
var A:array [1..MaxN,1..MaxN] of Boolean; {matica ciest}
Farba:array [1..MaxN] of —1..1; {rozdelenie miest}
Zoznam:array [1.MaxzN] of 1..MazN; {pracovny zoznam miest }
Posledny : 0..MaxN; {index posledného prvku zoznamu}
N:integer; {pocet miest}
Zaradena:integer; {pocet miest zaradenych do skupin}
Konflikt:Boolean; {mestd nemozno rozdelit}
I, J:integer;
begin {Vstup dat:}
write(’Pocet miest: ’);
readln(N);
for [ :=1to N do
begin
for J :=1to N do A[I, J] := false;
Farba[l] :=0
end;

write('Zoznam vsetkych ciest’);
writeln(’ - kazda je zadana dvojicou cisel miest ODKIAL a KAM vedie:’);
while not eof do

begin

read (1, J);

AllL, J] := true; A[J, I] := true

end;

{Rozdelovanie miest:}

Zoznam[l] := 1, {vychodiskové mesto}
Posledny := 1, {v zozname zaradenych je zatial samé}
Farball] := 1, {zaradené do skupiny 1}
Zaradena = 1; {jedno mesto je zaradené}

Konflikt .= false;
while (Posledny > 0) and not Konflikt do
begin
I := Zoznam|Posledny];
Posledny := Posledny — 1;
for J:=1to N do
if (J <> I) and not A[I, J] then
if Farba[J] = Farba|l] then
Konflikt := true
else if Farba[J] = 0 then
begin
FarbalJ]| := —Farbal[l];
Posledny := Posledny + 1;
Zoznam|Posledny| = J;
Zaradena := Zaradena + 1
end;
if (Posledny = 0) and (not Konflikt) and (Zaradena < N) then
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begin
{Tubovolné dosial nezaradené mesto mozeme zaradit}
{do ktorejkolvek skupiny , prvé dosial nezaradené dame do skupiny 1}

J:=1;
while Farba[J] <>0do J:=J+1;
Zoznam|l] := J; {novo zaradené mesto}
Posledny := 1; {v zozname zaradenych je teraz samé}
FarbalJ] := 1; {zaradené do skupiny 1}
Zaradena := Zaradena + 1; {dalsie mesto je zaradené}
end
end;
if Konflikt then {Vyhodnotenie procesu rozdelovania miest:}
writeln(’Rozdelenie miest do dvoch skupin neexistuje.”)
else
begin

writeln("Rozdelenie miest do dvoch skupin je mozné.’);
writeln(’Jedno take pripustne rozdelenie je toto:’);
write(’l.skupina:’);

for 1 :=1to N do

if Farba[I] =1 then write(! : 3);

writeln;
write(’2.skupina:’);
for /] :=1to N do

if Farba[I] = —1 then write(! : 3);

writeln
end
end.
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P-1II-3

a) Najprv sa pokusime hlbsie preniknit do priebehu uvedenej hry tym, Ze budeme
sledovat situaciu pre malé pocty zapaliek zostavajice na kopke:

zostdva 0 hrac¢ na fahu prehrava

zostava 1 hra¢ na fahu vyhrava (vezme 1)

zostava 2 hra¢ na fahu vyhrava (vezme 2 )

zostava 3  hrac na fahu prehrava (odobratim 1 alebo 2 sa stper dostane
do pozicie s vyhravajiucim fahom)

zostava 4  hrac na fahu vyhrava (vezme 1 alebo 4 )

zostava 5 hrac na tahu vyhrava (vezme 2 )

zostava 6  hra¢ na fahu prehrava (odobratim 1, 2 alebo 4 sa super
dostane do pozicie s vyhravajicim tahom)

Po vySetreni dalsich pozicii zistime, Ze vyhravajice a prehravajice pozicie sa
pravidelne opakujt (s periédou dlzky 3). Na zaklade nasho rozboru hry mozeme vyslovit
nasledujucu hypotézu. Ak je pocet zapaliek na kopke N tvaru 3k, zacinajiaci hrac
nemoze proti dobrému superovi vyhrat. Pre ostatné hodnoty S mé naopak zacinajuici
hrac isté vitazstvo, ak sa bude drzaf vitaznej stratégie. Pre N tvaru 3k + 1 bude brat
1 zapalku, pre N tvaru 3k + 2 vezme 2 zapalky. Spravnost uvedenej hypotézy teraz
dokazeme. Ak je pociatocny pocet zapaliek tvaru 3k + 1 alebo 3k + 2 a zahrame svoj
tah podla uvedenej stratégie, dostane sa stper do situécie, Ze je na fahu a na kdpke je 3k
zépaliek. Nech zahra akokolvek, po jeho tahu zostane na kdpke pocet zapaliek, ktory nie
je delitelny tromi, t.j. pocet tvaru 3m + 1 alebo 3m + 2. Stper totiz musi odobrat pocet
zépaliek, ktory je mocninou 2, a ziadna mocnina dvoch nie je bezo zvysku delitelna
tromi. Nemodze teda svojim tahom zobrat poslednt zépalku a my sa po jeho tahu opit
dostaneme do situacie, v ktorej pouzijeme vifazny tah podla uvedenej stratégie. Tak
sa situacia opakuje pre stale sa zmensujici pocet zapaliek zostavajucich na kdpke. Po
kone¢nom pocte fahov budeme na fahu v pozicii s 1 alebo 2 zdpalkami na kopke, ¢o
znamend uz bezprostrednii vyhru.

Naopak, pre pociatoény pocet zapaliek N tvaru 3k vedie akykolvek tah zacinaj-
uceho hraca do pozicie, v ktorej nie je pocet zdpaliek zostavajicich na kopke delitelny
tromi. Ak sa bude potom nas stiper drzat uvedenej stratégie, mé isté vitazstvo v hre.

b) Ulohu moéZeme riesit tplne analogicky ako tlohu a). Namiesto postupného
skiimania jednotlivych hodnot N je vSak lepsie najprv sa trochu zamysliet nad paritou
(t.j. parnostou resp. neparnostou) poc¢tu zapaliek na kopke. V jednom tahu sa odobera
zakazdym pocet zapaliek, ktory je mocninou troch, teda vzdy neparny pocet. Po kazdom
tahu jedného z hracov sa teda zmeni parita poctu zapaliek zostavajucich na kdpke. Po
konec¢ne vela tahoch sa kopka celkom vyprazdni. Tento vitazny stav dosiahne urcite ten
hrac¢, ktory je na fahu vzdy, ked zostava na kopke neparny pocet zapaliek. Odtial uz
plynie nasledujuci zaver: Ak je pociatoény pocet zapaliek neparny, hru vyhra zac¢inajuci
hraé¢, pri parnom pocte naopak zvifazi ten hra¢, ktory hru nezacina. Pritom vobec
nezalezi na tom, aké poéty zapaliek hraci vo svojich tahoch odoberaju.
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P-1II-4

a) Pozadovany stroj neexistuje. Zdévodnenie je rovnaké ako v ilohe P — 1 -4 c¢).

b) Cisla v doplnkovom kéde mozno séitat odzadu rovnako ako celé nezaporné
¢isla v pozicnej ststave. V jednom kroku stroj precita z oboch sledov po jednej cifre
a zapiSe jednu cifru do vysledku. Pomocou vnutornych stavov si bude pamiitat prenos
medzi rddmi. Je ale potrebné vyriesit technické problémy. Ked jedno z ¢isel skondi,
musi stroj pocitat rovnako, ako by vo vstupnom slede nasledovali dalSie cifry rovné
naposledy ¢itanej cifre. Ked skoncéia obidva sledy, je potrebné vypisat eSte aspon jednu
cifru vysledku (skuste si séitat 2k + 2k).

Stroj si teda musi pamétat tieto informaécie:

— ¢ doslo k prenosu (P = prenos, B = bez prenosu),

— poslednt ¢itant cifru v prvom slede (0 alebo 1),

— poslednt ¢itanu cifru v druhom slede (0 alebo 1),

Stavy stroja buda vlastne predstavovat trojice informécii, spolu ich bude osem.
Oznacime ich B = (B,0,0), C = (B,0,1), D = (B,1,0), @ = (P,0,1), R = (P, 1,0),
S = (P,1,1). Rozmyslite si, ze do stavov (B,1,1) a (P,0,0) sa stroj nemdze nikdy
dostat. Pociatoény stav je B, prechodova funkcia je dané tabulkou. Pre stav K nie je
prechodova funkcia definovana.

stav ¢itané symboly

00 | 01 | 10 | 11 | Op | 1 | 0 | »1 | e
B/0|C/1|D/1|S/0|B/0|D/1|B/0|C/1|K/0
B/o|C/1|D/1|S/o|C/1|S/0|B/0|C/1|K/0O
B/o|C/1|D/1|S/0|B/0|D/1|D/1|5/0|K/0
B/11Q/0|R/0|S/1|Q/0|S/1|B/1]Q/0|K/1
B/11Q/0|R/0|S/1|B/1|R/0|R/0|S/1|K/1
B/1|1Q/0|R/0|S/1]Q/0| S/1|R/0|S/1|K/1

O T AW

c), d). Obdobne ako v prvom kole zostrojime koneény sekvenény stroj, ktory bude
vstupujuce ¢islo delit tromi. Podiel zapiSe do vystupneho sledu, zvysSok po deleni bude
dany stavom, v ktorom vypocet skonc¢i. Na rozdiel od tulohy v prvom kole odpadé
technickd starost o pripad, ked by vo vysledku boli nadbyto¢né vedice nuly alebo
jednotky. Pociato¢nym stavom je X.

stav | ¢itany symbol

0 1 |
X |N/¢|D/p |-
N |[N/O| J/O | —
J D/0| N/1|—
D J/1|D/1]|—
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P-III-1

Dané postupnost N ¢isel je tvorena éislami aq,as,...,ay. Pre kazdé ¢islo a; mo-
zeme urcit hodnotu e; udavajicu, o kolko viac bolo kladnych ¢isel ako zapornych
v podiato¢nom useku postupnosti ai,as,...,a; . Pokial bolo v tseku ai,ao,...,a;
viac zépornych ¢isel, bude maft e; zdpornu hodnotu. Pre kazdé poradové ¢islo prvku
i od 1 do N bude iste platif nerovnost —i < e; < i. Kazdy vybalancovany tsek
postupnosti ap, ap41, ... , 0491, aq je charakterizovany tym, Ze jeho krajné prvky a,, a,
maju rovnakd tuto e-hodnotu, t.j. e, = e,. Pokial teda ur¢ime vSetky hodnoty e; pre
1 od 1 do N, sta¢i medzi nimi najst dvojicu rovnakych hodnot ¢o najviac od seba
vzdialenych. Ich vzdialenost v postupnosti potom priamo udava dizku maximélneho
vybalancovaného tuseku. Ak neexistuje ziadna dvojica rovnakych hodnét e, = e,
su vSetky ¢isla v postupnosti kladné alebo vSetky zaporné a dana postupnost teda
neobsahuje ziaden vybalancovany tsek. Vypocet hodnét e; pre vsetky ¢ od 1 do N je
velmi jednoduchy. Staci raz prejst celou postupnostou a za kazdé kladné, resp. zadporné
¢islo pricitat k priebezne pocitanej hodnote +1, resp. —1. Formaélne zapisané, polozime

eo =0 a potom
e =¢€;—1+1 ked a; > 0,
€ = €;-1 ked’ a; = 0,

e; =e;_1— 1 ked a; < 0.

Bolo by mozné ulozif si vSetky hodnoty e; do pola a v fiom potom vyhladavat
dvojice rovnakych hodnot. Takyto postup je ale zbyto¢ne pomaly. LepSie je ukladat si
do pomocného pola F' pre kazda dosiahnutl e-hodnotu M najmensie také p, ze e, =
= M. Vzhladom k podmienke —i < e; < ¢ musi byt toto pole indexované od —N do N.
Vyuzivat sa z neho bude pritom len urcity stvisly tsek s indexmi od X po Y. Pocas
¢itania a spracovévania prvkov postupnosti sa velkost tohto tiseku moze zviicSovat.

Na zaciatku vypoctu polozime X = 0, Y = 0 a F'[0] = 0. Postupne budeme ¢itat
¢isla tvoriace dant postupnost a spracovavat ich. Po precitani ¢isla a; najprv spoc¢itame
hodnotu e; podla vyssie uvedeného predpisu (na zéklade zaznamenanej predchadzajucej
hodnoty e;_1). Ak e¢; < X, musi byt nutne ¢; = X — 1. Zmensime teda X o 1 a
zaznamename vyskyt novej e-hodnoty F[X] = i. Podobne pre e¢; > Y zviiéSime Y
o 1 a ulozime hodnotu F[Y]| = i. Ak je e; z intervalu (X,Y), rovnakd e-hodnota
bola uz nédjdené niekedy skor, a sice najskor pri spracovani prvku s poradim Fle;]. To
znamend, ze najdlhsi vybalancovany tsek konéiaci prvkom a; méa dizku i — Fle;]. Teraz
ostéva len porovnat tato dizku s priebezne ukladanym maximom z dlzok néjdengch
vybalancovanych tsekov.

Popisany algoritmus je iste konecny, jediny jeho cyklus sa opakuje len raz pre kazdé
¢islo danej postupnosti. M4 teda linearnu ¢asov zlozitost. Spravnost algoritmu vyplyva
zo skutocnosti, ze systematicky preskiimame maximalne vybalancované tiseky konciace
kazdym z prvkov postupnosti a z ich dlZzok vyberieme maximum.
program VybalancovanyUsek;
const MaxN = 1000;
var N:integer; {pocet ¢isel v postupnosti}

A:integer; {prave spracovavané ¢islo}
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E:integer; {e-hodnota spracovavaného ¢isla}
I:integer; {poradie spracovavaného ¢isla}
X, Y:integer; {medze rozsahu néjdenych e-hodnét}
F:array|[—MaxN..MaxN] of integer;

{indexy prvych vyskytov jednotlivych e-hodnét}

M az:integer; {dlzka max. vybalancovaného tiseku}
begin
X:=0;Y :=0;
F[0] := 0;
E :=0;
Max = 0;
for :=1to N do
begin
read(A); {dalsie spracovavané ¢islo}
if A>0then £E:=F+1 {spo¢itanie jeho e-hodnoty}
else if A < 0 then F :=F — 1;
if ¥ < X then {nova najmensia e-hodnota}
begin X := X — 1; F[X] :=1I end
else if £ > Y then {nova najvicsia e-hodnota}
begin Y :=Y +1; F[Y]:=1 end
else {dalsi vyskyt rovnakej e-hodnoty}
if I — F[E] > Max then Max := 1 — F[E]
end;

if Maxr =0 then

writeln(’Vybalancovany usek neexistuje!’)
else

writeln(’Dlzka maximalneho vybalancovaneho useku: ’,Max)
end.

P—-1III-2

Uloha P — III — 2 je jednou z klasick§ch tloh tedrie grafov. Cestna sief predstavuje
suvisly neorientovany graf, v ktorom vrcholy grafu odpovedaji mestam a hrany grafu
cestam. Nepostradatelné cesty, tak ako st definované v zadani tlohy, odpovedaji v
tedrii grafov zvlastnym hrandm nazjvanym mosty. Ulohou je teda najst v danom grafe
vSetky mosty.

Algoritmus riesenia je zaloZeny na prechadzani zadanym grafom do hibky. Pri pre-
chadzani bude kazdy vrchol grafu navstiveny prave raz. Spdsob prechadzania mozno
znézornit stromom. Korefiom stromu prechadzania je vrchol, z ktorého bolo precha-
dzanie zapocaté. Za koreni modzeme zvolit Tubovolny vrchol grafu. Bezprostrednymi
nasledovnikmi niektorého vrcholu V' st vSetky tie vrcholy, do ktorych prehladévanie
z vrcholu V' bezprostredne pokracovalo. Pretoze zadany graf je stvisly, buda v strome
prechadzania obsiahnuté vsetky vrcholy povodného grafu (mestd). Zo vSetkych hran
(ciest) budu v strome prechddzania obsiahnuté len tie, ktoré nés v priebehu prechéad-
zania doviedli do nového, doposial nenavstiveného vrcholu.

Predstavme si, ze do stromu prechadzania dokreslime zelenou farbou vsetky ostatné
hrany grafu. To st teda také, ktorymi priechod do hibky nepokracoval. Inak povedané,
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v priebehu prechiadzania tieto cesty viedli z prave prechadzaného mesta do iného, uz
prv navstiveného mesta. Doplneny strom teda bude izomorfny s pévodnym grafom.

Teraz vyslovime jedno pomocné tvrdenie: Oba koncové vrcholy kazdej zelenej hrany
lezia na tej istej vetve stromu prechadzania.

Tvrdenie lahko dokdzeme sporom. Predpokladajme, Ze by niektord zelena cesta
spajala dve mesta A a B, ktoré nelezia na jednej vetve stromu prechadzania. Oznac¢me
ich tak, ze pocas prechodu bolo A po prvykrat navstivené skér ako B. Mesto B iste
nelezi v podstrome prechddzania s korefiom A (inak by A a B lezali na tej istej vetve).
Pre postup prechddzania to znamen4, Ze najprv bolo (pripadne niekolkorat) navstivené
mesto A, a az potom (pripadne niekolkorét) navstivené mesto B. VSimneme si okamihu
pocas prechadzania, kedy sme mesto A navstivili naposledy. To bolo v situécii, ked sme
sa z neho vracali spit (keby sme isli vpred, museli by sme do A prist eSte na spiato¢nej
ceste). V tomto okamihu sme sa ale nezachovali spravne podla algoritmu prechddzania
grafom do hibky: vracali sme sa spiif, a pritom sme eSte mali prejst cestou AB, pretoze
ta viedla do vtedy este nenavstiveného mesta B.

Na to, aby hrana bola mostom, je nutné a staci, aby sa jej odstranenim oddelil
podstrom v strome prechadzania, ktory nebude dostupny ani po niektorej zelenej hrane.
Podla predchidzajiceho tvrdenia by také spojenie zelenou hranou muselo viest do
vyssSej vrstvy v strome prechadzania.

Na zéklade prevedenych tivah uz mozno sformulovat algoritmus. Zadany graf bu-
deme prechadzat do hibky, zacat mézeme fubovolnym vrcholom (napr. vrcholom éislo
1). Pocas prechadzania si budeme pri kazdom vrchole M pamiitat jeho hibku v strome
prechédzania H (M ). Koreii stromu prechddzania bude maf hibku 0. Postupne pocas
prechodu budeme pre kazdy prechédzany vrchol M urcovat ¢islo Z(M) definované
takto: Z(M) je minimum z H(M) a z hibok koncovych miest vsetkych zelenych ciest,
ktoré vychadzaju z vrcholov v podstrome s koretiom M. Z(M) je teda ¢islo najvysse;
hladiny v strome prechadzania, do ktorej vedie priame spojenie zelenou cestou z neja-
kého mesta v podstrome s korenom M. Pritom si vSimame iba hladiny nad vrcholom
M. Ak nastane pre niektory vrchol M nerovnost Z(M) < H (M), existuje zelena cesta,
ktora spaja podstrom s koreriom vo vrchole M so zvyskom grafu. Ak je Z(M) = H(M),
je cesta, po ktorej sme do M pocas prechadzania prisli, mostom.

Ostéava ukazat, ako budeme pocitat hodnoty H (M) a Z (M) pre vrchol M. Hodnotu
H (M) ur¢ime Tahko pri prvom vstupe do vrcholu M pocas prechddzania grafom — je
Stanovenie hodnoty Z (M) je o nieco naroc¢nejsie. Hodnota Z(M) je rovnad minimu
z hodnoty H(M) a hodndt Z(I) vSetkych vrcholov leziacich v podstrome s koreriom
vo vrchole M. Pri prvom vstupe do vrcholu M moéZeme teda inicializovat hodnotou
Z(M) uz znamu hodnotu H (M) a potom ju pocas prechadzania podstromu vrcholu M
budeme pripadne zmensovat, ak to bude mozné. Pri kazdom dalsom prichode do vrcholu
M (t.j. pri ndvrate z nejakého nasledovnika vrcholu M) mozno hodnotu Z(M) znizit
na Z-hodnotu tohto nasledovnika. K dalSiemu zniZeniu Z(M) moZzu prispiet hrany,
ktoré vedu z vrcholu M do uz navstivenych uzlov, a po ktorych sa teda pri prechode
nepostupuje. Hodnotu Z (M) moézeme znizit na H-hodnotu koncovych vrcholov tychto
zelenych hran. Definitivnu hodnotu Z (M) ziskame aZ pri poslednom opusteni vrcholu
M.

Zlozitost celého algoritmu je dana zlozitostou prechodu grafom do hibky. Ostatné
vypocty spojené s ur¢ovanim hodnot H(M) a Z(M) maji konStantné ¢asové naroc-
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nosti. Casova zlozitost programu pre prechod grafom do hibky zavisi od vhodnej volby
vnutornej reprezentacie grafu. Pri vhodne zvolenej reprezentécii (pozri uvedent ukézku
programu) je priamo timerné po¢tu hran v grafe, t.j. je rAdu n?, kde n je pocet vrcholov
grafu.
program Mosty (input,output);
{ Forméat ocakavanych vstupnych dat - zadanie grafu:}
{ — susedia kazdého vrcholu vzdy na jednom riadku v tvare}
{ (¢islo - vrcholu) (¢islo - susedal) (¢islo - suseda2) ... }
{ — vrcholy musia byt o¢islované od jednotky po jednej a v tomto}
{ poradi musia byt zadané tiez riadky na vstupe }
{ — kazda hrana sa teda uvadza dvakrat (na riadkoch pre jeden}
{ a pre druhy jej koncovy vrchol)}
{ — program pre jednoduchost netestuje spravnost zadanych}
{ vstupnych dat (nebolo by tazké testy doplnit) }
const MaxPocetMiest = 40;
MaxPocetCiest = 200;
type Mesto = 1..MaxPocetMiest+1; { fiktivne mesto na konci }
Cesta = 1..MaxPocetCiest;
var GMesto : array [Mesto| of record
Spoje : Cesta;
Hlbka : integer;
Prejdene : Boolean;
end;
GCesta : array [Cesta] of Mesto;
{ polia GMesto a GCesta predstavuju vnutorné uloZenie grafu,}
{ ku kazdému vrcholu je v poli GCesta ulozeny zoznam}
{ jeho susedov, polozka Spoje v GMesto urc¢uje, kde presne}
{ st ulozeni susedia kazdého konkrétneho vrcholu, pozri avodny}
{ komentar o tvare vstupnych dat a procediru NacitajGraf }
PocetMiest : 0..MaxPocetMiest;
PocetCiest : 0..MaxPocetCiest;
F:integer; { pomocna premenna — je potrebnd pre spravne}
{ volanie procedary Prechod v hlavnom programe }
procedure NacitajGraf;
{ nacitanie vstupnych dat - zadanie skimaného grafu }
var dummy:integer;
begin
PocetMiest:=0;
PocetCiest:=1;
repeat
PocetMiest:=PocetMiest+1;
read(dummy); { ¢islo mesta - nevyuziva sa }
GMesto[PocetMiest].Spoje:=PocetCiest;
while not eoln do
begin
read(GCesta[PocetCiest));
PocetCiest:=PocetCiest+1;
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end;
readln;
until eof;
GMesto[PocetMiest+1].Spoje:=PocetCiest;
end;
function min(X,Y:integer):integer;
{ pomocné procedura - minimum z dvoch celych ¢isel }
begin
if X <Y then min:=X else min:=Y;
end;
procedure PisMost(odkial kam : Mesto);
{ vypiSe, Ze z mesta odkial do mesta kam vedie most }
begin
writeln(’Most z ’,odkial,” do ’ kam,’.”);
end;
procedure PredPrechodom;
{ oznadi vsetky mesta za doteraz neprejdené — nutne! }
var i:Mesto;
begin
for i:=1 to PocetMiest do GMestoli].Prejdene := false;
end;
procedure Prechod(Start: Mesto; hl:integer; var Z: integer);
{ Prejde odpovedajticu &ast grafu do hibky. }
{ Zag¢ina v meste Start, jeho hlbka je hi, spoéita premt }
{ hodnotu Z (pozri text). }
var Nasl : Mesto;

S : Cesta;

pomZ : integer;
begin
GMesto[Start].Prejdene := true; { vrchol navstiveny }
GMesto[Start].Hlbka := hl; { m4 hibku hl }

Z := hl; {zatial hodnota Z }
for S:=GMesto|[Start].Spoje to GMesto[Start+1].Spoje-1 do
begin
Nasl := GCestal[S]; { mesto dostupné po ceste S }
if GMesto[Nasl|.Prejdene then
begin { nepocitat cestu, po ktorej sme prisli ! }
if GMesto[Nasl|.Hlbka+1 <> hl then
{ zelena cesta, bud hore, alebo dole }
Z := min(Z,GMesto[Nasl|.Hlbka)
{ pokial vedie zelené cesta nahor, znizime}
{ hodnotu Z v nasom uzle }
end
else
begin
Prechod(Nasl,hl+1,pomZ);
if hl+1 = pomZ then
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PisMost(Start,Nasl); { ndjdeny most v grafe }
Z := min(Z,pomZ); { pripadné znizenie hodnoty Z }
end;
end;

end;
begin
NacitajGraf;
PredPrechodom;
Prechod(1,0,F) {vidy je F=0}
end.

P-1II-3

a) Budeme systematicky skiimat moznosti vitazného tahu v situaciach s malym po¢tom

zépaliek ostévajucich na kopke. Pritom vzdy musime rozligit, ¢i hrac¢, ktory je na tahu,
doteraz odobral parny alebo neparny pocet zapaliek. Vysledky pozorovania zapiseme
do prehladnej tabulky. Cisla v tabulke udavaju, ako vyzera spravny vitazny tah. Pokial
vitazny fah v danej pozicii neexistuje, je v tabulke zapisani pomicka.

pocet zapaliek hrac¢ na tahu uz odobral
ostavajucich na kopke | parny pocet | neparny pocet
1 — 1
2 2 1
3 2 3
4 — 3
5 1 —
6 1 2
7 3 2
8 3 —
9 — 1
10 2 1
11 2 3

Prvé tri riadky tabulky pre pocty zapaliek 1, 2 a 3 sme ziskali preskimanim
vSetkych moznosti povoleného fahu. Dalsie riadky tabulky uZ zapliiame mechanicky,
vzdy na zaklade znalosti troch bezprostredne predchadzajucich riadkov. Hrac totiz méze
svojim fahom odobraf 1, 2 alebo 3 zapalky, a tym sa situédcia v hre prevedie na situaciu
popisanu prave jednym z troch predchadzajucich riadkov. Vifazny fah existuje vtedy,
ak privedie stpera do situacie, v ktorej on naopak ziadny vitazny tah nemé (v tabulke
je pomlcka). Pri vypliiani tabulky vyuZivame skutoc¢nost, Ze vieme, & stper doteraz
odobral parny alebo neparny pocet (to je dané paritou nasho poctu zapaliek a poctu
zapaliek ostévajucich na kopke, vSetkych zapaliek je neparny pocet).

Po zaplneni 11 riadkov tabulky zistime, Ze sa hodnoty v tabulke za¢inaji opakovat
s periédou 8. Vzhladom k tomu, Ze sa zopakovali tri po sebe iduce riadky (riadky 9, 10
a 11 st zhodné s riadkami 1, 2 a 3), a ze kazdy dalsi riadok tabulky zostrojujeme vzdy
len na zéklade troch bezprostredne predchadzajicich riadkov, je v tejto chvili isté, ze
sa obsah tabulky bude aj nadalej stale opakovat s periédou 8.
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Tym je tloha vyrieSend a prvych 8 riadkov uvedenej tabulky obsahuje prehladne
spisani vitazni stratégiu nasej hry. Hra¢ na tahu zisti pocet ostévajucich zapaliek
modulo 8 a na zéklade tejto hodnoty a parity poctu zapaliek, ktoré uz sdm odobral,
urci z tabulky, ¢i ma zarucené vitazstvo v hre. Pokial 4no, tabulka udava pocet zapaliek,
ktory méa odobrat. Pociatoény pocet vSetkych zapaliek N musi byt neparny. Zac¢inajaci
hra¢ nema zatial Ziadnu odobrand zapalku, t.j. ma parny pocet (nula je parne ¢islo). Z
tabulky plynie, Ze na zaciatku hry méa zac¢inajuci hra¢ zarucené vitazstvo pri dodrzani
popisanej vitaznej stratégie, ak je N tvaru 8k + 3, 8k + 5 alebo 8k + 7. Pokial je N
tvaru 8k + 1, zacinajaci hrac¢ s dobre hrajicim siiperom prehra.

b) Ulohu riesime tiplne rovnakym spdsobom ako tilohu a). Opét zostrojime tabulku
vitaznej stratégie:

pocet zapaliek hra¢ na tahu uz odobral
ostavajucich na kopke | parny pocet | neparny pocet
1 — 1
2 2 1
3 2 3
4 4 3
5 4 —
6 1 —
7 — 1
8 2 1
9 2 3
10 4 3

Riadky sa v tomto pripade za¢inaji opakovat s periédou dlzky 6. Overili sme zopako-
vanie Styroch po sebe iducich riadkov (riadky 7, 8, 9 a 10 st zhodné s riadkami 1, 2,
3 a 4), lebo kazdy riadok zavisi len od Styroch svojich predchodcov. Rovnakou tvahou
ako v tlohe a) z toho plynie, Ze prvych 6 riadkov tu uvedenej tabulky obsahuje uplni
vitaznu stratégiu hry.

Hréc zac¢inajuci hru mé zaistené vitazstvo pri dodrzani popisanej vitaznej stratégie,
ak je pociatocny pocet zapaliek N tvaru 6k + 3 alebo 6k + 5. Pokial je N tvaru 6k + 1,
zacinajuci hrac¢ s dobre hrajicim siperom prehra.

P-1III -4

a) Hladany stroj neexistuje. Dovodom je nejednoznacnost zépisu ¢isel (vedice nuly)
a zaroven striktna poziadavka na synchronne citanie oboch vstupov. Predstavte si
porovnavanie dvoch zapisov rovnakého cisla, pricom jeden obsahuje k cifier, druhy
obsahuje pred zapisom dalsich k nil (teda spolu 2k cifer). Po precitani prvych k znakov
stroj uz docita prvy vstup do konca, z druhého vsak neprecital jedini vyznamna cifru.
To znamend, Ze si pre uspesné porovnavanie musi byt schopny zapamiitat hodnotu
celého kratSieho operandu. To ale v pamiiti koneénej velkosti nie je moZné.

b) Porovnévanie je podobné porovnavaniu v pozi¢nej stustave s kladnym zékladom.
Je len potrebné si uvedomit, ze vyssSie cifry v péarnych rddoch predstavuju vyssiu
hodnotu, zatialco vyssie cifry v neparnych rddoch nizsiu hodnotu ¢isla. Teda napriklad

11 < 01 v sustave so zakladom —2. Pocas porovnavania teda sledujeme:
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.....

boli doteraz rovnaké
— parnost /neparnost prave spracovavanej pozicie v zapise Cisel.
Stroj teda bude mat 6 stavov:
N — parna pozicia — rovnaké zapisy,
S — neparna pozicia — rovnaké zapisy,

.....
.....
.....

.....

Pociato¢ny stav je N, prechodova funkcia nasleduje. Pre stav K nie je definované
ziadne prechodové pravidlo. Uvedomte si, Ze porovnévanie je mozné ukonéit az po
precitani dlhsieho zo vstupujucich cisel.

stav ¢itané symboly

00 01 10 11 Op 1p 0 pl P
S/e |D/o|Blo| S/ | S/e|B/e| S/l |D/e| K/S
N/p|Alp | Clp | N/o|N/p|Clo|Njp| Alp| K/S
B/o|D/e|B/o|Ble| By |B/p|B/e|D/p|K/P
Alp | Al |Clo | AJo | Ao |Clo | Alp | Alp | K/P
D/p|D/o|B/e|D/e|D/¢|B/o|D/e|D/p|K/D
Clp|Ale|Clo|Clo | Cle|Cle | Clo | Alp | K/D

QT = 0=

c) Stroj neexistuje. Zdovodnenie je tplne analogické tlohe prvého kola P — I — 4
c).

d) S¢itanie je podobné s¢itaniu v pozi¢énych stustavach s kladnym zakladom. Je len
potrebné dat si pozor na prenosy. Okrem skutoc¢nosti, ze prenos do vyssieho radu meni
znamienko, je treba mat na zreteli, Ze sa prenos moze prejavit nielen v nasledujicom
rade, ale az v dvoch nasledujtcich rddoch. Tomu je potrebné venovat pozornost na konci
séitania — v situécii, ked st obidva operandy doc¢itané a vypisujeme cifry, ktoré pribudli
v dosledku prenosu. Prenos moze nadobudat tri hodnoty: oznac¢me ich 0,1,11 (to s
hodnoty, ktoré je potrebné pricitat k vyssim rddom vo vysledku). Budi im odpovedat
stavy N,J,T. Stav K sluzi len pre ukoncenie vypoctu. Pociatoénym stavom je N.

stav ¢itané symboly

00 | 01 | 10 | 11 | Op | 1 | ©0 | ¢l | @
N |N/O|N/1|N/1|T/0|N/JO|N/1|N/O|N/1|K/¢
J |N/1|\T/0|T/0|\T/1|N/1|T/0O|N/1|T/0|K/1
T |J/1|N/O|N/O|N/1| J/1|N/O|J/1|N/O| J/1

e) Pri uréovani zvyskov po celociselnom deleni zapornych ¢isel sa niekedy uvazuju
nezdporné zvysky a niekedy zaporné (napr. (—5)/3 déva zvysok 1 alebo —2). Je mozné
zvolit si ktorukolvek z oboch moZnosti, my si zvolime prvi z nich. Uvedomme si, Ze
vSetky mocniny ¢isla —2 davaja pri deleni tromi zvySok 1. Ako kritérium delitelnosti
tromi moze preto posluzit delitelnost tromi ciferného stuc¢tu ¢éisla. Navrhnat stroj, ktory
zisti, ¢ ciferny sucet cisla je delitelny tromi, je jednoduché. Postacdia Styri stavy,
z ktorych stav K je vyuzity len pre ukoncenie vypoctu. Pociatocny stav je V.
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stav | ¢itany symbol
0 1 %
N |N/p| J/p| K/A
J J/o | D/p| K/N
D |D/p|N/o|K/N

f) Hladany stroj neexistuje. Tato skuto¢nost vyzera trochu paradoxne v suvislosti
s kladnym riesenim bodu e). Uréit zvysok pri celo¢iselnom deleni je vSak jednoduchsie,
ako uré¢it podiel. Predpokladajme, Ze stroj, ktory deli tromi, existuje. Uvazujme tieto
delence a ich podiely pri deleni tromi

10000...0000011

3
10000...0000110

3

= 0010101...010101 a

= 1101010...101010.

Zapisy vsetkych uvedenych ¢isel obsahuju 2k + 3 cifer, k je Tubovolné celé kladné ¢islo.
V zapise delencov sa opakujui nuly, v zapise podielov sa opakuje skupina 01 ¢i 10.
Vysledky vypoctov nad uvedenymi dvomi vstupmi sa lisia uz v druhej ¢islici spredu
(nepoé¢itame vedtice nuly). Ci méa byt druhou platnou éislicou jednotka ¢i nula vsak
stroj zisti az po precitani poslednych troch cifer vstupujiceho ¢isla. To znamena, ze v
okamihu, ked stroj zapisuje druhti nenulov cifru vysledku, mé uz precitany cely vstup
(pripadne az na posledné dve cifry). Potom by mal eSte vypisat zvySok vystupu. K
tomu si ale musi pamétat prinajmensom pocet cifer, ktoré ma do vysledku zapisat, na
¢o mu pre dostato¢ne dlhé operandy koneénd pamit nemoze stacit.
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35. medzinarodna matematicka olympiada

V diioch 8. az 20. jula 1994 sa v Hong Kongu konala 35. medzinarodna matematicka
olympiada IMO’94. Zucastnilo sa jej 384 sutaziacich zo 69 krajin. Medzinarodna mate-
matickd olympidada (MMO) je stutazou jednotlivcov. Kazda zo zucastnenych krajin na
nu vysiela stufazné druzstvo zlozené z najviac Siestich sutaziacich, sprevadzané dvoma
vedtcimi. Slovenské druzstvo tvorili fvan Cimrdk z 2.ro¢nika Gymnézia Velkd Okruzna
v Ziline, Patrick Hornik z 3.ro¢nika Gymnézia Grésslingovéa v Bratislave, Michal Kovdr
z 3.ro¢nika Gymnéazia Groésslingova v Bratislave, Peter Macdk z 3.ro¢nika Gymnézia
J.Hronca v Bratislave, Martin Niepel zo 4.ro¢nika Gymnéazia Grosslingova v Bratislave
a Andrej Zlatos zo 4.ro¢nika Gymnéazia Grosslingova v Bratislave.

Veducim delegacie bol doc. RNDr. Tomdads Hecht, Csc., z MFF UK v Bratislave a
zastupcom vediceho Richard Kollar z MFF UK v Bratislave.

Samotné sutaz je rozdelend do dvoch sttaznych dni, pocas ktorych stutaziaci rie-
sia po 3 ulohy, na ktorych vyrieSenie maju vzdy 4,5 hodiny cistého casu. Vysledky
slovenského druzstva uvadza nasledujuca tabulka:

Meno 112 1|3 ]|4|5 |6 |sacet |cena
Ivan Cimrék 1150|1410 11 -
Patrick Hornik 717101216 (0] 22 3.
Michal Kovar 0710111410 12 -
Peter Macak 3|7 (5|7 1|50 27 3.
Martin Niepel TNT T 7|71 ] 36 2.
Andrej Zlatos TNT |7 |7 |7 |7 42 1.

Ako vidime, najlepsie vyriesili nasi stfaziaci 2. ilohu — geometria a najhorsie 6.
tlohu — kombinatorika. Tato tloha vSak dopadla celkovo zle, a tak najvicsiu stratu sme
utrpeli na pomerne lahkej 3. ilohe — kombinatorika, ktoru traja nasi reprezentanti vobec
neriesili. Nievelmi poteSujice umiestnenie v neoficidlnom poradi krajin (22.miesto, pozri
tabulku) zatienil tispech Andrej Zlatosa, ktory uplne spréavne vyriesil vSetkych 6 tuloh
a stal sa tak nielen drzitelom zlatej medaily, ale aj absolitnym vitazom (plny pocet
bodov ziskalo 22 sutaziacich z 11 krajin). Dvojica riesitelov Cimrak, Kovar zaplatila
sice novacikovsku dari, neskiisenostou sa pripravila o ceny, ale obaja, spolu s Hornikom
a Macdkom, mozu reprezentovat SR aj na budici rok. Na vysledku druzstva sa mierne
podielali aj organizatori, ktori medzinarodnej jury predlozili tlohy len zo 4 okruhov
tém, (zabudlo sa na stereometriu, nerovnosti, polynémy,...) a aj tym, ze termin MMO
kolidoval s terminom Medzinarodnej fyzikalnej olympiady v Pekingu, a tak sa v Hong
Kongu nemohol objavit nielen vitaz III. kola olympiady, ale na vyberovom ststredeni
chybali aj dalsi vifazi tohto kola. Napriek vSetkému vSak zisk prvej a druhej ceny st
nepochybne tspechom, a preto mozno hodnotit nasu tcast pozitivne.

Olympidda plni okrem sttaznej stranky aj spolo¢enskt funkciu. Stretavaji sa tam
mladi Tudia z celého sveta, z mnohych z nich sa stant $pickovi vedci (ceny sttaziacim
napr. odovzdaval nositel Nobelovej ceny za fyziku), ziaci maji moznost spoznat int
krajinu, ind kulttru, nadviazat priatelstva; uc¢i k znasanlivosti. Zaroven vsak poskytuje

7



moznost porozpravat ¢o to o Slovensku, mnohym pritomnym totiz slovo, Slovakia‘“nié¢
nehovorilo.

Nakoniec este niekolko slov o samotnom Hong Kongu. Na asi 1000 Stvorcovych
kilometroch tam zije 6 miliénov Iudi. Obytné domy st 30 poschodové a st blizko vedla
seba, nase sidliska by tam boli, ¢o sa volného priestoru tyka, priam prepychové Stvrte.
Je to krajina velkych kontrastov medzi bohatymi a chudobnymi. Na jednej strane archi-
tektonicky aj priestorove velkoryso vybudovand novéa technickd univerzita, na druhej
strane chudobné sStvrte so schatralymi domami. Hong Kongské letisko s mimoriadne
velkou premévkou — v exponovanych ¢asoch kazdych 90 sekiind pristava jedno lietadlo
— je zasadené priamo v malebnej scenérii mrakodrapov a rusnych ulic; vyznamny pristav,
mnozstvo bank, obchodov s eurépskym tovarom.

Nasa predstava, ze anglicky tam hovori skoro kazdy sa velmi rychlo rozplynula: 98%
obyvatelstva tvoria Citlania, v lepSom pripade najdete na obchode aj anglicky napis.
Pripojenie Hong Kongu k Cine v roku 1997 sa preto pocituje ako ¢osi,prirodzené“.
Zvyky aj kulturne tradicie st ¢inske. Neuveritelne dlhé stolovania s mnoZstvom chodov
(12), tradicia, prikazujica poslusnost a nie demokratické rozhodovanie, usporiadanie
rodiny, kde hlavné slovo ma muz.

Je dobré, ze niekolko mladych Tudi videlo kus sveta, mali moznost porovnat svoje
vedomosti a schopnosti, i¢ast na medzinarodnych olympiddach je motivujtca pre pracu
na sebe aj pre mnohych dalsich.

Nasledujica MMO sa bude konat v Toronte v Kanade, IMO’96 zas organizuje
India, potom Argentina, Kérea a v Rumunsku sa uskutocni jej jubilejny uz 40. ro¢nik.

Zadania 1iloh MMO

V zéatvorke za tlohou je vzdy uvedena krajina,
ktora tlohu navrhla.

Uloha é&.1
Nech m a n st prirodzené ¢isla a nech aq,as, ... ,a,, st také rozne prvky mnoziny
{1,2,...,n}, ze ak a; + a; = n pre nejaké 7,5, 1 < i < j < m, tak existuje také

k, 1 < k < m, pre ktoré a; + a; = a;, Dokazte, ze plati:

a1 +as+ ...+ am >n+1
m - 2

(Francuzsko)
Uloha &.2
Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC, v ktorom |AB| = |AC|. Dalej nech

(a) M je stred tsecky BC' a O je taky bod priamky AM, 7ze OB a AB st navzajom
kolmé;

(b) @ je Tubovolny bod tsecky BC rozny od B a C;
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(c) E lezi na priamke AB a F' na priamke AC, pri¢om body E, @, F' st rozne a
lezia na jednej priamke.

Dokéazte, ze OQ L E'F vtedy a len vtedy, ked

QE| = |QF].

(Arménsko - Australia)
Uloha ¢&.3

Pre Tubovolné celé kladné ¢islo k ozna¢me f(k) pocet vSetkych tych prvkov mnoziny
{k+1,k+2,...,2k}, ktorych zapis v dvojkovej ststave obsahuje prave tri jednotky.

a) Dokézte, Ze pre kazdé celé kladné ¢islo m existuje aspon jedno také celé kladné
¢islo k, ze f(k) = m.

b) Uréte vSetky celé kladné éisla m, pre ktoré existuje prave jedno celé ¢islo k,
také ze f(k) = m.
(Rumunsko)

Uloha ¢é.4

Urcte vsetky usporiadané dvojice (m,n) kladnych celych ¢isel, pre ktoré je ¢islo

nd+1
mn — 1

celé.
(Australia)

Uloha ¢&.5

: S — S, ktoré spliiaji obe nasledujice podmienky:
f:8 — S, ktoré splitaji ob ledujt dmienk
() f(z+fy) +2fy) =y+ fx)+yf(z) pre vietky 2,y € 5;
(ii) funkcia %&:) je rastica na kazdom z intervalov -1 <z <0 a0 < x.
(Velka Briténia)
Uloha ¢&.6

Ukéazte, ze existuje mnozina A celych kladnych éisel s nasledujtcou vlastnostou:
Pre Tubovolnii nekoneénii mnozinu prvocisel S existuje k = 2 prirodzené ¢islo a dve
kladné celé ¢isla m € A, n ¢ A, ktoré su stc¢inom k réznych prvkov mnoziny S.
(Finsko)
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RiesSenia iloh MMO
Uloha é&.1

Bez ujmy na vSeobecnosti mozme predpokladat, ze a; > ay > ... > a,,. Najprv
dokdzme, Ze a; + ami1—; = n+ 1 pre 1 < i < m. Ak by totiz pre nejaké i platilo
a; + amy1—; S n, potom a; < a; + apy < i + A1 < ... < @ F Apr1—; = n. Kedze
vsak a; +a,, = Akys Qj + A1 = Qfyy - v - 5 G+ Appy1—5 = Qf;, kde 1 § ki <ki_1<...<
< k1 < i, mame ¢ rdéznych prirodzenych cisel mensich ako i. To je vSak nemozné. Preto
naozaj plati a; + a1 =2n+1pre 1 <i < m.

S¢itanim nerovnic dostavame:

2(a1+as+ ...+ ap) = (a1 +am) + (a2 + am,) + ...+ (am + a1)

= m(n + 1),
alebo
CL1—|—CL2—|—...—|—CLm > n+1
m = 2 7
Uloha &.2

RieSenie podla M. Niepla.

Rozdelme si tlohu na dve ¢asti. Najprv ukdzeme, ze ak OQ L E'F, potom plati |QF| =
= |QF|. Podla predpokladu plati [{EQO| = % a zo zadania |[{EBO| = 7. Preto
body E, B, O, Q lezia na kruznici nad priemerom FQO. Obdobnou tvahou dostavame,
ze aj body O, Q, C, F lezia na kruznici. Z vety o stredovom a obvodovom uhle plynie :
|{OBQ| = |LOEQ| a |[£0CQ| = |LOFQ)|. Nakolko bod O lezi na AM, osi usecky BC,

musi platit |[{OBM| = |£OCM]|, a teda aj
|KOBQ| = |[{OEQ| = |£0CQ| = |[{OFQ)|.

Z toho uz vyplyva, ze trojuholniky AOFQ a AOEQ st zhodné. (Maji zhodné dva
uhly a jednu stranu.) Teda |QE| = |QF|.

Teraz v druhej ¢asti ukdzme, ze ak |QE| = |QF|, potom OQ L EF. Majme troju-
holnik ABC' a body E, Q, F tak, ze plati |QE| = |QF|. OpiSme kruznice trojuholnikom
EBQ, FQC. Priese¢nik tychto kruznic ozna¢me X. Nakolko je AABC rovnoramenny,
plati [{ABQ| = |[{LACQ)]|, a teda ak oznacime |{ACQ| = «, potom |[{EBQ| = 7 —
— a. Z toho vyplyva, ze stredové uhly st rovné |[{ES;Q| = |{FS2Q| = 2a. Nakolko
|QE| = |QF|, st aj polomery tychto kruznic rovnaké (trojuholniky F.S1Q, FS2Q su
zhodné). Odtial vyplyva, Ze tetivy prislichajice obom obvodovym uhlom v kruzniciach
maji rovnaki dizku, a teda |[LQEX| = |{QFX| = |£QCX| = |{QBX| = /3. Potom
trojuholnik FF X je rovnoramenny a QX je faznica i vyska tohto trojuholnika zaroveri.
Teda QX 1 EF. Potom plati aj

I{EQX|=|{EBX| = |4FQX| = |[{FCX| = g

teda bod X lezi na osi BC' a X = O. Tym sme ukazali, Ze |QFE| = |QF| préave vtedy,
ked OQ L EF.
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Obr. 1 Obr. 2

Ak ABC je trojuholnik a E # B, F # C, kruznice prechddzajice bodmi F, B, Q)
a F,C,Q maja dva spolo¢né body t.j. nedotykaju sa.

Iné rieSenie. Podla P. Macéka. (Uvddzame len dokaz druhej implikécie, prvéa bola
dokézana podobne ako v predchadzajicom rieseni.)

Pre Iubovolny bod ) na usecke BC' existuje jedina priamka prechidzajica bodom Q,
ktora je kolma na OQ. Pre () # B ma prave jeden priese¢nik s priamkou AB. Z toho
vyplyva, ze na priamke AB existuje jediny bod FEi, pre ktory je F1Q L OQ.

Oznacme FE5 priesecnik priamky AB s priamkou stredovo siimernou s priamkou
AC podla stredu stimernosti Q). Takyto bod FEs je tiez vzdy prave jeden.

Pre prislusny bod F5 na priamke AC' zrejme plati |E2Q| = |F2Q)|, z ¢oho vyplyva,
ze EoFy | OQ). Pretoze existuje iba jeden bod na priamke AB, pre ktory je E1Q 1 OQ,
tak musi platit Fq = Fs. Z toho vyplyva, ze EF 1 OQ < |EQ| = |FQ)|.

Uloha ¢&.3

(a) Ozna¢me Bj podmnozinu mnoziny 1,2,...,k obsahujicu vsSetky prvky, ktorych
dvojkovy zéapis obsahuje prave 3 jednotky. Nech g(k) oznacuje pocet prvkov mno-
ziny By. Funkcie f(k), g(k) st o¢ividne neklesajuce a plati f(2k) = g(2k) — g(k).
Odtiafl

flk+1) = f(K)

9(2k +2) — g(k +10 — (9(2k) — g(k))
=92k +2) — g(2k) — (9(k + 1) — g(k)).

Lenze bud plati 2k + 2 € Bopio a k+ 1 € By zaroven, alebo neplati ani jedno
z nich. (Cisla k + 1 a 2k + 2 maji v dvojkovom zépise rovnaky pocet jednotiek.)
Z toho vyplyva, ze f(k+ 1) — f(k) = 1 alebo 0, ¢o zavisi od toho, ¢i 2k + 1 patri
By alebo nie. V kazdom pripade teda funkcia f(k) nepresko¢i Ziadne prirodzené
dislo. Este si véimnime, ze g(2") = g(2" — 1) = (}), potom f(2") = g(2"*!) —
—g(2") = (”;rl) — (3) = (3)- Z tychto dovodov nie je f(k) zhora ohranicens, a
preto oborom hodnét f(x) je mnozina vSetkych nezdpornych celych éisel. Preto ma

rovnica f(k) = m aspoii jedno rieSenie pre kazdé prirodzené m.
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(b) Predpokladajme, ze rovnica f(k) = m ma jediné rieSenie. Potom f(k+1)— f(k) =
=1 = f(k) — f(k — 1). Prvé tvrdenie plati prave vtedy, ak 2k + 1 € Baji2, ¢o
znamena, ze k obsahuje v dvojkovom zépise prave 2 jednotky. To isté musi platit
pre k—1. To je vSak mozné vtedy a len vtedy, ked posledna cifra dvojkového zapisu
¢isla k—1 je 1, predposledna je rovna 0 a obsahuje este prave jednu jednotku. Inymi
slovami, k = 2" + 2, pre nejaké n = 2. Potom

f2"42) = g2 +4) — g(2" + 2)
=1+g(2""") —g(2")

()

Z toho vyplyva, Ze mnozina prirodzenych ¢isel, pre ktoré ma rovnica f(k) = m

n
prave jedno rieSenie je mnozina cisel {1 + ( 2), n= 2}.

Uloha &.4

Viimnime si, ze mn — 1 a m3 st nestdelitelné. Potom je zrejme mn — 1|n® + 1

ekvivalentné mn — 1|m3(n® +1) = m3n3 —1+m3 + 1, ¢o je ekvivalentné s mn — 1|m? +
+ 1. Ak m = n dostavame Z;f} =n+ ﬁ Toto ¢islo je celé prave vtedy, ked n = 2.
Teraz uz mozme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze m > n. Ak n = 1, musi byt

2_ celé. To je len pre m = 2 alebo 3. Teraz mézme predpokladat, ze n > 2. Avsak n3+

m—1

+1=1 (mod n), zatial o mn—1 = —1 (mod n). Preto musi platit ;};tll = kn—1 pre
vhodné celé k. Ale kn—1 < Zif} =n+ -1, ¢o znamena, Ze (k—1)n < 1+ 2. Odtial
vyplyva, ze k = 1, a teda n®+1 = (mn—1)(n—1). Z toho dalej m = ’ffll = n+1+%,

¢o je celé len pre n = 2 alebo 3. V oboch pripadoch vychadza m = 5. Nakoniec teda
dostavame 9 rieseni (2,2),(2,1),(3,1),(5,2),(5,3),(1,2),(1,3),(2,5) a (3,5), posledné
Styri sme ziskali zo symetrie medzi m, n.

Uloha é&.5

Z poslednej podmienky v zadani plynie, Ze rovnica f(x) = x ma nanajvys 3 rieSenia,
jedno na intervale (—1,0), jedno rovné 0 a jedno na intervale (0, c0). Dokdzme sporom,
ze rovnica nemoze mat ani na intervale (—1,0), ani na (0, co) rieSenie. Ak by existovalo
také u z intervalu (—1,0), ze f(u) = u, polozme x = y = u do danej funkcionalnej
rovnice. Dostavame f(u? + 2u) = u? + 2u. Cislo u? + 2u je vsak tiez z intervalu (—
—1,0), a preto u? + 2u = u. Ale Ziadne z rieseni tejto rovnice nie je z intervalu (-1,0).
Ak hladame v, v € (0,00), ktoré tiez riesi rovnicu f(v) = v, dostdvame podobny spor.
Preto jediné rieSenie rovnice f(z) = x je z = 0. AvsSak plati

fle+ (@ +1)f(x) =2+ (1 +2)f(2)

pre vSetky = € S. Preto musi platit x + (1 + z)f(x) = 0, z ¢oho vyplyva f(x) = —

— 17~ Este overime skuskou, Ze tato funkcia vyhovuje zadanym podmienkam. Funkcia

f(x)/z = _x—-lu je evidentne rasttiica na S. Pre vSetky z,y € S plati:
z(l+y) y-—=

y+Q+y)f(z)=y— perie I
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f($+(1+w)f(y))=f<%) —I(E;fgi)y _ Z;ﬂi

y+1

Uloha ¢&.6

Nech A je mnozina vSetkych prirodzenych cisel tvaru k = qig2...qq,, kde g1 <
< @2 < ... < gq, suprvocisla. Inymi slovami:

A={2x3,2x52x7,...} U{3x5x7,3x5x11,...} U
U{BxTx11x13x17,...}U...

Lahko sa presvedéime, ze pre Tubovolni nekoneént mnozinu prvodcisel
P = {p1,p2,p3,...}, kde p1 < pa < p3 < ..., splna mnozina A podmienky tlohy. Staci
zvolit m = p1p2...pp, @ N = DP2Ps ... Pp,+1-

Iné riesenie. Podla A.Zlatosa.

Vytvorme mnozinu A nasledovne: Pre kazdé prirodzené k = 2 zaradime do A prave
tie prirodzené cisla m, pre ktoré m = pips...pg, kde p1,ps2,...,pr je k navzajom
roznych prvocisel, ktorych sucet je delitelny k. Potom pre Tubovolnii nekoneéntt mnozinu
prvocisel S a pre vSetky k = 2 plati: z nekoncnosti S vyplyva, Ze v nej existuje k
prvocisel s rovnakym zvyskom po deleni k. Oznac¢me ich pi,ps, ..., pr. Zrejme potom
klp1 +p2 + ...+ pk, a preto m = p1p2...pr € A. Ak by v S existovalo prvocislo pgy1
také, ze jeho zvysok po deleni £ je iny ako zvysky p1, po, ... , Pk, tak potom by p; +ps +
+ ...+ pr—1 + prr1 nebolo delitelné k, a teda ¢islo n = p1ps .. .pr_1pr+1 by nepatrilo
do A. V takom pripade by ¢isla k, m,n vyhovovali podmienkam a A by bola hladanou
mnozinou. Lenze také prirodzené k existuje. Dokazeme to sporom. Keby neexistovalo,
museli by vSetky prvocisla v .S mat rovnaky zvySok po deleni k, a to pre vSetky k& = 2.
Nech p, ¢ st Tubovolné dva rozne prvky z S. Kedze p dava po deleni ¢islom p zvysok 0,
musi aj ¢ davat zvysok 0, ale p, ¢ boli rézne prvocisla, preto nemoze platit p|q. To je spor
s predpokladom, lebo hladané k staci zvolif rovné p. Potom pre nami zvoleni mnozinu
A a Tubovolni nekoneénii mnozinu prvocisel existuje prislusné k také, Ze existuju prvky
m € Aan ¢ A, ktoré st stfinom roznych k prvkov z S.
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Siesta medzinarodna olympiada v informatike

Siesta medzinarodna olympiada v informatike 101’94 (International Olympiad in
Informatics) sa konala v diioch 3.-10.7.1994 v meste Haninge nedaleko hlavného mesta
Svédska Stockholmu. Na olympidde sa ztcastnilo celkom 189 stfaziacich (z toho 6
dievcat) z 49 krajin.

Medzinarodna olympiada v informatike je organizovana podobne ako medzina-
rodnéd matematickd olympiada a iné medzinadrodné predmetové olympiaddy stredosko-
lakov. Je vyhlasend ako sutaz jednotlivcov, kazdé krajina na nu méze vyslat dele-
gaciu tvoreni dvoma vedicimi a nanajvys Styrmi sttaziacimi. Veduci delegacie sa
automaticky stédva ¢lenom medzindrodnej jury, jeho zdstupca sa pocas sutaze stard
o sutazné druzstvo. Stutaziacimi st Studenti strednych skol, pripadne cerstvi absolventi
v prislusnom $kolskom roku, vo veku do 19 rokov. Sufaz je riadend medzindrodnym
vyborom IOI a je usporiadanéd pod patronatom UNESCO.

Nasi stfaziaci sa zacastnili v§tkych predchédzajucich ro¢nikov stutaze a vzdy do-
siahli velmi dobré vysledky. Spolo¢né c¢eskoslovenské druzstvo nés reprezentovalo na
prvych styroch roc¢nikoch IOI v rokoch 1989-92, vlani bolo na IOI’93 v Argentine
poprvykrat samostatné slovenské druzstvo.

Slovenské druzstvo na I0I'94 odcestovalo v tomto zlozeni: Tomas Vinar, absolvent
Gymnaézia v Kosiciach, Bronislava Brejova a Martin Maktch z Gymnéazia Jura Hronca
v Bratislave a Peter Zuffa z Gymndazia na Grosslingovej ulici v Bratislave. Vedtcimi
boli RNDr. Juraj Baldzs z Prirodovedeckej fakulty UPJS v Kosiciach a RNDr. Ondrej
Demacek z GJH v Bratislave.

Vlastné stutaz bola uz tradi¢ne sustredend do dvoch dni. Kazdy stfazny den boli
Studentom zadané na rieSenie tri tlohy. Sutazné tlohy boli vyberané vzdy v den ich
rieSenia medzinarodnou porotou zlozenou z vedtucich delegacii vsetkych zicastnenych
krajin. Sautaziaci pracovali samostatne pri pridelenych osobnych pocitacoch typu PC
486. Kazdy stutazny deri mali na pracu 5 hodin ¢istého ¢asu. Vysledné programy potom
boli za pritomnosti Studenta a vedtceho delegacie testované koordinatormi. Tohto roku
boli poprvykrat vyuzité na automatické testovanie a hodnotenie Studentskych progra-
mov testovacie a vyhodnocovacie programy pripravené vopred organizatormi sutaze.
Na zéaklade vysledkov tychto testov boli riesenia tiloh obodované. Kazdy den mohol
sutaziaci ziskat maximélne 100 bodov. Celkové vysledky boli ustanovené na zdklade
suc¢tu bodového zisku z oboch sutaznych dni.

Prvnych 101 sataziacich z pritomnych 189 bolo ocenenych niektorou z medaili.
Celkovo bolo udelenych 16 zlatych (za bodovy zisk 195-148 bodov), 34 striebornych
(za 145-96 bodov) a 51 bronzovych medaili (za 95-65 bodov). Nasi Studenti naviazali
na vynikajuce vysledky z minulych rokov a opit vSetci ziskali jednu z medaili. Tom&s
Vinaf zlatt (155b), Martin Maktch striebornt (117b), Peter Zuffa strieborntt (101b) a
Brona Brejova bronzovt (80b). Presné vysedky sa mozete dozvediet z tabulky.
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Okrem vlastnej sufaze pripravili organizatori pre vSetkych ucastnikov bohaty
sprievodny program. K najzaujimavej$im akcidm patrila vyhliadkova plavba lodou
Stockholmom, prehliadka historickej lode — muzea Vasa a celodenny vylet parnikom
na ostrov Uts. Celd olympidda bola Svédskymi organizétormi velmi starostlivo pri-
pravend, pocinajuc jej slavnostnym otvorenim vo vyukovom stredisku stockholmske;j
university Riksédpplet a konciac slavnostnym odovzdavanim medaili vitazom stfaze na
stockholmskej radnici v sale, v kterej sa kazdoroc¢ne odovzdavaja Nobelove ceny.

Nasledujtuca, v poradi siedma medzinadrodnd olympidda v informatike sa bude
konat v drioch 26.6.-3.7.1995 v Holandsku v meste Eindhoven. Pritomni zastupcovia
organizatorov nasledujiuceho ro¢nika IOI pozvali na tato olympiddu vsetky krajiny,
ktoré sa zucastnili na jej Siestom roc¢niku. Usporiadatelia pocitaju s rozsirenim poctu
¢lenov sutaznych druzstiev na pit Studentov a dvoch vedicich. Podmienkou tucasti
piateho stifaziaceho je nominicia aspon jedného dievéata do druzstva. Dalsie roéniky
IOI usporiadaju postupne Madarsko v roku 1996, Juhoafrické republika v roku 1997,
Portugalsko v roku 1998, Turecko v roku 1999, Cina v roku 2000, USA, Thajsko alebo
Irsko v roku 2001 a Kérea v roku 2002. Najblizsi roénik stredoeurdpskej regionalnej
olympiddy v informatike usporiada v méji 1995 Madarsko.

Meno 1 12 |3 4 |5 | 6 |sacet |cena
Tomas Vinar 30 [30 (40 [30 |10 |15 | 155 1.
Martin Maktch 30 |30 (40 |12 |5 |0 | 117 2.
Peter Zuffa 30 |30 {0 |6 |5 |30 | 101 2.
Bronislava Brejova 10 130 | O |30 (10 | O 80 3.

Zadania tloh MOI

Uloha ¢&.1

Na vstupe je dany ciselny trojuholnik, kde st postupne v riadkoch umiestnené
jedno, dve, tri, styri az N c¢isel. Napiste program, ktory vypocita najvacsi sucet cisel
na ceste zac¢inajicej v hornom vrchole trojuholnika a konciacej niekde na zakladni.

— Kazdy krok smeruje po uhlopriecke vlavo dole alebo vpravo dole.
— Cisla v trojuholniku st vietky celé a z intervalu (0, 99).

Vstupné adaje. Zo suboru INPUT.TXT sa najskér nacita pocet riadkov troju-
holnika, a potom postupne riadky trojuholnika.

Vystupné udaje. Najvicsi sucet napiste ako celé ¢islo do siboru OUTPUT.TXT.

85



Uloha ¢&.2

1 2 3 45 6 7
‘\

‘ Obr. 1

— N W

Na obr. 1 je mapa zamku. Napiste program, ktory vypocita:
1) kolko miestnosti ma zamok,
2) velkost najvicsej miestnosti,

3) ktort stenu méame odstranit, aby vznikla miestnost s ¢o najvicsou plochou.
Zamok je rozdeleny na m.n, (m < 50, n < 50) Stvorcovych buniek. Kazda z
tychto buniek méa 0 az 4 steny.

Vstupné tdaje. Mapa je uloZena v sibore INPUT.TXT vo forme ¢isel, jedno pre
kazdt stvorcovi bunku.

— Na zaciatku je pocet buniek v smere severo-juznom a pocet buniek v smere
vychodo-zapadnom.

— Na nasledujucich riadkoch st ¢isla (0 < p < 15) popisujice jednotlivé bunky.
Toto ¢islo p je stétom kédov stien ohrani¢ujicich bunku: 1 ( = zédpadna stena),
2 ( = severna stena), 4 ( = vychodna stena), 8 ( = juzna stena). Vnuatorné steny
su vlastne popisané dvakrat. Napr. juzna stena bunky 1,1 je tiez vyznacena
ako severnd stena bunky 2, 1.

— Zamok ma vzdy aspon dve miestnosti.

Vystupné udaje. Do vystupného siboru OUTPUT.TXT napiste tri riadky:
V prvom je pocet miestnosti. V druhom je plocha najvicSej miestnosti ( ako pocet
Stvorcovych buniek) a v trefom je navrh, ktorti stenu odstranit (najskor riadok a stipec
susediacej bunky a potom smer — pomocou anglickej skratky svetovej strany (N,E,S;W),
ktory ukazuje na odstrariovani stenu).

(Ak existuje viacero moznosti, napiste iba jednu.)

Uloha ¢&.3

Ako vstupné udaje je dany é&iselny Stvorec 5 x 5. Kazdy riadok, kazdy stipec a
obidve uhlopriecky predstavuji pitmiestne prvocislo. Riadky ¢itame zlava doprava a
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stipce zhora nadol. Obidve uhlopriecky &itame zlava doprava. Pouzijic tdaje zo suboru
INPUT.TXT napiste program na vytvaranie takychto stvorcov.

— Prvocisla maji rovnaky stucet cifier (v nasom priklade 11).
— Cifra v lavom hornom rohu je zadana (v nasom priklade 1).
— Jedno prvocislo sa moze v Stvorci vyskytovat aj viackrat.

— Treba uviest vSetky rieSenia.

— Pétmiestne prvodislo nemoze zacinat nulou, t.j. 00003 nie je pdtmiestne prvo-
¢islo.

Vstupné udaje. Program c¢ita udaje zo siboru INPUT.TXT. Najskor je tam
ciferny stcet prvocisel a potom cifra v Tavom hornom rohu $tvorca. Stibor méa dva
riadky. Mozte predpokladat, ze kazdy test mé riesenie.

Vystupné tdaje. Do vystupného siboru OUTPUT.TXT zapiste 5 riadkov pre
kazdé rieSenie, kazdy riadok bude pafmiestne prvodislo.

Uloha &.4

\_ _/ Obr. 2

Na obr. 2 je deviit cifernikov hodin usporiadanych v tvare tabulky 3 x 3. Cielom je,
aby vSetky ukazovali 12 hodin. Mate 9 dovolenych spésobov (budeme ich nazyvat tahmi)
na zmenu nastavenia polohy ruciciek. V kazdom kroku si zvolite tah uréeny c¢islom 1 az
9. Ak si ciferniky po riadkoch zlava doprava oznacéime a,b,c,d,e,f,g,h,i, potom tahom 1
az 9 priradime tieto otocenia:

l:a,b,d,e 2:a,b,c 3:b,¢c,f,g
4:a,d,h 5:b,d,e, f,h 6:c¢, f,1
7:d,e,g,h 8:9,h,i 9:e, f, h,

Podla takto zvoleného ¢isla pootocite o 90 stuptiov (v smere hodinovych ruciciek)
rucicky tych cifernikov, ktoré st oznacené.
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Vstupné udaje. Zo suboru INPUT.TXT precitajte 9 ¢isel. Tieto ¢isla udavaja
vychodiskovii poziciu na cifernikoch: 0 znamenad 12 hodin, 1 znamena 3 hodiny, 2
znamenda 6 hodin a 3 znamena 9 hodin.

Vystupné udaje. Do vystupného stiboru OUTPUT.TXT napiste nejaki naj-
krat$iu postupnost tahov, ktord nastavi vSetky ciferniky na 12 hodin. Ak m4 tloha viac
rieSeni, vypiste iba jedno z nich.

Uloha ¢&.5

Muz pride na autobusovu zastavku o 12:00 a ostane tam od 12:00 do 12:59. Na
zastavku prichadzaju rozne autobusové linky. Muz zaznamenava prichody autobusov.
Tieto casy prichodov st vstupnymi idajmi a platia pre ne nasledujice podmienky:

— autobusy kazdej linky prichddzaju v pravidelnych intervaloch od 12:00 do
12:59 pocas celej hodiny,

— Casy prichodov st dané v celych minatach od 0 do 59 (vratane),
— kazda autobusova linka zastavuje aspon dvakrat,

— pocet autobusovych liniek v testovacich prikladoch bude mensi alebo rovny
17,

— autobusy roznych liniek, mozu prist v rovnakom case,

— niekolko autobusovych liniek moze mat ten isty ¢as prvého prichodu alebo
interval. Ak dve autobusové linky maju ten isty ¢as prvého prichodu a interval,
povazujte ich za rézne a obe uvedte v rieseni.

Napiste program, ktory zisti najmensi mozny pocet autobusovych liniek, ktoré
zastavuju na zastavke, a pre kazdu autobusovu linku vypiSe prvy cas a interval.

Vstupné udaje. Vstupny stibor INPUT.TXT obsahuje ¢islo n (n < 300), ktoré
udava pocet zaznamenanych prichodov. Za nim nasleduje riadok s ¢asmi prichodov
uvedenymi vo vzostupnom poradi.

Vystupné udaje. Do siboru OUTPUT.TXT napiste tabulku s jednym riadkom
pre kazda autobusovi linku. Kazdy riadok udava c¢as prvého prichodu a ¢asovy interval
v minatach. Na poradi liniek nezalezi. Ak existuje viac rieSeni, uvedte iba jedno.

Uloha ¢&.6

Maéte kruh rozdeleny do sektorov. Dané st tri ¢isla: n (n < 6),m (m = 20) a k (k =
< 20), kde n je pocet sektorov. NapiSte program, ktory vyberie a umiestni celé ¢isla
mozete vytvarat nové ¢isla pouzitim éisiel z jedného sektora alebo s¢itanim ¢isiel z
dvoch alebo viacerych susednych sektorov. Z mnovovytvorenych cisiel mate vytvorit
stvislt postupnost vSetkych celych ¢isiel medzi m a i (t.j. m,m + 1,m + 2,... 9).
Ulohou programu je vybraf é&isla do sektorov tak, aby najvicsie ¢islo postupnosti (i)
bolo najvacsie mozné.
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Vstupné udaje. Vstupny subor INPUT.TXT obsahuje 3 celé ¢isla (n,m, k).
Vystupné tidaje. Vystupny sibor OUTPUT.TXT musi obsahovat:
— najvécsie ¢islo v postupnosti (i), ktoré moze byt vygenerované,

— vSetky usporiadania ¢isiel do kruhovych sektorov, ktoré vytvaraju postupnost
od m do i (do kazdého riadku jedno). Usporiadanie ¢isiel zapiste ako zoznam
za¢inajuci najmensim ¢islom (ktoré nemusi byt iba jedno).

Uvedomte si, ze ak by (1123) bolo rieSenim, musite vypisat aj zoznamy (1321),
(1231) a (1132).
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