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O priebehu 44. ro¢nika matematickej olympiady

Sutaz s nazvom Matematickd olympidda pre Ziakov strednych a zakladnych skol
usporaduva Ministerstvo skolstva a vedy SR v spolupraci s Jednotou slovenskych matem-
atikov a fyzikov. Stfaz riadi Ustredny komisia matematickej olympiady (UK MO)
prostrednictvom oblastnych a okresnych komisii MO.

Cielom sutaze je vyhladdvanie ziakov talentovanych v matematike, prebtidzanie a pod-
pora ich zdujmu o nu, rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich vedenie k samostatne;j
tvorivej ¢innosti. V skolskom roku 1994/1995 sa uskuto¢nil uz jej 44. ro¢nik. Matematicka
olympidda na Slovensku je nasledovnikom rovnakej sufaze v byvalom Ceskoslovensku
a dodnes m4 spolo¢né tlohy s olympiddou v Ceskej republike.

Ustredny vybor MO pracoval v zlozeni, v ktorom bol na navrh JSMF menovany
Ministerstvom $kolstva a vedy SR. Predsedom UK MO bol Doc. RNDr. Tomés Hecht,
CSc., z MFF UK v Bratislave. Dalsimi ¢lenmi Ustrednej komisie matematickej olympiady
boli:

RNDr. Juraj Balazs, PF UPJS Kosice,

RNDr. Andrej Blaho, MFF UK Bratislava,

RNDr. Jaroslava Brinckova, UMB FHPV Banska Bystrica,

RNDr. Vladimir Burjan, Bratislava,

RNDr. Milan Cirjak, Metodické centrum Presov,

RNDr. Pavol Cernek, CSc., MFF UK Bratislava,

Mgr. Milan Demko, PedF UPJS Presov,

Mgr. Vojtech Filin, Gymnazium Trencin,

RNDr. Jozef Fulier, CSc., Vysoka skola pedagogickéa Nitra,

RNDr. Milota Hilkovéa, ZS Jilemnického Revica,

PhDr. Oto Klosterman, MSaV SR Bratislava,

Richard Kollar, MFF UK Bratislava,

Mgr. Jozef Mészaros, Gymnazium s vyué. jaz. mad. Galanta,

Vlasta Michalkova, IUVENTA Bratislava,

RNDr. Gabriela Monoszova, UMB FHPV Banska Bystrica,

Prof. RNDr. Jozef Moravéik, CSc., VSDS Zilina,

Doc. RNDr. Ludovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,

PhDr. Milan S¢asny, CSc., ZS Za kasariiou Bratislava,

RNDr. Juraj Vantuch, CSc., PedF UK Bratislava,

Mgr. Dagmar Vongrejové, ZS Moskovska Zilina.

Clenmi UK MO boli aj predsedovia oblastnych vyborov MO:

Prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., Vysoké $kola pedagogicka Nitra,

Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc., StF VSDS Zilina,

RNDr. Bozena Mihélikova, CSc., PF UPJS Kosice,

RNDr. Pavol Misiar, Metodické centrum Bratislava.

V priebehu 44. roénika MO sa konalo jedno plenarne zasadanie UK MO a 4 zasadania
Predsednictva UK MO. Prejednalo sa hodnotenie priebehu stfaze, organizacia dalsich
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koél, zabezpecenie pripravnych ststredeni pred medzindrodnou matematickou olympiadou
(MMO) a pripravy stutaznych tloh a zaroven nové stanovy sutaze. Tie boli na jednom
zo zasadani aj prijaté. S ich prijatim sa zmenil nazov Ustredného vyboru (UV MO)
na Ustrednii komisiu MO, rovnako sa zmenili nazvy oblastnjch a okresnych organizaénych
struktur. Organizdcia sutaze zostala nadalej zachovand, jedinou zmenou je zavedenie
praktickej ¢asti pri pocitaci v jeden z dni I1I. kola v kategérii P. Pripravu tiloh pre kategdrie
A, B, C zabezpecovala Ulohova komisia MO, pod vedenim Doc. RNDr. Jaromira Simsu,
CSc. z MU CAV v Brne. Na dvoch zasadaniach, ktoré sa pocas roka uskutocnili v Jevicku
a Bilovci v CR sa zacastnilo jej 14 ¢lenov. Zo Slovenska sa na priprave sttaznych tloh
podielali RNDr. Pavol Cernek, CSc., Doc. RNDr. Tomas Hecht, CSc. a Richard Kollar.
Garantmi vyberu tloh v tomto sttaznom ro¢niku boli

pre kategériu A: Doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc.,
pre kategériu B: RNDr. Pavel Leischner,
pre kategériu C: RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.

(Za zadanim kazdej sutaznej ulohy je v zatvorke uvedené meno autora ulohy, prip.
meno navrhovatela.)

Pre ziakov zakladnych $kol bola stataz rozdelena do piatich kategérii: Z4 — Z8,
ktoré boli uréené ziakom 4. az 9. ro¢nikov ZS a im odpovedajtcich ro¢nikov viacroénych
gymndazii. Pre ziakov strednych $kol a im zodpovedajtcich ro¢nikov viacroénych gymnéazii
bola sttaz organizovana v $tyroch kategdriach: A,B,C a P. Kategéria A bola uréena ziakom
3. a 4. ro¢nikov, kategoria B ziakom 2. ro¢nikov a kategoéria C bola urcena pre ziakov 1.
rocnikov strednych skél. Pre ziakov vSetkych roc¢nikov bola urcena kategoria P, zamerana
na ulohy z programovania a matematickej informatiky. Talentovani ziaci mohli po sithlase
svojho uditela matematiky stutazit aj vo vyssej vekovej kategorii, ako im prislachala. Tyka
sa to aj ziakov ZS, ktori tiez mohli stifazit v niektorej z kategérii A,B,C a P. Viacero ziakov
takito moznost vyuzilo.

V kategériach A,B,C mé prvé kolo dve cGasti. V prvej casti sutaziaci vypractvavaju
rieSenia 6 tloh doma, mozu sa pritom radit so svojimi uéitelmi, vedtcimi krazkov a pod.
Druh4 ¢ast mé formu klauzirnej prace. Ziaci riesia v obmedzenom ¢ase 4 hodiny 3 tulohy.
Uspesni riesitelia prvého kola sti pozvani do druhého (oblastného) kola stfaze, kde riesia
4 tlohy v ¢asovom limite 4 hodiny.

V kategéridch B,C tymto kolom sttfaz konéi, ale v kategéridch A a P sa kona este tretie
(celostatne) kolo. Tento rok don bolo pozvanych v kategérii A 40 najlepsich a v kategdrii P
25 najlepsich riesitelov z druhych kol sutaze prislusnej kategérie podla poradia zostaveného
po koordinacii bodového hodnotenia. Vlastné sttaz je rozdelend do dvoch dni. V kategérii
A riesia sutaziaci kazdy den tri ilohy v ¢asovom limite 4 hodiny, v kategérii P v rovnakom
limite prvy den 2 teoretické a druhy den tri praktické dlohy, ¢o je tohtorocna novinka.
V novom skolskom roku sa zavadza praktickd ¢ast aj do doméaceho kola a perspektivne sa
uvazuje aj o jej zavedeni v kole oblastnom. Tato zmena vedie k lepSej priprave sutaziacich
na medzinarodné sutaze, ktoré prebiehaju uz niekolko rokov a vyskytuju sa na nich zvicsa
ulohy prave tohto typu. Rovnako tak aj vyhodnocovanie sutaznych programov prebiehalo
automaticky, testovanim na niekolkych siboroch vstupnych dét.
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Celostatne kolo 44. ro¢nika sa uskutocnilo v Bratislave v diioch 23. — 26. 4. (kat.
A) a 26. — 29. 4. 1995 (kat. P) v zariadeni IUVENTY. Na zabezpeceni stutaze, vratane
spoloc¢enského programu, sa obetavo podielali pracovnici usporiadajiceho Centra volného
casu IUVENTA a pracovnici a studenti Matamaticko-fyzikalnej fakulty UK v Bratislave.
Za vsetkych menujme aspoini predsedu UK MO Doc. RNDr. Toméasa Hechta, CSc., a
Richarda Kolldra z MFF UK a Vlastu Michélkovi a Mgr. Branislava Hladkého z IU-
VENTY.

Dvanast najaspesnejsich riesitelov III. kola MO bolo pozvanych na vyberové
sustredenie pred MMO, ktoré sa konalo v dnioch 1. — 6. 5. 1995 v Bratislave. Na rozdiel
od minulého ro¢nika sa ho ztcastnilo vSetkych 12 Studentov. (V tomto Skolskom roku
terminy medzinarodnych olympiadd, z matematiky aj fyziky, nekolidovali, a preto bolo
mozné absolvovat obe. Podarilo sa tak vyhnut sa problémom z minulého roka, ked boli
viaceri Studenti niateni rozhodnif sa len pre jednu z nich.) Na zaklade vysledkov tohto
sustredenia a vysledkov tretieho a druhého kola MO bolo na konci stistredenia vybrané
Sestélenné druzstvo, ktoré reprezentovalo SR na MMO. Pre toto druzstvo sa organizovalo
eSte jedno pripravné sustredenie, a to v diioch 19. — 23. 6. 1995 v bratislavskej IUVENTE,
a zaroven nas toto druzstvo reprezentovalo aj na prvom ro¢niku medzinarodného stretnutia
s Ceskou republikou, ktoré sa konalo v Jevicku v Ceskej Republike. Tejto sttazi ako aj
medzinarodnej matematickej olympidde s venované v tejto rocenke samostatné kapitoly.

Pre desat najlepsich riesitelov kategérie P bolo organizované v diioch 8. — 13. 5. 1995
vyberové sustredenie na MFF UK v Bratislave, po ktorom bolo na zaklade jeho vysledkov
a vysledkov III. a II. kola vybrané stvorclenné druzstvo, ktoré reprezentovalo SR na med-
zindrodnej olympidde z informatiky. Zo zvysnych tGc¢astnikov ststredenia sa dalsia Stvorica
zucastnila na druhom roc¢niku Stredoeurdpskej olympiaddy z informatiky. Spravy z tychto
medzinarodnych sutazi ndjdete v samostatnych kapitolach tejto knihy.

Dalsou pozitivnou zmenou v tomto roéniku MO bolo obnovenie korespondenéného
semindra UV MO urc¢eného pre riesitelov, ktori bojovali o miesto v reprezenta¢nom time
na MMO. Aj tejto sutazi je venovana samostatné kapitola.



Vysledky celostatneho kola 44. ro¢nika MO

kategorie A

Por. | Meno Roénik, Skola 1.12.13.14.]5.]6.|Sucet
1. Martin Pal 4 J.Hronca Bratislava | 7 |7 | 7| 7|7 |7 | 42
2. Jan Babela 4 Postova Kosice TIV7T|T| 7T 1|T7| 36
3. Patrik Hornik 4 Gross. Bratislava 717171077 35
4. Michal Kovar 4 Gross. Bratislava 71416 |71 |7 32

5.-6. | Ivona Bezakova 4 Gross. Bratislava, 717171712 31

Vladimir Marko 2 J.Hronca Bratislava | 7|7 | 7| 1|2 | 7| 31

7.-9. |Ivan Cimrak 3 V.Okruzna Zilina 7177|1117 30

Ivana Brudnakova |4 Konstantina PreSov |7 |7 | 71|17 ] 30

Peter Macak 4 J.Hronca Bratislava | 7| 7| 7|11 ]7| 30

10. | Tamaéas Varga 3 Komérno mad. 71517121 7] 29
11.-12. | Ondrej Lonek 3 Gross. Bratislava TIVTIT|TT -] - 28
Radoslav Tausinger | 4 J.Hronca Bratislava | 7|6 |6 |2 [0 | 7| 28

13. | Ladislav Szabd 4 Samorin mad. TVT7T|7TI1(14] 27

14. | Jan Lipka 3 Gross. Bratislava 016731 |7] 24

15.-17. | Boris Krupa 3 Gross. Bratislava O|7(6 1|71 22
Martin Domany 4 Michalovce 0|5 |7|7]2]1| 22

Slavka Jendrejova |4 Postova Kosice 7101710117 22

18.-20. | Dalibor Blazek 4 Postova Kosice O(712|5|6|1| 21
Stacho Mudrék 3 J.G.Taj. B.Bystrica| 7|3 |3 |0 |7 |1]| 21

Stefan Godis 3 V.Okruzna Zilina |0 |7[6|6|0|2] 21

21.-24. | Andrej Komora 3 Gross. Bratislava 7101710115 20
Gabriela Misunova |4 Parovska Nitra 710(7]1(1|4]| 20

Marek Ondik 3 Levice 7106|151 20

Marek Skereni 4 V.Okruzna Zilina 71112101 7]13] 20

25. | Martin Plesch 3 J.Hronca Bratislava | 7| 7|3 |0 |1]1]| 19
26.-27. | Daniel Partos 3 Gross. Bratislava 0716|014 18
Miloslav Krajnak |4 Gross. Bratislava 0(2|6(1|2|7] 18

28. | Zsolt Illés 4 Komarno mad. 71014114 17
29.-30. | Ivan Strohner 3 V.B.Ned. Prievidza |0 |6 4|06 |0 16
Peter Hasa 4 Gross. Bratislava 710(0|5|10]4]| 16




Por. | Meno Ro¢nik, Skola 1.12.13.]4.]5.]6.|Sacet
31.-32. | Juraj Majersky |3 J.G.Taj. B.Bystrica| 1|1 |50 |1|7]| 15
Krisztian Sagi 3 Komérno mad. 0(1(7]0(3[4]| 15
33.-34. | Juraj Gottweis |3 Gross. Bratislava O(2(7|1|1|3] 14
Marek Svirloch |3 Gross. Bratislava 0(0(3|7|1|3] 14
35.-36. | Peter Satury 4 Gross. Bratislava 2/0(4/0]0(4] 10
Radovan Jendral | 4 Postova Kosice 0(2(6/0|1]1] 10
37.-38. | Martin Minich |4 Gross. Bratislava 0/0|7|10]1]1 9
Miklés Méacza 4 Komarno mad. 0107 ]-1-12] 9
39. | Martin Vojtek 3 Parovska Nitra 0(0|710]1|0 8
40. | Stefan Sivak 3 J.G.Taj. B.Bystrica|2|0|1|1]0]|0 4

Prvych 10 sutaziacich bolo vyhldsenych za vitazov a prvych 20 sutaziacich za
aspesnych riesitelov celostatneho kola MO kategérie A. Uspesnost jednotlivych tloh je
zaznamenand v tabulke.

pocet | spolu ¢islo ulohy
bodov 1.12.13.14.|5.]6.
7bodov| 84 [22|15/21|6 | 6 |14
6bodov| 14 |0 |3 |8 ]1]2]|0
5 bodov| 7 oO(2(1]2|1]1
4body | 11 (O] 1|3 |00 |7
3 body 9 Oj1 31113
2body | 15 |23 ]2 |23 |3
1 bod 46 |1 (13| 1]13(20] 8
0 bodov| 54 |15(12| 1 |15| 7 | 4
Spolu | 240 |40 (4040|4040 |40




Vysledky celostatneho kola 44.

kategorie P

ro¢nika MO

Por. | Meno Roénik, Skola 1. [2.]3.|4.|5.|Sacet
1. Miroslav Dudik 2 Trebisov 7110110 8 | 8] 43
2. Martin Pal 4 Novohradska, Bratislava | 9 | 8 | 9 [10| 4| 40
3. Jan Svoren 2 D.Tatarku, Poprad 2 19(10]10|6| 37
4. Peter Lalik 4 Novohradska, Bratislava | 8 | 8 | 6 | 4 | 8| 34
5. Dusan Bezak 3 Grosslingova, Bratislava | 2 | 9 | 7 10| 5| 33
6. Martin Hajduch 2 Povazska Bystrica 3 14/(10(10(4] 31
7. Martin Makuch 4 Novohradska, Bratislava | 2 | 9 |10 8 | 0| 29
8. Peter Macak 4 Novohradska, Bratislava | 5 | 8 | 6 | 8 | 0| 27
9. Martin Irman 3 Grosslingovéa, Bratislava | 5 | 8 | 5| 5[0 23
10. | Martin Domany 4 P.Horova, Michalovce 51516160 22
11.-12. | Vladimir Marko 2 Novohradska, Bratislava | 4 | 6 |10 1 | 0| 21
Peter Gaspar 4 Bardejov 3171911 11] 21
13.—14. | Boris Krupa 3 Grosslingova, Bratislva 1810100 19
Eugen Mlynkovic¢ 3 Nové Zamky O |7 |714]1] 19
15.-16. | Peter Kolenic 3 Konstantinova, Presov 2 (88100 18
Patrik Hornik 4 Grosslingova, Bratislava | 2 | 8 [ 5| 0 | 3] 18
17. | Zuzana Rjaskova 2 Vranov nad Toplov 4 3|10/ 00| 17
18. | Peter Helcmanovsky | 3 Postova, Kosice 116900 16
19. | Peter Hroncek 3 Novohradskéa, Bratislava | 1 | 6 | 8 | 0 | 0| 15
20. | Jozef Hatala 4 Metodova, Bratislava 11974 ,0|0]| 14
21. | Frantisek Cajko 4 Jana Hollého, Trnava 316(1410]0] 13
22. | Jan Jamrich 1 Novohradska, Bratislava | 2 | 6 | 3 |0 |0 | 11
23.-24. | Jan Kosicky 4 Trstend 310147010 7
Peter Dirga 4 Konstantinova, Presov 21114700 7
25. | Michal Svoboda 1 Novohradska, Bratislava | 0 | 2 | 4| 0 |0 6

Prvych 6 sttaziacich bolo vyhlasenych za vitazov a prvych 12 sttaziacich za tspe$nych

riesitelov celostatneho kola MO kategérie P.




Najuspesnejsi riesitelia II.kola MO
v kategoriach A, B, C, Z8, P

Z kazdej oblasti a z kazdej z kategorii A, B, C a P st uvedeni vsetci ispesni riesitelia,
prip. aspon prvych 10 uspesnych riesitelov. V kategérii Z8 st uvedeni vzdy aspori 8 najlepsi
riesitelia. V kategoériach B a C ak nie je uvedené inak, st vSetci ziaci Studentmi 2., resp.
1. ro¢nikov. Gymnaézia zo zameranim na matematiku, Studijny odbor 01 sua tieto:

Gymnazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnazium Velka Okruzna, Zilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejovéa, Kosice,

Gymnéazium Postova, Kosice.

Bratislavska oblast

Kategoria A

1. Ivona Bezikova, 4, G Grosslingova
2.-3. Peter Macak, 4, G Novohradska
Michal Kovar, 4, G Grosslingova
4. Martin Pal, 4, G Novohradska
5. Boris Krupa, 3, G Grosslingova
7. Peter Hasa, 4, G Grosslingova
Patrik Hornik, 4, G Grosslingova
8.-9. Vladimir Marko, 2, G Novohradska
Martin Minich, 4, G Grosslingova
10.-12. Martin Plesch, 3, G Novohradska
Jan Lipka, 3, G Grosslingova
Daniel Partos, 3, G Grosslingova

Kategéria B

1.-2. Marian Ivanco, G Grosslingova
Vladimir Marko, G Novohradska
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10.-13

1.-2.

3.-4.
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Ladislav Kovar, G Grosslingova
Jaroslav Kadubec, G Grosslingova
Lucia Discantiny, G Grosslingova
Andrea Mesiarova, G Grosslingova
Martin Pekar, G Grosslingova
Ivan Klimo, G Novohradska
Michal Bajcsy, G Grosslingova
Viktor Pozgay, G Novohradska
Martin Vasicek, G Novohradska

Kategoria C

Zuzana Slosarcikova, 8, G Grosslingova
Jan Kovacik, G Grosslingova
Vladimir Zajac, 7, G Grosslingova
Matuas Kalas, G Grosslingova
Barbora Volovarova, G Grosslingova
Pavol Cerny, G Novohradska

Jana Fraasova, G Novohradska
David Jablonovsky, G Novohradska
Miroslav Vlacek, G Grosslingova
Michal Krajcovi¢, G Novohradska
Lenka Litvakova, G Novohradska
Bohuslav Straka, G Grosslingova
Peter Seféik, G Grosslingova

Kategoéria 78

Juraj Olejnik, ZS Kosicka

Martin Zovic, G Grosslingova
Kristina Cernekova, G Grosslingova
Richard Kralovi¢, ZS Karloveska
Vladimir Zajac, 7, G Grosslingova
Elena Szolgayova, G Grosslingova
Jakub Salamon, ZS Ostredkova
Maros Krivy, G Grosslingova



6.-8.

7.-9.

Kategoria P

Peter Macak, 4, G Novohradska
Martin Maktch, 4, G Novohradska
Dusan Bezak, 3, G Grosslingova
Patrik Hornik, 4, G Grosslingova
Vladimir Marko, 2, G Grosslingova

. Martin Plesch, 3, G Novohradska

Jan Jamrich, 1, G Novohradska
Jozef Hatala, 4, G Metodova

. Michal Svoboda, 1, G Novohradska

Martin Pal, 4, G Novohradska
Boris Krupa, 3, G Grosslingova
Peter Lalik, 4, G Novohradska

Zapadoslovenska oblast
Kategoria A

Tamas Varga, 3, G mad. Koméarno
Ladislav Szabd, 4, G mad. Samorin
Miklés Macza, 4, G mad. Koméarno
Marek Ondik, 3, G Levice

Martin Vojtek, 3, G Parovska, Nitra
Krisztian Sagi, 3, G mad. Komarno
Zsolt Illés, 4, G mad. Komaéarno

Gabriela Misunova, 4, G Parovska, Nitra

Kategéria B

. Mariana Remesikova, G Piestany

Istvan Szabd, G mad. Koméarno
Peter Vallo, G Skalica

. Blanka Bogiova, G mad. Galanta

Zuzana Kalmarova, Obch. akadémia Velky Meder
Ladislav Majthényi, G mad. Dunajska Streda
Alexandra Gronska, G Skalica

Tomas Jalsovszky, SPS Komarno

Lubomir Schmidt, G Levice
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Kategéria C

1. Andrej Zajicek, G Parovska, Nitra

2.-4. Robert Lencés, G Parovska, Nitra
Jan Somorcik, G Parovska, Nitra
Michal Ulicky, G Hviezdoslavova, Trnava

5. Jan Matuska, G Parovska, Nitra
6. Ignac Esztergalyos, G mad. Koméarno

7.-10. Jan Korenek, G Parovska, Nitra
Moénika Kiirthyova, G mad. Koméarno
Miroslav Svec, G Komarno
Katarina Tiererova, G Partizanske

Kategéria P

1.-2. Frantisek Cajko, 4, G Jana Hollého, Trnava
Pavol Zibrita, 2, G Golianova, Nitra

Eugen Mlynkovi¢, 3, G Nové Zamky
Viktor Krajci, 4, G Hviezdoslavova, Trnava
Peter Novak, 2, G Golianova, Nitra
Roland Bott, 1, G mad. Dunajska Streda
Filip Denker, 3, G Golianova, Nitra

Gabriel Botansky, 3, G Nové Zamky
Marian Gallo, 3, G Jana Hollého, Trnava

© N oo ow

Kategoéria 78

1.-3. Balazs Keszegh, 7, G mad. Koméarno
Rébert Kutrucz, ZS Nabrezna, Nové Zamky
Miroslav Vranka, ZS Komenského, Sered

4. Milo$ Mrva, ZS Vancurova, Trnava

5.-9. Attila Kment, ZS mad. Jahodna
Andras Korpas, ZS mad. Strekov
Martina Missikova, ZS Obuvnicka, Partizanske
Simona Sedlédkova, ZS Sidl. Vah, Sala
Martin Sliva, ZS Novomestkého, Trenéin
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Stredoslovenska oblast

Kategoria A

Ivan Cimrédk, 3, G V.Okruzna, Zilina

Stefan Godis, 3, G V.Okruzné, Zilina

Marek Skereri, 4, G V.Okruzna, Zilina

Juraj Majersky, 3, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Michal Hlavac, 4, G V.P.Tétha, Martin
Ivan Strohner, 3, G V.B.Nedozerského, Prievidza

Stacho Mudrak, 3, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Kategéria B

Peter Kozak, 8, ZS Zaymusa Zilina
Marek Hycko, G J.G.Tajovského, Banskéa Bystrica
Ivan Luknar, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Hana Konecna, G V.Okruznd, Zilina
Michal Zorkovsky, G V.Okruzné, Zilina

Ondrej Vacek, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Robert Macho, G V.B.Nedozerského, Prievidza
Peter Haris, G Puchov

Juraj Huska, G Liptovsky Mikulas

Kategoria C

Pavol Novotny, G V.Okruzn4, Zilina

Viera Riizickova, G V.Okruznd, Zilina
Stefan Gaspar, G Ptichov

Vratko Polak, G Vrutky

Marek Havel, G Sucany

Peter Lysy, G V.B.Nedozerského, Prievidza

Stanislav Jurcik, G V.Okruzné, Zilina
Matej Luceni¢, G V.Okruzna, Zilina
Michal Stratilik, G Dubnica nad Vahom
Peter Varsa, G V.Okruzna, Zilina
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Cr W

1.-3.

= W=

Kategoria P
Jan Kosicky, 4, G Trstena
Martin Hajduch, 2, G Povazska Bystrica
Rudolf Betak, 4, G V.B.Nedozerského, Prievidza
Stanislav Funiak, 2, G SuCany
Robert Macho, 2, G V.B.Nedozerského, Prievidza

Kategéria 78

Peter Kozak, ZS Zaymusa, Zilina

Peter Novotny, ZS Hliny, Zilina

Martin Staro, ZS Radvai, Banska Bystrica

Jozef Skorupa, ZS Csl. brigady, Liptovsky Mikulas

. Pavlina Laukova, ZS Hali¢ska, Li¢enec

Michal Lepej, ZS Vritky
Lubos Petian, ZS Hali¢ska, Licenec
Lenka Suchérova, 7S Povazska Bystrica

Vychodoslovenska oblast

Kategoria A

Jan Babela, 4, G Postova, Kosice

. Dalibor Blazek, 4, G Postova, Kosice

Ivana Brudnakova, 4, G Konstantinova, Presov
Radovan Jendral, 4, G Postova, Kosice

Martin Domany, 4, G P.Horova, Michalovce
Slavka Jendrejova, 4, G Postova, Kosice

Kategéria B

Miroslav Dudik, G Trebisov

Jan Rusz, G Trebisovska, KoSice

Jana Fusekova, G D.Tatarku, Poprad
Rastislav Krivos-Bellus, G Postova, KoSice
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0N o

10.

1.-2.

3.-4.

5.-6.

7.-8.

9.-10.

Slavomir Ondko, G Jiraskova, Bardejov
Jan Svoren, G D.Tatarku, Poprad

Zuzana Rjaskova, G Vranov nad Toplov
Martin Jurcak, G Popradské nabr., Poprad

Kategoria C

Frantisek Kardos, G Alejova, KoSice
Peter Tajat, G Popradské nabr.

Jan Spakula, G Postova, Kogice
Matus Medo, G Postova, KoSice
Daniel Nagaj, G Jirdskova, Bardejov
Michal Kolcun, G Alejova, Kosice

. Martin Guzi, G Konstantinova, Presov

Marian Klein, G Postova, Kosice
Martin Tamas, G Jiraskova, Bardejov
Peter Chobot, G Alejova, Kosice

Kategoria 78

Martin Hrinak, G Alejova, KoSice

Jan Senko, ZS Komenského, Revica

Jozef Miskuf, ZS Povaiské, Kosice

Eduard Seman, ZS V1., Michalovce

Pavol Koval¢ik, ZS dr. Fischera, Kezmarok
Vladimir Mihok, ZS Bardejov

Peter Gajdos, ZS Smeralova, Presov

Katarina Korkobcova, ZS Hviezdoslavova, Snina

Kategoria P

Peter Gaspar, 4, G Jiraskova, Bardejov
Jan Svoren, 2, G D.Tatarku, Poprad
Peter Helcmanovsky, 3, G Postova, Kosice
Peter Kolenic, 3, G Konstantinova, Presov

. Peter Dirga, 4, G Konstantinova, Presov

Martin Domany, 4, G P.Horova, Michalovce
Miroslav Dudik, 2, G TrebiSov

Zuzana Rjaskova, 2, G Vranov nad Toplov
Ivana Brudnakova, 4, G Konstantinova, Presov
Rastislav Krivos-Bellus, 2, G Postova, Kosice
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Zadania sutaznych tloh

KATEGORIA C

C-1-1

Urcte vSetky Stvormiestne ¢isla delitelné 4, pre ktoré plati: Ak v ¢isle vymenime prvné dve

¢islice, dostaneme cislo delitelné 7. Ak v ¢isle vymenime prostredné dve ¢islice, dostaneme

¢islo delitelné 5. Ak v ¢isle vymenime posledné dve éislice, dostaneme ¢islo delitelné 9.
(P. Cernek)

C-1-2

Dana je polokruznica so stredom S zostrojend nad priemerom AB. Zostrojte takua jej
doty¢nicu t s dotykovym bodom T' (A # T # B), aby platilo Pgcs = 2Ppar, kde Pxyz
oznacuje obsah trojuholnika XY Z a kde body D, C st po rade paty kolmic spustenych
z bodov A, B na priamku ¢.

(J. Svréek)

C-I1-3

Kazdy bod obvodu §tvorca so stranou 10 cm je ofarbeny jednou z dvoch farieb. Dokéazte,
Ze pri fubovolnom ofarbeni mozeme na obvode $tvorca vzdy najst body rovnakej farby tak,
aby trojuholnik s tymito vrcholmi mal obsah aspon 25cm?.

(M. Cadek)

C-1-4
Je dany stvorsten ABCD taky, ze |AC| = 5cm, |BC| = 8cm, |CD| = 5v/2cm a |AD| =
= 5v3cm. Uréte velkost vysky prechadzajtcej vrcholom D, ak jeho stena ABC je
pravouhly trojuholnik s preponou AB a hrana BD zviera so svojim kolmym priemetom
do roviny ABC uhol velkosti 45°.
(P. Leischner)

C-1-5

Mnohosten nakresleny na obr.1 mé 2n + 1 vrcholov. Kazdému z nich je
priradené prirodzené cislo tak, ze sucty cisel vo vrcholoch kazdej z 2n + 1
stien si1 rovnaké. Urcte n, ak viete, ze medzi pouzitymi ¢islami st 7, 8,
9, 216.

Obr. 1 (P. Cernek)
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C-1-6

V rovine je narysovany trujuholnik ABC. Popiste postup, ako sa pomocou kruzidla na
¢o najmenej krokov presved¢it o tom, ze | BAC| = 40° a |[<ABC| = 56°.

Pritom za krok povazujeme kazdé zapichnutie alebo prilozenie kruzidla. Napriklad
na narysovanie kruznice alebo obliku staéi jeden krok, na porovnanie dizok dvoch tseciek
so spoloénym krajnym bodom sta¢i rovnako jeden krok, zatial ¢o na porovnanie diZzok
dvoch tseciek bez spolo¢ného krajného bodu st potrebné dva kroky.

(J. Simsa)
C-S-1
Urcte vsetky trojice celych nezapornych cisel a, b, ¢, ktoré vyhovuja stistave rovnic
a + be = 3c,
b+ ca = 3a,
¢+ ab = 3b.
(J. Svréek)
C-S-2

V rovine je dany stvorec ABCD so stredom S. Vo vnutri tseciek SA a SC st zvolené
po rade body E a F tak, ze |SE| = |SF|. Zostrojme priese¢nik X polpriamky BFE so
stranou AD a prieseénik Y polpriamky DF' s predlzenim strany AB. Doka’te, ze obsah
trojuholnika AXY nezavisi od polohy bodov E a F.

(J. Simsa)

C-S-3

V rovine st dané dve usecky, ktoré sa navzajom nepretinaji. Navrhnite postup, ako zistit,
¢i st rovnobezné. K dispozicii mate len kruzidlo, ktorého maximalny polomer je mensi ako

vzdialenost Tubovolnych dvoch bodov, z ktorych kazdy patri inej z oboch tseciek.
(P. Hlinény)

C-11-1

Uréte pocet vSetkych Stvormiestnych éisel n s vlastnostou: Ak k ¢&islu n pripocitame
Stvormiestne ¢islo n', ktoré mé v desiatkovej ststave opacné poradie ¢islic ako éislo n,
dostaneme ¢islo, ktoré je delitelné 70.

(J. Svréek)
C-11-2

Urcte vSetky redlne cisla a, pre ktoré ma ststava rovnic

> —2y=y’>—2r=a
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jediné riesenie. (RieSenim rozumieme usporiadant dvojicu [z, y] redlnych ¢isel vyhovujicu
ststave rovnic.)

(L. Bocek)
C-11-3

V rovine je dany rovnostranny trojuholnik ABC' a priamky pa, pp, ktoré s kolmé na AB
a prechadzaji po rade bodmi A, B. Zostrojte pravouhly trojuholnik K LC' s preponou
K L, ktory ma rovnaky obsah ako trojuholnik ABC, a pritom jeho vrcholy K, L lezia po
rade na priamkach py, pp.

(J. Svréek)

C-1I-4

Kazdému bodu jednotkovej kocky je priradena jedna zo Styroch farieb. Dokézte, ze pri
Tubovolnom takomto ofarbeni existuji v kocke dva body rovnakej farby, ktorych vzdialenost
je aspon %\/5

(M. Cadek)

KATEGORIA B

B-1I-1

Urcte vSetky dvojice realnych cisel p, ¢ takych, ze rovnici
vt +¢*(z +p) = p*(z +q)?
vyhovuja prave tri rozne redlne cisla, pricom sacet tychto troch cisel je rovny nule.
(J. Simsa)
B-1-2

Kazdému bodu stvorca so stranou 1 je priradena prave jedna z troch farieb. Dokazte,
7e pri lubovolnom takomto ofarbeni méZzeme vo $tvorci najst dva body rovnakej farby,
ktorych vzdialenost je aspon 1,007.

(M. Cadek)

B-1-3
Pre dané kladné cisla x # y uvazujme priemery

T+y 2xy 2 + 92

— g h: k: .
a 2 7g \/x7 aj—i—y, 2

Zo vsetkych rozdeleni Stvorice a, g, h, k na dve dvojice r, s a t, u vyberte to rozdelenie,
pre ktoré ma vyraz V = rs — tu najmensiu kladna hodnotu.
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(J. Simsa)
B-1-4

V rovine st dané priamky a, b zvierajice uhol velkosti 28°. Urcte vSetky n, pre ktoré
existuje konvexny n-uholnik simerny ako podla priamky a, tak podla priamky b.

(P. Cernek)
B-1-5
N4jdite obor hodnét funkcie
flz) =z — /22 — 3z — 10.
(P. Cernek)

B-1-6

Uvazujme trojboky ihlan ABCD s hranami |AC| = |AD| = 6cm, |BC| = 4cm, |CD| =
= 2v/6cm, ktorého podstavou je pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB. Uréte
vysku ihlanu, ak hrana BD zviera so svojim kolmym priemetom do roviny podstavy uhol
velkosti 45°.

(R. Kollar)

B-S-1

Rovnica
262 — 922 + T +m=0

ma tri rozne realne korene. Stucin dvoch z nich je rovny —1. Urcte ¢islo m a korene rovnice.
(P.Cernek, P.Leischner)

B-S-2

V trojuholniku ABC' oznac¢me M stred strany AB a S stred tsecky C'M. Vo vnutri tisecky
M S volime postupne na roznych miestach bod O a zistujeme obvod prieniku trojuholnika
ABC' s jeho obrazom v stredovej simernosti so stredom O. Aky musi platit vztah medzi
dlzkami stran trojuholnika ABC, aby tento obvod nezévisel od volby bodu O?

(P. Leischner)

B-S-3
V rovine je danych n bodov. Ak ich navzajom pospajame priamkami, prechadzaju tieto

priamky danymi bodmi a vytvaraju aj dalsie priese¢niky. Dokézte, Ze pocet tychto novych

.....

émn—1xn_2xn—3y
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(P. Hlinény)
B-1II-1

Urcte vSetky reédlne ¢isla a, pre ktoré existuje prave jedna usporiadand dvojica [z, y]
realnych cisel takych, ze

1y 1 =z
r+-——="=y+-—-———=ua
y r Yy
(P.Cernek)
B-1I-2

Pre dané kladné ¢isla x # y oznacme

1 1
a:§(m+y), g=+/ry, k= §(m2—|—y2).

Rozhodnite, pri ktorom zo Siestich moznych poradi r, s, t ¢isel a, g, k mé vyraz V = =2
najmensiu kladnii hodnotu.

(J. Simsa)
B-1I-3

Kazdému bodu jednotkovej kocky priradime jednu z dvoch farieb. Dokazte, ze pri

Tubovolnom takomto ofarbeni existuji v kocke dva body rovnakej farby, ktorych vzdialenost
je aspon d = % Plati toto tvrdenie aj pre niektoré d > %?

(M. Cadek)
B-1I-4
Uhlopriecky daného tetivového Stvoruholnika ABC D st navzajom kolmé a pretinaju sa

v bode E. Ozna¢me M prieseénik kolmice z bodu E na stranu AB s protilahlou stranou
CD. Porovnajte obsahy trojuholnikov CME a M DE. (P. Leischner)

KATEGORIA A

A-1I-1

Pre dané kladné cisla x # y uvazujme priemery

T+y 2xy 2 + 92
— g h: k — .
a 2 b g V$y7 aj—i—y, 2
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(Ide o aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky priemer ¢isel z a y.) Zo vSetkych
rozdeleni Stvorice a, g, h, k na dve dvojice r, s a t, u vyberte to rozdelenie, pri ktorom méa
vyraz V =r 4+ s —t — u najmensiu kladnt hodnotu.

(J. Simsa)

A-T1T-2

V priestore je dand kocka ABCDFEFGH. Uvazujme lubovolnt rovinu, ktora prechadza
bodom B a dotyka se gule vpisanej danej kocke, a oznacme P, () jej priese¢niky s hranami
EF, GF. Dokézte, ze odchylka rovin BPH a BQH je 60°.

(P. Leischner)

A-1-3

Zistite, pre ktoré b je obor hodnét funkcie f(z) = x* + 23 — 222 + bx interval (b, 00).
(P. Cernek)

A-T1T-4

V rovine st dané kruznice k1 (51,3 cm) a ko(S2,4 cm), ktoré maji vniatorny dotyk v bode
A. Dalej je dany bod S vnutri kruznice ki. Zostrojte trojuholnik ABC tak, aby jeho
strana BC' bola tetivou kruznice ko a zaroven dotycnicou kruznice k7 , a aby bod S bol
stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC.

(P. Leischner)

A-1I-5

Uvazujme trojuholnik ABC' s ostrymi uhlami «, « pri vrcholoch A, C' a s nasledujicou
vlastnostou: faznica z vrcholu A a vyska z vrcholu B sa pretinaju v bode, ktory lezi na
. . ™ N , o 2
osi uhla pri vrchole C'. Dokéazte, Ze potom plati tga = tg® v - tg 3.
(J. Simsa)

A-1-6

Urcte najviacsi mozny pocet 1994-cifernych prirodzenych cisel, ktoré sa navzajom lisia
poradim ¢islic.

(J. Simsa)

A-S-1

V rovine st dané kruznice kq(S7,7r1) a ko(S2,72), pretinajace sa v dvoch bodoch A a B,
pricom |S1S3| > ro = ry. Zostrojte body X € k; a Y € ko tak, aby bod A lezal vnutri
usecky XY a aby trojuholnik BXY mal ¢o najvacsi obsah.

(J. Simsa)
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A-S-2

Najdite vSetky funkcie f tvaru f(x) = Vax?+ bx + ¢ s redlnymi koeficientami a, b, ¢
a s nasledujucou vlastnostou: definiény obor a obor hodnét funkcie f st dve rovnaké
neprazdne mnoziny. (Za definiény obor funkcie f povazujeme mnozinu vsetkych redlnych

Cisel x, pre ktoré ma vyraz vax? + bx + ¢ zmysel.)

(J. Simsa)
A-S-3
Urcte kladné realne cisla x # y také, ze vSetky Styri ich priemery
x+y Vi, h 2xy f x2 + y?
a = = X = =
2 ) g ) x + y ) 2
.. .. 45

lezia v mnozine M = { CR 18v/2, 30, 25v/2, 40, 10+/23 }

(J. Simsa)

A-1II-1

Kolko pitnastmiestnych ¢isel zloZzenych len z ¢islic 3 a 8 je delitelnych jedenastimi?
(P. Cernek)

A-1I-2

Dany je trojuholnik ABC's uhlom velkosti 105° pri vrchole C. Uréte velkosti zostavajucich
dvoch vnatornych uhlov, ak viete, Ze taznica vedena z vrcholu A pretne os uhla pri vrchole

B v bode, ktory lezi na osi strany AB.
(J. Simsa)

A-1I-3
Dany je stvorsten ABCD, pre ktory plati
|AB| = 2a, |CD|=2b, |AC| = |AD|=|BC|=|BD|=c.

Urcte polomer gulovej plochy vpisanej stvorstenu ABCD.
(P. Leischner)

A-1I-4
N4jdite vSetky mnohocleny f s redlnymi koeficientami také, ze pre kazdé redlne ¢islo =
plati nerovnost

flz)-x- f(1—2)+2*>4+100=0.
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(P. Hlinény)
A-IIT-1

Dany je stvorsten ABCD, pre ktory plati
|<BAC| + |SCAD| + |4 DAB| = |<ABC|+ |<CBD| + |[<DBA| = 180°.

Dokézte, ze |CD| 2 |AB|. ( )
P. Leischner

A—-1I1 -2

Urcte kladné redlne ¢isla x a y, ak viete, ze priemery
T+ 2xy x2 + y?
— = \/ h = k —
2 ) g X ) T + y ) 2
su prirodzené cisla, ktorych siicet sa rovna 66.
(J. Simsa)
A-1III -3

V rovine je danych pét roznych bodov a pit roznych priamok. Dokazte, Ze z nich mozno
vybrat dva rozne body a dve rézne priamky tak, aby ziadny z vybranych bodov nelezal na
ziadnej z vybranych priamok.

(P. Hlinény)

A-1IIT -4

Rozhodnite, ¢ existuje 10 000 desatmiestnych ¢isel delitelnych siedmimi, ktoré si zapisané
rovnakou skupinou desiatich ¢islic v réznych poradiach.

(J. Simsa)
A-1III-5

Na kruznici k so stredom S st dané body A a B tak, ze tetivu AB je z bodu S vidiet
pod uhlom 90°. Kruznice kq, ko sa dotykaju zvnutra kruznice k£ po rade v bodoch A, B
a naviac sa navzajom zvonku dotykaju v bode Z. Kruznica k3 leziaca vnutri uhla ASB sa
dotyka (zvnutra) kruznice k& v bode C' a (zvonku) kruznic k1, k2 po rade v bodoch X, Y.
Dokazte, ze tsecku XY je z bodu C vidiet pod uhlom 45°.

(M. Englis)

A-1III-6
Pre ktoré redlne ¢isla p mé rovnica 23 — 2p(p + 1)z + (p* +4p® — 1)z — 3p> =0
tri rozne korene, ktoré si dlzkami stran nejakého pravouhlého trojuholnika?

(J. Simsa)

21



RieSenia sttaznych tiloh

KATEGORIA C

C-1-1
Nech n = abed = a - 10° + b - 10? + ¢ - 10 + d oznacuje hladané ¢islo, a, b, ¢, d jeho ¢islice
v desiatkovej ststave (a # 0). Podla textu tlohy je ¢islo m = bacd delitelné vzajomne
nesudelitelnymi ¢islami 4, 5, 7 a 9. Je teda

m=4-5-7-9-k=1260Fk,

kde k je prirodzené ¢islo. Ak je m Stvormiestnym ¢islom, je nutne k& € {1,2,...,7}.
Jednotlivym hodnotam ¢isla k prislachaja nasledujice hodnoty m:

m € {1260, 2520, 3780, 5040, 6 300, 7 560, 8 820}.
Zamenou Cislic b, a (a # 0) zistime, ze hladané ¢islo n nadobuda préave Sest hodnot:

n € {2160, 3600, 5220, 5 760, 7380, 8820}.

C-1-2
Ozna¢me V priesecnik hladanej doty¢nice ¢ s priamkou AB (obr. 2).
t
C
T
D
r
|4 A S B
Obr. 2

Z obrazku je zrejmé, ze ST je strednou prieckou v pravouhlom lichobezniku ABCD.
Je teda |CT| = |DT|, a preto trojuholniky BC'S a DAT maja zhodné vysky na strany BC
a AD. 7 podmienky pre obsahy trojuholnikov BC'S a DAT tak dostédvame, ze |AD| =
= %|B C|. Pretoze pravouhlé trojuholniky VAD a V BC' st podobné (rovnolahlé), vyplyva
odtial

[VA|:|[VB|=1:2.

Preto bod V' mozeme zostrojit ako bod stredovo simerny s bodom B podla stredu A.
Odtial uz priamo vyplyva konstrukcia bodu T, ktory je dotykovym bodom priamky
t s kruhovym oblikom ki, zostrojenym nad priemerom AB: bod T je priese¢nikom
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Thalesovej kruznice ko zostrojenej nad priemerom V.S a kruhového obliku k;. Uloha
ma jedno riesenie.

C-1-3

Vrcholy $tvorca ozna¢me A, B, C, D. Mdzu nastat dva pripady:

1. Dva vrcholy na jednej strane maju rovnaku farbu (napr. modri). Nech st to napr.
vrcholy A, B. Ak existuje na strane C'D $tvorca bod X, ktory je ofarbeny tou istou farbou,
dostavame trojuholnik ABX, ktorého vrcholy st ofarbené modrou farbou, a ktorého obsah
je 50cm? > 25cm?. Ak maja vSak vsetky body strany C'D farbu int (napr. &ervent),
uvazujme stred S strany BC'. Ak je ofarbeny modrou farbou, ma trojuholnik ABS vsetky
vrcholy ofarbené modrou farbou a obsah 25 cm?. Ak je S &erveny, potom trojuholnik C'DS
mé vSetky vrcholy ¢ervené a pritom obsah 25 cm?.

2. Ziadne dva susedné vrcholy stvorca ABCD nie st ofarbené rovnakou farbou.
(Napr. A, C st modré a B, D su ¢ervené.) Uvazujme opét bod S, ktory je stredom strany
BC. Ak je ofarbeny modrou farbou, potom trojuholnik AC'S mé obsah 25cm?, a pritom
jeho vrcholy si ofarbené modrou farbou. Ak je bod S ofarbeny cervenou farbou, ma
trojuholnik BDS obsah 25cm?, a pritom vsetky jeho vrcholy maja éervenu farbu.

Tym je dokaz ukonceny.

C-1-4

Najprv si uvedomme, ze stena AC'D Stvorstenu ABCD je pravouhlym trojuholnikom
s preponou AD. Vrchol D lezi v rovine BC'D kolmej na priamku AC, lebo | ACB| = 90°.
Oznac¢me P pétu kolmice vedenej vrcholom D na stranu BC. V trojuholniku BCD je
|CD| = 5v/2, [XCBD| = 45°. Ak ozna¢ime v dlzku tsecky BP, potom velkost vysky
stvorstenu ABC'D prechadzajacej vrcholom D je v = |DP| a dalej |CP| =8 — v (obr. 3).

D
5v/2

- 45
C 88— P v B
Obr. 3

Z Pytagorovej vety pre trojuholnik C'DP vyplyva:
v? + (8 —v)? = (5\/5)2,
odtial po tprave mame
v? —8u+T7=(—-1)(v—T7)=0.

Skuskou sa presvedc¢ime, ze obidva korene tejto rovnice v; = 1, v = 7 vyhovuja
podmienkam tlohy. Velkost vysky Stvorstenu ABCD prechadzejucej vrcholom D je teda
1cm alebo 7cm. Tym je tiloha vyriesena.
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B, By C-1-5
B11B>[73 OznaCme v, a;, b; (i = 1, 2, ..., n) prirodzené d¢isla priradené
vrcholom V, A;, B; daného mnohostenu (obr.4). Z podmienok
A/ /Ay ulohy vyplyva:
"Ay Ay
v=a1 +ax=as+as=---=ay, +aj.
Obr. 4
Odtial dostavame
a1 = a3, G2 = A4, A3 = A5, ... ,0p_1 = G1, Gp = Q2. (1)

Rovnako vSeobecne plati

a1 + by = az + b3,
ag + by = ayg + by,

Ap—1 4+ bp—1 = a1 + b1,
CLn-i-bn :a2+b2.

Odtial a zo vztahu (1) dalej vyplyva, zZe
by = b3, by = b4, b3 =05, ..., by_1 =01, by = ba. (2)

Vzhladom k rovnostiam (1) a (2) je prirodzené diskutovat dva pripady:
1. Nech n je neparne. Potom

a1 = Az = -+ = Qn, by =by=--- =0y

Tu st pouzité k ocislovaniu vrcholov najviac tri rozne ¢isla, co je spor.
2. Nech n je parne. Potom

a; =ag = -+ = 0an-1, by =b3=---=by_1,

ay=as=--=ap, by =bs = =by.
V tomto pripade je pouzitych prave 5 ¢isel k ocislovaniu vrcholov, lebo rovnica
ai+as =v

nema riesenie pre a1, as, v € {7,8,9,216}. Z podmienky pre rovnaky sucet ¢isel priradenych
vrcholom podstavy A;As ... A, dostavame

n
a1+a2+"'+an:§<a1+a2):a1+a2+b1+62-
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Odtial po lahkej tprave (pouzitim vztahu a; + ay = v) dostavame
2v § (n—2)v:2(b1—l—bg) — v gbl—l—bg

Vzhladom k poslednej nerovnosti neméze byt v = 216, pretoze potom by bolo niektoré

.....

dévodov nemdze byt ani jedno z ¢isel ai, as rovné 216, lebo potom by bolo v > 216. Je
teda napriklad b, = 216. Odpovedajice moznosti st uvedené v tabulke:

1.1 2.1 3. 4| 5.| 6.
a1 T 7] 8 1 1 2
as 8 9] 9| 7| 8| 7
b1 |216]216(216|216|216|216
bo 9, 8| 7| 9] 7| 8
v | 15] 16| 17} 8| 9| 9
n| 32 30| & & & @

Symbol & v tabulke znaci, Ze odpovedajice n nie je prirodzené ¢islo. Skuskou sa
presvedc¢ime, ze riesenim ulohy su ¢isla n = 30 a n = 32.

C-1-6
Uhly o = 40°, 8 = 56°, v = 84° v uvazovanom trojuholniku vyhovujt napriklad trojici

podmienok
a+ B+~ =180°, 3a = 120°, 38 = 27,

alebo poslednii z podmienok mozno nahradit podmienkou
200+ 58 = 360°.
Na overenie velkosti uhlu @ = 40°, mozno tiez pouzit vztah

a = 40° 4 20° = 60°.

N[OV

o=+ %
O tom, ¢ su jednotlivé podmienky pre velkosti uhlov trojuholnika splnené, sa Tahko
presvedéime opakovanim konstrukcie sti¢tu a porovnanim velkosti dvoch danych uhlov.
Na druhej strane jednoduchy vypocet ukazuje, ze vypisana sustava troch rovnic s nezna-
mymi o, $ a 7 mé jediné riesenie, a to a = 40°, f = 56° a v = 84°.

K tejto tilohe vyhlasila UK MO stfaz o riefenie s ¢o najmensim poc¢tom krokov. Vyhod-
notenie tejto stifaze a najlepsie rieSenia sa nachddzaju za rieSeniami kategérie A.

C-S-1

Lahko vidime, Ze trojica [a,b,c] = [0,0,0] je rieSenim danej ststavy; pritom pokial je
niektora z hodnét a, b, c rovna 0, st rovné 0 aj zvysné dve.
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Predpokladajme preto, ze abc # 0. Dant stistavu rovnic prevedieme na tvar

a=c(3-0),
b=a(3—c),
c=0b(3—a).

Vzhladom k tomu, Ze a, b, ¢ st prirodzené éisla, vyplyva z jednotlivych rovnic sistavy
(cla) A (alb) A (blc), teda a = b = ¢. Dosadenim tejto podmienky do ktorejkolvek rovnice
ststavy dostavame rieSenie [a, b, ] = (2,2, 2].

RieSenim danej sustavy su teda trojice [0,0,0] a [2,2,2].

Pozndmka: K rieSeniu mozno dospiet aj inym postupom. Zo sucinu vSetkych troch rovnic
upravenej sustavy dostaneme

B3-a)3-b)(3—c)=1.

Kazdy z ¢initelov na Tavej strane moze nadobidat hodnoty +1. VyskaSanim vSetkych
styroch moznosti d6jdeme k rovnakému vysledku.

C-S-2

Oznactme Z priesecnik useciek BC a DY, podobne oznacme U priese¢nik useciek BD
a XY (obr.5).

D C
F
S A
X U
E
A B Y
Obr. 5

1. sposob riesenia: 7 dvojic podobnych trojuholnikov AYF ~ CDF a AFD ~ CFZ
vyplyva

|AY|  |AF|  |AD|

|CD|  |CF| |CZz|

Odtial dostavame |AY|-|CZ| = |AD| - |CD| = a2, kde a je dlzka strany daného $tvorca
ABCD. Vdaka svojej konstrukeii st body X a Z stredovo simerné podla stredu S, preto je
|CZ| = |AX]|, takZe pre obsah trojuholnika AXY plati 1|AY||AX| = 1|AY||CZ| = }d?,
t.j. obsah nezavisi od volby bodov E a F.

2. sposob riesenia: Pretoze body X a Z su stredovo stimerné podla stredu S, je YDXB
lichobeznik (pozri obr.5), pricom bod U je prieseénikom jeho uhlopriecok BD a XY.
Obsah trojuholnika DX U je preto rovny obsahu trojuholnika BY U. Vzhladom k tomu, Ze
obsah trojuholnika AXY je sictom obsahov Stvoruholnika AXUB a trojuholnika BY U,
je jeho obsah rovny obsahu trojuholnika ABD, ¢o je %az.
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C-S-3

Ozna¢me maximalny polomer daného kruzidla R. Uvazujme kratsiu z oboch tuseciek,
ktort ozna¢me AB. Nech A;B; je usecka obsiahnutd v AB (A;B; C AB). Zostrojme
nad tseckou A; By v polrovine obsahujtcej druhi z tseéiek (C'D) siet zlozent z pravidelnych
Sestuholnikov so stranou dizky |A4;B;| £ R. To mozno len pomocou daného kruzidla,
bez toho aby sme menili jeho polomer. Vzhladom k tomu, Ze protilahlé strany uvazovanych
Sestuholnikov st rovnobezné, Tahko vyberieme dvojicu susednych vrcholov P a Q) tejto siete,
ktora tvori usecku PQ || AB, pritom pre pouzitie kruzidla ,dostato¢ne blizku* usec¢ke C'D.
Dalej uz lahko overime, ¢i PQ || CD, napr. tak, ze 21st1me, ¢i tsecka C'D obsahuje tsecku
C1D; (01D1 C CD) ktora je rovnobezna s useckou PQ, t.j.overime, ¢i PQC1D; je
rovnobeznikom — to opif mozno len pomocou kruzidla porovnanim prislusngch dizok.

C-11-1

Nech n = 1000a+100b+10c+d, potom n’ = 1000d+100c+10b+a, kde a,d € {1,2,...,9},
b,c€{0,1,2,...,9}. Pre ich su¢et mame

n+n'=1001(a+d)+ 110(b+ c).

Pritom vidime, ze 7 deli 1001, ale nedeli 110 a 10 deli 110, ale nedeli 1001. Aby bol stcet
n +n’ delitelny sedemdesiatimi, musi byt ¢islo a + d delitelné desiatimi a podobne ¢islo
b+ ¢ musi byt delitelné siedmimi. Hladdme preto vSetky usporiadané dvojice [a, d] také, zZe
10{(a + d), kde a,d € {1,2,...,9}, a vSetky usporiadané dvojice [b, c|, pre ktoré 7|(b+ ¢),
kde b,c € {0,1,2,...,9}.

Lahko zistime, Ze ide prave o tieto usporiadané dvojice:

la,d] = [1,9],]2,8],[3,7], 4, 6], [5,5],[6,4], 7, 3],[8, 2], [9, 1] — 9 dvojic,
[b,c] = [0,0]7[0,7]7[ ) ],[2,5],[ 4],14,3],15,2], 16,1, [7, 0],
8,6],[9, 5] — 14 dvojic.

Spolu teda existuje 9 x 14 = 126 $tvormiestnych ¢isel n s danou vlastnostou.
C-1I-2

Z danej ststavy po jednoduchej uprave dostaneme (z —y)(x+y+2) = 0. Uvazujme dalej
dva pripady:

1. z—y=0.

Dosadenim tejto podmienky do jednej z rovnic ststavy dostavame x? — 2z — a = 0. Aby
tato kvadratickd rovnica mala préve jeden redlny koren, musi pre jej diskriminant D; =
= 4 + 4a platit D; = 0, teda a = —1. RieSme teraz sustavu z? — 2y = y?> — 22 = —1. Po
dosadeni y = x do stistavy rovnic (i) dostaneme kvadraticki rovnicu x2 — 2z + 1 = 0, ktora
ma prave jeden realny koren x = 1. Tomu zodpovedd jediné redlne rieSenie danej ststavy
pre a = —1, a to [z,y] = [1, 1].

2. v+y+2=0.
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Dosadenim tejto podmienky do jednej z rovnic sustavy dostavame kvadratickii rovnicu
2% + 2z + (4 — a) = 0 s diskriminantom Dy = 4 — 4(4 — a) = 4a — 12, takZe podobne
ako v prvom pripade z podmienky D, = 0 dostaneme a = 3. RieSme teraz stistavu rovnic
22 — 2y = y? — 2z = 3. Tato ststava ma vSak uz pre + = y hned dve rdzne rieSenia:
[—1,—1] a [3, 3]. Preto a = 3 zadanej tlohe nevyhovuje.
Jedinym realnym c¢islom vyhovujicim tlohe je a = —1.

C-1I-3

Ozna¢me S stred strany AB daného rovnostranného trojuholnika (obr.6). Ukazeme, zZe
pre stred M prepony K L hladaného pravouhlého trojuholnika K LC plati |CM| = |CS]|.
Pretoze taznica deli trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom, rovnaji sa
obsahy trojuholnikov ABC a KLC, préave ked sa rovnaji obsahy trojuholnikov BCS
a CK M. Pretoze obidva trojuholniky maju rovnaka vysku, musi byt |CM| = |C'S|. Bod
M je teda totozny bud s bodom S, alebo s bodom S’, ktory je stredovo simerny s bodom
S podla stredu C.

PB K b
M~ )
C S
A
Par A
Obr. 6

V prvom pripade nijdeme body K resp. L ako priese¢niky (Thalesovej) kruznice k(S; |SC|)
s priamkami p4 resp. pp. V druhom pripade st body K resp. L priesecniky kruznice
k' (S";]1S’C|) s priamkami pa resp. pp.

Pretoze |SC| = |S'C| > |SA|, ma tloha vzdy Styri rieSenia.

C-11-4
Oznaéme P, @), R po rade stredy hran CD, BF, EH danej jednotkovej kocky

ABCDEFGH auvazujme body A, G, P, ), R. Vzdialenost kazdych dvoch z uvazovanych
piatich bodov je aspon %\/3, lebo plati:

1 1
|AP| = |AQ| = |AR| = |GP| = |GQ| = |GR| = 1+Z:§\/g’
1 1 1
PQI=1QRI=|RPI= 1+ 1+ 1> 15
4 4 2
1
|AG| = V3 > 5\/5.
Vzhladom na to, ze kazdy bod z mnoziny {A, G, P,Q, R} je ofarbeny jednou zo Styroch

pouzitych farieb, existuji medzi nimi dva, ktoré maji rovnaka farbu, a pritom ich vzdia-
lenost je, ako sme ukézali, aspon %\/3
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KATEGORIA B

B-1I-1
Spominané korene a, b, ¢ st koreiimi polynému
F(z) = 2" — p*2® +q(g — 2p*)z + pg*(1 - p). (1)

Preto ma F' rozklad F(x) = (z — a)(z — b)(x — ¢)G(x), kde G je polyném prvého stupna
s koeficientom 1 pri mocnine z!, tj. G(z) = x + d. Cislo —d je ale realny koreni polynému
F, rovna sa teda jednému z ¢&isel a, b, ¢, napr. a. To znamend, ze F(x) = (z — a)*(z —
—b)(z—c). Vyraz rozndsobime a porovname s koeficientami pri odpovedajicich mocninach
v (1). Pre mocninu x® mame 2a + b + ¢ = 0 a podla zadania a + b + ¢ = 0, takze spolu
a =0 a c= —b. Vztahy pri zostavajucich mocninidch = potom dostavaju tvar

p*=b% qlg—2p*) =0, pg*(1—p)=0.

Odtial vidime, Ze p # 0 (pretoze b # a = 0). V pripade ¢ = 0 je také p Tubovolné, v pripade
q # 0 vychddza p=1a q=2.
Hladanymi dvojicami [p, ¢] st vSetky dvojice tvaru [p, 0], kde p # 0, spolu s dvojicou [1, 2].

B-1-2

Nech ABCD je dany stvorec, K, L st body usecky BC, pre ktoré plati |BK| = |CL| = %
a M, N st obrazy bodov K, L v simernosti podla stredu $tvorca. Plati:

1\2 1
AL| = [ON| > |DL| = |BN| = /1 + (3) = £V/65 > 1,007.

Predpokladajme, Ze pri nejakom ofarbeni tvrdenie neplati. Ukazme najprv, ze niektoré tri
vrcholy maju roznu farbu. Keby nemali, museli by byt dva susedné vrcholy (napriklad A,
B) oznacené farbou I a zostavajice vrcholy (C, D) farbou II. Body L, N by potom museli
mat farbu III, a to je spor, lebo |[LN| = 4/1+ ($)2 =2 > 1,007.

Nech teda bez ujmy na vSeobecnosti maju body A, B farbu I, C' farbu II a D farbu III
(body tej istej farby nemdzu lezat na uhlopriecke Stvorca). Potom bod K nemoze mat

farbu IIT ani I (lebo |[AK| = /% > 1,007. M4 teda farbu II a analogicky N mé farbu IIL

Potom ale stred J strany C'D nemdze mat farbu I, ani ziadnu z farieb II, III (plati totiz
|JK| = |JN| = %\/65 > 1,007). To je spor s predpokladom, ze kazdy bod je ofarbeny;
tvrdenie ulohy je tym dokazané.
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B-1I-3

Ide o znéme priemery, ktoré (pri = # y) spliiaji nerovnosti
O<h<g<a<k (2)
(pozri SMM 39). Vyraz V nadobtida hodnoty
Vi=ka—hg, Vo =kg—ah, V3 =a9g—kh a —V;, —V,, —Vis.
Ak dokazeme, ze
Vi > Vo> Vs >0, (3)

bude to znamenat, %e V3 je najmensia kladna hodnota vyrazu V , a Ze rovnost V' = 0 nie
je mozna. Dve Tavé nerovnosti v (3) plynt okamzite z (2), lebo V4 — Vo = (kK + h)(a — g)
aVy—Vs = (g+h)(k—a). Zostava teda dokazat, ze V > 0, alebo ag > kh. Dokaz je
vyhodné previest sporom: Nech existuji také rozne z,y € R, Ze ag < kh, t.j.

1 [x2 +y? 2y
T < .

Obidve strany tejto nerovnosti si kladné. Po umocneni na druht a lahkej tprave
dostaneme (z + y)* < 8(22 + y?)zy; odtial (z —y)* <0, a to je spor.

B-1-4

V osovej stimernosti sa vrchol n-uholnika simerného podla danej osi zobrazi opéit na vrchol
tohto n-uholnika. Uvazujme situaciu na obr.7. Oznac¢me S priesec¢nik tjchto priamok, oo =
= 28°. ZloZenim stmernosti podla priamok a, b v danom poradi je otocenie R = R(S, 2a),
ktoré zobrazuje vrcholy n-uholnika na seba navzdjom. Nech A; je Tubovolne zvoleny
vrchol n-uholnika, Ay = R(A;), As = R(A,), atd., az nakoniec postupnym zobrazovanim

.....

a splna dant rovnost bodov.




Uvazovany n-uholnik ma minimélne k vrcholov a plati k - 2a = [ - 360° = N (56°,360°) =
= 2520°, kde symbolom N oznacujeme najmensi spolo¢ny nasobok. Je teda k = 45.
Ak ma n-uholnik viac nez k vrcholov, mozeme pre jeho vrchol B ¢ {A;, A, ..., Ays}
konstrukciu zopakovat. Analogicky mozno postupovat pre vrchol C' ¢ {A;, As, ..., Ays,
B1, B, ..., Bys} atd. Hladané ¢isla n st teda prirodzené nasobky ¢isla 45: n = 45r, kde
r € {1,2,3,...}. Je vSak eSte potrebné dokazat, Zze n-uholniky pozadovanych vlastnosti
pre jednotlivé n existuju. Obr. 7 znazornuje situciu pre r = 1, tj. pre n = 45. Pre r = 2
priddame dalsie vrcholy do stredov oblikov na obr. 7, pre r = 3 rozdelime obliky na obr.7
dalsimi vrcholmi na tretiny atd.

B-1I-5

Z podmienky 22 —32—10 = 0 stanovime, pre ktoré z je funkcia definovana; x € (—oo, —2)U
U (5, 00).
Na zépis y = x — V22 — 3z — 10 sa teraz mozeme pozerat ako na rovnicu s nezndmou
x a parametrom y. Budeme zistovat, pre ktoré hodnoty parametra y méa tato rovnica
rieSenie. Plati z — y = v/22 — 3z — 10. Tato rovnicu umocnime na druht a vyjadrime
odtial = (zrejme bude y # 2):

y? + 10

2y —3°

xr =

Tento vyraz dosadime za = do podmienky x —y = 0OA (z =2 5V £ —2) a ziskané nerovnice
upravime na podielovy tvar:

(y —5)(y +2) (y —5)° )
2y — 3 =0 A (2y—3 20 v 2y — 3 §0)

Mnozina korenov tejto ststavy nerovnic urcuje hladany obor hodnét H(f) = (—oo, —2) U
U (2,5).

B-1-6

Nech @ je pita vysky h z vrcholu D v stene ACD a nech |CQ| =y, |AQ| =6 —y (obr.8).
Potom podla Pytagorovej vety plati:

R+ (6—1)2=36 a h®+y>=24

VyrieSenim tejto ststavy rovnic dostavame y = 2cm a h = /20 cm.

Vrchol D lezi aj na kruznici k(Q, h), ktorej rovina je kolma na hranu AC, aj na kuzelovej
ploche, ktorda ma vrchol v B , a ktorej os o je kolma na rovinu ABC. Vrcholovy uhol
tejto kuzelovej plochy mé velkost 180° — 2 - 45°. Ozna¢me P pitu telesovej vysky ihlanu,
|PQ| = z, |DP| = |BP| = v (pozri obr.8 a obr.9). Pretoze obe priamky DQ a DP st
kolmé na priamku AC, je na nu kolma aj priamka P@). Z pravouhlych trojuholnikov DQP,
BPR méme 22+ v? = 20 a zaroveil (4 —x)? +4 = v2. VyrieSenim tejto ststavy zistime, ze
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existuju dve rieSenia: bud je x = 0, potom mé ihlan vysku v = /20 cm, alebo je x = 4cm
av=2cm.

Obr. 8 Obr. 9

B-S-1

Vietove vztahy a podmienka pre sucéin koreniov vedd na stistavu rovnic

9
I + i) —|—.CC3 = 5,
7
T1T2 + T1X3 + Tox3z = 5
m
T1T2X3 = — 57
1T = — 1,

kde x1, xo, x3 st tri roézne redlne korene danej rovnice. Pomocou prvej a Stvrtej rovnice
upravujeme lava stranu druhej rovnice

9
T1%2 + 123 + Toxg = —1 +x3(2x1 +22) = —1 + 23 (5 - 33?,)7

takze dostaneme rovnicu 2x§ — 923+ 9 = 0 s korenmi 3 a % Pre x3 = 3 z rovnosti
r1 + x0 = %, x1x9 = —1 vyplyva {1,292} = {—%,2}, pre x3 = % podobne dostavame
{z1,22} = {$(3+V13)}. V prvom pripade je m = 6, v druhom m = 3. V oboch
pripadoch st potom vsetky Styri rovnice sustavy splnené.

B-S-2

Nech A’B’C’ je obraz trojuholnika ABC v siimernosti podla O a PQRT XY je Sestuholnik,
ktory vznikne ako prienik oboch trojuholnikov (obr. 10).

32



. Y X
B/ ~ 4 Al
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O I
T 7
X
Y
R * B
Obr. 10

C/

Trojuholniky AQP, A’XT st stredovo simerné podla O a trojuholniky A’XT, RBT su
stredovo stimerné podla T'. Preto st trojuholniky AQP, RBT zhodné a naviac s podobné
trojuholniku ABC. Oznaéme a, b, ¢ dizky stran trojuholnika ABC a z, v, z dlzky tseciek
PQ, AP, AQ. Cislo k = z/a = y/b = z/c sa zrejme zmeni, ak zmenime polohu bodu O
vo vnutri tsecky MS. Obvod o prieniku PQRT XY je dany vztahom o = 2x + 2y + 2(¢c —
—2z) = 2k(a+ b— 2¢) + 2¢ a nezavisi od polohy bodu O (vo vnutri tsecky M.S), prave
ked je vyraz vo vnutri zatvorky posledného vyrazu rovny nule, t.j. ked a + b = 2c.

B-S-3

Pripomenime si najprv tato tvahu: Ak mame k& bodov, z ktorych ziadne tri nelezia na
priamke, potom kazdy z nich moézeme spojit s ostatnymi spolu k — 1 priamkami. Ked to
prevedieme postupne pre vsSetky body, zostrojime kazdt priamku dvakrat. Preto je pocet
vsetkych spojnic %k(k —1).

Pristipme teraz k rieSeniu danej tilohy. Uvazujme Iubovolnt priamku p uréenti niektorymi
dvoma z danjch n bodov. Zostavajicich n — 2 bodov vytvéra nanajvys (n — 2)(n — 3)
priamok, s ktorymi mé priamka p nanajvys r = %(n — 2)(n — 3) priese¢nikov. Priamku p
mozeme vybrat nanajvys s = %n(n — 1) sposobmi. V sucine rs je vSak kazdy priese¢nik
zapocitany aspon dvakrat. Preto pocet novych priese¢nikov neprevysuje ¢islo %n(n—l) (n—

—2)(n—3).

B-1I-1
Stustavu mozno napisat v tvare
1 1 =z
r+=-2_y--4 2o, (1)
y = z Yy
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1 x

Prvii rovnicu vynasobime sti¢inom zy a postupnym vynimanim dostaneme

(z—y)z+1)y+1) =0, (3)

pricom x # 0 a y # 0. RieSeniami tejto rovnice s prave vSetky dvojice [t,t], [-1,¢], [t, —1],
1
kde t € R\ {0}, a dosadenim do (2) zistime, Ze je potom vzdy a = t+ T 1. Odtial vidime,

7e sustava mé jediné rieSenie, prave ked je t = —1, t.j. x = y = —1. Dosadenim tychto
hodnét do (2) dostaneme a = —3.

Iné riesenie: Ak méa stustave vyhovovat jedind usporiadané dvojica [x,y], musi vzhladom
k symetrii oboch rovnic v neznamych x, y byt y = z. Polozme preto v (2) y = x a upravme
ju na tvar

22— (a+ 1Dz +1=0.

Tato rovnica mé jediné rieSenie, prave ked je jej diskriminant

D=(a+1)?—4=(a+3)(a—1)

rovny nule.

Polahky sa vSak presved¢ime, Ze pre a = 1 su rieSeniami napriklad usporiadané dvojice
[1,1] aj [1, —1]. Na druhej strane pre a = —3 dostaneme ststavu (2),(3), ktord ma jediné
rieSenie z =y = —1.

B-1I-2
Z domaceho kola vieme, ze 0 < g < a < k. Kladné hodnoty vyrazu V moézu byt V; =
=(a—g)/k, Vo = (k—a)/g, V5 = (k—g)/a. Zrejme je V; < V3, lebo k > a (zaroven

a—g < k—g). Dokadzeme este, ze je V1 < V5. Predpokladajme naopak, Ze pre nejaké x, y
plati V7 = V5. Pretoze

1 1 2
K242 = 5@ +y) +ay =2(5@+y) =20 (4)

z nerovnosti V; 2 V5 postupne dostavame nasledujiice nerovnosti:

g9la—g) 2 k(k —a),
ag + ka > k? + ¢° = 242,
g+k2=2a.

Umocnenim poslednej z nich dostaneme
g%+ 2gk + k* = 4a®, alebo (vdaka rovnosti (4)) gk = a®.
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Zaroven ale vieme, ze
1
2 2 2
(g +k ) =—-a",

k<
g = 2

e

takze vychadza a? < gk < %az, alebo a? < 0, ¢o odporuje predpokladu a > 0. Vyraz V
ma teda najmensiu kladnd hodnotu pre [r, s,t] = [a, g, k.

B-1I-3

Vrcholy kocky leziace na tej istej telesovej uhlopriecke nazveme protilahlé vrcholy. Ak
maju niektoré dva protilahlé vrcholy tu istt farbu, tvrdenie plati. Ak maju kazdé dva
protilahlé vrcholy rozne farby, potom pri fubovolnej ceste po hranich z jedného vrcholu
do protilahlého narazime na hranu, ktorej krajné body st vrcholy roznych farieb. Jeden
z vrcholov tejto hrany so stredom najvzdialenejSej rovnobeznej hrany potom tvori dvojicu
bodov, ktoré maju rovnaku farbu a vzdialenost d = %
Ukézeme eSte, Ze existuje ofarbenie, pri ktorom nemoze byt d > % Také ofarbenie
dostaneme, ked napr. kocku rozdelime rovinou, ktora prechadza stredom kocky a je kolmé
na niektort jej hranu, na dva zhodné hranoly a kazdy z tychto hranolov ofarbime inou

farbou (s vynimkou spolo¢nej hranice kvadrov, na ktorej volime len jednu z oboch farieb).

B-1II-4

V pravouhlom trojuholniku ABE oznacme () pitu kolmice EM na preponu AB (obr.11).

B

Obr. 11
Potom plati |[SEAB| = |[<BEQ| = |[SDEM| = |SCDB|, pricom poslednd rovnost
vyplyva z vlastnosti obvodovych uhlov. Trojuholnik DEM je teda rovnoramenny a plati
|DM| = |EM]|. Analogicky zistime, ze je |[EM| = |MC|. Trojuholniky MDE a CMFE
maju teda zhodné strany M D, MC' a spolo¢nu vysku na tieto strany. Obsahy tychto
trojuholnikov sa preto rovnaju.
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RieSenia sttaznych tiloh

KATEGORIA A

A-1I-1

Uvedené kladné priemery spliiaji zndmé nerovnosti h < ¢ < a < k. Tie plynt
napr. z vyjadrenia

k2_a2:($—y) 2 2 (—y) 2_h2:$y($—y)2

(z+y)?

a z podmienky x # y. (Je to trochu umelé zdévodnenie, riesitelov vyzveme dokazovat
kazda z troch nerovnosti metédou ekvivalentnych tprav.)

Oznacme Vi =k+a—g—h,Vo=k+g—a—haVs=k+h—a—g. Ostatné tri hodnoty
vyrazu V sua —Vi, —V5 a — V3. Pretoze

Vl—V2:2(a—g)>0 a ‘/2—‘/3:2(g—h>>0,

plati V7 > Vo > V3. Ak dokézeme, ze V3 > 0, bude V3 hladand najmensia kladnd hodnota
vyrazu V. Nerovnost V3 > 0 je ekvivalentnd s nerovnostou k — g > a — h, ktorej obidve
strany st kladné. MéZeme ju preto ekvivalentne umocnif na druht a potom prepisat do
tvaru

2kg < k* 4+ ¢g* — a® + 2ah — h°.

Pred dal$im umocnenim vyjadrime prava stranu tejto nerovnosti pomocou ¢isel z a y
(a tak zistime, Ze je skutoc¢ne kladnd). Vyjde nam

(@+y)? e 2wy +y?)

k242 — a2 =
g 1 (z +y)?

Preto mozeme poslednii nerovnost ekvivalentne umocnif na druhu:

(x+y)?
16

4m2y2(x2 + y2>2

+ay(z® +y°) +
y(@™ +y°) @ty

4k% g% = 2zy(2® + 9%) <

Tato nerovnost mozno ekvivalentne upravit na tvar

{2

Vyraz v zlozenej zatvorke je kladny, lebo je rovny

(z+y)* —8xy(x®+y?)  (z—y)*

Az + y)? Az +y)?
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az # y. Tym je dokaz ukonceny. Odpoved: Hladané rozdelenie je {r,s} = {k,h}a {t,u} =
= {a, g}, lebo nejmensia kladnd hodnota vyrazu V je rovna k+h —a — g.

A-1-2

Pri rieseni dlohy vyuzijeme nasledujtuce tvrdenie: Ak sa roviny KLM a KLN dotykaju
gule IC so stredom S, potom KLS je rovina sumernosti tychto dvoch dotykovych rovin.
(Tvrdenie dokézeme, ak si predstavime, ako sa uréia roviny dotykové ku guli K, ktoré
obsahuju dant priamku K L: Nech S’ je kolmy priemet S na K L, o je rovina prechadzajtica
bodom S’ kolmo na K L a kruznica k je rez povrchu gule K rovinou g¢. Oznacéme T7 a Tp
body dotyku doty¢nic vedenych z bodu S’ na kruznicu k. Potom dotykové roviny K LM
a KLN suroviny KLT) a KLTy a SS’ je osou priamok S'T} a S'T5.)

V nasej tlohe sa roviny BEP, BGQ a BP(Q dotykaju gule, ktorej stred S lezi na priamke
BH (obr.12).

H G

Obr. 12

Preto podla vyssie uvedeného tvrdenia plati:
(1) BPH je rovina simernosti rovin BEP a BPQ,
(2) BQH je rovina simernosti rovin BGQ a BPQ.

Zlozenim rovinnych stmernosti podla rovin BPH a BQH (v tomto poradi) vznikne
otocenie R okolo ich priese¢nice BH o uhol 2a, kde « je odchylka tychto rovin. (Dokaz:
Téato vlastnost sa v rovine kolmej na BH prevedie na zndme tvrdenie o zloZeni dvoch
osovych stmernosti podla priamok zvierajucich uhol a.) Nagou tlohou je dokazat, ze o =
= 60°. Najprv vysvetlime, preco pri oto¢eni R prejde bod E do bodu G. Z (1) a (2)
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plynie, ze rovina BE P prejde pri otoceni R do roviny BG(. Pretoze bod H lezi na osi
otocenia R, jeho kolmy priemet do roviny BEP (¢o je bod E) prejde v oto¢eni R do
kolmého priemetu bodu H do roviny BG(Q (¢o je bod G). Bod G je skuto¢ne obrazom
bodu FE pri otoceni R.

Vieme uz, ze a = %|<>£EX G|, kde X je spoloény kolmy priemet bodov E a G na priamku
BH, alebo pita vysky na stranu BH trojuholnika BEH. Ozna¢me a dizku hrany kocky.
Zo vztahov |EB| = av/2, |EH| = a, |BH| = aV/3, |SBEH| = 90° a z dvoch vyjadreni
obsahu trojuholnika BEH (tj. 1|EB|-|EH| = $|BH|-|EX]|) plynie |EX| = a\/2/3. Preto
z rovnoramenného trojuholnika £ X G dostavame

LEG] a2

EX| /2
\|a\/;

Dodajme, Ze vypocet z posledného odstavca mozno obist nasledujicou ivahou: Pri otoceni

R prejde bod E do bodu G, takze bod G prejde do bodu D a bod D do bodu E. Preto
z roviny EGD ustdime, ze 2a + 2a + 2a = 360°, odkial o = 60°.

3
sina = =5 takze a = 60°.

A-1-3

Vzhladom na spojitost polynomyckej funkcie f a k jej chovaniu pre |z| — oo je vlastnost
popisana v tlohe ekvivalentnd s poziadavkou, aby nerovnost f(x) = b platila pre kazdé
redlne ¢islo x, a pritom pre niektoré zy v nej nastala rovnost. (Bude vhodné tuto
ekvivalenciu riesitelom poriadne zdévodnit, aj ked st pojmy analyzy na SS vykladané
znacne intuitivne.) Vsimneme si, ze f(1) = b, takze druha cast poziadavky je zarucena
hodnotou xg = 1. Naviac mozeme previest rozklad

flx)—b=a4+2% 222 +bx —b=
=(z—1Da*(x+2)+bx—1)=(z—1)(2® + 222 +b).

Pre mnohoé¢len g(z) := 2% + 222 + b musi platif g(x) < 0 pre kazdé z < 1 a g(z) = 0
pre kazdé = > 1. Odtial g(1) = 0, ¢o nastane jedine pre b = —3. Potom ale g(x) =
= (x — 1)(2% + 3z + 3). Pretoze trojclen v poslednej zatvorke méa zaporny diskriminant,
v pripade b = —3 plati f(z)+3 = (x — 1)*(2® + 32 +3) > 0 pre kazdé x # 1 (a samozrejme
f(1) = —=3). Preto je b = —3 jedind hladand hodnota. Dodajme este, Ze Cislo xg z prvej
vety rieSenia musi byt ndsobnym korenom rovnice f(z) = b. Ak si nev§imneme hodnotu
xo = 1, mdZeme postupovat inak: porovnaft koeficienty v rovnosti mnoho¢lenov f(z)—b =
= (x — x0)? - (2% + px + q) a ziskaf tak stistavu rovnic s nezndmymi ¢islami b, xo, p a q.
Potom je ale nutné vylucit tie jej rieSenia, pre ktoré p? — 4q > 0.

A-1-4
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Ozna¢me T bod dotyku kruznice k; so stranou BC' hladaného trojuholnika ABC' (obr. 13).

Obr. 13

Nech B; a (' oznacuju po rade priesecniky kruznice k; so stranami AB a AC. Kruznica

k1 je obrazom kruznice ko v rovnolahlosti so stredom v bode A a koeficientom %. Plati

teda |[BB1| = 1|AB| a |[CCy| = |AC|. Preto st mocnosti bodov B a C ku kruznici k;

rovné
1 1
|BT|? = |BBy| - |BA| = Z\AB\Q resp. |CT|* =|CCy|-|CA| = Z\ACP.

Odtial plynie |BT|: |CT| = |AB| : |AC|. Tato rovnost ale znamena (vid ndvodna tlohu),
ze bod T lezi na osi uhla BAC, teda na polpriamke AS. Preto je jasna konstrukcia: Bod
T zostrojime ako priesecnik polpriamky AS s kruznicou k1, potom urc¢ime body B, C ako
priesecniky kruznice ko s dotykovou kruznicou k; v bode T'.

Teraz preskimame, ¢i zostrojeny trojuholnik ABC (vzdy jediny, az na mozni zamenu
vrcholov B a (') mé pozadované vlastnosti. Ide o to, ¢i bod S je skuto¢ne stredom vpisane;j
kruznice. NaSou konstrukciou je zarucend rovnost pomerov |BT| : |CT| a |AB| : |AC| (vid
vysSie). Preto bod S lezi na osi uhla BAC'. Viac pre bod S vSeobecne neplati. (Uvedomte
si, ze ak nechate prebiehat bod S po pevnej tsecke AT, bude vysledkom konstrukcie stale
ten isty AABC'. Len jediny bod tsecky AT je stredom vpisanej kruznice.) Zistime preto,
kedy bod S tiez lezi na osi uhla ABC (a je teda stredom vpisanej kruznice ). Z trojuholnika
ABT vidime, Ze to nastane, prave ked |AS| : |T'S| = |AB| : |BT|. Pretoze |AB| : |BT| =2
(vid vyssie), dostavame nutnt aj postacujicu podmienku |AS| = 2|T'S|, alebo aj |AS| =
= §|AT|. Pretoze bod T moze byt Iubovolny bod ki rézny od A, dochadzame k zéveru:
Zadana konstrukéna tloha ma riesenie (a to jediné az na oznacenie bodov B a (), prave
ked bod S lezi na kruzmici, ktord je obrazom kruznice k; v rovnolahlosti so stredom A

a koeficientom rovnym 2. (Podmienka S # A je zarudens zadanim.)
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A-1I-5

Nech AM je taznica, BN je vyska, bod X ich prieseénik a bod P stred tsecky CN v
skimanom trojuholniku (obr. 14).

B

N A
Obr. 14

Ak ma pre jednoduchost’ tisecka CN dlzku 1, potom |BN| = tg~, |[NA| = tgy , | XN| =

= tg 2 |IMP| = 1tgvy (strednd priecka v trojuholniku CBN ) a |PA| = |PN| + |NA| =
—|— t§7 Z podobnosti trojuholnikov M PA a X N A plynie pomer
MP| |XN 5t tg 2
[MP| _|XN| - 287 85
|[PA] |[NA] 1, tgy  tgy
2 ' tga tga
odkial
_ tgy (tgy —2tg 3)
tga = 5 .
Porovnanim s textom tlohy vidime, ze staci dokézat identitu
tgy —2tg L 2tg L
g’yT%gz =tgvy-tg %, zrejme ekvivalentni s tgvy = ﬁ

To je ale znamy vzorec pre tangens dvojnasobného uhla.
A-1-6
Dokazeme najprv, ze pocet vSetkych N-cifernych ¢isel, ktoré mozno zostavit z py nil, p;
9
jedniciek, ..., pg deviatok, kde >  p; =

= N, je rovny hodnote
i=0

po! p1!- - po!
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Skutocne, ak je po = 0 , je spominany pocet rovny poc¢tu vsSetkych poradi uvedenych
cifier, ktory je podla vzorca pre pocet poradi s opakovanim rovny hodnote plf\f!pgl. To
je ale (%) pre pg = 0 (pripominame, ze 0! = 1). Ak je po > 0, je nutné od celkového

poctu poradi danych cifier (véitane pg nil) odéitat pocet tych z nich, ktoré zac¢inaju cifrou

nula, tj. odéitat pocet vetkych poradi pg — 1 nil, p; jedniciek, ..., pg deviatok. Upravou
rozdielu —2+— — _(N,_l?! - dostaneme ().
polpal---po! (po—1)!p1!---po!

Teraz vysvetlime, Ze pri pevnom prirodzenom N je hodnota (x) najvicsia, ked sa pocty p;
navzajom ,,¢o najmenej liSia“, tj. st rovné podielu 1—]\6 (zaokrthlenému nahor alebo dole,
ak nejde o celé ¢islo). ZapiSme preto delenie N : 10 so zvyskom: N = 10g + r, kde ¢
a r su celé nezaporné ¢isla, pricom r < 10. Az do konca budu tieto ¢isla N, ¢ a r pevné.
(V zadani tlohy N = 1994, takze ¢ = 199 a r = 4. Dame vsSak prednost vSeobecnému
popisu.)

Najprv si vS§imneme menovatela zlomku (x). Dokazeme, Ze najmensia hodnota menovatela
je rovnd ((q+ 1)) (¢")1°~". Skutoc¢ne, v stic¢ine

(12 pg)- (12 pr)e(1-2-pg)

9
je prave > p; = N ¢initelov, z toho najviac 10 ¢isel 1, najviac 10 ¢isel 2, atd. az najviac 10
i=0
¢isel ¢. Je tam preto tiez asponn N — 10q = r ¢isel, ktoré nie st mensie ako ¢ + 1. Ak teda

zoradime tychto N ¢initelov od najmensieho po najviicési, bude prvych desat = 1, druhych
desat = 2, ..., ¢-tych desat = ¢ a zostavajucich » bude = ¢ + 1. Cely sucin teda nie je
mensi ako

119219 g1 (g + 1)" = ((¢+ DY (g7

Pritom toto minimum sa dosiahne, prave ked je medzi ¢islami p; préave r hodnot ¢ + 1
a prave 10 — r hodnét q.

S ohladom na prave dokdzané tvrdenie o minime menovatela (x) teraz ukazeme, ze zlomok
(%) nemoze byt maximalny na ziadnej desatici pg, ... ,pg, v ktorej pp < q. Vezmime teda

9
TubovoInu deseticu py, . .. , pg, v ktorej pg < q. Pretoze >  p; = 10q+r > po + 9¢, mdZeme
i=0
vybrat index i > 0 tak, aby p; = ¢ + 1. Ukazeme, ze hodnota (x) sa zvicsi, ak zamenime

v naSej desatici ¢isla pg a p; po rade ¢islami pp + 1 a p; — 1, zatial ¢o ostatné Cisla p;
nezmenime (to odpovedd zmene, ked v povodnej zostave cifier jednu cifru ,,i“ nahradime
cifrou ,,0“). Ak porovname zapis (*) pre pdévodnt a pozmenent desaticu, nahliadneme, Ze

.....

N — N — -1 N — 1
Do < Do alebo p; > ( Po)(po + )_
Di po +1 N —py—1

pretoze p; = po + 2, staci len dokéazat, ze plati

(N —po)(po+1)
N—po—l '

Po+ 2>
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Ekvivalentnou tpravou dostaneme nerovnost py < % — 1. T4 sa v nasej situdcii uz lahko
zdovodni: pretoze N = 10g = 10 (¢ # 0, lebo po < q) a pretoze nerovnost {5 < 3 — 1 je
zrejme splnend pre kazdé x > 10, plati pg < ¢ < 10 <X _1.

Zhriime predchédzajicu tvahu: Pri hladani najvicsej hodnoty (%) sa mozeme obmedzit
len na tie desatice po,...,pg, v ktorych pg = ¢q. pre ne vSak podla tvrdenia o najmense;
hodnote menovatela (x) plati

(N-DUN=po) - (N=DIN—gq) _ (N-1IN—gq)
po!p1!- - po! = polp! - pol = ((g+ D)N)r(gh)to—r"

Ak si uvedomime, kedy v poslednych dvoch nerovnostiach nastdva rovnost, dostdvame
koneény vysledok: Najvicsia hodnota (x) je rovnd

(N = DN = q) (_ 1993! - 1795
((g+1)Hr(gho= ' (2001)%(199!)°

a dosiahne sa vtedy a len vtedy, ked je medzi ¢islami p; prdave r hodnot g+ 1, prdve 10 —r
hodnot q a pritom py = q.

v zadanom pripade)

A-S-1

Vsetky uvazované trojuholniky BXY st navzajom podobné, lebo maju rovnaky uhol
pri vrchole X (obvodovy uhol na kruznici k; prislusny tetive AB) aj rovnaky uhol pri vr-
chole Y (obvodovy uhol na kruznici ko prislusny tetive AB). To znamend, Ze najvacsi
obsah mé ten trojuholnik BXY (obr.15), ktory ma napr. stranu BX ¢o najvicsiu,
tj. rovna priemeru kruznice k1. Podla Thalesovej vety je vtedy AB L XY (takze aj BY
je priemerom kruznice k). Konstrukcia bodov X a Y je tym jasna.

Obr. 15

Iné riesenie: Ozna¢me K; a K5 kolmé priemety stredov S7 a Sy na priamku XY (obr. 16).
Potom | XY | = 2|K1K3| £ 2|515;]|, pricom rovnost | XY | = 2|5152| nastane, prave ked
S15y || K1Ko, alebo AB L XY. Preto pre obsah P trojuholnika BXY plati odhad

P =5 |XY[-[AB| = [515] - |AB,

1
2
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pri¢om rovnost P = |S1.53| - |AB| nastane, prave ked AB L XY

A-S-2

Ozna¢me pismenami D a H definicny obor, resp. obor hodnot Tubovolnej funkcie f
uvedeného tvaru. V pripade a > 0 by mnozina D obsahovala niektory interval (—oo, xg),
zatialGo vSetky prvky H st nezéporné ¢isla. Preto musi platit a < 0. Z rovnakého dovodu
v pripade a = 0 nemdze byt ¢islo b zédporné, a zrejme v tomto pripade nemoze byt ani
b =0 (potom by totiz bolo f(x) = /¢, ¢o nevyhovuje). Preto v pripade a = 0 musi platit
b>0,tj. f(x) = vVbxr + c. Potom vsak H = (0,00) a z rovnosti D = (0, 00) plynie ¢ = 0.
Dostavame prvé riesenie f(z) = v/bx, b > 0.

V pripade a < 0 je grafom funkcie y = ax?+bx+c parabola ,obratend“ dole, tj. v zApornom

smere osi y. Odtial plynie, Ze neprazdna mnozina H musi byt tvaru H = (0, M) pre
niektoré M = 0. Z rovnosti D = (0, M) plynie, Ze ¢isla 0 a M st korefimi rovnice az? +
+br+c =0, takze ¢c = 0, b = —aM a f(x) = y/azx(x — M) (plati to aj v pripade

M = 0, ked je koreil 0 nasobny). Obor hodndt takejto funkcie je ale interval (0, f(&))
(vieme, ze x = % je stradnica vrcholu, tj. ,najvyssieho“ bodu paraboly), preto dostavame
podmienku f(&) = M:

\/a-%-(%—M>:M, alebo M - —g:M.
2 2 4

Posledna rovnost plati, prave ked M = 0 alebo a = —4. Nasli sme zostavajlce rieSenie
f(z) =Vaz? (a<0)a f(x) =v—422 4+ bz (b > 0).
Odpoved: Hladané funkcie st troch druhov: f(z) = vbx (b > 0), f(z) = Vaz? (a < 0)
a f(x) =+v—42% + bx (b > 0).

A-S-3

Vieme, 7ze h < g < a < k. Pretoze prvky M st vypisané v poradi od najmensieho po
najvicsi, musi nastat niektory z tychto pripadov:
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(i) g = 18V/2, (ii) a = 40, (iii) g = 30 a a = 25V/2.
V kazdom z nich je uz dalsi postup lahky:
(i) Z g = 18v2 vyplyva h = L. Pretoze 2y = g? = 648, dostévame

20t 468

T == ——\
Y= 15
Posledni ¢islo nepatri do M, takze pripad (i) nemoze nastat.
(ii) Z a = 40 vyplyva k = 10v/23, takze

z+y=2a=280

z? 4+ y? = 2k* = 4600.

Odtial 2zy = 802 — 4600 = 1800, ¢ize zy = 900 a ¢ = v/900 = 30 € M. Konecne
h =230 — 15 ¢ M. Cisla z a y st korene rovnice ¢* — 80t + 900 = 0, teda {z,y} = {40+
+10V7}.
(iii) Plati

zy = g = 900

x+y:2a:50\/§,

.7 _ 2900 __ T= .
odkial h = 50V3 = 18v/2 € M. Dalej

2%+ = (50v/2)° — 2900 = 3200,
takze k = /1600 = 40 € M. Cisla = a y su korene rovnice t2 — 5082t + 900 = 0, teda
{z,y} = {25v2 £ 514},
Odpoved: {z,y} = {40 +10V7}, {z,y} = {25v2 +5/14}.

A-1II-1

Ak ma pétnastmiestne ¢islo vo svojom zépise x trojek a 8 — x osmiciek na mieste parnych
radov a zaroven y trojek a 7 — y osmiciek na mieste neparnych radov, je podla znameho
kritéria toto ¢islo nasobkom jedenastich, prave ked je 11-timi delitelny ciferny stcet

z-3+8—x)-8—y-3—(T—y)-8=5(y—xz)+8.
Pretoze 0 Sz < 8a0 =y < 7, plati —8 < y—x < 7. Prebratim vSetkych moznych hodnot
y—x (alebo tpravou 5(y —x)+8 = 5(y —x+6) — 22) zistime, Ze podmienka 11|5(y —x) +8
plati, prave ked y — x = —6 alebo y — x = 5, takze y = x — 6 alebo y = = + 5. Pretoze
x trojek rozmiestnime na niektoré z 6smich pozicii (i) sposobmi a podobne y trojek na
niektoré zo siedmych pozicii (Z) sposobmi, je hladany pocet rovny

°. /8 7 2. /8 7
—9 21 + 21 28 = 210.
Z(x)(x_6)+;<x)<x+5) 8 4 56 + 21 + 21 4 56 + 28 = 210

=6
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Iné riesenie: Pitnastmiestne ¢islo so zapisom cics...c15 dava po deleni jedenastimi
rovnaky zvysok ako sucet

Szcl—CQ+03—C4+C5—...—Cl4+015. (1)

Ak je ¢; € {3,8} pre kazdé i, potom vzhladom k tomu, Ze 8 = —3 (mod 11), dava sucet S
po deleni jedenéstimi rovnaky zvysok ako stdet S’ s 15-timi ¢lenmi

S'=43+3+3+...43, (2)

v ktorom pred i-tu trojkou (pre kazdé i) je rovnaké znamienko ako v kongruencii
(—=1)"¢; = £3 (mod 11). Naopak ku kazdému st¢tu S’ tvaru (2) mozno podla poslednjch
kongruencii priradit jediny sucet S tvaru (1) s ciframi ¢; € {3,8}. Hladany pocet
patnastmiestnych cisel je preto rovny pocétu vSetkych tych vyberov znamienok v (2),
pri ktorych S’ = 0 (mod 11). Pretoze kazdy sucet S’ je neparny nasobok troch, ktory
v absolutnej hodnote neprevysuje cislo 45, zaujimame sa o tie vybery znamienok, pri
ktorych S’ = 33 alebo S’ = —33. To nastane, prave ked je vybrané 13-krat plus a 2-krét
minus, alebo naopak 13-krat minus a 2-krat plus. Hladany pocet je preto rovny 2 - (125) =
= 210.

A-1I-2

Ozna¢me P priese¢nik taznice AA; s osou o uhla ABC uvazovaného trojuholnika (obr. 17).
Podla zadania plati

Obr. 17

|AP| = |BP]|, takze |[S A1 AB| = g, kde g = |[<ABC|. Ozna¢me R a @ kolmé priemety
bodov A; a C na stranu AB a zvolme jednotku dizky |[BR| = 1. Pretoze AR je
strednd priecka trojuholnika CQB, plati |QR| = 1, |[A1R| = tgB, |CQ| = 2tg 3, takze
z trojuholnika ARA; plynie

AR tgB 2

tg|IA1AB| tgg 1—tg2§'

|AR| =

Preto mozeme urcit dizku

2 1 1
—— 1= 7
1—tg? % cos 8

[AQ[ = |AR| — |QR| =
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takze z trojuholnika AQC pre uhol o = | BAC| dostavame

CQ| _ 2tgp .
tea = = = 2sin .
5T Al T 1 ’
cos 8

Pretoze a + 5 = 75°, vychadza tg(75° — ) = 2sinf3. T&to rovnost plati pre § = 30°,
neplati vSak pre ziadne iné [ z intervalu I = (0°,75°), lebo jej lava strana je na I klesajuca
funkcia, zatial¢o prava strana funkcia rastica.

Odpoved: Uhol pri vrchole A je 45°, pri vrchole B 30°.

In€ riesenie: Zachovajme oznacenie Ay, P, a a  z prvého rieSenia. Znovu si vSimnime,
Ze |[SA1AB| = g, a potom napisme sinusové vety pre trojuholniky AA;C a AA;B:

|CAL| _ sin(a — 2) . |BA1| _ sin & _ 1
|AA| sin 105° |AA;|  sinf  2cos g .

Pretoze vSak |CA;| = |BA;|, plynie odtial rovnost

sin(a — g) 1 . (
sin

= leb
sin 105° 2 cos g aeno

B) B cos1b°
a— =] -cos— = .
2 2 2

Po dosadeni o = 75° — 3 do poslednej rovnosti zistime podobne ako v prvom riesenie, ze
B = 30° je jedind mozné hodnota.

A-1I-3

Ozna¢me P a @ stredy hran AB a C'D skimaného Stvorstenu (obr. 18). Z rovnoramennych
trojuholnikov ABC a ABD plynie CP L AB a DP | AB, takze steny ACD a BCD su
simerne zdruzené podla roviny DPC. Podobne steny CAB a DAB st stimerne zdruzené
podla roviny ABQ. Preto stred S vpisanej gulovej plochy lezi na priese¢nici rovin DPC
a ABQ, teda na tsecke P(Q). Naviac body dotyku tejto gulovej plochy so stenami Stvorstenu
lezia na useckach AQ, BQ, CP a DP. Ozna¢me z velkost tsecky |SP| a znazornime obidva
rovnoramenné trojuholniky ABQ a CDP s hlavnou kruznicou vpisanej gulovej plochy v tej
istej rovine (obr.19). Plati

|AQ| = |BQ| = /2 = b2, |CP|=|DP|= /2 —a?, |PQ|=+/c2—a®—12.

Z dvojic podobnych pravouhlych trojuholnikov dostaneme dve vyjadrenia pre polomer o
spominanej kruznice (a vpisanej gulovej plochy):

ICQUISPL __bex IBPLISQI o (VE-— @ -a)
’ CP ¢ —a? ° |BQ| c? — b2 '
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Porovnanim obidvoch vyjadreni dostaneme linedrnu rovnicu pre nezndmu x s riesenim

avec? —a?vc? — a? — b2 (%)
x = .
ave? —a? +byvc? —b?
a dosadenim do prvej z predchadzajucich rovnosti vyjde
B abvc? — a? — b?
¢ avVe® —a? 4+ b/ — b2’

¢o je hladany polomer gulovej plochy vpisanej danému $tvorstenu ABCD.

C
B
b C a
Q Y
5 P
b a
A
D
Obr. 18 Obr. 19

Iné riesenie. Vyuzime to, ze pre objem Vaipcp, povrch Sapop a polomer p vpisanej
gulovej plochy stvorstenu ABCD plati

1

Vapcp = gQSABCD7 (1)

pricom v danom pripade je

Sapcp = 25aBc +2Scpa =

= 2(@\/02 —a? 4+ by/c? —bQ).

Podobne ako v prvom rieseni z vlastnosti daného stvorstenu zistime, ze hrana AB je kolmé
na rovinu C'DP, takze objem Vipcp spocitame ako dvojnasobny objem ihlanu CDPB
(obr. 18) s podstavou CDP a vyskou velkosti a. Je teda

2 2
VABCD - gab‘pQ| = gab 02 — a2 — b2.

Dosadenim do vztahu (1) vyjde

B aby/c? — a? — b2
¢ ave2 — a2 + b2 — b2
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A-1II-4

Nech n je stupen hladaného mnohoclena f (zrejme f # 0) a nech az™ je jeho veduci ¢len
(tj- f(x) = ax™ + g(z), kde g je mnohoclen stupnia < n — 1, prip. g = 0). Veduci ¢len
mnohocélena f(x)-x-f(1—x) je potom rovny (—1)"a?z***1. Podla zadania vSak lav4 strana
danej rovnice nemo6ze byt mnohoc¢lenem neparneho stupra. Preto nutne plati 2n +1 = 3
a zarovenl (—1)"a? = —1, takze n = 1 a a = &=1. Mnohoc¢len f je preto tvaru f(z) =z +b
alebo f(x) = —x + b, kde b je vhodna konstanta. Pre f(z) = x + b je Tava strana danej
rovnice rovna trojélenu 22 + (b + b)x + 100, ktory je nezaporny pre kazdé x, prave ked
6% +b] < 20, tj. b e (=5,4). Pre f(z) = —x + b vychadza trojclen x? + (b> — b)x + 100
a podmienka |b% — b| < 20, t.j. b € (—4,5).

Odpoved: Hladané mnoho¢leny s f(z) = x+b, kde b je lubovolné ¢islo z intervalu (—5,4),
a f(z) = —x + b, kde b je Tubovolné ¢islo z intervalu (—4, 5).

A-IIT-1

Na obr. 20 je siet daného $tvorstena, ktord vznikla otoc¢enim stien ABD, BCD a CAD
C
D3 - D2
A \/ B
Dy
Obr. 20

okolo hran steny ABC do jej roviny. Rovnosti zo zadania tlohy znamenaju, Ze ako body
Dy, A a D3, tak aj body D1, B a D5 lezia na priamke. Preto je tsecka AB strednou
prieckou trojuholnika Dy D5 D3, ¢o spolu s trojuholnikovou nerovnostou pre trojicu bodov
D5, C' a D3 vedie k odhadu

92|AB| = |DyDs| < |D3C| + |CDs| = 2|CD.

Tym je nerovnost |CD| = |AB| dokdzana.
A-1II -2

PretozZe ¢islo 66 nie je delitelné Styrmi, nemoze platit a = g = h = k, takZe ako dobre

vieme, plati h < g < a < k. Oznaéme ¢ najvicsi spoloény delitel ¢éisel a, g. Potom a = cay
2 2

.y , , R Py . C .

a g = cgp, pricom g; < a; sa nesudelitelné prirodzené cisla. Pretoze h = g _ ﬂ, je
a aj
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¢islo ¢ delitelné ¢islom aq, teda ¢ = da; pre vhodné prirodzené éislo d. Dostdvame tak
vyjadrenie priemerov pomocou ¢isel d, aq, g1:

h:dgf, g =daig, a:da%, k=+/2a*—g :dalVZa%—g%.

Pretoze druhéd odmocnina z prirodzeného ¢isla je bud prirodzené, alebo iracionalne ¢islo,

.....

Odtial plati 2a? < 66, alebo a; < 5. Lahko sa zisti, ktor4 z desiatich odmocnin

\/2a% — g%, kde 1< g1 <ajp £5,

je rovnda prirodzenému d¢islu: takd je len odmocnina v2-52 — 12 pre a; = 5 a g1 = 1.
Dosadenim do (x) zistime, ze d = 1. Priemery (h,g,a,k) = (1,5,25,35) ma dvojica
koretiov rovnice 2 — 50t + 25 = 0, teda dvojica ¢isel {z,y} = {25 + 10v/6, 25 — 101/6}.

A-T1IT-3

Oznac¢me dané body A;, Ao, ..., As, dané priamky p1, ps, ..., p5 a rozliSme dva pripady:
Na kazdej danej priamke lezia nanajvys dva dané body. Keby A; € p; N py pre niektoré
indexy i a j # k, platilo by A, € p; Upy pre nanajvys tri hodnoty x (v¢itane x = 1), takze
by zostavajice dva dané body spolu s priamkami p;, p; tvorili vhodny vyber. V opa¢nom
pripade by kazdym bodom A; prechddzala nanajvys jedna priamka p;; potom by dokonca
niektoré tri priamky p; neprechddzali ani bodom A;, ani bodom As.

Na niektorej danej priamke leZia aspon tri dané body. Nech napriklad body A;, As a As
lezia na priamke p;. Pretoze kazda priamka p; (5 > 1) prechddza nanajvys jednym
z bodov A;, Ay, A3 (inak by bolo p; = p1), mdzeme jej priradif dvojprvkovi mnozinu
M; C {Ay, Ay, Ag} taka, ze pj N M; = . AvSak trojprvkovd mnoZina ma len tri rozne
dvojprvkové podmnoziny, takze niektoré dve zo Styroch mnozin My, Ms, My a M; su
rovnaké. Pri vhodnom ocislovani bodov a priamok teda plati My = M35 = {A;, As}. To
znamena, ze je mozné vybrat body A;, A a priamky ps, p3.

A-1II -4
Vsetky desatmiestne ¢isla rozdelme do skupin tak, aby dve d¢isla padli do tej istej
skupiny, prave ked s zapisané rovnakym siborom desiatich cifier. Podla vzorca pre pocet

kombinéacii s opakovanim existuje prave 9 roznych neusporiadanych stiborov desiatich

Cislic. Pretoze je medzi nimi aj stibor desiatich nil, je pocet zmienenych skupin, do ktorych
sme rozdelili vSetky desatmiestne ¢isla, rovny ¢islu

19 19-18-...-11
—1= ~1=19-17-13-11-2—-1=92 10°.
(9) 5o 9-17-13 92377 < 10
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.....

zo zmienenych skupin vyskytuje viac ako 10975 = 10* ¢&isel delitelnych siedmimi. Tvrdenie
zo zadania ulohy teda plati.

A-—1III -5
Nech k(S,7) a k;(S;, ;) st uvazované kruznice. Trojuholnik $.S;.55 so stranami dlzok

|SSl| =Tr—"r, |SSQ| =T —"T9, |5152‘ :7‘1—|—7‘2 (1)

mé podla zadania pravy uhol pri vrchole S. Na obr. 21 je tento trojuholnik doplneny na
pravouholnik SS51DS5.

Obr. 21

Novy bod D mé podla (1) od bodov Sy, Sa, S vzdialenosti
|DS1| =r =7y, [DSzf=r—r1, [DS|=r1+rs. (2)

Z trojuholnikovej nerovnosti |S152| < |SS1| + |SS2| vzhladom na (1) okamzite dostavame
r1 + ro < r. Preto je mozné uvazovat kruznicu so stredom D a polomerom rovnym r —
— 11 — ro (neoznacend kruznica na obr. 2, leziaca v uhle ASB). Tato kruznica ma podla
(2) vSetky vlastnosti kruznice k3 z textu tlohy: dotyka sa zvnitra kruznice k a zvonku
kruznic ki, ko. Pretoze kruznica k3 je pre dané kruznice k, k; a ko jedina, plati S3 = D
ars=r—ry —re. Podla vety o obvodovom a stredovom uhle to znamena (obr. 22), ze

1 1
[FXCY| =3 - [351DSs| = 5 - 90° = 45°,

Tym je dokaz ukonceny.

50



- S5
Obr. 22

A-1IIT-6

Pre kladné korene a, b, ¢, 0 < a < b < ¢, rovnice (1) musi platit Pytagorova veta
a? + b2 = ¢? a Vietove vzfahy

a+b+c=2p(p+1), ab+bc+ac=p*+4p> -1, abc=3p>. (2)
Dostavame tak

2 =a® + 0> +c? = (a+b+c)* —2(ab+bc+ ac) =
=4p*(p+1)* —2(p" +4p° — 1) = 2(p* + 1)*,

t.j. ¢ = p* + 1. Preto zo vzorcov (2) dalej vyplyva

a+b=2p(p+1)—c=p*+2p—1,
ab=p* +4p> — 1 —c(a+b) =2p> — 2p.

Cisla a, b st teda korene kvadratickej rovnice
u? = (p* +2p — Du+2p° —2p =0,

¢o st (po jednoduchom vypoécte) &sla 2p a p? — 1. Odtial vyplyva nutnd podmienka p > 1.
Cisla 2p, p? — 1, p? + 1 st korene (1), prave ked splitaji treti Vietov vztah

2p(p2 — 1)(p2 +1) = 3p3, alebo p(2p2 + 1)(p2 —-2)=0.

S prihliadnutim na p > 1 tak dostdvame jediné riesenie p = v/2. Korefimi (1) st v tomto
pripade tri ¢isla 1, 2v/2 a 3.
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Vyhodnotenie stifaze v kategérii C

V tomto ro¢niku matematickej olympiady vyhlasila UK MO sttaz pre riesitelov kategérie
C. V letédku so zadaniami doméceho kola bolo zadanie tlohy ¢.6 (pozri tloha C — I — 6)
rozsirené a najlepsie riesenia mali Ziaci zasielat na adresu UK MO. Do stitaze sa zapojilo 19
Studentov, z toho 13 tlohu vyriesilo spravne. Najcastejsim rieSenim bolo overenie velkosti
uhlov na 10 krokov (8 riesitelov). Na druhej strane vSetci netspesni riesitelia dokazali iba
vztah B: v = 2: 3 resp. nejaky iny vzfah medzi uhlami «, 8,7 (napr. v = 2a + 60 — 3,
v+ B = 140°), ¢o spolu so vztahom « + 8 4+ v = 180° nestac¢i na vyrieSenie tlohy. Nasli
sa riesitelia, ktori zabudli svoju uvahu obratit. Ukazali iba, ze ak v trojuholniku ABC st
uhly danej velkosti, potom je ,dobra® ich konstrukcia.

Vysledky stutaze: (riesitelia, ktori nasli spravny postup na 10 a menej krokov)

9 krokov:

Jdn Trojdk, Gymndzium Velkd Okruind, Zilina,

Peter Novotny, 8, ZS Hliny V, Zilina.

10 krokov:

Anita Baranovd, Gymndzium Svidnik,

Peter Bodik, Gymndzium Postovd, Kosice,

Frantisek Kuirdly, Gymnazium Trebisovskad, Kosice,

Matus Medo, Gymnazium Postovd, KoSice,

Ivan Moravcik, Gymndzium Pezinok,

Martin Sevcik, Gymndzium Trencin,

Jan Spakula, Gymndzium Postovd, Kosice,

Viadimir Zajac, 7, Gymndzium Grosslingovd, Bratislava.

Este spomenime Petru Polovkovi z Gymnadzia v Spisskej Novej Vsi, ktora nasla konstrukciu
na 8 krokov, ale jej overenie spravnosti rieSenia bolo netiplné. Vsetkym tispesnym riesitelov
tatko gratulujeme. Tu uvedieme dve z VaSich rieSeni (trocha upravené).

RieSenie 1 (Jdn Trojdk, Gymndzium, Velkd Okruznd, Zilina; 9 krokov)

Najprv overime, ze o = 40°. Zostrojme kruznice ¢1(A,r), l3(Y1,7), kde Y1 € {1 N AB a
r je Tubovolny vhodny polomer. Ozna¢me Yo € £; N AC, Y3 € £ N /¢y (obr.23). Dalej
zostrojme kruznice l3(Ya, |YaYs|), €4(Y1,|Y2Y3|). Vieme, ze |[qY1AYs| = 60°. Pokial sa
kruznice ¢3,¢, pretna v bode Yj leziacom na kruznici ¢; bude |[4Y2AY3| = [4Y,AYs| =
= |[4Y1AY,| = 560° = 20° a a = 2 20° = 40°. Uvedent tivahu mézeme obratit (pokial
a = 40° pretna sa kruznice /3, ¢4 na kruznici ¢1) a velkost uhla « je overena.

Namiesto S = 56° budeme overovat rovnost v = 180° — o — f = 84°. Pre Iubovolny
vhodny polomer r; zostrojme kruznice k1 (C,71), ko(X1,71), kde X7 € k1 N AC. Oznaéme
X5 € ki N BC, X3 € ky Nky tak, aby body X5, X7, X3 boli usporiadané na kruznici k;
v smere pohybu hodinovych ruci¢iek. Zostrojme uhol 5v s vrcholom v bode C. To sa
da napr. takto: zostrojme kruznice ks(X1,|X1X2|), ka(X4, | X2X4]), k5(X5, | X2X4]|), kde
X4 € k1 Nks, X5 € ky N ky, pricom berieme tie priesecniky kruznic ki N k3, k1 N k4, aby
body X5, X2, X1, X4 boli na kruznici k; usporiadané v smere pohybu hodinovych ruciciek.
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Pokial sa kruznice ks, k1 pretn v bode X3 z konstrukcie vyplyva, ze v+ 2y + 2y = 360° +
+ 60° t.j. v = 84°. Uvedent uvahu je mozné obratit (pokial v = 84° kruZnice sa pretni
v bode X3) a mame velkost uhla 7 overent.

Obr. 23

Ak zvolime vhodne polomery kruznic, ktorych stredy st vo vrcholoch trojuholnika ABC je
mozné overit velkost uhlov na 8 krokov. Autorom myslienky je Petra Polovkovd z Gymnazia
v Spisskej Novej Vsi (Skoda, Ze jej rieSenie nie je iplné). Zobrala v tvahu, Ze kruznicovym
oblikom rovnakej dféky, ktoré lezia na kruzniciach s rovnakym polomerom odpovedaja
rovnako velké stredové uhly.

Riesenie 2
Zostrojme kruznice ki (C, |BC), ka2(B, |BC|), ks(A,|BC|) a ozna¢me R € k; N AC, S; €
EkonNky, X € koNAB, S3 € ksNky, Z € ksNAC,Y € ksnN AB (Obl‘24) Vieme, ze

|4S1BC| = 60°, a tak | X BS;| = 60° — (. Velkost oblika XS] prenesme na kruznicu &y,
t.j. zostrojme kruznicu k4 (S, |S1X|) a ozna¢me {Ss’, Sa} = k1 N k4. Dostali sme, Ze

[951CSs| = [45:CSy'| = [ XBSi| =60° - 3,
[FRCS2| = (v = 60°) +(60° = ) =7 = 5,
[FRCSS'| = (v = 60°) — (60° = §) =~ — 120°+ 3 .

Prenesme velkost obltika R.S5 na kruznicu k3 to znamené zostrojme kruznicu k5 (Ss, [S3.52|)
a oznacme Sy € ks N k3. Plati potom |4 ZASy| = [FRCSY'| = v+ f — 120°. Zostrojme
kruznicu kg(S4,[S4Z|). Ak kruznica kg prechddza bodom Y, potom o = 2(y + 5 —
—120°). Dalej zostrojme kruznice k7(Sz, |S2R|), ks(B, |S2R|). Ak sa kruznice k7, ks pretni
na kruznici k1, potom plati | RCB| = 3| RCSs| t.j. v = 3(y — B).
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Ziskali sme tri rovnice:

y=3(y-8),
a:2(7+ﬁ_1200)7
a+ [+ =180",

ktorych riesenim st aw = 40°, B = 56°, v = 84°.

Uvahu je mozné obratit (ak o = 40° kruznica kg prechddza bodmi Y,Z, ak
v = 84° = 3. 28° kruznice k7,ks sa pretnt na kruznici k1) a mame overenu velkost
uhlov.

Rovnaka sttfaz ako na Slovensku prebiehala v tom istom c¢ase aj v Ceskej republike.
Vysledok sutaze bol podobny. Avsak vyskytlo sa tam jedno tplne vynimocéné rieSenie,
ktoré poslal este len 13-rocny ziak, ktoré potrebovalo len 5 krokov. V tomto rieseni boli
vyuzité ovela hlbsie vztahy ako v predchadzajicich dvoch.

RiesSenie 3 (Martin Viséor, Gymndzium tr. kpt. JaroSe, Brno; 5 krokov)

Zostrojme najprv kruznicu k; so stredom A a polomerom |AC|, jej druhy prieseénik so
stranou BC' ozna¢me D. Dalej zostrojme kruznicu ks so stredom D a polomerom |DB],
jej druhy priesecnik s AB ozna¢me F; potom kruznicu ks so stredom E a polomerom
|ED| a jej druhy prieseénik s |BC| ozna¢me F', priesenik s AB ozna¢me G a prieseénik s
ko oznac¢me H. Zostrojme este kruznicu k4 so stredom F' a polomerom |FH| a ozna¢me
I jej druhy priesecnik s k3. Napokon zostrojme kruznicu k5 so stredom [/ a polomerom
|ID|. Dalsie tivahy vyuzivaji predovietkym mnoho rovnoramennych trojuholnikov a to,
ze uhly pri zakaldni rovnoramenného trojuholnika st zhodné. Z toho odvodime:d = 180° —
— 20,8y = 180° — 20 = 48 — 180°, 51 = 8 — bes = 180° — 33. KedZe body I, F a H lezia
spolu na kruznici ky, plati tiez |[SIEF| = | FEH]|, teda f35 = |JIEF| = |SGEH| + (4.
Potom ale z rovnostrenného trojuholnika EH D dostdvame |[JGEH| = 60° — 3, ¢ize spolu
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|[SIEG| = B + B3 = 180° — 358 + 60° — B + 180° — 35 = 420° — 7/3. Testo spravnosti
velkosti uhlu 8 bude teraz to, ¢i kruznice ks prechadza bodom G. V tom pripade plati
|SDEI| = |[SIEG|. Kedze vsak |<DFEI|+ |SIEG| = |[<DEG| = [, znamena to, Ze
58 = [FIEG| = 420° — 73, teda 3 = $=840° = 56°.

Zostava este overit velkost uhlu o. Opéf pomocou rovnoramennych trojuholnikov overime
vztahy v = 180° — 6 —w =20 — w, a1 = 180° + 2w — 45, as = f — w. Testom spravnosti
velkosti uhlu « bude to, ¢ kruznica ks prechadza bodom A. Pokial 4no, plati as = w, ¢ize
p = w = %5. Potom uz mozno séitat o = a; +ag = 180° +2w — 45 + %5 = 180° — 140° =
= 40°. Tym sme overenie skon¢ili.
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Zadania sutaznych tloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Niektoré spolo¢nosti st ¢iastoénymi vlastnikmi inych spoloc¢nosti, lebo vlastnia ¢ast ich
akcii. Napriklad podnik méze vlastnit povedzme 12% iného podniku. Budeme hovorit, Ze
spoloc¢nost A ovlada spolo¢nost B, ak je splnend aspon jedna z nasledujtcich podmienok:
- A= B,

— A vlastni viac nez 50% B,

— A ovladda k (k = 1) spolo¢nosti C(1),...,C(k) takych, ze C(i) vlastni x(i)% spolo¢nosti
Boprel<i<kaplati (1) +...+ z(k) > 50.

Napiste program, ktory v ¢o najkratSom case vyriesi nasledujicu tlohu. Dany je zoznam

trojic (i,7j,p), ktoré oznacuju, Ze spolo¢nost i vlastni p% spolo¢nosti j. Urcte vsetky

dvojice (h, s) také, Ze spolo¢nost h ovlada spolo¢nost s. Vysledkom je zoznam dvojic (h, s)

vzostupne usporiadany podla h.

P-1I-2

Ucebny text.

Typizované kocky v trojrozmernom priestore sii pre tcely uchovania informécii v pocitaci
kédované nezapornymi prirodzenymi ¢islami, ktoré st zlozené z ¢islic 1, . .. ;8. Stradnicova
sustava, v ktorej je umiestnend zdkladné typizovand kocka, méa zaciatok v fazisku a
stradnicové osi su kolmé na steny kocky. Nech Alz,y,z| je niektory vnatorny bod
typizovanej kocky. Potom 8 vzniknutych typizovanych kociek méa kédy 1,...,8 podla
nasledujuicej tabulky:

kéd kocky |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
b'e + |- (- |+ [+ |- -]+
y +l+ -] |+ |+ |- |-
z + |+ |+ |+ |- |- |-]-

Kazdi z 6smich takto vzniknutych typizovanych kociek mozno rozdelit podobnym
sposobom na 8 typizovanych kociek, ktorych kédy s teraz 11,...,88 atd. Kéd takto
vzniknutych mensich typizovanych kociek dostaneme pridanim zodpovedajicej jednej cifry
(pozri tabulka) na pravy koniec kédu bezprostredne nadradenej typizovanej kocky. Tymto
sposobom sa daju typizované kocky delit bez obmedzenia.

Satfazna dloha:

Dany je kéd typizovanej kocky a postupnost jej pohybov o jednu dizku jej hrany ako
koneény retazec pismen z mnoziny { R,L,U,D,FB } tak, ze

— R a L st posun v kladnom a zapornom smere osi x,

— U a D st posun v kladnom a zadpornom smere osi y,
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— F a B st posun v kladnom a zapornom smere osi z.

Napiste program, ktory prec¢ita kdd jednej typizovanej kocky a postupnost jej pohybov a na
vystupe vypise kédy vSetkych typizovanych kociek, ktorymi bude dané kocka prechadzat.
Ak pri svojom pohybe prekroc¢i hranicu zékladnej kocky, potom program o tom poda
vhodnu spravu.

P-1I-3

Na biely list papiera (3irka a cm, dlzka b cm) polozime N obdiznikov roznych farieb.
Ich strany st rovnobezné s okrajmi papiera. Teraz vidime obrazce roznych farieb. Dve
oblasti rovnakej farby povazujeme za casti toho istého obrazca, ak maju spolo¢ny aspon
jeden bod, ina¢ ich povazujeme za rézne obrazce. Uréte plochu obdlZnikov, ktora je mimo
papiera (t.j. musela byt odrezand).

Predpokladany stradnicovy systém ma zaciatok v lavom dolnom rohu a osi rovnobezné
s okrajmi papiera. Sirka je na osi y. Udaje pre tilohu s celé nezaporné ¢isla a maja tvar:
—a, b, N st v prvom riadku,

— stradnice Tavého dolného rohu, dizka, Sirka, farba obdlznika st v dalsich N riadkoch
Obdlzniky st na vstupe v tom poradi, ako st ulozené na papieri. Biela farba ma kéd 1,
ostatné farby maja kédy 2 az 64.

Napiste program, ktory uréi farbu a plochu vsetkych obrazcov a vypiSe ich v poradi podTla
rastiiceho ¢isla farby. Na poslednom riadku uvedie stcet velkosti vSetkych zvyskov, ktoré
presahovali cez okraj papiera.

P-1I-4

Ucebny text.

T-stroj je tvoreny riadiacou jednotkou, ktord ma koneénti pamét (t.j. moze sa nachadzat
v konecne vela stavoch) a nekonecéni pdsku, rozdelent na policka. V kazdom policku moze
byt zapisany jeden znak abecedy, alebo je policko prézdne, t.j. obsahuje Specidlny symbol
@. Citacia/zapisovacia hlava T-stroja je umiestnend vzdy nad uréitym polickom pasky
a moZe sa pohybovat vlavo alebo vpravo vzdy o jedno policko.

Vypocet T-stroja prebieha po taktoch. Na zaciatku vypoctu je T-stroj v pociatocnom stave
a na paske je zapisana postupnost znakov vstupnej abecedy (vstupné slovo) a je ur¢ena
pociatoc¢na poloha citacej hlavy nad paskou. V kazdom takte vypoctu T-stroj precita znak
z policka, nad ktorym je ¢itacia hlava. Na zaklade tohoto znaku a stavu riadiacej jednotky
(konfigurdcia T-stroja) sa zapiSe nejaky znak do toho istého policka, riadiaca jednotka moze
zmenit svoj stav a ¢itacia hlava sa moze posunit o jedno policko dolava, doprava, alebo
moze zostat nad tym istym polickom. V priebehu ¢innosti T-stroja mozu byt na pasku
zapisované okrem znakov vstupnej abecedy aj znaky z pracovnej abecedy. Cinnost T-stroja
kon¢i v okamihu, ked prejde do stavu, v ktorom je vykonany prikaz STOP, alebo, ked uz nie
je urcené, ako ma jeho ¢innost pokracovat pri kombinécii niektorého stavu a precitaného
znaku. Ak sa T-stroj zastavi, povieme, ze prepisal vstupné slovo na vystupné slovo.
T-stroj moze rozhodovat niektoré problémy, na ktoré st mozné odpovede ano/nie. Ak
sa T-stroj rozhodne odpovedat ano, skoné¢i svoju ¢innost v uréitom pevne stanovenom
stave, povedzme Sk. Ak sa T-stroj rozhodne odpovedat nie, skon¢i svoju ¢innost v stave
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rozdielnom od Sk.
Cinnost T-stroja sa d4 popisat riadiacimi $trukttirami Pascalovského typu, menovite sa
daji pouzit podmienené prikazy a cykly typu repeat a while. Néavestie pred prikazom
oznacCuje stav T-stroja. Stav SO je spravidla pociatoénym stavom T-stroja. Jedina
premennd s menom znak obsahuje znak policka, nad ktorym je ¢itacia hlava, slova right
a left oznacuju smer pohybu c¢itacej hlavy po paske. Prikaz STOP oznacuje ukoncenie
vypoctu T-stroja. Ak v popise T-stroja nie je uvedenad reakcia na urciti konfiguraciu
(t.j. ¢itany znak a stav riadiacej jednotky), ¢innost T-stroja tiez kondi.
Priklad: Zistite, ¢i kladné ¢islo, zapisané na paske v binarnej Ciselnej ststave, je neparne.
Citacia hlava je nad &islicou najvyssieho radu.
Riesenie: Péarnost alebo neparnost c¢isla v bindrnej ststave urcuje ¢islica najnizsieho
radu. Pokial je 1, je ¢islo neparne. Na rieSenie naSej tlohy presunieme ¢itaciu hlavu
bez akéhokolvek zapisu nad poslednu cifru tak, ze ¢itaciu hlavu presunieme nad prvé volné
policko za ¢islom, vratime sa na poslednu ¢islicu a tato otestujeme. Ak je 1, T-stroj sa
zastavi v stave S2 a odpoved je 4no, v opatnom pripade sa T-stroj zastavi v stave S1 a
odpoved je nie.
S0: while znak<>@ do begin right end;

begin left; S1 end;
S1: if znak = 1 then begin S2 end;
32: STOP slo je neprne ;
Priklad: Na paske je nezaporné celé ¢islo n, zapisané v binarnej ¢iselnej stistave a c¢itacia
hlava je nad ¢islicou najvyssieho radu. T-stroj zapise na pasku ¢islo n + 1.
Riesenie: T-stroj otestuje ¢islicu najnizsieho radu, pripocita k nej jednotku a urobi vsetky
nutné prenosy do vyssich radov.
S0: while znak<>@ do begin right end;

begin left; S1 end;
S1: if znak = O then begin znak:=1; S3 end;

else S2;

S2: while znak = 1 do begin znak:=0; left end;

begin znak:=1 S3; end;
S3: STOP n+1
Pozndmka: Z uvedenych prikladov vyplyva, ze priradovaci prikaz znamena zapis do policka
pasky, nad ktorym je ¢itacia hlava a prikaz Sk znamena zmenu stavu T-stroja na stav Sk.
Reakciu T-stroja na konfiguraciu v danom takte zapisujeme do zatvoriek begin a end.
Sutazné tulohy:
Popiste ¢innost T-stroja, ktory rozhodne, ¢i celé nezédporné dekadické ¢islo je delitelné
tromi.
Na paske T-stroja je vstupné slovo, zlozené z pismen a, b. Prepiste toto vstupné slovo na
rovnaké miesto pasky tak, aby vystupné slovo malo rovnaky pocet pismen a, b ako vstupné
slovo a vSetky pismena a vo vystupnom slove predchadzali vSetkym pismenam b.

P-II-1
Predpokladajte, ze ist4 banka vlastni zakladny kapital v m (1 < m < 10) réznych menéch
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vo vyske z[1],...,z[m], ktoré sa nedaji navzajom zamienat. Do banky prichddzaju klienti,
aby si pozi¢iavali peniaze, ktoré chct investovat. Pocet klientov je n (n < 1000). Pri prvom
prichode uda klient bankovému tradnikovi svoje celkové poziadavky na vysku poézicky
v jednotlivych menach. Pokial jeho poziadavky na jednotlivé meny neprevysia zédkladny
kapital banky, je s klientom uzatvorend zmluva o po6zicke, ktort moze klient postupne
Cerpat a po dokonéeni svojich obchodov (po uspokojeni vSetkych jeho poziadaviek) pozicku
zase vrati.

Napiste algoritmus, ktorym sa riadi lojalny bankovy tradnik pri kazdej navsteve klienta v
banke, ktory chce ¢erpat dalsiu cast svojej pozicky. Snahou tohto tradnika je nepripustit
bankrot banky. Bankrot banky nastane, ked tato banka nie je schopné plnif svoje zmluvné
zévizky, t.j. nebude schopnd vyhoviet klientom v ich poziadavkach podla ich zmluvy.
Napriklad, ak banka vlastni 10 jednotiek jednej meny, poziadavky dvoch klientov boli 7
jednotiek a iradnik kazdému z nich poskytol pézicku 4 jednotky - banke ostali 2 a to nestaci
ani pre jedného na zmluvny zavézok 7 - banka zbankrotovala. Bankovy tradnik teda musi
preverit, ¢i poskytnutim dalSej p6zicky klientovi nepride v budtcnosti k bankrotu banky.
Pokial by takéato situdcia mohla nastat, odkaze tradnik klienta na neskorsiu dobu.
Priklad: Nech banka vlastni 10 jednotiek istej jednej meny (m = 1) a prijala 3 klientov
s celkovymi poziadavkami 8, 3 a 9 jednotiek a tito klienti uz maju pozi¢anych 4, 2 a 2
jednotky. V danej situdacii poziadavka druhého klienta na jednu jednotku je akceptovana,
ale treti zdkaznik je so svojou poziadavkou na jednu jednotku odkazany na neskorsiu dobu.

¢islo | maximalna | pozicané | pozaduje | pozaduje
klienta | poziadavka A B
1 8 4 — —
2 3 2 1 —
3 9 2 — 1
A - Poiadavka klienta akceptovan B - Klient odkzan na neskoriu dobu

Poznamka: Predpokladajte, ze klient svoj dlh vrati, ale az potom, ako mu je poskytnuta
pozicka v maximalnej vyske.

Vas program precita ¢islo klienta, jeho poziadavky na niektoré z m réznych mien, ktoré
boli uvedené v zmluve a to vSeobecne v situdcii, ked uz klienti maju pozi¢ané isté Giastky
a vypisSe spravu bud POIADAVKA KLIENTA AKCEPTOVAN (t.j. dostal vSetky ciastky, o ktoré
momentalne poziadal) alebo KLIENT ODKZAN NA NESKORIU DOBU (t.j. nedostal ni¢, musi
prist poziadat znovu).

P-1II -2

Ucebny text pozri uloha P — I — 2, strana 54.
Mnozinu typizovanych kociek K nazveme stvislou ak spliia nasledujicu induktivnu
definiciu:
jednoprvkova mnozina je suvisla,
nech L je suvisld mnozina typizovanych kociek, a je typizovana kocka, ktora stenou susedi
s aspon jednou typizovanou kockou z mnoziny L a nelezi v ziadnej kocke z L. Potom K =
L U {a} je tiez stvisla mnozina.
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Zistite pre zadanu vstupni mnozinu typizovanych kociek, ¢i ide o savisld mnozinu. Uvéazte,
7e kocky nemusia byt rovnako velké.

P-1II-3

Biely list papiera so §irkou a cm a dlzkou b cm (a < b) je stoceny nasledovne. Protilahlé
je poukladanych cez seba N obdlznikov réznych farieb. Strany poukladanych obdiznikov
st rovnobezné s okrajmi papiera. Po poloZeni vietk§ch obdlZnikov vidime obrazce réznych
farieb. Dve oblasti rovnakej farby povazujeme za casti toho istého obrazca, ak maji aspon
jeden spolo¢ny bod. Inak sii povazované za rdzne obrazce.

Predpokladany stradnicovy systém mé zaciatok v Tavom dolnom rohu a osi st rovnobezné
s okrajmi listu. Celoc¢iselné nezaporné tidaje pre zadanie tlohy st uvedené v nasledujicom
tvare:

V prvom riadku st uvedené hodnoty a, b, N.

V kazdom z nasledujtcich N riadkov sti uvedené tdaje o jednom ukladanom obdlZniku a
to v tom poradi, v ktorom budu ukladané na list papiera. Na kazdom riadku st uvedené
stiradnice bodu, do ktorého bude polozeny Tavy dolny vrchol obdlznika, jeho sirka a dizka
a kéd farby obdlznika. Biela farba mé kéd 1 a ostatné farby st kédované ¢islami 2 az 64.

Napiste program, ktory uréi farbu a plochu kazdého obrazca (v centimetroch Stvorcovych)
a vypise ich v poradi, ktoré je dané rasticim c¢islom farby. V poslednom riadku uvedie
sucet velkosti (v centimetroch $tvorcovych) vSetkych zvyskov, ktoré presahovali cez okraj
valca (t.j. museli byt odrezané).

P-1II-4

Ucebny text pozri uloha P — I — 4, strana 55.

Na péaske T-stroja je vstupné slovo, zlozené zo znakov a,b. Zistite, ¢i tato postupnost
obsahuje rovnaky pocet znakov a aj b. Po skonceni ¢innosti musi byt na paske povodné
vstupné slovo, pokial obsahuje rovnaky pocet znakov a aj b.

Na paske T-stroja je vstupné slovo, zlozené zo znakov a,b a c. T-stroj zdvoji tuto
postupnost tak, ze za pévodni postupnost pripiSe postupnost, ktorej znaky si uvedené
v opa¢nom poradi, t.j. vystupné slovo mé rovnaké poradie znakov, ak by sme tieto znaky
¢itali zlava i sprava.

Pozndmka: Vystupné slovo, ktoré vznikne rieSenim tlohy b), sa nazyva palindrom.

P-III-1

Ucebny text pozri uloha P — I — 2, strana 54.
Dané je mnozina typizovanych kociek K. Priemety typizovanej kocky do stiradnicovych
rovin zy, yz a xz (typizované Stvorce) si kddované iba kédmi prislusnej suradnicovej
roviny. Napriklad priemety typizovanych kociek st v rovine zy kédované cislami 1, 2,
3, 4 (predstavte si teda, Ze sa na zadané typizované kocky pozerate kolmo na rovinu xy
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z kladného smeru osi z). Analogicky mozno postupovat v pripade priemetov do ostatnych
rovin.

Nech M a M,,;, st dve mnoziny takych typizovanych stvorcov, ze M je priemet mnoziny
typizovanych kociek z K do niektorej suradnicovej roviny. Mmnozinu M,,;, nazveme
minimalnou k M, pokial platia sic¢asne podmienky:

. M a M,,;, pokryvaju tu isti oblast v danej stradnicovej rovine, t.j. ked sa pozrieme
na priemet mnoziny K do danej stiradnicovej roviny a porovname obrazec s M,,;,, vidime
zhodné obrazce.

. Pocet typizovanych stvorcov v M,,;, je minimalny.

Urcte pre zadani vstupni mnozinu K typizovanych kociek jej minimdalne priemety
do vSetkych troch stradnicovych rovin.

P-1III-2

Biely list v tvare obdlznika vytvoreny z nekoneéne tenkého a absoltitne pruzného materialu
Sirky @ cm a dlzky b cm (a < b) mé zaciatok stradnicovej ststavy v lavom hornom rohu
a osi st rovnobezné s okrajmi listu. Tento list je zdeformovany tak, Ze jeho protilahlé
dlhsie okraje st zlepené, ¢im vznikne rotaény valec. Dalej zlepime obe zakladne takto
vzniknutého valca. Vznikne priestorové teleso, ktoré pripomina pneumatiku (v matematike
sa takéto teleso zvykne nazyvat toroid). Umiestnenie siradnicovych osi vzhladom k
povodnému listu pritom zostava zachované.

Na toto teleso je poukladanych cez seba N obdlznikov vytvorengch z nekoneéne pruzného
materialu réznych farieb. Strany obdiZnikov st rovnobené so stradnicovymi osami. Po
polozeni vetkych obdlznikov st vidief rézne obrazce réznych farieb. Dve oblasti rovnakej
farby povazujeme za stcast toho istého obrazca, ak maju aspon jeden spoloény bod. Inak
su povazované za rdozne obrazce.

Celociselné nezaporné udaje pre zadanie tlohy st uvedené v nasledujiicom tvare:

V prvom riadku st uvedené hodnoty a, b, N.

V kazdom z nasledujtcich N riadkov st uvedené tidaje o jednom ukladanom obdlzniku
a to v tom poradi, v ktorom su ukladané na list papiera. V kazdom riadku st uvedené
stiradnice bodu, do ktorého bude poloZeny lavy dolny vrchol obdlznika, jeho Sirka, dizka
a kéd farby obdlznika. Biela farba méa kéd 1, ostatné farby maji kédy 2 az 64.

Napiste program, ktory uréi farbu a plochu kazdého obrazca (v centimetroch Stvorcovych)
a vypiSe ich v poradi, ktoré je dané rasticim c¢islom farby.

P-1III-3

Ucebny text pozri uloha P — I — 4, strana 55.
Unarna ¢iselna sustava.
Celé nezaporné ¢isla mozno na paske T-stroja zapisat v undrnej éiselnej ststave ako postup-
¢isla. Napriklad ¢islo 5 je zapisané na péaske ako ,||||||“, ¢islo 2 ako ,|||¢, atd. Nula je
zapisana ako ,,|“.
Stutazné tlohy:
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Cisla st na paske zapisované v unarnej sustave. Citacia hlava T-stroja je v oboch pripadoch
nad najlavej$im znakom vstupného slova.

Vstupnym slovom T-stroja je dvojica celych nezapornych cisel, ktoré st oddelené znakom
. T-stroj na pasku zapise v unarnej sustave hodnotu ich sucinu.

Priklad: T-stroj prepise vstupné slovo ||| * ||| “ na vystupné slovo ||||||| “

Vstupnym slovom T-stroja je dvojica celych kladnych ¢isel, ktoré st oddelené znakom , *“.
T-stroj na pasku zapiSe v unérnej stustave hodnotu ich najvicsieho spolo¢ného delitela.
Priklad: T-stroj prepise vstupné slovo ||||||]| *|||||“ na vistupné slovo ||| “.

P-1III -4

Ekonomicka situacia sposobila, Ze sa mnoho spolo¢nosti zadlzilo. Kazda spolo¢nost moze
byt aj veritelom (predéva svoje vyrobky) aj dlznikom (kupuje suroviny a polotovary).
Aby bolo mozné minimalizovat celkovii zadlZenost, bolo dohodnuté, Ze je mozné, aby
sa spolo¢nosti oddlZili tym, Ze svoje dlhy budi splicat dlhmi, ktoré u nich majt iné
spoloc¢nosti.

Ak napriklad spolo¢nost 1 dlzi 100$ spolo¢nosti 2, spolo¢nost 2 dlzi 50$ spoloc¢nosti 3 a
spolo¢nost 3 dlzi 75$ spolocnosti 1, je celkovy dlh 225%, ale po zapodéitani vzajomnych
pohladévok dlzi spolocnost 1 spolocnosti 2 sumu 25$ a spolo¢nost 3 dlzi 25$ spolo¢nosti
2, takze celkovy dlh je teraz iba 50$.

Spolo¢nosti st oznadené celymi ¢islami. Mozete predpokladat, Ze ich nie je viac ako 1000.
Dlh je uvedeny v celych jednotkach meny.

Napiste program, ktory vysporiada vzajomné pohladavky spolo¢nosti tak, aby celkovy dlh
bol minimalny.

P-III-5

V meste vedu vsetky cesty bud zo zapadu na vychod alebo zo severu na juh. Cesty su
ocCislované celymi cislami. Na zapadnom a juznom okraji mesta existuju dve navzajom
kolmé cesty s ¢islami 0. Pre kazda dalSiu cestu plati, Ze jej ¢islo predstavuje vzdialenost
od s nou rovnobeznej cesty 0. Kazda krizovatku ciest ozna¢ime dvojicou ¢isiel (i, j), kde
1 je Cislo cesty veducej zo zapadu na vychod a j je ¢islo cesty vedicej zo severu na juh
cez tuto krizovatku (krizovatka (0,0) teda lezi na juhozdpadnom okraji mesta).
Dopravné predpisy v meste zakazuju na vSetkych krizovatkach odbocovat vlavo a tiez
otocit sa kdekolvek na ceste (jedind moznost zmeny smeru je teda na krizovatke odboc¢enim
doprava).

Dany je zoznam krizovatiek, ktoré musime navstivit. Urcte, v akom poradi méZeme prejst
zadanymi krizovatkami tak, aby sme dodrzali dopravné predpisy, nikde nepretali svoju
drahu a aby sme navstivili vsetky zadané krizovatky. Suradnice krizovatiek st celé cisla

.....
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RieSenia sttaznych tiloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Majme v poli P[i, j] mame uloZené, kolko percent spolo¢nosti j patri spolo¢nosti i. Defi-
nujeme Pi,i] = 100 pre vSetky spolo¢nosti 7, ¢im zahrnieme prvé dve podmienky do trete;j.
Riesenie budeme hladaf postupne pre kazdy podnik A nasledujicim spésobom:

V poli Bli] bude pre podnik h ulozené, ¢ ovlada podnik i. V poli D[i] bude ulozené, kolko
percent podniku ¢ vlastni podnik A aj cez iné podniky, ktoré st v poli B oznacené ako
ovlddané podnikom h. Na zaciatku inicializujeme polia tak, aby B[j] := (j = h) a D[j] :

:= P[h,i]. V pripade, Ze existuje taky podnik j, ze D[j] > 50 a B[j| = false nastavime
zachovavame vztah poli B a P) a znovu zistujeme, ¢i existuje podnik j, pre ktory D[j] > 50
a Blj| = false.

Tento cyklus urcite skon¢i po pocte krokov mensom ako pocet podnikov, pretoze v kazdom
kroku ubudne jeden podnik, pre ktory B[j] = false. Ak neexistuje podnik j, pre ktory
DJ[j] > 50 a B[j] = false, znamena to, Ze rieSenie, pre ktoré h kontroluje podnik j prave
vtedy, ked B[j] = true, vyhovuje danym podmienkam, lebo B[j] = (D[j] > 50).

Zlozitost tohto algoritmu je O(n?).

P-1I-2

Ak typizovana kocka pri posune zostane v bezprostredne nadradenej kocke, zmeni sa len
jej posledna cifra. Ak sa vSak posunie opa¢nym smerom, prekroc¢i hranice jednej, pripadne
aj viacerych kociek. To, ako sa pri jednotlivych posunoch meni posledné cifra a ¢i dochadza
k prenosu (t.j. ¢i sa meni aj predchadzajuca cifra), je vhodné zapisat do tabulky:

smer (1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
2p |1 |4 |3p |6p | D5 | 8 |Tp
2 |lp|4p |3 |6 |5p |8 | 7
dp |3p | 2 |1 |8 |TPp | 6 | 5
4 |3 (2p |1p | 8 |7 |6p |5p
op |6p [Tp |8 |1 |2 |3 | 4
5 |6 |7 |8 |[1p [2p |3p |4p

soliles I w M anil=v il u

Ak dojde k prenosu, zvysok kédu kocky sa meni rovnakym sposobom, ako keby sme
v danom smere posuvali kocku s takymto kédom.
Algoritmus je teda jednoduchy: zacneme od poslednej cifry a kym dochadza k prenosu,
menime cifry podla tabulky. Ked nastane prenos z prvej cifry, vysli sme zo zékladnej kocky.
Uvedeny algoritmus mé linedarnu ¢asovu zlozitost.
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P-1I-3

List papiera reprezentujme ako maticu M velkosti a x b. Algoritmus sa skladd z dvoch
Casti:

Nacitanie obdlZnikov a ich spracovanie do matice. V tejto ¢asti postupne éitame jednotlivé
obdlzniky, pricom kazdy z nich polozime na nas list papiera — t.j. prisluiné policka v matici
M oznaéime prislusnou farbou. V pripade, Ze obdiZnik presahuje okraj papiera, treba si
zapamétat velkost zvysku.

Urcenie velkosti jednotlivych obrazcov. Budeme prechadzat list po jednotlivych Stvorce-
koch, prejdené stvorceky oznac¢ime vynulovanim farby.

Ak narazime na policko farby h # 0, zaradime ho do zasobnika (pozn. zasobnik je Struktira,
do ktorej ukladame prvky na vrch a z vrchu prvky vyberame. Takuto struktaru nie je tazké
implementovat pomocou pola) a jeho obsah vynulujeme. Velkost ttvaru polozime rovnu
s := 1. Potom za¢neme prehladavat cely utvar nasledujicim sposobom:

V kazdom kroku vyberieme zo zasobnika jedno policko a prirdtame k s jednotku. Vsetky
policka farby h, susediace s vybranym polickom, vlozime do zasobnika a ich obsah vynulu-
jeme. V pripade, ze je zasobnik prazdny, vsetky policka itvaru st vynulované a v s mame
velkost utvaru.

Velkost utvaru vhodnym sposobom ulozime (vyhodné je mat 64 prvkové pole zretazenych
zoznamov, kazdy pre jednu farbu).

Takymto sposobom prejdeme celt maticu M a zistime velkost vSetkych ttvarov v matici.
Po prejdeni celého pola vypiSeme zoznam vSetkych ttvarov.

Zlozitost algoritmu je O(S + ab), kde S je stcet ploch vetkych obdlznikov zo vstupu.

P-1I-4

Cislo v desiatkovej sustave je delitené tromi prave vtedy, ak je jeho ciferny suéet delitelny
tromi. Staci teda raz prejst cez zapis daného ¢isla a pocitat jeho ciferny sucet modulo
3. Na to nadm stadi stroj, ktory vyhladd napr. Tavy koniec zépisu a prepne do stavu
zodpovedajucemu 0 (mod 3). V stave zodpovedajicom 0 sa hlava posunie napravo a podla
precitanej cifry sa zmeni stav na 0,1, alebo 2 (mod 3). V stavoch 1 a 2 (mod 3) sa stroj
sprava analogicky. Ak preéitany znak nie je cifra, skoné¢ili sme. Ak sme v stave 0 (mod 3),
vieme, ze dané ¢islo je delitelné tromi, inak dava nenulovy zvysSok mod 3.

SO0: while znak<>0 do left;
right; S3;

S1: if znak in [’0°,’3’,76’,°9’] then begin right; S1 end;
if znak in [’17,°4°,°7°] then begin right; S2 end;
if znak in [’27,°57,°8’] then begin right; S3 end;
STOP; Nie

S2: if znak in [’0°,’3’,76°,°9’] then begin right; S2 end;
if znak in [’17,°4°,°7°] then begin right; S3 end;
if znak in [’27,°’57,’8’] then begin right; S1 end;
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STOP; Nie;
S3: if znak in [’0°,’3’,76’,°9’] then begin right; S3 end;

if znak in [’17,°4°,°7°] then begin right; S1 end;

if znak in [’27,°’57,’8’] then begin right; S2 end;

STOP; Ano;
Stroj moze byt zalozeny napr. na algoritme BubbleSort. Prechddzame slovo zlava doprava,
a ak ndjdeme vedla seba pismena ba, vymenime ich (zmenime na ab), nastavime sa na b a
pokracujeme v prezerani. Ak sme prisli na koniec a spravili sme pri poslednom prechode
aspon jednu vymenu, cely algoritmus zopakujeme. Ak nie, skon¢ime. Po skonceni tohto
algoritmu nebude existovat za sebou dvojica ba a pismena buda dobre usporiadané.
Vystacime so Styrmi stavmi :
V stave 0 prejdeme na zaciatok slova. Ak je prvym pismenom a, prepneme do stavu A,
inak do stavu B.
V stave A postupujeme doprava dovtedy, kym nenarazime na pismeno b. Potom prepneme
do stavu B (ak narazime na koniec slova — znak @- skonc¢ime, lebo slovo sa sklada len z
pismen a).
V stave B postupujeme dalej doprava a hladdme prvy vyskyt a. Ak ho nenajdeme,
skon¢ime (slovo je tvaru aa..abb..b). Ak ho ndjdeme, vieme, Ze pred nim bolo b. Vymenime
ich (ba prepiSeme na ab), hlavu presunieme nad b a prepneme do Bl
Stav Bl je analogicky stavu B az na to, ze ak prideme na koniec slova, vieme, ze sme
spravili asporni jednu vymenu, a teda musim zopakovat celil procediru od zaciatku — skok
do stavu 0 (stav Al je analogicky A).

P-1II-1

Riesenim tohto prikladu je tzv. bankarov algoritmus zndmy z tedrie operac¢nych systémov.
Nech zékladny kapital banky v mene ¢ je uloZeny v poli Z[i|, poziadavky klienta j na menu i
v poli P[j][7] a pre klienta j uz pozi¢and ¢iastka v mene 7 v poli U[j][i]. Potom O[i] mo6zeme
oznadit Ciastku, ktora este banke v mene i ostala, pricom O[] = Z[i] — 3, U[j]i].
Oznac¢me pocet klientov banky N a pocet réznych mien M. Banka sa nenachadza v stave
bankrotu prave vtedy, ak existuje permutacia F' ¢isel 1,..., N takd, Ze pre Iubovolné
jeA{l,..., N} plati, ze pre vSetky meny i plati:

Ofi] + ) _ UIFII[ 2 Pl — Uil

1<j

zéviizky voci vSetkym klientom. Zistif, ¢i takdto permutacia existuje, mozeme v case
O(M N?) tak, %e budeme opakovat nasledujicu ¢innost:

nijdeme klienta, ktorému mozeme poskytnit plnd podzicku, s tym, Ze ndm potom vrati

.....

.....

dosiahnutelné zasoby v banke. Ak splnime vSetky zévizky, potom sme nasli vyhovujicu
permutéciu a banka nezbankrotovala.
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— Ked pride klient s poziadavkou na po6zicku, zistime, ¢i sa pozi¢anim daného obnosu dostane
banka do stavu bankrotu a podla toho poziadavku odmietneme, alebo akceptujeme.

P-1II -2

Aby sme mohli zistit, ¢i je mnozina typizovanych kociek suvisld, potrebujeme vediet
pre dané dve kocky rozhodnut, ¢i sa dotykaju aspom jednou stenou. Mézu nastat dva

pripady:

— Ak jedna kocka je podmnozinou druhej, potom kéd viiésej kocky musi tvorit zac¢iatok kédu
mensej. Aby sa kocky dotykali aspon jednou stenou, musi o zvysku kédu mensej kocky
platit, Ze aspoii v jednej z osi x, y, 2 nemeni znamienko. Potom sa kocky dotykaju stenou
kolmou na tuto os.

— Ani jedna z kociek nie je podmnozinou druhej. Nech kocky maja kédy aq,as,... ,ax;
bi,ba,... b, k <1 amnech i je najmensie také, ze a; # b;. Potom aby sa dotykali stenou,
a; a b; sa musia liSit len v jednej z osi. Nech tato os je napr. x (pre ostatné osi je situécia
analogicka). Potom sa mézu dotykat v rovine kolmej na x. Vo vSetkych cifrach a;11 ...ax
musi byt znamienko na osi x opa¢né ako v cifre a; a podobne vo vSetkych cifrach b; 1 ...b;
opacné ako v b;. NavySe musi platif, Ze na ostatnych osiach majua cifry b;11 . ..b; rovnaké
znamienka ako cifry a; 41 ...a.

Na zaklade tychto poznatkov sa dé uZ jednoducho zostavit algoritmus, ktory prechadza
cez jednotlivé cifry kédov dvoch kociek a zisti, ¢i sa dotykaju stenou. Tento algoritmus ma
¢asovil zlozitost O(m), kde m je dlzka kédu kocky.

Zostéva popisat samotny algoritmus na zistenie stuvislosti mnoziny kociek. Budeme pos-
tupne vytvarat stvisli mnozinu kociek K7, v ktorej sa nachddza kocka ¢. 1. Na zaciatku
vypoctu bude v tejto mnozine len kocka ¢. 1. V kazdom kroku sa vezme jedna kocka
k € K; a pre kazdu kocku, ktorad este nie je zaradend do K; sa zisti, ¢i nesusedi s k.
Ak susedi, zaradi sa do K;. Je vhodné uchovéavat zoznam kociek, ktoré uz boli zaradené
do K, ale eSte neboli spracované (t.j. eSte sa nezistovalo, ¢i sa nedotykaju kociek, ktoré
nie st z K1) v zasobniku. Ak je zasobnik prazdny, ziadne dalsie kocky sa uz do mnoZiny
pridat nedaju. Ak K; obsahuje v8etky kocky, mnozZina je stvisla, v opa¢nom pripade nie
je stvisla. Zlozitost algoritmu je O(n?m), kde n je pocet kociek, lebo kazdii dvojicu kociek
testujeme na susednost najviac raz.

P-1II-3

Myslienka riesenia je rovnaka ako v rieseni tlohy P — I — 3. V kazdom kroku vSak musime

pamitat na to, ze sa nachddzame na ploche valca. Prejavi sa to pri ofarbovani matice
a vypocte odrezanej ¢asti. Pri zistovani plochy si len treba uvedomit, ze dve plochy, ktoré
by na liste papiera nesusedili, teraz uz susedif mozu (teda ak st rovnakej farby, ide vlastne
o jednu plochu).

P-1II-4
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a)

T-stroj mé iba koneénti pamiit, preto nemoze jednoducho spocitat pismena a, pismend b
a zistit, ktorych je viac.

Mozeme postupovat takto: ndjdeme napr. pismeno a najviac vlavo, ozna¢ime ho (t.j.
prepiSeme znakom «) a hladdme najlavejSie pismeno b. Oznac¢ime ho (prepiSeme na () a
cely algoritmus opakujeme. Po kone¢nom pocte krokov, (v kazdom kroku oznac¢ime jedno
a a jedno b) nastane situacia, ked

Nenajdeme neoznacené a. Vieme, Ze pocet oznacenych a («) sa rovnd poctu oznacenych
b (B). Teda ak ndjdeme jedno neoznacené b, vieme, ze znakov b je viac a mézeme skoncit.
Ak st vSetky b oznacené, zrejme je pocet a rovny poctu b. Treba vSak uviest slovo do
povodného stavu, t.j. prepisat a na a a 8 na b.

Nenajdeme neoznacené b. KedZe oznacenych a je o 1 viac ako oznacenych b a zaroven
vSetky b sl oznacené, pismen a je zrejme viac.

Najjednoduchsie bude zrejme zacat od (pravého) konca. Zistime si posledny znak, pre-
sunieme sa na prvy znak @ napravo od nasho slova a zapiSeme tam precitany znak.
Presunieme sa na predposledny znak vstupného slova, precitame ho atd. Aby sme vedeli,
ktoré pismend sme uz skopirovali, je dobré si ich oznacif, napr. prepisat a na «, b na 3, ¢
na 7.

Stav 0: presunieme hlavu nad najpravejsie pismeno. Prepneme do stavu 1.

Stav 1: presuvame sa dolava, kym nenarazime na znak a,b alebo c¢. Oznac¢ime ho
a prepneme do stavu A,B, resp. C (podla prec¢itaného znaku). Ak prideme nad znak
@, kopirovanie skoncilo. Treba odznacit vSetky znaky vstupného slova. Presunieme hlavu
nad posledny znak pévodného slova (teda «, 3, alebo 7) a postupujic nalavo, prepisujeme
vSetky a, 5 a v na a,b a c. Ked prideme nad @, sme hotovi a zastavime stroj.

Stav A: Prestivame sa doprava, kym nenarazime na Q. Zapiseme pismeno a. Skok do stavu
2.

Stavy B a C: analogicky k A (zapiSu b, resp. ¢)

Stav 2: vracia hlavu dolava, kjm nenarazi na «, (3, alebo 7 a prepina do stavu 1.

P-III-1

Priemet kocky do Tubovolnej stradnicovej roviny lahko spocitame v ¢ase O(n). Zostava
teda pre danti mnozinu typizovanych Stvorcov urc¢it mnozinu k nej minimalnu. Pri tom
platia dve pravidla:

Majme Stvorce k a [, k C [. Potom Stvorec k mozno z mnoziny vyluacit.

Ak stvorce ki, ko, ks, ks vznikli rozdelenim Stvorca k na S$tyri casti, potom Stvorce
k1, ko, k3, k4 mozno vynechat a nahradif Stvorcom k.

Ak sa nedd na mnozinu uplatnif ani jedno z tychto pravidiel, je uz minimélna.
Odstranovanie nadbyto¢nych Stvorcov sa sice da spravit, aj ked st kédy kociek ulozené
v poli, ale jednoduchsie a efektivnejsie je pouzit stromovua Struktaru. Kazdy uzol stromu
reprezentuje jeden typizovany Stvorec. Uzol moze mat 4 synov, ktori reprezentuju Stvorce,
na ktoré je tento stvorec rozdeleny. Koren stromu predstavuje zakladnu typizovana kocku.
Pri nac¢itavani vstupu vytvarame strom — pre kazdy Stvorec musime pridat vSetky Stvorce,
ktorych je podmnozinou (ak este v strome nie st1). V strome nemusime ukladat samotny
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kéd stvorca, ten je urceny cestou od korena k prislusnému uzlu. Uzly zodpovedajuce
Stvorcom z mnoziny oznac¢ime ako obsadené. Vsetky podstromy obsadeného uzla sa podla
pravidla 1 mozu zrusit. Rovnako ak mé nejaky uzol obsadenych vsetkych synov, podla
pravidla 2 ich mézeme zrus$it a oznacit tento uzol za obsadeny. Tieto dve operédcie mozno
vykonavat uz pocas vytvéarania stromu. Po skonceni obsadené vrcholy urc¢uji hladant
minimalnu mnozinu. Cas v§poétu je linedrny vzhladom na sucet dizok kédov kociek.

P-1III -2

RieSenie je upravou rieSenia tlohy druhého kola (P —II — 2). Teraz vSak musime uvazovat
o tom, ze kazdé dva protilahlé stipce (riadky) matice spolu susedia.

P-1III -3

Ozna¢me lavé ¢islo a, pravé b. Pre jednoduchsSie pocitanie prepiSme v a najlavejsi znak
na @, podobne zrusme najpravejsi znak b. Takto bude mat kazdé ¢islo tolko znakov |,
kolko je jeho hodnota. Tieto operdcie moéZzeme spravit pre jednoduchost v Castiach a)
aj b). Vysledok, ktory vyprodukuju stroje popisané dalej, bude mat o 1 znak | menej
ako pozadovany vysledok. Preto im treba pridat eSte jeden stav, do ktorého sa prepnu
po skonéeni prace, a v ktorom sa k vysledku pridé pozadovany znak |.

Vynéasobit a a b znamena pricitat k nule a-krat ¢islo b. Pric¢itat ¢islo b k ¢islu v znamend
prikopirovat ¢islo b za ¢islo v. Za (t.j. napravo) ¢islo b si dajme riadiaci znak = a za nim
budeme zapisovat vysledok.

Nastavme hlavu nad najlavejsi znak | ¢isla a. Ak je a nula, tak nalavo od * nie je |, vieme,
ze sme skonéili, lebo 0 * b = 0. Ak a nie je nula, najlavejsi | ozna¢me, t.j. zmefime na x.
Teraz musime prekopirovat ¢islo b za koniec medzivysledku v. Nastavme hlavu na prvy
znak za * a moZzeme kopirovat. Je to jednoduché:

. presuvame sa dolava, kym nie je pod hlavou x alebo x. Krok vpravo.

ak sme nad |, ozna¢ime ho a presivame sa doprava nad najbliz§i znak @. ZapiSeme |.
Opakujeme od bodu 1. Ak sa ndm uz minuli vSetky znaky | z ¢isla a, a odznacime, t.j.
vSetky x medzi * a = prepiSeme na |. Dostali sme zjednodusent tlohu, t.j. k medzivysledku
pripo¢itat ¢islo (a — 1)b. Skok do prislusného stavu.

Pouzime Euklidov algoritmus. Majme dve ¢isla a, b. Ak a = b, zrejme ich najvicsi spolo¢ny
delitel (a,b) bude rovny a. Ak a > b, potom ¢isla a — b a b maji rovnaké spolocné delitele
ako a a b, preto (a — b,b) = (a,b).

Sta¢i ndm teda pocitat (a — b,b). Ak a < b, postupujeme obdobne a poé¢itame (a,b — a).
KedZe pri kazdom kroku znizime sucet a + b,a,b > 0, niekedy tento algoritmus skondi.
najlavejsi znak | ¢isla a. Oznacme ho (prepiSme znakom x). Néjdime k nemu najpravejsi
znak | z b a ozna¢me ho. Opakujme tento algoritmus, kym

nendjdeme v a Ziadny znak |. Potom zrejme a > b. Ak znak za * je |, potom a : b. Cislo
a odznac¢ime (prepiSeme x na |). Z d&isla b chceme mat b — a, preto vSetky znaky x na
konci ¢isla b zmazeme. Dostali sme rovnaku tlohu ako na zaciatku, ale ¢islo b je mensie.
Prejdeme do zaciato¢ného stavu.
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ii)

Ak a = b (t.j. za znakom # je znak x), prisli sme k zéveru. V disle a vsSetky znaky x
zmenime na |, zmazeme znak * a vSetko napravo od neho a s pocitom dobre vykonanej
prace ukonéime ¢innost stroja.

V b st len znaky x. Zrejme je a > b. Odznacime b, presunieme sa nad a a najpravejsi
znak x zmenime na | (¢ malo oznaceny o jeden znak viac). Vsetky znaky x nalavo od neho
zmazeme. Namiesto a mame a — b, b sa nezmenilo. Skok do zac. stavu.

P-1III -4

Dlhy medzi jednotlivymi podnikmi budeme reprezentovat zrefazenym jednosmernym
zoznamom. Tento zoznam je mozné na pocitaci reprezentovat bud s pomocou dynamického
pridelovania pamiti, alebo pomocou jednoduchého pola, pri¢om zhora obmedzime mozny
pocet dlhov medzi podnikmi. Pre zrychlenie celého vypoctu je vhodné si pamiitat celkovii
velkost dlhov jednotlivych podnikov a kolko ktorym podnikom iné podniky celkovo dlzia.
V kazdom kroku algoritmu vyhladdme dva dlhy také, Ze spolo¢nost X dlzi k$ spolo¢nosti
Y a spolo¢nost Z dlzi [$ spolo¢nosti X. Tieto dva dlhy spracujeme takto:

Ak je k < [ tak zrusime dlh spolo¢nosti X vodi spolo¢nosti Y, dlh spolo¢nosti Z voc¢i X
znizime o k a zavedieme dlh Z voéi Y a to k$. Ak bolo k = [, zrusime vztah Z voci X
celkom.

Ak je k > [ tak zrusime dlh spolo¢nosti Z voci spolo¢nosti X, dlh spolo¢nosti X voci Z
znizime o [ a zavedieme dlh Z voc¢i Y a to [$.

Toto opakujeme, kym sa v systéme dlhov nachadza podnik, ktory je sticasne dlznikom aj
veritelom. V opa¢nom pripade sme ziskali jedno mozné riesenie tlohy.

Uvedieme este jedno mozné urychlenie celého algoritmu: do nasho zoznamu dlhov zavedme
dalsie dva ukazovatele, pomocou ktorych vytvorime jednosmerné zoznamy dlznikov a
veritelov pre kazdy podnik. Tym podstatne urychlime vyhladavanie dvojic dlhov, kde
jeden podnik je aj dlznikom aj veritelom.

P-III-5

Zoznam krizovatiek najprv nacitame zo vstupného stiboru do pamiti. Tento zoznam

mozeme reprezentovat ako pole, a to vzhladom k uvedenému obmedzeniu velkosti vstupu.
Aby sme presli vsetky krizovatky, a neporusili pri tom pravidla cestnej premavky v meste,
bude mat draha tvar Spiraly, ktord bude zac¢inat na najzdpadnejSej krizovatke mesta a
postupne sa bude stacat smerom doprava do stredu mesta.
Najprv teda vyhladdme najzapadnejsiu krizovatku v meste. Tuto krizovatku vyradime zo
zoznamu krizovatiek a postupne podobnym spdsobom hladdame najsevernejsiu, najvychod-
nej$iu a najjuznejsiu, atd., az kym nevyéerpdme zoznam krizovatiek. Specidlnym
sposobom treba pritom oSetrit pripad, ak je niektord krizovatka v danom okamihu napr.
najzapadnejsia a najsevernejSia zaroven — v tomto pripade by sme totiz pri uvedenom
sposobe porusili pravidla cestnej preméavky.

69



1. Ceskoslovenské stretnutie

JEVICKO, 10.-13. JUNA 1995

Po rozdeleni byvalej Cesko—Slovenskej federativnej republiky sa kontakty medzi mladymi
matematikmi z novovzniknutych krajin prerusili. Aj ked st ilohy matematickej olympiady
aj nadalej rovnaké, chybalo hlavne osobné stretnutie Studentov, ktoré kedysi nastavalo
hlavne na celostatnom kole MO kategdrie A, na celostatnych stustredeniach pre kategorie
B a C a na vyberovych a pripravnych sustredeniach na MMO. Jediny kontakt, ktory
sa v predchadzajucom roku uskutoc¢nil bola spoloéna tGcéast na MMO, kde vSak Studenti
spoznali nie 6 ale stovky novych Tudi. Preto sa z podnetu niektorych ¢lenov tlohovej
komisie MO zrodila iniciativa, ktora vyustila do stfaze, ktord azda zacala svoju dlhoroént
tradiciu. Prvy roc¢nik sufaze zabezpedovala Cesks republika a uskutoénil sa v ramci ich
pripravného stustredenia pred medzindrodnou matematickou olympiddou. Sufazili Siesti
najlepsi riesitelia MO z oboch krajin a iglo vylu¢ne o sutaz jednotlivcov. Stucastou tohto
podujatia vSak nie je len matematicka sutaz, tento rok si napriklad sttaziaci merali svoje
sily aj vo volejbale a basketbale.

Por. | Meno Roc¢nik, Skola 1.12.13.14.]5.]6.|Sucet
1. David Pavlica 4 GMK Bilovec 71510 7|7|5 ] 31
2. Libor Masicek 4 G kpt. Jarose Brno 71012777 ] 30
3. Petr Kanovsky |4 G kpt. Jarose Brno 717105137 ] 29
4.-5. | Patrik Hornik 4 G Grosslingova Bratislava |7 | 72| 714 | 28
4.-5. | Peter Macak 4 G J. Hronca Bratislava 0|7 1167|728
6. Robert Samal 4 G Zborovska Praha 5 71010776 |27
7. Ivan Cimrak 3 G V. Okruzné Zilina 7111|7134 ]| 23
8. Martin Pal 4 G J. Hronca Bratislava 0124|573 | 21
9. Jan Babela 4 G Postova Kosice 012(0|7]61]3 ]| 18
10.—11. | Vladimir Marko |2 G J. Hronca Bratislava 1130706 | 17
10.-11. | Martin Necesal |4 G kpt. Jarose Brno 7102|1062 | 17
12. | Filip Krska 4 G kpt. Jarose Brno 7111|7100 | 16

Opravu rieSeni vzdy zabezpecuje domdca strana a na koordinécii hodnotenia sa podielaju
vedtci jednotlivych druzstiev. Tento rok nimi boli Doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. a
RNDr. Karel Hordk, CSc. z Ceskej republiky a Richard Kolldr zo Slovenska. Zoznam
sutaziacich aj s vysledkami siutaze si uvedené v tabulke. Ako je mozné uvidiet, v prvom
merani sil lepsie obstalo doméace druzstvo. Je to vSak vyzva pre nas, aby sme sa na druhy
ro¢nik stfaze, ktory sa uskutoéni na Slovensku, pripravili lepsie.
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Zadania tiloh

Uloha ¢&.1
Postupnost ¢isel a;, asg, ... spliia podmienku

Ant2 = (2 — n2)an+1 +(2+ n2)an

pre kazdé celé n = 1, pritom a; = 2 a as = 5. Rozhodnite, ¢i existuja indexy p, ¢ a r také,
Ze ap - Qg = Q.

(J. Simsa)
Uloha ¢&.2

Nech Z oznacuje mnozinu vsetkych celych ¢isel. Najdite vSetky dvojice funkcii f,g: Z — Z
takych, Ze rovnost

Flg@) +y) = 9(fv) + )
plati pre fubovolné celé ¢isla z a y, pricom g(z) = g(y), prave ked x = y.
(P. Hlinény)

Uloha ¢&.3

V rovine s kartézskou stistavou siradnic uvazujme vsetky trojuholniky ABC také, ze ich
vrcholy st mrezové body (body s celoéiselnymi stiradnicami) a ich vnatro obsahuje prave
jeden mrezovy bod P. Oznacme E priesecnik strany BC' s priamkou AP. Urcte najvacsiu
moznu hodnotu podielu

AP
|PE|
(Putnam Exam 1981)

Uloha ¢&.4
Pre kazdé realne ¢islo p (p > 1) urdite najmensiu hodnotu suc¢tu = + y, kde ¢isla = a y

spliiaji rovnicu
(z+V1i+22)(y+V1+y?) =p.

(Polska olympiada)

Uloha é&.5
Dany je konvexny stvoruholnik ABCD, ktorého uhlopriecky AC' a BD st navzajom
kolmé. Dokézte, ze obrazy priese¢niku uhlopriecok v osovych stimernostiach podla stran

stvoruholnika ABC'D lezia na jednej kruznici.
(USAMO 1993)

Uloha ¢&.6
N3jdite vSetky dvojice celjch nezapornych &isel = a y, ktoré spliiaji rovnicu

Pt =y’ =1,

kde p je dané neparne prvocislo.
(R. Kollar)
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Riesenia tloh

Uloha é.1

Také indexy p, q, r neexistuju, lebo kazdy clen danej postupnosti je celé ¢islo tvaru 3k + 2,
takze sucéin Tubovolnych dvoch ¢lenov je éislo tvaru 3k + 1. Skutocne, ak je a,, = 3k, + 2
a apy1 = 3kpy1 + 2 pre niektoré n (ako je pre n = 1), potom

anio = (2 = n2)Bkni1 +2) + (2+n2)(3k, +2) =
= 3(n’ky, — n%kpp1 + 2kp + 2kpy1 +2) 4+ 2 =3k, + 2.

Uloha ¢&.2

Podmienkam vyhovuje kazda dvojica funkcii f(z) = z + c a g(x) = xz + d, kde c a d st
TubovoIné konstanty. Ukéazeme, Ze st to vSetky hladané dvojice. Oznac¢me teda ¢ = f(0)
a d = g(0). Z danej rovnice volbou = = 0 resp. y = 0 plynie

9(f(y)) = f(d+y) prekazdéy e Z (1)

f(g(z)) = g(c+x) prekazdé z € Z. (2)

Teraz dvojakym spdsobom vyjadrime g( f (g(m))) Ak aplikujeme g na obidve strany (2),

dostaneme
9(f(9(2))) = g(g(c+x)).
Ale podla (1) pre y = g(x) plati
9(f(g(x))) = f(d+g(2))
a zaroven podla zadania pre y = d je
9(f(g9(x))) = f(d+g(x)) = g(f(d) + ).

Porovnanim dostavame g (g(c—l— x)) =g ( f(d) -I—x), odkial podla vlastnosti funkcie g vyplyva
g(c+z) = f(d) + z. To po zdmene x := = — ¢ znamena, ze

g(x) =x—c+ f(d) prekazdé x € Z. (3)

(Odtial uz mimochodom plynie, Ze g je linedrna funkcia.) Dosadenim ziskaného vzorca
pre g do oboch stran (2) dostaneme

flz—c+ f(d) =(c+z)—c+ f(d),

odkial po zdmene x := x + ¢ — f(d) vyplyva hladany predpis f(z) = = + ¢ pre kazdé x.
Preto f(d) = d + ¢, takze (3) znamena, ze g(z) = = + d pre kazdé x.
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Uloha ¢&.3
Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, Ze vrchol A lezi v pociatku stiradnicovej stustavy
a oznacme

L=1B+C), M=3(C+A4), a N=3(A+B)
stredy stran BC, CA a AB. Naviac polozme

S=1(2L+M)=3(B+C+ M),
T =31(B+C+N),

Q=2P-B a R=3P-B-C.

1
3

Pritom @ a R st mrezové body, ktoré dostaneme z bodu P rovnolahlostou so stredom B
a koeficientom 2, resp. rovnolahlostou so stredom L a koeficientom 3. Zrejme QQ # P #
# R. Preto bod () nemdze lezat vnutri trojuholniku ABC, takze bod P nelezi vnutri
trojuholniku N BL, pretoze rovnolahlost so stredom B a koeficientom 2 zobrazi trojuholnik
N BL na trojuholnik ABC. Podobne (volbou bodu @ = 2P — C') by sme zistili, ze bod P
nelezi ani vnutri trojuholniku M LC. Pretoze ani mrezovy bod R nemdze lezat vnutri
trojuholniku ABC, nelezi bod P (jeho vzor v rovnolahlosti so stredom L a koeficientom 3)

.....

ako vzdialenost priamok ST a BC, plynie odtial odhad

APl
\PE| ~
Pre body A = (0,0), B = (2,0) a C = (0,3) dostaneme trojuholnik, ktory obsahuje

jediny mrezovy bod P = (1,1) = T, pre ktory v uvedenom odhade nastane rovnost. Teda
najvicsia mozné hodnota uvazovaného podielu je rovna 5.

Uloha ¢&.4 )
v —1
Oznaéme t = x + V1 +22. Potom ¢t > 0 a x = YR Podla posledného vzorca je

podmienka y + /1 + 32 = % (ekvivalentna so zadanou rovnicou) splnena, prave ked

2
(2)_1 2 2
t pe—t

=" aleb =
Yy 5 alebo Yy 2pt

Vtedy plati

m+y:t2_1+p2_t2:p‘l(t+2)>p;1 , p_p—1
2t 2pt 2p t) = p t N

pric¢om rovnost nastane, prave ked t = %, kedy r =y = ——.
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p—1
\/]3'

Odpoved: Najmensia hodnota stac¢tu x + y je rovna

Uloha ¢&.5
Oznacme P, @, R, S pity priesecnikov uhlopriec¢ok FE na jednotlivé strany AB, BC, CD
a DA. Stac¢i ukazat, ze Stvoruholnik PQRS je tetivovy, pretoze $tvoruholnik uvazovany
v tlohe z neho dostaneme rovnolahlostou so stredom E a koeficientom rovnolahlosti 2.
Stvoruholniky EPBQ, EQCR, ERDS a ESAP st tetivové (vzdy dva ich protilahlé uhly
su pravé). Odtial plynie, Ze je

[SEPQ| = [JEBQ| a |JERQ|=|SECQ|.

Uhly EBQ a ECQ st ostré uhly pravouhlého trojuholniku EBC takze
SEPQ| + |$ERQ| = [$EBQ| + |3 ECQ| = 3.
Podobne dostaneme aj rovnost
SEPS| +|4ERS| = 3,

¢o spolu dava
[FSPQ| + |[9QRS| = |SEPS|+ [FEPQ| + [ ERS| + [ ERQ| = m,
¢o znamend, ze Stvoruholnik PQRS je tetivovy.

Uloha ¢&.6
Ak je (x,y) rieSenie danej rovnice, plati

=yt = (L y)(L-y+y® — -y,
a teda 1+ y = p" pre vhodné nezaporné celé n < x. Ak je n = 0, potom vSak y = x = 0.

Preto dalej predpokladajme, ze x = n = 1. Podla binomickej vety plati
Pr=yP+1=0p"-1)P+1=

= pnp —p .pn(p—l) + <p>pn(p—2) + ...+ (_1)}?—2( p )p2n _|_p . pn_
2 p—2
Pretoze p je prvodislo, si vSetky binomické koeficienty v poslednom vyraze delitelné p,
takZe tento vyraz je delitelny mocninou p™*!, nie vsak p"t2. To znamen4, ze x = n + 1.
Z poslednej rovnosti po odé¢itani p® = p"*! dostaneme

0= pnp —p- pn(p—l) + p pn(p—Q) + ..+ (_1>p—3 p p3n . p an‘
2 p—3 p—2
Pre p = 3 je to rovnica 0 = 33" — 3-3%", ktora méa jediné rieSenie n = 1, ktorému odpoveda

—1 - -
x = y = 2. Pretoze pre p = 5 nie je koeficient <]29) = ]% delitelny p?, ustdime,
Ze prava strana rovnice je pre p = 5 delitelnd mocninou p
k zaveru, ze vtedy ziadne riesenie n neexistuje.

Odpoved: x =y = 0 pre Iubovolné p, pre p = 3 naviac z =y = 2.

2n—+1 3n+1

, nie vSak p , ¢o vedie
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36. medzinarodna matematicka olympiada

V dnoch 13. az 25. jala 1995 sa v Toronte v Kanade konala 36. medzinadrodnd mate-
matickd olympidda IMO’95. Zucastnilo sa jej 414 sttaziacich zo 73 krajin. Medzin-
rodnd matematickd olympidda (MMO) je sttazou jednotlivcov. Kazda zo zaéastnenych
krajin na nu vysiela sutazné druzstvo zlozené z najviac Siestich sutaziacich, sprevadzané
dvoma vedicimi. Slovenské druzstvo tvorili Jan Bdbela zo 4.roénika Gymnézia Postova
v Kosiciach, Ivan Cimrdk z 3.ro¢nika Gymnézia Velkd Okruzna v Ziline, Patrik Hornik
zo 4.rocnika Gymnazia Grosslingova v Bratislave, Peter Macdk zo 4.rocnika Gymnéazia
J.Hronca v Bratislave, Viadimir Marko z 2.ro¢nika Gymnazia J.Hronca v Bratislave
a Martin Padl zo 4.ro¢nika Gymnézia J.Hronca v Bratislave.

Vediucim delegacie bol Doc. RNDr. Tomdads Hecht, Csc., z MFF UK v Bratislave
a zastupcom vediuceho Richard Kollar z MFF UK v Bratislave.

Samotné sutaz je rozdelend do dvoch sutaznych dni, pocas ktorych stutaziaci rieSia po 3
ulohy, na ktorych vyriesenie maju vzdy 4,5 hodiny cistého casu. Vysledky slovenského
druzstva uvadza nasledujtca tabulka:

Meno 11213 ]|4|5 |6 |sacet |cena
Jan Babela 117 (1113 1]0 10| 12 -
Ivan Cimrak 710 (7|7 (210 23 3.
Patrik Hornik 71011710 (0| 15 -
Peter Macak 777|715 (0| 33 2.
Vladimir Marko 710 (6 |7 |7 0| 27 3.
Martin P4l 71216 |6 |7 (7] 35 2.

Tento rok sme si najlepsie poradili s tlohami ¢. 1 a 4. Prva z nich bola tradicna
geometrické tuloha, druhéd velmi jednoduchéa. Naopak opiit najhorsie sme skonéili v Siestej
— kombinatorickej tilohe. Vyriesil ju len jeden stutaziaci. V sufazi jednotlivcov sme si teda
po dvoch rokoch neviezli domov zlato, ale ziskali sme dve strieborné a dve bronzové medaily.
Pritom aj Vladimirovi Markovi aj Martinovi Palovi chybalo na zisk cennejSich medaili
len mélo. V neoficidAlnom hodnoteni krajin sme takmer presne obh4jili minuloroéni,
nie velmi lichotivd, priecku v tretej desiatke, skonéili sme na 21.-22. mieste. AvSak
ukazuje sa, ze v pripade Standardného vykonu celého druzstva méme Sancu skondif aj
o desat miest vyssie. Prekvapujuco dobre skonéili obaja Studenti zo 4. roénika Gymnazia
Jura Hronca v Bratislave, pre ktorych to bola druhd medzinadrodna olympiada v jednom
mesiaci a na Uplne inom mieste zemegule. Len po jednodiiovej prestavke na Slovensku
pokracovali v ceste z Australie do Kanady. Ukézalo sa, Ze ani tdto mimoriadna zétaz nebola
rozhodujtca a kvalita studentov sa aj tak prejavila. A na zaver hodnotenia nasej tucasti
treba dodat, Ze napriek miernemu ustupu z pozicii, na ktorych kedysi byvalo spolo¢né
Ceskoslovenské druzstvo, nasi sutaziaci sa vo svete nestratili a vysledok tychto kvalit
nebyva este na Slovensku pravidlom. Celkovym vifazom neoficidlnej sutaze druzstiev sa
stal tim Ciny s 236 bodmi pred druZstvami Rumunska (230 bodov) a Ruska (227 bodov).
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V prvej desiatke skoncili este po poradi Vietnam, Madarsko, Bulharsko, Juzna Korea,
Irdn, Japonsko a Velkd Britania. Prekvapenim bol neuspech druzstva USA (skoncilo az
jedenaste), ktoré v minulom ro¢niku dosiahlo absolitne maximalny mozny pocet bodov.
Druzstvo Ceskej republiky skonéilo na 17.-18. mieste so 154 bodmi.

Medzinarodnd matematicka olympidda je samozrejme najméi zalezitostou spolocenskou.
Mladi matematici z celého sveta maju moznost vidiet nové kraje a stretntf sa z rovesnikmi
zo vsetkych kolektivov. Tieto stretnutia a zazitky z nich mozu neskor predstavovat
velkli motivaciu do dalSieho zivota. Tento rok bola okrem zvycajného spolo¢enského
programu MMO spestrend jednou Specifickou zalezitostou severoamerického kontinentu.
V oblasti Toronta, kde sttaz prebiehala, Zije mnoZstvo presidlencov z celého sveta.
A tak sa organizatorom podarilo zabezpecit skoro pre vSetky pritomné vypravy (73
krajin !) sprievodcu, ktory pochédzal z tej-ktorej krajiny. Takto bolo aj nase druZstvo
zverené do opateri slovenskej komunity. Tito mladi ludia sa svedomito starali o pro-
gram sutaziacich aj veducich. Navstivili spolu pre Kanadu typické zabavné podniky
(bowling, biliard, ...), Specidlnu slovenskt party, novy krasny slovensky kostol, atd.
Jednoducho ukézali turistom nie¢o viac ako len krasnu prirodu a velké moderné mesto,
ukézali spésob zZivota v tejto dalekej krajine s jej obrovskymi moznostami, ale aj nam
neznidmymi problémami. Boli to skuto¢ne neopakovatelné zazitky. O tie sa vSak staral
aj organizacny vybor, sutaziaci mali moZnost vidiet na vlastné o¢i baseballovy zapas
doméceho druzstva na azda najmodernejSom Stadidéne na svete — Sky Dome, mohli sa
pohladom pokochat na nadhernej siluete Toronta a jeho okolia z najvysSej veze na svete
— CN Tower, mohli navstivit start vojenskl pevnost eSte z ¢ias vojny severu z juhom,
giganticky zabavny park filmovej spolo¢nosti Paramount, kde s volnou vstupenkou mohli
absolvovat niekolko jazd smrti a vyskusat si (samozrejme za najvicsej bezpecnosti) svoju
odvahu. Nechybalo ani pompézne slavnostné otvorenie a ukoncenie olympiddy s nadhernou
laserovou show a dojimavym ceremonidlom. Vrcholom vsak urcite bol vylet k Niagarskym
vodopéddom. VSetci zi¢astneni sa mohli odviezt vyletnou lodou priamo pod tento mohutny
div prirody. Na emocionédlne zvyraznenie atmosféry MMO premietli pri zavere¢nom
ceremoniéli a udelovani cien organizatori sutaziacim kratky video film, ktory vsetky tieto
momenty zachytaval. Cely priebeh olympiady totiz natacal kamerou filmovy stab.

Pred tplnym ukoncéenim MMO este zastupca Indie stihol pozvat vSetky zucastnené krajiny
na nasledujicu, uz 37. medzinadrodni matematicki olympiadu, ktora sa bude konat na
budici rok v Dilli. Dalsie ro¢niky by mali usporiadaf Argentina, Kérea a Rumunsko.

Vysledky medzinarodnej matematickej olympiady

Krajina Po¢. ziakov | Body | 1l.cena |2.cena |3.cena | Poradie
Argentina 6 129 0 1 3 29.
Arménsko 6 111 0 2 1 32.-33.
Australia 6 145 0 1 4 21.-22.
Azerbajdzan 3 30 0 0 0 64.
Bielorusko 6 131 0 1 3 26.-28.
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Krajina Poc¢. ziakov |Body |1l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
Belgicko 6 83 0 0 1 47.
Bosna a Hercegovina 6 18 0 0 0 69.
Brazilia 6 86 1 0 0 44.
Bulharsko 6 207 1 4 1 6.
Cyprus 6 43 0 0 0 58.-59.
Cesko 6 154 0 1 5 17.-18.
Cina 6 236 4 2 0 1.
Déansko 6 77 0 0 1 49.
Estoénsko 6 55 0 0 0 56.
Filipiny 6 28 0 0 1 65.—66.
Finsko 6 101 0 0 3 36.-37.
Francuzsko 6 119 1 0 2 30.
Grécko 6 66 0 0 1 54.
Gruzinsko 6 79 0 0 1 48.
Holandsko 6 85 0 0 2 45.
Hong Kong 6 151 0 1 4 20.
Chile 2 14 0 0 0 70.
Chorvatsko 6 111 0 0 3 32.-33.
India 6 165 0 3 3 14.
Indonézia 6 68 0 0 1 53.
Irédn 6 202 2 3 1 8.
Island 4 19 0 0 0 68.
Izrael 6 171 1 2 2 13.
Irsko 6 41 0 0 0 61.
Japonsko 6 183 1 3 2 9.
JAR 6 95 0 0 2 41.
Juhoslavia 6 154 0 2 3 17.-18.
Juzna Korea 6 203 2 3 1 7.
Kanada 6 153 0 2 3 19.
Kazachstan 6 54 0 0 0 57.
Kirgistan 6 28 0 0 0 65.—66.
Kolumbia 6 100 0 0 3 38.
Kuba 4 59 0 0 0 55.
Kuvajt 2 0 0 0 0 73.
Litva 6 74 0 0 0 50.
Lotyssko 6 97 0 1 1 39.-40.
Macao 6 33 0 0 0 62.
Macedénsko 6 117 0 1 3 31.
Madarsko 6 210 3 0 3 5.
Malajzia 2 1 0 0 0 72.
Maroko 6 138 0 0 5 24.
Mexiko 6 43 0 0 1 58.-59.
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Krajina Poc¢. ziakov |Body | 1l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
Moldavsko 6 101 0 1 1 36.-37.
Mongolsko 6 91 0 0 1 42.
Nemecko 6 162 1 1 3 15.
Novy Zéland 6 84 0 0 2 46.
Norsko 6 70 0 0 1 52.
Polsko 6 161 0 1 5 16.
Portugalsko 6 26 0 0 0 67.
Rakusko 6 88 0 0 1 43.
Rumunsko 6 230 3 3 0 2.
Rusko 6 227 4 2 0 3.
Sigapur 6 131 0 1 3 26.—28.
Slovensko 6 145 0 2 2 21.-22.
Slovinsko 5 42 0 0 0 60.

Sri Lanka 1 10 0 0 0 71.
Spanielsko 6 72 0 0 1 ol.
Svajéiarsko 5 97 0 2 0 39.-40.
Svédsko 6 106 0 0 2 35.
Taliansko 6 131 0 0 5 26.—28.
Thajsko 6 107 1 2 0 34.
Tchaj-wan 6 176 0 3 2 12.
Trinidad a Tobago 6 32 0 0 0 63.
Turecko 6 134 0 1 4 25.
Ukrajina 6 140 1 1 1 23.
USA 6 178 0 3 3 11.
Velk4 Britania 6 180 2 1 3 10.
Vietnam 6 220 2 4 0 4.

Zadania uloh MMO
Uloha ¢&.1

Nech A, B,C, D st 4 rozne body na priamke v uvedenom poradi. Kruznice s priemermi
AC a BD sa pretinaju v bodoch X a Y. Priamka W pretina BC v bode Z. Nech P je
bod priamky W rozny od Z. Priamka ﬁ’ pretina kruznicu s priemerom AC v bodoch
C a M a priamka ﬁ’ pretina kruznicu s priemerom BD v bodoch B a N. Dokazte, ze
priamky jﬁlM, DN a XY maja spoloény bod.

(Bulharsko)
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Uloha ¢&.2

Nech a, b, ¢ su kladné redlne ¢isla, pre ktoré plati abc = 1. Dokazte, ze

1 1 1 3
3 T3 T3 =
ad(b+c¢) bdc+a) cAla+bd) ~ 2
(Rusko)
Uloha ¢&.3
Urcte vSetky celé ¢isla n > 3, pre ktoré existuje v rovine n bodov Ay, A, ..., A, a realne
¢isla ri, 79, ..., 7, tak, Ze su splnené obe nasledujice podmienky:
i) ziadne tri z bodov Ay, A, ..., A, nelezia na jednej priamke;

ii) pre kazdua trojicu 4,j,k (1 =i < j < k = n) je obsah trojuholnika A;A;A; rovny
i+ 1+ k.
(Ceska republika)

Uloha ¢&.4

Najdite maximalnu hodnotu ¢isla xg, pre ktort existuje postupnost kladnych realnych ¢isel
T, %1, ... , L1995 Spinajica obe nasledujice podmienky:
i) xo = T1995;

i)z, 1 + —2— = 2m; + pre vetky i =1,2,...,1995.

Ti—1 g’

(Polsko)
Uloha é&.5
Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik, v ktorom plati:

|AB| = |BC| = [CD|,
IDE| = |EF| = |FA|

|<BCD| = |4EFA|=060°.
Nech G a H su dva také body vo vnutri Sestuholnika, ze |[JAGB| = |[SDHE| = 120°.
Dokazte, ze plati:

|AG| + |GB| + |GH| + |DH| + |HE| 2 |CF]|.
(Novy Zéland)

Uloha ¢&.6
Nech p je neparne prvodislo. Zistite pocet takych podmnozin A mnoziny {1,2,...,2p}, Ze
i) A obsahuje prave p prvkov;
ii) saucet vSetkych prvkov mnoziny A je delitelny ¢islom p.

(Polsko)
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Riesenia iloh MMO
Uloha é.1
RieSenie podla M. Pala.
Oznac¢me r polomer kruznice s priemerom BD, O priesecnik priamky m s priamkou W

a napokon O’ priese¢nik priamky m s priamkou W’ . Teraz uréme vzdialenost |OZ|
(obr.25). Zrejme tato vzdialenost moéze byt len funkciou parametrov r,|ZX]|, |ZP|. My
dokazeme, Ze v skuto¢nosti tato dlzka nezavisi od parametra r. Bez ohladu na polohu
zaciatoénych bodov teraz platia nasledujice tvrdenie:

IXDNB| =|4PZB| =|30ZD| = 90°.

P
N M
O
A D
B ZC
Obr. 25
, N , 20| _ |BZ]
Potom st ale trojuholniky ADNB, APZB, ADZO podobné a preto plati m = ﬁ
Z toho vyplyva
|BZ| - |ZD|
0| = ———. 1
1201 = =7 (1)
Lenze z mocnosti bodu Z ku kruznici nad priemerom BD plati
|BZ|-|ZD| = |XZ|-|2Y| = |XZ]*. (2)
Spojenim (1) a (2) dostavame
(XZ)?
Z0| = .
1Z0)| ZP]

Cize skuto¢ne je vzdialenost OZ zavisla len na |ZX|,|ZP|. Ale zo symetrie vyplyva
rovnaky vztah aj pre vzdialenost |0’ Z|. Preto |OZ| = |0’ Z]|, a teda body O a O’ splyvaju.
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Uloha ¢&.2

RieSenie podla M. Pala, upravené.
Polozme x = %, Yy = %, z= % Zrejme potom nadalej plati zyz = 1, x,y, 2 = 0. Dokazované

nerovnost prechadza na ekvivalentny tvar

.IQ y2 22

y+z z+x xT+Y

v

3
-

Po dprave na spolo¢ného menovatela a odstraneni zlomkov (vSetky menovatele si kladné)
dostévame opit ekvivalentni nerovnost

(@' +y' + 2N+ @y + Pz + e+’ 4+ Py + )+ (e Hy+2) 2

3
5(2myz + 2%y + P2 + 22x 4 2 + 2Py + ).

Polahky nahliadneme, Ze Tavi a stranu stranu nerovnosti mozno upravit:
223 + 13 + B+ D)z +y+2) 2 3Q2uyz+ 2%y +vP2 + a4+ 222 + Py +9%x). (1)

Teraz dokazeme nasledujtiice dve nerovnosti

r+y+z2 Jryz =3, (2)
2023 + 3 + 22 4+ 1) 2 2ayz + 22y + 22 + 2o + 2z + 22y + e (3)

Nerovnost (2) je nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (éisla x,y, 2
su vSetky kladné) a nerovnost (3) teraz dokazeme. Po jej jednoduchej tprave dostavame
ekvivalentni nerovnost

223 + 2y + 22° + 2 — 2zyz — 2%y — Pz — 22w — 2%z — PPy —yPx 2 0.
Po uprave Tavej strany a vyuziti faktu zyz = 1 dostavame
?r—y—2)+ 32y —z—x)+ 2222z —x —y) 2 0.

> z =2 0, potom

No teraz mdzme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze z = y
z 2 0. Potom, ale

22 2y?2>222>20a2r—y—2z20. Mozno dokizat aj ze 2y — = —
2 r—y—2)+y?Qy—z—2)+222z—2x—y) 2 22r—y—2+2y—z—x+2z—2—y) = 0.

KedZze upravy boli ekvivalentné, nerovnost (3) skuto¢ne plati. Teraz sta¢i nerovnosti (2)
a (3) vzajomne prenasobit (vsade vystupuji len kladné ¢isla) a dostdavame nerovnost (1).
Kedze aj upravy danej nerovnosti na nerovnost (1) boli ekvivalentné, dokaz je ukonceny.
Iné riesenie.

Opiit budeme dokazovat nerovnost

x? 2 22 3
T
y+z z4+x x4y 2
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ekvivalentnii so zadanou. Oznaéme stcet na lavej strane nerovnosti S. Potom z Cauchyho
nerovnosti vyplyva:

[(y+2)+ (z+2)+ (@ +y)]S 2 (z+y+2)7,

¢o znamend S 2= Avsak z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym

priemerom dalej vyplyva:

r+y+z
3 -

53%.323 WZ;:;

Rovnost nastéva len pre x =y = z = 1, ¢o je ekvivalentné s a = b =c = 1.
Uloha ¢&.3

Dokazeme, ze n = 4 je jediné prirodzené cislo vyhovujiice danému problému. Pre n = 4
vyhovuje napriklad jednotkovy stvorec A; AsA3Ay4 a Cisla py = po = p3 = ps = %. Zostava
ukézat, Ze neexistuje Zziadne rieSenie pre n = 5, z ¢oho uz vyplyva, Ze neexistuje ziadne
rieSenie pre n = 5.

Tvrdenie dokadzeme sporom. Nech existuje rieSenie pre n = 5. Oznac¢me obsah trojuholnika
A;A;Ay ako Sijr, 1 S i < j < k = 5. Zo zadania vieme, ze plati S;jx = pi + pj + px.
Zrejme nemoze platit p; = p;. Ak by napriklad ps = ps, potom Sios = Si25 a zaroveil
So3q4 = So35, z ¢oho vyplyva, ze AyAs je rovnobezné aj s A1 As aj AAs. To vSak nie je
mozné, lebo body A, As a Az nelezia na jednej priamke. Rovnako si vS§imnime, Ze ak je
Stvoruholnik A;A; A A; konvexny, potom plati p; + pr = p; + p;. Je to dosledok toho, ze
Sijk + Skii = Sjr + Siij-

Vsimnime si teraz konvexny obal bodov Ay, As, A3, Ay a As. Mozu nastaf tri pripady.

V prvom pripade predpokladajme, ze konvexny obal je pidtuholnik A; As A3 A4 As. Kedze
st stvoruholniky A;AsA3A4 a A3 As A3As konvexné, nase pozorovania vedu k tomu, ze
p1+ p3 = p2 + P4 a p1 + p3s = p2 + p5, CO znamena, ze py = ps a to je spor.

V druhom pripade nech je konvexnym obalom stvoruholnik A; A;A3A4. Bez ujmy na
vseobecnosti predpokladajme, ze As lezi v trojuholniku A3A4A;. Potom je Stvoruholnik
Ay Ay A3 A5 konvexny, a dostavame spor ako v predchadzajicom pripade.

No a napokon, predpokladajme, Ze konvexnym obalom je A;A;A3. Kedze vSak Sio4 +
+ 5234 + S314 = S125 + S235 + S315, z Coho ale vyplyva ps = ps, €o je spor.

Uloha ¢&.4

Zadané podmienky su ekvivalentné s rovnicami Qx? — (xi_l + %i_l) x;+1 = 0, ktoré maju

rieSenia x; = %%’—1 ax; = w—ll Dokazeme, ze pre i = 0 plati z; = 2’“%8", pre nejaké
P

prirodzené ¢islo k;, |k;| < i a e = (—1)%*. Tvyrdenie je pravdivé pre i = 0 s kg = 0 a
g0 = 1. Dalej budeme tvrdenie dokazovaf indukciou. (Prvy krok sme uz spravili.) Nech

tvrdenie plati pre i — 1 a x; = %xi_l. Potom mame k; = k; —lac; =¢;1. Ak x; = ‘r,l -,

potom k; = —k;_1 ag; = —;_1. V kazdom pripade vsak plati |k;| < i a g = (—1)kiti,
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Teda skutocne 1995 = 2Fx5. Ak je k neparne, potom € = 1 a mame 2% = 1, ¢o je spor,
lebo k # 0. Preto k musi byt parne, ¢ize e = —1 a 23 = 2*. Pretoze k je parne a |k| < 1995,
potom k < 1994. Preto zo < 2997, Tato hodnotu mozno dosiahnut volbou x; = %xi_l pre
i=1,2,...,1994, a T1905 = =557 Potom

1
_ - - _ 9997
Ty = T1995 = 51001 5 a preto xg=2""".

Uloha ¢&.5

Vsimnime si, ze BCD a EF A st rovnostranné trojuholniky (obr.26). Preto je BE osou
symetrie $tvoruholnika ABDE. Zobrazme BCD a EFA cez BE po rade na BC'A a
EF'D. Kedze [ BGA| = 180° — |4 AC'B|, G lezi na kruznici opisanej trojuholniku ABC".
Z Ptolemaiovej vety vyplyva |AG| + |GB| = |C'G|. Podobne dostavame |DH| + |[HE| =
= |HF’|. Napokon spojenim nerovnosti

|ICF|=|C'F'| < |C'G'|+ |GH| + |HF'| = |AG| + |GB| + |GH| + |DH| + |HE|,

kde rovnost nastéva prave vtedy, ked obidva body G a H lezia na C'F".

Obr. 26
Uloha ¢&.6
RieSenie podla M. Pala.
Oznaéme X p-prvkovi mnozinu X = {0,1,...,p — 1}, kde p je neparne prvodislo.

Sktmajme, kolkymi sposobmi mozno vybrat z X prave k prvkov (1 < k < p) tak, aby ich
sucet daval zvysok ry modulo p.

Vyberme lubovolni k-ticu prvkov z X: (z1,...,z5). Nech 21 + ...+ 2, = r (mod p).
Potom k-tice (1 + ...,z +a), a =0,...,p— 1, dévaju zvysky ro, = r + ka (mod p).
Kedze p je prvocislo, k < p, zrejme existuje a: r, = rg (mod p) a navyse sa vSetky zvysky
mod p vyskytuju medzi r, prave raz. Ozna¢me vsetky k-tice (1 + ,... 7 + @), a =
=0,...,p—1. (Modzme ich oznacit lubovolnym symbolom, dblezité je len to, aby sme vedeli
rozlisit oznafent a neoznacenu k-ticu.) Ak este vSetky k-tice nie st oznacené, vyberme
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[ubovolni neoznacent (y1,...,yx). VSetky (z1+a,... ,2p+a),y1+06,... ,y.+05), o, 5=
= 0,...,p— 1, st zrejme rézne, preto tato nova trieda k-tic bude mat opit p prvkov a
Ziadna k-tica v nej nie je zatial oznacend. Takto mozme pokracovat, az kym nevycerpame

vSetky k-tice. Zrejme potom bude pocet k-tic so zvyskom rg prave Nj = (z) 1

o
Vyberme teraz z mnoziny {1,...,p} I[-ticu roznych prvkov (ai,...,a;). Nech a1 + ...+
+a; =s (mod p), 0 < s < p—1. K tejto I-tici vyberme k-ticu (by, ... ,bx) z mnoziny

{p+1,...,2p} tak,zek+l=pab+...+bpy =—s (mod p). Kedze p+1=1,...,2p=0

(mod p), tato k-tica sa d& vybrat prave Ny = (2)% = (pf’il)% = (:1;)% sposobmi. [-tica

(ay,...,a;) sa zrejme da vybrat N; = (’l’)% sposobmi. Vsetkych podmnoZin mnoziny A

teda bude
—/r\( r \!
Ny=2 —.
. +;<l)<p—l>p

(Konstanta 2 na zaciatku predstavuje pripady [ = p a l = 0, pre ktoré existuje zrejme vzdy

len jedna moznost.)
2p — 2 1p_1p P
IR0
p p; l)\p—1

Dvojakym uréenim koeficientu pri z? v polynéme P(z) = (z + 1)P(x + 1) = (z + 1)?P
pomocou binomickej vety napokon dostavame

el () )

Po malej aprave
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Druha Stredoeurdpska olympiada v informatike

Druhy ro¢nik Stredoeurépskej informatickej olympiady (Central European Olympiad in
Informatics, CEOI ’95) sa konal v diioch 29.5. az 3.6. v juhomadarskom Szegede. Zucastnili
sa na 1nom Stvorc¢lenné reprezentacie jedenastich krajin (44 i¢astnikov), z toho 6 kmeriovych
t¢astnickych krajin (Ceska republika, Chorvatsko, Madarsko, Polsko, Rumunsko a Sloven-
sko) a 5 krajin Specidlne pozvanych organizatormi (Bielorusko, Estéonsko, Juhoslavia, Litva
a Ukrajina). Ako Specialni pozorovatelia sa zucastnili aj zastupcovia Lotysska, naopak
z kmeriovych krajin CEOI sa nedostavili Rakusko a Slovinsko. Samotnéa stitaz je analégiou
Medzinarodnej informatickej olympiddy (MIO) a mé sluzit najmé ako priprava a motivacia
pre Studentov nizsich ro¢nikov, ktori by sa v budicnosti mohli prebojovat na MIO.

Druzstvo SR tvorili Martin Hajduch z 2.ro¢nika Gymnazia v Povazskej Bystrici, Martin
Irman z 3.ro¢nika Gymnéazia Grosslingova v Bratislave, Martin Domdny zo 4.rocnika
Gymnazia v Michalovciach a Viadimir Marko z 2.ro¢nika Gymnazia J.Hronca v Bratislave.
Vedicim druzstva bol RNDr. Juraj Baldzs, z PF UPJS Kosice.

Po prichode 29.5. sa stutaziaci ubytovali na stredogkolskych internatoch. Na druhy dei bolo
na programe oboznamenie sa s prostredim a miestom stutaze (sttaz zabezpecovala katedra
informatiky Univerzity A. Jézsefa — JATE), prehliadka mesta, prvé zasadnutie poroty
a slavnostné otvorenie spojené s prehliadkou zaujimavej vystavy z prehistérie pocitacov.
Samotna stutaz prebiehala v treti a Stvrty den. Sutaziaci mali k dispozicii 5 hodin ¢istého
¢asu, ulohy riesili na pocitacoch PC 386DX alebo 486DX v prostredi MS DOS — nasi
stfaziaci programovali v Turbo Pascale s vynimkou M. Irmana (Borland C). Popoludni
sa vyhodnocovali rieSenia Standardnym sposobom zndmym z MIO (vstupno-vystupné
spravanie sa programov ), pri¢om sa vyskytli urc¢ité problémy kvoli zavireniu lokéalnej siete.
Po prvom dni mali nasi reprezentanti (uvaddzame v poradi ako vyssie) 85, 90, 70 a 70
bodov. Druhy den ziskali 94, 67, 72 a 39 bodov, teda celkové pocty ziskanych bodov
boli 179 (Hajduch), 157 (Irman), 142 (Domény) a 109 (Marko). Ulohy boli zaujimavé
a zlozitostou porovnatelné s lohami poslednych roénikov MIO.

Na dalsi deit bol na programe vylet do Narodného pamiitnika Opusztaszer a veéierok
v univerzitnom klube. Vecer porota hlasovala o rozdeleni cien, pricom bola zabezpecena
nestrannost, rozhodovalo sa tak, aby ani ¢lenovia poroty netu$ili pocet medaili svojho
druzstva. Odovzdavanie cien sa uskutocnilo v posledny den na radnici mesta. Celkovo
bolo udelenych 24 medaili: 4 zlaté, 8 striebornych a 12 bronzovych. Z nasich ziskali zlato
Martin Hajduch (celkovo 3.), striebro Martin Irman (8.) a bronz Martin Domdny (14.).
Vladimir Marko sa umiestnil na 28. mieste. V neoficidlnom poradi skoncila SR na peknom
trefom mieste (za Ceskou republikou a Polskom). Cenné st najmi sktisenosti zo sttaze
typu MIO, ktoré sa mozu zaroc¢it na budicich MIO.

Treti ro¢nik CEOI sa uskuto¢ni v roku 1996 v Chorvatsku, prip. v Polsku.
Juraj Balazs
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Siedma medzinarodna olympiada v informatike

Siedmy roc¢nik MIO ’95 sa konal v Holandsku v meste Eindhoven na poéde Technickej
univerzity (TUE) v diioch 26.6.-3.7.95. Hlavnym organiziatorom bola SLO so sidlom
v Enschede (Stétny tstav pre tvorbu osnov). Slovensko reprezentovali styria stfaziaci:
Dusan Bezdk z 3.ro¢nika z Gymnazia Grosslingova v Bratislave, Miroslav Dudik z 2.ro¢nika
z Gymnézia v Trebisove, Peter Gaspar zo 4.ro¢nika z Gymnézia v Bardejove a Martin
Makich zo 4.ro¢nika z Gymnéazia J.Hronca v Bratislave.

Vedicou delegacie bola RNDr. Viera Blahovd z SPU, Bratislava, zastupkytiou vediicej bola
RNDr. Gabriela Andrejkovd, CSc., z PF UPJS, Kosice.

Na olympidde sa zucastnilo 51 sutaziacich krajin (210 Studentov) a dve krajiny prisli
ako pozorovatelia. Vsetkych ucastnikov bolo priblizne 400. Na zvysenie zaujmu dievcat
o programovanie mohla kazda krajina vyslat na olympiddu pit sutaziacich, ak boli medzi
nimi aj diev¢ata. Tato moznost Slovensko nevyuzilo, pretoZe na celostatnom kole nebolo
Ziadne dievéa tspesnou riesitelkou.

Sutaziaci boli ubytovani asi 16 km od Eindhovenu v bungalovoch v kempe de Kemper-
vennen. Tu bola Studentom pristupnd jedna miestnost s desiatimi poc¢ita¢mi. V budove
TUE, v ktorej prebiehala stitaz bola stfaziacim pristupnd dalSia miestnost s mnozstvom
pocitacov. Sutaznymi diiami boli streda a piatok. Na zasadnutiach medzinarodnej poroty,
ktorej ¢lenom sa stava kazdy veduci delegacie, sa prerokoval vyber a formulacie sutaznych
uloh. Boli vybrané tri tlohy na kazdy stutazny den. Zadania dostévali Studenti v anglickom
a v materinskom jazyku.

Holandsko prislo s viacerymi inovaciami. Jeden z prikladov sa v prvy sttazny deri neriesil
na pocitaci, ale islo o teoreticky problém. Nebolo v iom potrebné pisat v materinskom
jazyku a rieSenie nasledne prekladat, tlohou bolo doplnit tabulky a ¢asti programu za-
oberajuce sa témou, ktora bola definovand v zadani. Pritom sa nepredpokladalo, ze by
ju mohol student uz poznat. V druhy stfazny denn bol novym prikladom tzv. reaktivny
program, ktory kominukuje s uzivatelom tym, Ze zadéva otazky na obrazovku a dostéava
vstupné udaje z klavesnice. V praxi to sposobilo urcité problémy — zadania boli rozsi-
ahlejsie, preklad do materinského jazyka zabral viac ¢asu ako sa poévodne predpokladalo.
Sufaz sa preto zacala s hodinovym oneskorenim o 12,00 hod. Studenti stfazili 5 a pol
hodiny, mali predlznenti dobu na otazky a posunulo sa aj vyhodnocovanie.

Vyhodnocovanie prebiehalo automaticky. Vyhodnocovaci program bol instalovany na jed-
nom pocitaci, ku ktorému boli pripajané postupne vsetky sStudentské pocitace s ich
rieSeniami. Program vyhodnotil postupne vSetky tri (pripadne dve) tlohy a vypodital
celkové skdre na zaklade desiatich sad testovacich dat. Kazdy beh bol v ur¢enom c¢asovom

.....

limite (véd¢sinou 20 s). Pri vyhodnoteni bolo mozné zapisat komentar do protokolu,
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tykajuci sa namietok k vyhodnoteniu. Vyhodnotenie prebiehalo za pritomnosti Studenta,
veducich a vyhodnocovatela uréeného organizatorom. Z vyhodnotenia bol urobeny zaznam
na disketu, ktorti sme ponechali studentovi a dve képie protokolu, ktoré boli vytlacené,
jedna pre organizatorov a jedna pre delegaciu. Vyhodnocovanie tretieho teoretického
prikladu sa robilo ru¢ne a vysledky boli zndme az na druhy den.

Pri automatickom vyhodnocovani druhého dna nastal problém s reaktivnym programom,
ktory v mnohych pripadoch hlasil chybovy stav, preto bol vyhodnocovany dodatoc¢ne v noci
bez nasej pritomnosti a protokol sme dostali az na druhy den.

Medzinarodné porota v sobotu rokovala o inovacii pravidiel MIO a problémoch, ktoré sa
vyskytli. Rozhodlo sa tiez, ze bude udelenych 20 zlatych, 35 striebornych a 55 bronzovych
medaili.

Z nesutazného programu stoji za zmienku zazitok z Provinciehuis pri kralovskom komisa-
ridte provincie Severné Brabantsko. Po privitani poslancom parlamentu, hlavou provin-
cie, nasledovala prednaska zndmeho holandského vedca, pracujuceho v oblasti computer
science, E. Dijkstru, otca sStrukturovaného programovania, v ktorej porovnaval situaciu
v oblasti CS v USA a v Eurépe. Pocas stutaze sa konal aj vyznamny veltrh a vystava
zamerané na informatiku. Sutaziaci mali moZnost zoznamif sa s podmienkami $tudia
na TUE a zaroveri spoznat prirodné a historické krasy oblasti, kde sa podujatie uskutocnilo.
Zucastnili sa vyletov do miest Amsterdam a Roterdam, kde okrem vyhliadkovych plavieb
na lodi navstivili aj baseballové majstrovstva sveta, ktoré sa v tom case konali v Roterdeme.

Zavereéné slavnostné vyhodnotenie, pocas ktorého sa udelovali medaily, sa konalo v budove
Frits Philips Music Centre. Hlavnou vyhrou bol pocita¢ typu IBM PC a vsSetci zlati
medailisti ziskali vecnt cenu — CD prehravac¢ s diskami a softvér od firmy Philips. Nasi
nakoniec ziskali dve strieborné a dve bronzové medaily, ¢im sme sa zaradili do prvej tretiny
ziéastnenych krajin (13. miesto v neoficidlnom poradi so ziskom 470 bodov). Tuto sufaz
druzstiev vyhralo druzstvo Ceskej republiky (ziskali styri zlaté medaily, spolu 635 bodov)
pred druzstvami Ciny (618) a Ruska (587). V prvej desiatke skonéili este po poradi druzstva
Rumunska, Madarska, USA, Polska, Litvy, Finska a Velkej Britéanie.

Meno 1 2 3 4 |5 6 |sucdet |cena

Martin Maktach (30 |28 |19 |23 |18 |12 | 149 2.
Miroslav Dudik |30 |28 |15 |30 |14 |32 | 130
Peter Gaspar 21 |8 |12 |0 |27 |32 | 100
Dusan Bezak 24 |14 |18 |0 |21 |24 | 91

Na zéver je potrebné konstatovat, ze medzinarodna a slovenska olympiada v informatike
sa k sebe priblizuja. Hlavny rozdiel mozno pozorovat v tom, Ze naSa, vychadzajuc
z matematickej olympiddy a domacich podmienok, bola zamerand na rieSenie teoret-
ickych problémov, len v poslednom ro¢niku sa zaradil jeden prakticky priklad. Na
medzinarodnych olympiddach sa doteraz vyskytovali iba praktické priklady, teraz bol
po prvykréat zaradeny aj jeden teoreticky, s ¢im bolo spojenych nesmierne vela problémov.
Studenti mali vyhrady hlavne k hodnoteniu, kde vystupoval Tudsky ¢initel. S automat-

87



ickym hodnotenim cez pocitac¢, napriek istym vypadkom, boli spokojni a povazovali ho za
objektivnejsie.

Budici roénik sa bude konat vo Veszpréme v Madarsku.
Viera Blahova, Gabriela Andrejkova

Zadania tiloh MOI

1. Pokrytie pravouhlych $tvoruholnikov

Sa dané Styri pravouhlé stvoruholniky. Néjdite najmensie pokrytie (novym) pravouhlym
Stvoruholnikom (PS), v ktorom sa nachadzaju vetky Styri PS, ktory ma najmensi plosny

obsah.

Vsetky styri PS musia mat paralelné strany s odpovedajicimi stranami pokryvajiceho
stvoruholnika.

Existuje niekolko réznych pokryti, spliiujicich podmienky, ktoré maji rovnaky plosny
obsah. Méte najst vsetky také pokrytia.

Vstupné data

Vstupny stubor INPUT.TXT obsahuje $tyri riadky. Kazdy riadok popisuje jeden dany PS
dvoma kladnymi celymi &islami: dlzkami stran PS. Kazda strana PS méa dlzku najmene;
1 a najviac 50.

Vystupné data

Vystupny stbor OUTPUT.TXT by mal obsahovat o jeden riadok viac ako je pocet rieSeni.
Prvy riadok obsahuje jediné celé ¢islo: minimalny obsah pravouhlého stvoruholnika ob-
sahujiceho PS.

Kazdy z nasledujucich riadkov obsahuje jedno riesenie popisané dvoma cislami p a ¢, kde
<
P=gqg

Tieto riadky musia byt utriedené vzostupne podla p, a musia byt rozne.

2. Ponuka obchodu

Kazdy druh tovaru v obchode mé svoju cenu. Napriklad cena kvetu je 2 ICU (Informaticka
Cenova Jednotka) a cena vazy je 5 ICU. Aby to bolo pre zakaznikov atraktivnejsie, obchod
zaviedol $pecidlne ponuky.

Specidlna ponuka pozostéva z jednej alebo viacerjch poloZiek, ktoré maji spolo¢ne re-
dukovanii cenu. Priklady: tri kvety st za 5 ICU namiesto za 6, alebo dve vazy spolu s
jednym kvetom st za 10 ICU namiesto za 12.
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Napiste program, ktory vypocita cenu zakaznikovi, ktori mé zaplatif za presne urcené
poc¢ty poloziek, ktoré méa v ndkupnom kosiku, tak aby bola optimalizovana vzhladom na
Specidlne ponuky. To znamend, Ze cena ma byt taka nizka, ako je len mozné. Nie je vSak
mozné pridavat polozky, aj ked by to znizilo cenu. Pre ceny a ponuky uvedené vyssie je
(najnizsia) cena za tri kvety a dve vazy 14 ICU: dve vazy a jeden kvet st za znizend cenu
10 ICU a dva kvety st za regularnu cenu 4 ICU.

Vstupné udaje

Vstupné tidaje su v dvoch siboroch: INPUT.TXT a OFFER.TXT. Prvy subor popisuje polozky
a ich ceny (ndkupny kosik). Druhy stbor popisuje Specidlne ponuky. V oboch stboroch
s pouzivané len celé ¢isla.

Prvy riadok v stibore INPUT.TXT obsahuje pocet b roznych druhov tovarov v kosiku (0 =
< b £ 5). Kazdy z nasledujicich b riadkov obsahuje tri hodnoty ¢, k, a p. Hodnota ¢ je
(jednozna¢ny) kéd druhu tovaru (1 < ¢ < 999). Hodnota k urcuje, kolko poloziek tohto
druhu tovaru je v kosiku (1 < k < 5). Hodnota p je regularna cena za polozku (1 < p <
< 999). Poznamenajme, ze vSetkych spolu je najviac 5 x 5 = 25 poloziek, ktoré mozu byt
v kosiku.

Prvy riadok stiboru OFFER.TXT obsahuje pocet s Specidlnych ponik (0 < s < 99). Kazdy
z nasledujuicich s riadkov popisuje jednu Specidlnu ponuku uvedenim jej struktury a jej
znizenej ceny. Prvé ¢islo n v takom riadku je pocet roznych druhov tovarov, ktoré su
sticastou ponuky (1 < n < 5). Dalsich n dvojic &isel (c, k) uréuje, Ze je v $pecialnej ponuke
k poloziek (1 = k £ 5) s kédom ¢ (1 < ¢ = 999). Posledné ¢islo p v riadku ur¢uje znizent
cenu (1 < p < 9999). Znizen4 cena Specidlnej ponuky je mensia nez stcet regularnych cien.
Vystupné udaje

Vypis vysledkov je do vystupného siboru OUTPUT.TXT v jedinom riadku, ktory obsahuje
najnizsiu moznu cenu zaplatena za nakup uvedeny vo vstupnom stbore.

3. Klient a server

Ulohu z priestorovych dévodov neuverejnujeme.

4. Hra s pismenami

Hry s pismenami st popularne doma aj v televizii. V jednej verzii hry kazdé pismeno méa
svoju hodnotu a vy spajate pismena do tvaru jedného alebo viacerych slov davajucich co
mozno najvyssie skére. Pokial neméte nejakt ,,metddu prace so slovami®, budete skusat
vSetky slova, ktoré poznate, niekedy sa pozriete na to, ako sa piSu a potom vypocitate
skére. Zvycajne sa toto da urobit pocitacom ovela presnejsSie.

Dané st hodnoty pismen, zoznam anglickych slov a zoskupenia pismen. Méte najst
najvyssie skore slov alebo dvojic slov, ktoré mozu byt vytvorené. Pismeno sa nesmie
vyskytovat vo vystupnom riadku castejsie ako vo vstupnom riadku.

Vstupné udaje
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Vstupny stibor INPUT.TXT obsahuje jeden riadok s retazcom malych pismen (od ’a’ po
'z’): zoskupenie pismen. Retazec pozostava z aspon 3 a najviac 7 pismen v fubovolnom

poradi.

Slovnik je ulozeny v sibore WORDS.TXT a obsahuje najviac 40000 riadkov. Na konci
suboru je riadok, ktory obsahuje len jednu bodku (.). Kazdy z ostatnych riadkov obsahuje
retazec pozostavajuci z aspon 3 a najviac 7 malych pismen. Slova v stibore st utriedené v
abecednom poradi. V slovniku sa nenachadzaja duplikaty slov.

Vystupné udaje

Prvy riadok vo vystupnom sibore OUTPUT.TXT vasho programu by mal obsahovaft
najvyssie skére (podiuloha A) a kazdy z nasledujucich riadkov obsahuje vSetky slova a/alebo
dvojice slov zo siboru WORDS.TXT s tymto skére (podialoha B). Pouzite hodnoty pismen,
ktoré st uvedené na konci tlohy.

Ak sa da vytvorit kombinécia dvoch slov z danych pismen, slovd musia byt vytlacené v
tom istom riadku odelené medzerou. Dvojica na vystupnom riadku moze obsahovat dve
identické slova. Neduplikujte dvojice, napriklad ,rag prom“ a ,prom rag® predstavuju ta
ista dvojicu, preto len jedna z nich moze byt vypisana.

Hodnoty pismen: q7 w6 el r2 t2 y5 ud il 03 p5 a2 sl d4 6 gb hb j7 k6 13 z7 x7 ¢4 v6 bb
n2 mb5 (kazdé pismeno s hodnotou).

5. Cestné preteky

Dany je plan trati cestnych pretekov, na ktorom je niekolko bodov oznacenych 0 az N (tu
je N = 9) a niekolko $ipok, ktoré ich spajaji. Bod 0 je $tart pretekov, bod N je ciel. Sipky
predstavuji jednosmerné cesty. Uastnici pretekov sa mozu pohybovat z bodu do bodu po
cestdch len v smere Sipok. V kazdom bode si tcastnik moéze vybrat Tubovolni vystupna
sipku.

Dobre vytvorena trat méa nasledujice vlastnosti:

. Kazdy bod trate je dosiahnutelny zo Startu.
. Ciel je dosiahnutelny z lubovolného bodu trate.

. Ciel nemé vystupné Sipky.

Ucastnik nemusi navstivit kazdy bod trate, aby prisiel do ciela. Niektoré body sa vsak
nedaju obist, to st nevyhnutné body. V uvedenom priklade st tymito bodmi 0, 3, 6, 9.
Pre dani dobre vytvorent trat vas program ma urcéit mnozinu nevyhnutnych bodov, ktoré
musia navstivit vSetci Gcastnici s vynimkou bodov start a ciel (podtloha A).

Predpokladajme, ze preteky sa uskutoc¢nia v dvoch nasledujicich dinoch. Z tohto dévodu
sa trat musi rozdelit na dve trate, po jednej na kazdy den. V prvy den je Start v bode 0
a ciel v nejakom ’deliacom bode’. Na druhy den je Start v tomto deliacom bode a ciel je
v bode N. Pre dant dobre vytvorent trat vas program mé urcit mnozinu deliacich bodov
(podiloha B).
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Bod S je deliacim bodom pre dobre vytvorenu trat C, ak S je rézny od Startu a ciela trate
C a tato trat sa moze rozdelit na dve dobre vytvorené trate, ktoré nemaju spolo¢né Sipky
a ktoré maju bod S ako jediny spolo¢ny bod. V uvedenom priklade len bod 3 je deliacim
bodom.

Vstupné udaje

Stbor INPUT.TXT popisuje dobre vytvorenu trat s najviac 50 bodmi a najviac 100 Sipkami.
V subore je N + 1 riadkov. Prvych N riadkov obsahuje koncové body sipok, ktoré
vychadzaju z bodov 0 az N — 1. Kazdy z tychto riadkov je ukonceny c¢islom —2. Posledny
riadok obsahuje ¢islo —1.

Vystupné udaje

V&s$ program by mal napisat dva riadky do vystupného stiboru OUTPUT.TXT. Prvy ri-
adok musi obsahovat pocet nevyhnutnych bodov vo vstupnej trati, za ktorym nasledujt
oznacenia tychto bodov v lubovolnom poradi (podialoha A). Druhy riadok musi obsahovat
pocet deliacich bodov vstupnej trate, za ktorym nasleduji oznacenia tychto bodov v
Tubovolnom poradi (podiloha B).

Priklad: (graf s vrcholmi 0 aZ 9, nasleduje zoznam orientovanych hran) 0 — 1, 0 — 2,
1—+3,2—-+3,3—+4,3—-5,4—+4,4—-56,5—-6,6—=>7,6—-87—-9 8—=58—=09.

6. Vodice a spinace

Uvazujme kabel s troma vodi¢mi spajajicimi stranu A so stranou B. Na strane A su tri
vodice oznacené 1, 2 a 3. Na strane B vodice 1 a 3 su spojené so spinacom 3 a vodic¢ 2 je
spojeny so spinacom 1.

Vo vSeobecnosti kabel obsahuje m vodicov (1 < m = 90), oznacenych 1 az m na strane A
a m spinacov na strane B, oznacenych 1 az m. Kazdy vodic¢ je pripojeny presne k jednému
spinacu. Kazdy spina¢ moze byt pripojeny k nula alebo viacerym vodi¢om.

Merania

V&s program musi uréit ako st pripojené vodice k spina¢om vykonanim nejakych merani.
Kazdy spina¢ moze byt vypnuty alebo zapnuty. Na zacdiatku st vSetky spinace vypnuté.
Vodi¢ moze byt testovany na strane A skuskou P:

Lampa L bude svietif vtedy a len vtedy, ked detekovany vodié¢ je pripojeny na zapnuty
spinac.

Vas program zacne ¢itanim jedného riadku nacitanim c¢isla m zo Standardného vstupu.
Moéze potom vydat tri druhy prikazov vypisanim riadku na Standardny vystup. Kazdy
prikaz zacina jedinym velkym pismenom : T (test vodi¢a), C (zmena stavu spinaca), D
(hotovo).

Za prikazom T nasleduje oznacenie vodica, za prikazom C oznacenie spinaca a za prikazom
D zoznam, v ktorom -ty prvok je oznacenie spinaca, ku ktorému je pripojeny -ty vodic.

Po prikazoch T a C vas program musi precitat jeden riadok zo standardného vstupu. Prikaz
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T vrati Y (Yes), ak spina¢ vodi¢a je zapnuty (lampa svieti), inak vrati N (No). Prikaz C
vrati Y, ak novy stav vypinaca je zapnuty, inak vrati N. Efekt prikazu C je zmena stavu
spinaca (ak bol zapnuty, potom bude vypnuty a naopak); vysledok je vrateny ako spétna
vazba.

V&s program méze zadavat prikazy T a C v Iubovolnom poradi. Potom zada prikaz D a
skon¢i. V&S program nesmie zadat celkove viac ako 900 prikazov.

Pozndmka: V jazyku PASCAL nepouzivajte unit CRT.
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KoresSpondenény seminar UV MO

V minulych ro¢nikoch MO sluzil na pripravu najtalentovanejSich studentov gymnézii
celostatny korespondenény seminar UV MO. Poéas viac ako desiatich rokov trvania ho pos-
tupne riadili prof. Jozef Moravcik, doc. Antonin Vrba a RNDr. Karel Horak. Na zaciatku
mal pdsobit ako seminar pre Ziakov mimo Prahy a Bratislavy, ale neskor sa zameral hlavne
na pripravu Studentov na III.kolo MO a MMO. Pocet riesitelov nikdy nebol velmi vysoky,
pretoze naro¢nost tloh bolo velmi vysoka. Zaroven vsak dobre pripravila nasich reprezen-
tantov na MMO a azda aj zasluhou tejto sufaze druzstvo Ceskoslovenska dosahovalo
vyborné umiestnenia. V 43. roéniku MO sa tato sitaz neuskutoénila z réznych praktickych
dovodov. Aj ked sa v tomto ro¢niku v Ceskej republike obnovila, bola uz len pre riesitelov
z CR. Preto UV MO pristtipil na organizovanie tejto sitaze na Slovensku. Pocas Skolského
roka prebehlo pit sérii, v kazdej mali sutaziaci riesit po sedem prikladov. Do rieSenia
sa zapojilo spolu 32 Studentov zo Slovenska (20 z Bratislvavy, 3 zo Zapadslovenského
regiénu, 5 zo Stredoslovenského regionu, 4 z Vychodoslovenského regiénu), z nich bol jeden
ziakom 7.triedy a 4 $tudentmi druhého ro¢nika gymnazia. Udastnikmi stfaze boli aj vietci
6 clenovia slovenskej delegacie na MMO vratane oboch nédhradnikov (obsadili popredné
miesta). Takto siutaz uz v svojom prvom ro¢niku prispela k priprave studentov a pomohla
UV MO pri vibere na pripravné a vyberové ststredenia pred MMO a na samotni MMO.
Korespondencény seminar viedol Richard Kollar a opravovanie zabezpecovali studenti MFF
UK (vSetko byvali olympionici).

Celkové poradie 1.ro¢nika KS UV MO
. Fugen Kovdc, 3 Gymnéazium Stropkov, 93.5 bodov,
. Martin Pdl, 4 Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 88 bodov,

1
2
3. Peter Macdk, 4 Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 83,5 bodov,
4. Jdn Bdbela, 4 Gymnéazium Postova, Kosice, 62,5 bodov,

5

. Ivan Cimrék, 4 Gymnazium Velks Okruzn4, Zilina, 53,5 bodov.

Uvadzame vsetky priklady, ktoré sa v priebehu roka riesili (boli vyrieSené vsetky tlohy!)
aj s rieSeniami, prevazne najlepSimi studentskymi. Az na par vynimiek st vSetky priklady
vybrané zo zbornika ¢inskych olympiad, ktory pri prilezitosti konania 35. medzinarodne;j
matematickej olympiady v Hong Kongu vydala Cinska Iudové republika spolu s Hong
Kongom. Zvys$né tlohy st tiez prebrané zo zahrani¢nych olympiad.
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Zadania sutaznych tloh KS UV MO

PRVA SERIA

1.1 Na turnaji sa hrd jednokolovo systémom kazdy s kazdym. Kazdy zapas sa
musi skonéit vitazstvom jedného z dvoch superiacich hracov. Hra¢ A dostane cenu, ak
pre kazdého iného hraca B plati: A porazil B, alebo A porazil hraca C, ktory porazil
hraca B. Dokazte, ze ak len jeden hrac¢ dostane cenu, tak tento hrac porazil vsetkych
ostatnych superov.

1.2 Sucet m réznych parnych prirodzenych cisel a n réznych neparnych prirodzenych
Cisel je rovny 1994. Aka je maximalna mozna hodnota vyrazu 3m + 4n ?

1.3 Nech ay,as,...,a, sa dané redlne cisla, nie vSetky rovné 0. Redlne cisla
r1,T2,...,T, vyhovuju podmienke: pre [ubovolni n-ticu relnych éisel z1, xo, ... , z, plati:

ri(xy —ay) +re(ry —ag) + ...+ rp(x, —ay) S

§\/x%—l—x%—i—...—l—x%—\/a%+a§+...+a%.
Urcte r1,7r9,... ,1, v zavislosti na aq,aq, ..., ay.

1.4 Dokazte, Ze rovnica z" ! — 2" —1 = 0, n € N m4 v obore komplexnych &isel koreti
vyhovujtci podmienke |z| = 1 prave vtedy, ak je n + 2 delitelné 6-timi.

1.5 Rovnostranny trojuholnik so stranou n je rozdeleny na n? rovnostrannych troju-

holnikov so stranou 1 priamkami rovnobeznymi so stranami trojuholnika ABC. Kazdému
bodu, ktory je vrcholom najmenej jedného z tychto trojuholnikov, je priradené realne
¢islo nasledovne: ak PQRS je rovnobeznik zlozeny z dvoch jednotkovych trojuholnikov
so spolo¢nou stranou, sucet ¢isel priradenych vrcholom P, R a @, S je rovnaky; bodom
A, B a C st po rade priradené ¢isla a, b, c.

a) Urcte najkratsiu vzdialenost medzi bodom, ktorému je priradené najvécsie Cislo
a bodom, ktorému je priradené najmensie ¢islo.

b) Urcte sucet vSetkych ¢isel, ktoré su priradené bodom.

1.6 Danych je 5 bodov vo vnutri rovnostranného trojuholnika s obsahom 1 . Dokézte,
ze existuju 3 rovnostranné trojuholniky také, ze kazdy z danych 5 bodov lezi vo vnutri
aspon jedného z tychto trojuholnikov a plocha, ktort pokryvaja je nanajvys 0,64 .

1.7 Dana je gula so stredom O a $tvorsten, ktorého vSetkych 6 hran sa dotyka danej
gule. Dalej vieme, Ze existuju 4 vzajomne sa dotykajice gule so stredmi vo vrcholoch
stvorstena, ktoré sa naviac este vSetky dotykaju inej gule so stredom O. Dokazte, ze dany
Stvorsten je pravidelny.
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DRUHA SERIA

2.1 Dané st dve ststredné kruznice, jedna z nich ma dvojnasobny polomer ako druha.
Do mensej kruZnice je vpisany konvexny stvoruholnik ABCD. PredlZenia polpriamok

.....

tite, kedy nastava rovnost.

2.2 Ak aj,as,...,a, je koneénd postupnost redlnych ¢isel, tak drakom nazveme blok

.....

.....

povazovany aj za draka, aj za hlavu draka. Nech (a;)¥_, je pevna postupnost, v ktorej
existuje aspon jeden drak. Potom dokazte, ze aritmeticky priemer hlav vsSetkych drakov

2.3 (A) Predpokladajme, Ze a1, as a a3 su kladné redlne ¢&isla spliiajice podmienku:
2
(af + a3 +a3)” > 2(a) + a3 + ay).

Dokazte, ze takéto ¢isla aj, as a a3 st dlzkami stran nejakého trojuholnika.
(B) Nech n € N,n = 3. Dalej predpokladajme, ze

2
(a3 +a3+...+a®)" >(n—1(a] +a3+...+a})
plati pre nejaké kladné reédlne ¢isla aq, aq, ... ,a,. Dokézte, Ze potom pre kazdé i, j, k < n
st ¢isla a;, a;, ar dizkami stran nejakého trojuholnika.

2.4 Dané su tri Stvorsteny A;B;C;D;, 1 < ¢ < 3. Bodmi B;,C; a D; vedme tri
roviny (3;,7; a d; kolmé po rade na priamky A4;B;, A;C; a A;D;, (i =1,2,3). Vieme, Ze sa
spominanych 9 rovin pretina v jednom bode F a body A, As a A3 lezia na jednej priamke.
Potom mozno dokéazat, ze ak body A;, Ao, A3 splyvaju, prienik troch gul opisanych danym
Stvorstenom je gula opisand Stvorstenu Ay B1C1D;.

a) Dokéazte toto tvrdenie.

b) Zistite, ¢o eSte moze byt prienikom tychto sfér. Urobte uplna diskusiu vzhladom
na polohu bodu E vo¢i priamke A; As.

2.5 Pre kazdé n = 3,n € N ozna¢me f(n) najmensie prirodzené ¢islo, ktoré nedeli n.
Nech fM(n) = f(n). Ak f(F)(n) > 3, tak definujme rekurentne f*+9(n) = f(f*)(n)).
Lahko nahliadneme, 7e pre kazdé n > 3 existuje prave jedno k,, pre ktoré f(*»)(n) = 2.

a) Zistite, ¢ existuje n € N, pre ktoré k, = 4.
b) Najdite vsetky n € N, pre ktoré k,, = 3.

2.6 Kazda z mnozin A a B je zjednotenim dvojice disjunktnych oblukov jednotkove;j
kruznice. Naviac, kazdy z oblikov v B mé dlzku ~, kde m je pevné prirodzené ¢islo.
Ozna¢me A7, j =1,2,...,2m mnozinu ziskant z A jej otocenim okolo stredu jednotkovej
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kruznice o 2= radidnov v smere hodinovych ruciciek. Dokézte, Ze potom existuje prirodzené

¢islo k, pre ktoré plati:
((A)((B)
2

(AFNB) =

kde /(X) oznacuje sucet dlzok disjunktnych oblikov obsiahnutjch v mnozine X.

2.7 Predpokladajme, Ze x1 + 29 + ...+ x, =1, kde z1,22,... ,2,, n = 2 st kladné
realne cisla. Dokazte, ze:

xr1 n ) n n T > VT AT+ Ty,
Vi—z1 J1—2o = V1—-=z, " vVn—1 '

TRETIA SERIA

3.1 Nech n je prirodzené ¢islo. Najdite maximum funkcie :

x4zl 4., a2l
(1+am)

flz) =

a urcte, pre ktoré x sa toto maximum nadobuda.

3.2 Nech n je parne, n = 2 anech A = {1,2,...,n}. Mame funkciu g : A — A
s vlastnostami :

gk) £k ke A,
g(g(k)) =k Vk € A.

Urcte pocet funkcii f: A — A, pre ktoré plati :

fk) #g(k)  Vke A,
f(f(k)=g(k)  VkeA.

3.3 Trojuholnik ABC ma polomer vpisanej kruznice r. Body D, E a F' lezia na
stranach BC,C A a AB. Ak polomery vpisanych kruznic trojuholnikov AEF, BFD a CDFE
st rovnako velké, je ich velkost r — r’/, kde 7’ je polomer kruznice vpisanej trojuholniku
DEF. Dokazte !

3.4 V rovine je danych 1994 bodov, pricom ziadne tri z nich nelezia na jednej priamke.
Ako ich mame rozdelit do 30-tich skupin réznej velkosti, aby pocet trojuholnikov s vrcholmi
v rdznych skupinach bol maximalny?

.....

1, pre ktoré f(z™y™) < f(x)"/*™ f(y)/*" pre vietky redlne &sla x,y > 1 a prirodzené
m,n > 0.
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3.6 Dany je konvexny Stvoruholnik ABCD, v ktorom AB nie je rovnobezné s C'D.
Kruznica prechadzajica bodmi A, B sa dotyka C'D v bode P a kruznica prechadzajuica
bodmi C, D sa dotyka AB v bode (). Dokazte, ze spolo¢né tetiva tychto kruznic rozpoluje
usecku PQ prave vtedy, ked AD je rovnobezné s BC.

3.7 Pre dané prirodzené ¢islo x definujme D-retaz ¢isla x dlzky d ako postupnost 1 =
=xg <1 <x3<...<x9=1x,vV ktorej x; deli x;;1 pre 1 £i < d—1. Pre 20%12m1994™,
kde k,m a n st prirodzené ¢isla, najdite maximalnu dizku D-retaze a pocet D-retazi tejto
dlzky.

STVRTA SERIA

b

4.1 Nech S je jednotkova kruznica v komplexnej rovine. Majme funkciu f : S
— S definovant predpisom f(z) = 2z, kde m je prirodzené &slo. Oznacéme f(0)(z) =
a fEHD(2) = f(£*)(2)) pre k 2 0. Najmensie prirodzené &slo n, pre ktoré plati f(™)(z2)
= z, nazveme peridédou ¢isla z. Urcte pocet c¢isel v S, ktorych peridéda je 1995.

[N

4.2 Aké podmienky musi spliiat konvexny stvoruholnik ABCD, aby v rovine ABCD
existoval bod P, pre ktory st obsahy trojuholnikov ABP, BCP, CDP a DAP rovnaké ?
Aky najvicsi pocet takychto bodov existuje pre dany stvoruholnik ABCD 7

4.3 Jeden priklad z bezného Zivota: Desat malych sykoriek oddychuje na terase.
Spomedzi lubovolnych piatich z nich aspon $tyri sedia na jednej kruznici. Ak4 je minimélna
hodnota maximalneho poctu sykoriek z tychto desiatich, ktoré sedia na jednej kruznici ?

4.4 Konvexny stvoruholnik ABCD je vpisany do kruznice so stredom O. Oznac¢me
P priese¢nik uhlopriecok AC a BD a dalej ozna¢me () prieseénik kruznic opisanych
trojuholnikom ABP a CDP rézny od P. Dokazte, ze ak st O, P a () tri rézne body,
potom OQ L PQ.

4.5 Dané je prirodzené ¢islo a a realne ¢isla A a B. Uvazujme systém rovnic

2A + B)(13a)*
xQ(AmQ+By2)+y2(Ay2+Bz2)—|—22(A22+Bx2) _ (24 + 4)( 3a) :

2% 4+ y* 4 2% = (13a)?.

N4éjdite nutnu a postacujicu podmienku pre A a B, aby mal tento systém rieSenie x, y a z
v obore prirodzenych cisel.

4.6 Konvexny n-uholnik sa da rozdelit jeho n —3 uhloprieckami na n —2 trojuholnikov
tak, ze ziadne dve z tychto uhlopriecok sa nepretinaju vo vnutri n-uholnika mimo jeho
vrcholov. Dokazte, ze aspon pre jedno takéto rozdelenie mozno uhlopriecky toto rozdelenie
urcujuce a hrany n-uholnika nakreslit jednym uzavretym neprerusenym tahom bez opako-
vania hran vtedy a len vtedy, ak je n nasobkom troch.

4.7 Dané je koneénd mnozina X a F(X) systém vSetkych podmnozin mnoziny X
s parnym po¢tom prvkov. Funkcia f : F(X) — R spliia podmienky:
— f(D) > 1995 pre asponi jednu mnozinu D zo systému F(X),
- f(AUB) = f(A) + f(B) — 1995 pre ubovolne disjunktné A, B z E(X).
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Dokézte, ze X mozno rozdelit na dve disjunktné podmnoziny P, Q také, ze f(S) > 1995
pre vSetky neprazdne mnoziny S z E(P) a f(T) < 1995 pre vSetky T z E(Q).

PIATA SERIA

5.1 Nech z1,xs,...,x, st nezdporné realne ¢isla a nech a je najmensim z tychto cisel.
Dokazte, ze
1+ x4 n 1+ zo g 1+ 2,1 n 1+ x, <
1+29 1423 1+=x, 1+ 2
<n+ (1 —a)?>+ (22 —a)?* + ...+ (v, — a)?
= (1+a)
Dokazte tiez, ze rovnost nastava prave vtedy ak x1 = 9 = ... = x,,.

5.2 Na zaciatku st v kazdom policku tabulky 9 x 9 vpisané ¢isla 1 a —1. Pre kazdé
policko P vypocitame st¢in vSetkych ¢isel vpisanych do policok, ktoré maji spolo¢ni hranu
s P. Sucasne nahradime cisla vo vSetkych polickach prislusnymi stc¢inmi. Nastane vzdy
taka situécia, ze po konecnom opakovani popisanej operacie bude vo vsetkych 81 polickach
vpisané ¢islo 1 7

5.3 Nech 0 <ag<ap=...<a,_1 <1 stredlne ¢isla. Nech \ je komplexny korer

rovnice 2" + a, 12" + ...+ a1x + ag = 0 taky, ze |A| = 1. Dokézte, ze \" ! = 1.

5.4 Graf s 8 vrcholmi neobsahuje Ziadnu slucku (teda hranu zacdianjicu aj konéiacu
v tom istom vrchole), ziadnu nasobnt hranu, ani cyklus dizky 4. Aky najvyssi pocet hran
moze mat 7

5.5 Nech ag a a; st celé ¢isla. Postupnost (a,,)52; je definovana vztahmi

a9 :26L1 —a0+2,
(pt1 = 3ay — 3Ap—1 + Gp_o Vn = 2

Ak pre kazdé prirodzené ¢islo m obsahuje postupnost m posebeiducich ¢lenov, z ktorych
su vSetky stvorcami celych cisel, potom vSetky ¢leny postupnosti st stvorcami. Dokazte.

5.6 Najdite vSetky funkcie f : (0,1) x (0,1) — (0,1) také, ze pre vSetky z,y a z
z intervalu (0, 1) plati:

f(f(@,y),2) = f(z, f(y,2))
af(zz,2y) = 2" f(z,y)
pre nejaka kladna konstantu k, nezavislia od volby z,y a z.

5.7 Funkcia f nadobtdajtca realne hodnoty pre vietky nezaporné redlne &isla, splia
podmienku :

F@)fy) £ y*f(a/2) + 2% f(y/2)
pre vSetky x = y = 0. Sucasne plati |f(z)] £ M pre 0 < = < 1, kde M je nejakd pevnd
konstanta. Dokazte, ze f(z) < 22
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RieSenia sttaznych tloh KS UV MO
PRVA SERIA

1.1 Dokézme najprv platnost nasledujiceho tvrdenia.
LEMA V kaZdom turnaji existuje hrd¢ oceneny cenou.
DOKAZ Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.

Prvy krok Pre n = 2 tvrdenie zrejme plati (jeden hra¢ porazil toho druhého, teda
dostal cenu).

Druhy krok Nech pre vSetky turnaje s n hrac¢mi dané tvrdenie plati. Majme potom
n + 1 hracov. Z nich izolujme hraca A a neuvazujme ziadne zapasy, ktoré zohral. Zostalo
nam n hracov hrajucich turnaj. Medzi nimi podla indukéného predpokladu existuje hrac
B odmeneny cenou. Hracov z tejto n-tice rozdelme do dvoch mnozin :

V' - mnozina hracov, ktori vyhrali nad B,

P - mnozina hracov, ktori prehrali s B.

Potom, vratiac sa k povodnému turnaju s n + 1 hraémi, mozu nastat tieto situacie :
i) A prehral s B

ii) existuje hra¢ X € P taky, ze A prehral s X

iii) pre kazdého hraca X € P; A vyhral nad X a A vyhral nad B.

V pripadoch i) a ii) zjavne hrd¢ B spliia kritérium na udelenie ceny. V pripade iii)

pre zmenu hra¢ A dostane cenu (porazil B, vSetkych hracov z P a sprostredkovane aj
vSetkych hracov z V'), ¢im sme vlastne dokazali lemu.

Poznamka. Toto tvrdenie sa dé ukazat aj tak, Ze pozorujeme hraca s najviaésim poctom
vyhier a ukézeme, Ze musi dostat cenu.

Pouzit tato lemu pri vyrieSeni tlohy je jednoduché : Predpokladajme, Ze cenu dostal
iba jeden hrac¢ a existuje neprazdna mnozina C hracov, ktori nad nim vyhrali. Potom v
turnaji, zohladiujicom iba vysledky hracov z C, existuje oceneny hrac¢. Tento ale porazil
cenou odmeneného hraca a jeho prostrednictvom aj vSetkych ostatnych hracov (nepa-
triacich do C). Teda aj on splita podmienky pre udelenie ceny, &o je spor s predpokladom.

1.2 Jednoduchou uvahou zistime, ze ¢isla m a n je vhodné volit tak, aby

1.2 1
19945(2+4+...+2m)+(1+3+...+(2n—1)):(m+§) +n2—1,

alebo

12, 1
(m+§) +n §1994+Z'
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Z Cauchyho nerovnosti dostavame:
1
3m+4n =3 < —)
2
3
2

/ 1
< V( 32—|—42\/ m—|— +n2— <5 1994+Z_g<222'

Preto 3m + 4n < 221. Diofanticka rovnica 3m + 4n = 221 ma mnoho kladnych rieseni.
221 —3m

4

A

3
2

Rozhodne vSak z tejto rovnice modulo 4 dostavame m = 3 (mod 4). Dalej n =

M4 vsak platit m? +m + n? < 1994. Po dosadeni dostdvame

221 —

Riesenim tejto kvadratickej nerovnice zistime, ze jediné m, vyhovujice podminke m = 3
mod 4, je m = 27. K nemu ale prislicha neparne n = 35. KedZze vSak pocet neparnych
¢isel musi byt parny (1994 je parne), uloha pre 3m + 4n = 221 nema rieSenie. Potom je
hladané maximum 220, lebo pre éisla 1,3,...,73,2,4,...,52,54,82 plati 3m + 4n = 220.
1.3 (Ivan Cimrak) Uvazujme @ = (ai,...,a,),7 = (r1,... ,r), & = (z1,... ,2,), ako
vektory n-rozmerného Euklidovského priestoru, kde 7, @ zvieraji uhol « a vektory 7,  uhol
. Potom podla zadania, pre lubovolny vektor & méa platit:

FoE— |3 <7 d - [dl
a teda pre vsetky ¢, |Z] ma byt

|Z[(|7 cos o — 1) < |a(|7] cos o — 1). (1)
Nech existuje ¢ také, ze || cosp — 1 = 0. Potom nerovnost

7 < (A cosa—1)

|7 cosp — 1

zjavne neplati pre dostato¢ne velké hodnoty |Z|. Cize pre kazdé ¢ plati |7]cosp — 1 <0,
a teda
LES )

Zvolme ¢ tak, aby |r]cosp — 1 # 0. Potom z (1) dostavame:

a -1
a3 A cosa—1)

|7 cosp — 1

Ak k > 0, tak iste existuje |Z|] < k a posledny vztah neplati. Teda k& < 0, ¢ize
|d|(|7] cosaw — 1) =2 0. KedZe |d@| = 0 podla zadania, mame

|7 cosax 2 1, (3)
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a teda urcite || = 1. Z toho a z (2) dostavame |r] = 1. Pouzitim tohto vztahu a (3)

(2

‘_"|.

konecne dostavame o = 0, Cize r; =

Zostéva overit, ¢i ndjdené 7 vyhovuje podmienkam tlohy.

1.4 (Peter Macak) Predpokladajme, Ze rovnica mé koreni w, pre ktory |w| = 1. Po do-
sadeni:

Wttt — " —1=0
w'(w—1)=1

jw[" - Jw = 1] =1,

teda |w — 1| = 1. Z toho a z predpokladu |w| = 1 vyplyva, ze komplexné ¢islo w mé
v Gaussovej rovine rovnaku vzdialenost (rovnd 1) od ¢isel 0 a 1, a teda w je vrcholom
rovnoramenného trojuholnika so zakladnou 01, (obr.27).

V goniometrickom tvare: w = cos § +isin §. V prvom pripade po dosadeni a pouZziti
Moivrovej vety dostavame:

with —wh =1
(cos(n + 1)% + isin(n + 1)%) - (cos ng + isinng) =1 (%)

Cisla tvaru cos %’r + 7sin %ﬂ st vrcholmi pravidelného Sestuholnika v Gaussovej rovine

(obr.28): a; =a; <= i=j (mod 6).

w1 a9 ayp = ay

60°

(1)

Obr. 27 Obr. 28
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Vo vztahu (x) pozadujeme, aby a,+1 — a, = 1, ¢o je zrejme splnené len pre dvojicu
ay,as, a teda musi platit n = 4 (mod 6), inymi slovami 6|n + 2, ¢o sme chceli dokéazat.

Rovnaky vysledok dostaneme aj v pripade, ak za w dosadime wy = cos § — isin 3.

jus

V pripade, ze 6|n + 2 jednoduchym dosadenim ¢isla w = cos § + isin §

Ze nasa rovnica mé naozaj koren s absolttnou hodnotou 1.

za z zistime,

1.5 VSimnime si lubovolné tri susedné malé trojuholniky a oznac¢me ich vrcholy
ai, as,as,aq,as (obr.29). Z rovnosti a; + a5 = as + a4, as + a5 = az + a4 dostavame
a1 — as = as — az. Z toho vyplyva, ze ¢isla na lubovolnej tsecke, rovnobeznej so stranou
trojuholnika ABC, tvoria aritmetickt postupnost, ktorej extrémne (najmensia a najvicsia)
hodnoty lezia na obvode AABC.

(a) Ozna¢me hladanu vzdialenost r. Ak a = b = ¢, potom st vSetky ¢isla v trojuhol-
niku rovnaké a r = 0. Ak a # b # ¢ # a, potom extrémne hodnoty mozu lezat
len vo vrcholoch AABC, teda r = n. Nech b = ¢ # a. Potom extrémne hodnoty

lezia vo vrchole A a na hrane BC'. Na obr. 30vidime, ze r = @, ak n je parne,

2
(1)2 (\/§n> 32 11 , ,
ar= -] 4| —— ] = ———, ak n je neparne.

2 2 2
A
ai
az /\ a4 %
™
1 n
as as B 2 2 C
Obr. 29 Obr. 30

(b) Otodenim trojuholnika ABC o 120° a 240° ziskame dva iné o¢islované trojuholniky.
Teraz uvazujme ¢islo kazdého bodu ako sticet ¢isel jemu priradenych v pévodnom
a dvoch otocenych trojuholnikoch. KedZe rovnobeznikové pravidlo plati pre kazdy
z tychto trojuholnikov, plati aj pre trojuholnik z nich zlozeny. Lenze v niom mé
kazdy bod priradené ¢islo a + b + c¢. Kedze tento trojuholnik ma

(n+1)(n+2)
2

1+424...+(n+1)=
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oc¢islovanych bodov, stucet ¢isel priradenych bodom trojuholnika ABC' je

(n+1)(n+2)(a+b+c)
G :

Iné riesenie (Boris Krupa).

Najprv tiez nahliadneme aritmeticky rast na susednych polickach. Vyjadrime teraz
vSetky hodnoty bodov ako linedrnu kombinaciu vektorov (%,0,0), (0, %, 0),(0,0,:).
b) Ak chceme zistit sucet vSetkych ¢isel, spocitame vsSetky zlozky vektorov zvlast,
a potom tieto sucty spocitame.

oo (1) (0) o ()],

a) Hodnota kazdého bodu (z,y,2) je £-a+ £ -b+ 2 .c= 1. (za+yb+ zc), priom
x4+ y + 2z = n je konstanta. Bez ujmy na vSeobecnosti nech a = b = ¢. Potom
pre lubovolné t = % (xa+yb+zc) plati ¢ £ t < a, lebo t je vdZenym aritmetickym
priemerom ¢isel a, b, c. Rovnost moze nastat, len ked ¢isla a, b, ¢ nie st navzajom
rozne. Preto v pripade a # b # ¢ # a si extrémne hodnoty len vo vrcholoch,
¢ize hladand vzdialenost je n. Ostatné pripady sa rozdiskutuja podobne ako v 1.
rieseni.
Iné riesenie (Martin P&al, len ¢ast b). Kazdému bodu je priradené ¢islo tvaru x =
= kia + kob + ksc, ki, ko, ks zavisia od polohy bodu. Preto cely sucet bude tvaru:

S=a-a+pB-b+7v-c

Zo symetrie vyplyva, ze o = 3 = . Preto je stcet rovny S = k- (a + b+ ¢). Na urcenie
konstanty k, ktora zavisi len od velkosti trojuholnika, polozime a = b = ¢. Jednoduchym
vypoctom ziskame hladany sucet.

1.6 (Michal Kovar a Michaela Ac¢ova) Oznacme |AB|= |BC| = |CA| = a, kde @aQ =
= 1. Dalej ozna¢me body As, A3, By, B3, C1,Cs (obr. 31) tak, aby |AB;| = |BCy| = ... =
= |CBs| = a(0.8 — ¢€), kde ¢ je vhodné malé realne ¢islo.

Moéze nastat niekolko pripadov:

a) Ak by v niektorom z trojuholnikov AB1C1, A3 BCs, A3B3sC lezali tri z danych bodov
(dalej len body), potom obsah tohto trojuholnika je mensi ako 0,64. Vhodne malymi
trojuholnikmi pokryjeme zvysné dva body a celkovy obsah nepresiahne 0, 64.
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C1 Co

Ag BS

/ \

A AQ Bl B
Obr. 31

b) V Ziadnom z tychto trojuholnikov nelezia 3 body. Polahky nahliadneme, Ze potom
existuje vrchol, pri ktorom v rovnobezniku lezia prave dva body a zvysné tri sa
rozmiestnené pri protilahlej strane, bud po jednom, alebo dva v jednom krajnom
rovnobezniku a jeden v druhom. Ak nastéva prvy pripad, pokryjeme prvé dva body
trojuholnikom rovnolahlym s A A5 A3 s koeficientom 2 a stredom rovnolahlosti A. Tento
mé obsah trochu mensi ako 0,16. Dalej zostrojme trojuholnik rovnolahly s trojuhol-
nikom C'C1Csy, so stredom C' a koeficientom 3 a trojuholnik rovnolahly s trojuholnikom
BB Bs, so stredom B a koeficientom 3. Tieto potom pokryvaja lichobeznik pri strane
b, a preto bod v tomto lichobezniku patri bez ujmy na vSeobecnosti napriklad prvému
z nich. Jeho obsah je mensi ako 0,36. Posledny bod pokryjeme dostato¢ne malym
trojuholnikom. Je zrejmé, ze tato konstrukcia zahtna aj druhy uvedeny pripad.

1.7 Ozna¢me T gulu, dotykajicu sa vSetkych Siestich stran Stvorstena A;AsA3zA4, S
druht gulu zo zadania so stredom O a S; gule so stredmi A; pre i = 1,2,3,4. Dalsie
avahy budeme bez ujmy na vseobecnosti robit z pohladu roviny A; A Az. Dalej oznaéme
B4, By, Bs po rade dotykové body gal Sy a Sz, S3 a Sy, S1 a S3. Nech Cp,C5y,C3 su
body dotyku gule T' s priamkami AsAs, A3A; a A; Ay v tomto poradi. Potom |A;Bs| =
= [A1 B3], |[A2Bs| = [A2B1], [A3B1| = |A3Bal, [A1Ca| = [A1C3], [A2C3| = [A2Ch], [A3Ch| =
= |A3C5|. Z toho vyplyva, ze B; = C; pre i = 1,2,3. Treba si ale uvedomit, ze dve gule
mozu mat aj vnutorny dotyk! Predpokladajme, ze S; je vo vnutri S a Sy je mimo S.
Potom bod dotyku S a Ss splyva s bodmi dotyku tychto gul s gulou S, a preto sa S3 a Sy
tiez dotykaji v tomto bode. To je vSak nemozné, pretoze body A, As, Az, A4 nemodzu byt
kolinedrne. Ozna¢me R, r, 11,79, 13,74 polomery gal T, S, S1, S5, S3, S4 v tomto poradi. Ak
S je mimo S, potom je tiez mimo Ss, S5 a Sy. Plati |OBs|® + |A1Bs|* = |0A;|°, alebo
R2 4+ 12 = (r +11)°. Podobne R2 + 12 = (r +13)°. Dalej dostévame:

RQ—TQ R2_7,2 R2_7,2
|A1Ag| =11 412 = + = .
2r 2r r
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2 .2
Podobne [A;4,] = "

Ak S obsahuje S, potom obsahuje aj S, S3 a S4. Potom podobne dostaneme, ze Stvorsten
2 RQ
A1 Ay A3 Ay je pravidelny so stranou dlzky r .
r

,pre 1 £i < j < 4. Preto je Stvorsten A; Ay A3 A, pravidelny.

DRUHA SERIA

2.1 (Eugen Kovac) Najprv ozna¢me S obsah Stvoruholnika ABCD, S’ obsah
stvoruholnika A;B,C1D;, S obsah trojuholnika B; ACY, S5 obsah trojuholnika CyBDq,
S3 obsah trojuholnika D;CA;, Sy obsah trojuholnika A;DB; a [ velkost uhla ABC.
Zrejme plati S’ = S + Sy + S3 + 5S4 + S. Nech r je polomer mensej kruznice. Potom pre
mocnost bodu C; k mensej kruznici plati:

|C1B| - |C1A| = (2r) — 1% = 32 (vzdialenost Cy od stredu je 2r).

Zrejme |C1 A| < 3r (rovnost nastava, ked AB je priemer mensej kruznice), potom plati
1 .
|C1B| 2 r 2 §|AB|, lebo |AB| < 2r. Dalej plati:
sin | C1BD;| = sin(180° — | C1BD4|) = sin|[<ABC| = sin 3.

Potom (zrejme sin 5 > 0)

1 1
S = §|Bcl| -|BDy|-sin g = Z|AB| -|BDq| -sin 8 >

1 1
> Z|AB| . |BC| -sin 8 = §SAABC’-

1 1 1
Analogicky odvodime, ze S3 > §SABCD, Sy > §SACDA asS; > §SADAB.

Sc¢itanim tychto nerovnosti dostavame:

1
S+S1+ S+ S3+854>85+ B (Spaapc + Sacpa + Sapep + Sapap) =
1
=5+ 5(5+5) =125,

pri¢om rovnost nenastava nikdy.

2.2 Mal4 zmena textu zadania moéze velmi zmenif rieSenie zadanej tlohy. V tomto pripade
mozno uvazovat tieto rdzne varianty:

a) Dokdzte, Ze aritmeticky priemer vSetkych hlav drakov je vicsi ako 199/
b) Dokazte, Ze aritmeticky priemer hlav vsetkych drakov je viési ako 1994.

KedZe ide o dve rozne tlohy uvddzame riesenie obidvoch.
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a) (Martin Pal, Peter Macék a Boris Krupa) Uvazujme nasu postupnost (a;)¥_;. Nech ay,

je prvy prvok tejto postupnosti, ktory je hlavou draka a nech ap,,ap,+1,... ,Qn 41,1
je nejaky drak. Potom tento drak ma [; ¢lenov, a teda plati ( ?;J an,+j)/l > 1994.
Ter,az uvazujme postupnost (ai)ff:hl 41, @ opidt v nej najdime prva hlavu aj s drakom
atd. Takto dostaneme m disjunktnych drakov an, ,ap, +1,...,6p, 41, -1, 1 S n < m,
pri¢om kazdé hlava patri niektorému z tychto drakov. Kedze (Z?;_Ol an,+5)/ln > 1994

pre kazdé n, 1 £ n < m, tak Zé’;_ol an,+; > 1994 -1, a teda

m ln,—1 m
DN an, 45 > 1994 ( zn> .
n=1

n=1 j=0

Nech by,...,b, st tie ¢leny nasich m drakov, ktoré nie st hlavami Ziadneho draka
v postupnosti (a;)¥_;. Iste b; < 1994 pre vietky j, 1 < j < p. Potom vsak

m l,—1 D m
DN an,i— > by > 1994 (Z L —p) :
n=1 j7=0 7j=1 n=1

.....

(Eugen Kovac¢) Najprv ukadZeme, Ze ak v postupnosti (a;)¥_; existuje drak obsahujtici

ap, je hlava draka, obsahujticeho ay, ktora je prvad v postupnosti (ai)le a nech [ je
najmensie prirodzené ¢islo také, ze [y > hi, (na chvilu predpokladajme, ze také ¢islo

existuje), a ze aj,,...,a; nie je drak. Potom (Z;:gl an,+5)/(k — h1 +1) > 1994,

a naviac (35— ai,45)/(k — Iy + 1) < 1994, Cize (3770 an,+;)/(lh — h1) > 1994
a teda (al),ltl:_hl1 je drak. Teraz nech ap, je hlava draka, obsahujiceho aj, ktorad je

prva v postupnosti (ai)lel atd. Takto dostaneme m disjunktnych drakov, v ktorych
buda vSetky hlavy drakov obsahujicich ay (a Ziadna nehlava). Kedze ide o drakov,

.....

Teraz pristipme k dokazu tvrdenia. DokéZeme ho indukciou vzhladom na dizku

postupnosti.

Tvrdenie zrejme plati v jednoprvkovej postupnosti (aq).

Majme (k + 1)-prvkova postupnost (ai)fill. V tejto postupnosti st nejaké draky

.....

.....

2.3 (Cast A Richard Hulin, ¢ast B Martin Pal)
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(A) Upravujme dant nerovnost:

(a% + a? +a§)2 > 2 (a‘lL + a3 —l—ag)
2a2a3 + 2a1a3 + 2a2a3 (a‘lL + a3 + a%)
4a3a3 > al + a5+ a3 (2a1a2 + 2a1a3) + 2a3a3
(2a2a3)° > (af — a3 — ag)z.

KedZe je vyraz 2asas kladny, mozeme nerovnost odmocnit a plati:
2 2 9
(2aza3) > af — a5 —aj

a? > (az + as)’.

Teraz st obe strany poslednej nerovnosti kladné, preto musi platit a1 < as + as.
Podobne cyklickou zdmenou dostavame aj ostatné trojuholnikové nerovnosti: as < a; +as
aasz < ay + ao.

(B) Dokéazeme ekvivalentné tvrdenie:
Ak pre niektoré 4, j,k =< n, n 2 3 plati a; = a; + aj, potom

(a%—I—a%—I—...—I—ai)z>(n—1)(a§+a§+...+ai).

Najskor vSak dokézeme toto pomocné tvrdenie (T): Pre Tubovolné by, ... , by,41 plati,

ak (B24b2+... +0%) S (m—1) (b +b5+... +b%),
potom (b2 + b2 +...+b2,) Sm (b +bd+.. +bL,,).

m
Oznacme z := Z b2. Potom

=1

(x — bfm_l(m — 1))2

1
0= a? = 2b7, 1@+ (m = 1)bp, 4y

7% +bm+1)

1
Ak potom plati 1 22 b HbS 4.+ bfn, vyplyva z toho
m

(b%+b§ +bm+1) Sm(bzll+bg++bﬁn)7
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a tvrdenie (T) sme dokézali.

Nech teraz pre nejaké i, j, k < n plati a; = aj + aj. Polozime by = a;, bs = aj, b3 = ay,

a nech by az b, maji hodnoty ostatnych a; pre [ # i, j, k. Podla ¢asti (A) musi platit

(b2 + b3 +02)° < 2 (b + b% + b3) .

Dokazme teraz tvrdenie tlohy pre nasu n-ticu ¢isel matematickou indukciou cez n.

Prvy indukény krok sme uz dokazali, druhy indukény krok je ale tvrdenie (T). Preto pre
nasu n-ticu plati:

B2 +b2+... +02)° S (n—1) (b +bh+...+0b),

a teda zrejme aj

24

a)

(a%—I—a%-{—...-{—ai)Q§(n—1)(a§1+a§+...+afb).

Ay Ao E A3 P
Obr. 32

(Peter Macdak a Martin P4l)

Zo zadania vieme, ze roviny kolmé na priamky A; B;, A;C;, A; D;, prechadzajice bodmi
B;,C;, D; sa pretinaju v bode E. Preto budu uhly A;B;F,A;C;E, A;D;E pravé, a
teda body B;, C;, D; lezia na kruZniciach s priemerom A;E. CiZze body B;, C;, D; lezia
na sfére s priemerom A;F. Ak splynt body A1, Az, Az, splynt aj sféry nad priemermi
A;F, teda aj gule opisané stvorstenom A; B;C; D;. Tymto sme dokazali tvrdenie tilohy.

Vyuzime poznatok, ze stred gule opisanej stvorstenu A;B;C;D; je stredom tusecky
A;E. Nakolko body A, Ay, A3 lezia na jednej priamke (nazvime si tato priamku p),
staci pozorovat situdciu v rovine A; A3 A3E. Potom stredy gul opisanych Stvorstenom
A;B;C;D; tiez lezia v tejto rovine a dokonca na jednej priamke (nazvime si tato
priamku o). Prienikom sfér opisanych stvorstenom A; B;C; D; bude teda prienik kruznic
nad priemermi A; F otoceny okolo priamky o (obr. 32).
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Vo vSeobecnosti mozu nastat takéto pripady : body A; splyvaji, bod F lezi na priamke
p a bod FE nelezi na priamke p. Prvy pripad bol rozdiskutovany v casti a) a vtedy je
prienikom sfér opiit sféra. V druhom pripade stredy gul opisanych $tvorstenom A; B;C; D;
nesplyvaju, lezia na priamke p, a preto kruznice nad priemermi A; F (prechadzajice bodom
E) sa navzijom dotykaju v bode E. Teda aj prienikom sfér opisanych Stvorstenom bude
iba bod E. Ak bod F nelezi na priamke p, vezmime taky bod E’ priamky p, ze EE’ 1 p.
Potom st uhly A;E'E pravé, teda bod E’ lezi na kruznici nad priemerom A;FE. Nakolko
body A; nesplyvaju, mozu byt body F,E’ jedinymi dvoma spoloénymi bodmi kruznic
nad priemermi A;F. Preto prienikom sfér v tomto pripade bude kruznica nad priemerom
EFE’ v rovine kolmej na priamku p.

2.5 (Peter Macak)

a) Rozlisime niekolko jednoduchych pripadov.
— Po kratkom pozorovani zistime, Ze pre nepéarne n plati f(n) = 2.
— Pre parne n nedelitelné tromi mame f(n) = 3 a potom f(*)(n) = 2.
— Ak je n delitelné Siestimi, mozu nastat dva pripady:

(i) f(n) nie je delitelné tromi, potom bud f(?)(n) = 2, alebo f@(n) =3 a f®)(n) = 2.

(ii) f(n) je delitelné tromi. Ukazeme, ze f(n) = 3. Ak by sa totiz v prvociselnom
rozklade ¢isla f(n) nachadzal faktor p®, kde p je prvocislo p # 3, ma f(n) tvar
p®q, kde 3|q, a teda ¢ > 1. Potom musi platit, Ze f(n) nedeli n, ale zéroven

f(n)

n
—— deli n, lebo Jn) < f(n) a f(n) je najmensie ¢islo nedeliace n. Zaroven z
q q

rovnakych doévodov g|n. Cisla ¢ a p® st vSak nestdelitelné, a preto musi platit

q-p“In. To je ale spor s tym, ze f(n) = q-p®. Preto musi byt f(n) = 3%, a potom
f@(n) =2.

Tymto sme presetrili vSetky moznosti, ale pre ziadne n neplati k, = 4. Preto také n
neexistuje.

b) Z postupu v prvej Casti rieSenia vyplyva, Ze jediné vhodné n, pre ktoré k,, = 3 su
Cisla, ktoré st delitelné Siestimi, f(n) nie je delitemé tromi a f(*)(n) = 3. Teraz
dokazeme, Ze v tomto pripade musi byt f(n) mocninou prvodisla, v nasom pripade
to bude mocnina dvoch. Ak by f(n) = p®¢°r, kde p, ¢ st r6zne prvocisla a r, o, 3 >
= 1, rovnakym postupom ako v poslednom pripade v ¢asti a) dostaneme spor. Preto
musi byt f(n) mocninou prvoéisla. Kedze f(?)(n) = 3, potom f(n) musi byt péarne,
a preto f(n) = 2%, pre nejaké a € N. Hladané ¢isla st preto vSetky tie, ktoré nie st
delitelné 2% a st delitelné vsetkymi prirodzenymi ¢islami mensimi ako 2¢. Ak oznaéime
N(X) pre X € N najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel 1,2,..., X, potom musi mat ¢islo
n tvar N(2%) - ¢, kde g je neparne prirodzené ¢islo. Tvar ¢isla N(2%) je nasledujuci:
p1'ps? ... pp*, kde p1,pa, ..., pr st vSetky prvocisla mensie ako 2% a pre exponenty
plati: o; = [(a + 1) - log, p;], kde [z] oznacduje celu ¢ast Cisla .

2.6 (Eugen Kova¢) Oznac¢me B7,j = 1,2,...,2m mnozinu ziskani z B jej otocenim

T
okolo stredu jednotkovej kruznice o il radidnov proti smeru hodinovych rucic¢iek. Potom
m
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zrejme plati pre kazdé j = 1,2,...,2m: £(A7NB) = £(ANB?). Nech 31, 3, st dva obltky

z mnoziny B. Pretoze ((31) = {(B2) = 1, obluky 7 a 871! (definicia je analogicka ako
A m

pre B7) lezia hned vedla seba (maju spoloény prave jeden (krajny) bod). Potom zrejme

2m
> By =2n
c=1
a obluk 3; obehne celt kruznicu. Preto
BLUBTU...UB, =K,

kde K oznacuje celi kruznicu. Pri tomto obiehani oblik (3; prave raz pokryje mnozinu A

2m
(pretoze A= ANK =ANB{UBZU...UpB3s.)). Potom zrejme ¢(A) = Zﬁ(A N BL).
i=1

2m
Analogicky sa ukaze, ze ((A) = ZK(A N B%). Vzhladom na to, Ze 31 N Bo = ), plati

=1

PodTla Dirichletovho principu teraz musi existovat také prirodzené ¢islo k, pre ktoré

¢(A* N B) > 20(A) _ ((A) _ K(A).g(B).

2m m 2m

2.7 (Ivan Cimrak) Sktmajme funkciu f(z) = . Po dvoch zderivovaniach okamzite

zistime, Ze tato funkcia je na intervale (0, 1) konvexna. (Mozno to preverit — trochu
zlozitejSie — aj bez pomoci diferencidlneho poctu.)

/ _3 3 _3
ffx)y=>01—-z) 2 +1x(1—x) 2> 0.
Preto pre kladné realne ¢isla x1, xs, ... ,T,, n = 2 mozno pouzit Jensenovu nerovnost:
fle) + flea) + .+ flan) o

n n

1 +2T2+ ...+ Ty
/( )

flza) + fl@) + .- 4 f(2n) n

n

1\

n

v

f(@n) + f(z2) + .o 4 f2n)

X1 i o
VvV 1-— 1

n—1
TR 1 .
V1—z, = /nyn—1
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Dalej pre &isla /@1, /T2, - .. ,/ZTn > 0 plati nerovnost medzi aritmetickym a kvadra-
tickym priemerom:

,/x1+,/x2+...+,/xn<\/x1+x2+...+xn 1
n p—

n n

VIL+ T2+ .+ Ty 1 no n
Jn=1 é\fﬁ'ﬁ‘ | @)

Z (1) a (2) dostavame:

\/x1—|—\/x2—|—...—|—\/xn< noo_ T T9 T
vn—1 “Vn-17"V1—-21 VI—-zo = V1—z,
\/.’L‘1+\/.’L‘2+...+‘/$n< I n T2 Tn
Vn—1 “VIi—z J1-—z2 = I—=z,

Rovnost v (3) modze nastat len vtedy, ak nastane v (2), ¢ize len vtedy, ak nastane

1

rovnost v A - K nerovnosti, a to je prave vtedy, ked z1 = x5 = ... = z,, = —. Pre takéto
n

x; vSak rovnost skutocne nastava.

TRETIA SERIA

3.1 (Jan Bébela)
LEMA 1. Pre kazdé i,i € {1,... ,n},n € N ax € R plati:

L+a" 22" 2" " (1)

DOKAZ. MozZno postupovat viacerymi sposobmi (vySetrovanie priebehu funkcie, nerovnos-
ti). My pouzijeme jednoduchu tpravu:

L+a" —2' —a" = (1 —a")(1 —z").

Je jasné, ze obidva vyrazy maju pre kladné = rovnaké znamienko, a preto lema plati.
Rovnako okamzite nahliadneme, Ze jediny pripad, ked nastéva rovnost je ten, ked x = 1.
(Tvrdenie evidentne plati pre parne n aj v tvare 1 + 2™ > 213 .)

Funkcia f(z) urcite nenadobtida svoje maximum pre z € R, lebo vtedy nastava jedna
z nasledujicich moznosti:

Hrz<-l=z+2>+.. .+ =g+ (@+2)+.. .+ @ 24+ ) =a+ (z+
+1)(z2+ ...+ 2?72) <0, lebo x < 0 a zaroven x +1 < 0, 2% + ... + 22" 72 > (;

{i)0>z2—-1=a+22+...+2 t=(x+2?)+.. .+ (223 +2272) 42?271 =
=@+ 1)(z+2?+...+2?73)+ 22" <0, lebo 22”1 < 0 a zdroven z + 1 = 0,2 +
+. 2?2 <0
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i) z=0=2+...+2°"" 1 =0.

Preto s vyuzitim vlastnosti (1 +2")? = 0 pre vietky = € R dostavame f(x) < 0, aviak
pre fubovolné x € R™ je f(z) > 0. Teda ak funkcia f(z) nadobtida maximum, je to urcite
pre kladné z.

Dalej s vyuzitim lemy 1 dostdvame pre parne n:

r4z? 4.+ =142+ )+ 2" =
=(14z") ((x—i—x”_l)—|—(x2—|—x”_2)—|—...(a;%_1+x%+1)—|—x%) + "
<(Lemal) (1+2z") [1+2")+...+ (1 +2")+z2]+2" <

N J

A

~
5 —1)-krat

-1
< (AG nerovnost) nT(l + ") 4 2",

Uplne obdobne pre neparne n dostavame rovnaky vysledok. Cize:

fa) = x4+ ... 2t < ”T_l(l+x”)2+x” _

(L +am)? (L+am)?
n—1 z" n—1 1 1
“ 2 Ut 2 Tire Otee
-1 1 1 1 1
B S R R Sy

-1 (1 1\ _2n-1
4 2 l4a2n) = 4

1 1

Rovnost tu nastava len pre — = S =1.
2 1+2zn

Cize pre z € RT plati f(z) < 22-1 a rovnost nastava len ked zaroven nastéva rovnost
v (1) a posledna rovnost , ¢o plati pre x = 1. Preto sa maximum f(z) nadobuda pre z = 1

: 4 2n—1
a Je rovine - -

3.2 (Martin Pal) Najprv sporom dokazeme, Ze funkcia g(z) je prosta. Nech existuju
také a # b, pre ktoré plati g(a) = g(b). Potom g(g(a)) = g(g(b)),a = b, teda funkcia g(z)
je skutoCne prosta na mnozine A.

Rovnako ukézeme, 7Ze aj funkcia f(z) je prosta. f(a) = f(b),g(f(f(a))) = g(f(f(D))),
g(g(a)) = g(g(b)),a=b, ¢ize f(a) = f(b) = a =, teda aj funkcia f(z) je prosta. Pretoze
v naSom pripade je obor hodnét podmnozinou def. oboru, musi byt podobne ako g(x)
bijekciou.

Ak je teraz ¢islo n parne, mozeme pisat n = % pre nejaké vhodné prirodzené cislo

m. Potom mozno ¢isla mnoziny A rozdelit do disjunktnych dvojic: g(a) = b, ¢(b) = a.
Oznac¢me tieto mnoziny M;, kde i =1,2,... ,m.
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Dalej vieme, ze f(g(a)) = f(f(f(a))) = g(f(a)). Preto ak pre nejaky prvok z
z mnoziny M; = {z,y} plati f(x) € M; = {a,b}, (napr. f(xr) = a), potom aj pre druhy
prvok v M; plati f(y) € M;. Kedze je vsak f(x) prostd, musi dokonca platit f(y) = b.
Funkcia f(z) teda utvara dvojice mnozin M;, pre ktoré plati: f(x) zobrazi monzinu M;
na mnozinu M; a zaroven M; zobrazi na M;. Zrejme musi byt ¢ # j, inak by neplatila
podmienka f(x) # g(z). Preto ak je ¢islo m neparne (teda n = 4k + 2 pre vhodné
prirodzené k), je pocet vyhovujicich funkcii rovny nule.

Pre parne m zistime pocet funkcii. Nech m = 2k pre vhodné k. Vsetky prvky mnoziny
A treba rozdelit na disjunktné stvorice. Kedze je g(z) pevne dand funkcia, mame uz pevne
danych m dvojic prvkov. K M; musime priradit druht dvojicu prvkov M;, to mozno urobit
m — 1 sposobmi. Teraz vyberme lubovolnt dal$iu dvojicu, k nej mozeme vybrat druht
prave m — 3 sposobmi. Takto moZno pokracovat, az kym nevycerpame vsetky dvojice. To
je spolu
(2k)!
T 2k
Este vsak treba uvazit, ze v kazdej Stvorici mozno prvky usporiadat dvoma sposobmi:
7(2) = a, f(a) = y, f(y) = b, f(b) =z, alebo f(x) = b, f(b) =y, f(y) = a, f(a) = x. Preto

je celkovy pocet funkcii rovny:

(2k —1)(2k—3)-...-1

3.3 (Peter Macdk) Oznacme po rade S, S, Sy, Sz a S5 obsahy a o, o', 01, 02 a 03 obvody
trojuholnikov ABC, DEF', AEF, BDF' a CDE. Polomery kruznic vpisanych trojuholnikom
AEF, BDF a CDE st podla zadania zhodné, ozna¢me ich r;. KedZe obsah trojuholnika je
rovny polovici st¢inu jeho obvodu a polomeru vpisanej kruznice a plati 25 = 2(S" + S; +
+ Sy + S3), médme or = o'’ + (0 — 0')ry, Cize

poo i (5)!

o(r'+ry)=o(r—r1). (1)

Ozna¢me O a O; stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABC a AEF (obr.33).
V trojuholniku ABC oznacme X, Y a Z pity kolmic spustenych z O na AB, BC a CA
a v trojuholniku AEF ozna¢me X1, Y7 a Z; péty kolmic spustenych z O; na AF, FE a FA.
Podla vety Uss st trojuholniky AX;0; a AZ;01 zhodné, podobne aj dvojice trojuholnikov
FX1,0;1, FY101 a EY101, EZ,0;. Teda |AZ,| = |AX4|, |FX1| = |FY1| a |EY1| = |EZ4],

Dalej trojuholniky AX;0; a AXO st podobné (majt navzajom rovnobezné strany)
s koeficientom |%§|1| = L. S tym istym koeficientom st podobné aj trojuholniky AZ; 0
a AZO. Preto 2 (|AZ| + |AX|) = o1 — 2|EF|. Ked si uvedomime, Ze podobné vztahy
platia aj pre trojuholniky BDF' a CDF), ich sc¢itanim dostavame

1
—0=01+03+03—20 =0+4+0 —20 =0—-10,
"
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a teda o(r — 1) = o'r.

A F 'x B
Obr. 33

Porovnanim posledného vztahu s (1) dostavame r = 1/ 4 r1, teda naozaj r; =r —r’.

3.4 Predpokladajme, Ze body st uz rozdelené do 30 skupin Si,Ss,...,S30, (|S1] =
= ny, |S2| = na, ..., |90 = n3zo, n1 < ne < ... < ngo) tak, Ze hladany pocet tro-
juholnikov je maximalny.

LEMA 1. Pre vsetky i =1,2,...,29 plati: n;.1 —n; < 2.

DOxkAz. Predpokladajme, Ze to nie je pravda. Nech ¢ je také, ze n;11 —n; > 2. Presunme
jeden prvok z Siy; do S; a vytvorme tak S; ., a S;. Ukazeme, ze sme zvysili pocet
trojuholnikov s vrcholmi v réznych skupinach. Ozna¢me M mnozinu S;US; 1 = S;US] ;.
Zrejme sa pocet trojuholnikov, ktoré nemaja ziaden vrchol v M, nezmenil. Podobne
sa z toho istého dévodu nezmenil pocet trojuholnikov s prave jednym vrcholom v M.
Vsimnime si teraz tie trojuholniky, ktoré maji dva vrcholy v M. V pévodnom rozlozeni
ich bolo n;n;41(1994 —n; —n;41). V novom (¢iarkovanom) rozlozeni ich je (n; +1)(n;41 —
—1)(1994 — n; — n;y1). Kedze vsak plati
(ni +1)(niy1 — 1) = ningyr +nipr —ni — 1 > ningp,

vidime, Ze v novom rozlozeni je skutoc¢ne viac trojuholnikov s vrcholmi v r6znych skupinéch,
ktoré maju prave dva vrcholy v mnozine M. V tejto mnozine vSak nemdze mat Ziadny
vyhovujuci trojuholnik vSetky tri vrcholy (st to len dve mnoziny S; a S;+1), inak by sa
aj celkovy pocet hladanych trojuholnikov zvysil, a to je spor s predpokladom, Ze pévodny
vyber mnozin zarucoval ich maximalny pocet.

LEMA 2. Existuje nanajvys jedno také i, pre ktoré n;y1 = n; + 2.

DOxkAz. Ak by existovali i < j tak, ze nj+1 = n;+2, nj 41 = n;+2, tak by sme presunutim
jedného prvku z S;1 do S; podobne ako v leme 1 zvécsili pocet trojuholnikov s vrcholmi
v roznych skupinéch, ¢o je opéif spor.

Ak by pre vsetky i platilo n; 11 = n; +1, tak n; < ns < ... < ngg by tvorili aritmetick
postupnost s diferenciou 1 a platilo by

ny —|—n2—|——|—n30:30n1+435 (1)
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Ak by rozdiel n;+1 —n; bol 2, potom

ny 4 + ...+ ngo = 300y + 435 + (30 — i) = 30(ny + 1) + 435 — . (2)

Kedze vsak 1994 — 435 = 1559 = 30 - 52 — 1, vidime, Ze nastava pripad (2), a ze
i=1,n, =51

Preto (n1,ne,...,ns0) = (51,53,54,55,...,79,80,81).
3.5 (Peter Macak) Musi platit:

1 1

f@™y") = fz)m= f(y)n, pre z,y > 1. (1)

Zavedme funkciu g(z) = log,(f(x)), a > 1. Pretoze f(x) € (1,00), plati
g(z) € (0,00). Zlogaritmovanim vztahu (1) sa ndm nezmeni znamienko a plati:

log, (f(™y™)) < —— log, (f(x)) + — loga (f(3))

dm 4an
o™y € 7g(x) + -0 (0) &)

.....

Vztah (2) mozno potom napisat v tvare:
h(mlog, x + nlog, y) < ih(lo x) + ih(lo )
&b &Y =4 &b in &vY)-
Po substiticii v = logy, x, v = log, y dostavame

L ) + —ho). (3)

h(mu + nv) < - ™

Tymto sa celd tloha pretransformovala na tlohu ndjst vSetky funkcie h(x) : RT —
— R* (log, = je pre b > 1, x > 1 kladné ¢islo), pre ktoré plati vztah (3) pre Tubovolné

prirodzené m,n. Ukazeme, ze funkcie h(z) = , kde H(x) je Tubovolna nerastica
funkcia, vyhovuju.

Pre prirodzené m,n a kladné w, v plati: mu +nv > v, mu+ nv > u. Pretoze H(x)
je nerastuca funkcia, tak

H(mu + nv)
H(mu + nv)

(v) (4)

<H
< H(u). (5)
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Pre Tubovolné kladné m, n, u, v mozno po upravach odvodit:

(mu —nv)> =0

m2u? + 2mnuv 4+ n?v? = dmnuv
1 1
(mu + nv)? = dmnuw
dmnuv(mu + no) dmnuv(mu + no)
1 1 1
+ 2 (6)

dmu  dnv T mu+no

Pouzitim (4,5,6) dostavame:

H(mu + nv) < H(mu+nv) H(mu+nv) _ H(u) H(v)
= + = + :
mu + nv dmu 4dnv 4dmu 4nv

Teda skutocne ]
4n
¢o je rovnost (3). Tymto sme dokéazali, ze lubovolna funkcia h(z) = H(z)/z, kde
H(z) je lubovolna kladna nerastuca funkcia vyhovuje (3). Pretoze vSak nerovnost (3)
je ekvivalentna s nerovnostou (1), je zaroven kazda funkcia

! h(u) +

<
h(mu + nv) < p

h(v),

f(.fl?) — CLH(logb x)/logy, w,

kde a,b > 1, H(z) je kladné nerastica funkcia, rieSenim danej tlohy. Tymto vSak nemame
zarucené, ze sme nasli skutoc¢ne vsetky funkcie vyhovujice danej podmienke. Tento
problém vsSak vyrazne presahuje hranice stredoskolskej matematiky, a preto jeho riesenie
neuvadzame. (Ulohu tplne nevyriesil Ziaden riesitel.)

3.6 Nech PQ pretina spoloénu tetivu EF v bode K, kruznicu opisani QCD opiit v bode
R a kruznicu opisani PAB opit v bode S (obr. 34).

Obr. 34
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Moézeme predpokladat, ze priamky AB a CD sa pretinaji v nejakom bode O. Oznaéme
|OA| = a,|OB| = b,|0C| = ¢,|0OD| = d,|OP| = p a |OQ| = q. Z vety o mocnosti bodu
ku kruznici vyplyva, ze |KP|- |KS| = |KE|-|KF| = |KQ|-|KR)|. Preto % = % -

—1= I‘;(—CSQH —-1= % Z toho vyplyva, ze |K P| = |KQ)| prave vtedy, ked |PR| = |QS],
¢o mozno zapisat aj ako |CP|-|DP| = |PR|-|PQ|=|QS| - |PQ|=|AQ|-|BQ|. Vyuzijic
toho, Ze p? = ab a ¢°> = cd, mozeme upravit vyraz (c —p)(p —d) = (¢ —a)(b — q) na (ac —
— bd)(bc — ad) = 0. Nakolko sa priamky AB a CD pretinaji mimo Stvoruholnika ABCD,
plati b > a a ¢ > d, alebo obe nerovnosti platia opacne. Preto bc — ad # 0, a teda musi

platit ac — bd = 0, ¢ize g = 2. Co je ekvivalentné tomu, ze BC' je rovnobezné s AD.

3.7 (Miroslav Dudik) Ak chceme, aby bola D-retaz daného ¢isla ¢o najdlhsia, musi byt
podiel ¢isel z;41,x;, pre 0 < ¢ < d — 1 prvodislo. (Ak by to bolo ¢islo zlozené, ktoré sa da

.....

¢len, ¢o je spor s predpokladom jej maximality.) Maximélnou dizkou D-refaze bude teda
maximéalny pocet prvocisel, ktorymi mozeme dané ¢islo delit a dostaneme este celé ¢islo.
V nasom pripade dostavame:

20F . 12™ . 1994™ = 92k . 5k . 92m _gm on qggyn — 92kt2min  gm gk gg7n

Maximalna dlzka D-retaze teda je 2k +2m +n+m+k +n = 3k + 3m + 2n. Pocet tjchto
D-retazi uré¢ime ako pocet réznych postupnosti podielov % Pocet tychto postupnosti
vSak uz urcime jednoducho, je to pocet permutacii 2k + 2m+n dvojok, m trojok, k patiek
a m 997-iciek. To vsak je :

(3k + 3m + 2n)!
(2k + 2m + n)!k!m!n!

STVRTA SERIA

4.1 (Tamas Varga a Martin Doméany) Jednoduchym vypoc¢tom overime, ze f(*)(z) —

Nech p je peridda cisla z. Potom pre kazdé prirodzené cislo n plati, ze f(”'p)(z) z.
Naozaj:
n-krat n-krét
FOp)(z) = " = Zmp-i-p-i- R JmPmP .omP
Obratene, nech k je také cislo, ze f(k)(z) = 2. Potom urdite k = p, a teda existuju

prirodzené &isla n, s; s < p, také, ze k = np+s. Potom ale f(¥)(z) = zm" """ = (zmn'p)m =

= 2™ = 2. Pretoze s < p, musi platif, ze s = 0. Dokazali sme, ze f*)(2) = 2 prave vtedy,
ked k = n - p pre nejaké prirodzené n.

Ak mé ¢islo z periédu 1995 musi pren platit:

1995 . 1995
2™ =z, t.j. 2™ -1
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1995

Tato rovnica ma v obore komplexnych ¢isel m — 1 rieSeni tvaru:

. 27k iy 2k
2, = sin ————— +4C0S —————
ml995 — 1 ml995 — 1’

Medzi nimi su vSak také ¢isla, ktorych periéda je mensia ako 1995, v kazdom pripade
vSak musi delit ¢islo 1995. Toto ¢islo delia prvocisla 3,5,7,19 a samozrejme jednotka.
Pocet komplexnych éisel s periédou jedna je P(1) = m — 1, s periédou 3 je P(3) = m3 —
—1— P(1) = m3 —m, s periédou 5 je P(5) = m® — 1 — P(1) = m® — m, atd., s periédou
15 je P(15) =m!® — 1 — P(5) — P(3) — P(1) = m!'5 = m5 — m3 + m, atd.

Takymto postupom by sme sa dostali k ¢islu

P(1995) = m1995 665 _ 399 _ 285 105 4 183

+m95+m57+m35+m21+m15—m19—m7—m5—m3+m,

poctu komplexnych cisel s periédou 1995.

4.2 (Michal Bajcsy a Daniel Partos) Najprv najdime geometrické miesto bodov Py
takych, Ze obsahy trojuholnikov DAP4 a ABP,4 st rovnaké. Oznatme a3 = SDAPy
a ay = < BAP,4. Potom pre obsahy plati |P4A|-|AD|-|sina;| = |PaA|-|AB|-|sinas|, ¢ize
|AD|-|sina;| = |AB|-|sinasl|. Kedze |AD|, |AB| a uhol DAB st pevné veli¢iny, hladanym
geometrickym miestom je dvojica priamok, ktoré prechadzajia bodom A. Stred tsecky DB
vyhovuje podmienkam kladenym na Pg4, preto jedna z tychto priamok prechadza stredom
DB, nazvime ju t4. Druhd priamka je rovnobezna s BD, nazvime ju r4.

Ak mé bod P spliat podmienky tlohy, musi lezat bud na tx, alebo na rx pre kazdé
X € {A, B,C, D}. Rozoberieme jednotlivé pripady:

1) Bod P lezi na ty, tg, tc, tp. Predpokladajme, ze t 4 # to. Potom t4 Nte = Spp,
kde Spp je stred tsecky BD. Teda P = Spp atp = tp. Z toho vyplyva, ze aspon jedna
z uhlopriecok deli stvoruholnik na dve obsahom rovnaké casti.

2) Plezina ty, tg, tc, rp. Ak ta = to, tak ta||rp, kde t4 # rp, spor. Ak ty # tc,
tak P = Spp ¢ rp, spor. Tento pripad teda nemoze nastat.

Kedze r4l||rc a rgl||rp, zostava posledny pripad:

3) Plezinata, tg, rc, rp. Oznaéme S = ACNBD a S’ bod na tsecke PC' vzdialeny
@ od P (taky bod existuje, kedze DB||rc a AC||rp). Trojuholniky ACP a SS’'P st
|AC| [SS'| .. |AS|+[SC| |C'S|
cP| — Js'P]" ©* TIDS[ ~ T(BS|+[SD)’
Po prendsobeni |AS| - |BS|+ |CS|-|BS|+ |BS|-|CS| = |CS|-|DS|. Ak a« = SASD, tak
|AS|-|BS| - |sina| + |CS|-|BS|-|sinal + |BS|-|CS|- |sina| =|CS|-|DS|-|sinal|. Cize
uhlopriecky rozdelia dany Stvoruholnik na $tyri trojuholniky, z ktorych jeden je obsahom
taky velky ako ostatné tri spolu. Z bodov 1 a 3 je zrejmé, Ze pre kazdy Stvoruholnik
existuje nanajvys jeden hladany bod P.

rovnolahlé, a teda podobné. Preto
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4.3 (Eugen Kova¢) Oznacme si sykorky €islicami 1,2,...,9,0. Zéapis K(a1,as,...,a,)
bude znamenat, Ze sykorky ai,as, ... ,a, sedia na jednej kruznici.

LEMA 1. Existuje 5 sykoriek sediacich na jednej kruznici.

DOkAz. Sporom. Predpokladajme, ze ziadnych 5 sykoriek nesedi na jednej kruznici.
Bez ujmy na vseobecnosti K(1,2,3,4) a K(5,6,7,8). Z pitice 1,2,3,9,0 styri sykorky
sedia na kruznici. Ak K(1,2,3,9), tak aj K£(1,2,3,4,9), spor. Obdobne sa dokazZe, Ze
nemoze byt K(1,2,3,0). Takze mézme predpokladat /C(1,2,9,0).

Uvazujme teraz piticu 2,3,4,9,0. Nutne K(3,4,9,0) (lubovolna ina Stvorica by si uz
vynutila aj piatu sykorku na jednej kruznici). Podobne z 5,6,7,9,0 mame X(5,6,9,0),
az6,7,890tiez £(7,8,9,0). Patica 1,3,5,9, 0 si vynucuje K£(1,3,5,9) alebo K(1,3,5,0).
Bez ujmy na vSeobecnosti, nech K(1,3,5,9). Pitica 1,3,7,9,0 si vynucuje K(1,3,7,0),
a napokon pitica 3,5,7,9,0 nedava ziadnu moznost Stvorice, ktord by si uz nevynucovala
pét sykoriek na jednej kruznici.

LEMA 2. Aspon 9 sykoriek sedi na jednej kruznici.

DOKAZ. Nech 1,2,3, 4,5 sedia na jednej kruznici (mo6zme to predpokladat na zéklade lemy
1). Staci ukazat, Ze aspon jedna zo sykoriek 6, 7 sedi na tej istej kruznici. Predpokladajme,
Ze nie.

Uvazujme piticu 1,2,3,6,7. Potom bud K(1,2,6,7), K(1,3,6,7) alebo K(2,3,6,7).
Bez ujmy na vSeobecnosti, nech K(1,2,6,7). Teraz uvazujme piticu 3,4,5,6,7. Opit
bez ujmy na vSeobecnosti K(3,4,6,7). Este uvazujme piticu 1,3,5,6,7. Ak K(1,3,6,7),
tak K(1,2,3,6,7), a tiez K(1,2,3,4,5,6,7), spor. Podobne neméze byt ani K(1,5,6,7),
ani K(3,5,6,7). Potom ale bud K(1, 3,5, 6) alebo K(1,3,5,7), ¢ize bud sykorka 6, alebo 7
sedi na kruznici spolu s 1, 2, 3,4, 5.

KedZe zrejme moze byt 9 sykoriek na jednej kruznici a desiata vedla, odpoved je 9.
4.4 (Peter Macak a Martin Pal) Predpokladajme, ze O, P, @ su tri rozne body. Ozna¢me
S1, So stredy kruznic opisanych AABP, ACDP (obr. 35).

Vyjadrime si teraz velkost pravouhlého priemetu usecky S; P

. BP . ” .
na priamku %: di = %, pretoze S; lezi na osi BP;

na priamku @: do = ‘A—Qm, pretoze S7 lezi na osi AP.

Rovnakou tivahou uréime dlzky priemetov tsecky OS5 na priamku BD:

BD DP . ” . . . ) [ . ;
ds = % - %, pretoze O lezi na osi BD, Ss lezi na osi PD a hladana vzdialenost

je vzdialenost piity kolmice z bodu O do bodu D bez vzdialenosti péty kolmice z Sy od
bodu D. Po jednoduchej uprave: ds = |BD|;|DP‘ = ‘BQP|.

Obdobne pre dlzku priemetu OSs na priamku j@: dy = ‘AC‘;‘CP‘ = |A2P|.
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Zistili sme teda, ze d; = d3 a dy = dy4. Z toho ale vyplyva , ze |S; P| = |OSs| (obr. 36).

j@ a A(% su totiz roznobezné priamky a v danej rovine méZzeme zaviest suradnicovi
stistavu, v ktorej st prave tieto dve priamky stradnicovymi osami. Potom st dizky d;, ds

, resp. ds, dy stradnicami vektorov S1P a OSs; kedZze maju obe stradnice rovnaké, musia
maf rovnaku dizku a zaroven musia byt rovnobezné.

Obr. 35 Obr. 36

Uplne analogicky sa dokaze, ze |SoP| = |OSy]. Preto st trojuholniky S;.55P a 52510

zhodné. Z toho vyplyva, ze vzdialenost bodu O od priamky gl S je rovnaké ako vzdialenost
bodu P od tejto priamky. Pretoze bod @ je osovo simerny s bodom P podla osi S1.55,

tak aj jeho vzdialenost od ngg je rovnaka ako vzdialenost P od tejto priamky. Z toho uz

ale vyplyva, ze OQ || S152. Pretoze body P, st osovo simerné podla gl Sy (vyplyva to
napriklad z toho, ze AS152Q = AS152P podla vety sss), tak PQ L S1.5;.

Teda OQ || 5155 aSlSQLPQ:OQJ_PQ

4.5 (Jdn Béabela) Mame ststavu rovnic :

2A+ B
22 (Az? + By?) + y?(Ay* + B2?) + 2%(A2? + Bx?) = %(13@)4,

x? + % 4+ 2% = (13a)>

Dosadme za (13a)? z druhej rovnice do prvej. Po jednoduchych tpravich dostaneme
ekvivalentnii ststavu rovnic :

(24 — B)(z* 4+ y* + 2% — 22%y% — 29?22 — 22%2%) = 0,
22 4+ 9% 4 2% = (13a)2
Ak B = 2A, potom je prva rovnost splnené a druhd ma4 rieSenie v obore prirodzenych

¢isel : x = 12a,y = 4a, z = 3a.
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Ak B # 2A, mozme prva rovnicu vydelif tymto ¢lenom. Bez ujmy na vSeobecnosti
potom modzeme predpokladat, Zze plati z = y = z. Teda postupnymi Gpravami dostévame

(z* + yt 4+ 21 — 22297 — 29222 — 22%22) = 0,
(22 +y? — 22 + 22y) (2 + y* — 22 — 2wy) =0,
(+y+2)(rt+y—2)(z-—y+2)(z—y—2)=0.

LCahko vsak nahliadneme, Ze pre prirodzené ¢isla x,y, 2z (ak * = y = z) musi platif :

(x+y+2) >0, (x+y—2) >0, (x—y+2)>0.

Teda jedind moznost, ktora nam zostala je : © = y + 2. Dosadme tito rovnost do druhej
rovnice systému. Dostéavame : 2(y? + yz + 22) = 13a2.

Nech y = y1D a z = 21D, kde D je najviicsi spoloény delitel y a z a y1, 21 st vhodné
prirodzené ¢isla. Potom zjavne D deli aj parameter a a mozno zaviest oznacenie a = a, D,
pre vhodné prirodzené a;. MoZeme teda nasu rovnost upravit na tvar : 2(y? + yi21 +
+ 22) = 13a2. Potom lava strana rovnice moze nadobtidat iba zvysok 2 po deleni $tyrmi,
ale prava iba zvysky 0 a 1 po deleni tym istym c¢islom. Teda rovnica nemé rieSenie v obore
prirodzenych ¢isel. To znamend, ze v pripade B # 2A nemé dana ststava rovnic rieSenie.
B = 2A je teda nutnou aj postacujucou podmienkou existencie rieSenia systému rovnic
v obore prirodzenych cisel.

4.6 Najprv rozoberieme pripad n = 3k, kde k je nejaké prirodzené cislo. Oznacme
n-uholnik A; A, ... A3k, uhlopriecky zvolme:

A1As, AtAs . AsAs, (1)
A1de  , A1As , Asds, (2)
;41A3m : ;41A3m+2: ;43m143m+2, (m)
;41A3k—3: ;41A3k—1 : ;43k—3A3k—1, (k-1)
Uhlopriecky v (1), (2), ..., (k-1) tvoria trojuholniky s jednym vrcholom A;. N&s fah

moze vyzerat takto: zaCiname v Aj, postupne prejdeme vsetky trojuholniky z (1)—(m),
a nakoniec prejdeme strany n-uholnika.

Teraz rozoberme pripad, ked n nie je delitelné tromi. Dokazeme, Ze pre ziadne n
nedelitelné tromi nemozno uhlopriecky danym spdsobom vybrat. Dokaz prevedieme tplnou
matematickou indukciou podla n.

Prvy krok Pre n = 4 je tvrdenie trividlne.
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Druhy krok Nech tvrdenie plati pre vSetky k& < mn. Mozeme predpokladat n = 5.
Ozna¢me opit n-uholnik A1 A, ... A,. Predpokladajme, Ze je rozdeleny n—3 uhloprieckami
tak, ze pozadovany tah sa da nakreslit. Potom:

(x) Z kazdého vrcholu musi vychadzat parny pocet uhlopriecok.

Navyse, kedZze n-uholnik je rozdeleny na trojuholniky, musi existovat také prirodzené
Cislo i, ze A;A;12 je medzi uhloprieckami. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech je to A;As.
PodTla (x) eSte aspon jedna uhlopriecka A; A vychddza z Ap, kde s je vhodné prirodzené
¢islo. Napriklad zvolme s tak, aby bolo najmensie mozné. Zrejme s > 4 a s # 0 (inak
by (%) nemohlo byt splnené pre As alebo A;). Potom A; A3 a A;As st dvoma stranami
jedného z trojuholnikov, na ktoré je m-uholnik rozdeleny. Samozrejme, tretou stranou je
A3zAs. Kedze s > 4, aj tato strana je uhloprieckou n-uholnika. Zvysnych n —6 uhlopriec¢ok
rozdeluje mnohouholniky A; As A3, A3A4As5 ... As, AsAsyq ... Ar na trojuholniky. (Opit
samozrejme z kazdého vrcholu vychadza parny pocet uhlopriecok !) Podla indukéného
predpokladu méa kazdy z tychto mnohouholnikov pocet vrcholov delitelny tromi. Lenze
tieto poéty s 3, s —2 an — (s — 2) a ich sucet je n + 3, ¢o nie je delitelné tromi. Preto
nie je delitelné tromi aj jedno z ¢isel s — 2, n — (s — 2), a teda tvrdenie pre jeden z tychto
mnohouholnikov neplati. To je vSak spor.

4.7 (Eugen Kovac)

Nech A € E(X) je takd mnozina, pre ktoru je f(A) maximalne. Ak existuje viac takych
A, vyberme tu, pre ktort |A| (pocet prvkov mnoziny A) je minimélny (ak je takych stéle
viac, vyberme Tubovolna z nich). Potom P = A, ) = X — A je pozadovanym rozdelenim.

Ak totiz T € E(X —A), potom ANT = @ ateda f(A) = f(AUT) = f(A)+ f(T)—1995,
z ¢oho dostavame f(7') < 1995.

Ak S € E(A),S # 0, takaj "= A — S € E(A) (A aj S maju parny pocet prvkov).
Zrejme S' # A, S' C A, ¢ize |S'| < |A|, a teda vzhladom na volbu A musi platit :f(S") <
< f(A). Zaroven SUS" = A, a tiez SN S’ = 0. Z toho uz vyplyva, Ze

f(A) = f(SUS) = f(S) + f(S) = 1995 < f(S5) + f(A) — 1995,
a teda f(S) > 1995.

PIATA SERIA

5.1 (Eugen Kovac¢) Dokazujme dané tvrdenie matematickou indukciou:
Prvy krok Nech n =2, z; < x5. Potom 0 = (24 — x1)3. Z toho:
(w2 —21)°(1+ 1) £ (w2 — 21)*(1 + 22),

(2 — 21)° (22 — 21)°
(I4+2)A+22) = 142)°

7\

Odtial: )
1 — T2 To — X1 < (.IQ—.Tl)
1+ 29 142y = (1+m1)2
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1+« 1+ 1 — 1) Ty —11)2
1+ 2§2+(1 1)2 (22 1)2
4z 14z (1+ 1) (1+ )

Rovnost nastéva prave vtedy, ked x1 = xo, éim sme dokézali prvy indukény krok.

Druhy krok Nech nerovnost plati pre vSetky n-tice nezapornych éisel. Ukazme, ze plati
aj pre lubovolni (n + 1)-ticu. Uvazujme lubovolna (n + 1)-ticu ¢isel x1, 2, ..., Ty, Tni1.
Nech x; je najmensim spomedzi tychto ¢isel. Potom x; = a. Podla indukéného predpok-
ladu plati nerovnost :

l+a 14z R U e (1 —a)’ + (22 —a)* + ...+ (zn — a)®
=n-+ .
14z 1+2x3 14z, 14+a (1+ a)?

Staci ukazat, ze plati:

1+ Zpt1 1+a l+a = (1+4a)?

1+, +1—|—xn+1 1+mn<(xn+1—a)2+1.

Uvedieme postupnost ekvivalentnych nerovnosti. Nech 0 < a < b,0 £ a < ¢. Potom:

c—b<c—a a Oélélic—bc—aéc—ac—a,
c~ a 1 a a a
1 1 (c—a)?
N [E—— R
(c )(a C)— az
N2
c b by, (oo
a ¢ a a

Rovnost nastava préave vtedy, ked a = b = ¢. Tymto sme vlastne z predpokladu 0 < a +
+1Z2,+1,0=5a+ 1< 2,01 + 1 dostali pozadovant nerovnost, a tym aj cely druhy
indukény krok.

5.2 (Eugen Kovac¢) Ukazeme, ze existuje takd tabulka, ktord sa popisanou operéaciou
po Ziadnom kone¢nom pocte krokov nezmeni na tabulku so samymi jednotkami.

+[+[+ ][ =[]+
+ [+ =[]+
[+ [+ [+
+ =+ [+[+]=
— [ [+ [+ [+ [+
+ =1+ [+ ]
[+ [+ [+
[+ [+ ]+
+ [+ =T+ [T+

Uvazujme tabulku, ktord méa v strednom policku (piate policko v piatom riadku) 1
a vo vSetkych ostatnych +1. Tato tabulka bude zrejme po lubovolnom pocte operacii
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stimerna podla piateho riadku aj podla piateho stipca. Ak P je poli¢ko v piatom stipci,
potom ¢islo vlavo od P a ¢islo vpravo od P st rovnaké. Preto je ich su¢in 1. AvsSak
v tejto tabulke po fubovolnom poéte operacii nemaji na piaty stipec vplyv ostatné stipce.
Teraz stadi iterovaf samostatne len piaty stipec, ktory sa od druhej iteracie za¢ne opakovat
s periédou 6, pri¢om v kazdej iteracii je v tomto stlpci aspon jedna 1.

V tabulke mozno vidiet, ako prebieha zmena znamienok v piatom stipci. Kazdy stipec
predstavuje jednu iteraciu.

5.3 Plati \* +a,_1 A" ' 4+ ...+ a; X+ ag = 0. Prenasobenim ¢lenom A\ — 1 dostéavame
AN = (1 — )N 4 (a1 — ap2) N+ + (a1 — ag) X + ag.
KedZe vsetky koeficienty na pravej strane st nezaporné, plati
A" < (1= an 1) A" + (@n_1 — an—2) A" + ...+ (a1 — ao)|A| + ao.
Z toho, 7ze |\| 2 1 mozno zhora ohrani¢it prava stranu nerovnosti vyrazom
IAM"[(1 = an_1) + (an_1—an_2) + ...+ (a1 — ag) + ag] = |\|".
Méme teda nerovnost |A|"T" < |A|", odtial [A| £ 1, preto |A| = 1. Potom
A =1 = an-0)X"[ + [(@n-1 = an—2)X" 7| + ... 4 |(a1 — ao)A| + |ao|.
Pretoze ag je kladné redlne cislo, su aj ¢isla
AN (1= an )N, (ane1 — an_2) A" ., (a1 —ag)X

nezaporné realne. Z toho uz potom okamzite vyplyva

/\n—|—1 _ |/\n—|—1| _ |/\|n—|—1 —1.

5.4 Na obr. 37 vidime, ze graf so zadanymi vlastnostami moze mat 11 hran. Ukézme,
ze je to najvyssi mozny pocet. Predpokladajme, Ze existuje taky vyhovujuci graf, ktory
ma aspon 12 hran (zrejme mozme predpokladat, Ze ich ma prave 12). Nech A je vrchol
maximéalneho stuptia n. Potom n = 3. Nech A susedi s By, Bs,... , B,, zvy$né vrcholy
oznac¢me Cp,Cy, C7_,. Ak C; alebo B; je spojeny s dvomi rdznymi vrcholmi B; a By,
n
potom tri z nich spolu s A tvoria Stvorcyklus. Preto je v grafe nanajvys ng hran typu
B;Bj a 7T—n hran typu B;C;. Hran typu C;C; je evidentne nanajvys (7;”). Teraz mozno
zhora odhadnuf celkovy pocet hran v grafe ¢islom

f(n):n+LgJ+(7—n)—|— <7;n)
Teraz vsak f(5) = f(6) = f(7) =10 < 12, kym f(4) = 12.
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Ak n = 4, st v grafe postupne prave 2, 3 a 3 hrany typu B;B;, B;C; a C;C;.
Bez ujmy na vSeobecnosti mozme predpokladat, Zze By je spojeny s B, Bs s By a Cp,Csy, C3
sl spojené navzijom. Ziadne z B-¢iek nemdze byt spojené s dvomi C-ckami (inak by
vznikol §tvorcyklus). Preto st tri B-cka spojené s roznymi C-¢kami. AvSak B; a Bs alebo
B3 a By vytvoria stvorcyklus s dvomi C-ckami. Preto takyto graf neexistuje.

Obr. 37

Pre n = 3 sa vSetky vrcholy stupiia 3. Kedze f(3) = 14, v tomto grafe mozu byt
nanajvys 4 hrany typu C;C;. Odtial plynie, ze musia byt po rade prave 1,3 a 4 hrany
typu B;B;, B;C; a C;C;. Naviac, jedno z C-Ciek je spojené z inymi tromi. Odtial vyplyva,
ze iné C-cko je spojené s dvomi B-ckami, a teda vznikol stvorcyklus s A. Zrejme pripad
n = 2 nemé zmysel diskutovat.

5.5 (Martin Pal) Dany rekurentny vztah
Un41 = 3a, —3an_1+ ap_2 (1)

zrejme spolu s prvymi tromi ¢lenmi jednoznacne urcuje postupnost. Teraz si vSimneme,
Ze ak hladdme a,, v tvare

Ap = an2 + ﬁ’l‘b + v, (2)

vyhovuje takato postupnost rekurentnému vztahu (1). Treba esSte splnit za¢iato¢né pod-
as — 26L1 + ao

2 Y
b= W, v = ag. Dosadenim vztahu as = 2a; — ag + 2 do posledného dostavame:
a=1,8=a —ay— 1,7 = ag. Teda a,, = n? + Bn + . (Kedze postupnost je uréens
jednoznacne, je to jej jediné mozné vyjadrenie.)

mienky na ag,a1,as. Riesenim stistavy linedrnych rovnic dostavame o =

Dalej vieme, Ze druhé mocniny celych ¢isel davajt po deleni styrmi zvysky 0 a 1. Aby
a, bolo pre nejaké n Stvorcom, musi byt (pomocou tvahy modulo 4) 3 delitelné dvomi.
Polozme 8 = 2k. Potom a, = n?> +2kn+~v = (n+k)? —k*+~ = (n+ k)? + 1, pre
nejaké pevné celé ¢islo [, nezavislé na n. Ak [ je kladné, tak Tahko ndjdeme také m, ze
(m+k+1)% > (m+k)?+ 1, a preto sa nemozu nachadzat za sebou v postupnosti dva
Stvorce (to protire¢i zadaniu). Ak by bolo [ zadporné, podobne existuje m také, ze (m +
+k—1)2 < (m+k)? +1 a z podobnych déovodov dostavame spor. Preto musi byt [ = 0,
a teda a,, = (n + k)? pre vhodné celé k.
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5.6 (Peter Macak) Ozna¢me rovnice v zadani po rade (1) az (4). Do (4) dosadime x = 1:

flz,2y) = 2" f(1,y) = 2y, (5)

(nakoniec sme pouzili (2)). To znamena, ze pre vSetky = € (0,1) je f(x,0) = f(xz,2) =
= 2¥.0 = 0. Specialne

f(0,0) =0. (6)
Pre vSetky ostatné 1 =2 X 2 Y = 0,2 # 0 plati

F(X,Y) = x*y, (7)
pretoze Y sa dé zapisat ako z - X, kde z € (0,1) a mozno teda pouzit (5).
Podobne ak do (4) dosadime za y = 1, tak mézme odvodit pre 1 2 X 2 Y 2 0,C # 0:

f(Y,X)=Xk1y (8)

Zo (7) a (8) potom vyplyva, Ze pre véetky 1 =2 X =2 Y =2 0, X # 0 plati
FX,Y) = f(Y,X) = X" (9)
Tymto sme jednoznacne definovali funkciu f(x,y) na intervale (0,1) x (0,1), pre dané k.

0,1
Teraz budeme predpokladat, ze 1 =2 =z =2 y =2 z > 0. V podmienke (3) potom bude:
f(z,y) =21y, f(y,z) = y*~'2. Preto ma platit

f@*ty, 2) = flz, g 12). (10)

Vzhladom k (6), (9) je zrejmé, Ze nezalezi na poradi zloziek funkcie f(x,y), ale iba na tom,
ktoré z ¢isel x,y je mensie. V podmienke (10) mozeme pre kazdé x € (0, 1) dostat 21y >
> z,x 2 y*12. Potom

(xk—ly)k—lz _ xk—lyk—lz

2 2
ph=D b=l _ gkl k=1, NSO D L

Ak by tato rovnost platila pre vSetky = € (0,1) (pre pevné z mozno jednoducho zvolit
y, z také, aby platilo 2%~y > 2, x> y¥~ 12, staéi volif dostatoéne malé z), tak sa musia
rovnat exponenty (k —1)? =k — 1, preto k = 1,2. Iné k preto nemozu vyhovovat.

Pre k =1 je f(z,y) = min(z, y) a zrejme st potom splnené vsetky podmienky (1) — (4).
Pre k = 2 je f(z,y) = zy a opéit st splnené vSetky podmienky (1) — (4).
Uloha maé dve riesenia.

5.7 (Martin Pal) Zo zadanej nerovnosti po dosadeni x* = y dostdvame: f2(z)
< 22%°f(%) = f(z) 2 0, pre vietky z € RT U {0}. Pre z = 0 méme f2(0)
<202f(0)=0 = f(0) =0. Teraz predelme dani nerovnost vyrazom x%y? :

f(@) 3, fE] 1
2 o)
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Nech existuje ¢islo xo také, ze g(xg) = h > 1. Potom dokézeme, ze g(zg-27%) = (2h)? =.

Doékaz prevedieme uplnou matematickou indukciou.
Prvy krok Prei =1 2h? < g(x927%), plati (z (2)).
Druhy krok Nech

1]_ — 11 2 —3 —f—
(2h)? 3 <g(zg-27Y) = <(2h)2 5) 25 20%(20-27Y) S g(mg-277h)
. K2 1 —7—
(21)*% -2 7 < glao-27"")

Teda mame ‘ o _
flzg-27%) 2 a3 .22 271 p2,

Zrejme 2° —2i — 1 — oo pre i — oo, teda f(zg-27%) — oo pre i — 0o, Cize pre -2~ — 0,
¢o je spor so zadanim.

Preto plati g(z) < 1, teda f(x) < 2?2 pre vietky x € (0, 00).
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