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O priebehu 44. roenika matematickej olympiady

Su»a¥%s s ndzvom Matematickd olympiada pre %siakov strednych zakladnych kél
usporaduva Ministerstvo kolstva a vedy SR v spolupraci s Jenotou slovenskych matemce
atikov a fyzikov. Su»a¥%: riadi Ustredny komisia matematicke olympiady (UK MO)
prostrednictvom oblastnych a okresnych komisii MO.

Ciepom su»a¥se je vyhpadavanie %siakov talentovanych v maitgea, prebidzanie a podce
pora ich zaujmu o ou, rozvijanie ich matematickych schopnos a ich vedenie k samostatnej
tvorivej einnosti. V tkolskom roku 1994/1995 sa uskutoenilu¥a jej 44. roénik. Matematicka
olympiada na Slovensku je nasledovnikom rovnakej si»a¥e yvhlom Eeskoslovensku
a dodnes ma spoloéné Glohy s olympiadou v Eeskej republike.

Ustredny vybor MO pracoval v zlo¥eni, v ktorom bol na navrh J®F menovany
Ministerstvom kolstva a vedy SR. Predsedom UK MO bol Doc. RNDr. Toma! Hecht,
CSc., z MFF UK v Bratislave. Taltimi élenmi Ustrednej komisi e matematickej olympiady
boli:

RNDr. Juraj Balazs, PF UPJO Koice,

RNDr. Andrej Blaho, MFF UK Bratislava,

RNDr. Jaroslava Brinckova, UMB FHPV Banska Bystrica,

RNDr. Vladimir Burjan, Bratislava,

RNDr. Milan Cirjak, Metodické centrum Prelov,

RNDr. Pavol Eernek, CSc., MFF UK Bratislava,

Mgr. Milan Demko, PedF UPJO Prelov,

Mgr. Vojtech Filin, Gymnazium Trenéin,

RNDr. Jozef Fulier, CSc., Vysoka kola pedagogicka Nitra,

RNDr. Milota Hilkova, Z© Jilemnického Revuca,

PhDr. Oto Klosterman, M©aV SR Bratislava,

Richard Kollar, MFF UK Bratislava,

Mgr. Jozef Mészaros, Gymnazium s vyue. jaz. mai. Galanta,

Vlasta Michélkova, IUVENTA Bratislava,

RNDr. Gabriela Monoszova, UMB FHPV Banska Bystrica,

Prof. RNDr. Jozef Moraveik, CSc., VODS ®ilina,

Doc. RNDr. Ludovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,

PhDr. Milan ©éasny, CSc., Z© Za kaséaroou Bratislava,

RNDr. Juraj Vantuch, CSc., PedF UK Bratislava,

Mgr. Dagmar Vongrejova, Z© Moskovska ®ilina.

Elenmi UK MO boli aj predsedovia oblastnych vyborov MO:

Prof. RNDr. Ondrej ©edivy, CSc., Vysoka kola pedagogicka Mra,

Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc., StF VODS ®ilina,

RNDr. Bo¥ena Mihalikova, CSc., PF UPJO Kolice,

RNDr. Pavol Masiar, Metodické centrum Bratislava.

V priebehu 44. roénika MO sa konalo jedno plenarne zasadanlgK MO a 4 zasadania
Predsednictva UK MO. Prejednalo sa hodnotenie priebehu s@¥e, organizacia ialtich
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kol, zabezpeéenie pripravnych sustredeni pred medzinaradu matematickou olympiadou
(MMO) a pripravy su»a¥anych uloh a zaroveo nové stanovy su»@¥sTie boli na jednom
zo zasadani aj prijaté. S ich prijatim sa zmenil nazov Ustredého vyboru (UV MO)
na Ustrednt komisiu MO, rovnako sa zmenili nazvy oblastnycha okresnych organizaénych
Ytruktdr. Organizacia su»a¥e zostala naialej zachovana,efinou zmenou je zavedenie
praktickej eéasti pri poeitaei v jeden z dni Ill. kola v kategdrii P. Pripravu uloh pre kategérie
A, B, C zabezpeéovala Ulohova komisia MO, pod vedenim Doc. RBr. Jaromira ©imu,
CSc. z MU EAV v Brne. Na dvoch zasadaniach, ktoré sa poéas rokaskutoénili v Jeviéku
a Bilovci v ER sa zuUéastnilo jej 14 eélenov. Zo Slovenska sa nariprave st»a¥nych Gloh
podiepali RNDr. Pavol Eernek, CSc., Doc. RNDr. Toméat Hecht,CSc. a Richard Kollar.
Garantmi vyberu uloh v tomto su»a¥snom roéniku boli

pre kategoriu A: Doc. RNDr. Jaromir ©imta, CSc.,
pre kategériu B: RNDr. Pavel Leischner,
pre kategériu C: RNDr. Jaroslav ©vreek, CSc.

(Za zadanim ka¥idej su»a¥anej ulohy je v zatvorke uvedené mentora ulohy, prip.
meno navrhovatepa.)

Pre %iiakov zékladnych 'kél bola sU»a¥. rozdelena do piatictat&g6rii: Z4 { Z8,
ktoré boli uréené iakom 4. a% 9. roénikov Z© a im odpovedagiicroenikov viacroénych
gymnazii. Pre %iakov strednych *kél a im zodpovedajucich gnikov viacroénych gymnazii
bola su»a¥s organizovana v tyroch kategériach: A,B,C a P. Kagdria A bola ureena ¥iakom
3. a 4. roénikov, kategoria B ¥iakom 2. roenikov a kategéria BGola ureend pre ¥siakov 1.
roénikov strednych 1kol. Pre ¥iakov vietkych roenikov bolauréena kategoria P, zamerana
na ulohy z programovania a matematickej informatiky. Talentovani ¥siaci mohli po suhlase
svojho ueitepa matematiky su»a%i» aj vo vyllej vekovej katérii, ako im prislichala. Tyka
sa to aj Yiakov Z©O, ktori tie¥a mohli su»a¥.i» v niektorej z lgdei A,B,C a P. Viacero ¥iakov
takdto mo%anos» vyuiilo.

V kategoriach A,B,C ma prvé kolo dve easti. V prvej éasti sU»&iiaci vypracivavaju
rielenia 6 Uloh doma, m6%u sa pritom radi» so svojimi ueitefiinveducimi kra¥kov a pod.
Druha éas» ma formu klauzirnej prace. ®iaci rielia v obmedo®m éase 4 hodiny 3 ulohy.
Uspelni rietitelia prvého kola st pozvani do druhého (oblasého) kola sti»a¥se, kde rietia
4 Ulohy v easovom limite 4 hodiny.

V kategoriach B,C tymto kolom su»a¥% konéi, ale v kategoriach a P sa kona elte tretie
(celo*tatne) kolo. Tento rok doo bolo pozvanych v kategorii A 40 najleptich a v kategorii P
25 najleptich rietitepov z druhych kol su»a¥ae prislutnej tegorie podua poradia zostaveného
po koordinacii bodového hodnotenia. Vlastna su»a¥s je roddea do dvoch dni. V kategodrii
A rietia si»a¥aci ka¥ady deo tri tlohy v éasovom limite 4 hauj, v kategorii P v rovnakom
limite prvy deo 2 teoretické a druhy deo tri praktické ulohy, €o je tohtoroéna novinka.
V novom kolskom roku sa zavadza prakticka eas» aj do domacerkola a perspektivnhe sa
uva¥auje aj o jej zavedeni v kole oblastnom. Tato zmena vediel&plej priprave su»a¥iacich
na medzinarodné su»a¥se, ktoré prebiehaju u¥ niekopko rakeyskytuji sa na nich zvae'a
Ulohy préave tohto typu. Rovnako tak aj vyhodnocovanie su»a#ych programov prebiehalo
automaticky, testovanim na niekopkych suboroch vstupnyctdat.
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Celotatne kolo 44. roénika sa uskutoénilo v Bratislave v doch 23. { 26. 4. (kat.
A) a 26. { 29. 4. 1995 (kat. P) v zariadeni IUVENTY. Na zabezpeéni siu»a¥e, vratane
spoloéenského programu, sa obetavo podiepali pracovnicgporiadajuceho Centra vouného
easu IUVENTA a pracovnici a tudenti Matamaticko-fyzikaln ej fakulty UK v Bratislave.
Za Vvietkych menujme aspo0d predsedu UK MO Doc. RNDr. Tomala Hehta, CSc., a
Richarda Kollara z MFF UK a Vlastu Michalkovli a Mgr. Branisla va Hladkého z IUce
VENTY.

Dvanas» najuspe!nejtich rietitepov Ill. kola MO bolo pozvaych na vyberové
sustredenie pred MMO, ktoré sa konalo v dooch 1. { 6. 5. 1995 v Btislave. Na rozdiel
od minulého roénika sa ho zuéastnilo vietkych 12 tudentov. (V tomto *kolskom roku
terminy medzinarodnych olympiad, z matematiky aj fyziky, nekolidovali, a preto bolo
mo¥uné absolvova» obe. Podarilo sa tak vyhni» sa problémom muoiého roka, kei boli
viaceri tudenti nateni rozhodni» sa len pre jednu z nich.) M zéklade vysledkov tohto
sustredenia a vysledkov tretieho a druhého kola MO bolo na koci sustredenia vybrané
les»elenné dru¥astvo, ktoré reprezentovalo SR na MMO. Prettodru¥sstvo sa organizovalo
elte jedno pripravné sustredenie, a to v dooch 19. { 23. 6. 19v bratislavskej IUVENTE,

a zarove0 nas toto dru¥astvo reprezentovalo aj na prvom rodai medzinarodného stretnutia
s Eeskou republikou, ktoré sa konalo v Jeviéku v Eeskej Repuike. Tejto sti»a¥i ako aj
medzinarodnej matematickej olympiade su venované v tejto oéenke samostatné kapitoly.

Pre desa» najleptich rietitepov kategorie P bolo organizamé v dooch 8. { 13. 5. 1995
vyberové sustredenie na MFF UK v Bratislave, po ktorom bolo ra zaklade jeho vysledkov
a vysledkov l1ll. a Il. kola vybrané 1tvorélenné dru¥sstvo, kioré reprezentovalo SR na medce
zinarodnej olympiade z informatiky. Zo zvy'nych Ueastnikors sustredenia sa ialtia tvorica
zuéastnila na druhom roeniku Stredoeurépskej olympiady zriformatiky. Spravy z tychto
medzinarodnych sU»a¥i najdete v samostatnych kapitolackejto knihy.

lallou pozitivnou zmenou v tomto roéniku MO bolo obnovenie korelpondenéného
seminara UV MO uréeného pre rietitepov, ktori bojovali o misto v reprezentaénom time
na MMO. A|j tejto sU»a%ii je venovana samostatna kapitola.



Vysledky celo'tatneho kola 44. roenika MO

kategorie A

Por. | Meno Roeénik, ©kola 1.12./3.14.|5.|6.| Suéet
1. Martin Pal 4 JHronca Bratislava | 7 |7 |7 |7 |7 |7 | 42
2. |Jan Babepa 4 Po'tova Kotice 777|717 36
3. Patrik Hornik 4 Gross. Bratislava 717|7|0|7(|7]| 35
4, Michal Kovar 4 Gross. Bratislava 7146|717 32

5.-6. | lvona Bezakova 4 Gross. Bratislava 7171711 7(2]| 31

Vladimir Marko 2 JHronca Bratislava| 7| 7|7 |12 |7| 31

7.-9. |Ilvan Cimrak 3 V.Okru¥%na ®ilina | 7|7|7|1|1|7] 30

Ivana Brudoakova |4 Konttantina Prelov |7 |7 |7 |1|1|7| 30

Peter Macak 4 J.Hronca Bratislava| 7|7 |7 |1|1|7| 30

10. |Tamas Varga 3 Komarno mai. 71517121 7] 29
11.-12.| Ondrej Lonek 3 Gross. Bratislava |77 |7|7|-|-| 28
Radoslav Tausinger| 4 J.Hronca Bratislava| 7|6 |6 |2 | 0| 7| 28

13. | Ladislav Szab6 4 ©amorin mai. 77711114 27

14. | Jan Lipka 3 Gross. Bratislava |0(6|7([3[1|7| 24

15.-17.| Boris Krupa 3 Gross. Bratislava |07 |6|1(7|1| 22
Martin Domany 4 Michalovce 0|5(7]7]2|1]| 22

Slavka Jendrejova |4 Poltova Kolice 710/7/0(1]7]| 22

18.-20.| Dalibor Bla¥ek 4 Po'tova Kotlice 0|7|2|5|6|1| 21
Stacho Mudrak 3J.G.Taj. B.Bystrica | 733|071 21

©tefan Godit 3 V.Okru¥na ®ilina [0 76602 21

21.-24.| Andrej Komora 3 Gross. Bratislava | 7(0|7(0|1|5] 20
Gabriela Mitunova |4 Parovska Nitra 7(0(7|1]1(4| 20

Marek Ondik 3 Levice 7/0(6]1|5]1| 20

Marek ©kereo 4 V.Okru¥sna ®ilina | 712073 ] 20

25. | Martin Plesch 3 J.Hronca Bratislava| 7| 73|01 |1]| 19
26.-27.| Daniel Parto? 3 Gross. Bratislava 0|{7|/6|0|1,4| 18
Miloslav Krajoak 4 Gross. Bratislava |0|2|6|1]2|7| 18

28. |Zsolt lllés 4 Komarno mai. 7/0(4(1|1(4]| 17
29.-30.| lvan Strohner 3 V.B.Ned. Prievidza |0|6|4|0({6|0| 16
Peter Hasa 4 Gross. Bratislava 7/0/0|5|0({4]| 16




Por. | Meno Roénik, ©kola 1.12.|13.|4.|5.|6.|Sueet
31.-32.| Juraj Majersky |3 J.G.Taj. B.Bystrica | 1|1|5|0(1|7| 15
Krisztian Sagi 3 Komarno mai. 0/1(7]0|3|4| 15
33.-34.| Juraj Gottweis |3 Gross. Bratislava |02 |7 (1(1|3| 14
Marek ©virloch |3 Gross. Bratislava |[0[0(3|7|1|3| 14
35.-36.| Peter Satury 4 Gréss. Bratislava |2(0[{4|0|0|4] 10
Radovan Jendral| 4 Poltova Kolice 0/2(6/0|1|1| 10
37.-38.| Martin Minich 4 Gréss. Bratislava (00| 7(0|1(1| 9
Mikl6és Macza 4 Komarno mai. O(0|7-1-12] 9
39. | Martin Vojtek 3 Parovska Nitra 0|0|7|0|212/0| 8
40. |©tefan Sivak 3J.G.Taj. B.Bystrica |2|0|1|1(0|0| 4

Prvych 10 su»a¥iacich bolo vyhlasenych za vi»azov a prvycl®d Zu»a¥siacich za
aspetnych rietitepov celotatneho kola MO kategérie A. Uspinos» jednotlivych Uloh je
zaznamenana v tabupke.

poeet |spolu eislo ulohy
bodov 1. (2.3 |4 |5 |6
7 bodov| 84 |22|15/21| 6| 6 |14
6bodov| 14 |03 |8|1]2]|0
5bodov| 7 o(2(1}2|1]|1
4body | 11 (013|007
3 body 9 0|1/3(1]1]3
2body | 15 |2|3]2|2|3|3
1 bod 46 | 1|3|1|13|20| 8
O bodov| 54 |15|12| 1|15/ 7| 4
Spolu | 240 [40|40[40|40|40|40




Vysledky celo'tatneho kola 44. roenika MO

kategorie P

Por. | Meno Roénik, ©kola 1. |2.]3.|4.|5.|Sueet
1. Miroslav Dudik 2 Trebitov 7 |10/10) 8 | 8| 43
2. Martin Pal 4 Novohradsk@, Bratislava | 9 | 8 | 9 (10| 4| 40
3. |Jan Svoreo 2 D.Tatarku, Poprad 219|10/10/6| 37
4, Peter Lalik 4 Novohradska, Bratislava | 8 | 8 | 6 | 4 | 8| 34
5. Dulan Bezak 3 Grosslingova, Bratislava | 2 | 9| 7 [10| 5| 33
6. Martin Hajduch 2 Pova¥aska Bystrica 3]14/|10/10/4| 3
7. Martin Makuch 4 Novohradska, Bratislava | 2 | 9 |10{ 8 | 0| 29
8. Peter Macak 4 Novohradska, Bratislava | 5 | 8 | 6 | 8 | 0| 27
9. Martin Irman 3 Grosslingova, Bratislava | 5 | 8| 5| 5|0 23
10. | Martin Doméany 4 P.Horova, Michalovce 5/5/6|6|0| 22
11.{12. | Vladimir Marko 2 Novohradska, Bratislava | 4 | 6 |10/ 1 |0 | 21
Peter Galpar 4 Bardejov 3/719]1|1| 21
13.{14. | Boris Krupa 3 Grosslingova, Bratislva | 1 | 8 |10/ 0 | 0| 19
Eugen Mlynkovie 3 Nové Zamky O| 77|41 19
15.{16. | Peter Kolenie 3 Konltantinova, Pretov 28,800 18
Patrik Hornik 4 Grosslingova, Bratislava | 2 | 8 | 5| 0| 3| 18
17. | Zuzana Rjatkova 2 Vranov nad Toppov 413|100 |0| 17
18. | Peter Helcmanovsky| 3 Poltova, Kolice 1,6/9|0|0| 16
19. | Peter Hroneek 3 Novohradska, Bratislava | 1 | 6 |8 | 0 |0| 15
20. |Jozef Hatala 4 Metodova, Bratislava 1,9/4,0|0| 14
21. | Frantitek Eajko 4 Jana Hollého, Trnava 3|/6/4|0[|0]| 13
22. | Jan Jamrich 1 Novohradska, Bratislava | 2 | 6 | 3| 0| 0| 11
23.{24.| Jan Kolicky 4 Trstena 3/0/4]0|0| 7
Peter Dirga 4 Kon'tantinova, Pretov 211(4]0]|0 7
25. | Michal Svoboda 1 Novohradska, Bratislava | 0 | 2| 4| 0|0| 6

Prvych 6 su»a%¥siacich bolo vyhlasenych za vi»azov a prvychdi2»a%siacich za uspetnych

rielitepov celotatneho kola MO kategorie P.




Najuspelnejti rietitelia Il.kola MO
v kategoriach A, B, C, Z8, P

Z ka¥adej oblasti a z ka¥adej z kategérii A, B, C a P su uvedeni ¥elspe!ni rielitelia,
prip. aspoo prvych 10 Uspelnych rielitepov. V kategorii Z8§ uvedeni v¥dy aspoo 8 najlepti
rielitelia. V kategériach B a C ak nie je uvedené inak, su vieti %iaci ttudentmi 2., resp.
1. roénikov. Gymnazia zo zameranim na matematiku, tudijnyodbor 01 su tieto:

Gymnazium Groésslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnazium Vepka Okru¥sna, ®ilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejova, Kolice,

Gymnazium Poltova, Kolice.

Bratislavska oblas»

Kategoria A

1. Ivona Bezakovg 4, G Grosslingova
2.-3. Peter Macak, 4, G Novohradska
Michal Kovar, 4, G Grosslingova
4. Martin Pal , 4, G Novohradska
5. Boris Krupa, 3, G Grosslingova
7. Peter Hasa 4, G Grosslingova
Patrik Hornik , 4, G Grosslingova
8.-9. Vladimir Marko , 2, G Novohradska
Martin Minich , 4, G Grosslingova
10.-12. Martin Plesch, 3, G Novohradska
Jan Lipka, 3, G Grosslingova
Daniel Parto?, 3, G Grosslingova

Kategoria B

1.-2. Marian lvanéo, G Grosslingova
Vladimir Marko , G Novohradska
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Ladislav Kovar, G Grosslingova
Jaroslav Kadubeg G Grosslingova
Lucia Discantiny, G Grésslingova
Andrea Mesiarovg G Grosslingova
Martin Pekar, G Grosslingova

8. Ivan Klimo, G Novohradska
9.-11. Michal Bajcsy, G Grosslingova
Viktor Po¥gay, G Novohradska
Martin Vatiéek, G Novohradska

Nbhw

Kategoria C

Zuzana Slosaréikova8, G Grosslingova
Jan Kovaeéik, G Grosslingova
Vladimir Zajac, 7, G Grdsslingova
Matat Kalat , G Grosslingova
Barbora Volovarova, G Grdsslingova
Pavol Eerny, G Novohradska

Jana Fraasovg G Novohradska
David Jablonovsky, G Novohradska
Miroslav Vlaeek, G Grdsslingova
10.-13 Michal Krajeovié, G Novohradska
Lenka Litvakova, G Novohradska
Bohuslav Straka, G Grosslingova
Peter ©efeik G Grosslingova

©cabhwnE

Kategoria Z8

1.-2. Juraj Olejnik, Z© Koticka

Martin ®ovic, G Grosslingova
3.-4. Kristina Eernekova, G Grosslingova
Richard Krapovie Z© Karloveska
Vladimir Zajac, 7, G Grosslingova
Elena Szolgayova G Grdsslingova
Jakub ©alamon Z© Ostredkova
Maro?! Krivy , G Grosslingova

© o O



7.-9.

Kategoria P

Peter Macak, 4, G Novohradska
Martin Makuch , 4, G Novohradska
Dulan Bezéak, 3, G Grosslingova
Patrik Hornik , 4, G Grosslingova
Vladimir Marko , 2, G Grdsslingova
Martin Plesch, 3, G Novohradska
Jan Jamrich, 1, G Novohradska
Jozef Hatala, 4, G Metodova

. Michal Svoboda 1, G Novohradska

Martin Pal , 4, G Novohradska
Boris Krupa, 3, G Grosslingova
Peter Lalik, 4, G Novohradska

Zapadoslovenska oblas»

Kategoria A

. Tamas Varga, 3, G mai. Komarno
. Ladislav Szabg 4, G mai. ©amorin

Miklos Macza, 4, G mai. Komarno
Marek Ondik, 3, G Levice
Martin Vojtek , 3, G Parovska, Nitra

. Krisztian Sagi, 3, G mai. Komarno

Zsolt lllés, 4, G mai. Komarno

Gabriela Mitunova, 4, G Parovska, Nitra

Kategoria B

. Mariana Remelikovg G Piel»any

Istvan Szabg G mai. Komarno

. Peter Vallo, G Skalica

. Blanka Boégiova, G mai. Galanta
Zuzana Kalmarova, Obch. akadémia Vepky Meder
Ladislav Majthényi, G mai. Dunajska Streda

Alexandra Gronskd, G Skalica
Toma! Jalsovszky, SP© Komarno
¥ubomir Schmidt, G Levice
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Kategoria C

1. Andrej Zajieek, G Parovska, Nitra

2.-4. Rébert Lenéél G Parovska, Nitra
Jan Somoreéik G Parovska, Nitra
Michal Ulicky , G Hviezdoslavova, Trnava

5. Jan Matutka, G Parovska, Nitra
6. Ignac Esztergalyos G mai. Komarno

7.-10. Jan Kogenek G Parovska, Nitra
Monika Kurthyova , G mai. Komarno
Miroslav ©veg G Komarno
Katarina Tiererova, G Partizanske

Kategoria P

1.-2. Frantitek Eajko , 4, G Jana Hollého, Trnava
Pavol ®ibrita, 2, G Golianova, Nitra

Eugen Mlynkovie, 3, G Nové Zamky

Viktor Krajéi , 4, G Hviezdoslavova, Trnava
Peter Novak, 2, G Golianova, Nitra

Roland Bott, 1, G mai. Dunajska Streda
Filip Denker, 3, G Golianova, Nitra

Gabriel Bo»ansky 3, G Nové Zamky
Marian Gallo, 3, G Jana Hollého, Trnava

© N o 0k~ ®w

Kategoria Z8

1.-3. Balazs Keszegh7, G mai. Komarno
Robert Kutrucz, Z© Nabre¥una, Nové Zamky
Miroslav Vranka, Z© Komenského, Serel

4. Milo! Mrva , Z© Vanéurova, Trnava

5.-9. Attila Kment , Z© mai. Jahodna
Andras Korpas, Z© mai. Strekov
Martina Mittikova , Z© Obuvnicka, Partizanske
Simona Sedlakova Z© Sidl. Vah, ©apa
Martin Sliva, Z© Novomestkého, Trenéin
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7.-10.
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Stredoslovenska oblas»

Kategoria A

lvan Cimrak, 3, G V.Okru%sna, ®ilina

©tefan Godiy 3, G V.Okru3na, ®ilina

Marek ©kereq 4, G V.Okru¥na, ®ilina

Juraj Majersky, 3, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Michal Hlavae, 4, G V.P.Tétha, Martin
Ivan Strohner, 3, G V.B.Nedo%.erského, Prievidza

Stacho Mudrak, 3, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Kategoria B

Peter Kozak, 8, Z© Zaymusa ®ilina
Marek Hyéko, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Ivan Luknar, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Hana Koneeng G V.Okru¥na, ®ilina
Michal Zorkovsky, G V.Okru¥n4a, ®ilina

Ondrej Vacek, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Rébert Macho, G V.B.Nedo¥zerského, Prievidza
Peter Harit, G Puchov

Juraj Huska, G Liptovsky Mikulat

Kategoria C

Pavol Novotny, G V.Okru¥na, ®ilina

Viera Ru¥iékova G V.Okru%ana, ®ilina
©tefan Ga'par, G Puchov

Vratko Polak, G Vrutky

Marek Havel, G Suéany

Peter Lysy, G V.B.Nedo%serského, Prievidza

Stanislav Jureik, G V.Okru¥na, ®ilina
Matej Lueenie, G V.Okru¥n4, ®ilina
Michal Stratilik , G Dubnica nad Vahom
Peter Varla, G V.Okru¥na, ®ilina
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1.-3.

howneE

Kategoria P
Jan Koticky, 4, G Trstena
Martin Hajduch , 2, G Pova¥iska Bystrica
Rudolf Betak, 4, G V.B.Nedo¥zerského, Prievidza
Stanislav Funiak, 2, G Suéany
Roébert Macho, 2, G V.B.Nedo¥erského, Prievidza

Kategoria Z8

Peter Kozék, Z© Zaymusa, ®ilina

Peter Novotny, Z© Hliny, ®ilina

Martin Stado, Z© Radvao, Banska Bystrica
Jozef ©korupa Z© Esl. brigady, Liptovsky Mikul&t

. Pavlina Laukova, Z© Haliéska, Lueenec

Michal Lepej, ZO Vrutky
¥ubo! Petian, ZO Haliesk4, Luéenec
Lenka Sucharova Z© Pova¥iska Bystrica

Vychodoslovenska oblas»

Kategoria A

. Jan Babepa4, G Poltova, Kolice
. Dalibor Bla3zek 4, G Poltova, Kolice

Ivana Brudoakova, 4, G Konttantinova, Prelov
Radovan Jendrél 4, G Poltova, Kolice
Martin Domany, 4, G P.Horova, Michalovce

. Slavka Jendrejova 4, G Po'tova, Kolice

Kategoria B

Miroslav Dudik, G Trebilov

Jan Rusz G Trebitovska, Kolice

Jana Fusekovg G D.Tatarku, Poprad
Rastislav Krivo!-Bellu! , G Potova, Kotice
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Slavomir Ondko, G Jiraskova, Bardejov
Jan Svoreq G D.Tatarku, Poprad

Zuzana Rjalkova, G Vranov nad Toppov
Martin Jureak , G Popradské nabr., Poprad

O N O

Kategoria C

Frantitek Kardo! , G Alejova, Kolice

Peter Tajat, G Popradské nabr.

Jan ©pakula G Poltova, Kolice

Matu! Medo, G Po'tova, Kotice

Daniel Nagaj, G Jiraskova, Bardejov

Michal Kolcun, G Alejova, Kotice

7.-9. Martin Guzi, G Kon'tantinova, Prelov
Marian Klein, G Po'tova, Kolice
Martin Tamas, G Jiraskova, Bardejov

10. Peter Chobot, G Alejova, Kotice

ok wWwNE

Kategoria Z8

1.-2. Martin Hridcak , G Alejova, Kolice
Jan Senkq Z© Komenského, Revlca
3.-4. Jozef Mitkuf, Z© Pova¥iska, Kolice
Eduard Seman Z© VI., Michalovce
5.-6. Pavol Kovaléik, Z© dr. Fischera, Ke3¥marok
Vladimir Mihok , Z© Bardejov
7.-8. Peter Gajdo?, Z© ©meralova, Prelov
Katarina Korkobcova, Z© Hviezdoslavova, Snina

Kategoria P

1. Peter Galpar, 4, G Jiraskova, Bardejov
2. Jan Svoreq 2, G D.Tatarku, Poprad
4. Peter Helcmanovsky 3, G Poltova, Kotice
Peter Kolenig, 3, G Konltantinova, Prelov
5.-8. Peter Dirga, 4, G Kontantinova, Pretov
Martin Domany , 4, G P.Horova, Michalovce
Miroslav Dudik, 2, G Trebitov
Zuzana Rjalkova, 2, G Vranov nad Toppov
9.-10. Ivana Brudoakova, 4, G Kontantinova, Pretov
Rastislav Krivo!-Bellut , 2, G Poltova, Kolice
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Zadania sU»a¥snych uloh

Kategoria C

c{l1{1

Ucte vietky tvormiestne éeisla delitepné 4, pre ktoré plati: Ak v éisle vymenime prvné dve
eislice, dostaneme eislo deliteu@ Ak v éisle vymenime prostredné dve éislice, dostaneme
eislo deliteuné. Ak v eisle vymenime posledné dve éislice, dostaneme eisleliteunéo.

(P. Eernek)

c{l1{2

Dana je polokru¥nica so stredon® zostrojend nad priemeromAB . Zostrojte taku jej
dotyenicu t s dotykovym bodom T (A 6 T 6 B), aby platilo Pgcs = 2Ppat , kde Pxy 2z
oznaéuje obsah trojuholnikaXY Z a kde body D, C su po rade paty kolmic spustenych
z bodov A, B na priamku t.

(J. ©vréek)

c{1{3

Ka¥dy bod obvodu tvorca so stranoulOcm je ofarbeny jednou z dvoch farieb. Doka¥ate,
Yse pri pubovounom ofarbeni mé¥eme na obvode tvorca v¥adysriggdy rovnakej farby tak,
aby trojuholnik s tymito vrcholmi mal obsah aspoo 25cm?.

(M. Eadek)

c{l{4

Je %a_ny Ltvorsten ABCD taky, %eJACj=5cm, jBCj=8cm, jCDj = 5p 2cm ajADj =

= 5 3cm. Ucte vepkos» vylky prechadzajucej vrcholomD, ak jeho stena ABC je

pravouhly trojuholnik s preponou AB a hrana BD zviera so svojim kolmym priemetom
do roviny ABC uhol vepkosti45 .

(P. Leischner)

c{I{5

Mnohosten nakresleny na obr.1 m&n + 1 vrcholov. Ka¥dému z nich je
priradené prirodzené éislo tak, ¥%e suety eisel vo vrcholokbd¥dej 2n +1
stien su rovnaké. Ucte n, ak viete, ¥%e medzi pou¥itymi éislami sij 8,
9, 216

Obr.1 (P. Eernek)
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c{l{6

V rovine je narysovany trujuholnik ABC . Popi'te postup, ako sa pomocou kru¥idla na
eo najmenej krokov presvedeit o tom, ¥ BACj=40 ajJABCj=56 .

Pritom za krok pova¥wujeme ka%.dé zapichnutie alebo prilodeekru¥sdla. Napriklad
na narysovanie kru¥snice alebo obliku staei jeden krok, na mwnanie da¥ok dvoch Useéiek
so spoloenym krajnym bodom staéi rovnako jeden krok, zatiago na porovnanie da¥aok
dvoch Useéiek bez spoloeného krajného bodu su potrebné dveoky.

(J. ©imta)
c{s{1
Urete vietky trojice celych nezapornych éisela, b, c, ktoré vyhovuju sustave rovnic
a+ bc=3c¢;
b+ ca=3a;
c+ ab=3h:
(J. ©vréek)
cC{Ss{2

V rovine je dany tvorec ABCD so stredomS. Vo vnutri Useéiek SA a SC su zvolené
po rade body E a F tak, %ejSEj = jSFj. Zostrojme prieseenikX polpriamky BE so
stranou AD a prieseénikY polpriamky DF s preda¥enim stranjB . Doka¥ite, %e obsah
trojuholnika AXY nezavisi od polohy bodovE a F.

(J. ©imta)

c{S{3

V rovine su dané dve Useéky, ktoré sa navzajom nepretinaja. &vrhnite postup, ako zisti»,
ei su rovnobe¥né. K dispozicii méte len kru%zidlo, ktorého ienalny polomer je menti ako
vzdialenos» pubovopunych dvoch bodov, z ktorych ka¥.dy pdtréj z oboch Useéiek.

(P. Hlininy)

c{l{1

Urete poeet vietkych tvormiestnych eiseln s vlastnos»ou: Ak k eislun pripoeitame
tvormiestne éislo n® ktoré ma v desiatkovej suistave opaéné poradie eéislic akosié n,
dostaneme eislo, ktoré je delitepné 70.

(J. ©vreek)

c{n{2

Urete vietky realne éislaa, pre ktoré ma sdstava rovnic

x2 2y=y> 2x=a
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jediné rietenie. (Rieenim rozumieme usporiadanu dvojicyx; y] realnych eisel vyhovujacu
sustave rovnic.)

(L. Boéek)
c{n{s

V rovine je dany rovnostranny trojuholnik ABC a priamky pa, ps, ktoré st kolmé naAB
a prechadzaju po rade bodmiA, B. Zostrojte pravouhly trojuholnik KLC s preponou
KL , ktory ma rovnaky obsah ako trojuholnik ABC, a pritom jeho vrcholy K, L le%sia po
rade na priamkach pa, ps.

(J. ©vreek)
c{un{4

Ka¥.dému bodu jednotkovej kocky je priradena jedna zo tyrde farieb. Doka¥ste, Yse pri

uubovouncHn_ takomto ofarbeni existuju v kocke dva body rovike] farby, ktorych vzdialenos»
je aspoo s b.
(M. Eadek)

Kategoria B

B{I{1
Ucte vietky dvojice reélnych éisel p, q takych, %e rovnici
x4 of(x + p) = pPP(x + 0)°
vyhovuju prave tri rozne realne eisla, prieom sueet tychto toch eisel je rovny nule.
(J. ©imta)
B{I{2

Ka¥.dému bodu tvorca so stranoul je priradena prave jedna z troch farieb. Doka%ite,
Yse pri pubovopnom takomto ofarbeni mé¥seme vo tvorci najssa dody rovnakej farby,
ktorych vzdialenos» je aspodl;007.

(M. Eadek)
B{I1{3
Pre dané kladné éislax 6 y uva¥awujme priemery
r
_X*AY P XY XEt YR
a= > ;0= xy,h—X+y,k— 5

Zo Vvtetkych rozdeleni tvorice a, g, h, k na dve dvojicer, s at, u vyberte to rozdelenie,
pre ktoré ma vyrazV = rs tu najmentiu kladna hodnotu.

16



(J. ©imta)
B{I{4

V rovine su dané priamky a, b zvierajlice uhol vepkosti28 . Ucte vietky n, pre ktoré
existuje konvexny n-uholnik sumerny ako podua priamkya, tak podua priamky b.
(P. Eernek)

B{I{5
Najdite obor hodndt funkcie

P
f(x)= x x2 3 10
(P. Eernek)

B{I{6

Uvaysujme trojboky ihlan ABCD s hranamijACj = jJADj =6 cm, jBCj=4cm, jCDj =
= 2 6cm, ktorého podstavou je pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB. Ucte
vyiku ihlanu, ak hrana BD zviera so svojim kolmym priemetom do roviny podstavy uhol
vepkosti4s .

(R. Kollar)

B{S{1
Rovnica

2x3 9X?+7x+ m=0

ma tri rozne realne korene. Suein dvoch z nich je rovny 1. Uréte eislom a korene rovnice.
(P.Eernek, P.Leischner)

B{S{2

V trojuholniku ABC oznaemeM stred strany AB a S stred useékyCM . Vo vnutri Useeky
MS volime postupne na réznych miestach bod a zis»ujeme obvod prieniku trojuholnika
ABC s jeho obrazom v stredovej sumernosti so stredor®. Aky musi plati» vz»ah medzi
da¥skami stran trojuholnikeABC , aby tento obvod nezavisel od vouby bod®?

(P. Leischner)

B{S{3
V rovine je danych n bodov. Ak ich navzajom pospajame priamkami, prechadzaju teto
priamky danymi bodmi a vytvaraju aj ialtie prieseeniky. Dok a¥te, %e poeet tychto novych

prieseenikov nie je vaeli ako

%n(n D(n 2)(n 3):
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(P. Hiininy)
B{II{1

Urete vletky realne eislaa, pre ktoré existuje prave jedna usporiadana dvojicalx;y]
realnych eisel takych, %e

I
Q

=y+

X |
< | X

(P.Eernek)
B{Ill{2

Pre dané kladné éislax 6 y oznaeme

a= S(x+y): 9=Pxy k= S+ )

Rozhodnite, pri ktorom zo tiestich mo¥nych poradi, s, t eéisela, g, k ma vyrazV = ==

najmentiu kladna hodnotu.
(J. ©imla)

B{I{3

Ka¥.dému bodu jednotkovej kocky priradime jednu z dvoch faeb. Doka¥ite, e pri
pubovopnom takomto ofarbeni existuju v kocke dva body rovikaj farby, ktorych vzdialenos»
je aspood = % Plati toto tvrdenie aj pre niektoré d > %’? )

(M. Eadek)

B{Il {4

Uhloprieeky daného tetivového tvoruholnika ABCD suU navzajom kolmé a pretinaju sa
v bode E. OznaémeM prieseénik kolmice z boduE na stranu AB s protipahlou stranou
CD. Porovnajte obsahy trojuholnikov CME a MDE . (P. Leischner)

Kategoria A

A{l1{1

Pre dané kladné éislax 6 y uva¥swujme priemery

r
Xty P XYy X2ty
> ; g= xy,h—X+y,k— 5

a=
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(Ide o aritmeticky, geometricky, harmonicky a kvadraticky priemer éiselx ay.) Zo vtetkych
rozdeleni tvorice a, g, h, k na dve dvojicer, s at, u vyberte to rozdelenie, pri ktorom ma
vwrazV =r+s t unajmeniiu kladni hodnotu.

(J. ©imta)

A{l{2

V priestore je dand kockaABCDEFGH . Uva¥ujme pubovopnu rovinu, ktord prechadza
bodom B a dotyka se gule vpisanej danej kocke, a oznaént, Q jej prieseéniky s hranami
EF, GF. Doka%te, ¥%e odchylka roviBPH a BQH je 60 .

(P. Leischner)

A{1{3

Zistite, pre ktoré b je obor hodndt funkcie f (x) = x*+ x3  2x? + bx interval hb;1 ).
(P. Eernek)

A{l{4

V rovine su dané kru¥niceé;(Sy; 3cm) a ka(Sz; 4 cm), ktoré maju vnatorny dotyk v bode
A. lalej je dany bod S vnatri kru3znice ky. Zostrojte trojuholnik ABC tak, aby jeho
strana BC bola tetivou kru¥anicek, a zaroveo dotyenicou kru¥nicé; , a aby bod S bol
stredom kru¥anice vpisanej trojuholnikuABC .

(P. Leischner)

A{1{5

Uva%ujme trojuholnik ABC s ostrymi uhlami , pri vrcholoch A, C a s nasledujucou
vlastnos»ou: »a%anica z vrchold a vy'ka z vrcholu B sa pretinaju v bode, ktory le%i na
osi uhla pri vrchole C. Doka¥ite, ¥%e potom plati tg = tg?2 tg VL

(J. ©imla)

A{l{6

Ucte najvaeli mo¥any paet 1994cifernych prirodzenych éisel, ktoré sa navzajom litia
poradim éislic.

(J. ©imla)

A{S{1

V rovine sU dané kru¥anicek,(Sy;r1) a ka(Sy;r»), pretinajuce sa v dvoch bodochA a B,
prieom jS;S,j > r, = rq1. Zostrojte body X 2 ky aY 2 k;, tak, aby bod A le%aal vnutri
Useeky XY a aby trojuholnik BXY mal eo najvaeli obsah.

(J. ©imta)
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A{S{2

Najdite vtetky funkcie f tvaru f (x) = P ax? + bx+ ¢ s realnymi koe cientami a, b, ¢
a s nasledujlcou vlastnos»ou: de nieny obor a obor hodnét fikcie f sU dve rovnaké
neprazdne mno¥iny. (Za qg nieny obor funkcid pova¥ujeme mno¥imnutetkych realnych
eiselx, pre ktoré ma vyraz  ax? + bx+ ¢ zmysel.)

(J. ©imla)
A{S{3
Urete kladné realne éislax 6 y také, %e vietky tyri ich priemery
r—
_X*tY, P oo XYy XPHy?
a= 5 g= " Xy; h_x+y’ k= >
le¥sia v mno¥inkl = %3; 18p 2; 30; 25p 2; 40; 10p 23
(J. ©imla)

A{ll{1

Kouko patnas»miestnych eisel zlo¥senych len z éiSlia 8 je delitepunych jedenéstimi?
(P. Eernek)

A{ll{2
Dany je trojuholnik ABC s uhlom vepkostil05’ pri vrchole C. Uréte vepkosti zostavajicich
dvoch vnatornych uhlov, ak viete, ¥%e »a¥snica vedena z vrah@ pretne os uhla pri vrchole
B v bode, ktory le¥i na osi stranyAB .
(J. ©imta)
A{ll{3
Dany je tvorsten ABCD , pre ktory plati
jABj=2a; [CDj=2b; JACj= jADj=|jBCj= jBDj=c:

Urete polomer gupovej plochy vpisanej tvorstentABCD .
(P. Leischner)

A{ll{4
Najdite vietky mnohoéleny f s redlnymi koe cientami take, ¥%e pre ka¥adé realne eisto
plati nerovnos»

f(x) x f(1 x)+ x3+100= 0:
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(P. Hlininy)
A{lll{1l
Dany je tvorsten ABCD , pre ktory plati

j9BACj+ jdCADj+ j3DAB = jQABC|+ jJCBDj+ jJDBA | =180 :

Doka¥ate, ¥4gCDj = jAB .
(P. Leischner)

A{lll{2
Urete kladné redlne éislax ay, ak viete, ¥%e priemery i
_Xty, P XY X2Hy?
a= 5 g= " Xy, h_x+y’ k = >
su prirodzené éisla, ktorych stéet sa rovna 66.
(J. ©imla)
A{ll{3

V rovine je danych pa» ré6znych bodov a pa» réznych priamok. D@¥ste, ¥4e z nich mo¥ano
vybra» dva r6zne body a dve r6zne priamky tak, aby ¥iadny z vylanych bodov nele¥%.al na
Ysiadnej z vybranych priamok.

(P. Hlininy)

A{lN{4

Rozhodnite, éi existuje 10 000 desa»miestnych éisel deliteych siedmimi, ktoré su zapisané
rovnakou skupinou desiatich éislic v rdznych poradiach.
(J. ©imta)

A{N{5

Na kru%anicik so stredomS su dané bodyA a B tak, %e tetivu AB je z bodu S vidie»
pod uhlom 90 . Kru%anicek;, ko sa dotykaju zvnutra kru¥%anicek po rade v bodochA, B
a naviac sa navzajom zvonku dotykaju v bodeZ. Kru%anicaks le%iaca vnutri uhlaASB sa
dotyka (zvnutra) kru¥anice k v bode C a (zvonku) kru%anicky, ko po rade v bodochX, Y.
Doka¥ste, ¥e UseeRY je z bodu C vidie» pod uhlom45 .

(M. Englit)

A{lll {6
Pre ktoré realne éislap ma rovnicax® 2p(p+1)x?+(p*+4p> 1)x 3p3=0
tri rozne korene, ktoré su da¥skami stran nejakého pravouttié trojuholnika?

(J. ©imla)
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Rielenia sU»a¥anych UGloh

Kategoria C

C{lI{1
Nechn = abcd= a 10°+ b 10° + ¢ 10+ d oznaéuje hpyadané eisla, b, c, d jeho éislice
v desiatkovej sustave @ 6 0). Podpa textu ulohy je éislom = bacddeliteuné vzajomne
nesudelitepnymi eislamé, 5, 7 a 9. Je teda

m=4 57 9 k=1260Kk;

kde k je prirodzené eislo. Ak jem Itvormiestnym eislom, je nutne k 2 f1;2;:::;70.
Jednotlivym hodnotam éislak prislichaju nasledujuce hodnotym:

m 2 f 12602520 37805040 6 30Q 7560 8 820y:
Zamenou eéislich, a (a 6 0) zistime, %e hpadané éigtonadobuda prave es» hodnot:

n2f216Q036005220576Q 7380 8820y:

C{lI{2
OznaémeV prieseénik hpyadanej dotyénice s priamkou AB (obr. 2).
t
C
T
D
r

|4 A S B

Obr. 2

Z obréazku je zrejmé, ¥%&T je strednou prieékou v pravouhlom lichobe¥nik ABCD .
Je tedajCTj = jDT], a preto trojuholniky BCS a DAT maju zhodné vy'ky na strany BC
a AD. Z podmienky pre obsahy trojuholnikov BCS a DAT tak dostavame, %gAD| =
= %jBCj. Preto¥e pravouhlé trojuholnikyVAD a V BC su podobné (rovnopahlé), vyplyva
odtiap
JVAj :jVBj=1:2:

Preto bod V m6%eme zostroji» ako bod stredovo sumerny s boddin podua streduA.
Odtiap u¥% priamo vyplyva kon'trukcia bodu T, ktory je dotykovym bodom priamky
t s kruhovym oblukom ki, zostrojenym nad priemerom AB: bod T je prieseenikom

22



Thalesovej kru¥nicek, zostrojenej nad priemeromV S a kruhového obliku k;. Uloha
ma jedno rielenie.

c{I1{3

Vrcholy tvorca oznaemeA, B, C, D. Md%u nasta» dva pripady:

1. Dva vrcholy na jednej strane maju rovnaku farbu (napr. modrd). Nech sa to napr.
vrcholy A, B. Ak existuje na strane CD tvorca bod X, ktory je ofarbeny tou istou farbou,
dostavame trojuholnik ABX , ktorého vrcholy su ofarbené modrou farbou, a ktorého obsah
je 50cn? > 25cm?. Ak maju viak vietky body strany CD farbu inG (napr. eervenu),
uva¥aujme stredS strany BC. Ak je ofarbeny modrou farbou, mé trojuholnik ABS vletky
vrcholy ofarbené modrou farbou a obsah 25cfh Ak je S éerveny, potom trojuholnik CDS
ma vietky vrcholy éervené a pritom obsah 25 cm.

2. ®iadne dva susedné vrcholy tvorcaABCD nie su ofarbené rovnakou farbou.
(Napr. A, C sa modré aB, D su éervené.) Uva¥aujme opa» bdgl ktory je stredom strany
BC. Ak je ofarbeny modrou farbou, potom trojuholnik ACS ma obsah 25cm, a pritom
jeho vrcholy su ofarbené modrou farbou. Ak je bodS ofarbeny éervenou farbou, méa
trojuholnik BDS obsah 25cm, a pritom vietky jeho vrcholy maji éervent farbu.

Tym je dékaz ukoneeny.

c{l{4

Najprv si uvedomme, ¥%e stendACD Itvorstenu ABCD je pravouhlym trojuholnikom
s preponouAD . Vrchol D le¥i v rovineBCD kolmej na priamku AC, lebojJ ACBj =90 .
Oznaémeg_pétu kolmice vedenej vrcholomD na stranu BC. V trojuholniku BCD je
jCDj =5 2, j9CBDj = 45 . Ak oznaéimev da¥ku UseekBP , potom vepkos» vylky
Ltvorstenu ABCD prechadzajucej vrcholomD je v = jDPj aialej jCPj=8 v (obr.3).

D
5v/2

- 45
C 88— P v B
Obr. 3

Z Pytagorovej vety pre trojuholnik CDP vyplyva:
VZ+(8  v)?= 5" 2 2,
odtiap po Uprave mame
vZ 8v+7=(v 1)(v 7)=0:

Skdkou sa presvedeime, ¥e obidva korene tejto rovnise = 1, v, = 7 vyhovuju
podmienkam ulohy. Vepkos» vyiky tvorstenuABCD prechadzejlucej vrcholomD je teda
1cm alebo 7cm. Tym je Gloha vyrietena.
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B, B, cC{I{5
BBy 3 Oznaemev, a, b (i = 1, 2, :::, n) prirodzené eisla priradené
vrcholom V, A;j, B;j daného mnohostenu (obr.4). Z podmienok
A/ 7 Ay tlohy vyplyva:
"4y AyAs
V=a t+a=a + az = = a, + a.
Obr. 4

Odtiap dostavame
a;=ag, @ = &y, a3= as; ;8 1= a1; A = A (1)
Rovnako vteobecne plati

ap+ by = azg + by;

an 1+by 1= a+ by
an + by = ax+ b

Odtiap a zo vz»ahu (1) Talej vyplyva, ¥e
by = bs; bp =ty by=hs; iii; by 1= by by = by (2)

Vzhpadom k rovnostiam (1) a (2) je prirodzené diskutova» dvaoripady:
1. Nechn je neparne. Potom

ap=ap= = ap; by =lp = = by

Tu su pou¥ité k oeislovaniu vrcholov najviac tri rézne éislaéo je spor.
2. Nechn je parne. Potom

an 1, == =b 1
an; by =lu= = by:

ad; = azg =
a =y =

V tomto pripade je pou¥itych prave 5 éisel k oeislovaniu vrdiov, lebo rovnica
ata=Vv

nema rielenie preas; ap; v 2 f 7;8;9; 216y. Z podmienky pre rovnaky suéet eisel priradenych
vrcholom podstavy A1A5 ::: A, dostavame

n
agta+ +ap-= §(a1+ )= a1+ axt+ b+ by
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Odtiap po pahkej uprave (pou%zitim vz»akay + a, = v) dostavame
v5 (n 2v=2(b+ b)=) V5 b+ by

Vzhpadom k poslednej nerovnosti nemod¥se by»= 216, preto¥se potom by bolo niektoré
z eisela;, a, vaélie alebo rovné 207 &, + a, = v)ab, + b 5 17 < v. Z rovnakych

doévodov nemé¥se by» ani jedno z eisel, a, rovné 216, lebo potom by bolov > 216. Je

teda napriklad b; = 216. Odpovedajiuce mo¥znosti su uvedené v tabupke:

.| 22| 3| 4 51| 6
a 7/ 7| 8 1 1| 2
a 8/ 9 9| 7| 8| 7
b, |216]216|216|216|216|216
(0} 9, 8| 7| 9| 7| 8
\Y; 15| 16| 17 8| 9| 9
n | 32| 30

Symbol v tabupke znaéi, ¥e odpovedajuae nie je prirodzené éislo. Skutkou sa
presvedeime, ¥e rietenim ulohy su éigka= 30 a n = 32.

c{l{6
Uhly =40, =56, =84 v uva¥ovanom trojuholniku vyhovuju napriklad trojici

podmienok
+ + =180; 3 =120 ; 3 =2;

alebo poslednu z podmienok mo¥uno nahradi» podmienkou
2 +5 =360 :

Na overenie vepkosti uhlu =40 , mo%no tie¥s pou¥si» vz»ah

Nlw

= + 1 =40 +20 =60 :

O tom, éi su jednotlivé podmienky pre vepkosti uhlov trojuhdnika splnené, sa pahko
presvedeime opakovanim konitrukcie suetu a porovnanim vkgsti dvoch danych uhlov.
Na druhej strane jednoduchy vypoeet ukazuje, ¥%e vypisand stava troch rovnic s neznéce
mymi , a ma jediné rielenie,ato =40, =56 a =84.

K tejto tlohe vyhlasila UK MO sU»a¥ o rietenie s €0 najmentim getom krokov. Vyhodce
notenie tejto si»a¥se a najleptie rielenia sa nachadzaju zaleniami kategorie A.

c{s{1

¥ahko vidime, %e trojica[a;b;d = [0;0; 0] je rielenim danej sustavy; pritom pokiau je
niektora z hodnét a, b, c rovna 0, su rovné 0 aj zvy'né dve.
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Predpokladajme preto, ¥%ebc6 0. Danu sustavu rovnic prevedieme na tvar

a=c(3 by
b=a(3 o);
c=Db@3 a):

Vzhpadom k tomu, %@, b, ¢ su prirodzené éisla, vyplyva z jednotlivych rovnic sustavy
(cja) ™ (ajb) * (bc), tedaa = b= c. Dosadenim tejto podmienky do ktorejkopvek rovnice
sustavy dostavame rie'eniefa; b;d =[2; 2; 2].

Rielenim danej sustavy su teda trojice[0; 0; 0] a [2; 2; 2].

Poznamka K rieleniu mo¥no dospie» aj inym postupom. Zo sueinu vietloh troch rovnic
upravenej sustavy dostaneme

B3 a@B bE o=1:

Ka%.dy z éinitepov na pavej strane mo¥e nadobuda» hodnofy Vyskudlanim vietkych
Ltyroch mo%anosti dojdeme k rovnakému vysledku.

c{S{2

OznaémeZ prieseenik UseeielBC a DY, podobne oznaemeU prieseenik UseeiekBD
a XY (obr.5).

D C
F
S A
X U
E
A B Y
Obr.5

1. spbsob rietenia Z dvojic podobnych trojuholnikov AY F CDF a AFD CFz
vyplyva

JAY| _ JAFj _ JAD]

jCDj |CFj jczj
Odtiap dostavamejAYj jCZj = jADj jCDj = a?, kde a je da¥ka strany daného tvorca
ABCD . Viaka svojej konttrukcii si body X aZ stredovo sumerné podpua stred8, preto je
jCZj = jAX j, tak¥e pre obsah trojuholnikaAXY plati 3jAY jjAX j= 2jAYjjCZj= a2,
t.j. obsah nezavisi od vopuby bodoE a F.
2. spOsob rietenia Preto¥se bodyX a Z su stredovo sumerné podua stred8, je Y DXB
lichobe¥anik (pozri obr.5), prieom bodU je prieseénikom jeho uhloprieeokBD a XY .
Obsah trojuholnika DXU je preto rovny obsahu trojuholnika BY U. Vzhpadom k tomu, %e
obsah trojuholnika AXY je suétom obsahov tvoruholnikaAXUB a trojuholnika BY U,
je jeho obsah rovny obsahu trojuholnikaABD , €o je %az.
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C{S{3

Oznaeme maximalny polomer daného kru%uidl&®. Uva¥ujme kratliu z oboch Useeiek,
ktori oznaéme AB. Nech A;B; je Useéka obsiahnuta vVAB (A1B; AB). Zostrojme
nad useekouA 1B v polrovine obsahujucej druht z useeiekCD) sie» zlo%enu z pravidelnych
les»uholnikov so stranou da¥sky:B;j 5 R. To mo%no len pomocou daného kruiidla,
bez toho aby sme menili jeho polomer. Vzhpadom k tomu, %e pijgahlé strany uva¥sovanych
les»uholnikov su rovnobe¥né, pahko vyberieme dvojicu sirseeh vrcholov P a Q tejto siete,
ktora tvori useéku P Q k AB, pritom pre pou3iitie kruidla,dostatoéne blizku\ UseekeCD.
lalej u%4 pahko overime, éPQ k CD, napr. tak, %e zistime, &i Gseék@&D obsahuje Useéku
C:D: (C1Dy CD), ktora je rovnobe¥na s Useéko® Q, t.j.overime, &i PQC,D; je
rovnobe¥snikom | to opé» mo¥sno len pomocou kru3sidla porovnam prislulnych dasok.

c{l{1

Nechn = 1000a+100b+10c+ d, potom n®= 1000d+100c+10b+ a, kdea;d2 f 1;2;::: ; 9g,
b;c2f0;1;2;:::;9g. Pre ich suéet mame

n+ n®=1001(a+ d)+110(b+ ©):

Pritom vidime, %e 7 deli 1001, ale nedeli 110 a 10 deli 110, akxleli 1001. Aby bol sueet
n + n° deliteuny sedemdesiatimi, musi by» eisla+ d deliteuné desiatimi a podobne éislo
b+ ¢ musi by» deliteuné siedmimi. Huadédme preto vietky usporiadé dvojice[a; d] také, Ye
10(a+ d), kdea;d2f 1;2;:::;9g, a vietky usporiadané dvojice[b; d, pre ktoré 7j(b+ c),
kde b;c2f0;1;2;:::;9g.

¥ahko zistime, ¥%e ide prave o tieto usporiadané dvojice:

[a; d] = [1; 9]; [2; 8]; [3; 7]; [4; 6]; [5; 51; [6: 4]; [7; 3]; [8; 21; [9; 1] | 9 dvojic ;
[b;d = [0;01;[0; 7]; [1; 6]; [2; 51 [3; 41; [4; 3]; [5; 2J; [6; 11, [7; OF;
[5; 91, [6; 8], [7; 71;[8; 6]; [9; 5] | 14 dvojic :

Spolu teda existuje9 14 = 126 tvormiestnych eiseln s danou vlastnos»ou.

c{l{2
Z danej sustavy po jednoduchej Uprave dostaneméx y)(x+ y+2) =0 . Uva%ujme ialej
dva pripady:
1. x y=0.

Dosadenim tejto podmienky do jednej z rovnic sistavy dosté&ame x®> 2x a=0. Aby
tato kvadraticka rovnica mala prave jeden realny koreo, mus pre jej diskriminant D =
=4+ 4 aplati» D; =0, tedaa= 1. Rielme teraz sistavux?> 2y =y?> 2x= 1. Po
dosadeniy = x do sustavy rovnic (i) dostaneme kvadratickt rovnicux® 2x+1 =0, ktora
ma prave jeden realny koredox = 1. Tomu zodpoveda jediné realne rietenie danej sustavy
prea= 1,ato[x;y]=[1;1]

2. X+y+2=0.
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Dosadenim tejto podmienky do jednej z rovnic sustavy dostaame kvadratickd rovnicu

x2+2x+ (4 a) =0 s diskriminantom D, =4 4(4 a)=4a 12 tak%e podobne
ako v prvom pripade z podmienkyD, = 0 dostanemea = 3. Rielme teraz suUstavu rovnic
x> 2y = y? 2x = 3. Tato sGstava ma viak u¥% prex = y hnei dve rdzne rielenia:

[ 1, 1]a[3;3]. Preto a=3 zadanej ulohe nevyhovuije.

Jedinym realnym eislom vyhovujicim dlohe jea= 1.

C{Il{3

OznaemesS stred strany AB daného rovnostranného trojuholnika (obr.6). Uka¥eme, e
pre stred M prepony KL hpadaného pravouhlého trojuholnikeKLC plati JCM|j = jCS;.
Preto¥.e »a¥snica deli trojuholnik na dva trojuholniky s roakym obsahom, rovnaju sa
obsahy trojuholnikov ABC a KLC , prave kei sa rovnaju obsahy trojuholnikov BCS

a CKM . Preto%e obidva trojuholniky maju rovnakd vy*ku, musi by»CM | = jCSj. Bod

M je teda toto¥ny bui s bodomS, alebo s bodomS? ktory je stredovo simerny s bodom
S podpa streduC.

PB K b
M~ )
C S
A
Par A
Obr. 6

V prvom pripade najdeme bodyK resp.L ako prieseeniky (Thalesovej) kru¥anick(S; jSCj)
s priamkami pa resp. pg. V druhom pripade su body K resp. L prieseéniky kru%anice
kY(S%jS%Cj) s priamkami pa resp. pg.

Preto%gSCj = jSICj > jSAj, ma Uloha v¥.dy tyri rietenia.

c{l{4

Oznaeme P, Q, R po rade stredy hran CD, BF, EH danej jednotkove] kocky
ABCDEFGH auva%ujme bodw, G, P, Q, R. Vzdialenos» ka¥.dych dvoch z uva¥sovanych
piatich bodov je aspo()% 5, lebo plati:

1 1P-

jAPj = jAQj = jARj = jGPj= jGQj= jGRj= 1+ Zz 5 5;
r.

) . . . 1 1_ 1P—

JPQj=jQR] = JRPj = 1+Z+Z>§ 5

jAGj:p§>%p§;

Vzhpadom na to, ¥%e ka¥dy bod z mno¥%iy, G; P; Q; Rg je ofarbeny jednou zo tyroch
pou¥itych farieb, existuju medzi an_l dva, ktoré maju rovn&ku farbu, a pritom ich vzdiace
lenos» je, ako sme ukazali, aspoé 5.
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Kategoria B

B{I{1
Spominané korenea, b, ¢ su koredmi polynému

F(X)=x* p’x*+q(q 20°)x+ pf(l p): (1)

Preto ma F rozklad F(x) = (x a)(x b(x ¢)G(x), kde G je polyndbm prvého stupoa
s koe cientom 1 pri mocnine x%, tj. G(x) = x + d. Eislo d je ale realny kored polynému
F, rovna sa teda jednému z €iseh, b, ¢, napr. a. To znamena, ¥%& (x) = (x a)?(x

b)(x c). Vyraz roznasobime a porovhame s koe cientami pri odpovedgicich mocninach
v (1). Pre mocninu x® mame 2a+ b+ ¢ = 0 a podua zadaniaa+ b+ ¢ = 0, tak¥e spolu
a=0 ac= b Vz»ahy pri zostavajacich mocninachx potom dostavaja tvar

PP =1; qq 20*)=0; pf(l p=0:

Odtiap vidime, %@ 6 0 (preto¥seb 6 a=0). V pripade g = 0 je také p pubovopné, v pripade
g6 0 vychdadzap=1 aq=2.
Huadanymi dvojicami[p; g su vietky dvojice tvaru [p;0], kde p 6 0, spolu s dvojicou[1; 2].

B{I1{2

Nech ABCD je dany ‘tvorec, K, L su body useekyBC, pre ktoré plati jBK j = jCLj = %
a M, N su obrazy bodovK, L v sumernosti podua stredu tvorca. Plati:

r

T 2 1P
jALj=JjCNj> jDLj=jBNj= 12+

1 —
- = - 65> 1,007
8 8 ’

Predpokladajme, ¥se pri nejakom ofarbeni tvrdenie neplatiUka¥sme najprv, ¥e niektoré tri
vrcholy maju réznu farbu. Keby nemali, museli by by» dva susdné vrcholy (napriklad A,
B) oznaéené farbou | a zostavajuce vrcaonC(), D) farbou Il. Body L, N by potom museli
ma» farbu 111, a to je spor, lebojLN j= 1+(2)2= 2> 1,007.

Nech teda bez ujmy na vteobecnosti maju bodyA, B farbu I, C farbu Il a D farbu Il
(body tej istej farby nem@%hl le¥aa» na uhloprieéke tvorca)Potom bod K nemd¥se ma»
farbu Il ani | (lebo jJAK | = % > 1;007. Ma teda farbu Il a analogicky N ma farbu IIl.

Potom ale stred Jps@ny CD nemd%e ma» farbu |, ani ¥iadnu z farieb I, Il (plati toti%
jJJKj = jINj = % 65 > 1;007). To je spor s predpokladom, %e ka¥dy bod je ofarbeny;
tvrdenie ulohy je tym dokazané.
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B{I{3

Ide o zndme priemery, ktoré (prix 6 y) spaoaju nerovnosti
O<h<g<ac<k (2)
(pozri ©MM 39). Vyraz V nadobuda hodnoty
Vi=ka hg; Vb=kg ah; Vz=ag kh a Vi; Vo, Vs
Ak doka¥seme, Y.e
Vi >V, >V;3> 0 3)

bude to znamena», ¥&; je najmentia kladna hodnota vyrazuV , a %e rovnos¥ =0 nie
je mo¥anda. Dve pavé nerovnosti v (3) plyna okam3ite z (2), lebe V., =(k+ h)(a Q)
aVo, V3 =(g+ h)(k a). Zostava teda dokaza», ¥ > O, aleboag > kh. Dbkaz je

vyhodné previes» sporom: Nech existuju také rozng;y 2 R*, 3eag5 kh, t.].
r

X2+ y2 2xy
2 X+y

P

1
Xy é(“ y) 5

Obidve strany tejto nerovnosti su kladné. Po umocneni na drini a pahkej Uprave
dostaneme(x + y)* 5 8(x? + y?)xy; odtiapu(x y)*5 0, a to je spor.

B{I{4

V osovej sumernosti sa vrchoh-uholnika simerného podpa danej osi zobrazi opéa» na vrchol
tohto n-uholnika. Uva¥aujme situaciu na obr. 7. Oznaems8 prieseéenik tychto priamok, =
=28 . Zlo¥enim sumernosti podua priamak b v danom poradi je otoeenieR = R(S;2 ),
ktoré zobrazuje vrcholy n-uholnika na seba navzajom. NechA; je pubovoune zvoleny
vrchol n-uholnika, A, = R(A1), Az = R(A>), ati., a% nakoniec postupnym zobrazovanim
dospejeme k boduAy = A1, pritom Kk je najmenlie prirodzené éislo, ktoré je vaelie ako 1
a spada danu rovnos» bodov.




Uva¥sovanyn-uholnik ma minimalne k vrcholov a plati k 2 =1 360 = N(56 ;360) =
= 2520 , kde symbolom N oznaéujeme najmenti spoloény nasobok. Je tedk = 45.

Ak ma n-uholnik viac ne¥k vrcholov, mdé¥%eme pre jeho vrchoB 2 f A1 Ay 1 Assg
konttrukciu zopakovax». Analogicky mo¥mno postupova» pre #nhol C 21 Ap; Ay il Ays;
B1;By;:::;Bysg ati. Huadané eislan su teda prirodzené nasobky eisla 45n = 45r, kde

r 211;2;3;:::9. Je viak elte potrebné dokaza», ¥e-uholniky po¥adovanych vlastnosti
pre jednotlivé n existuju. Obr.7 znazorouje situaciu prer =1, tj. pre n =45. Prer =2
pridame Taltie vrcholy do stredov oblukov na obr. 7, pre r = 3 rozdelime obluky na obr. 7
faltimi vrcholmi na tretiny ati.

B{I{5

Z podmienky x?> 3x 10= 0stanovime, pre ktoréx je funkcia de novand; x 2h1 ; 2i
[h5;1i . p
Na zapisy = x x2 3x 10 sa teraz m6¥seme pozera» ako na rovnicu s neznamou
X a parametrom vy. Bud&me zis»ova», pre ktoré hodnoty parametrgy ma tato rovnica
rielenie. Plati x y = x2 3x 10. Tato rovnicu umocnime na druhd a vyjadrime
odtiapx (zrejme budey 6 %):

y?+10

2y 3

Tento vyraz dosadime zax do podmienkyx y = 0" (x=5_x5 2)a ziskané nerovnice
upravime na podielovy tvar:

2 2
vy 90+2) .o » U 9" _g4 B Y+2)° o
2y 3 2y 3 2y 3
Mno%iina koreoov tejto sustavy nerovnic ureuje hpadany obdodndét H(f)=( 1 ; 2i]
[ 3:5.
B{I{6

Nech Q je pata vy*ky h z vrcholu D v stene ACD a nechjCQj =Yy, JAQj=6 Yy (obr.8).
Potom podua Pytagorovej vety plati:

h*>+(6 y)*>=36 a h*+y*=24:

Vyrietenim tejto sustavy rovnic dostavamey =2 cm ah = P 20cm.

Vrchol D le%i aj na kru3snidk(Q; h), ktorej rovina je kolma na hranu AC, aj na ku¥aepovej
ploche, ktora ma vrchol v B , a ktorej os o je kolma na rovinu ABC . Vrcholovy uhol
tejto ku¥sepovej plochy ma vepko$80 2 45 . OznaemeP patu telesovej vy'ky ihlanu,
jPQj = x, jDPj = jBPj = v (pozri obr.8 a obr.9). Preto¥e obe priamkyDQ a DP su
kolmé na priamku AC, je na ou kolma aj priamka P Q. Z pravouhlych trojuholnikov DQP ,
BPR mamex?+ v? =20 a zaroved(4 x)?+4 = v2. Vyrielenim tejto slstavy zistime, ¥%e
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existuju dve rielenia: bui je x =0, potom ma ihlan vy'ku v = P 20cm, alebo jex =4 cm
av=2cm.

B

|4—x|

Obr. 8 Obr.9
B{S{1

Vetove vz»ahy a podmienka pre suein koreoov vedu na sustav rovnic

X1+ Xo+ X3

I\Jl_\l I\Jl_@

X1X2 + X1X3 + XoX3

m -
X1X2X3 o
1

X1X2

kde x1, X2, X3 su tri r6zne reélne korene danej rovnice. Pomocou prvej a tiej rovnice
upravujeme pavu stranu druhej rovnice

9
X1X2 + X1X3+ XoX3 = 14 X3(X1+ X2) = 1+X3§ X3 ;

tak¥%e dostaneme rovnicl2x3 9x3 +9 = 0 s koreomi 3 a%. Pre x3 = 3 z rovnosti
X1+ Xz = 3, X1Xp = 1 vyplyva fx1;xo9 = f 3;2g, pre X3 = 3 podobne dostavame
fX1;X20 = f% 3 13 g. V prvom pripade je m = 6, v druhom m = 3. V oboch
pripadoch su potom vietky tyri rovnice sustavy splnené.

B{S{2

NechA%B °CPje obraz trojuholnika ABC v stimernosti podpaD aP QRT XY je tes»uholnik,
ktory vznikne ako prienik oboch trojuholnikov (obr. 10).
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2 Y, X
B/ ~ 4 Al
Y
O I
T 7
X
Y
R * B
Obr. 10

C/

Trojuholniky AQP, AXT su stredovo sumerné podu® a trojuholniky A°XT, RBT su
stredovo sumerné poduad. Preto su trojuholniky AQP , RBT zhodné a naviac su podobné
trojuholniku ABC . Oznaémea, b, c da¥iky stran trojuholnikaABC ax, y, z da¥ky Useéiek
PQ, AP, AQ. Eislo k = x=a = y=b= z=csa zrejme zmeni, ak zmenime polohu bod®
vo vnutri iseeky MS. Obvod o prieniku PQRT XY je dany vz»ahomo=2x +2y +2(c

2z) = 2k(a+ b 2c¢) + 2c a nezavisi od polohy boduO (vo vnutri iseeky MS), prave
kel je vyraz vo vnutri zatvorky posledného vyrazu rovny nule, t.j. kei a+ b=2c.

B{S{3

Pripomedme si najprv tato avahu: Ak mame k bodov, z ktorych %iadne tri nele¥ia na
priamke, potom ka¥dy z nich m6%eme spoji» s ostatnymi spddu 1 priamkami. Kei to
prevedieme postupne pre vietky body, zostrojime ka¥.du pnaku dvakrat. Preto je poéet
vietkych spojnic 1k(k  1).

Pristipme teraz k rieleniu danej tlohy. Uva¥aujme pubovopmriamku p uréenud niektorymi

dvoma z danychn bodov. Zostavajucichn 2 bodov vytvara nanajvy* Z(n  2)(n 3)

priamok, s ktorymi ma priamka p nanajvy! r = %(n 2)(n  3) prieseénikov. Priamkup

mo¥eme vybra» nanajvys = sn(n 1) spdsobmi. V sGeiners je viak ka¥.dy prieseenik

zapoeitany aspoo dvakrat. Preto poéet novych prieseenikoneprevy!uje éislo%n(n 1)(n
2)(n 3.

B{I{1

Sastavu mo%zno napisa» v tvare

X| =
I
o

(1)

< | X



y = a: (2)

Prva rovnicu vynasobime suéinomxy a postupnym vynimanim dostaneme

+1x
yx

(x Yx+1)(y+1)=0; 3)

prieomx 6 0 ay 6 0. Rieleniami tejto rovnice su prave vietky dvojice [t;t], [ 1;t], [t; 1],
.y _ 1 . -
kdet 2 Rnf0g, a dosadenim do (2) zistime, ¥%e je potom vdy= t+ T 1. Odtiap vidime,

Yse sUstava ma jediné rielenie, prave kei jg = 1, tj. x = y = 1. Dosadenim tychto
hodnbt do (2) dostanemea= 3.

Iné rielenie: Ak ma sustave vyhovova» jedind usporiadana dvojicdx;y], musi vzhyadom
k symetrii oboch rovnic v neznamychx, y by»y = x. Polo¥sme preto v (2y = x a upravme
ju na tvar

x> (a+1l)x+1=0:

Tato rovnica ma jediné rielenie, prave kei je jej diskriminant

D=(a+1)?2 4=(a+3)(a 1)
rovny nule.
Pouahky sa viak presvedéime, ¥%e pae= 1 su rieleniami napriklad usporiadané dvojice
[1;1] aj [1; 1]. Na druhej strane prea = 3 dostaneme sustavu (2),(3), ktora ma jediné
rieteniex = y= 1.

B{Ill {2

Z doméceho kola vieme, ¥8 < g < a < k . Kladné hodnoty vyrazu V. mé%au by»/; =
=(a g0)=k, V, =(k a)=g, Vs =(k g)=a Zrejme je V; < Vg3, lebok > a (zaroveo

a g<k ). Doka¥eme elte, e & < V,. Predpokladajme naopak, %e pre nejaké, y
plati Vi = V,. Preto¥e

2
o = S0y ay =2 S(x+y)  =2a) @

z nerovnosti V; = V, postupne dostdvame nasledujdce nerovnosti:

g@a g)=k(k a);
ag+ ka= k% + g? =2a%
g+ k= 2a:

Umocnenim poslednej z nich dostaneme
g’ +2gk+ k? = 4a?; alebo (viaka rovnosti (4)) gk= a?:
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Zaroveo ale vieme, e
1 1
k5 = g+ k?® = Za%
g 4 g 2 1
tak¥e vychadzaa® 5 gk 5 1a?, aleboa® 5 0, €o odporuje predpokladua > 0. Vyraz V

ma teda najmentiu kladni hodnotu pre [r;s;t] =[a; g;K].
B{I{3

Vrcholy kocky le%iace na tej istej telesovej uhloprieeke raeme protipyahlé vrcholy. Ak
maju niektoré dva protipahlé vrcholy ta ista farbu, tvrdenie plati. Ak maju ka¥.dé dva
protipahlé vrcholy rézne farby, potom pri pubovopnej cestgo hranach z jedného vrcholu
do protipahlého narazime na hranu, ktorej krajné body su vieoly réznych farieb. Jeden
z vrcholov tejto hrany so stredom najvzdialenejtej rovnobé4nej hrany potom tvori dvojicu
bodov, ktoré maju rovnaku farbu a vzdialenosx»d = %

Uka¥eme elte, ¥e existuje ofarbenie, pri ktorom nemoé¥se by>» % Také ofarbenie
dostaneme, kei napr. kocku rozdelime rovinou, ktora prechélza stredom kocky a je kolméa
na niektoru jej hranu, na dva zhodné hranoly a ka%.dy z tychto ranolov ofarbime inou
farbou (s vynimkou spoloénej hranice kvadrov, na ktorej voime len jednu z oboch farieb).

B{Il {4

V pravouhlom trojuholniku ABE oznaémeQ patu kolmice EM na preponuAB (obr.11).

B

Obr. 11
Potom plati JEABj = [9BEQj = [9DEMj = j9CDB], prieom posledna rovnos»
vyplyva z vlastnosti obvodovych uhlov. Trojuholnik DEM je teda rovnoramenny a plati
jDM j = JEM j. Analogicky zistime, %e JgEM j = jMCj. Trojuholniky MDE a CME
maju teda zhodné strany MD, MC a spoloéna vy'ku na tieto strany. Obsahy tychto
trojuholnikov sa preto rovnaja.
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Rielenia sU»a¥anych UGloh

Kategoria A

A{l1{1

Uvedené kladné priemery spaoaju znamé nerovnosti < g < a < k . Tie plynu
napr. z vyjadrenia

,_ (x )2 2 o _ Xy(x y)?

X y)?
k2 a2 - ( : a2
4
a z podmienky x 6 y. (Je to trochu umelé zdbvodnenie, rietitepov vyzveme dokawa»
ka¥.du z troch nerovnosti metddou ekvivalentnych Uprav.)
OznaemeV; = k+a g h,V,=k+g a haVs=k+h a g Ostatné tri hodnoty
vyrazu V su Vi, Vo a Vi. PretoYe

Vi V,=2(a 9>0 a Vo Vz=2(g h)>0

plati V1 >V, >V3. Ak doka¥%eme, ¥¥; > 0, bude V3 hpadana najmentia kladna hodnota
vyrazu V. Nerovnos»Vz > 0 je ekvivalentna s nerovnos»olk g >a h, ktorej obidve
strany su kladné. Mé%eme ju preto ekvivalentne umocni» na dhG a potom prepisa» do
tvaru

2kg <k?+ ¢g> a’+2ah hZ%

Pred Taltim umocnenim vyjadrime pravu stranu tejto nerovnosti pomocou eiselx a 'y
(a tak zistime, %e je skutoéne kladnd). Vyjde nam

i 2xy (X + y?)
K2+ o2 2= (x+y) h h2= :
+g a 7] a 2a X+ )2

Preto m6%eme poslednd nerovnos» ekvivalentne umocni» naulali:
4X2y2(x2 + y2)2.
(x+y)*

4
a2 =23y + y?) < Iy 4y +

Tato nerovnos» mo%no ekvivalentne upravi» na tvar

(x+y)? 2xy(x®+y?)

0< 3% (x+ y)?

Vyraz v zlo¥senej zatvorke je kladny, lebo je rovny

(x+y)* 8xy(x*+y?) _ (x y)*
4(x + y)2 C A(x +y)2
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ax 6 y. Tym je dokaz ukoneeny. Odpovei: Huadané rozdelenie jer; sg= fk;hgaft,ug=
= fa; gg, lebo nejmentia kladna hodnota vyrazuV jerovhak+ h a g.

A{1{2

Pri rieleni Glohy vyu¥ijeme nasledujuce tvrdenie:Ak sa roviny KLM a KLN dotykaju
gule K so stredom S, potom KLS je rovina sumernosti tychto dvoch dotykovych rovin.
(Tvrdenie doka¥.eme, ak si predstavime, ako sa ureia rovinyotykové ku guli K, ktoré
obsahuju dant priamku KL : Nech S%je kolmy priemet S na KL , %je rovina prechadzajlca
bodom S® kolmo na KL a kru3snicak je rez povrchu guleK rovinou % OznaémeT; a T
body dotyku dotyénic vedenych z boduS° na kru¥znicuk. Potom dotykové roviny KLM
a KLN st roviny KLT ; aKLT , a SS?je osou priamok S°T; a S°T,.)

V nalej ulohe sa roviny BEP , BGQ a BP Q dotykaju gule, ktorej stred S le%i na priamke

BH (obr.12).

H G
\ -
Q
E /‘/
I\ P
|
| \
| RS
| \
\
N
// \
/
/
A B

Obr. 12

Preto podpa vy'tie uvedeného tvrdenia plati:
(1) BPH je rovina sumernosti rovinBEP aBPQ,
(2) BQH je rovina sumernosti rovinBGQ a BP Q.

Zlo¥senim rovinnych sumernosti podpa roviBPH a BQH (v tomto poradi) vznikne
otoéenieR okolo ich prieseéniceBH o uhol 2 , kde je odchylka tychto rovin. (Dbkaz:
Tato vlastnos» sa v rovine kolmej naBH prevedie na zndme tvrdenie o zlo%eni dvoch
osovych sumernosti podpa priamok zvierajucich uhol.) Natou ulohou je dokaza», %e =
= 60 . Najprv vysvetlime, preeo pri otoeeniR prejde bod E do bodu G. Z (1) a (2)
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plynie, ¥e rovinaBEP prejde pri otoeeni R do roviny BGQ. Preto¥e bodH le%i na osi
otoéenia R, jeho kolmy priemet do roviny BEP (éo je bod E) prejde v otoéeni R do
kolmého priemetu boduH do roviny BGQ (éo je bod G). Bod G je skutoéne obrazom
bodu E pri otoeeni R.

Vieme u¥, %e = %j<) EXGj, kde X je spoloéeny kolmy priemet bodovE a G na priamku

BH , alebo pata vylkypn_a stranu BH trojuholnilﬁa_BEH . Oznaémea da¥sku hrany kocky.
Zo vz»ahovjEBj = a 2, JEHj = a, jBHj = a 3, j]9JBEH | =90 a z dvgg¢h vyjadreni
obsahu trojuholnika BEH (tj. %jEBj JEH|j= 3]BH ] JEX ) plynie JEX = a 2=3. Preto

z rovnoramenného trojuholnika EXG dostavame

P p_
1 jEG] a2 3
i = 2 J J: g2 = _"—- k3. =
sin EX] aq 2 > tak¥se 60
3

Dodajme, ¥%e vypoéet z posledného odstavca mo¥sno obis» dagleou Gvahou: Pri otoeeni
R prejde bod E do bodu G, tak¥e bodG prejde do boduD a bod D do bodu E. Preto
z roviny EGD usudime, %@ +2 +2 =360 , odkiap =60 .

A{1{3

Vzhpadom na spojitos» polynomyckej funkcié a k jej chovaniu prejxj!1 je vlastnos»
popisana v Ulohe ekvivalentna s po%iadavkou, aby nerovno$$x) = b platila pre ka¥dé
realne eislox, a pritom pre niektoré xo v nej nastala rovnos». (Bude vhodné tuto
ekvivalenciu rietitepom poriadne zdévodni», aj kei s pojm analyzy na S© vykladané
znaene intuitivne.) Viimneme si, %d (1) = b, tak¥%e druha éas» po¥iadavky je zaruéena
hodnotou xp = 1. Naviac md¥%eme previes» rozklad

f(x) b=x%*+x3> 2x*+bx b=
=(x 1x3(x+2)+ bx 1)=(x L3+2x%+ b:

Pre mnohoéleng(x) := x3+2x? + b musi plati» g(x) 5 0 pre ka%dé < lag(x) = 0
pre ka%déx > 1. Odtiap g(1) = 0, éo nastane jedine preb = 3. Potom ale g(x) =

= (x 1)(x?+3x +3). Preto¥e trojélen v poslednej zatvorke ma zaporny diskrimant,

v pripadeb=3plati f (x)+3=( x 1)’(x?+3x+3) > 0 pre ka%d& 6 1 (a samozrejme
f(1) = 3). Pretoje b= 3 jedind hyadana hodnota. Dodajme elte, ¥e éistg z prvej
vety rielenia musi by» nasobnym koreoom rovnicef (x) = b. Ak si neviimneme hodnotu
Xo =1, mb¥seme postupova» inak: porovna» koe cienty v rovnosti nmmoelenovf (x) b=

= (X Xg)? (x?+ px+ ) a ziska» tak sUstavu rovnic s neznamymi éislani, xo, p a g.
Potom je ale nutné vylGei» tie jej rielenia, pre ktorép?> 4q > 0.

A{l{4
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OznaémeT bod dotyku kru¥anicek; so stranouBC hpadaného trojuholnikeABC (obr. 13).

Obr. 13

Nech B; a C; oznaeuju po rade prieseéniky kru¥nide, so stranami AB a AC. Kru¥snica
ki je obrazom kru¥snicek, v rovnopahlosti so stredom v bodeA a koe cientom %. Plati
teda jBB1j = 1jABj ajCCyj = 2jACj. Preto st mocnosti bodovB a C ku kru%anicik,

rovné
jBTj?2=jBB4j jBAj= %jABjZ resp. jCTj? = jCCij jCAj= %jACjZ:

Odtiap plyniejBTj : jCTj = jABj : JACj. Tato rovnos» ale znamena (vii navodnu ulohu),
Yse bodl le¥%i na osi uhlBBAC , teda na polpriamke AS. Preto je jasna kon'trukcia: Bod
T zostrojime ako prieseenik polpriamkyAS s kru¥snicouk, potom ureime bodyB, C ako
prieseeniky kru¥nicé, s dotykovou kru¥anicouk; v bode T.

Teraz preskimame, ei zostrojeny trojuholnik ABC (v3¥dy jediny, a¥s na mo¥mnu zadmenu
vrcholov B a C) mé po¥adované vlastnosti. Ide o to, éi bo8 je skutoéne stredom vpisane;
kru¥%anice. Nalou kon'trukciou je zaruéena rovnos» pomergBTj : jCTj ajAB| : JAC] (vii
vyllie). Preto bod S le¥i na osi uhlBAC . Viac pre bod S vieobecne neplati. (Uvedomte
si, ¥%e ak nechate prebieha» b&Ipo pevnej UseekeéAT , bude vysledkom konttrukcie stale
ten isty 4 ABC . Len jediny bod UseekyAT je stredom vpisanej kru¥snice.) Zistime preto,
kedy bod S tie¥s le%i na osi uhlABC (a je teda stredom vpisanej kru¥anice ). Z trojuholnika
ABT vidime, %e to nastane, prave kejASj : jTSj = JAB| : BT j. Preto%gAB | :jBTj=2
(vii vytie), dostavame nutnu aj postaeujucu podmienku jASj = 2jTSj, alebo ajjAS] =
= 3JAT]. Preto¥se bodl mdYae by» pubovouny bad rozny od A, dochadzame k zaveru:
Zadana kon'trukend uloha ma rietenie (a to jediné a¥s na oznarie bodovB a C), prave
kei bod S le¥i na kru%anici, ktord je obrazom kru¥snidg v rovnopahlosti so stredomA

a koe cientom rovnym 2. (Podmienka S 6 A je zaruéena zadanim.)

3
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A{1{5

Nech AM je »a¥mnicaBN je vylka, bod X ich prieseénik a bodP stred UseekyCN v
skamanom trojuholniku (obr. 14).

B

N A
Obr. 14

Ak ma pre jednoduchos» Gseek&N da¥ku 1, potoriBN j = tg , jNAj = {g— XN j =
=195, JMPj = %tg (stredna prieéka v trojuholniku CBN ) a jPAj = jPNj+ jNA]j =
= %+ %8— Z podobnosti trojuholnikov MPA a XNA plynie pomer

iMPj _ jXNj 319 19 3
= - aleb = :
PA T NAT T TG T Tg
219 tg
odkiap
t t 2tg 5
g = g 19 g5 :
g >
Porovnanim s textom ulohy vidime, %e staei dokaza» identitu
t 2tg 5 2tg 5
9 85, tg tg=; zrejme ekvivalentni s tg = #:
g 5 2 1 t9g°5
To je ale znamy vzorec pre tangens dvojnasobného uhla.

A{l{6

Doka¥seme najprv, ¥ae poéet vietkydd -cifernych eisel, ktoré mo%ano zostavi» g nul, py
P

jedniéiek, :::, pg deviatok, kde  p; = N, je rovny hodnote
i=0

(N_D!N_ po).

Po!p1!  po! 0
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Skutoene, ak jepo = 0 , je spominany poeéet rovny poeétu vietkych poradi uvedenych
ci er, ktory je podua vzorca pre poéetporadi s opakovanimrovny hodnote pl!’\' !pg!. To
je ale () pre pp = 0 (pripominame, %e0! = 1). Ak je po > 0, je nutné od celkového

poétu poradi danych ci er (veitane pg nul) odéita» poéet tych z nich, ktoré zaéinaju cifrou

nula, tj. odéita» poéet vietkych poradip, 1 nul, p; jednigiek, :::, ps deviatok. Upravou
; N ! (N 1)!
rozdielu SooiT pal oo Dipil pel dostaneme( ).

Teraz vysvetlime, ¥e pri pevhom prirodzenonN je hodnota ( ) najvaelia, kei sa poeéty p;
navzajom ,eo najmenej litia\, tj. s rovné podielu 1'\‘—0 (zaokruhlenému nahor alebo dole,
ak nejde o celé éislo). Zapi'me preto deleni®& : 10 so zvy'kom: N = 10qg+ r, kde g
ar su celé nezaporné éisla, prieom< 10. A% do konca budu tieto éislaN, g ar pevné.
(V zadani tlohy N = 1994, tak¥eq = 199 ar = 4. Dame v'ak prednos» vieobecnému
popisu.)

Najprv si viimneme menovatepa zlomky ). Dokad¥.eme, ¥@ajmentia hodnota menovatepa
je rovna ((gq+1)!) "(gq)i° r. Skutoéne, v steine

12 p) (12 p) (12 po)

P
je prave  p; = N einitepov, z toho najviac 10 éisel 1, najviac 10 éisel 2, ata¥% najviac 10
i=0
eiselq. Je tam preto tie¥s aspodN  10q= r éisel, ktoré nie su mentie akayj+ 1. Ak teda
zoradime tychto N éinitepov od najmentieho po najvaeti, bude prvych desa» 1, druhych
desa»= 2, :::, g-tych desa»= q a zostavajucichr bude = g+ 1. Cely siéin teda nie je
men?i ako

102 g (a+D)" =((q+ D1 (@)™ "

Pritom toto minimum sa dosiahne, prave kei je medzi eislamip; prave r hodnoét g+ 1

a prave 10 r hodnét q.

S ohpadom na prave dokazané tvrdenie o minime menovate(ud teraz uka¥seme, ¥e zlomok
( ) nemd¥e by» maximalny na Yiadnej desatfwj; ::: ; po, vV ktorej pp < q. Vezmime teda

P
HubovounU deseticpo;::: ; pe, V ktorej po < q. Preto¥se p; =109+ r > p o +909, mé6¥eme
i=0
vybra» indexi > 0 tak, aby pj = g+ 1. Ukad¥eme, ¥%e hodnofa) sa zvaéli, ak zamenime
v nalej desatici eislapy a p; po rade eislamipg +1 a p; 1, zatiap eo ostatné eisla;
nezmenime (to odpoveda zmene, kel v pévodnej zostave ci ergdnu cifru ,,i\ nahradime
cifrou ,0\). Ak porovhdme zapis ( ) pre pévodnu a pozmenenu desaticu, nahliadneme, ¥%e
hodnota ( ) sa natou zmenou zvéaeli, prave kei
N N 1 N +1
Po _ Po alebo p > ( Po)(Po +1) .
Pi Po+1 N po 1

preto¥aep, = po + 2, staéi len dokaza», ¥e plati

(N po)(po+1) .
N Po 1 .

p0+2>
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Ekvivalentnou Upravou dostaneme nerovnosspy < N7 1. Ta sa v na'ej situacii u¥ pahko

zdbvodni: preto¥.eN = 10q= 10(q6 0, lebo pp < q) a preto¥se nerovnosy; < 5 1je
zrejme splnena pre ka%dg> 10, plati pp<q5 X < 5 1

Zhrome predchadzajucu uvahu: Pri hpadani najvaetej hodngt ( ) sa mé¥%eme obmedzi»
len na tie desaticepy;::: ;po, V ktorych pp = g. pre ne vtak podua tvrdenia o najmentej
hodnote menovatepd ) plati

(N 1N po)5(N 1)I(N q)5 (N 1N )
Po!pP1!  Pe! po!p1!  po! (g+ 1)) (q)o r

Ak si uvedomime, kedy v poslednych dvoch nerovnostiach naéva rovnos», dostavame
koneeny vysledok: Najvaetia hodnota( ) je rovna

(N 1N @ _ 1993! 1795
((q+1)) () ©  (2001)*(199!)

v zadanom pripade

a dosiahne sa vtedy a len vtedy, kei je medzi eislang praver hodnbétq+1, prave 10 r
hodnét q a pritom pg = Q.

A{S{1

Vietky uva¥ované trojuholniky BXY suU navzajom podobné, lebo maju rovnaky uhol
pri vrchole X (obvodovy uhol na kru3anicik; prislutny tetive AB) aj rovnaky uhol pri vrce
chole Y (obvodovy uhol na kru%anicik, prislutny tetive AB). To znamena, ¥e najvaeli
obsah ma ten trojuholnik BXY (obr.15), ktory ma napr. stranu BX eo najvaeliu,
tji. rovnu priemeru kru¥nicek;. Podpa Thalesovej vety je vtedyAB ? XY (tak¥e ajBY
je priemerom kru¥snicek,). Konltrukcia bodov X aY je tym jasna.

Obr. 15

Iné rietenie: OznaémeK ; a K, kolmé priemety stredovS; a S, na priamku XY (obr. 16).

Potom jXY | = 2jK1K ) 5 2jS;1S,j, prieom rovnos»jXY j = 2jS;1S,) nastane, prave kei

S1S,; kK 1K, aleboAB ? XY . Preto pre obsahP trojuholnika BXY plati odhad
P51 jXYj jABj5 j$1S;j jABj;
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prieom rovnos»P = jS1S,] jAB | nastane, prave kei AB ? XY .

A{S{2

Oznaeme pismenamiD a H de nieny obor, resp. obor hodndt pubovounej funkcié

uvedeného tvaru. V pripadea > 0 by mno%inaD obsahovala niektory interval (1 ; Xoi,
zatiapeo vietky prvky H su nezaporné éisla. Preto musi platia 5 0. Z rovnakého dévodu
v pripade a = 0 nem6%e by» éiSB’ zaporné, a zrejme v tomto pripade nemo6¥e by» ani
b=0 (potom by tBti% bolof (x) = " c, €o nevyhovuje). Preto v pripadea = 0 musi plati»
b>0t. f(x)= bx+ c Potorgviak H = h0;1 ) a z rovnostiD = H0;1 ) plynie c=0.
Dostavame prvé rietenief (x) = = bx, b > 0.
V pripade a < 0je grafom funkciey = ax?+ bx+ ¢ parabola, obratend\ dole, tj. v zapornom
smere osiy. Odtiap plynie, ¥%e neprdzdnd mno%irtd musi by» tvaru H = HO;Mi pre
niektoré M = 0. Z rovnosti D = h0;M i plynie, %e %islei) aM sl koredmi rovnice ax? +
+ bx+ ¢c =0, tak¥%ec =0, b= aM af(x) = ax(x M) (plati to aj v pripade
M = 0, kei je kored 0 nasobny). Obor hodndét takejto funkcie je ale interval hO; f (M7)i
(vieme, Y& = '\"7 je suradnica vrcholu, tj. ,najvy*tieho\ bodu paraboly), preto dostavame
podmienku f (&)= M:

r r

M M a
a — — M =M; alebo M - = M:
2 2 ' 4
Posledrbélﬂ/nos» plati, préved<e'|'M = 0 aleboa = 4. Nalli sme zostavajlce rielenie
f(x)= ax?2(a<0)af(x)= 4x2 + bx (b > 0).

Odpovei: JHuadané funkcie st troch druhov:f (x) = = bx (b > 0), f(x) = P ax? (a< 0)
af(x)= 4x2 + bx (b > 0).

A{S{3

Vieme, ¥%eh < g < a <k . Preto¥e prvkyM su vypisané v poradi od najmentieho po
najvaeli, musi nasta» niektory z tychto pripadov:
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(i) g:18p§, (i) a=40, (iii) g=30 aa:25p§.
V ka¥sdom fmich je u% ialti postup pahky:

(i) Z g=18 2vyplyva h = L. Preto%exy = g* = 648, dostavame

«t = 2_92 _ 4 648
T
Posledni eislo nepatri dov ,F;aﬁ%e pripad (i) nemo6%e nasta».
(i) Z a=40 vyplyva k =10 23 tak¥e
Xx+y=2a=80
a
X2+ y? = 2k? = 4600:
Odtiap 2xy = 802 4600 = 180Q ei¥%exy = 900 a g = pW) =302 M. Koneéne
h= 230 = 452 M. Eislax ay st korene rovnicet?> 80t+900=0, tedafx;yg= 40

80 2
10p7 :
(iii) Plati
xy = g* = 900
a p_
XxX+y=2a=50 2
odkiaph = 293 = 18p§2 M. Talej
2 2 _ P52 -
Xc+y = 50 2 2 900 =3200

tak¥sek = p&goo 2402 M. Eisla x a 'y su korene rovnicet? 50IO 2t +900 = 0, teda
fx;yg= 25 2 5 14.
p P

Odpovei: fx;yg= 40 10p7 ,fx;yg= 25 2 5 14 .

A{ll{1

Ak ma pa»nas»miestne éislo vo svojom zapisetrojek a 8 x osmieiek na mieste parnych
radov a zaroveoy trojek a 7 y osmiéiek na mieste neparnych radov, je poduya znameho
kritéria toto eislo nasobkom jedenastich, prave kel je 11-tmi delitepny ciferny sueet

x 3+(8 x) 8 y 3 (7 y) 8=5(y x)+8:

Preto%.e05 x5 8a05 y5 7,plati 85y x5 7. Prebratim vietkych mo¥nych hodnét
y X (alebo tpravou5(y x)+8=5(y x+6) 22) zistime, ¥%e podmienkd1j5(y x)+8
plati, prdve kei y x = 6 aleboy x =5, tak¥%ey = x 6 aleboy = x+5. Preto¥e
X trojek rozmiestnime na niektoré z 6smich pozicil'f spbsobmi a podobney trojek na
niektoré zo siedmych pozicii ; spbsobmi, je hyadany poeet rovny

x8 X2
& 7 8 T 08456+ 21+21+56+28=210 :
X X 6 X X+5
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Iné rielenie: Pa»nas»miestne eislo so zapisomc,:::c;5 dava po deleni jedenastimi
rovnaky zvylok ako suéet

S=¢ C+C C+C .. Cuut Cs: (1)

Ak je ¢ 2 f 3;8g pre ka%.de&, potom vzhpadom k tomu, %8 3 (mod 11), dava suéetS
po deleni jedenastimi rovnaky zvy'ok ako stéeS°s 15-timi élenmi

= 3 3 3 ::: 3 (2)

v ktorom pred i-tu trojkou (pre ka%dé i) je rovnaké znamienko ako v kongruencii
( D*g 3 (mod 11). Naopak ku ka¥:dému suét&°tvaru (2) mo¥ano podua poslednych
kongruencii priradi» jediny suéet S tvaru (1) s ciframi ¢ 2 f 3;8g. Huadany poéet
pa»nas»miestnych éisel je preto rovny poétu vietkych tych ywberov znamienok v (2),
pri ktorych S° 0 (mod 11). Preto¥e ka¥.dy sue&° je neparny nasobok troch, ktory
v absolutnej hodnote neprevyluje eislo 45, zaujimame sa odivybery znamienok, pri
ktorych S°= 33 aleboS°= 33. To nastane, prave kei je vybrané 13-krat plus a 2-kréat
minus, alebo naopak 13-krat minus a 2-krat plus. Hpadany peéje preto rovny 2 *° =

2
=210.
A{N{2

OznaemeP prieseenik »a¥nio®A ; s osouo uhla ABC uva¥aovaného trojuholnika (obr. 17).
Podua zadania plati

Obr. 17

jAPj = |BPj, tak¥ej9 A1ABj = -, kde = jJABCj. OznaemeR a Q kolmé priemety
bodov A; a C na stranu AB a zvoume jednotku da¥kyBRj = 1. Preto¥eA:R je
stredna prieéka trojuholnika CQB, plati jJQRj =1, jJA1Rj = tg , JCQj = 2tg , tak¥e
z trojuholnika ARA 1 plynie

jAtRj  _ tg 2

jARj = . - = = :
PN 9i9AAB] T g, 1 o,

Preto mo6%eme uréi» da¥uku

A , 2
AQI=IAR] ] QR = 7— 5— 1=
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tak¥se z trojuholnikaAQC pre uhol = j9 BAC | dostavame

iICQj _ 2tg -
tg = +—= =2sin :
JAQ] 1
cos
Preto¥%.e + =75 , vychadza tg(75 ) = 2sin . Tato rovnos» plati pre = 30 ,

neplati vtak pre %iadne iné zintervalu | = (0 ;75), lebo jej pava strana je nd klesajuca
funkcia, zatiapéo prava strana funkcia rastuca.
Odpovei: Uhol pri vrchole A je 45, pri vrchole B 30 .

Iné rielenie: Zachovajme oznaéeniéd;, P, a z prvého rielenia. Znovu si viimnime,
%69 A1AB | = 5, a potom napime sinusové vety pre trojuholnikyAA ;C a AA1B:

JCA4j _ sin( 3) a jBAyj _sing _ 1
jAA1j  sin105 jAA1j  sin T 2cosy

Preto¥e vtalCA1j = jBA4j, plynie odtiap rovnos»

sin( 2) _ alebo sin cos- = 222 .
sin105  2cos, 2 2 2
Po dosadeni =75 do poslednej rovnosti zistime podobne ako v prvom rielenie¥se
=30 je jedind mo%¥na hodnota.
A{ll{3

OznaemeP a Q stredy hran AB a CD skumaného *tvorstenu (obr. 18). Z rovnoramennych
trojuholnikov ABC a ABD plynie CP ? AB a DP ? AB, tak¥e stenyACD a BCD su
sumerne zdru¥ené podua rovifyP C. Podobne stenyCAB a DAB suU sumerne zdru¥sené
podua rovinyABQ . Preto stred S vpisanej gupovej plochy le¥i na prieseénici rovidP C
aABQ, teda na Useékeé® Q. Naviac body dotyku tejto gupovej plochy so stenami ‘tvorsenu
le¥ia na useékachAQ, BQ, CP aDP . Oznaémex vepkos» UseekyPj a znazornime obidva
rovnoramenné trojuholniky ABQ a CDP s hlavnou kru¥snicou vpisanej gupovej plochy v tej
istej rovine (obr. 19). Plati

p p O —
JAQj=jBQj= ¢ P jCPj=jDPj= ¢ a?% jPQj= ¢ a b

Z dvojic podobnych pravouhlych trojuholnikov dostaneme dwe vyjadrenia pre polomer %
spominanej kru¥snice (a vpisanej gupovej plochy):

jCQj jSPj b x jBPj jSQj a p02 az P x
%= — =p a %= - - = p—— X
JCP]j 2 a2 jBQj 2 P
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Porovnanim obidvoch vyjadreni dostaneme linearnu rovnicupre neznamux s rietenim

p p

ac a2 ¢z az P
p——P——
a 2 at+b 2 P

()

a dosadenim do prvej z predchadzajucich rovnosti vyjde

P
ab ¢2 a2 Pp?
N ni; ( )

%= Pp——=—>P
a 2 at+b c2 P

eo je hpadany polomer gupovej plochy vpisanej danému tveesu ABCD .

C
B
b C a
0 Y
5 P
b a
A
D
Obr. 18 Obr. 19

Iné rielenie. Vyu¥ime to, ¥e pre objenVagcp , povrch Sagcp @ polomer %vpisanej
gupovej plochy tvorstenuABCD plati

1
Vagcp = §%$BCD ; (1)

prieom v danom pripade je

Saecp =2Sagc +2Scpa =
=2 a ¢ a2+b ¢ P:

Podobne ako v prvom rieleni z vlastnosti daného tvorstenu istime, %e hranaB je kolma
na rovinu CDP, tak¥.e objemVagcp Spoeitame ako dvojnasobny objem ihlanuCDP B
(obr. 18) s podstavouCDP a vy!kou vepkostia. Je teda

P
Vagcp = gaijQj = gab 2 az b
3 3
Dosadenim do vz»ahu (1) vyjde

P
ab 2 a2 P
%= P——Pp——:

a 2 at+b c2 P
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A{ll{4

Nechn je stuped hpadaného mnohoélenfa (zrejme f 6 0) a nechax" je jeho veduci elen
(. f(x) = ax" + g(x), kde g je mnohoélen stupoa5 n 1, prip. g 0). Veduci élen
mnohoélenaf (x) x f (1 x) je potom rovny ( 1)"a?x?"*!. Podpa zadania vtak pava strana
danej rovnice nem6%e by» mnohoélenem neparneho stupoa. tBrautne plati 2n +1 =3
a zaroveo( 1)"a®= 1,tak¥%en=1aa= 1. Mnohoélenf je pretotvaru f(x)= x+ b
alebof (x) = x+ b, kde b je vhodna kon'tanta. Pre f (x) = x + bje pava strana danej
rovnice rovna trojélenu x? + (% + b)x + 100, ktory je nezaporny pre ka¥adé, prave kei
jo®+ b5 20, t. b2h 54i. Pref(x)= x+ bvychadza trojelenx? + (I b)x + 100
a podmienkajl? b 5 20 tj. b2h 4;5i.

Odpovel: Hpadané mnohoeleny st (x) = x+ b, kde bje pubovouné eislo z intervala 5; 4i,
af(x)= x+ b, kde bje pubovouné éislo z intervalh 4;5i.

A{l{1

Na obr. 20 je sie» daného tvorstena, ktora vznikla otoéeninstien ABD , BCD a CAD

Obr. 20

okolo hran steny ABC do jej roviny. Rovnosti zo zadania ulohy znamenaju, ¥%e ako loy
D1, A aDg, tak aj body Di1, B a D, le¥ia na priamke. Preto je Useek&B strednou
prieekou trojuholnika D1D,D3, €0 spolu s trojuholnikovou nerovnos»ou pre trojicu bodov
D,, C a D3 vedie k odhadu

2JAB = |D,D3j 5 jD,Cj+ jCD3j =2|CDj:
Tym je nerovnos»jCDj = jABj dokazana.
A{lll{2

Preto¥se eisl®6 nie je delitepné tyrmi, nemo63e platia = g = h = k, tak¥%e ako dobre
vieme, plati h < g <a<k . Oznaemec najvaeli spoloény delitep éisel, g. Potom a = ca
2
ag= cg, prieom g; < a; sU nesudeliteuné prirodzené éisla. Preto¥ie= % = a—g%, je
1
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(1)

(11

eislo c deliteuné eisloma;, teda ¢ = da; pre vhodné prirodzené eislad. Dostavame tak
vyjadrenie priemerov pomocou eisetl, a;, 0;:

P q —
h=dg; g= dayg;; a=daj; k= 2a2 ¢2=da 223 g}

Preto¥se druhagpdmocnina z prirodzeného eisla je bui prirodgné, alebo iracionalne eislo,
musi by» éislq 2a7 g prirodzené (a to vaelie akoa;, lebo g; < a;). Preto je pava
strana rovnosti q

dg? + dayg; + daj + day 2af @? =66 ()

vaelia ako 2a? (vzhpadom k nerovnostid = 1 staéi uva¥ova» len treti a tvrty séitanec).
Odtiap plati 2a2 < 66, aleboa; 5 5. ¥ahko sa zisti, ktora z desiatich odmocnin

q___
2a? g kde 15 gi<ai5 5

je rovna prirodzenému éislu: taka je len odmocninap 25 12prea; =5 ag =1.
Dosadenim do( ) zistime, %ed = 1. Priemery (h;g;a;k) = (1;5;&5; 35) médjyojica
koreoov rovnicet?> 50t + 25 = 0, teda dvojica éiselfx;yg= f25+10 6;25 10 6g.

A{N{3

Oznaeme dané bodyA;, Ay, :::, As, dané priamky p1, p2, :::, ps a rozlitme dva pripady:
Na ka¥:dej danej priamke le¥ia nanajvy* dva dané bod¢eby A; 2 pj \ px pre niektoré
indexy i aj 6 k, platilo by Ay 2 p; [ p« pre nanajvy! tri hodnoty x (veitane x = i), tak¥%e
by zostavajuce dva dané body spolu s priamkamp;, px tvorili vhodny vyber. V opaénom
pripade by ka¥dym bodomA; prechadzala nanajvy* jedna priamkap; ; potom by dokonca
niektore tri priamKy p; neprechadzali ani bodomA;, ani bodom A,.

Na niektorej danej priamke le%ia aspoo tri dané bodyNech napriklad body A1, A, a Az
le%sia na priamkep;. Preto¥.e ka¥da priamkg; (j > 1) prechadza nanajvy! jednym
z bodov A1, Az, Az (inak by bolo p; = p;), mé¥%eme jej priradi» dvojprvkovi mno¥inu
M; f Ajq; Az Asg taka, Y%ep \ M; = ;. Avlak trojprvkova mno%ina ma len tri rézne
dvojprvkové podmno%iiny, tak¥e niektoré dve zo tyroch mn@¥.M,, M3, M4 a M5 sl
rovnaké. Pri vhodnom oeéislovani bodov a priamok teda platiM, = M3 = fA;1;A>g. To
znamena, %.e je mo¥ané vybra» bodly, A, a priamky py, ps.

A{lll{4
Vietky desa»miestne eisla rozdepme do skupin tak, aby dvesla padli do tej istej
skupiny, prave kei su zapisané rovnakym suborom desiatichicer. Podpa vzorca pre poéet

L ] L ., 19 : , . L
kombinécii s opakovanim existuje prave 9 roznych neusporiadanych suborov desiatich

eislic. Preto¥e je medzi nimi aj subor desiatich ndl, je poéemienenych skupin, do ktorych
sme rozdelili vietky desa»miestne éisla, rovny éislu

19 1_19 18 ::: 11

= = < :
9 T o 1=19 17 13 11 2 1=92377< 10°
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Poéet desa»miestnych nasobkov siedmich je viak zrejme vaétko 10°. Preto sa v niektorej
zo zmienenych skupin vyskytuje viac akal0® ° = 104 éisel deliteunych siedmimi. Tvrdenie
zo zadania ulohy teda plati.

A{ll{5
Nech k(S;r) aki(S;;ri) st uva¥ované kru¥znice. Trojuholni8S;S, so stranami da¥sok
jSSij=r1 r1; jSSj=r r2; jSiSj=ritro (1)

ma podpa zadania pravy uhol pri vrcholeS. Na obr. 21 je tento trojuholnik doplneny na
pravouholnik SS,DS..

Obr. 21

Novy bod D mé& podpa (1) od bodo\s,, S,, S vzdialenosti
jDS1j=1r1 1z, DSzj=r1 r1; DSj=ry+ra: (2)

Z trojuholnikovej nerovnosti jS;S;j < jSS;j + jSS,j vzhpadom na (1) okam3iite dostavame
r{ + rp <r. Preto je mo¥né uva¥ova» kru¥znicu so stredBrma polomerom rovnym r

ri rz (neoznaeend kru¥anica na obr. 2, le¥iaca v uM&B). Tato kru¥nica mé podpa
(2) vtetky vlastnosti kru%anice k3 z textu ulohy: dotyka sa zvnutra kru%anicek a zvonku
kru¥anicky, ko. Preto¥se kru3anicés je pre dané kru3anicek, ky a ky jedina, plati S3 = D
arz=r r; ry. Podpa vety o obvodovom a stredovom uhle to znamend (obr. 22¥se

H

[9XCYj= 2 [9SiDSsj= 5 90 =45 ;

2
Tym je dokaz ukoneeny.
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Obr. 22
A{lll{6

Pre kladné korenea, b, ¢, 0 < a < b < ¢, rovnice (1) musi plati» Pytagorova veta
a’+ I? = ¢ a Vetove vz»ahy

a+b+c=2p(p+1); ab+ bct ac=p*+4p® 1, abc=3p*: (2)
Dostavame tak

2¢7 = a®+ P+ ¢ =(a+ b+ 0? 2(ab+ bc+ ac) =
=4p*(p+1)* 2(p*+4p° 1) =2(p°+1)*%

tj. c= p?+1. Preto zo vzorcov (2) ialej vyplyva

a+b=2p(p+1) c=p’+2p 1,
ab=p*+4p® 1 cla+bh=2p° 2p:
Eisla a, b st teda korene kvadratickej rovnice
2

u? (p?+2p 1u+2p® 2p=0;

€0 su (po jednoduchom vypoéte) éisl@p ap®> 1. Odtiap vyplyva nutna podmienkap > 1.
Eisla 2p, p> 1, p?+1 su korene (1), prave kei spaoaju treti Vetov vz»ah

2p(p*> 1)(p*+1)=3p% alebo p(2p*+1)(p* 2)=0:

S prihliadnutim na py> 1 tak dostavame jediné rie*eniep = P 2. Koreodmi (1) st v tomto
pripade tri eislal, 2 2 a 3.
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Vyhodnotenie su»a¥e v kategorii C

V tomto roéniku matematickej olympiady vyhlasila UK MO su»a¥ pre rietitepov kategorie
C. V letdku so zadaniami domaceho kola bolo zadanie ulohy e.@ozri uloha C { | { 6)
roztirené a najleptie rietenia mali %iaci zasiela» na adteslK MO. Do st»a¥se sa zapojilo 19
Ltudentov, z toho 13 ulohu vyrielilo spravne. Najéastejlim rielenim bolo overenie vepkosti
uhlov na 10 krokov (8 rietitepov). Na druhej strane vietci n@ispelni rietitelia dokazali iba
vz»ah : = 2:3 resp. nejaky iny vz»ah medzi uhlami; ; (napr. =2 +60 :

+ =140 ), eo spolu so vz»ahom + + =180 nestaéi na vyrietenie ulohy. Nalli
sa rielitelia, ktori zabudli svoju Gvahu obrati». Ukazali iba, ¥e ak v trojuholnikuABC su
uhly danej vepkosti, potom je,dobrd\ ich konltrukcia.

Vysledky su»a¥se: (rietitelia, ktori natli spravny postup a 10 a menej krokov)

9 krokov:

Jan Trojak, Gymnézium Vepkd Okru¥ana, ®ilina,

Peter Novotny, 8, Z© Hliny V, ®ilina.

10 krokov:

Anita Baranova, Gymnazium Svidnik,

Peter Bodik, Gymnazium Poltova, Kolice,

Frantitek Kiraly, Gymnazium Trebitovska, Kotice,

Matd! Medo, Gymnazium Po'tova, Kolice,

lvan Moraveik, Gymnazium Pezinok,

Martin ©eveik, Gymnazium Trenéin,

Jan ©pakula, Gymnazium Po'tova, Kolice,

Vladimir Zajac, 7, Gymnazium Grodsslingova, Bratislava.

E'te spomeomePetru Polovkovu z Gymnazia v Spitskej Novej Vsiktora natla konttrukciu
na 8 krokov, ale jej overenie spravnosti rietenia bolo nedplé. Vietkym uspelnym rielitepov
tatko gratulujeme. Tu uvedieme dve z Vatich rieleni (trocha upravené).

Rielenie 1 (Jan Trojak, Gymnézium, Vepkd Okru¥ana, ®ilina; 9 krokov)
Najprv overime, %e =40 . Zostrojme kru¥anice 1(A;r), 2(Y1;r), kdeY; 2 1\ AB a
r je pubovouny vhodny polomer. Oznaém¥, 2 "1\ AC, Y3 2 ", \ "1 (obr.23). lalej
zostrojme kru¥anice 3(Y2;jY2Ys)), 4(Y1;jY2Y3)). Vieme, %69 Y1AY,j = 60 . Pokiap sa
kru¥anice’ 3; "4 pretnd v bode Y, le¥iacom na kruanici; bude j9 YoAY3) = j9 Y4AY,) =
= j9Y1AY4j = 260 =20 a =2 20 =40 . Uvedend Gvahu mo¥seme obréati» (pokiau
=40 pretnd sa kru3anice 3; 4 na kru¥anici' 1) a vepkos» uhla je overena.
Namiesto = 56 budeme overova» rovnos» = 180 = 84 . Pre pubovouny
vhodny polomerr; zostrojme kru¥anicek,(C;rq), ko(X1;r1), kde X1 2 ki \ AC. Oznaéme
X2 2 ki \ BC, X3 2 ky\ ky tak, aby body X;; X 1; X3 boli usporiadané na kru¥snicky
v smere pohybu hodinovych ruéiéiek. Zostrojme uhols s vrcholom v bodeC. To sa
da napr. takto: zostrojme kru¥aniceks(X1;jX1X2j), Ka(X4;jX2X4j), Ks(X5; X 2X4j), kde
X4 2 ki \ K3, X5 2 K1\ kg, prieom berieme tie prieseeniky kru¥anik; \ ks, ki \ k4, aby
body X5; X 2; X 1; X4 boli na kru¥nicik, usporiadané v smere pohybu hodinovych rueieiek.
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Pokiap sa kru¥anicks; k, pretnt v bode X 3 z konttrukcie vyplyva, %e +2 +2 =360 +
+60 tj. =84 . Uvedenu uvahu je mo%né obrati» (pokiap= 84 kru¥anice sa pretnu
v bode X 3) a mame vepkos» uhla overenu.

Obr. 23

Ak zvolime vhodne polomery kru3anic, ktorych stredy su vo vieoloch trojuholnika ABC je
mo¥ané overi» vepkos» uhlov na 8 krokov. Autorom mytlienkyRetra Polovkova z Gymnazia
v Spitskej Novej Vsi(*tkoda, ¥se jej rietenie nie je uplné). Zobrala v Gvahu, %e I&nicovym
oblukom rovnakej di3ky, ktoré le¥sia na kru¥sniciach s rovnakym polomerom odgohaju
rovnako vepké stredové uhly.

Rielenie 2
Zostrojme kru¥snicek,(C;jBCj), ko(B; jBCj), k3(A; jBCj) a oznaemeR 2 k;\ AC, S; 2
2 k2\ kl, X 2 k2\ AB, S3 2 k3\ kl, Z 2 k3\ AC,Y 2 k3\ AB (0br24) Vieme, Yae

j9S:1BCj=60 , atak ] XBS 1j =60 . Vepkos» oblUukaXS; prenesme na kru¥znicly,
t.j. zostrojme kru¥znicuks(S1;jS1Xj) a oznaémef S,% S,g = ki \ ka. Dostali sme, ¥e

j9 S1CS;j = j9$1CS,9 = j§ XBS 1j = 60 ;
J% RCSzj = ( 60 )+ (60 ) = :
j9RCS,9=( 60) (60 )= 120 +

Prenesme vepkos» oblUKRS, na kru¥znicuks to znamena zostrojme kru¥anicls(Ss; jS3S,9)
a oznaémeS, 2 ks \ ks. Plati potom j9 ZAS4j = RCS,9 = + 120 . Zostrojme
kru¥anicu Ke(Ss4;jSaZj). Ak kru3anica kg prechddza bodomY, potom = 2( +

120 ). lalej zostrojme kru¥znice k7(Sz; jS2Rj), ks(B; jS2R]j). Ak sa kru¥zniceks; kg pretnd
na kru¥sniciky, potom plati jJRCBj=3j9JRCSyj t.j. =3( ).
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Obr. 24

Ziskali sme tri rovnice:

=3( )
=2( + 120) ;
+ + =180 ;
ktorych rietenimsu =40, =56, =84 .
Uvahu je mo%né obrati» (ak = 40 kru3nica ke prechadza bodmi Y;Z, ak
= 84 =3 28 kru¥niceks; kg sa pretnd na kru¥anicik;) a mame overenl vepkos»

uhlov.

Rovnaka su»a¥% ako na Slovensku prebiehala v tom istom ease vajeeskej republike.
Vysledok su»a¥se bol podobny. Aviak vyskytlo sa tam jedno Upé vynimoéné rielenie,
ktoré poslal elte len 13{roeny ¥iak, ktoré potrebovalo lerb krokov. V tomto rieteni boli

vyu¥ité ovepa hlbtie vz»ahy ako v predchadzajucich dvoch.

Rielenie 3 (Martin Vitéor, Gymnazium tg. kpt. Jarole, Brno; 5 krokov)

Zostrojme najprv kru¥anicuk; so stredomA a polomeromjACj, jej druhy prieseenik so
stranou BC oznaémeD. lalej zostrojme kru¥nicu k., so stredomD a polomerom|jDB j,
jej druhy prieseénik s AB oznaemeE; potom kru%anicuks so stredomE a polomerom
JED] a jej druhy prieseéenik sjBCj oznaemeF , prieseenik sAB oznaémeG a prieseénik s
ko, oznaemeH . Zostrojme elte kru¥snicuk, so stredomF a polomeromjFH | a oznaéme
| jej druhy prieseénik sks. Napokon zostrojme kru¥anicuks so stredom| a polomerom
jID j. laltie avahy vyu¥iivaju predovietkym mnoho rovnoramennych trojuholnikov a to,
¥e uhly pri zakaldni rovnoramenného trojuholnika st zhodnéZ toho odvodime: =180

2; ,=180 2 =4 180; 1 = be =180 3 . Kei%e bodyl;F aH le%ia
spolu na kru¥aniciky, plati tie%j9 1EF j = JFEH |, teda 3= j9IEFj=J9GEH|j+ ;.
Potom ale z rovnostrenného trojuholnikaEHD dostavamejd GEH j = 60 , €i%e spolu
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QIEGj= 1+ 3=180 3 +60 +180 3 =420 7 . Testo spravnosti
vepkosti uhlu  bude teraz to, ei kru¥aniceks prechadza bodomG. V tom pripade plati
JO9DEI j = [QIEG]. Kei%e viak jJDEI j+ |JIEG) = 9DEGj = , znamena to, %e
2 =Jj9IEGj=420 7 ,teda = ;-840 =56 .
Zostava elte overi» vepkos» uhlu. Opé» pomocou rovnoramennych trojuholnikov overime
vz»ahy =180 I =2 I ,=180 +2! 4; ,= I . Testom spravnosti
vepkosti uhlu  bude to, éi kru¥niceks prechddza bodomA. Pokiap &no, plati , = !, ei%e
o=1 =1 . Potomu¥ mo%mno séita»= .+ =180 +2! 4 +3 =180 140 =

=40 . Tym sme overenie skoneili.
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Zadania sU»a¥snych uloh

Kategoria P

P{I{1

Niektoré spoloénosti su eiastoenymi vlastnikmi inych spaléenosti, lebo vlastnia eas» ich
akcii. Napriklad podnik m6%e vlastni» povedzme 12% iného goiku. Budeme hovori», %e
spoloénos»A ovlada spoloenosB, ak je splnena aspoo jedna z nasledujucich podmienok:
{ A=B,

{ A vlastni viac ne¥% 5098,
{ A ovldda k (k = 1) spoloenostiC(1);::: ; C(k) takych, ¥%eC(i) vlastni x(i)% spoloéenosti
B prel5 i5 kaplati x(1)+ :::+ x(k) > 50.

Napi'te program, ktory v €o najkratlom éase vyrieli nasledyucu ulohu. Dany je zoznam
trojic (i;j;p), ktoré oznaéuju, ¥%e spoloenosg»vlastni p% spoloenostij. Urete vietky
dvojice (h; s) také, ¥e spoloénosgroviada spoloenoss. Vysledkom je zoznam dvojic(h; s)
vzostupne usporiadany podudn.

P{1{2

Uéebny text.

Typizované kocky v trojrozmernom priestore su pre Géely ucbvania informacii v poéitaéi
kodované nezapornymi prirodzenymi éislami, ktoré su zlo¥é z éislicl;::: ;8. Suradnicova
sUstava, v ktorej je umiestnena zakladna typizovana kocka,ma zaeiatok v »a%isku a
suradnicové osi su kolmé na steny kocky. NeclA[x;y;z] je niektory vnutorny bod
typizovanej kocky. Potom 8 vzniknutych typizovanych kociek ma kédy 1;::: ;8 podpa
nasledujucej tabupky:

kddkocky |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
X + |- |-+ |+ |- |- |+
y + |+ |- |-+ |+ |-
z + |+ |+ |+ |- - -

Ka¥da z 6smich takto vzniknutych typizovanych kociek mo%anaozdeli» podobnym
spbsobom na 8 typizovanych kociek, ktorych kddy su terazll;::: ;88 ati. Kod takto
vzniknutych mentich typizovanych kociek dostaneme pridanm zodpovedajucej jednej cifry
(pozri tabupka) na pravy koniec kddu bezprostredne nadradeej typizovanej kocky. Tymto
spbsobom sa daju typizované kocky deli» bez obmedzenia.

Su»a¥na uloha:

Dany je kod typizovanej kocky a postupnos» jej pohybov o jedn da3zku jej hrany ako
koneeny re»azec pismen z mno%ifiyR,L,U,D,F,B g tak, %e

{ R a L st posun v kladnom a zapornom smere 0si X,

{ U a D su posun v kladnom a zapornom smere 0si Y,
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{ F a B st posun v kladnom a zapornom smere 0si z.

Napi'te program, ktory preeita kdd jednej typizovanej kocky a postupnos» jej pohybov a na
vystupe vypite kddy vietkych typizovanych kociek, ktorymi bude dana kocka prechadzax.
Ak pri svojom pohybe prekroei hranicu zakladnej kocky, potan program o tom poda
vhodnu spravu.

P{I1{3

Na biely list papiera (tirka a cm, da¥kad cm) polo¥imeN obda¥znikov roznych farieb.
Ich strany su rovnobe¥né s okrajmi papiera. Teraz vidime obece réznych farieb. Dve
oblasti rovnakej farby pova%ujeme za easti toho istého obraa, ak maju spoloeny aspoo
jeden bod, in4é ich pova%.ujeme za r6zne obrazce. Uréete plaabbdasnikov, ktora je mimo
papiera (t.j. musela by» odrezana).

Predpokladany suradnicovy systém ma zaeiatok v pavom dolmo rohu a osi rovnobe¥né
s okrajmi papiera. ©irka je na osly. Udaje pre Glohu su celé nezaporné eisla a maju tvar:
{ a, b, N su v prvom riadku,

{ stradnice pavého dolného rohu, da¥ka, tirka, farba obd&&usi v ialtich N riadkoch
Obda3¥zniky su na vstupe v tom poradi, ako sl ulo¥ené na papieBiela farba ma kéd 1,
ostatné farby maju kody 2 a¥% 64.

Napi'te program, ktory urei farbu a plochu vietkych obrazcov a vypite ich v poradi podupa
rasticeho eisla farby. Na poslednom riadku uvedie sueet Ja@sti vietkych zvylkov, ktoré
presahovali cez okraj papiera.

P{I1{4

Uéebny text.

T-stroj je tvoreny riadiacou jednotkou, ktora ma koneénu pamé» (t.j. mé6%se sa nachadza»
v koneéne vepatavoch a nekoneénd paskurozdelenu na polieka. V ka¥adom polieku mo¥se
by» zapisany jeden znalkabecedy alebo je polieko prazdne, t.j. obsahuje pecialny symbol
@. Eitacia/zapisovacia hlava T-stroja je umiestnena v¥%dy nad uréitym poliékom pasky
a mb¥%e sa pohybova» vuavo alebo vpravo v¥dy o jedno polieko.

Vypoeéet T-stroja prebieha potaktoch. Na zaéiatku vypoetu je T-stroj v poéiatoénom stave

a na paske je zapisana postupnos» znakov vstupnej abecedystupné slov) a je uréena
poéiatoena poloha eitacej hlavy nad paskou. V ka¥%dom takteypoétu T-stroj preéita znak

z polieka, nad ktorym je éitacia hlava. Na zaklade tohoto znku a stavu riadiacej jednotky
(kon guréacia T-stroja ) sa zapi'e nejaky znak do toho istého polieka, riadiaca jedstka m63e
zmeni» svoj stav a eitacia hlava sa mé¥se posuni» o jedno galidopava, doprava, alebo
mob%e zosta» nad tym istym poliekom. V priebehu einnosti T-sbja m6%au by» na pasku
zapisované okrem znakov vstupnej abecedy aj znaky @racovnej abecedy Einnos» T-stroja
konéi v okamihu, kei prejde do stavu, v ktorom je vykonany prikaz STOP, alebo, kel u% nie
je uréené, ako ma jeho einnos» pokraéova» pri kombinacii ki®rého stavu a preeitaného
znaku. Ak sa T-stroj zastavi povieme, ¥e prepisal vstupné slovo ng/stupné slovo

T-stroj mé¥aerozhodovaxniektoré problémy, na ktoré si mo%né odpovedéno/nie. Ak
sa T-stroj rozhodne odpoveda» ano, skonéi svoju einnos» veitom pevne stanovenom
stave, povedzme 8. Ak sa T-stroj rozhodne odpoveda» nie, skonéi svoju einnossstave

57



b)

rozdielnom od .
Einnos» T-stroja sa da popisa» riadiacimi truktirami Pas@lovského typu, menovite sa
daju pou¥si» podmienené prikazy a cykly typuepeat a while. Navestie pred prikazom
oznaéuje stav T-stroja. Stav SO je spravidla poéiatoénym stvom T-stroja. Jedina
premenna s menomznak obsahuje znak polieka, nad ktorym je éitacia hlava, slovaight
a left oznaeuju smer pohybu éitacej hlavy po paske. Prikaz STOP oaguje ukoneenie
vypoetu T-stroja. Ak v popise T-stroja nie je uvedena reakca na ureitd kon guraciu
(t.j. éitany znak a stav riadiacej jednotky), einnos» T-stroja tie¥s konéi.
Priklad: Zistite, ei kladné éislo, zapisané na paske v binarnej eisalj sustave, je neparne.
Eitacia hlava je nad eislicou najvy!tieho radu.
Rielenie: Parnos» alebo neparnos» éisla v binarnej sustave uréuje lg& najni¥stieho
radu. Pokiap je 1, je éislo neparne. Na rielenie nalej Ulohyrgsunieme eitaciu hlavu
bez akéhokouvek zapisu nad poslednu cifru tak, e éitaciavih presunieme nad prvé vopuné
poliéko za éislom, vratime sa na poslednu éislicu a tuto otegeme. Ak je 1, T-stroj sa
zastavi v stave S2 a odpovei je ano, v opaénom pripade sa T-gif zastavi v stave S1 a
odpovei je nie.
S0: while znak<>@ do begin right end;

begin left; S1 end;
S1: if znak = 1 then begin S2 end;
S2: STOP slo je neprne ;
Priklad: Na paske je nezaporné celé eislo, zapisané v binarnej éiselnej sustave a eitacia
hlava je nad éislicou najvy!tieho radu. T-stroj zapite na p&ku eislon +1.
Rielenie: T-stroj otestuje eislicu najni¥stieho radu, pripoéita k nejednotku a urobi vietky
nutné prenosy do vy!tich radov.
S0: while znak<>@ do begin right end;

begin left; S1 end;
S1: if znak = O then begin znak:=1; S3 end;

else S2;

S2: while znak = 1 do begin znak:=0; left end,

begin znak:=1 S3; end,;
S3: STOP n+l1
Poznamka: Z uvedenych prikladov vyplyva, %e priraiovaci prikaz znamea zapis do polieka
pasky, nad ktorym je eitacia hlava a prikaz & znamena zmenu stavu T-stroja na stav &.
Reakciu T-stroja na kon guréaciu v danom takte zapisujeme do zatvoriek begina end.
Su»a¥uné ulohy:
Popilte einnos» T-stroja, ktory rozhodne, éi celé nezapaé dekadické éislo je deliteuné
tromi.
Na paske T-stroja je vstupné slovo, zlo%ené z pismenb. Prepilte toto vstupné slovo na
rovnaké miesto pasky tak, aby vystupné slovo malo rovnaky peéet pismena; b ako vstupné
slovo a vietky pismenaa vo vystupnom slove predchadzali vietkym pismenanb.

P{Il{1
Predpokladajte, %e ista banka vlastni zakladny kapital vm (15 m 5 10) rdznych menéach
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vo vyike z[1],:::,z[m], ktoré sa nedaju navzajom zamieoa». Do banky prichadzaju kenti,
aby si po¥iieiavali peniaze, ktoré chcu investova». Poeetdditov je n (n 5 1000. Pri prvom
prichode uda klient bankovému uUradnikovi svoje celkové padidavky na vylku pbd3aieky
v jednotlivych menach. Pokiap jeho po%iadavky na jednotl& meny neprevytia zakladny
kapital banky, je s klientom uzatvorena zmluva o p6%iéke, ldrd mé%e klient postupne
eerpa» a po dokoneeni svojich obchodov (po uspokojeni vigtth jeho po¥iadaviek) pd¥aieku
zase vrati.

Napi'te algoritmus, ktorym sa riadi lojalny bankovy Uradni k pri ka%dej naviteve klienta v
banke, ktory chce éerpa» ialliu éas» svojej p6%sieky. Snahtehto Uradnika je nepripusti»
bankrot banky. Bankrot banky nastane, kei tato banka nie je schopna plni» svoje zmluvné
zavazky, t.j. nebude schopna vyhovie» klientom v ich po¥iastkdch podpa ich zmluvy.
Napriklad, ak banka vlastni 10 jednotiek jednej meny, po¥idavky dvoch klientov boli 7
jednotiek a Uradnik ka¥.dému z nich poskytol po¥ieku 4 jedrigt - banke ostali 2 a to nestaei
ani pre jedného na zmluvny zavazok 7 - banka zbankrotovala. Bnkovy uradnik teda musi
preveri», ei poskytnutim Tallej p6¥ieky klientovi nepridev budicnosti k bankrotu banky.
Pokiap by takato situacia mohla nasta», odka¥ze Gradnik kiia na neskortiu dobu.

Priklad: Nech banka vlastni 10 jednotiek istej jednej meny (n = 1) a prijala 3 klientov
s celkovymi po%iadavkami 8, 3 a 9 jednotiek a tito klienti u% aji po%ieanych 4, 2 a 2
jednotky. V danej situacii po¥iadavka druhého klienta na jeinu jednotku je akceptovana,
ale treti zdkaznik je so svojou po¥iadavkou na jednu jednatkodkézany na neskortiu dobu.

eislo | maximélna | po¥ieané| po¥aduje| po¥saduje
klienta | po%iadavka A B
1 8 4 | |
2 3 2 1 |
3 9 2 | 1

A - Poiadavka klienta akceptovan B - Klient odkzan na neskou dobu

Poznamka: Predpokladajte, ¥%e klient svoj dlh vrati, ale a¥s potom, ako mje poskytnuta
p6%ieka v maximalnej vylke.

V&' program preeita éislo klienta, jeho po¥iadavky na niektré z m réznych mien, ktoré
boli uvedené v zmluve a to vieobecne v situacii, kel u¥% kliemtmaju po¥iéané isté eiastky
a vypite spravu bui POIADAVKA KLIENTA AKCEPTQ@YANbstal vietky éiastky, o ktoré
momentalne po¥iadal) alebdKLIENT ODKZAN NA NESKORIU (DOBedostal nie, musi
pris» po¥iada» znovu).

P{N{2

Uéebny text pozri tloha P { | { 2, strana 54.
Mno%zinu typizovanych kociek K nazveme slvislou ak spdoa nasledujucu induktivnu
de niciu:

{ jednoprvkovd mno%iina je suvisla,

{ nech L je savisla mno%¥ina typizovanych kocieka je typizovana kocka, ktora stenou susedi
S aspoo jednou typizovanou kockou z mno%iny a nele¥i v %iadnej kockelz Potom K =
L [f ag je tie¥s suvisla mno¥ina.
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Zistite pre zadanu vstupni mno%zinu typizovanych kociek, éide o savisli mno%inu. Uva¥ite,
¥se kocky nemusia by» rovnako vepkeé.

P{Il{3

Biely list papiera so tirkou a cm a da¥kob cm (a < b) je stoéeny nasledovne. Protipahlé
okraje tohto listu s vaelim rozmerom su zlepené, vznikne tea rotaeny valec. Na tento valec
je poukladanych cez sebaN obda¥snikov roznych farieb. Strany poukladanych obda¥aniko
sl rovnobe¥sné s okrajmi papiera. Po polo¥eni vietkych obui&éw vidime obrazce roznych
farieb. Dve oblasti rovnakej farby pova¥aujeme za éasti tohstého obrazca, ak maju aspoo
jeden spoloény bod. Inak su pova¥.ované za rézne obrazce.

Predpokladany suradnicovy systém ma zaeiatok v pavom dolmo rohu a osi su rovnobe¥né
s okrajmi listu. Celoeiselné nezaporné udaje pre zadanieahy su uvedené v nasledujucom
tvare:

{ V prvom riadku su uvedené hodnoty a, b, N .
{ V ka%dom z nasledujtcichN riadkov s uvedené Udaje o jednom ukladanom obda¥aniku a

b)

to v tom poradi, v ktorom budu ukladané na list papiera. Na ka3dom riadku su uvedené
sUradnice bodu, do ktorého bude polo¥eny pavy dolny vrchdbdé¥anika, jeho lirka a da¥zka
a kod farby obda¥anika. Biela farba ma kéd 1 a ostatné farby sikované éislami 2 a¥%s 64.

Napilte program, ktory uréi farbu a plochu ka%.dého obrazcav(centimetroch tvorcovych)

a vypite ich v poradi, ktoré je dané rastucim eislom farby. V mslednom riadku uvedie
sueet vepkosti (v centimetroch tvorcovych) vietkych zvykov, ktoré presahovali cez okraj
valca (t.j. museli by» odrezané).

P{Il{4

Ueebny text pozri uloha P { | { 4, strana 55.

Na paske T-stroja je vstupné slovo, zlo¥.ené zo znakab. Zistite, éi tdto postupnos»
obsahuje rovnaky poéet znakova aj b. Po skoneeni éinnosti musi by» na paske pévodné
vstupné slovo, pokiap obsahuje rovnaky poeet znakaw aj b.

Na paske T-stroja je vstupné slovo, zlo¥.ené zo znakay;b a c. T-stroj zdvoji tuto
postupnos» tak, ¥e za pdvodnu postupnos» pripite postupmostorej znaky su uvedené
v opaénom poradi, t.j. vystupné slovo ma rovnaké poradie znkov, ak by sme tieto znaky
eitali zpava i sprava.

Poznamka: Vystupné slovo, ktoré vznikne rietenim ulohy b), sa nazyva @lindrom.
P{IN{1

Uéebny text pozri tloha P { | { 2, strana 54.

Dana je mno%ina typizovanych kociekk . Priemety typizovanej kocky do suradnicovych
rovin xy, yz a xz (typizované tvorce) su kdédované iba kdédmi prislutnej suralnicovej

roviny. Napriklad priemety typizovanych kociek su v rovine xy kdédované eislami 1, 2,
3, 4 (predstavte si teda, ¥%e sa na zadané typizované kocky moate kolmo na rovinu xy

60



z kladného smeru osiz). Analogicky mo%¥no postupova» v pripade priemetov do ostaych
rovin.

NechM a M, su dve mno¥iny takych typizovanych tvorcov, %81 je priemet mno%¥iny
typizovanych kociek z K do niektorej suradnicovej roviny. Mno%inu M i, nazveme
minimalnou k M, pokiap platia sieasne podmienky:

1. M a Mpi, pokryvaju ta ista oblas» v danej saradnicovej rovine, t.j. kel sa pozrieme
na priemet mno%inyK do danej suradnicovej roviny a porovname obrazec M n, , vidime
zhodné obrazce.

2. Poeéet typizovanych tvorcov v M pin je minimalny.

Uréte pre zadanu vstupni mno%inuK typizovanych kociek jej minimalne priemety
do vtetkych troch saradnicovych rovin.

P{IN{2

Biely list v tvare obda¥znika vytvoreny z nekoneéne tenkéhoabsolltne pru¥sného materialu
lirky a cm a da¥kyp cm (a < b) ma zaéiatok stradnicovej suistavy v pavom hornom rohu
a osi su rovnobe¥%né s okrajmi listu. Tento list je zdeformovy tak, %e jeho protipahlé
dihtie okraje st zlepené, éim vznikne rotaény valec. lalej ¥epime obe zékladne takto
vzniknutého valca. Vznikne priestorové teleso, ktoré prippmina pneumatiku (v matematike
sa takéto teleso zvykne nazyva» toroid). Umiestnenie suradcovych osi vzhpadom k
povodnému listu pritom zostava zachované.

Na toto teleso je poukladanych cez seb& obda¥znikov vytvorenych z nekoneene pru¥sného
materialu rdznych farieb. Strany obda¥anikov su rovnobe¥sé suradnicovymi osami. Po
polo¥eni vietkych obda¥snikov su vidie» rézne obrazce ranfarieb. Dve oblasti rovnakej
farby pova¥uwujeme za sueas» toho istého obrazca, ak maju aspeden spoloeny bod. Inak
suU pova¥sované za rdzne obrazce.

Celoéiselné nezaporné udaje pre zadanie ulohy su uvedené astedujucom tvare:

{ V prvom riadku su uvedené hodnoty a, b, N.

{ V ka%dom z nasledujucichN riadkov su uvedené Udaje o jednom ukladanom obda¥sniku
a to v tom poradi, v ktorom st ukladané na list papiera. V ka¥dm riadku su uvedené
sUradnice bodu, do ktorého bude polo¥eny pavy dolny vrchobdé¥anika, jeho lirka, da¥ska
a kad farby obda¥znika. Biela farba ma kéd 1, ostatné farby majkoédy 2 a¥s 64.

Napilte program, ktory uréi farbu a plochu ka¥.dého obrazcav(centimetroch tvorcovych)
a vypite ich v poradi, ktoré je dané rastacim eislom farby.

P{IN{3

Ueebny text pozri uloha P { | { 4, strana 55.

Unarna eiselna sustava.

Celé nezaporné eisla mo¥ano na paske T-stroja zapisa» v urggiselnej sustave ako postupoe
nosti znakov ,j\. Da¥ka takejto postupnosti je o jedna vaélia ako hodnota zasovaného
zapisana ako,j\.

Su»a¥uné ulohy:
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Eisla st na paske zapisované v unarnej sistave. Eitacia hlavT-stroja je v oboch pripadoch
nad najuavejtim znakom vstupného slova.

a) Vstupnym slovom T-stroja je dvojica celych nezapornych ésel, ktoré su oddelené znakom
. \. T-stroj na pasku zapile v unarnej sustave hodnotu ich suénu.

b) Vstupnym slovom T-stroja je dvojica celych kladnych eise, ktoré su oddelené znakom, \.
T-stroj na pasku zapite v unarnej sustave hodnotu ich najvaéeho spoloéného delitepa.

P{Il{4

Ekonomicka situacia sposobila, %e sa mnoho spoloénosti a&@lo. Ka¥sda spoloénos» mo¥.e
by» aj veritepom (predava svoje vyrobky) aj dI3nikom (kupej suroviny a polotovary).
Aby bolo mo¥né minimalizova» celkovl zada¥senos», bolo dobté, ¥e je mo¥ané, aby
sa spoloenosti oddaiili tym, e svoje dlhy budl( splaca» dihktoré u nich maja iné
spoloénosti.

Ak napriklad spoloénos» 1 diI%i 100$ spoloénosti 2, spologm@® di3%i 50$ spoloénosti 3 a
spoloénos» 3 dI3%i 75% spoloénosti 1, je celkovy dih 2253%, pte zapoéitani vzajomnych
pohpadavok dI%i spoloenos» 1 spoloenosti 2 sumu 25% a spolee 3 dI%i 25% spoloénosti
2, tak¥se celkovy dlh je teraz iba 50%.

Spoloénosti su oznaéené celymi eislami. M6%sete predpoldad e ich nie je viac ako 1000.
Dlh je uvedeny v celych jednotkach meny.

Napi'te program, ktory vysporiada vzajomné pohuadavky splménosti tak, aby celkovy dlh
bol minimalny.

P{lI{5

V meste vedu vietky cesty bui zo zapadu na vychod alebo zo seva na juh. Cesty su
oeislované celymi éislami. Na zapadnom a ju¥anom okraji masexistuju dve navzajom
kolmé cesty s eislami 0. Pre ka%.dua ialliu cestu plati, %e jejséo predstavuje vzdialenos»
od s 0ou rovnobe¥nej cesty 0. Ka¥adu kri%ovatku ciest ozna@idvojicou éisiel(i;j ), kde

i je éislo cesty veducej zo zapadu na vychod R je éislo cesty vedlcej zo severu na juh
cez tuto kri¥aovatku (kri¥%sovatka(0; 0) teda le¥i na juhozapadnom okraji mesta).

Dopravné predpisy v meste zakazuju na vietkych kri%ovatkdc odboéova» vpavo a tie¥s
otoei» sa kdekouvek na ceste (jedina mo¥snos» zmeny smerada ha kri¥aovatke odboéenim
doprava).

Dany je zoznam kri%sovatiek, ktoré musime navitivi». Urétey akom poradi md¥seme prejs»
zadanymi kri%sovatkami tak, aby sme dodr¥ali dopravné predgy, nikde neprexali svoju
drahu a aby sme navitivili vietky zadané kri%aovatky. Suradmce kri%zovatiek su celé eisla
od 0 po 10000, poéet kri%ovatiek nie je vaeli akid0Q
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Rielenia sU»a¥anych UGloh

Kategoria P

P{I{1

Majme v poli P[i;j ] mame ulo%ené, kopko percent spoloengstpatri spoloénostii. De ce
nujeme P [i; 1] = 100 pre vtetky spoloénostii, €im zahrnieme prvé dve podmienky do tretej.
Rielenie budeme huada» postupne pre ka¥dy podhiknasledujacim spésobom:

V poli B[i] bude pre podnik h ulo%ené, éi ovlada podnik. V poli D[i] bude ulo¥ené, kopko
percent podniku i vlastni podnik h aj cez iné podniky, ktoré su v poliB oznaéené ako
ovladané podnikomh. Na zaéiatku inicializujeme polia tak, aby B[j] :=(j = h) aDJ[j]:
= P[h;i]. V pripade, ¥%e existuje taky podnikj, %eD[j] > 50 a B[j] = false nastavime

B[j] = true, pre vietky podniky i, ktoré h nevlastni zvaelimeD[i] o P[j;i] (vidime, %e
zachovavame vz»ah polB a P) a znovu zis»ujeme, éi existuje podnik, pre ktory D[j] > 50
aBJ[]= false
Tento cyklus ureite skonéi po poete krokov mentom ako poeetqdnikov, preto¥ze v ka¥.dom
kroku ubudne jeden podnik, pre ktory B[j] = false Ak neexistuje podnik j, pre ktory
D[j] > 50 a BJ[j] = false znamena to, %e rielenie, pre ktoré@ kontroluje podnik j prave
vtedy, kei B[j]= true, vyhovuje danym podmienkam, leboB[j]= (D[j] > 50).

Zlo¥sitos» tohto algoritmu jeO(n3).

P{I{2

Ak typizovana kocka pri posune zostane v bezprostredne naddenej kocke, zmeni sa len
jej posledna cifra. Ak sa viak posunie opaenym smerom, prekei hranice jednej, pripadne
aj viacerych kociek. To, ako sa pri jednotlivych posunoch mai posledna cifra a éi dochadza
k prenosu (t.j. €i sa meni aj predchadzajuca cifra), je vhoda zapisa» do tabupky:

smer|1 2 |3 |4 |5 |6 |78
2p |1 |4 (3p|6Pp |5 |8 |7p
2 |1p (4p |3 | 6 |[5p |8p | 7
6 | 5
4 |3 |[2p|1p | 8 |7 |6p |5p
S5pl6p |7p|8p |1 |2 |3 | 4
5|6 |7 |8 |1p (2p |3p |4p

T oOCaor
N
o
w
yel
N
H
[o0]
yel
N
©

Ak dbjde k prenosu, zvy'ok kédu kocky sa meni rovnakym spésabm, ako keby sme
v danom smere posuvali kocku s takymto kddom.

Algoritmus je teda jednoduchy: zaeneme od poslednej cifry &ym dochadza k prenosu,
menime cifry podua tabupky. Kei nastane prenos z prvej cifrywy!li sme zo zakladnej kocky.
Uvedeny algoritmus ma linearnu éasovu zlo¥itos».
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P{I{3

List papiera reprezentujme ako maticuM vepkostia b. Algoritmus sa sklada z dvoch
easti:

. Naéitanie obda¥znikov a ich spracovanie do matidé tejto éasti postupne éitame jednotlivé

obda¥zniky, prieom ka¥.dy z nigholo¥simena nal list papiera | t. . prislutné polieka v matici
M oznaéime prislutnou farbou. V pripade, ¥%e obda¥nik presghokraj papiera, treba si
zapamata» vepkos» zvylku.

. Uréenie vepkosti jednotlivych obrazcovBudeme prechadza» list po jednotlivych tvoreece

koch, prejdené tvoréeky oznaéime vynulovanim farby.

Ak narazime na poliéko farbyh 6 0, zaradime ho do zasobnika (pozn. zasobnik je truktara,
do ktorej ukladame prvky na vrch a z vrchu prvky vyberame. Takuto truktdru nie je »a¥aké
implementova» pomocou popa) a jeho obsah vynulujeme. VegkolUtvaru polo¥ime rovna
s:=1. Potom zaeneme prehpadava» cely utvar nasledujucim sposob:

V ka¥sdom kroku vyberieme zo zdsobnika jedno poliéko a prirditne k s jednotku. Vietky
polieka farby h, susediace s vybranym poliékom, vlo¥ime do zasobnika a idbsah vynuluce
jeme. V pripade, ¥e je zasobnik prazdny, vietky polieka Utva su vynulované a vs mame
vepkos» Utvaru.

Vepkos» utvaru vhodnym spésobom ulo¥ime (vyhodné je ma» 6¥dkpve pole zre»azenych
zoznamov, ka¥.dy pre jednu farbu).

Takymto spdsobom prejdeme cell maticuM a zistime vepkos» vietkych Gtvarov v matici.
Po prejdeni celého popa vypiteme zoznam vietkych Gtvarov.

Zlo¥itos» algoritmu jeO(S + ab), kde S je steet ploch vietkych obda¥anikov zo vstupu.

P{I{4

Eislo v desiatkovej ststave je deliteuné tromi prave vteyl ak je jeho ciferny sueet delitepny
tromi. Staéi teda raz prejs» cez zapis daného éisla a poéitppho ciferny siéet modulo

3. Na to nam staéi stroj, ktory vyhpada napr. pavy koniec zapu a prepne do stavu

zodpovedajucemu 0 (mod 3). V stave zodpovedajucom 0 sa hlay@osunie napravo a podua
preeitanej cifry sa zmeni stav na 0,1, alebo 2 (mod 3). V stawh 1 a 2 (mod 3) sa stroj

sprava analogicky. Ak preeitany znak nie je cifra, skoneilsme. Ak sme v stave 0 (mod 3),

vieme, ¥e dané eislo je deliteuné tromi, inak dava nenulowy?ok mod 3.

S0: while znak<>0 do left;
right; S3;

S1: if znak in ['0,3,'6','9] then begin right; S1 end;
if znak in ['1','4''7'] then begin right; S2 end,;
if znak in [2''5','8"] then begin right; S3 end,;
STOP; Nie

S2: if znak in ['0','3','6','9"] then begin right; S2 end;
if znak in ['1',4''7"] then begin right; S3 end,;
if znak in [2','5",'8] then begin right; S1 end;
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b)

STOP; Nie;
S3: if znak in ['0,3,'6','9] then begin right; S3 end;

if znak in ['1','4",'7"] then begin right; S1 end;

if znak in [2','5",'8] then begin right; S2 end;

STOP; Ano;
Stroj md¥ae by» zalo¥seny napr. na algoritme BubbleSort. &hadzame slovo zpava doprava,
a ak nadjdeme vedua seba pismeitd, vymenime ich (zmenime naab), nastavime sa nab a
pokraeujeme v prezerani. Ak sme pritli na koniec a spravili ;e pri poslednom prechode
aspoo jednu vymenu, cely algoritmus zopakujeme. Ak nie, skeeime. Po skoneeni tohto
algoritmu nebude existova» za sebou dvojicda a pismena budu dobre usporiadané.
Vystaeime so tyrmi stavmi :
V stave O prejdeme na zaéiatok slova. Ak je prvym pismenoma, prepneme do stavu A,
inak do stavu B.
V stave A postupujeme doprava dovtedy, kym nenarazime na pismenb. Potom prepneme
do stavu B (ak narazime na koniec slova { znak @{ skoneime, lebslovo sa sklada len z
pismena).
V stave B postupujeme Talej doprava a hpadame prvy vyskyta. Ak ho nenajdeme,
skoneime (slovo je tvaruaa::abb::p. Ak ho najdeme, vieme, %e pred nim bolb. Vymenime
ich (baprepiteme naab), hlavu presunieme nadb a prepneme do Bl
Stav B1 je analogicky stavu B a% na to, %e ak prideme na koniec slovaeme, ¥e sme
spravili aspoo jednu vymenu, a teda musim zopakova» cell poeduru od zaéiatku { skok
do stavu O (stav Al je analogicky A).

P{Nn{1

Rielenim tohto prikladu je tzv. bankarov algoritmus znamy z te6rie operaenych systémov.
Nech zakladny kapital banky v menei je ulo¥seny v polZ[i], po¥iadavky klientg) na menui
v poli P[j][i] a pre klienta] u¥ po¥ieana éiastka v mene& poli U[j ][i]. Pgtom O[i] m&%eme

oznaei» eiastku, ktora elte banke v mene ostala, prieom O[i] = Z[i] i UGG
Oznaeme poeet klientov bankyN a poeet roznych mienM . Banka sa nenachadza v stave
bankrotu prave vtedy, ak existuje permutacia F éisell;::: ;N taka, e pre pubovouné
j 2f1;:::;Ngplati, %e pre vtetky menyi plati:

X

Ofi]+  UIF[Nil= PLHIi]  UGIOL

I<j

lebo iba v tomto pripade existuje postupnos» pbé%ieiek, ktou mé%se banka splni» zmluvné
zavazky voéi vietkym klientom. Zisti», éi takato permutacia existuje, mé¥%eme v éase
O(MN ?2) tak, %e budeme opakova» nasledujlicu €innos»:

{ najdeme klienta, ktorému moé%eme poskytni» plnd po¥sieku,tgm, ¥ae nam potom vrati

cela éiastku (tymto sa zasoby v banke zvaélia). Ak takého neadjdeme a elte sme nesplnili
vietky zavazky banka zbankrotovala, lebo klienti, ktori ostali maju vaélie po¥iadavky ako
dosiahnutepné zasoby v banke. Ak splnime vtetky zavazky, pem sme nalli vyhovujicu
permutéaciu a banka nezbankrotovala.
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{ Kei pride klient s po¥siadavkou na po%sieku, zistime, éi sa pg@iéanim daného obnosu dostane
banka do stavu bankrotu a podpa toho po¥iadavku odmietnemalebo akceptujeme.

P{N{2

Aby sme mohli zisti», éi je mno%ina typizovanych kociek susia, potrebujeme vedie»
pre dané dve kocky rozhodni», éi sa dotykaju aspoo jednou steu. M6%u nasta» dva

pripady:

{ Ak jedna kocka je podmno%inou druhej, potom kod véaelej kock musi tvori» zaeiatok kodu
mentej. Aby sa kocky dotykali aspoo jednou stenou, musi o zvku kddu mentej kocky
plati», ¥e aspoo v jednej z 0si, y; z nemeni znamienko. Potom sa kocky dotykaju stenou
kolmou na tato os.

{ Ani jedna z kociek nie je podmno%inou druhej. Nech kocky maj kddy ai;ap;:::;ak;
bi;bp;::: b, k5 | anechi je najmentie také, ¥ 6 b. Potom aby sa dotykali stenou,
a; aly sa musia liti» len v jednej z osi. Nech tato os je napix (pre ostatné osi je situacia
analogickd). Potom sa m6%u dotyka» v rovine kolmej na. Vo vietkych cifrach aj+; :::ag
musi by» znamienko na osx opaené ako v cifrea; a podobne vo vietkych cifrachb+; :::b
opaéné ako viy. Navy!e musi plati», ¥%e na ostatnych osiach maju cifria., ::: b rovnakeé
znamienka ako cifryaj+1 :::ak.

Na z&klade tychto poznatkov sa da u% jednoducho zostavi» algtmus, ktory prechadza
cez jednotlivé cifry kddov dvoch kociek a zisti, ei sa dotykfl stenou. Tento algoritmus ma
gasovl zlo%itos®(m), kde m je da¥ska kédu kocky.

Zostava popisa» samotny algoritmus na zistenie suvislostnno¥siny kociek. Budeme posce
tupne vytvara» suvisli mno¥inu kociek 1, v ktorej sa nachadza kocka €. 1. Na zaeiatku
vypoetu bude v tejto mno¥ine len kocka é. 1. V ka¥dom kroku sa@zame jedna kocka
k 2 K, a pre ka¥%du kocku, ktora elte nie je zaradena d&, sa zisti, éi nesusedi «.
Ak susedi, zaradi sa doK ;. Je vhodné uchovava» zoznam kociek, ktoré u¥s boli zaradené
do K4, ale elte neboli spracované (t.,. elte sa nezis»ovalo, éi sedotykaju kociek, ktoré
nie su zK 1) v zasobniku. Ak je zasobnik prazdny, ¥iadne Taltie kocky sai% do mno%¥iny
prida» nedaju. Ak K; obsahuje vietky kocky, mno%iina je suvisl4, v opaenom pripadnie

je stvisla. Zlo¥itos» algoritmu j@(n?m), kde n je poéet kociek, lebo ka¥.du dvojicu kociek
testujeme na susednos» najviac raz.

P{II{3

Mylienka rietenia je rovnaké ako v rieteni tlohy P {1 { 3. V ka ¥dom kroku vtak musime
pamata» na to, ¥%e sa nachadzame na ploche valca. Prejavi sapio ofarbovani matice
a vypoete odrezanej easti. Pri zis»ovani plochy si len trebavedomi», %e dve plochy, ktoré
by na liste papiera nesusedili, teraz u% susedi» m6%u (tedtasa rovnakej farby, ide vlastne
0 jednu plochu).

P{Il{4
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a) T-stroj méa iba koneénu pamé», preto nemé¥se jednoducho sta» pismenéa, pismenab

a zisti», ktorych je viac.

Mbé%seme postupova» takto: najdeme napr. pismer® najviac vpavo, oznaéime ho (t..
prepiteme znakom ) a hpadame najpavejltie pismenm Oznaéime ho (prepiteme na ) a
cely algoritmus opakujeme. Po koneenom poéte krokov, (v katém kroku oznaeime jedno
a a jedno b) nastane situacia, kel

i) Nenajdeme neoznaeen@. Vieme, ¥.e poeet oznaeenyan( ) sa rovna poétu oznaeenych

b ( ). Teda ak najdeme jedno neoznaéenB, vieme, ¥e znakob je viac a m6¥seme skonéi».
Ak su vietky b oznaéené, zrejme je poéed rovny poétu b. Treba viak uvies» slovo do
pévodného stavu, t.j. prepisa» naaa nab.

i) Nenajdeme neoznaeend. Kei¥%e oznaeenycha je o 1 viac ako oznaeenychb a zaroveo

b)

=

vietky b su oznaéené, pismea je zrejme viac.

Najjednoduchlie bude zrejme zaéa» od (pravého) konca. &ime si posledny znak, prece
sunieme sa na prvy znak @ napravo od natho slova a zapiteme tapreéitany znak.
Presunieme sa na predposledny znak vstupného slova, preaihe ho ati. Aby sme vedeli,
ktoré pismena sme u¥ skopirovali, je dobré si ich oznaéi» pnaprepisa»ana ,bna ,c
na .

Stav O: presunieme hlavu nad najpravejtie pismeno. Prepneme do atu 1.

Stav 1. presivame sa dopava, kym nenarazime na znak b alebo c. Oznaéime ho
a prepneme do stavu A,B, resp. C (podua preeitaného znaku). KAprideme nad znak
@, kopirovanie skonéilo. Treba odznaei» vietky znaky vstupeho slova. Presunieme hlavu
nad posledny znak poévodného slova (teda; ; alebo ) a postupujuc napavo, prepisujeme
vietky ; a naa;bac. Kei prideme nad @, sme hotovi a zastavime stroj.

Stav A: Presuvame sa doprava, kym nenarazime na @. Zapiteme pisnoem Skok do stavu
2.

Stavy B a C: analogicky k A (zapiu b, resp. c)

Stav 2: vracia hlavu dopava, kym nenarazi na; ; alebo a prepina do stavu 1.

P{NI{1

Priemet kocky do pubovopnej suradnicovej roviny pahko sgtame v easeO(n). Zostava
teda pre dand mno%inu typizovanych tvorcov uréi» mno¥inu Rej minimalnu. Pri tom
platia dve pravidla:

Majme tvorce k al, k |. Potom tvorec k mo%¥ano z mno%ainy vylUeéi».

. Ak 1tvorce Ki;Kkoy;ks;ks vznikli rozdelenim itvorca k na tyri éasti, potom Itvorce

ki;Kko; ks; kg mo¥ano vynecha» a nahradi» tvorcork.

Ak sa neda na mno%sinu uplatni» ani jedno z tychto pravidiel,@ u¥s minimalna.
Odstradovanie nadbytoenych ltvorcov sa sice da spravi», akei su kody kociek ulo¥zené
v poli, ale jednoduchlie a efektivnejtie je pou%i» stromovitrukturu. Ka¥%ady uzol stromu
reprezentuje jeden typizovany tvorec. Uzol md¥%e ma» 4 synmoktori reprezentuja ttvorce,
na ktoré je tento tvorec rozdeleny. Koreo stromu predstavye zakladnu typizovanu kocku.
Pri naéitavani vstupu vytvarame strom { pre ka%dy ‘tvorec musime prida» vietky tvorce,
ktorych je podmno%inou (ak elte v strome nie su). V strome neomsime uklada» samotny
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=

b)

)

kod tvorca, ten je uréeny cestou od koreoa k prislutnému uzal. Uzly zodpovedajlce
tvorcom z mno¥siny oznaéime ako obsadené. Vietky podstromgbsadeného uzla sa podupa
pravidla 1 mé%u zruli». Rovnako ak ma nejaky uzol obsadenychtetkych synov, podua
pravidla 2 ich md¥eme zruti» a oznaeéi» tento uzol za obsaderyeto dve operacie mo¥ano
vykonava» u¥ poéas vytvarania stromu. Po skoneeni obsadewéeholy ureuju hpadanu
minimalnu mno%¥inu. Eas vypoétu je linearny vzhpadom na siedéysok kddov kociek.

P{Nl{2

Rielenie je Upravou rietenia ulohy druhého kola (P { Il { 2). T eraz vtak musime uva¥iova»
o tom, ¥e ka¥adé dva protipahlé stapce (riadky) matice spalisedia.

P{lI{3

Oznaeme pavé eisla, pravé b. Pre jednoduchlie poeitanie prepitme va najuavejti znak
na @, podobne zru'me najpravejli znakb. Takto bude ma» ka%.dé éislo topko znakpy
kopko je jeho hodnota. Tieto operacie mo¥seme spravi» pre jeduchos» v eastiach a)
aj b). Vysledok, ktory vyprodukuju stroje popisané ialej, b ude ma» o 1 znakj menegj
ako po¥adovany vysledok. Preto im treba prida» elte jeden at, do ktorého sa prepnu
po skonéeni prace, a v ktorom sa k vysledku prida po¥%adovanyak j.

Vynasobi»a a b znamena priéita» k nulea-krat eislo b. Prieita» eislob k eisluv znamena
prikopirova» éislob za éislov. Za (t.j. napravo) eislo b si dajme riadiaci znak= a za nim
budeme zapisova» vysledok.

Nastavme hlavu nad najpavejti znalf éislaa. Ak je a nula, tak napavo od nie je j, vieme,

Yse sme skoneili, leb® b=0. Ak a nie je nula, najuavejlij oznaeme, t.j. zmeodme na X.
Teraz musime prekopirova» eisld za koniec medzivysledkuv. Nastavme hlavu na prvy
znak za a m6¥%eme kopirova». Je to jednoduché:

presivame sa dopava, kym nie je pod hlavoualebo x. Krok vpravo.

ak sme nadj, oznaéime ho a presivame sa doprava nad najbli¥sli znak @. Peme j.

Opakujeme od bodu 1. Ak sa ndm u%s minuli vietky znakyj z éislaa, a odznaéime, t.j.
vietky x medzi a = prepiteme naj. Dostali sme zjednodutenu ulohu, t.j. k medzivysledku
pripoéita» eislo(a 1)b. Skok do prislutného stavu.

Pou¥ime Euklidov algoritmus. Majme dve éisla; b. Ak a = b, zrejme ich najvaéli spoloény
delitep(a; b) bude rovny a. Ak a > b, potom eislaa ba b maju rovnaké spoloené delitele
akoaab, preto (a b;h=(a;b).

Staei nam teda poeitaa b;bh. Ak a < b, postupujeme obdobne a poeitaméa;b a).
Kei%e pri ka¥%dom kroku zni%ime sueat+ b;a;b > 0, niekedy tento algoritmus skonéi.
Potrebujeme T-stroj, ktory vie porovna» a a b a od vaetieho odpoéita» mentie. Najdime
najuavejti znakj eislaa. Oznaéme ho (prepitme znakom x). Najdime k nemu najpravejti
znak j z b a oznaeme ho. Opakujme tento algoritmus, kym

nenajdeme v a ¥iadny znakj. Potom zrejme a = b. Ak znak za je j, potom a: b. Eislo
a odznaéime (prepiteme x ng). Z eislab chceme ma»b a, preto vietky znaky x na
konci eislab zma¥eme. Dostali sme rovnaku ulohu ako na zaéiatku, ale &4 je mentie.
Prejdeme do zaeiatoeného stavu.
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Ak a = b (tj. za znakom je znak x), pritli sme k zaveru. V éislea vietky znaky x
zmenime naj, zma¥eme znak a vletko napravo od neho a s pocitom dobre vykonanej
prace ukonéime einnos» stroja.

i) V bsulen znaky x. Zrejme jea > b. Odznaeimeb, presunieme sa nada a najpraveji
znak x zmenime ng (a malo oznaéeny o jeden znak viac). Vetky znaky x napavo od neh
zma¥.eme. Namiesta mamea b, b sa nezmenilo. Skok do zaeé. stavu.

P{lI{4

Dlhy medzi jednotlivymi podnikmi budeme reprezentova» zreazenym jednosmernym
zoznamom. Tento zoznam je mo¥né na poeitaei reprezentovas ¥ pomocou dynamického
pridepovania paméti, alebo pomocou jednoduchého popa, goim zhora obmedzime mo%any
poeet dlhov medzi podnikmi. Pre zrychlenie celého vypoétug vhodné si pamata» celkovu
vepkos» dlhov jednotlivych podnikov a kopko ktorym podniko iné podniky celkovo di%iia.
V ka¥adom kroku algoritmu vyhpadame dva dlhy také, ¥e spolad»X dI3%ik$ spoloenosti
Y a spoloénossZ dI%4il$ spoloenostiX . Tieto dva dlhy spracujeme takto:

a) Ak je k 5 | tak zrutime dih spoloenosti X voéi spoloénostiY, dlh spoloénostiZ voei X
zni¥%ime &k a zavedieme dlhZ voéi Y a to k$. Ak bolo k = [, zrutime vz»ahZ voei X
celkom.

b) Ak je k > 1 tak zrulime dlh spoloénostiZ voeéi spoloénostiX , dlh spoloénosti X voei Z
zni%ime d a zavedieme dlhZ voei Y ato I$.

Toto opakujeme, kym sa v systéme dlhov nachadza podnik, ktor je suéasne di¥nikom aj
veritepom. V opaenom pripade sme ziskali jedno mo%ané rieienlohy.

Uvedieme e'te jedno mo%¥ané urychlenie celého algoritmu: d@¥ho zoznamu dlhov zaveime
faltie dva ukazovatele, pomocou ktorych vytvorime jednosmerné zoznamy di¥%nikov a
veritepov pre ka¥ady podnik. Tym podstatne urychlime vyhuadanie dvojic dlhov, kde
jeden podnik je aj dI%nikom aj veritepom.

P{II{5

Zoznam kri%ovatiek najprv naéitame zo vstupného suboru dogméti. Tento zoznam
mob%seme reprezentova» ako pole, a to vzhpadom k uvedenému etireniu vepkosti vstupu.
Aby sme prelli vietky kri%ovatky, a neporutili pri tom pravi dl4 cestnej premavky v meste,
bude ma» draha tvar lpiraly, ktora bude zaéina» na najzapadsej kri%aovatke mesta a
postupne sa bude staea» smerom doprava do stredu mesta.

Najprv teda vyhpadame najzapadnejliu kri%sovatku v meste. Uto kri¥ovatku vyradime zo
zoznamu kri%ovatiek a postupne podobnym sp6sobom hpadansgsevernejliu, najvychodaoe
nejtiu a najju¥anejtiu, ati., a¥% kym nevyeerpame zoznam kri¥atiek. ©pecialnym
spbsobom treba pritom oletri» pripad, ak je niektora kri%ostka v danom okamihu napr.
najzapadnejlia a najsevernejtia zaroveo { v tomto pripade ly sme toti% pri uvedenom
spbsobe porutili pravidla cestnej premavky.
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1. eeskoslovenské stretnutie
Jeviéko, 10.{13. juna 1995

Po rozdeleni byvalej Eesko{Slovenskej federativnej repuliky sa kontakty medzi mladymi
matematikmi z novovzniknutych krajin prerulili. Aj kei su U lohy matematickej olympiady
aj naialej rovnaké, chybalo hlavne osobné stretnutie tudentov, ktoré kedysi nastavalo
hlavne na celotatnom kole MO kategorie A, na celo'tatnych sistredeniach pre kategorie
B a C a na vyberovych a pripravnych sustredeniach na MMO. Jediy kontakt, ktory
sa v predchadzajucom roku uskutoénil bola spoloéna teas» MaMO, kde viak tudenti
spoznali nie 6 ale stovky novych pudi. Preto sa z podnetu nigkrych elenov ulohovej
komisie MO zrodila iniciativa, ktora vyustila do su»a¥se, kbra azda zaéala svoju dlhoroénu
tradiciu. Prvy roénik si»a¥e zabezpeéovala Eeska republil uskutoénil sa v ramci ich
pripravného sustredenia pred medzinarodnou matematickowlympiadou. Sux»a¥iili tiesti
najlepti rietitelia MO z oboch krajin a itlo vyluene o su»a¥gdnotlivcov. Suéas»ou tohto
podujatia viak nie je len matematicka su»a¥a, tento rok si najklad su»a¥siaci merali svoje
sily aj vo volejbale a basketbale.

Por. | Meno Roeénik, ©kola 1.12.|3.14./5.]6.| Sueet
1. David Pavlica 4 GMK Bilovec 7/5/0|7]7|5]| 31
2. Libor Matieek |4 G kpt. Jaro'e Brno 71012777 30
3. Petr Kadovsky |4 G kpt.Jarole Brno 717,0(5[3|7| 29

445. | Patrik Hornik 4 G Grosslingova Bratislava | 7|7 |2 |7 |14 | 28

445. | Peter Macak 4 G J. Hronca Bratislava O(7{1|6|7|7 | 28
6. Robert ©amal |4 G Zborovska Praha 5 7100776 | 27
7. lvan Cimrak 3 G V. Okru%anéa ®ilina 7111|734 | 23
8. Martin Pal 4 G J. Hronca Bratislava 0/2(4(5]7|3 |21
9. Jan Babepa 4 G Po'tova Kotlice 0/2(0(7|6|3| 18

10.{11. | Vladimir Marko |2 G J. Hronca Bratislava 1130|706 | 17
10.{11. | Martin Neeesal |4 G kpt.Jarole Brno 7/0(2|0(6|2 | 17
12. | Filip Krtka 4 G kpt. Jaro'e Brno 7111|700 | 16

Opravu rieteni v¥dy zabezpeeuje domaca strana a na koordiiahodnotenia sa podiepaju
veduci jednotlivych dru¥astiev. Tento rok nimi boli Doc. RNDr. Jaromir ©im*a, CSc. a
RNDr. Karel Hordk, CSc. z Eeskej republiky a Richard Kollar zo Slovenska. Zoznam
sU»a¥iiacich aj s vysledkami su»a¥e su uvedené v tabupke. j@Akoo¥ané uvidie», v prvom
merani sil leptie obstalo domace dru¥astvo. Je to viak vyzvare nas, aby sme sa na druhy
roenik su»a¥ae, ktory sa uskutoeni na Slovensku, pripraviéplie.
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Zadania uloh

Uloha é.1
Postupnos» eisehy, ay, ::: spaoa podmienku

ans2 = (2 ndaps +(2+ nda,

pre ka¥.dé celé = 1, pritom a; =2 aa, =5. Rozhodnite, éi existuju indexy p, gar také,
Yaeap ag = ar.
(J. ©imla)

Uloha é.2
Nech Z oznaéuje mno%inu vietkych celych eisel. Najdite vietky dyae funkcii f;g:zZ! Z
takych, ¥%e rovnos»

fagx)+y =gf(y)+x

plati pre pubovouné celé éislaay, prieom g(x) = g(y), prave kei x = vy.
(P. Hlininy)

Uloha e.3
V rovine s kartézskou sustavou suradnic uva¥aujme vietky tjoholniky ABC takeé, %e ich
vrcholy s mre¥ové body (body s celoeiselnymi stradnicama)ich vnatro obsahuje prave
jeden mre¥%ovy bod®. OznaemeE prieseenik stranyBC s priamkou AP . Urete najvaetiu
mo¥sna hodnotu podielu

JAP|

iPEj’

(Putnam Exam 1981)

Uloha é.4
Pre ka%.dé realne éislp (p > 1) ureite najmentiu hodnotu suetu x + y, kde éislax a'y
spaoajl rovnicu

Y Y
x+ 1+x%2 y+ 1+y? =p:
(Pouska olympiada)

Uloha é.5
Dany je konvexny *tvoruholnik ABCD, ktorého uhloprieeky AC a BD suU navzajom
kolmé. Doka¥ite, ¥%e obrazy prieseéniku uhloprieeok v osdvgtimernostiach podua stran
tvoruholnika ABCD le%ia na jednej kru%anici.

(USAMO 1993)

Uloha &.6
N4ajdite vietky dvojice celych nezapornych éisek ay, ktoré spaoaji rovnicu

pPeoyP =1,

kde p je dané neparne prvoeéislo.
(R. Kollar)
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Rielenia uloh

Uloha é.1

Takeé indexy p, g, r neexistuju, lebo ka¥dy élen danej postupnosti je celé eidharu 3k +2,
tak¥e suein pubovopnych dvoch elenov je eislo tv&@u+ 1. Skutoene, ak jea, = 3k, +2
aapn+1 = 3Knh+1 +2 pre niektoré n (ako je pren = 1), potom

ansz = (2  NA)BKnsy +2)+(2+ n?)(3ky +2) =
=3(n%ky,  N%kns+1 + 2Ky +2Kns1 +2)+2=3 Kpa1 +2:

Uloha é.2

Podmienkam vyhovuje ka¥da dvojica funkciif (x) = x+ cag(x) = x + d, kde ca d su
pubovouné konitanty. UkaYeme, e su to vietky hpadané @eojiOznaeme tedec = f (0)
ad= g(0). Z danej rovnice vopbow =0 resp.y =0 plynie

g f(y) f(d+y) pre ka¥%dé 2 Z (1)

f g(x) g(c+ x) pre ka¥udé& 2 Z: (2)

Teraz dvojakym spbsobom vyjadrimeg f g(x) . Ak aplikujeme g na obidve strany (2),
dostaneme

gf ax) =gg(c+x):

Ale podua (1) prey = g(x) plati

gf gx) =f d+g(x)
a zaroveo podpa zadania prg = d je
gf gx) =fd+gx) =gf(d+x:

Porovnanim dostavameg g(c+ x) = g f (d)+ x , odkiap podpa vlastnosti funkcig vyplyva
g(c+ x) = f(d)+ x. To po zamenex := X ¢ znamena, ¥se

gx)=x c+ f(d) preka¥d& 2 Z: (3)

(Odtiap u¥ mimochodom plynie, ¥ je linearna funkcia.) Dosadenim ziskaného vzorca
pre g do oboch stran (2) dostaneme

f x c+f(d) =(c+x) c+f(d);

odkiap po zamenx = x + ¢ f(d) vyplyva hpadany predpisf (x) = x + ¢ pre ka¥sdéx.
Preto f (d) = d+ c, tak¥e (3) znamena, ¥Ygx) = x + d pre ka¥dé&.
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Uloha &.3
Bez ujmy na vteobecnosti predpokladajme, e vrchél le¥i v poéiatku siradnicovej sustavy

a oznaéme
=2(B+C); M=3C+A);, a N=3(A+B)

stredy strdn BC, CA a AB. Naviac polo¥sme

S=1@2L+M)= {(B+ C+ M);
= (B + C+ N);
Q=2P B a R=3P B C:

Pritom Q a R sU mre%ové body, ktoré dostaneme z bod® rovnopahlos»ou so stredorB

a koe cientom 2, resp. rovnopahlos»ou so stredoin a koe cientom 3. Zreime Q 6 P 6

6 R. Preto bod Q nemd6%e le¥a» vnatri trojuholnikABC , tak¥se bodP nele¥ai vnutri
trojuholniku NBL , preto¥e rovnopahlos» so streddna koe cientom 2 zobrazi trojuholnik
NBL na trojuholnik ABC . Podobne (vopbou boduQ =2P  C) by sme zistili, ¥%e bodP
nele¥si ani vnatri trojuholniku MLC . Preto%e ani mre%ovy bo® nemd¥se le¥sa» vnutri
trojuholniku ABC , nele%si bodP (jeho vzor v rovnopahlosti so stredoni a koe cientom 3)
vnutri trojuholniku LST. A preto¥e vzdialenos» bodA od priamky ST je pa»krat vaélia
ako vzdialenos» priamokST a BC, plynie odtiap odhad

JAPj .
iPE] 5 5
Pre body A = (0;0), B = (2;0) a C = (0;3) dostaneme trojuholnik, ktory obsahuje

jediny mre¥ovy bodP = (1;1) = T, pre ktory v uvedenom odhade nastane rovnos». Teda
najvaélia mo¥uné hodnota uva¥.ovaného podielu je rovna 5.

Uloha &.4

R p_— 2
Oznaémet = x+ 1+ x2. Potomt> Oax =

Podpa posledného vzorca je

podmienkay + 1+ y2= tE (ekvivalentna so zadanou rovnicou) splnena, prave kei

p2
- 1
y = ! alebo y—IOZ t
, P ’ 2pt
t
Vtedy plati
s
_t 1. p t*_p 1 p_p 1 p_p 1
YE T Y o T Tt T YT P
" . . _ P p_1
prieom rovnos» nastane, prave kei = T kedy x = y = Ep%
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. . - . . 1
Odpovei: Najmenlia hodnota stétu x + y je rovna Epf

Uloha &.5
OznaemeP, Q, R, S paty prieseénikov uhloprieeokE na jednotlivé strany AB, BC, CD
a DA. Staei ukaza», %e tvoruholnilP QRS je tetivovy, preto¥se tvoruholnik uva¥ovany
v ulohe z neho dostaneme rovnopahlos»ou so stred&ma koe cientom rovnopahlosti 2.
©tvoruholniky EPBQ, EQCR, ERDS a ESAP su tetivové (v¥dy dva ich protipahlé uhly
su prave). Odtiap plynie, %e je
I9EPQi = 9EBQj a JJERQj= JECQ;
Uhly EBQ a ECQ su ostré uhly pravouhlého trojuholniku EBC , tak¥se
J9EPQI+9ERQj = ]9EBQJ+J9ECQ] = -
Podobne dostaneme aj rovnos»

ISEPSj+ JERSj = E;

€0 spolu dava
jI9SPQ + j9QRSj = [9JEPSj + [JEPQj+ [JERSj + [JERQj = ;
€0 znamena, ¥se tvoruholnil QRS je tetivovy.
Uloha &.6
Ak je (x;y) rietenie danej rovnice, plati
PF=1P+yP=(1+ y) y+y>  +yP ),
atedal+y= p" pre vhodné nezaporné celé@ 5 x. Ak je n =0, potom viak y = x = 0.
Preto Talej predpokladajme, %ex = n = 1. Podpa binomickej vety plati
pr=yP+l=(p" P+1=

:pnp ppn(p 1)+ ppn(p 2)+:::+( 1)p2 P p2n+ppn:
2 p 2
Preto¥ep je prvoeislo, su vietky binomické koe cienty v poslednom vyaze delitepnép,
tak¥.e tento vyraz je deliteuny mocninop™*!, nie viak p"*?. To znamena, ¥%& = n+1.
Z poslednej rovnosti po odéitanip* = p"*! dostaneme

— AP nip 1) P nip 2) p 3 P 3n Y 2n .
O=p p p +2p + 00+ ( 1) p3p p2p.

Pre p=3 je torovnica 0 =33" 3 32" ktora ma jediné rietenien = 1, ktorému odpoveda

p p(p 1)
2

X =y = 2. Preto¥e prep = 5 nie je koe cient 5 = delitepny p?, ustdime,

%€ prava strana rovnice je pre = 5 deliteuna mocninoup?*! | nie viak p3"*!, éo vedie
k zaveru, ¥e vtedy ¥iadne rielenie neexistuje.
Odpovel: x = y =0 pre pubovoun@, pre p=3 naviacx =y =2.
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36. medzinarodna matematicka olympiada

V dooch 13. a% 25. jula 1995 sa v Toronte v Kanade konala 36. nadarodna matece
maticka olympiada IMO'95. Zuléastnilo sa jej 414 su»a¥siadiczo 73 krajin. Medzinace
rodnd matematicka olympiada (MMO) je su»a¥sou jednotlivcov Ka¥da zo zuéastnenych
krajin na ou vysiela su»a¥né drudastvo zlo¥ené z najviactiiRssu»a¥siacich, sprevadzané
dvoma veducimi. Slovenské dru¥astvo tvorildan Babepazo 4.roenika Gymnéazia Poltova
v Kotliciach, Ivan Cimrak z 3.roénika Gymnazia Vepka Okru¥na v ®ilind®atrik Hornik
zo 4.roénika Gymnazia Gmysslingova v Bratislave,Peter Macak zo 4.roenika Gymnazia
J.Hronca v Bratislave, Vladimir Marko z 2.roénika Gymnéazia J.Hronca v Bratislave
a Martin Pal zo 4.roénika Gymnazia J.Hronca v Bratislave.

Veducim delegéacie bol Doc. RNDr. Toma! Hecht, Csc., z MFF UK v Bratislave

a zastupcom veducehdRichard Kollar z MFF UK v Bratislave.

Samotna su»a¥ je rozdelena do dvoch su»a¥anych dni, poéasydiosu»a¥aiaci rietia po 3
tlohy, na ktorych vyrietenie maju v¥%dy 4,5 hodiny eistého ésu. Vysledky slovenského
dru¥sstva uvadza nasledujuca tabupka:

Meno 1(2|3|4|5 |6 |sueéet|cena
Jan Babepa 1/7(1|3|0|0 ]| 12 -
Ivan Cimrak 7107|7120 23 3.
Patrik Hornik 70|17 |0|0 ]| 15 -
Peter Macak 717|717 ]5|0] 33 2.
Vladimir Marko 7106 |7 |7 |0 27 3.
Martin Pal 712|616 |7 |7 35 2.

Tento rok sme si najleptie poradili s Ulohami €. 1 a 4. Prva z réh bola tradiéna
geometrickd Uloha, druha veumi jednoducha. Naopak opé» riajriie sme skonéili v liestej
{ kombinatorickej ulohe. Vyrietil ju len jeden su»a¥iiaci. Vsu»a%i jednotlivcov sme si teda
po dvoch rokoch neviezli domov zlato, ale ziskali sme dve sgborné a dve bronzové medaily.
Pritom aj Vladimirovi Markovi aj Martinovi Palovi chybalo n a zisk cennejtich medaili
len malo. V neo cialnom hodnoteni krajin sme takmer presne bhajili minuloroéenda,
nie veumi lichotivl, prieéeku v tretej desiatke, skonéili sne na 21.{22. mieste. Av'ak
ukazuje sa, ¥e v pripade tandardného vykonu celého dru¥atmame !ancu skonei» aj
o desa» miest vy'lie. Prekvapujuco dobre skoneili obaja tdenti zo 4. roenika Gymnazia
Jura Hronca v Bratislave, pre ktorych to bola druhd medzinarodna olympiada v jednom
mesiaci a na uplne inom mieste zemegule. Len po jednodoovefgstavke na Slovensku
pokraéovali v ceste z Australie do Kanady. Ukazalo sa, %se aéito mimoriadna za»a¥s nebola
rozhodujluca a kvalita tudentov sa aj tak prejavila. A na zaver hodnotenia nalej Uéasti
treba doda», ¥e napriek miernemu Ustupu z pozicii, na ktorkickedysi byvalo spoloéné
eeskoslovenské dru¥sstvo, nali sU»a¥iaci sa vo svete ngbtia vysledok tychto kvalit
nebyva e'te na Slovensku pravidlom. Celkovym vi»azom neoiélnej su»a¥se dru¥istiev sa
stal tim Einy s 236 bodmi pred dru¥stvami Rumunska (230 bodgva Ruska (227 bodov).
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V prvej desiatke skonéili elte po poradi Vietnam, Maiarsko, Bulharsko, Ju¥na Korea,

Irdn, Japonsko a Vepka Britdnia. Prekvapenim bol nelspechrd¥stva USA (skonéilo a¥%
jedenéste), ktoré v minulom roéniku dosiahlo absolitne mainéalny mo¥uny poeet bodov.

Dru¥stvo Eeskej republiky skoneilo na 17.{18. mieste so 15bdmi.

Medzindrodna matematicka olympiada je samozrejme najmé Zé¥.itos»ou spoloeenskou.
Mladi matematici z celého sveta maju mo%znos» vidie» nové eaa stretni» sa z rovesnikmi
zo V'etkych kolektivov. Tieto stretnutia a za%itky z nich mé&%u neskor predstavova
vepku motivaciu do Taltieho %uivota. Tento rok bola okrem zvgajného spoloéenského
programu MMO spestrena jednou !peci ckou zale¥sitos»ou sekoamerického kontinentu.
V oblasti Toronta, kde su»a¥: prebiehala, ¥ije mno¥istvo pdésncov z celého sveta.
A tak sa organizatorom podarilo zabezpeéi» skoro pre vietkypritomné vypravy (73
krajin 1) sprievodcu, ktory pochadzal z tej-ktorej krajiny. Takto bolo aj nale dru¥astvo
zverené do opateri slovenskej komunity. Tito mladi pudia sasvedomito starali o prooe
gram sU»a¥iacich aj veducich. Navttivili spolu pre Kanadu ypické zabavné podniky
(bowling, biliard, ...), pecialnu slovensku party, novy krasny slovensky kostol, ati.
Jednoducho ukazali turistom nieéo viac ako len krasnu prirdu a vepké moderné mesto,
ukazali sposob ¥iivota v tejto ialekej krajine s jej obrovskyni mo¥nos»ami, ale aj nam
neznamymi problémami. Boli to skutoéne neopakovatepuné zdéRy. O tie sa viak staral
aj organizaeny vybor, su»a¥iaci mali mo¥nos» vidie» na tri@soéi baseballovy zapas
doméceho dru¥stva na azda najmodernejtom tadiéne na sve{feSky Dome, mohli sa
pohpadom pokocha» na nadhernej siluete Toronta a jeho okalz najvy'lej ve%e na svete
{ CN Tower, mohli navitivi» stard vojensku pevnos» elte z éia vojny severu z juhom,
giganticky zabavny park Imovej spoloeénosti Paramount, kde s vounou vstupenkou mohli
absolvova» niekopko jazd smrti a vyskdta» si (samozrejme majvaélej bezpeenosti) svoju
odvahu. Nechybalo ani pompézne slavnostné otvorenie a ukéenie olympiady s nadhernou
laserovou show a dojimavym ceremonialom. Vrcholom vtak uriée bol vylet k Niagarskym
vodopadom. V'etci zuéastneni sa mohli odviez» vyletnou lodu priamo pod tento mohutny
div prirody. Na emocionalne zvyraznenie atmosféry MMO prenietli pri zavereénom
ceremoniali a udepovani cien organizatori su»a¥iacim Kogtvideo Im, ktory vietky tieto
momenty zachytaval. Cely priebeh olympiady toti% nataeal emerou Imovy tab.

Pred Uplnym ukoneenim MMO elte zastupca Indie stihol pozvawtetky zaéastnené krajiny
na nasledujucu, u¥% 37. medzindrodni matematicki olympidduktorq sa bude kona» na
buduci rok v Dilli. Taltie roéniky by mali usporiada» Argent ina, Kérea a Rumunsko.

Vysledky medzinarodnej matematickej olympiady

Krajina Poé. ¥iakov| Body |1.cena |2.cena | 3.cena | Poradie
Argentina 6 129 0 1 3 29.
Arménsko 6 111 0 2 1 32.{33.
Australia 6 145 0 1 4 21.{22.
Azerbajd¥aan 3 30 0 0 0 64.
Bielorusko 6 131 0 1 3 26.{28.
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Krajina Poé. ¥iakov| Body |1.cena |2.cena | 3.cena | Poradie
Belgicko 6 83 0 0 1 47.
Bosna a Hercegovina 6 18 0 0 0 69.
Brazilia 6 86 1 0 0 44,
Bulharsko 6 207 1 4 1 6.
Cyprus 6 43 0 0 0 58.{59.
Eesko 6 154 0 1 5 17.{18.
Eina 6 236 4 2 0 1.
Dansko 6 77 0 0 1 49,
Estonsko 6 55 0 0 0 56.
Filipiny 6 28 0 0 1 65.{66.
Finsko 6 101 0 0 3 36.{37.
Francuzsko 6 119 1 0 2 30.
Grécko 6 66 0 0 1 54,
Gruzinsko 6 79 0 0 1 48.
Holandsko 6 85 0 0 2 45,
Hong Kong 6 151 0 1 4 20.
Chile 2 14 0 0 0 70.
Chorvatsko 6 111 0 0 3 32.{33.
India 6 165 0 3 3 14.
Indonézia 6 68 0 0 1 53.
Iran 6 202 2 3 1 8.
Island 4 19 0 0 0 68.
Izrael 6 171 1 2 2 13.
Irsko 6 41 0 0 0 61.
Japonsko 6 183 1 3 2 9.
JAR 6 95 0 0 2 41.
Juhoslavia 6 154 0 2 3 17.{18.
Ju¥ana Koérea 6 203 2 3 1 7.
Kanada 6 153 0 2 3 19.
Kazachstan 6 54 0 0 0 57.
Kirgistan 6 28 0 0 0 65.{66.
Kolumbia 6 100 0 0 3 38.
Kuba 4 59 0 0 0 55.
Kuvajt 2 0 0 0 0 73.
Litva 6 74 0 0 0 50.
Lotyisko 6 97 0 1 1 39.{40.
Macao 6 33 0 0 0 62.
Maceddnsko 6 117 0 1 3 31.
Maiarsko 6 210 3 0 3 5.
Malajzia 2 1 0 0 0 72.
Maroko 6 138 0 0 5 24.
Mexiko 6 43 0 0 1 58.-59.
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Krajina Poé. ¥iakov| Body |1.cena |2.cena | 3.cena | Poradie
Moldavsko 6 101 0 1 1 36.{37.
Mongolsko 6 91 0 0 1 42.
Nemecko 6 162 1 1 3 15.
Novy Zéland 6 84 0 0 2 46.
NOrsko 6 70 0 0 1 52.
Popusko 6 161 0 1 5 16.
Portugalsko 6 26 0 0 0 67.
Rakusko 6 88 0 0 1 43.
Rumunsko 6 230 3 3 0 2.
Rusko 6 227 4 2 0 3.
Sigapur 6 131 0 1 3 26.{28.
Slovensko 6 145 0 2 2 21.{22.
Slovinsko 5 42 0 0 0 60.
Sri Lanka 1 10 0 0 0 71.
©panielsko 6 72 0 0 1 51.
©vajeiarsko 5 97 0 2 0 39.{40.
©veédsko 6 106 0 0 2 35.
Taliansko 6 131 0 0 5 26.{28.
Thajsko 6 107 1 2 0 34.
Tchaj-wan 6 176 0 3 2 12.
Trinidad a Tobago 6 32 0 0 0 63.
Turecko 6 134 0 1 4 25.
Ukrajina 6 140 1 1 1 23.
USA 6 178 0 3 3 11.
Vepka Britania 6 180 2 1 3 10.
Vietnam 6 220 2 4 0 4.
Zadania uloh MMO
Uloha é.1

Nech A;B;C;D su 4 r6zne body na priamke v uvedenom poradi. Kru¥nice s priearmi
AC aBD sa pretlnaju v bodochX a Y Priamka XY pretina BC v bode Z. Nech P je
bod priamky XY rozny od Z. Priamka CP pretina kru¥anicu s priemeromAC v bodoch
CaM a prlamka BP pretina kru¥snicu s priemeromBD v bodoch B a N. Doka¥ite, e

priamky AM DN a XY maju spoloény bod.
(Bulharsko)
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Uloha &.2

Nech a; b; csu kladné reéalne éisla, pre ktoré platabc= 1. Doka¥te, e

R S SR:
a3(b+c) b(c+a) c(a+h 2
(Rusko)
Uloha &.3
Urete vietky celé éislan > 3, pre ktoré existuje v rovine n bodov Aj; Ay;:::; A, arealne
eislary;ro;:::;ry tak, ¥%e su splnené obe nasledujuce podmienky:
i) Yadne tri z bodovAq; Az;:::; Ap nele¥ia na jednej priamke;

ii) pre ka¥%.dua trojicu i;j;k (1 5 i<j <k 5 n)je obsah trojuholnika A;A; A rovny
ri+r;+rg.
(Eeska republika)

Uloha é.4

Najdite maximalnu hodnotu éisla xg, pre ktoru existuje postupnos» kladnych realnych éisel
Xo;X1,:11; X1005 SpPadajuca obe nasledujice podmienky:

) Xo = X1995;

)X 1+ —2—=2x;+ L; previetky i =1;2;:::;1995

Xi 1 X’

(Popsko)
Uloha &.5
Nech ABCDEF je konvexny tes»uholnik, v ktorom plati:
JABj = jBCj = jCDj;
JDEj = JEFj = FA];
j9BCDj=J]JEFAj=60 :
Nech G a H su dva také body vo vnutri tes»uholnika, ¥%¢J AGBj = j9DHE j = 120 .
Doka¥ste, e plati:
jAGj+ jGBj+ jGHj+ jDHj+ jHE|] = jCFj:
(Novy Zéland)
Uloha &.6
Nech p je neparne prvoeislo. Zistite poéet takych podmno%iA mno¥sinyf 1;2;::: ; 2pg, ¥se
i) A obsahuje pravep prvkov;
i) sueet vietkych prvkov mno¥inyA je delitepny eislomp.

(Pousko)
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Rielenia uloh MMO
Uloha &.1

Rielenie podpa M. Pala.
Oznaemer polomer kru%anice s prlemerorBD @) prleseenlk prlamkyDN S priamkou XY

a napokon O° prieseénik priamky AM s priamkou XY Teraz uréme vzdialenos»OZ]
(obr.25). Zrejme tato vzdialenos» m63e by» len funkciou manetrov r; jZX j;jZPj. My
dok&¥eme, ¥se v skutoénosti tato da¥ska nezavisi od parametrdBez ohpadu na polohu
zaéiatoénych bodov teraz platia nasledujuce tvrdenie:

J9DNB = j9PZBj=j90ZDj =

Obr. 25
jZOj _ |BZj
Potom su ale trojuholniky 4 DNB; 4 PZB; 4 DZO podobné a preto plati iZD] _ iZP|’
Z toho vyplyva
. _jBZj jzDj
jzOj = ST 1)
Len%ae z mocnosti bodd ku kru%snici nad priemeromBD plati
jBZj jZDj=jXZj jZY|=jXZj? 2)
Spojenim (1) a (2) dostavame
IXZ %,
201= Tzpp

Ei%se skutoéne je vzdialenos®Z zavisla len najzXj;jZPj. Ale zo symetrie vyplyva
rovnaky vz»ah aj pre vzdialenos$0%Zj. Preto jOZj = j0%Zj, a teda body O a Q% splyvaju.
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Uloha &.2

Rielenie podpa M. Péla, upravené.
Polo¥:me« = 1;y = 1;z= 1. Zrejme potom naialej plati xyz = 1;x;y;z = 0. Dokazovana
nerovnos» prechadza na ekvivalentny tvar

X2 y? 72 3
+ + = =
y+z z+Xx Xx+y 2

Po Uprave na spoloéného menovatepa a odstraneni zlomkov ¢ty menovatele su kladné)
dostavame opa» ekvivalentnl nerovnos»
X+ y*r+ 2+ (3y+ yiz+ 2x+ 32+ By + y3X) + (x+ y+ 2) =

3
§(2xyz + X%y + y?z + 22x + X%z + 2%y + y?x):

Popahky nahliadneme, %e pavu a stranu stranu nerovnosti mosupravi»:
203+ Y3+ 22+ 1)(x+ y+ 2) = 3(2xyz + X%y + y?z+ z°x + X%z + 22y + y3x): (1)
Teraz doka¥seme nasledujuce dve nerovnosti

x+y+z=r3)xy—z=3; (2)
203+ Y3+ 22+ 1) = 2xyz + X2y + y?z + 2%x + X%z + 2%y + y?x: (3)

Nerovnos» (2) je nerovnos» medzi aritmetickym a geometrigkn priemerom (éislax;y;z
su vietky kladné) a nerovnos» (3) teraz doka¥.eme. Po jej jedduchej Uprave dostavame
ekvivalentnu nerovnos»

2 2

23+2y3+223+2 2xyz X’y y?z 7°x x%?z Z%y y*x =0

Po Uprave pavej strany a vyuiti faktixyz =1 dostavame
x2(2x 'y 2)+y*Qy z x)+Z%(2z x y)=0:

No teraz m6%me bez ujmy na vieobecnosti predpoklada», %we= y = z = 0, potom
x2=y?=272=0a2x y z= 0. Mo%no dokdza» aj¥dy x z= 0. Potom, ale

x2(2x 'y 2)+y?(2y z x)+Zz%(2z x y)=Z?(2x y z+2y z x+2z x y)=0:

Kei¥e upravy boli ekvivalentné, nerovnos» (3) skutoéne ptéd Teraz staei nerovnosti (2)
a (3) vzajomne prenasobi» (viade vystupuju len kladné éis)aa dostdvame nerovnos» (1).
Kei¥%e aj Upravy danej nerovnosti na nerovnos» (1) boli ekvialentné, dokaz je ukoneeny.

Iné rietenie.
Opé» budeme dokazova» nerovnos»
2

X
+ + =
y+z z+Xx X+y

y2 72 §
2
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ekvivalentni so zadanou. Oznaéme suéet na pavej strane nenosti S. Potom z Cauchyho
nerovnosti vyplyva:

[(y+2)+(z+x)+(x+YIS= (x+y+2)%
€0 znamenasS = % Avtak z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom ialej vyplyva:

X+y+z
3

R

S= 32

Xyz 5=

3.
5

NI W

Rovnos» nastava len prex = y = z=1, €o je ekvivalentné sa= b= c=1.
Uloha &.3

Doka¥.eme, ¥e = 4 je jediné prirodzené eislo vyhovujuce danému problému. Pra =4
vyhovuje napriklad jednotkovy tvorec A1A,AzA, aéislap; = p, = p3 = ps = % Zostava
ukdza», ¥e neexistuje ¥iadne rietenie pre= 5, z éoho u¥s vyplyva, ¥e neexistuje ¥iadne
rietenie pren = 5.

Tvrdenie doka¥seme sporom. Nech existuje rietenie pre= 5. Oznaéme obsah trojuholnika
AiAjAg ako Sjx , 15 i<j<k 5 5 Zo zadania vieme, %e platsy = pi + p + p«.
Zrejme nemoO¥se platip; = p;. Ak by napriklad ps = ps, potom Sio4 = Sip5 a zaroveo
Sy34 = Spyzs, Z €oho vyplyva, ¥%6eA4As5 je rovnobe¥ané aj 1A, aj A,A3. To viak nie je
mo¥ané, lebo bodyA:; A, a A3 nele¥iia na jednej priamke. Rovnako si viimnime, %e ak je
tvoruholnik A;A; AgA; konvexny, potom plati p; + px = pj + pi. Je to dosledok toho, e
Sijk + Ski = S *+ Sjj -

Vimnime si teraz konvexny obal bodov Ai; Az; Az; As a As. MO¥u nastax tri pripady.

V prvom pripade predpokladajme, %e konvexny obal je pa»uhidk A;A2A3A4As. Keldae
su tvoruholniky A1A2A3A4 a A1A2A3A5s konvexné, nale pozorovania vedd k tomu, e
P+ P3= P2+ psapr+ p3= P2+ ps, €0 znamena, ¥4p, = ps a to je spor.

V druhom pripade nech je konvexnym obalom tvoruholnik A1A,A3A4. Bez ujmy na
vieobecnosti predpokladajme, %85 ledi v trojuholniku AzA4A;. Potom je tvoruholnik
A1A>A3As konvexny, a dostdvame spor ako v predchadzajucom pripade.

No a napokon, predpokladajme, %e konvexnym obalom j&;1A,A3. Kei¥ae viak Sipg +
+ Sy34 + S314 = Sio5 + Sozs + S315, Z €oho ale vyplyvap4 = ps, €o je spor.

Uloha é&.4

Zadané podmienky su ekvivalentné s rovnicamPx?  x; 1 + %i L
rietenia x; = 3Xi 1 ax; = t-. Dokd¥ieme, ¥se pie= 0 plati x; = 2% Xy , pre nejaké
prirodzené éislok;, jkij 5 i a"; = ( 1)X*'. Tvrdenie je pravdivé prei =0 sko =0 a
"o = 1. lalej budeme tvrdenie dokazova» indukciou. (Prvy krok sme u¥ spravili.) Nech
tvrdenie plati pre i lax; = 3x; ;. Potom mamek; = ki la"i="; 1. Ak X; = Xill,

potomki = ki pa"i= "j 1. V ka¥dom pripade viak platijkij 5 i a"j = ( 1)<+l

Xj+1 =0, ktoré maja
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Teda skutoénexiges = 25xy. Ak je k neparne, potom" =1 a mame2 = 1, &o je spor,
lebok 6 0. Preto k musi by» parne, i¥ie= 1ax3 = 2*. Preto¥ek je parne ajkj 5 1995
potom k 5 1994 Preto xo 5 2°9. Tuto hodnotu mo¥%ano dosiahnu» vopbay = 2x; 1 pre
i=1:2:::::1994 a Xy995 = xlﬁ' Potom

1
_ _ : — ~997.
Xo = X1995 = 5 To%ay - LTIV apreto xg=277":

Uloha &.5

Vimnime si, %eBCD a EFA su rovnostranné trojuholniky (obr. 26). Preto je BE osou
symetrie ‘tvoruholnika ABDE . Zobrazme BCD a EFA cezBE po rade naBCA a
EFD. Kei%ejd BGAj=180 j JACO|, G le¥i na kru¥znici opisanej trojuholnikABC °.
Z Ptolemaiovej vety vyplyva jAGj + jGBj = jC%Gj. Podobne dostavamejDH j + jHE | =
= jHF Y. Napokon spojenim nerovnosti

jCFj=jC%95 jc%GY + jGHj+ jHF Y = jAGj+ jGBj+ jGH|j+ jDH j + JHEj;

kde rovnos» nastava prave vtedy, kei obidva bodyG a H le¥ia naC%°.

Obr. 26
Uloha &.6

Rielenie podua M. Pala.

Oznaeme X p-prvkovi mno%inu X = f0;1;:::;p 1g, kde p je nepéarne prvoeislo.
Skumajme, kopkymi spésobmi mo¥sno vybra»Xz prave k prvkov (15 k < p) tak, aby ich
sueet daval zvy!okry modulo p.

Vyberme pubovopnik-ticu prvkov z X: (Xx1;:::;Xk). Nechxy + :::+ xX¢ r (mod p).
Potom k-tice (x1 + ;:::;x + ), =0;:::;p 1, davaju zvy*ky r r+k (modp).
Kei¥sep je prvoeislo,k < p, zrejme existuje : r ro (mod p) a navy'e sa vietky zvy*ky
mod p vyskytuju medzi r prave raz. Oznaéme Vvietkyk-tice (x; + ;:::; X+ ), =
=0;:::;p 1. (M6%me ich oznaei» pubovopunym symbolom, dole¥iité je leaby sme vedeli
rozlili» oznaeenu a neoznaeenk-ticu.) Ak elte vietky Kk-tice nie sU oznaeené, vyberme
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pubovopunt neoznaéer(ys;::: ;yk). Vietky (x1+ ;i ;X k+ );yi+ iyt ), =
=0;:::;p 1, su zrejme rbzne, preto tato nova triedak-tic bude ma» opa»p prvkov a
Ysiadnak-tica v nej nie je zatiap oznaeena. Takto mé¥ame pokraéova®y aym nevyéerpame

vietky k-tice. Zrejme potom bude poéetk-tic so zvy'kom ro prave Ny = [ %

Vyberme teraz z mno%inyf 1;::: ; pg I-ticu réznych prvkov (az;:::;&). Nechag + :::+

+a s(modp), 05 s5 p 1 Ktejto I-tici vyberme k-ticu (by;:::;b) z mno¥iny
fp+l;:::;2pgtak, %ek+ 1= pab +:::+ by s (mod p). Kei%ep+1 1;:::;2p O

(mod p), tato k-tica sa da vybra» praveN, = P % = 7 % = P % spodsobmi. |-tica
(a1;::: ;@) sa zrejme da vybra»N; = 7V % spbésobmi. Vietkych podmno¥in mno¥aink
teda bude .
X
Np =2+ P 1
1=1 e bp

(Kontltanta 2 na zaeiatku predstavuje pripady | = pal =0, pre ktoré existuje zrejme v¥dy
len jedna mo%anos».)

Po malej uprave

Dvojakym uréenim koe cientu pri xP v polynéme P(x) = (x + 1)P(x + 1)P = (x + 1) 2P
pomocou binomickej vety napokon dostavame

1 2p
Na = — +2 2
A 0 0 p
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Druha Stredoeurdpska olympiada v informatike

Druhy roénik Stredoeurdpskej informatickej olympiady (Central European Olympiad in
Informatics, CEOI '95) sa konal v dooch 29.5. a¥%, 3.6. v juhoniarskom Szegede. Zueastnili
sa na oom tvorelenné reprezentacie jedenastich krajin (4deastnikov), z toho 6 kmeoovych
Geastnickych krajin (Eeska republika, Chorvatsko, Maiarsko, Popsko, Rumunsko a Slovence
sko) a 5 krajin pecialne pozvanych organizatormi (Bielorsko, Esténsko, Juhoslavia, Litva

a Ukrajina). Ako pecialni pozorovatelia sa zUeastnili aj zstupcovia Loty'ska, naopak

z kmeoovych krajin CEOI sa nedostavili Rakusko a Slovinsko.Samotna su»a¥ je analdgiou
Medzinarodnej informatickej olympiady (MIO) a ma slu%i» ngma ako priprava a motivacia
pre tudentov ni%tich roenikov, ktori by sa v buducnosti moli prebojova» na MIO.

Dru¥sstvo SR tvorili Martin Hajduch z 2.roénika Gymnazia v Pova¥iskej BystriciMartin
Irman z 3.roénika Gymnéazia Grosslingova v Bratislave,Martin Domany zo 4.roénika
Gymnazia v Michalovciach aVladimir Marko z 2.roénika Gymnazia J.Hronca v Bratislave.
Veducim dru¥sstva bolRNDr. Juraj Balazs, z PF UPJO Kotice.

Po prichode 29.5. sa sU»a¥iiaci ubytovali na stredotkolskymternatoch. Na druhy deo bolo
na programe oboznamenie sa s prostredim a miestom sU»a¥.e>&8U zabezpeeovala katedra
informatiky Univerzity A. Jozsefa { JATE), prehliadka mest a, prvé zasadnutie poroty
a slavnostné otvorenie spojené s prehliadkou zaujimavej wfavy z prehistorie poéitaeov.
Samotnd su»a¥ prebiehala v treti a tvrty ded. Su»a¥iiaci mildispozicii 5 hodin eistého
easu, ulohy rietili na poeitaeéoch PC 386DX alebo 486DX v prdsedi MS DOS | nati
su»a¥saci programovali v Turbo Pascale s vynimkou M. IrmangBorland C). Popoludni
sa vyhodnocovali rielenia tandardnym spdésobom znamym z MD (vstupno-vystupné
spravanie sa programov), prieom sa vyskytli ureité problény kvdli zavireniu lokalnej siete.
Po prvom dni mali nali reprezentanti (uvadzame v poradi ako wlie) 85, 90, 70 a 70
bodov. Druhy deo ziskali 94, 67, 72 a 39 bodov, teda celkové pty ziskanych bodov
boli 179 (Hajduch), 157 (Irman), 142 (Domany) a 109 (Marko). Ulohy boli zaujimavé
a zlo¥iitos»ou porovnatepné s ulohami poslednych roenikovM

Na dalli ded bol na programe vylet do Narodného paméatnika Opsztaszer a veéierok
v univerzitnom klube. Veeéer porota hlasovala o rozdeleni @n, prieom bola zabezpeeena
nestrannos», rozhodovalo sa tak, aby ani élenovia poroty melili poeet medaili svojho
dru¥astva. Odovzdavanie cien sa uskutoenilo v posledny decarradnici mesta. Celkovo
bolo udelenych 24 medaili: 4 zlaté, 8 striebornych a 12 brormych. Z nalich ziskali zlato
Martin Hajduch (celkovo 3.), striebro Martin Irman (8.) a bronz Martin Doméany (14.).
Vladimir Marko sa umiestnil na 28. mieste. V neo cialnom poradi skonéila SRha peknom
tre»om mieste (za Eeskou republikou a Pouskom). Cenné st na sklsenosti zo sti»a¥se
typu MIO, ktoré sa m6%u zuroeéi» na buducich MIO.

Treti roénik CEOI sa uskutoéni v roku 1996 v Chorvatsku, prip v Pousku.
Juraj Balazs
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Siedma medzinarodna olympiada v informatike

Siedmy roenik MIO '95 sa konal v Holandsku v meste Eindhoven a pdde Technickej
univerzity (TUE) v dooch 26.6.{3.7.95. Hlavnym organizatorom bola SLO so sidlom
v Enschede (©tatny Ustav pre tvorbu osnov). Slovensko repmentovali tyria su»a¥saci:
Dulan Bezakz 3.roénika z Gymnazia Grésslingova v BratislaveMiroslav Dudik z 2.roénika
z Gymnazia v Trebitove, Peter Galpar zo 4.roenika z Gymnazia v Bardejove aViartin
Makuch zo 4.roénika z Gymnazia J.Hronca v Bratislave.

Veducou delegacie bol&®NDr. Viera Blahova z ©PU, Bratislava, zastupkyoou veducej bola
RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc., z PF UPJ©, Kolice.

Na olympiade sa zueastnilo 51 su»a¥iacich krajin (210 tudtev) a dve krajiny pritli
ako pozorovatelia. Vtetkych Geastnikov bolo pribli%ane 400 Na zvy'enie zaujmu dieveat
o programovanie mohla ka¥da krajina vysla» na olympiadu péti»a¥siacich, ak boli medzi
nimi aj dieveata. Tuto mo¥unos» Slovensko nevyuiilo, pret#ia celo'tatnom kole nebolo
Ysiadne dievéa uspelnou rietitepkou.

Su»a¥iaci boli ubytovani asi 16 km od Eindhovenu v bungaloeb v kempe de Kemperce
vennen. Tu bola tudentom pristupna jedna miestnos» s destami poeitaemi. V budove
TUE, v ktorej prebiehala su»a¥% bola su»a¥iacim pristupnali® miestnos» s mno¥stvom
poéitaéov. Su»a¥anymi doami boli streda a piatok. Na zasadimch medzinarodnej poroty,
ktorej elenom sa stava ka¥dy veduci delegécie, sa prerokbvgber a formulécie su»a¥anych
tloh. Boli vybrané tri tlohy na ka¥dy su»a¥sny ded. Zadania gtavali ‘tudenti v anglickom

a v materinskom jazyku.

Holandsko pritlo s viacerymi inovaciami. Jeden z prikladovsa v prvy su»a¥uny deo nerietlil
na poeitaei, ale itlo o teoreticky problém. Nebolo v 6om potebné pisa» v materinskom
jazyku a rietenie nasledne preklada», Ulohou bolo doplni»abupky a easti programu zace
oberajuce sa témou, ktora bola de novana v zadani. Pritom sanepredpokladalo, %e by
ju mohol tudent u¥% pozna». V druhy su»a¥ny ded bol novym ptaddom tzv. reaktivny
program, ktory kominukuje s u%ivatepom tym, ¥e zadava otdzka obrazovku a dostava
vstupné Udaje z klavesnice. V praxi to sposobilo uréité prokemy | zadania boli rozsice
ahlejtie, preklad do materinského jazyka zabral viac easu ko sa pévodne predpokladalo.
Su»a¥s sa preto zaéala s hodinovym oneskorenim o 12,00 hodudenti su»a¥ili 5 a pol
hodiny, mali preda%znent dobu na otazky a posunulo sa aj vyhoocovanie.

Vyhodnocovanie prebiehalo automaticky. Vyhodnocovaci pogram bol inttalovany na jedoe
nom poeitaei, ku ktorému boli pripajané postupne vietky ltudentské poéitaée s ich
rieteniami. Program vyhodnotil postupne vietky tri (pripa dne dve) ulohy a vypoéital
celkové skore na zaklade desiatich sad testovacich dat. Kdysbeh bol v ureenom éasovom
limite (vaetinou 20 s). Pri vyhodnoteni bolo mo¥né zapisa»oknentédr do protokolu,
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tykajuci sa namietok k vyhodnoteniu. Vyhodnotenie prebiehalo za pritomnosti ‘tudenta,

veducich a vyhodnocovatepa uréeného organizatorom. Z vytinotenia bol urobeny zaznam
na disketu, ktord sme ponechali tudentovi a dve kopie protdkolu, ktoré boli vytlagené,

jedna pre organizatorov a jedna pre delegaciu. Vyhodnocovae tretieho teoretického
prikladu sa robilo ruene a vysledky boli zname a% na druhy deo

Pri automatickom vyhodnocovani druhého doa nastal probléms reaktivnym programom,
ktory v mnohych pripadoch hlasil chybovy stav, preto bol vyhodnocovany dodatoene v noci
bez nalej pritomnosti a protokol sme dostali a% na druhy deo.

Medzinarodna porota v sobotu rokovala o inovacii pravidiel MIO a problémoch, ktoré sa
vyskytli. Rozhodlo sa tie¥s, ¥%e bude udelenych 20 zlatych, 8&iebornych a 55 bronzovych
medaili.

Z nesU»a¥ného programu stoji za zmienku za¥itok z Provitnties pri krdpuovskom komisace
riate provincie Severné Brabantsko. Po privitani poslancen parlamentu, hlavou province
cie, nasledovala prednatka znameho holandského vedca, mglceho v oblasti computer
science, E. Dijkstru, otca truktirovaného programovania, v ktorej porovnaval situaciu

v oblasti CS v USA a v Eur6pe. Poeéas sU»a¥e sa konal aj vyznamwgutrh a vystava
zamerané na informatiku. SuU»a%iaci mali mo¥nos» zoznama»sspodmienkami tudia
na TUE a zaroveo spozna» prirodné a historické krasy oblastkde sa podujatie uskutoénilo.
Zuéastnili sa vyletov do miest Amsterdam a Roterdam, kde okem vyhliadkovych plavieb
na lodi navttivili aj baseballové majstrovstva sveta, ktoré sa v tom éase konali v Roterdeme.

Zavereené slavnostné vyhodnotenie, poéas ktorého sa udeglomedaily, sa konalo v budove
Frits Philips Music Centre. Hlavnou vyhrou bol poeitaé typu IBM PC a vietci zlati
medailisti ziskali vecni cenu { CD prehravae s diskami a softér od rmy Philips. Nali
nakoniec ziskali dve strieborné a dve bronzové medaily, éisme sa zaradili do prvej tretiny
zueastnenych krajin (13. miesto v neo cialnom poradi so zisom 470 bodov). Tuto su»a¥
dru¥stiev vyhralo dru¥stvo Eeskej republiky (ziskali ityirzlaté medaily, spolu 635 bodov)
pred dru¥stvami Einy (618) a Ruska (587). V prvej desiatke sineili ete po poradi dru¥sstva
Rumunska, Maiarska, USA, Popuska, Litvy, Finska a Vepkej Bitanie.

Meno 112 |3 4 |5 | 6 |slUeet|cena

Martin Makich |30 |28 |19 |23 |18 |12 | 149 2.
Miroslav Dudik (30 |28 |15 |30 (14 |32 | 130
Peter Galpar 2118 (12 |0 (27 |32 | 100
Dutan Bezak 24 |4 (18 |0 (21 (24| 91

wlwin

Na zaver je potrebné konltatova», ¥%e medzinarodna a slovdisolympiada v informatike
sa k sebe pribli%auju. Hlavny rozdiel mo¥no pozorova» v tome ¥ala, vychadzajuc
z matematickej olympiady a domécich podmienok, bola zamema na rietenie teoretce
ickych problémov, len v poslednom roeniku sa zaradil jeden nakticky priklad. Na
medzinarodnych olympiddach sa doteraz vyskytovali iba pr&tické priklady, teraz bol
po prvykrat zaradeny aj jeden teoreticky, s €im bolo spojengh nesmierne vepa problémov.
©tudenti mali vyhrady hlavne k hodnoteniu, kde vystupoval dsky éeinitep. S automatoe
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ickym hodnotenim cez poeitae, napriek istym vypadkom, bolispokojni a pova¥zovali ho za
objektivnejtie.

Buduci roénik sa bude kona» vo Veszpréme v Maiarsku.
Viera Blahova, Gabriela Andrejkova

Zadania uloh MOI

1. Pokrytie pravouhlych tvoruholnikov

Su dané tyri pravouhlé tvoruholniky. Najdite najmentie p okrytie (novym) pravouhlym
Ltvoruholnikom (P©), v ktorom sa nachadzaju vietky tyri PO, ktory ma najmen?i plotny
obsah.

Vietky tyri P© musia ma» paralelné strany s odpovedajucimistranami pokryvajuceho
tvoruholnika.

Existuje niekopko réznych pokryti, sploujucich podmienky ktoré maju rovnaky plotny
obsah. Mate najs» vietky také pokrytia.

Vstupné data

Vstupny subor INPUT.TXTobsahuje tyri riadky. Ka¥ady riadok popisuje jeden dany P©
dvoma kladnymi celymi eislami: da¥kami stran P©. Ka¥.da sta@P© ma da¥ku najmene;
1 a najviac 50.
Vystupné data

Vystupny subor OUTPUT.TXBy mal obsahova» o jeden riadok viac ako je poeéet rieleni.
Prvy riadok obsahuje jediné celé éislo: minimalny obsah pnaouhlého *tvoruholnika obce
sahujuceho P©.

A) Ka¥udy z nasledujucich riadkov obsahuje jedno rielenie grisané dvoma eislamp a g, kde
pPSq
B) Tieto riadky musia by» utriedené vzostupne podug, a musia by» rozne.

2. Ponuka obchodu

Ka¥.dy druh tovaru v obchode ma svoju cenu. Napriklad cena kve je 2 ICU (Informaticka
Cenova Jednotka) a cena vazy je 5 ICU. Aby to bolo pre zakaznikv atraktivnejtie, obchod
zaviedol pecialne ponuky.

©pecialna ponuka pozostava z jednej alebo viacerych pol@ii ktoré maju spoloéne rece
dukovanu cenu. Priklady: tri kvety s za 5 ICU namiesto za 6, alebo dve vazy spolu s
jednym kvetom su za 10 ICU namiesto za 12.
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Napilte program, ktory vypoeéita cenu zakaznikovi, ktori ma zaplati» za presne uréené
poety polo¥iek, ktoré ma v ndkupnom kotiku, tak aby bola optnalizovana vzhpadom na
Ipecialne ponuky. To znamend, ¥e cena ma by» taka nizka, al®lgn mo3zné. Nie je viak
mo%né pridava» polo¥ky, aj kei by to zni%ilo cenu. Pre ceny anpky uvedené vyllie je
(najni%tia) cena za tri kvety a dve vazy 14 ICU: dve vazy a jede kvet su za zni%ena cenu
10 ICU a dva kvety su za regularnu cenu 4 ICU.

Vstupné udaje

Vstupné udaje su v dvoch suboroch:INPUT.TXTa OFFER.TXTPrvy subor popisuje polo¥sky
a ich ceny (ndkupny kotik). Druhy subor popisuje pecialne pnuky. V oboch suboroch
su pou¥sivané len celé eisla.

Prvy riadok v subore INPUT.TXTobsahuje poéetb roznych druhov tovarov v kotiku (05

5 b5 5). Ka¥%dy z nasledujucichb riadkov obsahuje tri hodnoty c, k, a p. Hodnota c je
(jednoznaeny) kod druhu tovaru (15 ¢ 5 999. Hodnota k uréuje, kopko polo¥iek tohto
druhu tovaru je v kotiku (15 k 5 5). Hodnota p je regularna cena za polo¥kul(5 p 5

5 999. Poznamenajme, %e vietkych spolu je najviab 5 =25 polo%iek, ktoré mé%au by»
v kotiku.

Prvy riadok suboru OFFER.TX®Bbsahuje poeet s pecidlnych pondk@5 s5 99). Ka¥idy
z nasledujucich s riadkov popisuje jednu !pecialnu ponuku uvedenim jej itruktlry a jej
zni%enej ceny. Prvé eisla v takom riadku je poeet réznych druhov tovarov, ktoré su
stéas»ou ponuky15 n 5 5). laltich n dvojic éisel(c; k) uréuje, %e je v pecialnej ponuke
k polo%iek {5 k5 5) s kddomc (15 ¢5 999. Posledné éislop v riadku uréuje zni¥senu
cenu (15 p5 9999. Zni¥%enda cena pecialnej ponuky je mentia ne¥a stéet regoyeh cien.

Vystupné udaje

Vypis vysledkov je do vystupného stboruOUTPUT.TXV jedinom riadku, ktory obsahuje
najni¥stiu mo¥anu cenu zaplatend za nakup uvedeny vo vstupnosdbore.

3. Klient a server

Ulohu z priestorovych dévodov neuverejoujeme.

4. Hra s pismenami

Hry s pismenami st popularne doma aj v televizii. V jednej vezii hry ka%dé pismeno ma
svoju hodnotu a vy spajate pismena do tvaru jedného alebo vigerych slov davajucich eo
mo%ano najvy*tie skore. Pokiap nemate nejakimetddu prace so slovami\, budete skda»
vietky slova, ktoré poznate, niekedy sa pozriete na to, ako & pilu a potom vypoeitate
skére. Zvyéajne sa toto da urobi» poéitaéom ovepa presnejli

Dané su hodnoty pismen, zoznam anglickych slov a zoskupenipismen. Mate najs»
najvyltie skore slov alebo dvojic slov, ktoré mé%u by» vytwené. Pismeno sa nesmie
vyskytova» vo vystupnom riadku eastejtie ako vo vstupnom radku.

Vstupné udaje
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Vstupny subor INPUT.TXT obsahuje jeden riadok s re»azcom mdych pismen (od 'a’ po
'z"): zoskupenie pismen. Re»azec pozostava z aspoo 3 a napi7 pismen v pubovopnom
poradi.

Slovnik je ulo¥eny v subore WORDS.TXT a obsahuje najviac 4@D riadkov. Na konci
suboru je riadok, ktory obsahuje len jednu bodku (.). Ka¥dy Dstatnych riadkov obsahuje
re»azec pozostavajuci z aspoo 3 a najviac 7 malych pismen.o&h v subore sa utriedené v
abecednom poradi. V slovniku sa nenachadzaju duplikaty sto

Vystupné Udaje
Prvy riadok vo vystupnom subore OUTPUT.TXT vatho programu b y mal obsahova»
najvy!tie skore (poduloha A) a ka%.dy z nasledujucich riadke obsahuje vietky slova a/alebo

dvojice slov zo suboru WORDS.TXT s tymto skére (poduloha B). Pou%iite hodnoty pismen,
ktoré su uvedené na konci ulohy.

Ak sa d& vytvori» kombinécia dvoch slov z danych pismen, slav musia by» vytlaéené v
tom istom riadku odelené medzerou. Dvojica na vystupnom ri@ku mé%e obsahova» dve
identické slova. Neduplikujte dvojice, napriklad ,,rag prom\ a ,,prom rag\ predstavuju tu
istu dvojicu, preto len jedna z nich mé¥e by» vypisana.

Hodnoty pismen: q7 w6 el r2 t2 y5 u4 il 03 p5 a2 s1 d4 f6 g5 h5 j7 kB k7 x7 c4 v6 b5
n2 m5 (ka¥%dé pismeno s hodnotou).

5. Cestné preteky

Dany je plan trati cestnych pretekov, na ktorom je niekopko lndov oznaeenych 0 a¥ (tu
je N = 9) a niekopko tipok, ktoré ich spajaju. Bod 0 je tart pretekoy bod N je ciep. ©ipky
predstavuju jednosmerné cesty. Uéastnici pretekov sa md3faohybova» z bodu do bodu po
cestach len v smere lipok. V ka¥.sdom bode si Géastnik mo¥se \abpubovounu vystupnu
ipku.

Dobre vytvorena tra» ma nasledujlce vlastnosti:

. Ka¥%dy bod trate je dosiahnutepny zo tartu.
. Ciep je dosiahnutepny z pubovouného bodu trate.

. Ciep nema vystupné tipky.

Ueéastnik nemusi navitivi» ka¥.dy bod trate, aby pritiel do @pa. Niektoré body sa viak
nedaju obis», to sU nevyhnutné body. V uvedenom priklade suymito bodmi O, 3, 6, 9.
Pre danu dobre vytvorenu tra» vat program ma urei» mno¥inu myhnutnych bodov, ktoré
musia navitivi» vietci Ueastnici s vynimkou bodov tart a ciep (poduloha A).

Predpokladajme, ¥%e preteky sa uskutoenia v dvoch nasledwjgh dooch. Z tohto dévodu
sa tra» musi rozdeli» na dve trate, po jednej na ka¥dy deo. V\pr deo je tart v bode O
a ciey v nejakom 'deliacom bode'. Na druhy deo je tart v tomtodeliacom bode a ciep je
v bode N. Pre danu dobre vytvorenu tra» val program ma urei» mno%sinuealiacich bodov
(poduloha B).
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Bod S je deliacim bodom pre dobre vytvorenu tra»C, ak S je r6zny od tartu a ciepa trate
C a tato tra» sa m6%e rozdeli» na dve dobre vytvorené trate, ki® nemaju spoloéné tipky
a ktoré maju bod S ako jediny spoloeny bod. V uvedenom priklade len bod 3 je dedicim
bodom.

Vstupné Udaje

Subor INPUT.TXTpopisuje dobre vytvorenu tra» s najviac 50 bodmi a najviac 10 tipkami.

V subore je N + 1 riadkov. Prvych N riadkov obsahuje koncové body lipok, ktoré
vychadzaju z bodov 0 a3\ 1. Ka¥ady z tychto riadkov je ukoneeny éislom 2. Posledny
riadok obsahuje éislo 1.

Vystupné udaje

Vat program by mal napisa» dva riadky do vystupného suboruOUTPUT.TXTPrvy rice
adok musi obsahova» poéet nevyhnutnych bodov vo vstupnej éti, za ktorym nasleduju
oznaéenia tychto bodov v pubovounom poradi (poduloha A). Dhy riadok musi obsahova»

poéet deliacich bodov vstupnej trate, za ktorym nasleduju anaéenia tychto bodov v
pubovolnom poradi (poduloha B).

Priklad: (graf s vrcholmi 0 a% 9, nasleduje zoznam orientovgch hran) 0! 1, 0! 2,
1! 3,2! 33! 43! 54! 44! 6,5! 66! 7,6! 87! 9,8! 58! 9

6. Vodiee a spinaee

Uva%aujme kabel s troma vodiemi spajajucimi stranuA so stranouB. Na strane A su tri
vodiee oznaeené 1, 2 a 3. Na stran® vodiee 1 a 3 su spojené so spinaéom 3 a vodie 2 je
spojeny so spinaéom 1.

Vo vieobecnosti kdbel obsahujan vodieov (15 m 5 90), oznaéenychl a¥an na strane A
am spinaéov na straneB, oznaeenychl a¥im. Ka¥dy vodie je pripojeny presne k jednému
spinaeu. Ka¥dy spinaé mo¥se by» pripojeny k nula alebo vigeervodieom.

Merania

VAt program musi uréi» ako su pripojené vodiée k spinaeom vgkanim nejakych merani.
Ka%dy spinaé mo¥se by» vypnuty alebo zapnuty. Na zaéiatku steiky spinaée vypnuté.
Vodié mb%e by» testovany na stran@ skukou P:

Lampa L bude svieti» vtedy a len vtedy, kel detekovany vodie je pripgeny na zapnuty
spinae.

V&' program zaéne eitanim jedného riadku naéitanim eislan zo *tandardného vstupu.
Mo6%e potom vyda» tri druhy prikazov vypisanim riadku na tamardny vystup. Ka¥ady
prikaz zaéina jedinym vepkym pismenom : T (test vodiea), C (mena stavu spinaéa), D
(hotovo).

Za prikazom T nasleduje oznaéenie vodiéa, za prikazom C ozéenie spinaéa a za prikazom
D zoznam, v ktorom i-ty prvok je oznaéenie spinaea, ku ktorému je pripojenyi-ty vodié.

Po prikazoch T a C va! program musi preéeita» jeden riadok zo #ndardného vstupu. Prikaz
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T vrati Y (Yes), ak spinaé vodiéa je zapnuty (lampa svieti), inak vrati N (No). Prikaz C
vrati Y, ak novy stav vypinaea je zapnuty, inak vrati N. Efekt prikazu C je zmena stavu
spinaea (ak bol zapnuty, potom bude vypnuty a naopak); vyslelok je vrateny ako spatna
vazba.

VAt program md¥.e zadava» prikazy T a C v pubovolnom poradi. féon zada prikaz D a
skonéi. Vat program nesmie zada» celkove viac ako 900 prikaz

Poznamka: V jazyku PASCAL nepou%iivajte unit CRT.
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Korelpondenény seminar UV MO

V minulych roénikoch MO sli%il na pripravu najtalentovanefich tudentov gymnazii
celottatny korelpondenény seminar UV MO. Poéas viac ako deatich rokov trvania ho posce
tupne riadili prof. Jozef Moraveéik, doc. Antonin Vrba a RNDr . Karel Horak. Na zaeiatku
mal posobi» ako seminar pre ¥iakov mimo Prahy a Bratislavyl@neskor sa zameral hlavne
na pripravu tudentov na lll.kolo MO a MMO. Poeéet rietitepov nikdy nebol veumi vysoky,
preto¥se naroenos» Uloh bolo veumi vysoka. Zaroveo viak delpripravila natich reprezence
tantov na MMO a azda aj zasluhou tejto st»a¥e dru¥stvo Eeskmgnska dosahovalo
vyborné umiestnenia. V 43. roéniku MO sa tato su»a¥% neuskwénila z r6znych praktickych
dovodov. Aj kei sa v tomto roéniku v Eeskej republike obnovila, bola u% len pre rietitepov
z ER. Preto UV MO pristapil na organizovanie tejto sti»a¥se na Bvensku. Poeéas *kolského
roka prebehlo pa» sérii, v ka¥sdej mali su»a¥iiaci rieti» palesm prikladov. Do rielenia
sa zapojilo spolu 32 tudentov zo Slovenska (20 z Bratislvay, 3 zo Zapadslovenského
regionu, 5 zo Stredoslovenského regionu, 4 z Vychodosloww&ho regionu), z nich bol jeden
Ysiakom 7.triedy a 4 tudentmi druhého roénika gymnazia. Uéstnikmi si»a¥e boli aj vietci
6 élenovia slovenskej delegacie na MMO vratane oboch nahraékov (obsadili popredné
miesta). Takto sU»a%. u¥s v svojom prvom roeniku prispela k prave tudentov a pomohla
UV MO pri vybere na pripravné a vyberové ststredenia pred MMOa na samotnii MMO.
Korelpondenény seminar viedol Richard Kollar a opravovane zabezpeéovali ‘tudenti MFF
UK (vietko byvali olympionici).

Celkové poradie 1.roénika KS UV MO

Eugen Kovae 3 Gymnazium Stropkov, 93.5 bodov,
Martin Pal , 4 Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 88 bodov,
Peter Macak, 4 Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 83;5 bodov,

Jan Babepa4 Gymnazium Po'tova, Kolice, 62,5 bodov,

a M 0D PRE

lvan Cimrak, 4 Gymnazium Vepka Okru%ana, ®ilingg3;5 bodov.

Uvadzame vietky priklady, ktoré sa v priebehu roka rielili (boli vyrietené vietky udlohy!)
aj s rieteniami, preva¥ne najleptimi ttudentskymi. A% na pavynimiek su vietky priklady
vybrané zo zbornika éinskych olympiad, ktory pri prile%itsti konania 35. medzinarodnej
matematickej olympiady v Hong Kongu vydala Einska pudova reublika spolu s Hong
Kongom. Zvyné ulohy su tie¥s prebrané zo zahraniénych olynigd.
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Zadania st»a¥anych Gloh KS UV MO

Pna séria

1.1 Na turnaji sa hr4 jednokolovo systémom ka¥idy s ka¥.dym. Ka¥.d@ipas sa
musi skoneéi» vi»azstvom jedného z dvoch superiacich hraeoWrae A dostane cenu, ak
pre ka¥.dého iného hraed& plati: A porazil B, alebo A porazil hraea C, ktory porazil
hraea B. Doka%te, ¥%e ak len jeden hraé dostane cenu, tak tento hraérgml vietkych
ostatnych superov.

1.2 Sueetm rdznych parnych prirodzenych eisel an r6znych neparnych prirodzenych
eisel je rovny1994 Ak& je maximalna mo¥né hodnota vyrazuBm +4n ?

1.3 Nech aj;ay;:::;a, su dané realne éisla, nie vietky rovné0. Redlne eisla
r{;ro;:::;rn vyhovuji podmienke: pre pubovounié-ticu relnych éiselxy; Xo;::: ; X, plati:
ri(xa ag)+ ra(x2 a)+ i+ rp(Xn a)5b

q q

2 2 2 2 2 2.
5 XT+ X5+ i+ Xj aj+as+ i+ ag:

Uréterq;ro;::::ry v zavislostinaaj;ax;::: ; ay.

1.4 Doka¥te, %e rovnica'*t z" 1=0;n 2 N mav obore komplexnych éisel koreo
vyhovujuci podmienke jzj = 1 prave vtedy, ak je n +2 delitepné6-timi.

1.5 Rovnostranny trojuholnik so stranou n je rozdeleny nan? rovnostrannych trojuce
holnikov so stranoul priamkami rovnobe¥nymi so stranami trojuholnikaABC . Ka¥adému
bodu, ktory je vrcholom najmenej jedného z tychto trojuholnikov, je priradené realne
eislo nasledovne: akP QRS je rovnobe¥%nik zlo¥seny z dvoch jednotkovych trojuholnikov
SO0 spoloénou stranou, suéet éisel priradenych vrcholom; R a Q;S je rovnaky; bodom
A;B a C su po rade priradené eisla; b;c

a) Ucte najkratliu vzdialenos» medzi bodom, ktorému je priradené najvaetie éislo
a bodom, ktorému je priradené najmentie éislo.

b) Ucte sueet vietkych éisel, ktoré su priradené bodom.

1.6 Danych je 5 bodov vo vnutri rovnostranného trojuholnika s obsahoml . Doka¥ate,
Yse existuju3 rovnostranné trojuholniky také, ¥%e ka¥ady z danych bodov le%i vo vnutri
aspoo jedného z tychto trojuholnikov a plocha, ktora pokryvaju je nanajvy* 0; 64 .

1.7 Dana je gupa so stredon® a ltvorsten, ktorého vietkych 6 hran sa dotyka danej
gule. lalej vieme, %e existuju 4 vzajomne sa dotykajice gule so stredmi vo vrcholoch
Ltvorstena, ktoré sa naviac elte vietky dotykaju inej gule so stredom O. Dokéa¥ate, e dany
ltvorsten je pravidelny.
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Druhd& séria

2.1 Dané su dve sustredné kru¥anice, jedna z nich ma dvojnasobng@lpmer ako druha.
Do menlej kru¥anice je vpisany konvexny tvoruholnikABCD . Preda¥enia polpriamok
AB;BC;CD; DA pretinaju vaeliu kru¥nicu po poradi v bodochC,;Dq;Aq;B1. Dokéa¥ate,
¥e obsah tvoruholnikadA;B1C; D je vaeli alebo rovny dvojnasobku obsahtABCD a zisce
tite, kedy nastava rovnos».

2.2 Ak aj;ap;:::;a, je koneéna postupnos» realnych éisel, tatrakom nazveme blok
za sebou iducich elenov postupnosti, ktorych aritmeticky piemer je vaeti ako1994 hlavou
draka nazyvame prvy elen v takomto bloku. Samotny jeden élen vaelako 1994 je tie¥
pova¥iovany aj zadraka, aj za hlavu draka. Nech (a)k, je pevna postupnos», v ktore;
existuje aspoo jedendrak. Potom doka¥ite, %e aritmeticky priemehlav vietkych drakov
v tejto postupnosti je vaéli ako 1994

2.3 (A) Predpokladajme, ¥ea;; a, a az su kladné redlne eisla spaoajice podmienku:
2
(af + a3 + a3)” > 2(af + a3 + a3):

Doka¥ite, ¥se takéto eisk;a, a az su da¥skami stran nejakého trojuholnika.

(B) Nech n 2 N;n = 3. lalej predpokladajme, %e

(@+a2+::+a2)°>(n 1@t+at+ i+ ad)
plati pre nejaké kladné realne eisla;ay;::: ;a,. Dokd¥ate, e potom pre ka¥adgk 5 n
su eislaa; g ; ax da¥zkami stran nejakého trojuholnika.

2.4 Dané su tri tvorsteny AiBiCiDj, 15 i 5 3. Bodmi B;;C; a D; veime tri
roviny i; i a j kolmé po rade na priamkyA;B;;AiCi a A;Dj; (i =1;2;3). Vieme, %e sa
spominanych9 rovin pretina v jednom bodeE a body A1; A, a Az le¥%ia na jednej priamke.
Potom mo¥uno dokaza», ¥e ak body; A,; Az splyvaja, prienik troch guu opisanych danym
ltvorstenom je gupa opisana tvorstentA;B,C,D;.

a) Dokéa¥ite toto tvrdenie.

b) Zistite, éo elte md¥se by» prienikom tychto sfér. Urobte Upa diskusiu vzhpadom
na polohu bodu E voéi priamke A;As.

2.5 Pre ka%dén = 3;n 2 N oznaemef (n) najmentie prirodzené éislo, ktoré nedelh.
Nechf @ (n) = f(n). Ak f K)(n) = 3, tak de nujme rekurentne f &*1 (n) = f (f ) (n)).
¥ahko nahliadneme, ¥%e pre ka¥.té= 3 existuje prave jednok,, pre ktoré f (kn)(n)=2.

a) Zistite, ei existuje n 2 N, pre ktoré k, = 4.
b) Najdite vietky n 2 N, pre ktoré k, = 3.

2.6 Ka¥da z mno%iA a B je zjednotenim dvojice disjunktnych oblukov jednotkovej
kru¥anice. Naviac, ka%.dy z oblikov 8 ma dd¥%ku—, kde m je pevné prirodzené eislo.
OznaemeAl;j =1;2;:::;2m mno¥inu ziskani A jej otoéenim okolo stredu jednotkovej
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kru¥anice dF radianov v smere hodinovych rueieiek. Doka¥ite, ¥%e potom sixije prirodzené
eislok, pre ktoré plati:

“(A¥\ B) = L;(B);

kde " (X) oznaeéuje steet da¥sok disjunktnych oblikov obsiahnutych vma¥ineX .

2.7 Predpokladajme, %e; + Xo + i+ X, =1, kde Xq; X2, 111 ;X n = 2 suU kladné
realne eisla. Doka¥ste, ¥e:

X1 X2 Xn pX1+pX2+:::+an
n + D + """+ D = N .
P P TP P

1 x4 1 x 1 X, n 1

Tretia séria

3.1 Nechn je prirodzené éislo. Najdite maximum funkcie :

X+ x2+ 10+ x2n 1

e T

a urete, pre ktoré x sa toto maximum nadobuda.

3.2 Nechn je parne,n = 2anechA = f1;2;:::;ng. Mame funkciug: A ! A
s vlastnos»ami :

a(k) & k 8k 2 A;
g(g(k)) = k 8k 2 A:

Urete poéet funkciif : A! A, pre ktoré plati :

f(k)6 g(k)  8k2A;
F(f(k)= gk) 8k2A:

3.3 Trojuholnik ABC ma polomer vpisanej kru%nice. Body D;E a F le¥ia na
stranachBC; CA a AB . Ak polomery vpisanych kru¥snic trojuholnikovAEF; BFD aCDE
sU rovnako vepké, je ich vepkos» 9 kde r® je polomer kru¥nice vpisanej trojuholniku
DEF . Doka¥ate !

3.4 V rovine je danych 1994bodov, prieom %iadne tri z nich nele¥%ia na jednej priamke.
Ako ich mame rozdeli» do30-tich skupin réznej vepkosti, aby poeet trojuholnikov s vrbolmi
v rdznych skupinach bol maximalny?

3.5 Urete vietky funkcie f : S! S, kde S je mno%iina realnych éisel vaetich ako
1, pre ktoré f (xMy") 5 f(x)1:4mf (y)lz4n pre vietky realne éislax;y > 1 a prirodzené
m;n> 0.

96



3.6 Dany je konvexny tvoruholnik ABCD , v ktorom AB nie je rovnhobe¥né €D.
Kru¥snica prechadzajuca bodmiA; B sa dotyka CD v bode P a kru%anica prechadzajuca
bodmi C; D sa dotyka AB v bode Q. Dok&¥ate, ¥e spoloéend tetiva tychto kru¥anic rozpopuje
UseekuP Q prave vtedy, kel AD je rovnobe%né 8C.

3.7 Pre dané prirodzené eislx de nujme D-re»azéislax da¥skyl ako postupnos»l =
= Xg<X1<X2<:::<Xq= X, Vktorej x; delixjs1 pre15i5 d 1. Pre 20€12"1994,
kde k; m a n su prirodzené éisla, najdite maximalnu da¥.kD-re»azea poeetD-re»azitejto
da¥aky.

©tvrta séria

4.1 Nech S je jednotkova kru¥snica v komplexnej rovine. Majme funkciuf : S'!
I S de novanu predpisom f (z) = z™, kde m je prirodzené éislo. Oznaémd © (z) = z
af kD) (z) = f (f K)(2)) pre k = 0. Najmentie prirodzené &islon, pre ktoré plati f (") (z) =
= z, nazveme peridédou éisla. Urete poeéet eisel VS, ktorych peridda je 1995.

4.2 Aké podmienky musi spdoa» konvexny tvoruholnikABCD , aby v rovine ABCD
existoval bod P, pre ktory su obsahy trojuholnikov ABP; BCP; CDP a DAP rovnaké ?
Aky najvaéli poeet takychto bodov existuje pre dany tvoruholnik ABCD ?

4.3 Jeden priklad z be¥ného ¥ivota: Desa» malych sykoriek oduyje na terase.
Spomedzi pubovopnych piatich z nich aspoo tyri sedia na jadj kru%anici. Aka je minimalna
hodnota maximalneho poétu sykoriek z tychto desiatich, ktaoé sedia na jednej kru%anici ?

4.4 Konvexny tvoruholnik ABCD je vpisany do kru%anice so stredon®. Oznaéme
P prieseénik uhloprieeokAC a BD a falej oznaeme Q prieseénik kru¥unic opisanych
trojuholnikom ABP a CDP rb6zny od P. Doka%te, ¥%e ak s@;P a Q tri rézne body,
potom OQ ? PQ.

4.5 Dané je prirodzené éisla a realne eislaA a B. Uva¥wujme systém rovnic

(2A + B)(13a)*

x2(Ax? + By?) + y?(Ay? + Bz?) + z?(Az? + Bx?) = 7 ;

x2+ y?+ z? = (13a)%

Najdite nutnd a postaéujucu podmienku pre A a B, aby mal tento systém rieleniex; y a z
v obore prirodzenych éisel.

4.6 Konvexny n-uholnik sa da rozdeli» jehan 3 uhloprieekami nan 2 trojuholnikov
tak, %e %Yiadne dve z tychto uhloprieéok sa nepretinaju vo v n-uholnika mimo jeho
vrcholov. Doka¥ste, %e aspoo pre jedno takéto rozdelenie mo¥ihloprieeky toto rozdelenie
ureujace a hrany n-uholnika nakresli» jednym uzavretym neprerutenym »ahom &z opakoce
vania hran vtedy a len vtedy, ak je n ndsobkom troch.

4.7 Dand je koneena mno%inX a E(X) systém vietkych podmno%in mno¥iny X
s parnym poétom prvkov. Funkciaf : E(X)! R spaoa podmienky:
{ £ (D) > 1995pre aspoo jednu mno¥%inu D zo systémk (X ),
{f(A[ B)=f(A)+ f(B) 1995pre pubovopune disjunktné; B z E(X).
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Doka¥ste, ¥2€¢ mo¥no rozdeli» na dve disjunktné podmno%iRy Q také, %d (S) > 1995
pre vietky neprazdne mno%iny S £(P) af (T) 5 1995pre vietky T z E(Q).

Piata séria
5.1 NechxXy;Xp;:::;Xn sU nezaporné realne eisla a neanje najmentim z tychto éisel.

Doka¥ite, ¥.e
+ + + +
1 x1+1 x2+_._+1 xn1+1 Xn

1+x, 1+Xx3 1+ X, 1+ X,
2 2 2
5+ (X1 @)+(xz @)+ :::+(Xy Q)
(1+ a)?
Doka¥ate tie¥s, ¥ae rovnos» nastava prave vtedyxak= X, = :::= Xp.

5.2 Na zaéiatku su v ka%dom polieku tabupk9 9 vpisané eisla 1 a 1. Pre ka%dé
poliekoP vypoeitame suein vietkych eisel vpisanych do polieok, kt@&maju spoloenu hranu
s P. Sueasne nahradime éisla vo vietkych poliekach prislutnyinsiéinmi. Nastane v¥ady
taka situécia, ¥e po koneenom opakovani popisanej operabigde vo vietkych 81 poliékach
vpisané eislo 1 ?

53 NechO<ap5 ap5 :::5 a, 15 1su reédlne éisla. Nech je komplexny koreo
rovnice x" + a, 1x" 1+ i+ ajx + ag =0 taky, ¥%ej j = 1. Doka¥ite, ¥e"tt =1.

5.4 Graf s 8 vrcholmi neobsahuje %iadnu slueku (teda hranu zadigicu aj konéiacu
v tom istom vrchole), 3ziadnu nasobnl hranu, ani cyklus da3zKy Aky najvy!li poeéet hran
mo¥se ma» ?

5.5 Nechag aa; su celé éisla. Postupnosfa,)i_, je de novana vz»ahmi

ap=2a a+2;
an+]_ =3an 3an ]_+ an 2 8n = 2

Ak pre ka¥sdé prirodzené éislan obsahuje postupnos»m posebeiddcich élenov, z ktorych
su vietky tvorcami celych eisel, potom vietky eleny postumosti su tvorcami. Dokéa¥ate.

5.6 Najdite vietky funkcie f : H0;1i h 0;1i ! h O; 1 také, %e pre vietkyx;y a z
z intervalu ho; 1i plati:

f(x;1)=x;
fLy)=y;
f(f(xy);2)=f(xf(y;2)
af (zx;zy) = Z*f (x;y)

pre nejaku kladnu konttantu k, nezavislu od vopbyx;y a z.

5.7 Funkcia f nadobudajlca realne hodnoty pre vietky nezaporné realne sla, spaoa
podmienku :

FOOf (y) 5 y*f (x=2) + x*f (y=2)

pre vietky x = y = 0. Sueasne platijf (x)j 5 M pre05 x 5 1, kde M je nejaka pevna
kon'tanta. Doka¥ite, %€ (x) 5 x2.
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Rielenia sti»a¥nych tloh KS UV MO
Pna séria

1.1 Doka¥sme najprv platnos» nasledujuceho tvrdenia.
Lema V ka¥dom turnaji existuje hrae oceneny cenou.
Dbkaz Tvrdenie doka¥eme matematickou indukciou.

Prvy krok Pre n = 2 tvrdenie zrejme plati (jeden hrae porazil toho druhého, tech
dostal cenu).

Druhy krok Nech pre vietky turnaje s n hraemi dané tvrdenie plati. Majme potom
n+ 1 hraeov. Z nich izolujme hraeaA a neuva¥aujme ¥%iadne zapasy, ktoré zohral. Zostalo
nam n hraeov hrajucich turnaj. Medzi nimi podua indukéného predpkladu existuje hrae
B odmeneny cenou. Hraeov z tejton-tice rozdepme do dvoch mno¥ain :

V - mno%ina hraeov, ktori vyhrali nadB;
P - mno%ina hraeov, ktori prehrali B:

Potom, vratiac sa k pévodnému turnaju sn + 1 hraémi, mé%u nasta» tieto situacie :
i) A prehral sB

ii) existuje hrée X 2 P taky, ¥%eA prehral s X

iii) pre ka¥adého hraeaX 2 P; A vyhral nad X a A vyhral nad B.

V pripadoch i) a ii) zjavne hrdé B spaoa kritérium na udelenie ceny. V pripade iii)
pre zmenu hrae A dostane cenu (porazilB, vietkych hraeov z P a sprostredkovane a]
vietkych hraeov z V), éim sme vlastne dokazali lemu.

Pozndmka. Toto tvrdenie sa da ukdza» aj tak, ¥%e pozorujeme hrdéa s na@/m poetom
vyhier a uka¥.eme, ¥e musi dosta» cenu.

Pou%i» tato lemu pri vyrieleni Glohy je jednoduché : Predpdadajme, %e cenu dostal
iba jeden hrae a existuje neprazdna mno%in@ hraéov, ktori nad nim vyhrali. Potom v
turnaji, zohpadoujucom iba vysledky hraeov zC, existuje oceneny hrae. Tento ale porazil
cenou odmeneného hrdéa a jeho prostrednictvom aj vietkychstatnych hréaeov (nepace
triacich do C). Teda aj on spaoa podmienky pre udelenie ceny, €o je spor sggipokladom.

1.2 Jednoduchou Gvahou zistime, %e eista a n je vhodné voli» tak, aby

2
1994= 2+4+ ::+2m)+(1+3+ :::+(2n 1))=(m+%) + n? %;
alebo
(m + 1)2+ 25 1994 + 1
2 4
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Z Cauchyho nerovnosti dostavame:

1 3
3mM+4n=3 m+ - +4n =5
2 2
S 5 r—
P 1 3 1 3
2442 + = +n2 = += —<
5 (32+42) m 5 n 255 19944 5 222
Preto 3m +4n 5 221 Diofanticka rovnica 3m + 4n = 221 ma mnoho kladnych rieleni.
: . . . 221 3m
Rozhodne viak z tejto rovnice modulo4 dostdvamem 3 (mod 4). lalej n = —

Mé viak plati» m? + m + n?5 1994 Po dosadeni dostavame

) 221 3m
+

m<+ m 5 1994

Rielenim tejto kvadratickej nerovnice zistime, %e jedinén, vyhovujice podminkem 3
mod 4, je m = 27. K nemu ale prislicha nepérnen = 35. Kei%e vtak poéet neparnych
eisel musi by» parny {994 je parne), uloha pre 3m + 4n = 221 nema rielenie. Potom je
hpadané maximum220, lebo pre éislal; 3;:::;73;2;4;::: ;52 54,82 plati 3m +4n = 220.

1.3 (Ilvan Cimrak) Uva¥ujmea = (ag;:::;an);¥=(rqg;:::;r);¥ = (X1;:::;Xy), ako
vektory n-rozmerného Euklidovského priestoru, kder;a zvierajua uhol  a vektory +; % uhol
' . Potom podua zadania, pre pubovouny vekterma plati»:
+ X ] X5+ a4,
a teda pre vietky '; j¥j ma by»
j¥i(jfjcos' 1) 5 jg(jycos  1): (1)
Nech existuje' také, ¥%g+jcos’ 1= 0. Potom nerovnos»

i% 5 Jﬂl_(J_ﬂ cols 1)
J¥ cos 1

zjavne neplati pre dostatoéne vepké hodnotyxj. Ei¥se pre ka¥dé plati jfjcos’ 15 0,
a teda
j¥5 1 (2)

Zvopme' tak, aby jyjcos’ 16 0. Potom z (1) dostavame:

je(icos 1) _ .
jgcos’ 1 '

i =

Ak k > 0, tak iste existuje j¥ < k a posledny vz»ah neplati. Tedak < 0, éi%e
j€i(jf cos 1) = 0. Kei%ejg = 0 podua zadania, mame

jyjcos = 1, (3)
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a teda ureite jq§ = 1. Z toho a z (2) dostavamejtj = 1. Pou%iitim tohto vz»ahu a(3)

R . .. a
koneéne dostavame =0, &i¥%.ag; = —.

Zostava overi», éi najdené vyhovuje podmienkam ulohy.
t % fa—i xajaj2 =
g
=5 74 jdcos | 4° =jxjcos j&°5jx | 4"

1.4 (Peter Macak) Predpokladajme, %e rovnica ma korew, pre ktory jwj = 1. Po doce
sadeni:

w'ttoow" 1=0
wh'(w 1)=1
wi" jwo 1j=1;
teda jw 1j = 1. Z toho a z predpokladu jwj = 1 vyplyva, ¥%e komplexné eislav m&

v Gaussovej rovine rovnaku vzdialenos» (rovnil) od éisel0 a 1, a teda w je vrcholom
rovnoramenného trojuholnika so zakladoou01, (obr. 27).

V goniometrickom tvare: w =cos 5 isin5. V prvom pripade po dosadeni a pou%aiti

Moivrovej vety dostavame:
n+1 n

wy w; =1
+1) =+ isi +1) - —+isinn= =
cos(h +1) 3 i sin(n + 1) 3 cosn 3 i sinn 3 1 ()

Eisla tvaru cos- + isin¥- st vrcholmi pravidelného es»uholnika v Gaussovej rovine
(obr.28): as=a ( 1 j (mod6).

Obr. 27 Obr. 28
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Vo vz»ahu( ) po¥%adujeme, abya,+1 a, = 1, €o je zrejme splnené len pre dvojicu
as; as, a teda musi platisn 4 (mod 6), inymi slovami 6jn + 2, éo sme chceli dokaza».
Rovnaky vysledok dostaneme aj v pripade, ak zav dosadimew, = cos 5 isiny.

V pripade, %€6jn + 2 jednoduchym dosadenim eislav = cos 5 + isin3 za z zistime,
¥se nala rovnica ma naozaj koreo s absolutnou hodnotdu

1.5 Vimnime si pubovouné tri susedné malé trojuholniky a oznage ich vrcholy
ai;ap;as;ay;as (obr.29). Z rovnosti a; + a5 = ap + a4, ap + as = az + a4 dostavame
a; ap=a, az. Ztoho vyplyva, ¥%e éisla na pubovopnej useéke, rovhnobe®oejtranou
trojuholnika ABC , tvoria aritmetick(l postupnos», ktorej extrémne (najmentia a najvaelia)
hodnoty le%ia na obvodel ABC.

(a) Oznaeme hupadanu vzdialenos» Ak a = b= c, potom su vietky éisla v trojuholoe
niku rovnaké ar = 0. Ak a6 b6 c 6 a, potom extrémne hodnoty mé¥u le¥a»
len vo vrcholoch4 ABC, tedar = n. Nechb= c6 a. Potorq) extrémne hodnoty

le¥ia Yo vrcholeA a na hraneBC. Na obr. 30vidime, g = 5’”, ak n je parne,
u 5 p_ "2 p—
ar—%J 1 + _3n —ﬂakn'ene arne
-2 2~ T axniencpame.
Obr. 29 Obr. 30

(b) Otoeenim trojuholnika ABC 0120 a240 ziskame dva iné oéislované trojuholniky.
Teraz uva¥sujme éislo ka¥.dého bodu ako sueet eisel jemu piéraych v povodnom
a dvoch otoeenych trojuholnikoch. Kei¥e rovnobe¥anikove goridlo plati pre ka¥ady
z tychto trojuholnikov, plati aj pre trojuholnik z nich zlo¥seny. Len%e v oom ma
ka¥.dy bod priradené eisla + b+ c. Kei%e tento trojuholnik ma

(n+1)(n+2)

1+2+ :i:+(n+1)= >
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oeislovanych bodov, sueet eisel priradenych bodom trojulioika ABC je

(n+1)(n+2)(a+ b+ c)
5 :

Iné rietenie (Boris Krupa).

Najprv tie¥s nahliadneme aritmeticky rast na susednych poékach. Vyjadrime teraz
vietky hodnoty bodov ako linearnu kombinéaciu vektorov (&;0; 0); (O; nQ; 0);(0;0; 2).

b) Ak chceme zisti» sueet vietkych eisel, spoeitame vietkyla@¥ky vektorov zvlal»,
a potom tieto suety spoeitame.

a+b+c n+1 n 2 at+b+c n+2
S= ——— + + 0+ =
n 2 2 2 n 3
a) Hodnota ka¥%dého bodix;y;z) je £ a+ L b+ Z c= 3 (xa+ yb+ zc), prieom

X+ y+ z = n je konltanta. Bez ujmy na vteobecnosti necha = b= c. Potom
pre pubovouné= % (xa+ yb+ zc) plati c5 t 5 a, lebot je va¥senym aritmetickym
priemerom éisela; b;c Rovnos» mé%e nasta», len kei éistgab; cnie su navzajom
rézne. Preto v pripadea 6 b 6 c 6 a su extrémne hodnoty len vo vrcholoch,
ei%se hpadana vzdialenos»rje Ostatné pripady sa rozdiskutuju podobne ako v 1.
rieteni.
Iné rieenie (Martin Pal, len éas» b). Ka¥dému bodu je priradené éislo tvarx =
= kia+ kob+ ksc; kq; ky; ks zavisia od polohy bodu. Preto cely stéet bude tvaru:

S= a+ b+ C:

Zo symetrie vyplyva, % = = . Preto je stéet rovnyS = k (a+ b+ c). Na uréenie
konitanty k, ktora zavisi len od vepkosti trojuholnika, polo¥%ima = b= c. Jednoduchym
vypoetom ziskame hpadany sueet.

P -
1.6 (Michal Kovar a Michaela Aeova) OznaémejABj = jBCj = jCAj = a, kde T3a2
= 1. lalej oznaéme body A,;A3;B1;B3;Cq;C, (0br.31) tak, aby jAB1j = jBCoj = :::
= jCB3j = a(0:8 "), kde " je vhodné malé realne eislo.

Mé%4e nasta» niekopko pripadov:

a) Ak by v niektorom z trojuholnikov AB1C;; A,BC,; A3B3C le¥ali tri z danych bodov
(falej len body), potom obsah tohto trojuholnika je menti ak o 0; 64. Vhodne malymi
trojuholnikmi pokryjeme zvy'né dva body a celkovy obsah nepesiahne0; 64.
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Obr. 31

b) V %iadnom z tychto trojuholnikov nele¥ia3 body. Popahky nahliadneme, %e potom
existuje vrchol, pri ktorom v rovnobe¥niku le%ia prave dva ddy a zvy!né tri su
rozmiestnené pri protiyahlej strane, bui po jednom, alebo #a v jednom krajnom
rovnobe¥niku a jeden v druhom. Ak nastava prvy pripad, pokrieme prvé dva body
trojuholnikom rovnopahlym sAA ;Az s koe cientom 2 a stredom rovnopahlostA. Tento
ma obsah trochu menti akoQ; 16. Talej zostrojme trojuholnik rovnopahly s trojuholoe
nikom CC,C,, so stredomC a koe cientom 3 a trojuholnik rovnopahly s trojuholnikom
BB 1B3, so stredomB a koe cientom 3. Tieto potom pokryvaju lichobe¥anik pri strane
b, a preto bod v tomto lichobe%aniku patri bez ujmy na vteobecrsii napriklad prvému
z nich. Jeho obsah je menti akd); 36. Posledny bod pokryjeme dostatoene malym
trojuholnikom. Je zrejmé, ¥%e tato kon'trukcia zahaoa aj drby uvedeny pripad.

1.7 OznaemeT gupu, dotykajucu sa vietkych liestich stran tvorstena A1A»AzA4, S
druhii gupu zo zadania so stredon© a S; gule so stredmiA; pre i = 1;2;3;4. laltie
Gvahy budeme bez ujmy na vieobecnosti robi» z pohpadu roving;A,As. lalej oznaéme
B1;B2; B3 po rade dotykové body gupsS, a Sz, Sz a S1, S; a S,. Nech Cq;C;; Cs su
body dotyku gule T s priamkami A,A3;A3A; a AjA, v tomto poradi. Potom jA;B,j =
= JA1B3j;JA2B3] = JA2B1); JA3B1j = JA3B2j;jA1Co] = JA1C3);JA2C3) = JA2C4); JA3Cyj =
= jA3Cyj. Z toho vyplyva, %eB; = C; prei = 1;2;3. Treba si ale uvedomi», %e dve gule
mo%u ma» aj vnutorny dotyk! Predpokladajme, %8, je vo vnutri S a S, je mimo S.
Potom bod dotyku S; a S, splyva s bodmi dotyku tychto gap s gupo®, a preto saSz a Sy
tie%a dotykaju v tomto bode. To je viak nemo¥né, pretoae body; Az; As; Ay nembau by»
kolinearne. OznaemeR;r;r 1;r,;r3;r4 polomery guur;S; S;; Sy; S3; S4 v tomto poradi. Ak
S je mimo S;, potom je tie¥a mimoS;; Sz a S;. Plati jOng2 + jAlng2 = jOAljZ, alebo
R2+r2=(r+ r;)°. PodobneR2+ r3 = (r + r,)°. lalej dostavame:

RZ r-2 RZ r2 RZ r2
jA1Aj=r11+T10= + = :
JA1A2] 1 2 > or .
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2 2

PodobnejAiA;j = ,prel5 i<j 5 4. Preto je tvorsten A1A,A3A,4 pravidelny.
Ak S obsahujeS;, potom obsahuje ajS;; 83 a S,4. Potom podobne dostaneme, e tvorsten

R2
A1A2A3A, je pravidelny so stranou da%ky—
Druha séria

2.1 (Eugen Kovaé) Najprv oznaéme S obsah tvoruholnika ABCD, S° obsah
tvoruholnika A;B1C,;D4, S; obsah trojuholnika B;AC,, S, obsah trojuholnika C;BD 1,
Sz obsah trojuholnika D;CA;, S; obsah trojuholnika A;DB; a  vepkos» uhlaABC .
Zrejme plati S°= S; + S, + S3+ S, + S. Nechr je polomer mentej kru¥nice. Potom pre
mocnos» boduC; k mentej kruanici plati:

jC1Bj jC1Aj=(2r)®> r2=3r%2  (vzdialenos»C; od stredu je 2r).

Zrejme jC1Aj 5 3r (rovnos» nastava, kel AB je priemer menlej kru¥anice), potonplati
jJCiBj=r1= EJABJ, lebojAB |5 2r. lalej plati:

sinj9 C;BD;j =sin(180 j §C:BD1j)=sin jJ9ABCj=sin :
Potom (zrejme sin > 0)

1 . . 1 .. -
S = échlj JBD;j sin = Z]AB] jBD ;] sin >

1 1
> ZjABj jBCj sin = =S :
41 | J SIn 54 ABC

. . 1 1 1
Analoglcky odvodime, 3653 > 584 BCD , 5S4 > 584 cpa aS; > 584 DAB -

Seitanim tychto nerovnosti dostavame:

1
S+ S5+ S5+S3+5,>S + E(S4ABC + Sscpa + Sasep t Sapas )=
1
=S+ 5(S+9)=28;

prieom rovnos» nenastava nikdy.

2.2 Mala zmena textu zadania m6%e veumi zmeni» rietenie zadaflehy. V tomto pripade
mo%¥zno uva¥sova» tieto rézne varianty:

a) Doka¥ite, ¥e aritmeticky priemer vietkych hlav drakov je vaako 1994
b) Doka¥ite, ¥%e aritmeticky priemer hlav vietkych drakov je ¥aako 1994

Kei¥e ide o dve rézne ulohy uvadzame rietenie obidvoch.
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a) (Martin Pal, Peter Macék a Boris Krupa) Uva¥sujme nalu postupnoséa;)¥_; . Nechay,
je prvy prvok tejto postupnosti, ktory je hlavou draka a nech Bhii @i+l il 80 1
je nejaky drak. Potom tento drak ma I; élenov, a teda plati ( }1:01 an,+j)=l > 1994
Teraz uva%ujme pos.tupnos(>ai)!‘:hl+|l a opa» v nej najdime prvu hlavu aj s drakom
ati. Takto dostaneme m disjunktnych drakov ay, ;an, +1;:: P an,+1, 1,15 n5 m,
prieom ka¥%da hlava patri niektoréemu z tychto drakov. Kei¥ad J' ! an, +j )=l > 1994

=0
pre ka%dé, 15 n5 m, tak J!”zolahnﬂ- > 1994 |,, a teda

XXt X
an,+j > 1994 I
n=1 j=0 n=1
Nech by;:::;h, su tie eleny natichm drakov, ktoré nie su hlavami %iadneho draka

v postupnosti (a)k, . Iste b 5 1994pre vietky j, 15 j 5 p. Potom viak

X Ix 1 xP X
an, +j h> 1994 I p
n=1 j=0 j=1 n=1

a teda aritmeticky priemer hlav drakov je vaeli ako 1994.

b) (Eugen Kovae) Najprv ukd¥eme, e ak v postupnogta )k, existuje drak obsahujici
ayx, tak aritmeticky priemer hlav drakov obsahujucich ax je vaéli ako 1994. Nech
an, je hlava draka, obsahujicehoay, ktora je prva v postupnosti (a;); a nechl; je
najmentie prirodzené eislo take, % > h 1, (na E,hviuu predpokladajme, ¥%e také éislo
existuje), a ¥%ea,;:::;ax nie je drak. Potom ( jkzohl an,+j)=(k hy+1) > 1994
a naviac (o' ans+j)=(k 11 +1) 5 1994 Ei%e( ‘o an,+j)=(l1 hy) > 1994
a teda (ai)!lzhi je drak. Teraz nech a,, je hlava draka, obsahujucehoay, ktora je
prva v postupnosti (ai)}‘zll ati. Takto dostaneme m disjunktnych drakov, v ktorych
budu vietky hlavy drakov obsahujicich ax (a ¥iadna nehlava). Kei%e ide o drakov,

tak aritmeticky priemer hlav drakov obsahujlucich ax bude véaeli ako 1994.

Teraz pristipme k dokazu tvrdenia. Doka¥eme ho indukciou vygiadom na da¥sku
postupnosti.

Tvrdenie zrejme plati v jednoprvkovej postupnosti (a;).

Majme (k + 1) -prvkovl postupnos» (a; :‘:11 V tejto postupnosti su nejaké draky

neobsahujuceay+; a podua indukéného predpokladu je aritmeticky priemer ich Fv vaeéti
ako 1994. Naviac aritmeticky priemer hlav drakov obsahujuéch ax+1 je tie¥s vaeti ako 1994,
a teda aritmeticky priemer hlav vietkych drakov v tejto post upnosti je vaeli ako 1994.

2.3 (Eas» A Richard Hulin, éas» B Martin Pal)
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(A) Upravujme danu nerovnos»:

2 2 2 2 4 4 4
ajtaytaz; >2 aj+a,+ a;
2a%as +2a3a3 +2a3a3 > aj+ a; + ag
4asa3 >at+ aj+ a; 2a‘as+2a‘a +2asaj
2 2 2,
(2a,a3)° > a3 a5 a3 "

Kei%e je vyraz2ayaz kladny, mé¥eme nerovnos» odmocni» a plati:

(2apaz) >ai a5 a3

a2 > (ap + as)™:

Teraz sU obe strany poslednej nerovnosti kladné, preto musplati» a; < a, + as.
Podobne cyklickou zamenou dostavame aj ostatné trojuholrkové nerovnosti: a, <aj; + ag
aaz<ai;t ar.

(B) Doka¥seme ekvivalentné tvrdenie:
Ak pre niektore i;j;k 5 n; n = 3plati & = a + ax, potom

2
aj+as+::+a: “>(n 1) aj+aj+:i+a

Najskoér viak doka¥seme toto pomocné tvrdenie (T): Pre puboyméby;::: ; by+1 plati,

ak B+ g+ e th 5(m 1) B+ g+ e by
potom B+ BB+ i+ b, 5 m b+ h‘%ﬂ

X
Oznaémex := k. Potom

i=1

05

1
X2+2kﬁ1+1X+h‘}n+15m m 1X2+kfn+l

1
Ak potom plati - 1x2 5 b+ 5+ :::+ B, vyplyva z toho

0+ B+ it by B mb+ B )
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a tvrdenie (T) sme dokazali.

Nech teraz pre nejakeéi; j;k 5 n plati a = a + ax. Polo¥%imey = a; b, = a;; by = a
a nechhy a¥h, maju hodnoty ostatnych a, pre |l 6 i;j;k . Podpa éasti (A) musi plati»

R+ B+ 18 °52 b+ 1+ b :

Doka¥sme teraz tvrdenie ulohy pre nalun-ticu eisel matematickou indukciou cezn.
Prvy indukény krok sme u%s dokazali, druhy indukény krok je a¢ tvrdenie (T). Preto pre
natu n-ticu plati:

B+B+:+R 25 1) B+d+ i+

a teda zrejme a]

Obr. 32
2.4 (Peter Macak a Martin Pal)

a) Zo zadania vieme, ¥se roviny kolmé na priamka;B;; AiCi; A;D;, prechadzajuce bodmi
Bi;Ci;D; sa pretinaju v bode E. Preto budu uhly A;B;E;A;CE;A;D|E pravé, a
teda body B;; C;; D; le%ia na kru¥zniciach s priemerody; E. Ei%e bodyB;; C;i; D; le¥ia
na sfére s priemeromA;E. Ak splynu body Aj; A,; As, splynu aj sféry nad priemermi
AiE, teda aj gule opisané tvorstenomA;B;C;D;. Tymto sme dokazali tvrdenie ulohy.

b) Vyu¥ime poznatok, ¥e stred gule opisanej tvorstern®;B;CiD; je stredom Useeky
AiE. Nakopko bodyAs;A;; Az le%ia na jednej priamke (nazvime si tato priamkup),
staéi pozorova» situaciu v rovineA;A,AzE. Potom stredy guu opisanych tvorstenom
AiB;C;D; tie¥ le%ia v tejto rovine a dokonca na jednej priamke (nazviensi tuto
priamku 0). Prienikom sfér opisanych tvorstenomA;B;C; D; bude teda prienik kru¥anic
nad priemermi A;E otoéeny okolo priamky o (obr. 32).
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Vo vteobecnosti m6%u nasta» takéto pripady : bodk; splyvaju, bod E le%i na priamke
p a bod E nele¥i na priamkep. Prvy pripad bol rozdiskutovany v easti a) a vtedy je
prienikom sfér opa» sféra. V druhom pripade stredy guapu opisgch tvorstenom A;B;C;D;
nesplyvaju, le%ia na priamke, a preto kru¥nice nad priemermA; E (prechadzajuce bodom
E) sa navzajom dotykaju v bodeE. Teda aj prienikom sfér opisanych tvorstenom bude
iba bod E. Ak bod E nele¥i na priamke, vezmime taky bod E° priamky p, 3%€EE°? p.
Potom su uhly A;E%E pravé, teda bod E° le%i na kru¥nici nad priemerom; E. Nakopko
body A; nesplyvaji, md¥u by» bodyE; E° jedingmi dvoma spoloénymi bodmi kru¥anic
nad priemermi A;E. Preto prienikom sfér v tomto pripade bude kru%znica nad primmerom
EE °v rovine kolmej na priamku p.

2.5 (Peter Macak)

a) Rozlitime niekopko jednoduchych pripadov.
{ Po kratkom pozorovani zistime, %e pre neparne plati f (n) =2.
{ Pre parne n nedeliteuné tromi mamef (n) =3 a potomf @ (n)=2.
{ Ak je n delitepné tiestimi, mdé%u nasta» dva pripady:

(i) f(n) nie je deliteuné tromi, potom buif @ (n) = 2, alebof @ (n)=3 af® (n)=2.

(i) f(n) je deliteuné tromi. Uka&¥.eme, 3€n) = 3. Ak by sa toti% v prvoeiselnom
rozklade éislaf (n) nachadzal faktor p , kde p je prvoeislop 6 3, ma f (n) tvar
p g, kde 3jg, a teda g > 1. Potom musi plati», %ef (n) nedeli n, ale zaroveo

% deli n, lebo % <f (n) af(n) je najmentie eislo nedeliacen. Zaroveo z
rovnakych dévodov gjn. Eisla g a p su viak nestdeliteuné, a preto musi plati»
g p jn. To je ale spor s tym, ¥%d (n) = q p . Preto musi by»f (n) =32, a potom
f@(n)=2.

Tymto sme preletrili vietky mo¥snosti, ale pre ¥iadne neplati k, = 4. Preto také n
neexistuje.

b) Z postupu v prvej easti rietenia vyplyva, %e jediné vhodnén, pre ktoré k, = 3 su
gisla, ktoré su deliteyné tiestimif (n) nie je deliteuné tromi af @ (n) = 3. Teraz
dokad¥.eme, ¥%e v tomto pripade musi by$n) mocninou prvoéisla, v nalom pripade
to bude mocnina dvoch. Ak by f(n) = p g r, kde p; g su rézne prvoéisla a; ; =
= 1, rovnakym postupom ako v poslednom pripade v éasti a) dostaeme spor. Preto
musi by»f (n) mocninou prvoéisla. Kei%ef @ (n) = 3, potom f (n) musi by» parne,
a preto f (n) =22, pre nejakéa 2 N. Huadané eisla su preto vietky tie, ktoré nie su
delitepuné2? a su delitepné vietkymi prirodzenymi eislami mentimi ak@®2. Ak oznaeime
N (X) pre X 2 N najmenti spoloény nasobok eisel;2;:::; X, potom musi ma» éislo
n tvar N (22) g, kde g je neparne prirodzené éislo. Tvar éisldN (22) je nasledujuci:
Pt Py% iipk, kde pr;p2;iii; pe sU vietky prvoeisla mentie ako2® a pre exponenty
plati: ; =[(a+1) log,pi], kde [x] oznaéuje cell eas» éisha

2.6 (Eugen Kovéeé) OznaémeB) ;] = 1;2;::0;2m mno¥ainu ziskanu B jej otoeenim

okolo stredu jednotkovej kru%anice c}a radianov proti smeru hodinovych rueiéiek. Potom
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zrejme plati pre ka%d¢ =1;2;:::;2m: “(Al\ B) = “(A\ BJ). Nech i; 5 st dva obliky
z mno¥%inyB. Preto¥e ( 1) = “( ») = pe obliky ! a 1** (de nicia je analogicka ako

pre B)) le¥ia hnei vedua seba (maju spoloény prave jeden (krajny)ol). Potom zrejme

c=1
a oblik 1 obehne cellu kru¥snicu. Preto
MOl =K
kde K oznaeuje cell kru¥anicu. Pri tomto obiehani oblik ; prave raz pokryje mno%ainuA

Rm .
(pretovaeA = A\ K = A\ (X[ 2[ :::[ 2.)). Potom zrejme *(A) = (AN D).
i=1

Xm .
Analogicky sa uka¥se, ¥€A) = “(A\ }). Vzhpadom nato, %e;\ , = ;, plati
i=1
xm _ Rm .
2°(A) = “(A\ B') = “(A'\ B):
i=1 i=1

Podpa Dirichletovho principu teraz musi existova» také prodzené éisldk, pre ktoré

aeyz ZA L)) @)

2.7 (lvan Cimrak) Skuamajme funkciuf (x) = pl)(: Po dvoch zderivovaniach okam%iite
X

zistime, %e tato funkcia je na intervale(O; 1) konvexna. (Mo%no to preveri» { trochu
zlo%iitejtie { aj bez pomoci diferencialneho poetu.)

FO%)=(1 x) %+§x(1 x) 2> 0

Preto pre kladné realne éislax1;Xo;::: ;Xn; N = 2 M0o¥an0 pou¥si» Jensenovu Nerovnos»:

f(xg)+ f(xz)+ 111+f(Xn):f X1+ Xo+ 11+ Xp

n n

f(x1)+f(x2)+:::+f(xn)_f 1 _ % . 0

n ~n 77 1 "An 1
n
r
n
f(xy)+ f(xo)+ tii+ f(Xp) = 1
X1 X2 Xn 1

"1 X1 "1 X2 "1 Xn T 1 (1)



PP p

lalej pre éisla "~ X1;" Xz;:::;" X, > 0 plati nerovnos» medzi aritmetickym a kvadrace
tickym priemerom:
r r_
pX_1+pX_2+iii+pﬁ5 Xp+ Xp+ i+ X, 1
n r n © N
— r
Iox_1+|or>\<_2+:::+|oﬁ5 1 n _ n )
"h 1 n i n 1 n 1
Z (1) a (2) dostavame:
r
Pxi+ Pr+ i+ Py n X X X
P 5 5p + p + + p—
0 0 n 1 o n 1 1 X 1 x5 1 X,
Xi+  Xo+ i+ T Xy X1 X2 Xn
P S P + p it pee—: 3
"n 1 "T x;1 1 X T xn 3)

Rovnos» v(3) md¥e nasta» len vtedy, ak nastane (2), ei%e len vtedy, ak nastane
rovnos» v A - K nerovnosti, a to je prave vtedy, kei Xx; = X, = :::= X, = o Pre takéto
Xi viak rovnos» skutoene nastava.

Tretia séria

3.1 (Jan Babepa)
Lema 1. Pre ka%dé, i 2f1;:::;ng;n2 Nax 2 R plati:

1+ x" = x'+x" " (1)

Dobkaz. Mo¥ano postupova» viacerymi spésobmi (vyletrovanie prielbe funkcie, nerovnosce
ti). My pou¥ijeme jednoduchu Upravu:

1+x" x' x" =@ xH)a x"'):

Je jasné, ¥e obidva vyrazy maju pre kladné& rovnaké znamienko, a preto lema plati.
Rovnako okam%¥iite nahliadneme, %se jediny pripad, kei nastAwovnos» je ten, keix = 1.
(Tvrdenie evidentne plati pre parnen aj v tvare 1+ x" = 2xz.)

Funkcia f (x) ureite nenadobdda svoje maximum prex 2 R, , lebo vtedy nastava jedna
z nasledujucich mo¥nosti:

() x< 1) x+ X2+ 0+ x%" T=x+(x2+x3)+ 0+ (X2 2+ x2" D= x+(x+
+1)(X2+ i1+ x2" 2)< 0, lebox< Oazarovedox +1 < 0; x>+ :::+ x2" 2> (;

(i) 0>x = 1) X+ X2+ 4+ x2 T=(x+x2)+ i 4(x?" 34 x2" )4 x2n 1=
= (X+1)(x+x2+ 1+ x2" 3)+ x2" 1< 0, lebox? < 0a zarovedox +1 = 0;x? +

+ 4+ XA 2<Q;
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(i) x=0) x+:::+x?" 1=0.

Preto s vyu¥itim vlastnosti(1+ x")? = 0 pre vtetky x 2 R dostavamef (x) 5 0, avtak
pre pubovoun& 2 R* je f (x) > 0. Teda ak funkcia f (x) nadoblda maximum, je to uréite
pre kladné x.

lalej s vyu%sitim lemy 1 dostavame pre parnen:

X+ X2+ ik x® L= (14 X" (x+ i X" Y+ x" =
=L+ x") (x+x" D+ (x2+x" )+ (xz T+ x2T)+x2T +x"5
5 (Lemal) (1+x") [$1+ x") + :{:z:+(1+ Xn;_'_x%]_'_ X" 5
(3 1)-krét

B

n 1
5 (AG nerovnos») T(1+ x")? + x":

Uplne obdobne pre neparnen dostavame rovnaky vysledok. Ei¥ze:

X+ i+ xR+ xM)2 4 x"

f(x)=
(x) (1+ xn)2 (1+ xn)2
n 1 x" n 1 1 1
= + = + =
2 (1+ xn)2 2 1+x"  (1+ xn)2
n 1 1 1 1 1
= + = 4+ =
2 4 4 1+x"  (1+ x")?
~on 11 1 ?_2n 1
4 2 1+xn 4
. 1 1
Rovnos» tu nastava len pre= = , x=1.
2 1+x0

Ei%e prex 2 R* plati f (x) 5 221 a rovnos» nastava len kei zaroveod nastava rovnos»
v (1) a posledna rovnos» , €o plati prex = 1. Preto sa maximumf (x) nadobuda prex =1
a je rovné 21,

3.2 (Martin Pal) Najprv sporom dokd¥eme, ¥e funkc@x) je prostd. Nech existuju
také a 6 b, pre ktoré plati g(a) = g(b). Potom g(g(a)) = g(g(b));a= b, teda funkcia g(x)
je skutoene prosta na mno%inA.

Rovnako ukad¥.eme, ¥e aj funkcigx) je prosta. f (a) = f (b); g(f (f (a))) = o(f (f (b)),
g(g(a)) = g(g(b));a= b, eidud (a) = f (b)) a= b, teda aj funkcia f (x) je prosta. Preto¥se
v natom pripade je obor hodn6ét podmno%inou def. oboru, musiyle podobne ako g(x)
bijekciou.

Ak je teraz eislon parne, mé¥%eme pisa» = % pre nejaké vhodné prirodzené éislo

m. Potom mo%¥no éisla mno¥ing rozdeli» do disjunktnych dvojic: g(a) = b; gb) = a.
Oznaeme tieto mno%inyM;, kdei =1;2;:::;m.
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lalej vieme, %e f(g(a)) = f(f(f(a) = g(f(a)). Preto ak pre nejaky prvok x
z mno%inyM; = fx;yg plati f(x) 2 M; = fa;bg, (napr. f (x) = a), potom aj pre druhy
prvok v M; plati f(y) 2 M;. Kei¥%e je vtakf (x) prosta, musi dokonca plati»f (y) = b.
Funkcia f (x) teda utvara dvojice mno%inM;, pre ktoré plati: f (x) zobrazi mon¥inuM;
na mno¥%inuM; a zaroveo M; zobrazi naM;. Zrejme musi by»i 6 j, inak by neplatila
podmienka f (x) 6 g(x). Preto ak je eislom neparne (tedan = 4k + 2 pre vhodné
prirodzené k), je poéet vyhovujacich funkcii rovny nule.

Pre parnem zistime poeet funkcii. Nechm = 2k pre vhodnék. Vetky prvky mno¥iny
A treba rozdeli» na disjunktné tvorice. Kei¥%e jeg(x) pevne dana funkcia, mame u¥. pevne
danych m dvojic prvkov. K M; musime priradi» druht dvojicu prvkov M;, to mo%ano urobi»
m 1 sp6sobmi. Teraz vyberme pubovounua faltiu dvojicu, k nej mé@ime vybra» druhu
prave m 3 spdsobmi. Takto mo¥sno pokraeovax», a¥s kym nevyeerpadme vietkojice. To
je spolu
oq = (2K)!
2k 1Rk 3) ::: 1= T
Elte viak treba uva¥ii», ¥e v ka¥adej tvorici mo¥no prvky usida» dvoma spésobmi:
f(x)=a;f(a)=y;f(y)= b;f(b)= x, alebof (x) = b;f(b) = y;f(y)= a;f(a) = x. Preto
je celkovy poéet funkcii rovny:

NS

e (2K
2kk!

A 35

3.3 (Peter Macék) Oznaéme po radeS, S° S;, S, a Sz obsahy ao, o°, 0;, 0, a 03 obvody
trojuholnikov ABC , DEF , AEF , BDF a CDE . Polomery kru%anic vpisanych trojuholnikom
AEF , BDF a CDE su podpa zadania zhodné, oznaéme ich. Kei¥e obsah trojuholnika je
rovny polovici stéinu jeho obvodu a polomeru vpisanej kru¥ee a plati 2S = 2(S°+ S; +

+ S, + S3), mameor = o%%+ (0o  d)rq, &idse

or®+ r1)= ofr ry): 1)

Oznaeme O a O; stredy kru%anic vpisanych trojuholnikomABC a AEF (obr.33).
V trojuholniku ABC oznaemeX, Y a Z péaty kolmic spustenych zO na AB, BC a CA
a v trojuholniku AEF oznaémeX, Y; aZ; paty kolmic spustenych zO; na AF , FE aEA.
Podpavety Usssu trojuholniky AX 10, a AZ 10, zhodné, podobne aj dvojice trojuholnikov
FX104, FY;0; aEY,04, EZ,0;. TEdaJAZ]_J = jAX 1j, JFX 1j = JFY]_J aJEYlj = JEZ]_J,
Ei%gAZ,j+ jAX 1j = 00 2JEF|.

lalej trojuholniky AX 101 a AXO suU podobné (maju navzajom rovnobe¥né strany)

s koe cientom 1?017;((]11 = L. S tym istym koe cientom s podobné aj trojuholniky AZ10;

a AZO. Preto L(JAZj+ jAXj) = 0. 2JEF]j. Kei si uvedomime, %e podobné vz»ahy
platia aj pre trojuholniky BDF a CDE, ich séitanim dostavame

r

Tlo= oo+0o+03 20°=o0+ 20°=0 o°
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atedao(r rq)= o%.

Obr. 33

Porovnanim posledného vz»ahu s (1) dostavame= r%+ rq, teda naozajr, =r r°

3.4 Predpokladajme, ¥e body su u¥i rozdelené 80 skupin S;;Sy;:::;Ss30, (JS1j =
= Nny1;JSy) = N2;ii:5JS30] = N3zo; Ny < Ny < i < n g) tak, ¥%e hpadany poeet troce
juholnikov je maximalny.

Lema 1. Pre vietkyi =1;2;:::;29plati: njz1 n;j5 2

Dokaz. Predpokladajme, %e to nie je pravda. Nechje také, %en;.1  n; > 2. Presuome
jeden prvok z Sj.; do S a vytvorme tak S%; a SC. Uka¥eme, %e sme zvylli poéet
trojuholnikov s vrcholmi v roznych skupinach. OznaémeM mno%inuS;[ Si+; = S[ SY; .
Zrejme sa poeéet trojuholnikov, ktoré nemaju %iaden vrchol WM, nezmenil. Podobne
sa z toho istého dévodu nezmenil poeet trojuholnikov s pravgednym vrcholom v M.
Viimnime si teraz tie trojuholniky, ktoré maja dva vrcholy v. M. V pévodnom rozlo¥%eni
ich bolo njnj+; (1994 n; nj+1). V novom (éiarkovanom) rozlo¥eni ich jén; + 1)( Nj+1

1)(1994 n; njs1). Keidae viak plati

(ni +1)(Nj41 1) = niNjs1 + Ny Ni  1>NiNjs;

vidime, %e v novom rozlo%zeni je skutoene viac trojuholnikewrcholmi v r6znych skupinéch,
ktoré maju prave dva vrcholy v mno%ineM . V tejto mno%ine viak nemo¥e ma» Yiadny
vyhovujuci trojuholnik vietky tri vrcholy (su to len dve mno %inyS; a Sji; ), inak by sa
aj celkovy poeet hpadanych trojuholnikov zvy!il, a to je spo s predpokladom, ¥e pbvodny
vyber mno¥in zarueoval ich maximalny poéet.

Lema 2. Existuje nanajvy! jedno takéi, pre ktoré nj;; = n; +2.

Dokaz. Ak by existovali i <j tak, ¥%enj+1 = ni+2; nj+1 = n; +2, tak by sme presunutim
jedného prvku zSj41 do S; podobne ako v leme 1 zvaetili poeet trojuholnikov s vrcholmi
v rbznych skupinach, eo je opa» spor.

Ak by pre vietky i platilo nj;; = nj+1,tak ny <n, <:::<n 3 by tvorili aritmetickd
postupnos» s diferenciou a platilo by

Ni+ No+ :::4+ n3g=30n1 +435: (1)
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Ak by rozdiel nj+;  n; bol 2, potom

Np+ nNy+ :::+ N3y =30Nn; +435+(30 i)=30(ny +1)+435 i (2)
Kei%e viak 1994 435 = 1559 = 30 52 1, vidime, %e nastava pripad?2), a Y%e
i=1;ny=51.
Preto (nq;Nny;:::;nsg) =(51;53,54,55;:::,;79 80;81).
3.5 (Peter Macak) Musi plati»:

f(xMy") 5 f(x)amf(y)ar;  prexy> 1 1)

Zaveime funkciu g(x) = log 4(f (x)); a> 1. Preto¥%ef (x) 2 (1;1 ), plati
g(x) 2 (0;1 ). Zlogaritmovanim vz»ahu (1) sa nam nezmeni znamienko a plati:

10a(F (x™y") 5 1100, (F () + = 10G4(f (¥)

9"y 5 20+ Z-0y) @

Kei%e de nieny obor funkcieg(x) je interval (1;1 ), existuje funkcia h(x) s de nienym
oborom (0; 1 ), ktoré je dané predpisomg(x) = h(log, x), kde bje reélne eislo vaetie ako 1.
Vz»ah (2) mo%no potom napisa» v tvare:

1 1
h(mlog, x + nlog,y) 5 mh(Iogbx)+ mh(Iogby):

Po substitacii u = log, x; v = log,, y dostavame

h(mu + nv) 5 %h(u)+ %h(v): (3)

Tymto sa cela Gloha pretransformovala na Ulohu najs» vietkyfunkcie h(x) : R* !

I' R" (logyx je preb > 1; x > 1 kladné éislo), pre ktoré plati vz»ah(3) pre pubovouné
. . . H(x . . .
prirodzené m;n. Uka¥eme, %e funkcig(x) = % kde H (x) je pubovouna nerastuca

funkcia, vyhovuju.
Pre prirodzené m;n a kladné u;v plati: mu+ nv>v; mu + nv>u. Preto¥eH (x)
je nerastuca funkcia, tak

H(mu+ nv) 5 H(Vv) 4)
H(mu+ nv) 5 H(u): (5)
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Pre pubovouné kladnén; n; u; v mo%no po Upravach odvodi»:
(mu nv)2 =0
2,2 2,,2 —
m<u<+2mnuv + n“v° = 4mnuv

2 1 1
(mu + nv) = 4mnuv
4mnuv (mu + nv) 4mnuv (mu + nv)
1 1 1
+ = : 6
dmu  4nv. mu+ nv ©®)
Pou%itim(4,5,6) dostavame:
H + H + H + H H
(mu + nv) 5 (mu + nv) N (mu + nv) 5 (u) N (v): )
mu + nv 4mu anv 4mu anv
Teda skutoene 1 1
h + —h(u) + —h(v);
(mu+nv)5 am (w an (v);
€0 je rovnos»(3). Tymto sme dokazali, ¥%e pubovouna funkct(x) = H(x)=x, kde

H (x) je pubovopna kladna nerastuca funkcia vyhovuj€3). PretoYe viak nerovnos%3)
je ekvivalentna s nerovnos»oyl), je zaroveo ka¥.da funkcia

f (X) — aH (Iogbx)zlogbx;

kde a;b > 1; H (x) je kladna nerastuca funkcia, rietenim danej tlohy. Tymto viak nemame
zarueene, ¥e sme nalli skutoene vietky funkcie vyhovujuceadej podmienke. Tento
problém viak vyrazne presahuje hranice stredotkolskej matmatiky, a preto jeho rietenie
neuvadzame. (Ulohu Gplne nevyrielil ¥iaden rietitep.)

3.6 NechP Q pretina spoloent tetivu EF v bode K, kru¥nicu opisantQCD opé» v bode
R a kru%anicu opisanP AB opé» v bodeS (obr. 34).

Obr. 34
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Mb%seme predpoklada», e priamRB a CD sa pretinaju v nejakom bodeO. Oznaeme
JOAj = a;jOBj = b;jOCj = ¢;jODj = d;jOPj = pajOQj = g. Z vety o mocnosti bodu
ku kruzanici vyplyva, %:¢KP j jKSj= JKE | jKF = jKQj jKRj. Preto fpk = 1o2)

1= 5t 1= 5L Z toho vyplyva, %ejKP j = jKQ] prave vtedy, kei jPRj = jQS],
€0 mo¥no zapisa» aj ak€Pj jDPj=jPRj jPQj = jQS) jPQj = jAQj jBQj. Vyu¥ijuc
toho, ¥ep® = aba ¢ = cd, mé¥eme upravi» vyragc p)(p d)=(qgq a)(b q) na(ac

bd(bc ad)=0. Nakopko sa priamkyAB a CD pretinaja mimo tvoruholnika ABCD ,
plati b > a a c > d, alebo obe nerovnosti platia opaene. Pretdoc ad 6 0, a teda musi

plati» ac bd=0, t‘ai%e?1 = 3 Eo je ekvivalentné tomu, %eBC je rovnobe¥né 4D .

3.7 (Miroslav Dudik) Ak chceme, aby bolaD-re»az daného éisla éo najdlihtia, musi by»
podiel éiselxi+1;Xx;, pre05 i 5 d 1 prvoeislo. (Ak by to bolo éislo zlo¥.ené, ktoré sa da
zapisa» ako sutein dvoch éisel vaélich ako 1, mohli by sme tite»az preda¥.i» aspoo o jeden
eélen, €o je spor s predpokladom jej maximality.) Maximalnouda¥koD -re»aze bude teda
maximalny poéet prvoéisel, ktorymi m6¥%eme dané éislo deb»dostaneme elte celé éislo.
V nalom pripade dostavame:

20 12™ 1994 =22k gk 22m gm 9N gg = p2k+2mEn gm gk ggpn-

Maximalna da¥kd -re»aze teda j&2k +2m+ n+ m+ k+ n =3k +3m+2n. Poéet tychto
D-re»azi uréime ako poeet roznych postupnosti podieloﬁy_—l. Poéet tychto postupnosti
viak u¥% ureime jednoducho, je to poéet permutaclk +2m +n dvojok, m trojok, k patiek
am 997-iéiek. To viak je :

_ (Bk+3m+2n)!
P= 2k +2m + n)lkimin!

©tvrta séria

4.1 (Tamas Varga a Martin Domany) Jednoduchym vypoétom overime, ¥4&®)(z) z™".
Nech p je peridda éislaz. Potom pre ka¥.dé prirodzené éisla plati, %ef ("P)(z) = z.
Naozaj:

n -krat { at

zf
f(np)(z):zm”":zmp PT® P _ mPmPiimP.

Obratene, nechk je také eéislo, %d (K)(z) = z. Potom uréite k = p, a teda existuju

prirodzené éislan; s;s < p, také, %k = np+s. Potomalef K (z)= zm" """ = zm"* ™ =
= z™° = z. Preto¥es < p, musi plati», ¥%e = 0. Dokézali sme, ¥%& ) (z) = z prave vtedy,
kei k= n p pre nejaké prirodzenén.

Ak ma éislo z periodu 1995musi preo plati»:

1995 1995

z" = z; t.). z"
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Tato rovnica ma v obore komplexnych éiseim!®®® 1 rieteni tvaru:

- oi 2k H 2Kk . - 19 -+ -m1995 .
Zk_SInW-FICOSW’ k—1,2,...,m 1

Medzi nimi su vtak také éisla, ktorych peridda je mentia ako1995 v ka¥sdom pripade
viak musi deli» éislo1995 Toto eislo delia prvoéisla3;5;7;19 a samozrejme jednotka.
Poéet komplexnych éisel s periédou jedna j@(1)= m 1, s periddou3 je P(3) = m?3

1 P(1)=m® m,speribdou5jeP((B)=m> 1 P({1)=m®> m, ati, s periodou
15je P(15)=m® 1 PG5B) P@B P@A)=mP»=m> m3+m, ati.

Takymto postupom by sme sa dostali k éislu

P(1995) — m1995 m665 m399 m285 m105 + m133 +

19 7 5 3

+ m95 + m57+ m35+ m21+ m15 m m m

m° + m;

poétu komplexnych eisel s periédou 995

4.2 (Michal Bajcsy a Daniel Parto!) Najprv najdime geometrické miesto bodov Pa
takych, %e obsahy trojuholnikovDAP 5, a ABP o su rovnaké. Oznaeme ; = 9 DAPa
a 2= 9BAP,. Potom pre obsahy platijPaoAj jADj jsin 1j= jPaAj JAB] jsin ;j, éi%e
JADj jsin 1j = jABjjsin 3j. Kei%ejAD], jAB | a uhol DAB su pevné velieiny, huadanym
geometrickym miestom je dvojica priamok, ktoré prechadzaji bodom A. Stred UseekyDB
vyhovuje podmienkam kladenym naP,, preto jedna z tychto priamok prechadza stredom
DB, nazvime ju ta. Druha priamka je rovnobe¥na 8D, nazvime jura.

Ak ma bod P spaoa» podmienky Ulohy, musi le%a» bui ria , alebo nary pre ka¥.dé
X 21 A;B;C;D g. Rozoberieme jednotlivé pripady:

1) Bod P le%i nda, tg, tc, tp. Predpokladajme, ¥%da 6 tc. Potom ta \ tc = Sgp ,
kde Sgp je stred useekyBD . Teda P = Sgp atg = tp. Z toho vyplyva, ¥%e aspoo jedna
z uhloprieéok deli tvoruholnik na dve obsahom rovnaké éast

2) P le¥i nata, tg, tc, I'n . Ak ta = tc, tak tAjer, kde ta 6 rp, Spor. Ak tp 6 tc,
tak P = Sgp 2rp, spor. Tento pripad teda nemb%e nasta».

Kei%erajjrc argjjrp, zostava posledny pripad:

3) P le¥i nda, tg, rc, rp. OznaémeS = AC\ BD a S°bod na UseékeP C vzdialeny

1B2] od P (taky bod existuje, kei%e DB jirc a ACjjrp). Trojuholniky ACP a SS®P sU
ACj _ jSSY ‘.%jASj+ jiSCj _ jCSj

CPj — js®j “°iDsSj  ~ L(jBSj+ jSDj)’
Po prenasobenijASj jBSj+ jCSj jBSj+ jBSj jCSj= jCSj jDSj. Ak = JASD, tak
jASj jBSj jsin j+ jCSj jBSj jsin j+ jBSj jCSj jsin j=jCSj jDSj jsin j. Ei%e
uhloprieéky rozdelia dany tvoruholnik na tyri trojuholn iky, z ktorych jeden je obsahom
taky vepky ako ostatné tri spolu. Z bodov 1 a 3 je zrejmé, %e pia¥sdy tvoruholnik
existuje nanajvy! jeden hpadany bodP.

rovnopahlé, a teda podobné. Pret(%
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4.3 (Eugen Kovae) Oznaeme si sykorky éislicamil; 2;:::;9;0. Zapis K(az;az;:::;an)
bude znamena», ¥e sykorkas; ay;::: ;a, sedia na jednej kru¥anici.

Lema 1. Existuje 5 sykoriek sediacich na jednej kru¥snici.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, %e %iadnych 5 sykoriek nesedi ndnjg kruanici.
Bez ujmy na v'eobecnostiK(1;2;3;4) a K(5;6;7;8). Z patice 1;2;3;9;0 tyri sykorky
sedia na kru%anici. AkK(1;2;3;9), tak aj K(1;2;3;4;9), spor. Obdobne sa doka¥se, ¥%e
nemdo¥se byK(1; 2; 3; 0). Tak¥%e mo¥sme predpokladd(l;2; 9; 0).

Uva%aujme teraz paticu2; 3; 4; 9; 0. Nutne K(3;4;9;0) (Mubovouna ina tvorica by si u¥%
vynutila aj piatu sykorku na jednej kru¥snici). Podobne z5;6;7;9;0 mame K(5; 6; 9; 0),
az6;7;8;9;0tie¥K(7;8;9;0). Patica 1; 3;5; 9; 0 si vynucuje K(1; 3;5;9) aleboK(1; 3; 5; 0).
Bez ujmy na vieobecnosti, nechK(1;3;5;9). Patica 1;3;7;9;0 si vynucuje K(1;3;7;0),

a napokon patica3; 5; 7; 9; 0 nedava %iadnu mo%znos» tvorice, ktora by si u¥ nevynucovala
pa» sykoriek na jednej kru¥anici.

Lema 2. Aspoo 9 sykoriek sedi na jednej kru¥asnici.

Dokaz. Nechl;2;3;4;5 sedia na jednej kru¥anici (md¥sme to predpoklada» na zakladenly
1). Staei ukaza», ¥%e aspoo jedna zo sykorigk’ sedi na tej istej kruanici. Predpokladajme,
Yae nie.

Uva%aujme paticul; 2; 3;6;7. Potom bui K(1;2;6;7); K(1;3;6;7) alebo K(2;3;6; 7).
Bez ujmy na vleobecnosti, nechK(1;2;6;7). Teraz uva¥ujme péticu3;4;5;6;7. Opé»
bez ujmy na vteobecnostiK(3;4; 6; 7). E'te uva¥aujme paticul; 3;5;6;7. Ak K(1;3;6;7),
tak K(1;2;3;6;7), a tie¥aK(1;2;3;4;5;6;7), spor. Podobne nemb63e by» aHi(1;5;6;7),
ani K(3;5;6; 7). Potom ale bui K(1;3;5;6) aleboK(1;3;5;7), ei%e bui sykorka 6, alebo 7
sedi na kru%anici spolu 4; 2; 3;4; 5.

Kei¥e zrejme mo¥se by» 9 sykoriek na jednej kru%anici a desiatgpa, odpover je 9.

4.4 (Peter Macék a Martin Pal) Predpokladajme, %@; P; Q su tri rozne body. Oznaeme
S1; S, stredy kru¥anic opisanycht ABP; 4 CDP (obr. 35).

Vyjadrime si teraz vepkos» pravouhlého priemetu Useéky, P

| .
na priamku BD: d; = B2, preto¥.eS; le%i na osBP ;

! o
na priamku AC: d, = 221

= -, preto¥seS; le¥ai na osAP .

|
Rovnakou Gvahou uréime da¥zky priemetov UseekyS, na priamku BD :

ds = @ jDTPj, preto¥.eO le%ai na 0sBD, S, le¥%i na osP D a hpadana vzdialenos»
je vzdialenos» paty kolmice z boduO do bodu D bez vzdialenosti paty kolmice zS, od

bodu D. Po jednoduchej tprave: d3 = 1820 PP1 = BRI

| . . . . .
Obdobne pre d&¥%ku priemet®S, na priamku AC: d4 = A1 CP1 = 1A2]
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Zistili sme teda, %ed; = d3 ad; = d4. Z toho ale vyplyva , %g§S;:Pj = jOS;j (obr. 36).

| |
BD a AC su toti% r6znobe¥né priamky a v danej rovine m6¥%eme zaviedsadnicovl
sUstavu, v ktorej su prave tieto dve' priam'ky slradnicovymi csami. Potom su da¥sky,; do

, resp. ds; d4 sturadnicami vektorov'S;P a'OS,; kei¥%e maju obe suradnice rovnaké, musia
ma» rovnakl da¥zku a zaroveo musia by» rovnobe¥né.

Obr. 35 Obr. 36

Uplne analogicky sa dokéaze, 38 Pj = jOS;j. Preto s trojuholniky S;S,P a S,S,0
|

zhodné. Z toho vyplyva, %.e vzdialenos» bodD od priamky S; S; je rovnaka ako vzdialenos»
bodu P od tejto priamky.lPreto%e bodQ je osovo sumerny s bodonP podua 0siS; S,,

tak aj jeho vzdialenos» 0dS; S, je rovnaka ako vzdialenos>P od tejto priamky. Z toho u%
ale vyplyva, %e0Q k $;S,. Preto¥se bodyP; Q si osovo sumerné podyd; S, (vyplyva to
napriklad z toho, ¥%e4 $:S,Q = 4 S;S,P podua vetyssy, tak PQ ? $;S;.

TedaOQk $:S, a$1S,? PQ=) 0Q? PQ.

4.5 (Jan Babepa) Mame sustavu rovnic :
(2A + B)

4
x?+y?+ z2 = (13a)%

x?(Ax2 + By?) + y2(Ay? + Bz?)+ z?(Az? + Bx?) = (13a)*:

Dosaime za (13a)? z druhej rovnice do prvej. Po jednoduchych Upravach dostanme
ekvivalentnu sustavu rovnic :

(2A B)(x*+ y*+ z*  2x%y?  2y?72  27%°x%)=0;

x?+ y?+ 72 = (13a)%

Ak B =2A, potom je prva rovnos» splnena a druh& ma rielenie v obore prodzenych
eisel :x =12a;y=4a;z=3a.

120



Ak B 6 2A, m6%me prvu rovnicu vydeli» tymto elenom. Bez ujmy na vieolmosti
potom moé¥seme predpoklada», ¥se platE y = z. Teda postupnymi Upravami dostavame

(x*+ y*+ z* 2x%y? 2y?72 27°x%) =0;
(x2+y? zZ2+2xy)(x2+y? z? 2xy)=0;
(x+y+2z)(x+y 2z)(x y+2z)(x y 2z)=0:

¥ahko vtak nahliadneme, %e pre prirodzené éislgy;z (ak x = y = z) musi plati» :
(x+y+2)>0; (x+y 2z)>0; x y+2z)>0:

Teda jedind mo¥unos», ktord nam zostala jex = y + z. Dosaime tuto rovnos» do druhej
rovnice systému. Dostavame :2(y? + yz + z?) = 13a2.

Nechy = y;D az = z;D, kde D je najvaeli spoloény deliteyy a z a y1;z; st vhodné
prirodzené éisla. Potom zjavneD deli aj parametera a mo¥ano zavies» oznaeerde= a;D,
pre vhodné prirodzenéa;. M6¥eme teda nalu rovnos» upravi» na tvar 2(y? + y1z; +
+ z2) = 13a2. Potom pava strana rovnice mé%e nadobulda» iba zvylok 2 po el tyrmi,
ale prava iba zvy*ky 0 a 1 po deleni tym istym éislom. Teda rovita nema rietenie v obore
prirodzenych eisel. To znamen4, %e v pripad® 6 2A nema dand sustava rovnic rielenie.
B = 2A je teda nutnou aj postaéujucou podmienkou existencie rielgia systému rovnic
v obore prirodzenych éisel.

4.6 Najprv rozoberieme pripad n = 3k, kde k je nejaké prirodzené éislo. Oznaéme
n-uholnik A;A; ::: Az, uhloprieeky zvoume:

Ai1As 5 AlAs ;) A3As; (1)
A1As 5 A1Ag  ; AdAs; (2)
AlASm , AlASm +2 , ASm Asm+2; (m)
A1A3k 3 A1A3k 1 A3k 3As3k 1; (k-1)
Uhloprieeky v (1), (2), :::, (k-1) tvoria trojuholniky s jednym vrcholom A;. Na! »ah

mob%se vyzera» takto: zaéiname Aj, postupne prejdeme vietky trojuholniky z (1){(m),
a nakoniec prejdeme stranyn-uholnika.

Teraz rozoberme pripad, kei n nie je deliteuné tromi. Dok&¥.eme, e pre ¥iadne
nedelitepné tromi nemo¥no uhloprieéky danym sposobom vys. Dokaz prevedieme Uplnou
matematickou indukciou poduan.

Prvy krok Pre n =4 je tvrdenie trivialne.
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Druhy krok Nech tvrdenie plati pre vietky k < n. Mo%¥eme predpokladaw = 5.
Oznaeme opam-uholnik A1A :::A,. Predpokladajme, %e je rozdeleny 3 uhloprieékami
tak, ¥%e po¥aadovany »ah sa da nakresli». Potom:

( ) Z ka¥%dého vrcholu musi vychadza» parny poeet uhloprieéok.

Navyle, kei¥sen-uholnik je rozdeleny na trojuholniky, musi existova» taképrirodzené
eisloi, ¥%eAjAi+> je medzi uhloprieekami. Bez ujmy na vieobecnosti, nech je tAA;As3.
Podpa () elte aspoo jedna uhloprieekaA1As vychadza zA1, kde s je vhodné prirodzené
eislo. Napriklad zvoumes tak, aby bolo najmentie mo¥né. Zrejmes > 4 a s 6 0 (inak
by ( ) nemohlo by» splnené preAs; alebo A;). Potom A;A3; a A;Ag sU dvoma stranami
jedného z trojuholnikov, na ktoré je n-uholnik rozdeleny. Samozrejme, tre»ou stranou je
A3As. Kei¥es > 4, aj tato strana je uhloprieekou n-uholnika. Zvy*nych n 6 uhloprieéok
rozdepuje mnohouholnikyA;1AAz; A3A4As::: Ag; AsAs+ @i Ap na trojuholniky. (Opa»
samozrejme z ka¥.dého vrcholu vychadza parny poeet uhlopgiek !) Podpa indukéného
predpokladu ma ka¥ady z tychto mnohouholnikov poeéet vrcholo delitepny tromi. Len¥e
tieto poéty st 3;s 2an (s 2)aichsueetjen+ 3, eo nie je deliteuné tromi. Preto
nie je deliteyné tromi aj jedno z eises 2, n (s 2), a teda tvrdenie pre jeden z tychto
mnohouholnikov neplati. To je vtak spor.

4.7 (Eugen Kovae)

NechA 2 E(X) je taka mno%iina, pre ktoru jef (A) maximalne. Ak existuje viac takych
A, vyberme td, pre ktoru jAj (poeet prvkov mno¥inyA) je minimalny (ak je takych stale
viac, vyberme pubovounu z nich). PotonP = A; Q = X A je po¥adovanym rozdelenim.

Aktoti%T 2 E(X A),potomA\ T = ; atedaf (A) =f(A[ T)=f(A)+f(T) 1995
z eoho dostavamd (T) 5 1995

Ak S2 E(A);S6 ;,takaj S°= A S 2 E(A) (A aj S maju parny poeéet prvkov).
Zrejme S°6 A; SO A, ¢i%,gSY < jA|j, a teda vzhpadom na vopbA musi plati» f (S9 <
<f (A). Zaroveo S| S°= A, atie¥sS\ S°= ;. Z toho u% vyplyva, ¥%e

f(A)= f(S[ SO =f(S)+ f(SY 1995<f (S)+ f(A) 1995
a tedaf (S) > 1995
Piata séria

5.1 (Eugen Kovéaé) Dokazujme dané tvrdenie matematickou indukciou:
Prvy krok Nechn =2, x1 5 Xx,. Potom 05 (X, x1)3. Z toho:
(X2 x0)’(1+x1)5 (X2 Xx1)’(1+ x2);

(X2 x1)° (x2  x1)°
1+ x)@+ x2) @+ x1)*

Odtiap: ,
X1 X2 X2 X1 (X2 X1)

1+x2  1+X1  (1+ x;)?
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2 2
1+X1+1+X252+(X1 X1)2+(X2 X1)2
1+ X, 1+ x, (1+ Xl) (1+ X]_)

Rovnos» nastava prave vtedy, keix; = x», éim sme dokazali prvy indukeny krok.

Druhy krok Nech nerovnos» plati pre vietkyn-tice nezapornych eisel. Uka¥sme, ¥se plati
aj pre pubovounn + 1) -ticu. Uva%ujme pubovoun(n + 1) -ticu eiselX1;X2; % ; Xn; Xn+1 -
Nech x; je najmentim spomedzi tychto éisel. Potomx,; = a. Podua indukéného predpokce
ladu plati nerovnos» :

2 2 2
1+ 1+ X 1+ X 1+ X X + (X + i+ (X
a+ 2, n 1, n5n+(l a)“+(x2 a (xn @,

1+x, 1+x3 1+ Xx, 1+a (1+ a)?

Staei ukaza», e plati:

1 + Xn + l + Xn+1 1 + Xn (Xn+1 a)2

+1:
1+ Xp+1 1+a 1+a 1+ a)?

Uvedieme postupnos» ekvivalentnych nerovnosti. NecB5 a5 b;05 a5 c. Potom:

})cbc agc ac a
a c a a a '’
1 2

1. (c a?

c

c b5c¢c a a 05 -5

'_‘Ollﬂ

b a2

2
E+P E)51+(C 3)
a ¢ a a?

Rovnos» nastava prave vtedy, keia = b= c. Tymto sme vlastne z predpokladu0 5 a+
+15 x,+1;05 a+1 5 xn+1 +1 dostali po¥sadovant nerovnos», a tym aj cely druhy
indukény krok.

5.2 (Eugen Kovéeé) Uka¥eme, ¥e existuje taka tabupka, ktord sa popisanou op&a
po ¥iadnom koneénom poéte krokov nezmeni na tabupku so samyednotkami.

+ [+ [+ [+ + +
+ [+ [+ + + [+
+ [+ + ||+ |+ +
+ + + [+ [+
+ [+ [+ ||+ ]+ ]+ ]+
+ + + [+ [+
+ [+ + ||+ |+ +
+ [+ [+ + + [+
+ [+ [+ [+ + +

Uva%ujme tabupku, ktord ma v strednom polieku (piate poliék v piatom riadku) 1
a vo Vv'etkych ostatnych +1. Tato tabupka bude zrejme po pubovopnom poéte operacii
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simerna podpa piateho riadku aj podpa piateho stapca. Ak je polieko v piatom stapci,

potom eislo vpavo odP a éislo vpravo odP suU rovnaké. Preto je ich suéin 1. Aviak

v tejto tabupke po pubovopnom poéte operacii nemaju na piagyapec vplyv ostatné stapce.
Teraz staéi iterova» samostatne len piaty stapec, ktory sadadruhej iteracie zaéne opakova»
s periédou 6, prieom v ka¥dej iteracii je v tomto stapci aspoedna 1.

V tabupke mo%zno vidie», ako prebieha zmena znamienok v piatstapci. Ka¥.dy stapec
predstavuje jednu iteraciu.

53 Plati "+a, 1 " 1+ :::+a + a;=0. Prendasobenim élenom 1 dostadvame
"l =1 a 1) "+(an 1 @ 2) " t+iii+(a a) + ao
Kei¥e vietky koe cienty na pravej strane su nezaporné, plat
P 5@ an )i "+(an 1 an 2j " T+t (ar a)j [+ an
Z toho, %¢g j = 1 mo%no zhora ohraniéi» pravl stranu nerovnosti vyrazom
J "1 an D+ (a1 @ )+ it (ar @)+ al=j "
Mame teda nerovnoss "' 5 j j", odtiapj j5 1, pretoj j=1. Potom
"= an 1) Miti@n 1 an 2) " Y+ iiitj(an @) j+ jag:
Preto¥seag je kladné reédlne éislo, su aj eisla
"@ an )" (@1 a2 "N i (a1 a)
nezaporneé realne. Z toho u¥% potom okam%ite vyplyva

"= =gttt =1

5.4 Na obr.37 vidime, ¥%e graf so zadanymi vlastnos»ami mo¥.e méa»hfan. Uka¥me,
Yse je to najvyi mo¥uny poéet. Predpokladajme, ¥%e existupky vyhovujaci graf, ktory
ma& aspoo 12 hran (zrejme mbé¥%me predpoklada», ¥e ich ma préa2e INech A je vrchol
maximalneho stupoan. Potom n = 3. Nech A susedi sB;;B»;:::;By, zvyné vrcholy
oznaemeCy;C,;C; . Ak C; alebo B; je spojeny s dvomi roznymi vrcholmi B; a By,

potom tri z nich spolu s A tvoria tvorcyklus. Preto je v grafe nanajvy?! b§C hran typu

17n

9 - Teraz mo¥ano

BiB; a7 nhrantypu B;C;. Hran typu C;C; je evidentne nanajvy
zhora odhadnu» celkovy poeet hran v grafe eislom

7 n

f(n)= n+ bgc+(7 m+

Teraz vtak f (5) = f(6) = f(7) =10 < 12 kym f (4) =12.
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Ak n = 4, su v grafe postupne prave 2, 3 a 3 hrany typuB;B;, B;C; a CC;.
Bez ujmy na vieobecnosti mé¥sme predpokladax», Bigje spojeny sB,, B3 sBsaCy;Cy; Cs
sU spojené navzajom. ®iadne B-eiek nemo6¥e by» spojené s dvor@i-ekami (inak by
vznikol ttvorcyklus). Preto su tri B-eka spojené s roznymiC-ékami. Avtak B; a B, alebo
B3 a B4 vytvoria tvorcyklus s dvomi C-ékami. Preto takyto graf neexistuje.

Obr. 37

Pre n = 3 su vletky vrcholy stupoa 3. Kei%ef (3) = 14, v tomto grafe mé%au by»
nanajvy* 4 hrany typu C;C;. Odtiap plynie, %e musia by» po rade prave 3 a 4 hrany
typu BiBj, BiC; aC;C;. Naviac, jedno zC-eiek je spojené z inymi tromi. Odtiap vyplyva,
Yse inéC-eko je spojené s dvomB -ékami, a teda vznikol tvorcyklus s A. Zrejme pripad
n =2 nema zmysel diskutova.

5.5 (Martin Pal) Dany rekurentny vz»ah
an +1 = 3 an 3an 1 + an 2 (1)

zrejme spolu s prvymi tromi élenmi jednoznaéne uréuje postonos». Teraz si viimneme,
Yse ak hpadama, v tvare

an=n?+n+ ; (2)

vyhovuje takato postupnos» rekurentnému vz»ahu (1). Trebaelte splni» zaeiatoéné podce

. . L, o ] , a 2a;+ Qo
mienky na ag; a;; a;. Rielenim sustavy linearnych rovnic dostavame = ———|

2
= W, = ap. Dosadenim vz»ahua, =2a; ag+2 do posledného dostavame:
=1, =a a 1 = a. Tedaa, = n?+ n + . (Kei%e postupnos» je uréena

jednoznaéne, je to jej jediné mo%né vyjadrenie.)

lalej vieme, %e druhé mocniny celych éisel davaji po deleniyrmi zvy'ky 0 a 1. Aby
a, bolo pre nejakén tvorcom, musi by» (pomocou Uvahy modulo 4) deliteuné dvomi.
Polo¥%sme = 2k. Potom a, = n2+2kn+ = (n+ k)> k®>+ =(n+Kk)?2+1, pre
nejaké pevné celé éisld, nezavislé nan. Ak | je kladné, tak pahko najdeme takem, %.e
(m+ k+1)2> (m+ k)2 + I, a preto sa nem6%u nachadza» za sebou v postupnosti dva
tvorce (to protireei zadaniu). Ak by bolo | zaporné, podobne existujem takeé, ¥e(m +
+k 1)>< (m+ k)?+ | a z podobnych dévodov dostavame spor. Preto musi byb= 0,
atedaa, = (n+ k)? pre vhodné celék.
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5.6 (Peter Macak) Oznaéme rovnice v zadani po rade (1) a% (4). Do (4) dosadime=1:
f(zizy)= 2F (Ly) = 2*y; (5)

(nakoniec sme pou%iili (2)). To znamena, ¥e pre vietky2 hO; 1i je f (x;0) = f(xz;z) =
=z 0=0. Opecialne
f(0;0)=0: (6)

Pre vietky ostatné 1= X = Y = 0;x 6 0 plati
f(X;Y)= XX 1y; 7)
preto¥.eY sa da zapisa» aka X, kde z 2 hO; 1i a mo%¥no teda pou%ai» (5).
Podobne ak do (4) dosadime zg =1, tak mdé¥sme odvodi» prd = X =Y = 0;C 6 0:

fY;X)= XX 1y: (8)

Zo (7) a (8) potom vyplyva, ¥%e pre vietkyl= X =Y = 0;X 6 0 plati
fX;Y)= f(Y;X)= XKk 1 (9)

Tymto sme jednoznaéne de novali funkciu f (x;y) na intervale H0; 1i h O; 1i, pre danék.
Teraz budeme predpoklada», %#& = x = y = z > 0. V podmienke (3) potom bude:
f(x;y)= xK ly, f(y;2)= yk 1z. Preto ma plati»

f(x* ly:z)= f(xy* 12): (10)

Vzhpadom k (6), (9) je zrejmé, ¥%e nezale¥i na poradi zlo¥uekdie f (x;y), ale iba na tom,
ktoré z éiselx;y je mentie. V podmienke (10) md¥seme pre ka¥al® ho; 1i dosta»xX ly =
= z;x = y* 1z. Potom

k 1gk 1,

2
k 1gk 1, =y x(k DT okt

(Xk ly)k lZ = X
x (K 1)2yk 1, =
Ak by tato rovnos» platila pre vietky x 2 hO;1li (pre pevné x mo¥no jednoducho zvoli»
y;z také, aby platilo x* 'y = z; x=y* 1z, staéi voli» dostatoéne malé&), tak sa musia
rovna» exponenty(k 1)2=k 1, preto k =1;2. Iné k preto nemd¥au vyhovovas.

Prek =1 jef (x;y) =min( X;y) a zrejme su potom splnené vtetky podmienky (1) { (4).
Prek =2 je f(X;y) = Xy a opé» su splnené vietky podmienky (1) { (4).
Uloha ma dve rietenia.

5.7 (Martin Pal) Zo zadanej nerovnosti po dosadenx = y dostavame: f2(x) 5
5 2% (%) ) f(x) = 0, pre vietky x 2 R* [f 0g. Pre x = 0 mame f?(0) 5
520°f(0)=0 ) f(0)=0. Teraz predepme danl nerovnos» vyrazorrty? :

f (X f(%) f() 1
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alebo (ak oznaéimey(x) = f)Ei‘)):

49(09(9) 5 9(5) + 9(3): ®

Po dosadenix = y do (1) mame:
X
26°(x) 5 9(5): ()

;1

Nech existuje eisloxg také, %ey(xo) = h > 1. Potom doka¥:eme, ¥axo, 2 ') = (2h) >

DoOkaz prevedieme Uplnou matematickou indukciou.
Prvy krok Prei =1: 2h2 5 g(xo2 1), plati (z (2)).
Druhy krok Nech

2

5l

@ 5590 27) ) @F5 252000 2)5 g 2 Y

2h)22 2 %5 glxo 2 ' Y

Teda mame _ . |
f(xo 2")=x3 22 2 1 nZ:

Zrejme?2' 2 1!1 prei!l ,tedaf(xg 2 ')!1 prei!l ,ei%epreo 2'! O,
€0 je spor so zadanim.

Preto plati g(x) 5 1, tedaf (x) 5 x? pre vietky x 2 hO;1 ).
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