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O priebehu 44. roèníka matematickej olympiády

Sú»a¾ s názvom Matematická olympiáda pre ¾iakov stredných azákladných ¹kôl
usporadúva Ministerstvo ¹kolstva a vedy SR v spolupráci s Jednotou slovenských matemœ
atikov a fyzikov. Sú»a¾ riadi Ústredný komisia matematickej olympiády (ÚK MO)
prostredníctvom oblastných a okresných komisií MO.

Cieµom sú»a¾e je vyhµadávanie ¾iakov talentovaných v matematike, prebúdzanie a podœ
pora ich záujmu o òu, rozvíjanie ich matematických schopností a ich vedenie k samostatnej
tvorivej èinnosti. V ¹kolskom roku 1994/1995 sa uskutoènilu¾ jej 44. roèník. Matematická
olympiáda na Slovensku je nasledovníkom rovnakej sú»a¾e v bývalom Èeskoslovensku
a dodnes má spoloèné úlohy s olympiádou v Èeskej republike.

Ústredný výbor MO pracoval v zlo¾ení, v ktorom bol na návrh JSMF menovaný
Ministerstvom ¹kolstva a vedy SR. Predsedom ÚK MO bol Doc. RNDr. Tomá¹ Hecht,
CSc., z MFF UK v Bratislave. Ïal¹ími èlenmi Ústrednej komisi e matematickej olympiády
boli:

RNDr. Juraj Balázs, PF UPJ© Ko¹ice,
RNDr. Andrej Blaho, MFF UK Bratislava,
RNDr. Jaroslava Brincková, UMB FHPV Banská Bystrica,
RNDr. Vladimír Burjan, Bratislava,
RNDr. Milan Cirjak, Metodické centrum Pre¹ov,
RNDr. Pavol Èernek, CSc., MFF UK Bratislava,
Mgr. Milan Demko, PedF UPJ© Pre¹ov,
Mgr. Vojtech Filín, Gymnázium Trenèín,
RNDr. Jozef Fulier, CSc., Vysoká ¹kola pedagogická Nitra,
RNDr. Milota Hilková, Z© Jilemnického Revúca,
PhDr. Oto Klosterman, M©aV SR Bratislava,
Richard Kollár, MFF UK Bratislava,
Mgr. Jozef Mészáros, Gymnázium s vyuè. jaz. maï. Galanta,
Vlasta Michálková, IUVENTA Bratislava,
RNDr. Gabriela Monoszová, UMB FHPV Banská Bystrica,
Prof. RNDr. Jozef Moravèík, CSc., V©DS ®ilina,
Doc. RNDr. L'udovít Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,
PhDr. Milan ©èasný, CSc., Z© Za kasáròou Bratislava,
RNDr. Juraj Vantuch, CSc., PedF UK Bratislava,
Mgr. Dagmar Vongrejová, Z© Moskovská ®ilina.

Èlenmi ÚK MO boli aj predsedovia oblastných výborov MO:
Prof. RNDr. Ondrej ©edivý, CSc., Vysoká ¹kola pedagogická Nitra,
Doc. RNDr. Vojtech Bálint, CSc., StF V©DS ®ilina,
RNDr. Bo¾ena Miháliková, CSc., PF UPJ© Ko¹ice,
RNDr. Pavol Mäsiar, Metodické centrum Bratislava.
V priebehu 44. roèníka MO sa konalo jedno plenárne zasadanieÚK MO a 4 zasadania

Predsedníctva ÚK MO. Prejednalo sa hodnotenie priebehu sú»a¾e, organizácia ïal¹ích
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kôl, zabezpeèenie prípravných sústredení pred medzinárodnou matematickou olympiádou
(MMO) a prípravy sú»a¾ných úloh a zároveò nové stanovy sú»a¾e. Tie boli na jednom
zo zasadaní aj prijaté. S ich prijatím sa zmenil názov Ústredného výboru (ÚV MO)
na Ústrednú komisiu MO, rovnako sa zmenili názvy oblastnýcha okresných organizaèných
¹truktúr. Organizácia sú»a¾e zostala naïalej zachovaná, jedinou zmenou je zavedenie
praktickej èasti pri poèítaèi v jeden z dní III. kola v kategórii P. Prípravu úloh pre kategórie
A, B, C zabezpeèovala Úlohová komisia MO, pod vedením Doc. RNDr. Jaromíra ©im¹u,
CSc. z MÚ ÈAV v Brne. Na dvoch zasadaniach, ktoré sa poèas rokauskutoènili v Jevíèku
a Bílovci v ÈR sa zúèastnilo jej 14 èlenov. Zo Slovenska sa na príprave sú»a¾ných úloh
podieµali RNDr. Pavol Èernek, CSc., Doc. RNDr. Tomá¹ Hecht,CSc. a Richard Kollár.
Garantmi výberu úloh v tomto sú»a¾nom roèníku boli

pre kategóriu A: Doc. RNDr. Jaromír ©im¹a, CSc.,

pre kategóriu B: RNDr. Pavel Leischner,

pre kategóriu C: RNDr. Jaroslav ©vrèek, CSc.

(Za zadaním ka¾dej sú»a¾nej úlohy je v zátvorke uvedené menoautora úlohy, príp.
meno navrhovateµa.)

Pre ¾iakov základných ¹kôl bola sú»a¾ rozdelená do piatich kategórií: Z4 { Z8,
ktoré boli urèené ¾iakom 4. a¾ 9. roèníkov Z© a im odpovedajúcich roèníkov viacroèných
gymnázií. Pre ¾iakov stredných ¹kôl a im zodpovedajúcich roèníkov viacroèných gymnázií
bola sú»a¾ organizovaná v ¹tyroch kategóriách: A,B,C a P. Kategória A bola urèená ¾iakom
3. a 4. roèníkov, kategória B ¾iakom 2. roèníkov a kategória Cbola urèená pre ¾iakov 1.
roèníkov stredných ¹kôl. Pre ¾iakov v¹etkých roèníkov bolaurèená kategória P, zameraná
na úlohy z programovania a matematickej informatiky. Talentovaní ¾iaci mohli po súhlase
svojho uèiteµa matematiky sú»a¾i» aj vo vy¹¹ej vekovej kategórii, ako im prislúchala. Týka
sa to aj ¾iakov Z©, ktorí tie¾ mohli sú»a¾i» v niektorej z kategórií A,B,C a P. Viacero ¾iakov
takúto mo¾nos» vyu¾ilo.

V kategóriách A,B,C má prvé kolo dve èasti. V prvej èasti sú»a¾iaci vypracúvavajú
rie¹enia 6 úloh doma, mô¾u sa pritom radi» so svojimi uèiteµmi, vedúcimi krú¾kov a pod.
Druhá èas» má formu klauzúrnej práce. ®iaci rie¹ia v obmedzenom èase 4 hodiny 3 úlohy.
Úspe¹ní rie¹itelia prvého kola sú pozvaní do druhého (oblastného) kola sú»a¾e, kde rie¹ia
4 úlohy v èasovom limite 4 hodiny.

V kategóriách B,C týmto kolom sú»a¾ konèí, ale v kategóriáchA a P sa koná e¹te tretie
(celo¹tátne) kolo. Tento rok doò bolo pozvaných v kategórii A 40 najlep¹ích a v kategórii P
25 najlep¹ích rie¹iteµov z druhých kôl sú»a¾e príslu¹nej kategórie podµa poradia zostaveného
po koordinácii bodového hodnotenia. Vlastná sú»a¾ je rozdelená do dvoch dní. V kategórii
A rie¹ia sú»a¾iaci ka¾dý deò tri úlohy v èasovom limite 4 hodiny, v kategórii P v rovnakom
limite prvý deò 2 teoretické a druhý deò tri praktické úlohy, èo je tohtoroèná novinka.
V novom ¹kolskom roku sa zavádza praktická èas» aj do domáceho kola a perspektívne sa
uva¾uje aj o jej zavedení v kole oblastnom. Táto zmena vedie klep¹ej príprave sú»a¾iacich
na medzinárodné sú»a¾e, ktoré prebiehajú u¾ niekoµko rokova vyskytujú sa na nich zväè¹a
úlohy práve tohto typu. Rovnako tak aj vyhodnocovanie sú»a¾ných programov prebiehalo
automaticky, testovaním na niekoµkých súboroch vstupnýchdát.
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Celo¹tátne kolo 44. roèníka sa uskutoènilo v Bratislave v dòoch 23. { 26. 4. (kat.
A) a 26. { 29. 4. 1995 (kat. P) v zariadení IUVENTY. Na zabezpeèení sú»a¾e, vrátane
spoloèenského programu, sa obetavo podieµali pracovníci usporiadajúceho Centra voµného
èasu IUVENTA a pracovníci a ¹tudenti Matamaticko-fyzikáln ej fakulty UK v Bratislave.
Za v¹etkých menujme aspoò predsedu ÚK MO Doc. RNDr. Tomá¹a Hechta, CSc., a
Richarda Kollára z MFF UK a Vlastu Michálkovú a Mgr. Branisla va Hladkého z IUœ
VENTY.

Dvanás» najúspe¹nej¹ích rie¹iteµov III. kola MO bolo pozvaných na výberové
sústredenie pred MMO, ktoré sa konalo v dòoch 1. { 6. 5. 1995 v Bratislave. Na rozdiel
od minulého roèníka sa ho zúèastnilo v¹etkých 12 ¹tudentov. (V tomto ¹kolskom roku
termíny medzinárodných olympiád, z matematiky aj fyziky, nekolidovali, a preto bolo
mo¾né absolvova» obe. Podarilo sa tak vyhnú» sa problémom z minulého roka, keï boli
viacerí ¹tudenti nútení rozhodnú» sa len pre jednu z nich.) Na základe výsledkov tohto
sústredenia a výsledkov tretieho a druhého kola MO bolo na konci sústredenia vybrané
¹es»èlenné dru¾stvo, ktoré reprezentovalo SR na MMO. Pre toto dru¾stvo sa organizovalo
e¹te jedno prípravné sústredenie, a to v dòoch 19. { 23. 6. 1995 v bratislavskej IUVENTE,
a zároveò nás toto dru¾stvo reprezentovalo aj na prvom roèníku medzinárodného stretnutia
s Èeskou republikou, ktoré sa konalo v Jevíèku v Èeskej Republike. Tejto sú»a¾i ako aj
medzinárodnej matematickej olympiáde sú venované v tejto roèenke samostatné kapitoly.

Pre desa» najlep¹ích rie¹iteµov kategórie P bolo organizované v dòoch 8. { 13. 5. 1995
výberové sústredenie na MFF UK v Bratislave, po ktorom bolo na základe jeho výsledkov
a výsledkov III. a II. kola vybrané ¹tvorèlenné dru¾stvo, ktoré reprezentovalo SR na medœ
zinárodnej olympiáde z informatiky. Zo zvy¹ných úèastníkov sústredenia sa ïal¹ia ¹tvorica
zúèastnila na druhom roèníku Stredoeurópskej olympiády z informatiky. Správy z týchto
medzinárodných sú»a¾í nájdete v samostatných kapitolách tejto knihy.

Ïal¹ou pozitívnou zmenou v tomto roèníku MO bolo obnovenie kore¹pondenèného
seminára ÚV MO urèeného pre rie¹iteµov, ktorí bojovali o miesto v reprezentaènom tíme
na MMO. Aj tejto sú»a¾i je venovaná samostatná kapitola.
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Výsledky celo¹tátneho kola 44. roèníka MO
kategórie A

Por. Meno Roèník, ©kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. Súèet
1. Martin Pál 4 J.Hronca Bratislava 7 7 7 7 7 7 42
2. Ján Bábeµa 4 Po¹tová Ko¹ice 7 7 7 7 1 7 36
3. Patrik Horník 4 Gröss. Bratislava 7 7 7 0 7 7 35
4. Michal Kovár 4 Gröss. Bratislava 7 4 6 7 1 7 32

5.-6. Ivona Bezáková 4 Gröss. Bratislava 7 7 7 1 7 2 31
Vladimír Marko 2 J.Hronca Bratislava 7 7 7 1 2 7 31

7.-9. Ivan Cimrák 3 V.Okru¾ná ®ilina 7 7 7 1 1 7 30
Ivana Brudòáková 4 Kon¹tantína Pre¹ov 7 7 7 1 1 7 30
Peter Macák 4 J.Hronca Bratislava 7 7 7 1 1 7 30

10. Tamás Varga 3 Komárno maï. 7 5 7 2 1 7 29
11.-12. Ondrej Lonek 3 Gröss. Bratislava 7 7 7 7 - - 28

Radoslav Tausinger 4 J.Hronca Bratislava 7 6 6 2 0 7 28
13. Ladislav Szabó 4 ©amorín maï. 7 7 7 1 1 4 27
14. Ján Lipka 3 Gröss. Bratislava 0 6 7 3 1 7 24

15.-17. Boris Krupa 3 Gröss. Bratislava 0 7 6 1 7 1 22
Martin Domány 4 Michalovce 0 5 7 7 2 1 22
Slávka Jendrejová 4 Po¹tová Ko¹ice 7 0 7 0 1 7 22

18.-20. Dalibor Bla¾ek 4 Po¹tová Ko¹ice 0 7 2 5 6 1 21
Stacho Mudrák 3 J.G.Taj. B.Bystrica 7 3 3 0 7 1 21
©tefan Godi¹ 3 V.Okru¾ná ®ilina 0 7 6 6 0 2 21

21.-24. Andrej Komora 3 Gröss. Bratislava 7 0 7 0 1 5 20
Gabriela Mi¹unová 4 Párovská Nitra 7 0 7 1 1 4 20
Marek Ondík 3 Levice 7 0 6 1 5 1 20
Marek ©kereò 4 V.Okru¾ná ®ilina 7 1 2 0 7 3 20

25. Martin Plesch 3 J.Hronca Bratislava 7 7 3 0 1 1 19
26.-27. Daniel Párto¹ 3 Gröss. Bratislava 0 7 6 0 1 4 18

Miloslav Krajòák 4 Gröss. Bratislava 0 2 6 1 2 7 18
28. Zsolt Illés 4 Komárno maï. 7 0 4 1 1 4 17

29.-30. Ivan Ströhner 3 V.B.Ned. Prievidza 0 6 4 0 6 0 16
Peter Hasa 4 Gröss. Bratislava 7 0 0 5 0 4 16
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Por. Meno Roèník, ©kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. Súèet
31.-32. Juraj Majerský 3 J.G.Taj. B.Bystrica 1 1 5 0 1 7 15

Krisztián Sági 3 Komárno maï. 0 1 7 0 3 4 15
33.-34. Juraj Gottweis 3 Gröss. Bratislava 0 2 7 1 1 3 14

Marek ©virloch 3 Gröss. Bratislava 0 0 3 7 1 3 14
35.-36. Peter Satury 4 Gröss. Bratislava 2 0 4 0 0 4 10

Radovan Jendrál 4 Po¹tová Ko¹ice 0 2 6 0 1 1 10
37.-38. Martin Minich 4 Gröss. Bratislava 0 0 7 0 1 1 9

Miklós Mácza 4 Komárno maï. 0 0 7 - - 2 9
39. Martin Vojtek 3 Párovská Nitra 0 0 7 0 1 0 8
40. ©tefan Sivák 3 J.G.Taj. B.Bystrica 2 0 1 1 0 0 4

Prvých 10 sú»a¾iacich bolo vyhlásených za ví»azov a prvých 20 sú»a¾iacich za
úspe¹ných rie¹iteµov celo¹tátneho kola MO kategórie A. Úspe¹nos» jednotlivých úloh je
zaznamenaná v tabuµke.

poèet spolu èíslo úlohy
bodov 1: 2: 3: 4: 5: 6:

7 bodov 84 22 15 21 6 6 14
6 bodov 14 0 3 8 1 2 0
5 bodov 7 0 2 1 2 1 1
4 body 11 0 1 3 0 0 7
3 body 9 0 1 3 1 1 3
2 body 15 2 3 2 2 3 3
1 bod 46 1 3 1 13 20 8

0 bodov 54 15 12 1 15 7 4
Spolu 240 40 40 40 40 40 40
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Výsledky celo¹tátneho kola 44. roèníka MO
kategórie P

Por. Meno Roèník, ©kola 1. 2. 3. 4. 5. Súèet
1. Miroslav Dudík 2 Trebi¹ov 7 10 10 8 8 43
2. Martin Pál 4 Novohradská, Bratislava 9 8 9 10 4 40
3. Ján Svoreò 2 D.Tatarku, Poprad 2 9 10 10 6 37
4. Peter Lalík 4 Novohradská, Bratislava 8 8 6 4 8 34
5. Du¹an Bezák 3 Grösslingová, Bratislava 2 9 7 10 5 33
6. Martin Hajduch 2 Pova¾ská Bystrica 3 4 10 10 4 31
7. Martin Makúch 4 Novohradská, Bratislava 2 9 10 8 0 29
8. Peter Macák 4 Novohradská, Bratislava 5 8 6 8 0 27
9. Martin Irman 3 Grösslingová, Bratislava 5 8 5 5 0 23
10. Martin Domány 4 P.Horova, Michalovce 5 5 6 6 0 22

11.{12. Vladimír Marko 2 Novohradská, Bratislava 4 6 10 1 0 21
Peter Ga¹par 4 Bardejov 3 7 9 1 1 21

13.{14. Boris Krupa 3 Grösslingová, Bratislva 1 8 10 0 0 19
Eugen Mlynkoviè 3 Nové Zámky 0 7 7 4 1 19

15.{16. Peter Koleniè 3 Kon¹tantínova, Pre¹ov 2 8 8 0 0 18
Patrik Horník 4 Grösslingová, Bratislava 2 8 5 0 3 18

17. Zuzana Rja¹ková 2 Vranov nad Topµov 4 3 10 0 0 17
18. Peter Helcmanovský 3 Po¹tová, Ko¹ice 1 6 9 0 0 16
19. Peter Hronèek 3 Novohradská, Bratislava 1 6 8 0 0 15
20. Jozef Hatala 4 Metodova, Bratislava 1 9 4 0 0 14
21. Franti¹ek Èajko 4 Jána Hollého, Trnava 3 6 4 0 0 13
22. Ján Jamrich 1 Novohradská, Bratislava 2 6 3 0 0 11

23.{24. Ján Ko¹ický 4 Trstená 3 0 4 0 0 7
Peter Dirga 4 Kon¹tantínova, Pre¹ov 2 1 4 0 0 7

25. Michal Svoboda 1 Novohradská, Bratislava 0 2 4 0 0 6

Prvých 6 sú»a¾iacich bolo vyhlásených za ví»azov a prvých 12sú»a¾iacich za úspe¹ných
rie¹iteµov celo¹tátneho kola MO kategórie P.
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Najúspe¹nej¹í rie¹itelia II.kola MO
v kategóriách A, B, C, Z8, P

Z ka¾dej oblasti a z ka¾dej z kategórií A, B, C a P sú uvedení v¹etci úspe¹ní rie¹itelia,
príp. aspoò prvých 10 úspe¹ných rie¹iteµov. V kategórii Z8 sú uvedení v¾dy aspoò 8 najlep¹í
rie¹itelia. V kategóriach B a C ak nie je uvedené inak, sú v¹etci ¾iaci ¹tudentmi 2., resp.
1. roèníkov. Gymnázia zo zameraním na matematiku, ¹tudíjnyodbor 01 sú tieto:

Gymnázium Grösslingová, Bratislava,
Gymnázium Párovská, Nitra,
Gymnazium Veµká Okru¾ná, ®ilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banská Bystrica,
Gymnázium Alejová, Ko¹ice,
Gymnázium Po¹tová, Ko¹ice.

Bratislavská oblas»

Kategória A

1. Ivona Bezáková, 4, G Grösslingová
2.-3. Peter Macák, 4, G Novohradská

Michal Kovár , 4, G Grösslingová
4. Martin Pál , 4, G Novohradská
5. Boris Krupa, 3, G Grösslingová

6.-7. Peter Hasa, 4, G Grösslingová
Patrik Horník , 4, G Grösslingová

8.-9. Vladimír Marko , 2, G Novohradská
Martin Minich , 4, G Grösslingová

10.-12. Martin Plesch, 3, G Novohradská
Ján Lipka, 3, G Grösslingová
Daniel Párto¹ , 3, G Grösslingová

Kategória B

1.-2. Marián Ivanèo, G Grösslingová
Vladimír Marko , G Novohradská
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3. Ladislav Kovár, G Grösslingová
4. Jaroslav Kadubec, G Grösslingová

5.-7. Lucia Discantiny, G Grösslingová
Andrea Mesiarová, G Grösslingová
Martin Pekár , G Grösslingová

8. Ivan Klimo , G Novohradská
9.-11. Michal Bajcsy, G Grösslingová

Viktor Po¾gay, G Novohradská
Martin Va¹íèek , G Novohradská

Kategória C

1. Zuzana Slosarèíková, 8, G Grösslingová
2. Ján Kováèik, G Grösslingová
3. Vladimír Zajac, 7, G Grösslingová
4. Matú¹ Kala¹ , G Grösslingová
5. Barbora Volovárová, G Grösslingová

6.-9. Pavol Èerný, G Novohradská
Jana Fraasová, G Novohradská
Dávid Jablonovský, G Novohradská
Miroslav Vlaèek, G Grösslingová

10.-13 Michal Krajèoviè, G Novohradská
Lenka Litváková, G Novohradská
Bohuslav Straka, G Grösslingová
Peter ©efèík, G Grösslingová

Kategória Z8

1.-2. Juraj Olejník , Z© Ko¹ická
Martin ®ovic, G Grösslingová

3.-4. Kristína Èerneková, G Grösslingová
Richard Kraµoviè, Z© Karloveská

5. Vladimír Zajac, 7, G Grösslingová
6. Elena Szolgayová, G Grösslingová

7.-8. Jakub ©alamon, Z© Ostredková
Maro¹ Krivý , G Grösslingová
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Kategória P

1. Peter Macák, 4, G Novohradská
2. Martin Makúch , 4, G Novohradská
3. Du¹an Bezák, 3, G Grösslingová

4.-5. Patrik Horník , 4, G Grösslingová
Vladimír Marko , 2, G Grösslingová

7.-8. Martin Plesch, 3, G Novohradská
Ján Jamrich, 1, G Novohradská

9. Jozef Hatala, 4, G Metodova
10.-13. Michal Svoboda, 1, G Novohradská

Martin Pál , 4, G Novohradská
Boris Krupa, 3, G Grösslingová
Peter Lalík, 4, G Novohradská

Západoslovenská oblas»

Kategória A

1. Tamás Varga, 3, G maï. Komárno
2.-5. Ladislav Szabó, 4, G maï. ©amorín

Miklós Mácza, 4, G maï. Komárno
Marek Ondík, 3, G Levice
Martin Vojtek , 3, G Párovská, Nitra

6.-8. Krisztián Sági, 3, G maï. Komárno
Zsolt Illés, 4, G maï. Komárno
Gabriela Mi¹unová, 4, G Párovská, Nitra

Kategória B

1.-2. Mariana Reme¹íková, G Pie¹»any
István Szabó, G maï. Komárno

3. Peter Vallo, G Skalica
4.-6. Blanka Bögiová, G maï. Galanta

Zuzana Kalmárová, Obch. akadémia Veµký Meder
Ladislav Majthényi , G maï. Dunajská Streda

7.-9. Alexandra Gronská, G Skalica
Tomá¹ Jalsovszky, SP© Komárno
¥ubomír Schmidt, G Levice
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Kategória C

1. Andrej Zajíèek, G Párovská, Nitra

2.-4. Róbert Lenèé¹, G Párovská, Nitra
Ján Somorèík, G Párovská, Nitra
Michal Ulický , G Hviezdoslavova, Trnava

5. Ján Matu¹ka , G Párovská, Nitra

6. Ignác Esztergályos, G maï. Komárno

7.-10. Ján Koøenek, G Párovská, Nitra
Mónika Kürthyová , G maï. Komárno
Miroslav ©vec, G Komárno
Katarína Tiererová, G Partizánske

Kategória P

1.-2. Franti¹ek Èajko , 4, G Jána Hollého, Trnava
Pavol ®ibrita, 2, G Golianova, Nitra

3. Eugen Mlynkoviè, 3, G Nové Zámky

4. Viktor Krajèí , 4, G Hviezdoslavova, Trnava

5. Peter Novák, 2, G Golianova, Nitra

6. Roland Bott , 1, G maï. Dunajská Streda

7. Filip Denker , 3, G Golianova, Nitra

8.-9. Gabriel Bo»anský, 3, G Nové Zámky
Marián Gallo, 3, G Jána Hollého, Trnava

Kategória Z8

1.-3. Balázs Keszegh, 7, G maï. Komárno
Róbert Kutrucz , Z© Nábre¾ná, Nové Zámky
Miroslav Vranka , Z© Komenského, Sereï

4. Milo¹ Mrva , Z© Vanèurova, Trnava

5.-9. Attila Kment , Z© maï. Jahodná
András Korpás, Z© maï. Strekov
Martina Mi¹¹íková , Z© Obuvnícka, Partizánske
Simona Sedláková, Z© Sídl. Váh, ©aµa
Martin Sliva , Z© Novomestkého, Trenèín
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Stredoslovenská oblas»

Kategória A

1. Ivan Cimrák , 3, G V.Okru¾ná, ®ilina
2. ©tefan Godi¹, 3, G V.Okru¾ná, ®ilina
3. Marek ©kereò, 4, G V.Okru¾ná, ®ilina
4. Juraj Majerský, 3, G J.G.Tajovského, Banská Bystrica

5.-6. Michal Hlaváè, 4, G V.P.Tótha, Martin
Ivan Ströhner, 3, G V.B.Nedo¾erského, Prievidza

7. Stacho Mudrák, 3, G J.G.Tajovského, Banská Bystrica

Kategória B

1. Peter Kozák, 8, Z© Zaymusa ®ilina
2. Marek Hyèko, G J.G.Tajovského, Banská Bystrica
3. Ivan Luknár , G J.G.Tajovského, Banská Bystrica

4.-5. Hana Koneèná, G V.Okru¾ná, ®ilina
Michal Zorkovský, G V.Okru¾ná, ®ilina

6. Ondrej Vacek, G J.G.Tajovského, Banská Bystrica
7. Róbert Macho, G V.B.Nedo¾erského, Prievidza
8. Peter Hari¹ , G Púchov
9. Juraj Húska, G Liptovský Mikulá¹

Kategória C

1. Pavol Novotný, G V.Okru¾ná, ®ilina
2. Viera Rù¾ièková, G V.Okru¾ná, ®ilina
3. ©tefan Ga¹par, G Púchov
4. Vratko Polák , G Vrútky
5. Marek Havel, G Suèany
6. Peter Lysý, G V.B.Nedo¾erského, Prievidza

7.-10. Stanislav Jurèík, G V.Okru¾ná, ®ilina
Matej Luèeniè, G V.Okru¾ná, ®ilina
Michal Stratilík , G Dubnica nad Váhom
Peter Var¹a, G V.Okru¾ná, ®ilina
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Kategória P
1. Ján Ko¹ický , 4, G Trstená
2. Martin Hajduch , 2, G Pova¾ská Bystrica
3. Rudolf Beták, 4, G V.B.Nedo¾erského, Prievidza
4. Stanislav Funiak, 2, G Suèany
5. Róbert Macho, 2, G V.B.Nedo¾erského, Prievidza

Kategória Z8

1.-3. Peter Kozák, Z© Zaymusa, ®ilina
Peter Novotný, Z© Hliny, ®ilina
Martin Staòo , Z© Radvaò, Banská Bystrica

4. Jozef ©korupa, Z© Èsl. brigády, Liptovský Mikulá¹
5.-8. Pavlína Lauková, Z© Halièská, Lúèenec

Michal Lepej, Z© Vrútky
¥ubo¹ Petian, Z© Halièská, Lúèenec
Lenka Suchárová, Z© Pova¾ská Bystrica

Východoslovenská oblas»

Kategória A

1. Ján Bábeµa, 4, G Po¹tová, Ko¹ice
2.-3. Dalibor Bla¾ek, 4, G Po¹tová, Ko¹ice

Ivana Brudòáková, 4, G Kon¹tantínova, Pre¹ov
4. Radovan Jendrál, 4, G Po¹tová, Ko¹ice
5. Martin Domány , 4, G P.Horova, Michalovce
6. Slavka Jendrejová, 4, G Po¹tová, Ko¹ice

Kategória B

1. Miroslav Dudík , G Trebi¹ov
2. Ján Rusz, G Trebi¹ovská, Ko¹ice
3. Jana Fuseková, G D.Tatarku, Poprad
4. Rastislav Krivo¹-Bellu¹ , G Po¹tová, Ko¹ice
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5. Slavomír Ondko, G Jiráskova, Bardejov
6. Ján Svoreò, G D.Tatarku, Poprad
7. Zuzana Rja¹ková, G Vranov nad Topµov
8. Martin Jurèák , G Popradské nábr., Poprad

Kategória C

1. Franti¹ek Kardo¹ , G Alejova, Ko¹ice
2. Peter Tajat , G Popradské nábr.
3. Ján ©pakula, G Po¹tová, Ko¹ice
4. Matú¹ Medo, G Po¹tová, Ko¹ice

5.-6. Daniel Nagaj, G Jiráskova, Bardejov
Michal Kolcun , G Alejova, Ko¹ice

7.-9. Martin Guzi , G Kon¹tantínova, Pre¹ov
Marián Klein , G Po¹tová, Ko¹ice
Martin Tamas , G Jiráskova, Bardejov

10. Peter Chobot, G Alejova, Ko¹ice

Kategória Z8

1.-2. Martin Hriòák , G Alejova, Ko¹ice
Ján Senko, Z© Komenského, Revúca

3.-4. Jozef Mi¹kuf, Z© Pova¾ská, Ko¹ice
Eduard Seman, Z© VI., Michalovce

5.-6. Pavol Kovalèík, Z© dr. Fischera, Ke¾marok
Vladimír Mihok , Z© Bardejov

7.-8. Peter Gajdo¹, Z© ©meralova, Pre¹ov
Katarína Korkobcová, Z© Hviezdoslavova, Snina

Kategória P

1. Peter Ga¹par, 4, G Jiráskova, Bardejov
2. Ján Svoreò, 2, G D.Tatarku, Poprad

3.-4. Peter Helcmanovský, 3, G Po¹tová, Ko¹ice
Peter Koleniè, 3, G Kon¹tantínova, Pre¹ov

5.-8. Peter Dirga, 4, G Kon¹tantínova, Pre¹ov
Martin Domány , 4, G P.Horova, Michalovce
Miroslav Dudík , 2, G Trebi¹ov
Zuzana Rja¹ková, 2, G Vranov nad Topµov

9.-10. Ivana Brudòáková, 4, G Kon¹tantínova, Pre¹ov
Rastislav Krivo¹-Bellu¹ , 2, G Po¹tová, Ko¹ice
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Zadania sú»a¾ných úloh

Kategória C

C { I { 1

Ur�cte v¹etky ¹tvormiestne èísla deliteµné4, pre ktoré platí: Ak v èísle vymeníme prvné dve
èíslice, dostaneme èíslo deliteµné7. Ak v èísle vymeníme prostredné dve èíslice, dostaneme
èíslo deliteµné5. Ak v èísle vymeníme posledné dve èíslice, dostaneme èíslo deliteµné9.

(P. Èernek)

C { I { 2

Daná je polokru¾nica so stredomS zostrojená nad priemeromAB . Zostrojte takú jej
dotyènicu t s dotykovým bodom T (A 6= T 6= B ), aby platilo PBCS = 2PDAT , kde PXY Z

oznaèuje obsah trojuholníkaXY Z a kde body D, C sú po rade päty kolmíc spustených
z bodov A, B na priamku t.

(J. ©vrèek)

C { I { 3

Ka¾dý bod obvodu ¹tvorca so stranou10cm je ofarbený jednou z dvoch farieb. Doká¾te,
¾e pri µubovoµnom ofarbení mô¾eme na obvode ¹tvorca v¾dy nájs» body rovnakej farby tak,
aby trojuholník s týmito vrcholmi mal obsah aspoò 25cm2.

(M. Èadek)

C { I { 4
Je daný ¹tvorsten ABCD taký, ¾ejAC j = 5 cm, jBC j = 8 cm, jCDj = 5

p
2cm a jAD j =

= 5
p

3cm. Ur�cte veµkos» vý¹ky prechádzajúcej vrcholomD, ak jeho stena ABC je
pravouhlý trojuholník s preponou AB a hrana BD zviera so svojím kolmým priemetom
do roviny ABC uhol veµkosti45� .

(P. Leischner)

C { I { 5

Obr. 1

Mnohosten nakreslený na obr. 1 má2n + 1 vrcholov. Ka¾dému z nich je
priradené prirodzené èíslo tak, ¾e súèty èísel vo vrcholochka¾dej z2n + 1
stien sú rovnaké. Ur�cte n, ak viete, ¾e medzi pou¾itými èíslami sú7, 8,
9, 216.

(P. Èernek)
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C { I { 6

V rovine je narysovaný trujuholník ABC . Popí¹te postup, ako sa pomocou kru¾idla na
èo najmenej krokov presvedèit o tom, ¾ej<) BAC j = 40 � a j<) ABC j = 56 � .

Pritom za krok pova¾ujeme ka¾dé zapichnutie alebo prilo¾enie kru¾idla. Napríklad
na narysovanie kru¾nice alebo oblúku staèí jeden krok, na porovnanie då¾ok dvoch úseèiek
so spoloèným krajným bodom staèí rovnako jeden krok, zatiaµèo na porovnanie då¾ok
dvoch úseèiek bez spoloèného krajného bodu sú potrebné dva kroky.

(J. ©im¹a)

C { S { 1

Urète v¹etky trojice celých nezáporných èísela, b, c, ktoré vyhovujú sústave rovníc

a + bc= 3c;

b+ ca = 3a;

c + ab= 3b:

(J. ©vrèek)

C { S { 2

V rovine je daný ¹tvorec ABCD so stredomS. Vo vnútri úseèiek SA a SC sú zvolené
po rade body E a F tak, ¾ejSEj = jSF j. Zostrojme prieseèníkX polpriamky BE so
stranou AD a prieseèníkY polpriamky DF s predå¾ením stranyAB . Doká¾te, ¾e obsah
trojuholníka AXY nezávisí od polohy bodovE a F .

(J. ©im¹a)

C { S { 3

V rovine sú dané dve úseèky, ktoré sa navzájom nepretínajú. Navrhnite postup, ako zisti»,
èi sú rovnobe¾né. K dispozícii máte len kru¾idlo, ktorého maximálny polomer je men¹í ako
vzdialenos» µubovoµných dvoch bodov, z ktorých ka¾dý patríinej z oboch úseèiek.

(P. Hlinìný)

C { II { 1

Urète poèet v¹etkých ¹tvormiestnych èísel n s vlastnos»ou: Ak k èíslun pripoèítame
¹tvormiestne èíslo n0, ktoré má v desiatkovej sústave opaèné poradie èíslic ako èíslo n,
dostaneme èíslo, ktoré je deliteµné 70.

(J. ©vrèek)

C { II { 2

Urète v¹etky reálne èíslaa, pre ktoré má sústava rovníc

x2 � 2y = y2 � 2x = a

15



jediné rie¹enie. (Rie¹ením rozumieme usporiadanú dvojicu[x; y] reálnych èísel vyhovujúcu
sústave rovníc.)

(L. Boèek)

C { II { 3

V rovine je daný rovnostranný trojuholník ABC a priamky pA , pB , ktoré sú kolmé naAB
a prechádzajú po rade bodmiA, B . Zostrojte pravouhlý trojuholník KLC s preponou
KL , ktorý má rovnaký obsah ako trojuholník ABC , a pritom jeho vrcholy K , L le¾ia po
rade na priamkach pA , pB .

(J. ©vrèek)

C { II { 4

Ka¾dému bodu jednotkovej kocky je priradená jedna zo ¹tyroch farieb. Doká¾te, ¾e pri
µubovoµnom takomto ofarbení existujú v kocke dva body rovnakej farby, ktorých vzdialenos»
je aspoò 1

2

p
5.

(M. Èadek)

Kategória B

B { I { 1

Ur�cte v¹etky dvojice reálnych èísel p, q takých, ¾e rovnici

x4 + q2(x + p) = p2(x + q)2

vyhovujú práve tri rôzne reálne èísla, prièom súèet týchto troch èísel je rovný nule.
(J. ©im¹a)

B { I { 2

Ka¾dému bodu ¹tvorca so stranou1 je priradená práve jedna z troch farieb. Doká¾te,
¾e pri µubovoµnom takomto ofarbení mô¾eme vo ¹tvorci nájs» dva body rovnakej farby,
ktorých vzdialenos» je aspoò1;007.

(M. Èadek)

B { I { 3

Pre dané kladné èíslax 6= y uva¾ujme priemery

a =
x + y

2
; g =

p
xy; h =

2xy
x + y

; k =

r
x2 + y2

2
:

Zo v¹etkých rozdelení ¹tvorice a, g, h, k na dve dvojice r , s a t, u vyberte to rozdelenie,
pre ktoré má výraz V = rs � tu najmen¹iu kladnú hodnotu.

16



(J. ©im¹a)

B { I { 4

V rovine sú dané priamky a, b zvierajúce uhol veµkosti28� . Ur�cte v¹etky n, pre ktoré
existuje konvexný n-uholník súmerný ako podµa priamkya, tak podµa priamkyb.

(P. Èernek)

B { I { 5

Nájdite obor hodnôt funkcie

f (x) = x �
p

x2 � 3x � 10:

(P. Èernek)

B { I { 6

Uva¾ujme trojboký ihlan ABCD s hranami jAC j = jAD j = 6 cm, jBC j = 4 cm, jCDj =
= 2

p
6cm, ktorého podstavou je pravouhlý trojuholník ABC s preponou AB . Ur�cte

vý¹ku ihlanu, ak hrana BD zviera so svojím kolmým priemetom do roviny podstavy uhol
veµkosti45� .

(R. Kollár)

B { S { 1

Rovnica
2x3 � 9x2 + 7x + m = 0

má tri rôzne reálne korene. Súèin dvoch z nich je rovný� 1. Urète èíslom a korene rovnice.
(P.Èernek, P.Leischner)

B { S { 2

V trojuholníku ABC oznaèmeM stred strany AB a S stred úseèkyCM . Vo vnútri úseèky
MS volíme postupne na rôznych miestach bodO a zis»ujeme obvod prieniku trojuholníka
ABC s jeho obrazom v stredovej súmernosti so stredomO. Aký musí plati» vz»ah medzi
då¾kami strán trojuholníkaABC , aby tento obvod nezávisel od voµby boduO?

(P. Leischner)

B { S { 3

V rovine je daných n bodov. Ak ich navzájom pospájame priamkami, prechádzajú tieto
priamky danými bodmi a vytvárajú aj ïal¹ie prieseèníky. Dok á¾te, ¾e poèet týchto nových
prieseèníkov nie je väè¹í ako

1
8

n(n � 1)(n � 2)(n � 3):
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(P. Hlinìný)

B { II { 1

Urète v¹etky reálne èísla a, pre ktoré existuje práve jedna usporiadaná dvojica[x; y]
reálnych èísel takých, ¾e

x +
1
y

�
y
x

= y +
1
x

�
x
y

= a

(P.Èernek)

B { II { 2

Pre dané kladné èíslax 6= y oznaème

a =
1
2

(x + y); g =
p

xy; k =

r
1
2

(x2 + y2):

Rozhodnite, pri ktorom zo ¹iestich mo¾ných poradír , s, t èísela, g, k má výraz V = r � s
t

najmen¹iu kladnú hodnotu.
(J. ©im¹a)

B { II { 3

Ka¾dému bodu jednotkovej kocky priradíme jednu z dvoch farieb. Doká¾te, ¾e pri
µubovoµnom takomto ofarbení existujú v kocke dva body rovnakej farby, ktorých vzdialenos»
je aspoòd = 3

2 . Platí toto tvrdenie aj pre niektoré d > 3
2 ?

(M. Èadek)

B { II { 4

Uhloprieèky daného tetivového ¹tvoruholníka ABCD sú navzájom kolmé a pretínajú sa
v bode E . OznaèmeM prieseèník kolmice z boduE na stranu AB s protiµahlou stranou
CD. Porovnajte obsahy trojuholníkov CME a MDE . (P. Leischner)

Kategória A

A { I { 1

Pre dané kladné èíslax 6= y uva¾ujme priemery

a =
x + y

2
; g =

p
xy; h =

2xy
x + y

; k =

r
x2 + y2

2
:
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(Ide o aritmetický, geometrický, harmonický a kvadratický priemer èíselx a y.) Zo v¹etkých
rozdelení ¹tvorice a, g, h, k na dve dvojicer , s a t, u vyberte to rozdelenie, pri ktorom má
výraz V = r + s � t � u najmen¹iu kladnú hodnotu.

(J. ©im¹a)

A { I { 2

V priestore je daná kockaABCDEF GH . Uva¾ujme µubovoµnú rovinu, ktorá prechádza
bodom B a dotýka se gule vpísanej danej kocke, a oznaèmeP, Q jej prieseèníky s hranami
EF , GF . Doká¾te, ¾e odchýlka rovínBP H a BQH je 60� .

(P. Leischner)

A { I { 3

Zistite, pre ktoré b je obor hodnôt funkcie f (x) = x4 + x3 � 2x2 + bx interval hb;1 ).
(P. Èernek)

A { I { 4

V rovine sú dané kru¾nicek1(S1; 3 cm) a k2(S2; 4 cm), ktoré majú vnútorný dotyk v bode
A. Ïalej je daný bod S vnútri kru¾nice k1. Zostrojte trojuholník ABC tak, aby jeho
strana BC bola tetivou kru¾nicek2 a zároveò dotyènicou kru¾nicek1 , a aby bod S bol
stredom kru¾nice vpísanej trojuholníkuABC .

(P. Leischner)

A { I { 5

Uva¾ujme trojuholník ABC s ostrými uhlami � , 
 pri vrcholoch A, C a s nasledujúcou
vlastnos»ou: »a¾nica z vrcholuA a vý¹ka z vrcholu B sa pretínajú v bode, ktorý le¾í na
osi uhla pri vrchole C. Doká¾te, ¾e potom platí tg� = tg2 
 � tg 


2 .
(J. ©im¹a)

A { I { 6

Ur�cte najväè¹í mo¾ný po�cet 1 994-ciferných prirodzených èísel, ktoré sa navzájom lí¹ia
poradím èíslic.

(J. ©im¹a)

A { S { 1

V rovine sú dané kru¾nicek1(S1; r 1) a k2(S2; r 2), pretínajúce sa v dvoch bodochA a B ,
prièom jS1S2j > r 2 = r 1. Zostrojte body X 2 k1 a Y 2 k2 tak, aby bod A le¾al vnútri
úseèkyXY a aby trojuholník BXY mal èo najväè¹í obsah.

(J. ©im¹a)
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A { S { 2

Nájdite v¹etky funkcie f tvaru f (x) =
p

ax2 + bx + c s reálnymi koe�cientami a, b, c
a s nasledujúcou vlastnos»ou: de�nièný obor a obor hodnôt funkcie f sú dve rovnaké
neprázdne mno¾iny. (Za de�nièný obor funkcief pova¾ujeme mno¾inuv¹etkých reálnych
èíselx, pre ktoré má výraz

p
ax2 + bx + c zmysel.)

(J. ©im¹a)

A { S { 3

Urète kladné reálne èíslax 6= y také, ¾e v¹etky ¹tyri ich priemery

a =
x + y

2
; g =

p
xy; h =

2xy
x + y

; k =

r
x2 + y2

2

le¾ia v mno¾ineM =
�

45
2

; 18
p

2; 30; 25
p

2; 40; 10
p

23
�

.

(J. ©im¹a)

A { II { 1

Koµko pätnás»miestnych èísel zlo¾ených len z èíslic3 a 8 je deliteµných jedenástimi?
(P. Èernek)

A { II { 2

Daný je trojuholník ABC s uhlom veµkosti105o pri vrchole C. Urète veµkosti zostávajúcich
dvoch vnútorných uhlov, ak viete, ¾e »a¾nica vedená z vrcholu A pretne os uhla pri vrchole
B v bode, ktorý le¾í na osi stranyAB .

(J. ©im¹a)

A { II { 3

Daný je ¹tvorsten ABCD , pre ktorý platí

jAB j = 2a; jCDj = 2b; jAC j = jAD j = jBC j = jBD j = c:

Urète polomer guµovej plochy vpísanej ¹tvorstenuABCD .
(P. Leischner)

A { II { 4

Nájdite v¹etky mnohoèleny f s reálnymi koe�cientami také, ¾e pre ka¾dé reálne èíslox
platí nerovnos»

f (x) � x � f (1 � x) + x3 + 100 = 0:
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(P. Hlinìný)

A { III { 1

Daný je ¹tvorsten ABCD , pre ktorý platí

j<) BAC j + j<) CAD j + j<) DAB j = j<) ABC j + j<) CBD j + j<) DBA j = 180� :

Doká¾te, ¾ejCDj = jAB j.
(P. Leischner)

A { III { 2

Urète kladné reálne èíslax a y, ak viete, ¾e priemery

a =
x + y

2
; g =

p
xy; h =

2xy
x + y

; k =

r
x2 + y2

2
sú prirodzené èísla, ktorých súèet sa rovná 66.

(J. ©im¹a)

A { III { 3

V rovine je daných pä» rôznych bodov a pä» rôznych priamok. Doká¾te, ¾e z nich mo¾no
vybra» dva rôzne body a dve rôzne priamky tak, aby ¾iadny z vybraných bodov nele¾al na
¾iadnej z vybraných priamok.

(P. Hlinìný)

A { III { 4

Rozhodnite, èi existuje 10 000 desa»miestnych èísel deliteµných siedmimi, ktoré sú zapísané
rovnakou skupinou desiatich èíslic v rôznych poradiach.

(J. ©im¹a)

A { III { 5

Na kru¾nicik so stredomS sú dané bodyA a B tak, ¾e tetivu AB je z bodu S vidie»
pod uhlom 90� . Kru¾nicek1, k2 sa dotýkajú zvnútra kru¾nicek po rade v bodochA, B
a naviac sa navzájom zvonku dotýkajú v bodeZ . Kru¾nicak3 le¾iaca vnútri uhlaASB sa
dotýka (zvnútra) kru¾nice k v bode C a (zvonku) kru¾níck1, k2 po rade v bodochX , Y .
Doká¾te, ¾e úseèkuXY je z bodu C vidie» pod uhlom 45� .

(M. Engli¹)

A { III { 6

Pre ktoré reálne èíslap má rovnica x3 � 2p(p + 1) x2 + ( p4 + 4p3 � 1)x � 3p3 = 0
tri rôzne korene, ktoré sú då¾kami strán nejakého pravouhlého trojuholníka?

(J. ©im¹a)
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Rie¹enia sú»a¾ných úloh

Kategória C

C { I { 1

Nech n = abcd= a � 103 + b� 102 + c � 10 + d oznaèuje hµadané èíslo,a, b, c, d jeho èíslice
v desiatkovej sústave (a 6= 0 ). Podµa textu úlohy je èíslom = bacd deliteµné vzájomne
nesúdeliteµnými èíslami4, 5, 7 a 9. Je teda

m = 4 � 5 � 7 � 9 � k = 1 260 k;

kde k je prirodzené èíslo. Ak je m ¹tvormiestnym èíslom, je nutne k 2 f 1; 2; : : : ; 7g.
Jednotlivým hodnotám èísla k prislúchajú nasledujúce hodnotym:

m 2 f 1 260; 2 520; 3 780; 5 040; 6 300; 7 560; 8 820g:

Zámenou èíslicb, a (a 6= 0) zistíme, ¾e hµadané èíslon nadobúda práve ¹es» hodnôt:

n 2 f 2 160; 3 600; 5 220; 5 760; 7 380; 8 820g:

C { I { 2

OznaèmeV prieseèník hµadanej dotyènicet s priamkou AB (obr. 2).

Obr. 2

Z obrázku je zrejmé, ¾eST je strednou prieèkou v pravouhlom lichobe¾níkuABCD .
Je teda jCTj = jDT j, a preto trojuholníky BCS a DAT majú zhodné vý¹ky na strany BC
a AD . Z podmienky pre obsahy trojuholníkov BCS a DAT tak dostávame, ¾ejAD j =
= 1

2 jBC j. Preto¾e pravouhlé trojuholníkyVAD a V BC sú podobné (rovnoµahlé), vyplýva
odtiaµ

jVAj : jV Bj = 1 : 2:

Preto bod V mô¾eme zostroji» ako bod stredovo súmerný s bodomB podµa streduA.
Odtiaµ u¾ priamo vyplýva kon¹trukcia bodu T, ktorý je dotykovým bodom priamky
t s kruhovým oblúkom k1, zostrojeným nad priemerom AB : bod T je prieseèníkom
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Thalesovej kru¾nicek2 zostrojenej nad priemerom V S a kruhového oblúku k1. Úloha
má jedno rie¹enie.

C { I { 3

Vrcholy ¹tvorca oznaème A, B , C, D . Mô¾u nasta» dva prípady:
1. Dva vrcholy na jednej strane majú rovnakú farbu (napr. modrú). Nech sú to napr.

vrcholy A, B . Ak existuje na strane CD ¹tvorca bod X , ktorý je ofarbený tou istou farbou,
dostávame trojuholník ABX , ktorého vrcholy sú ofarbené modrou farbou, a ktorého obsah
je 50 cm2 > 25cm2. Ak majú v¹ak v¹etky body strany CD farbu inú (napr. èervenú),
uva¾ujme stredS strany BC . Ak je ofarbený modrou farbou, má trojuholník ABS v¹etky
vrcholy ofarbené modrou farbou a obsah 25 cm2. Ak je S èervený, potom trojuholník CDS
má v¹etky vrcholy èervené a pritom obsah 25 cm2.

2. ®iadne dva susedné vrcholy ¹tvorcaABCD nie sú ofarbené rovnakou farbou.
(Napr. A, C sú modré aB , D sú èervené.) Uva¾ujme opä» bodS, ktorý je stredom strany
BC . Ak je ofarbený modrou farbou, potom trojuholník ACS má obsah 25 cm2, a pritom
jeho vrcholy sú ofarbené modrou farbou. Ak je bodS ofarbený èervenou farbou, má
trojuholník BDS obsah 25 cm2, a pritom v¹etky jeho vrcholy majú èervenú farbu.

Tým je dôkaz ukonèený.

C { I { 4

Najprv si uvedomme, ¾e stenaACD ¹tvorstenu ABCD je pravouhlým trojuholníkom
s preponouAD . Vrchol D le¾í v rovineBCD kolmej na priamku AC , lebo j<) ACB j = 90 � .
OznaèmeP pätu kolmice vedenej vrcholom D na stranu BC . V trojuholníku BCD je
jCDj = 5

p
2, j<) CBD j = 45 � . Ak oznaèíme v då¾ku úseèkyBP , potom veµkos» vý¹ky

¹tvorstenu ABCD prechádzajúcej vrcholomD je v = jDP j a ïalej jCPj = 8 � v (obr. 3).

Obr. 3

Z Pytagorovej vety pre trojuholník CDP vyplýva:

v2 + (8 � v)2 =
�
5
p

2
� 2

;

odtiaµ po úprave máme
v2 � 8v + 7 = ( v � 1)(v � 7) = 0 :

Skú¹kou sa presvedèíme, ¾e obidva korene tejto rovnicev1 = 1 , v2 = 7 vyhovujú
podmienkam úlohy. Veµkos» vý¹ky ¹tvorstenuABCD prechádzejúcej vrcholomD je teda
1 cm alebo 7 cm. Tým je úloha vyrie¹ená.
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C { I { 5

Obr. 4

Oznaème v, ai , bi (i = 1 , 2, : : : , n) prirodzené èísla priradené
vrcholom V, A i , B i daného mnohostenu (obr. 4). Z podmienok
úlohy vyplýva:

v = a1 + a2 = a2 + a3 = � � � = an + a1:

Odtiaµ dostávame

a1 = a3; a2 = a4; a3 = a5; : : : ; an � 1 = a1; an = a2: (1)

Rovnako v¹eobecne platí

a1 + b1 = a3 + b3;

a2 + b2 = a4 + b4;

: : : : : : ;

an � 1 + bn � 1 = a1 + b1;

an + bn = a2 + b2:

Odtiaµ a zo vz»ahu (1) ïalej vyplýva, ¾e

b1 = b3; b2 = b4; b3 = b5; : : : ; bn � 1 = b1; bn = b2: (2)

Vzhµadom k rovnostiam (1) a (2) je prirodzené diskutova» dvaprípady:
1. Nech n je nepárne. Potom

a1 = a2 = � � � = an ; b1 = b2 = � � � = bn :

Tu sú pou¾ité k oèíslovaniu vrcholov najviac tri rôzne èísla, èo je spor.
2. Nech n je párne. Potom

a1 = a3 = � � � = an � 1;

a2 = a4 = � � � = an ;

b1 = b3 = � � � = bn � 1;

b2 = b4 = � � � = bn :

V tomto prípade je pou¾itých práve 5 èísel k oèíslovaniu vrcholov, lebo rovnica

a1 + a2 = v

nemá rie¹enie prea1; a2; v 2 f 7; 8; 9; 216g. Z podmienky pre rovnaký súèet èísel priradených
vrcholom podstavy A1A2 : : : An dostávame

a1 + a2 + � � � + an =
n
2

(a1 + a2) = a1 + a2 + b1 + b2:
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Odtiaµ po µahkej úprave (pou¾itím vz»ahua1 + a2 = v) dostávame

2v 5 (n � 2)v = 2( b1 + b2) =) v 5 b1 + b2:

Vzhµadom k poslednej nerovnosti nemô¾e by»v = 216, preto¾e potom by bolo niektoré
z èísela1, a2 väè¹ie alebo rovné 207 (a1 + a2 = v) a b1 + b2 5 17 < v . Z rovnakých
dôvodov nemô¾e by» ani jedno z èísela1, a2 rovné 216, lebo potom by bolov > 216. Je
teda napríklad b1 = 216. Odpovedajúce mo¾nosti sú uvedené v tabuµke:

1: 2: 3: 4: 5: 6:
a1 7 7 8 1 1 2
a2 8 9 9 7 8 7
b1 216 216 216 216 216 216
b2 9 8 7 9 7 8
v 15 16 17 8 9 9
n 32 30 � � � �

Symbol � v tabuµke znaèí, ¾e odpovedajúcen nie je prirodzené èíslo. Skú¹kou sa
presvedèíme, ¾e rie¹ením úlohy sú èíslan = 30 a n = 32.

C { I { 6

Uhly � = 40 � , � = 56 � , 
 = 84 � v uva¾ovanom trojuholníku vyhovujú napríklad trojici
podmienok

� + � + 
 = 180� ; 3� = 120� ; 3� = 2 
;

alebo poslednú z podmienok mo¾no nahradi» podmienkou

2� + 5 � = 360� :

Na overenie veµkosti uhlu� = 40 � , mo¾no tie¾ pou¾i» vz»ah

3
2 � = � + 1

2 � = 40 � + 20 � = 60 � :

O tom, èi sú jednotlivé podmienky pre veµkosti uhlov trojuholníka splnené, sa µahko
presvedèíme opakovaním kon¹trukcie súètu a porovnaním veµkosti dvoch daných uhlov.
Na druhej strane jednoduchý výpoèet ukazuje, ¾e vypísaná sústava troch rovníc s neznáœ
mymi � , � a 
 má jediné rie¹enie, a to� = 40 � , � = 56 � a 
 = 84 � .
K tejto úlohe vyhlásila ÚK MO sú»a¾ o rie¹enie s èo najmen¹ím poètom krokov. Vyhodœ
notenie tejto sú»a¾e a najlep¹ie rie¹enia sa nachádzajú za rie¹eniami kategórie A.

C { S { 1

¥ahko vidíme, ¾e trojica[a; b; c] = [0 ; 0; 0] je rie¹ením danej sústavy; pritom pokiaµ je
niektorá z hodnôt a, b, c rovná 0, sú rovné 0 aj zvy¹né dve.
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Predpokladajme preto, ¾eabc6= 0 . Danú sústavu rovníc prevedieme na tvar

a = c(3 � b);

b = a(3 � c);

c = b(3 � a):

Vzhµadom k tomu, ¾ea, b, c sú prirodzené èísla, vyplýva z jednotlivých rovníc sústavy
(cja) ^ (ajb) ^ (bjc), teda a = b = c. Dosadením tejto podmienky do ktorejkoµvek rovnice
sústavy dostávame rie¹enie[a; b; c] = [2 ; 2; 2].
Rie¹ením danej sústavy sú teda trojice[0; 0; 0] a [2; 2; 2].

Poznámka: K rie¹eniu mo¾no dospie» aj iným postupom. Zo súèinu v¹etkých troch rovníc
upravenej sústavy dostaneme

(3 � a)(3 � b)(3 � c) = 1 :

Ka¾dý z èiniteµov na µavej strane mô¾e nadobúda» hodnoty� 1. Vyskú¹aním v¹etkých
¹tyroch mo¾ností dôjdeme k rovnakému výsledku.

C { S { 2

OznaèmeZ prieseèník úseèiekBC a DY , podobne oznaèmeU prieseèník úseèiekBD
a XY (obr. 5).

Obr. 5

1. spôsob rie¹enia: Z dvojíc podobných trojuholníkov AY F � CDF a AF D � CF Z
vyplýva

jAY j
jCDj

=
jAF j
jCF j

=
jAD j
jCZ j

:

Odtiaµ dostávamejAY j � j CZ j = jAD j � j CDj = a2, kde a je då¾ka strany daného ¹tvorca
ABCD . Vïaka svojej kon¹trukcii sú body X a Z stredovo súmerné podµa streduS, preto je
jCZ j = jAX j, tak¾e pre obsah trojuholníkaAXY platí 1

2 jAY j jAX j = 1
2 jAY j jCZ j = 1

2 a2,
t. j. obsah nezávisí od voµby bodovE a F .
2. spôsob rie¹enia: Preto¾e bodyX a Z sú stredovo súmerné podµa streduS, je Y DXB
lichobe¾ník (pozri obr. 5), prièom bodU je prieseèníkom jeho uhloprieèokBD a XY .
Obsah trojuholníka DXU je preto rovný obsahu trojuholníka BY U. Vzhµadom k tomu, ¾e
obsah trojuholníka AXY je súètom obsahov ¹tvoruholníkaAXUB a trojuholníka BY U,
je jeho obsah rovný obsahu trojuholníkaABD , èo je 1

2 a2.
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C { S { 3

Oznaème maximálny polomer daného kru¾idlaR. Uva¾ujme krat¹iu z oboch úseèiek,
ktorú oznaème AB . Nech A1B1 je úseèka obsiahnutá vAB (A1B1 � AB ). Zostrojme
nad úseèkouA1B1 v polrovine obsahujúcej druhú z úseèiek (CD) sie» zlo¾enú z pravidelných
¹es»uholníkov so stranou då¾kyjA1B1j 5 R. To mo¾no len pomocou daného kru¾idla,
bez toho aby sme menili jeho polomer. Vzhµadom k tomu, ¾e protiµahlé strany uva¾ovaných
¹es»uholníkov sú rovnobe¾né, µahko vyberieme dvojicu susedných vrcholov P a Q tejto siete,
ktorá tvorí úseèku P Q k AB , pritom pre pou¾itie kru¾idla

"
dostatoène blízku\ úseèkeCD.

Ïalej u¾ µahko overíme, èiP Q k CD, napr. tak, ¾e zistíme, èi úseèkaCD obsahuje úseèku
C1D1 (C1D1 � CD), ktorá je rovnobe¾ná s úseèkouP Q, t. j. overíme, èi P QC1D1 je
rovnobe¾níkom | to opä» mo¾no len pomocou kru¾idla porovnaním príslu¹ných då¾ok.

C { II { 1

Nechn = 1 000a+100b+10c+ d, potom n0 = 1 000d+100c+10b+ a, kde a; d 2 f 1; 2; : : : ; 9g,
b; c2 f 0; 1; 2; : : : ; 9g. Pre ich súèet máme

n + n0 = 1 001(a + d) + 110(b+ c):

Pritom vidíme, ¾e 7 delí 1 001, ale nedelí 110 a 10 delí 110, alenedelí 1 001. Aby bol súèet
n + n0 deliteµný sedemdesiatimi, musí by» èísloa + d deliteµné desiatimi a podobne èíslo
b+ c musí by» deliteµné siedmimi. Hµadáme preto v¹etky usporiadané dvojice[a; d] také, ¾e
10j(a + d), kde a; d 2 f 1; 2; : : : ; 9g, a v¹etky usporiadané dvojice[b; c], pre ktoré 7j(b+ c),
kde b; c2 f 0; 1; 2; : : : ; 9g.
¥ahko zistíme, ¾e ide práve o tieto usporiadané dvojice:

[a; d] = [1 ; 9]; [2; 8]; [3; 7]; [4; 6]; [5; 5]; [6; 4]; [7; 3]; [8; 2]; [9; 1] | 9 dvojíc ;

[b; c] = [0 ; 0]; [0; 7]; [1; 6]; [2; 5]; [3; 4]; [4; 3]; [5; 2]; [6; 1]; [7; 0];

[5; 9]; [6; 8]; [7; 7]; [8; 6]; [9; 5] | 14 dvojíc :

Spolu teda existuje9 � 14 = 126 ¹tvormiestnych èísel n s danou vlastnos»ou.

C { II { 2

Z danej sústavy po jednoduchej úprave dostaneme(x � y)(x + y +2) = 0 . Uva¾ujme ïalej
dva prípady:
1. x � y = 0 .
Dosadením tejto podmienky do jednej z rovníc sústavy dostávame x2 � 2x � a = 0 . Aby
táto kvadratická rovnica mala práve jeden reálny koreò, musí pre jej diskriminant D1 =
= 4 + 4 a plati» D1 = 0 , teda a = � 1. Rie¹me teraz sústavux2 � 2y = y2 � 2x = � 1. Po
dosadeníy = x do sústavy rovníc (i) dostaneme kvadratickú rovnicux2 � 2x +1 = 0 , ktorá
má práve jeden reálny koreòx = 1 . Tomu zodpovedá jediné reálne rie¹enie danej sústavy
pre a = � 1, a to [x; y] = [1 ; 1].
2. x + y + 2 = 0 .
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Dosadením tejto podmienky do jednej z rovníc sústavy dostávame kvadratickú rovnicu
x2 + 2x + (4 � a) = 0 s diskriminantom D2 = 4 � 4(4 � a) = 4 a � 12, tak¾e podobne
ako v prvom prípade z podmienkyD2 = 0 dostanemea = 3 . Rie¹me teraz sústavu rovníc
x2 � 2y = y2 � 2x = 3 . Táto sústava má v¹ak u¾ prex = y hneï dve rôzne rie¹enia:
[� 1; � 1] a [3; 3]. Preto a = 3 zadanej úlohe nevyhovuje.
Jediným reálnym èíslom vyhovujúcim úlohe jea = � 1.

C { II { 3

OznaèmeS stred strany AB daného rovnostranného trojuholníka (obr. 6). Uká¾eme, ¾e
pre stred M prepony KL hµadaného pravouhlého trojuholníkaKLC platí jCM j = jCSj.
Preto¾e »a¾nica delí trojuholník na dva trojuholníky s rovnakým obsahom, rovnajú sa
obsahy trojuholníkov ABC a KLC , práve keï sa rovnajú obsahy trojuholníkov BCS
a CKM . Preto¾e obidva trojuholníky majú rovnakú vý¹ku, musí by»jCM j = jCSj. Bod
M je teda toto¾ný buï s bodomS, alebo s bodomS0, ktorý je stredovo súmerný s bodom
S podµa streduC.

Obr. 6

V prvom prípade nájdeme bodyK resp.L ako prieseèníky (Thalesovej) kru¾nicek(S; jSCj)
s priamkami pA resp. pB . V druhom prípade sú body K resp. L prieseèníky kru¾nice
k0(S0; jS0Cj) s priamkami pA resp. pB .
Preto¾ejSCj = jS0Cj > jSAj, má úloha v¾dy ¹tyri rie¹enia.

C { II { 4

Oznaème P, Q, R po rade stredy hrán CD, BF , EH danej jednotkovej kocky
ABCDEF GH a uva¾ujme bodyA, G, P, Q, R. Vzdialenos» ka¾dých dvoch z uva¾ovaných
piatich bodov je aspoò 1

2

p
5, lebo platí:

jAP j = jAQj = jAR j = jGPj = jGQj = jGRj =

r

1 +
1
4

=
1
2

p
5;

jP Qj = jQRj = jRP j =

r

1 +
1
4

+
1
4

>
1
2

p
5;

jAGj =
p

3 >
1
2

p
5:

Vzhµadom na to, ¾e ka¾dý bod z mno¾inyf A; G; P; Q; Rg je ofarbený jednou zo ¹tyroch
pou¾itých farieb, existujú medzi nimi dva, ktoré majú rovnakú farbu, a pritom ich vzdiaœ
lenos» je, ako sme ukázali, aspoò12

p
5.
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Kategória B

B { I { 1

Spomínané korenea, b, c sú koreòmi polynómu

F (x) = x4 � p2x2 + q(q � 2p2)x + pq2(1 � p): (1)

Preto má F rozklad F (x) = ( x � a)(x � b)(x � c)G(x), kde G je polynóm prvého stupòa
s koe�cientom 1 pri mocnine x1, tj. G(x) = x + d. Èíslo � d je ale reálny koreò polynómu
F , rovná sa teda jednému z èísela, b, c, napr. a. To znamená, ¾eF (x) = ( x � a)2(x �
� b)(x � c). Výraz roznásobíme a porovnáme s koe�cientami pri odpovedajúcich mocninách
v (1). Pre mocninu x3 máme 2a + b+ c = 0 a podµa zadaniaa + b+ c = 0 , tak¾e spolu
a = 0 a c = � b. Vz»ahy pri zostávajúcich mocnináchx potom dostávajú tvar

p2 = b2; q(q � 2p2) = 0 ; pq2(1 � p) = 0 :

Odtiaµ vidíme, ¾ep 6= 0 (preto¾eb 6= a = 0 ). V prípade q = 0 je také p µubovoµné, v prípade
q 6= 0 vychádza p = 1 a q = 2 .
Hµadanými dvojicami[p; q] sú v¹etky dvojice tvaru [p;0], kde p 6= 0 , spolu s dvojicou[1; 2].

B { I { 2

Nech ABCD je daný ¹tvorec, K , L sú body úseèkyBC , pre ktoré platí jBK j = jCL j = 1
8

a M , N sú obrazy bodovK , L v súmernosti podµa stredu ¹tvorca. Platí:

jAL j = jCN j > jDL j = jBN j =

r

12 +
� 1

8

� 2
=

1
8

p
65 > 1;007:

Predpokladajme, ¾e pri nejakom ofarbení tvrdenie neplatí.Uká¾me najprv, ¾e niektoré tri
vrcholy majú rôznu farbu. Keby nemali, museli by by» dva susedné vrcholy (napríklad A,
B ) oznaèené farbou I a zostávajúce vrcholy (C, D) farbou II. Body L , N by potom museli

ma» farbu III, a to je spor, lebo jLN j =
q

1 + ( 6
8 )2 = 5

4 > 1;007.
Nech teda bez ujmy na v¹eobecnosti majú bodyA, B farbu I, C farbu II a D farbu III
(body tej istej farby nemô¾u le¾a» na uhloprieèke ¹tvorca).Potom bod K nemô¾e ma»

farbu III ani I (lebo jAK j =
q

65
8 > 1;007. Má teda farbu II a analogicky N má farbu III.

Potom ale stred J strany CD nemô¾e ma» farbu I, ani ¾iadnu z farieb II, III (platí toti¾
jJK j = jJN j = 1

8

p
65 > 1;007). To je spor s predpokladom, ¾e ka¾dý bod je ofarbený;

tvrdenie úlohy je tým dokázané.
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B { I { 3

Ide o známe priemery, ktoré (pri x 6= y) spåòajú nerovnosti

0 < h < g < a < k (2)

(pozri ©MM 39). Výraz V nadobúda hodnoty

V1 = ka � hg; V2 = kg � ah; V3 = ag � kh a � V1; � V2; � V3:

Ak doká¾eme, ¾e
V1 > V2 > V3 > 0; (3)

bude to znamena», ¾eV3 je najmen¹ia kladná hodnota výrazu V , a ¾e rovnos»V = 0 nie
je mo¾ná. Dve µavé nerovnosti v (3) plynú okam¾ite z (2), leboV1 � V2 = ( k + h)(a � g)
a V2 � V3 = ( g + h)(k � a). Zostáva teda dokáza», ¾eV > 0, alebo ag > kh. Dôkaz je
výhodné previes» sporom: Nech existujú také rôznex; y 2 R+ , ¾eag 5 kh, t.j.

p
xy �

1
2

(x + y) 5

r
x2 + y2

2
�

2xy
x + y

:

Obidve strany tejto nerovnosti sú kladné. Po umocnení na druhú a µahkej úprave
dostaneme(x + y)4 5 8(x2 + y2)xy; odtiaµ(x � y)4 5 0, a to je spor.

B { I { 4

V osovej súmernosti sa vrcholn-uholníka súmerného podµa danej osi zobrazí opä» na vrchol
tohto n-uholníka. Uva¾ujme situáciu na obr. 7. OznaèmeS prieseèník týchto priamok, � =
= 28 � . Zlo¾ením súmerností podµa priamoka, b v danom poradí je otoèenieR = R(S;2� ),
ktoré zobrazuje vrcholy n-uholníka na seba navzájom. NechA1 je µubovoµne zvolený
vrchol n-uholníka, A2 = R(A1), A3 = R(A2), atï., a¾ nakoniec postupným zobrazovaním
dospejeme k boduAk = A1, pritom k je najmen¹ie prirodzené èíslo, ktoré je väè¹ie ako 1
a spåòa danú rovnos» bodov.

Obr. 7
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Uva¾ovanýn-uholník má minimálne k vrcholov a platí k � 2� = l � 360� = N (56� ; 360� ) =
= 2 520� , kde symbolom N oznaèujeme najmen¹í spoloèný násobok. Je tedak = 45.
Ak má n-uholník viac ne¾k vrcholov, mô¾eme pre jeho vrcholB =2 f A1; A2; : : : ; A45g
kon¹trukciu zopakova». Analogicky mo¾no postupova» pre vrchol C =2 f A1; A2; : : : ; A45;
B1; B2; : : : ; B45g atï. Hµadané èíslan sú teda prirodzené násobky èísla 45:n = 45r , kde
r 2 f 1; 2; 3; : : :g. Je v¹ak e¹te potrebné dokáza», ¾en-uholníky po¾adovaných vlastností
pre jednotlivé n existujú. Obr. 7 znázoròuje situáciu pre r = 1 , tj. pre n = 45. Pre r = 2
pridáme ïal¹ie vrcholy do stredov oblúkov na obr. 7, pre r = 3 rozdelíme oblúky na obr. 7
ïal¹ími vrcholmi na tretiny atï.

B { I { 5

Z podmienky x2 � 3x� 10 = 0 stanovíme, pre ktoréx je funkcia de�novaná; x 2 h�1 ; � 2i[
[ h 5; 1i .
Na zápis y = x �

p
x2 � 3x � 10 sa teraz mô¾eme pozera» ako na rovnicu s neznámou

x a parametrom y. Budeme zis»ova», pre ktoré hodnoty parametray má táto rovnica
rie¹enie. Platí x � y =

p
x2 � 3x � 10. Túto rovnicu umocníme na druhú a vyjadríme

odtiaµx (zrejme bude y 6= 3
2 ):

x =
y2 + 10
2y � 3

:

Tento výraz dosadíme zax do podmienky x � y = 0^ (x = 5_ x 5 � 2) a získané nerovnice
upravíme na podielový tvar:

(y � 5)(y + 2)
2y � 3

5 0 ^
� (y � 5)2

2y � 3
= 0 _

(y + 2) 2

2y � 3
5 0

�

Mno¾ina koreòov tejto sústavy nerovníc urèuje hµadaný oborhodnôt H (f ) = ( �1 ; � 2i [
[

�
3
2 ; 5

�
.

B { I { 6

Nech Q je päta vý¹ky h z vrcholu D v steneACD a nechjCQj = y, jAQj = 6 � y (obr. 8).
Potom podµa Pytagorovej vety platí:

h2 + (6 � y)2 = 36 a h2 + y2 = 24:

Vyrie¹ením tejto sústavy rovníc dostávame y = 2 cm a h =
p

20cm.
Vrchol D le¾í aj na kru¾nicik(Q; h), ktorej rovina je kolmá na hranu AC , aj na ku¾eµovej
ploche, ktorá má vrchol v B , a ktorej os o je kolmá na rovinu ABC . Vrcholový uhol
tejto ku¾eµovej plochy má veµkos»180� � 2 � 45� . OznaèmeP pätu telesovej vý¹ky ihlanu,
jP Qj = x, jDP j = jBP j = v (pozri obr. 8 a obr. 9). Preto¾e obe priamkyDQ a DP sú
kolmé na priamku AC , je na òu kolmá aj priamka P Q. Z pravouhlých trojuholníkov DQP ,
BP R mámex2 + v2 = 20 a zároveò(4 � x)2 +4 = v2. Vyrie¹ením tejto sústavy zistíme, ¾e
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existujú dve rie¹enia: buï je x = 0 , potom má ihlan vý¹ku v =
p

20cm, alebo jex = 4 cm
a v = 2 cm.

Obr. 8 Obr. 9

B { S { 1

Vi�etove vz»ahy a podmienka pre súèin koreòov vedú na sústavu rovníc

x1 + x2 + x3 =
9
2

;

x1x2 + x1x3 + x2x3 =
7
2

;

x1x2x3 = �
m
2

;

x1x2 = � 1;

kde x1, x2, x3 sú tri rôzne reálne korene danej rovnice. Pomocou prvej a ¹tvrtej rovnice
upravujeme µavú stranu druhej rovnice

x1x2 + x1x3 + x2x3 = � 1 + x3(x1 + x2) = � 1 + x3

� 9
2

� x3

�
;

tak¾e dostaneme rovnicu2x2
3 � 9x3 + 9 = 0 s koreòmi 3 a 3

2 . Pre x3 = 3 z rovností
x1 + x2 = 3

2 , x1x2 = � 1 vyplýva f x1; x2g = f� 1
2 ; 2g, pre x3 = 3

2 podobne dostávame
f x1; x2g = f 1

2

�
3 �

p
13

�
g. V prvom prípade je m = 6 , v druhom m = 3 . V oboch

prípadoch sú potom v¹etky ¹tyri rovnice sústavy splnené.

B { S { 2

NechA0B 0C0 je obraz trojuholníka ABC v súmernosti podµaO a P QRTXY je ¹es»uholník,
ktorý vznikne ako prienik oboch trojuholníkov (obr. 10).
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Obr. 10

Trojuholníky AQP , A0XT sú stredovo súmerné podµaO a trojuholníky A0XT , RBT sú
stredovo súmerné podµaT. Preto sú trojuholníky AQP , RBT zhodné a naviac sú podobné
trojuholníku ABC . Oznaèmea, b, c då¾ky strán trojuholníkaABC a x, y, z då¾ky úseèiek
P Q, AP , AQ. Èíslo k = x=a = y=b= z=c sa zrejme zmení, ak zmeníme polohu boduO
vo vnútri úseèky MS . Obvod o prieniku P QRTXY je daný vz»ahomo = 2x + 2y + 2( c �
� 2z) = 2 k(a + b� 2c) + 2 c a nezávisí od polohy boduO (vo vnútri úseèky MS ), práve
keï je výraz vo vnútri zátvorky posledného výrazu rovný nule, t. j. keï a + b = 2c.

B { S { 3

Pripomeòme si najprv túto úvahu: Ak máme k bodov, z ktorých ¾iadne tri nele¾ia na
priamke, potom ka¾dý z nich mô¾eme spoji» s ostatnými spoluk � 1 priamkami. Keï to
prevedieme postupne pre v¹etky body, zostrojíme ka¾dú priamku dvakrát. Preto je poèet
v¹etkých spojníc 1

2 k(k � 1).
Pristúpme teraz k rie¹eniu danej úlohy. Uva¾ujme µubovoµnúpriamku p urèenú niektorými
dvoma z daných n bodov. Zostávajúcich n � 2 bodov vytvára nanajvý¹ 1

2 (n � 2)(n � 3)
priamok, s ktorými má priamka p nanajvý¹ r = 1

2 (n � 2)(n � 3) prieseèníkov. Priamkup
mô¾eme vybra» nanajvý¹s = 1

2 n(n � 1) spôsobmi. V súèiners je v¹ak ka¾dý prieseèník
zapoèítaný aspoò dvakrát. Preto poèet nových prieseèníkovneprevy¹uje èíslo1

8 n(n� 1)(n�
� 2)(n � 3).

B { II { 1

Sústavu mo¾no napísa» v tvare

x +
1
y

�
y
x

� y �
1
x

+
x
y

= 0 ; (1)
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y +
1
x

�
x
y

= a: (2)

Prvú rovnicu vynásobíme súèinomxy a postupným vynímaním dostaneme

(x � y)(x + 1)( y + 1) = 0 ; (3)

prièom x 6= 0 a y 6= 0 . Rie¹eniami tejto rovnice sú práve v¹etky dvojice [t; t ], [� 1; t], [t; � 1],

kde t 2 R nf 0g, a dosadením do (2) zistíme, ¾e je potom v¾dya = t +
1
t

� 1. Odtiaµ vidíme,

¾e sústava má jediné rie¹enie, práve keï jet = � 1, t.j. x = y = � 1. Dosadením týchto
hodnôt do (2) dostanemea = � 3.

Iné rie¹enie : Ak má sústave vyhovova» jediná usporiadaná dvojica[x; y], musí vzhµadom
k symetrii oboch rovníc v neznámychx, y by»y = x. Polo¾me preto v (2)y = x a upravme
ju na tvar

x2 � (a + 1) x + 1 = 0 :

Táto rovnica má jediné rie¹enie, práve keï je jej diskriminant

D = ( a + 1) 2 � 4 = ( a + 3)( a � 1)

rovný nule.
Poµahky sa v¹ak presvedèíme, ¾e prea = 1 sú rie¹eniami napríklad usporiadané dvojice
[1; 1] aj [1; � 1]. Na druhej strane pre a = � 3 dostaneme sústavu (2),(3), ktorá má jediné
rie¹enie x = y = � 1.

B { II { 2

Z domáceho kola vieme, ¾e0 < g < a < k . Kladné hodnoty výrazu V mô¾u by»V1 =
= ( a � g)=k, V2 = ( k � a)=g, V3 = ( k � g)=a. Zrejme je V1 < V3, lebo k > a (zároveò
a � g < k � g). Doká¾eme e¹te, ¾e jeV1 < V2. Predpokladajme naopak, ¾e pre nejakéx, y
platí V1 = V2. Preto¾e

k2 + g2 =
1
2

(x2 + y2) + xy = 2
� 1

2
(x + y)

� 2
= 2a2; (4)

z nerovnosti V1 = V2 postupne dostávame nasledujúce nerovnosti:

g(a � g) = k(k � a);

ag + ka = k2 + g2 = 2a2;

g + k = 2a:

Umocnením poslednej z nich dostaneme

g2 + 2gk + k2 = 4a2; alebo (vïaka rovnosti (4)) gk = a2:
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Zároveò ale vieme, ¾e

gk 5
1
4

�
g2 + k2�

=
1
2

a2;

tak¾e vychádzaa2 5 gk 5 1
2 a2, alebo a2 5 0, èo odporuje predpokladua > 0. Výraz V

má teda najmen¹iu kladnú hodnotu pre [r; s; t ] = [ a; g; k].

B { II { 3

Vrcholy kocky le¾iace na tej istej telesovej uhloprieèke nazveme protiµahlé vrcholy. Ak
majú niektoré dva protiµahlé vrcholy tú istú farbu, tvrdeni e platí. Ak majú ka¾dé dva
protiµahlé vrcholy rôzne farby, potom pri µubovoµnej cestepo hranách z jedného vrcholu
do protiµahlého narazíme na hranu, ktorej krajné body sú vrcholy rôznych farieb. Jeden
z vrcholov tejto hrany so stredom najvzdialenej¹ej rovnobe¾nej hrany potom tvorí dvojicu
bodov, ktoré majú rovnakú farbu a vzdialenos»d = 3

2 .
Uká¾eme e¹te, ¾e existuje ofarbenie, pri ktorom nemô¾e by»d > 3

2 . Také ofarbenie
dostaneme, keï napr. kocku rozdelíme rovinou, ktorá prechádza stredom kocky a je kolmá
na niektorú jej hranu, na dva zhodné hranoly a ka¾dý z týchto hranolov ofarbíme inou
farbou (s výnimkou spoloènej hranice kvádrov, na ktorej volíme len jednu z oboch farieb).

B { II { 4

V pravouhlom trojuholníku ABE oznaèmeQ pätu kolmice EM na preponu AB (obr. 11).

Obr. 11
Potom platí j<) EAB j = j<) BEQ j = j<) DEM j = j<) CDB j, prièom posledná rovnos»
vyplýva z vlastností obvodových uhlov. Trojuholník DEM je teda rovnoramenný a platí
jDM j = jEM j. Analogicky zistíme, ¾e jejEM j = jMC j. Trojuholníky MDE a CME
majú teda zhodné strany MD , MC a spoloènú vý¹ku na tieto strany. Obsahy týchto
trojuholníkov sa preto rovnajú.
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Rie¹enia sú»a¾ných úloh

Kategória A

A { I { 1

Uvedené kladné priemery spåòajú známé nerovnostih < g < a < k . Tie plynú
napr. z vyjadrenia

k2 � a2 =
(x � y)2

4
; a2 � g2 =

(x � y)2

4
; g2 � h2 =

xy(x � y)2

(x + y)2

a z podmienky x 6= y. (Je to trochu umelé zdôvodnenie, rie¹iteµov vyzveme dokazova»
ka¾dú z troch nerovností metódou ekvivalentných úprav.)
OznaèmeV1 = k + a � g � h, V2 = k + g � a � h a V3 = k + h � a � g. Ostatné tri hodnoty
výrazu V sú � V1, � V2 a � V3. Preto¾e

V1 � V2 = 2( a � g) > 0 a V2 � V3 = 2( g � h) > 0;

platí V1 > V2 > V3. Ak doká¾eme, ¾eV3 > 0, bude V3 hµadaná najmen¹ia kladná hodnota
výrazu V . Nerovnos»V3 > 0 je ekvivalentná s nerovnos»ouk � g > a � h, ktorej obidve
strany sú kladné. Mô¾eme ju preto ekvivalentne umocni» na druhú a potom prepísa» do
tvaru

2kg < k 2 + g2 � a2 + 2ah � h2:

Pred ïal¹ím umocnením vyjadríme pravú stranu tejto nerovno sti pomocou èíselx a y
(a tak zístíme, ¾e je skutoène kladná). Vyjde nám

k2 + g2 � a2 =
(x + y)2

4
a 2ah � h2 =

2xy(x2 + y2)
(x + y)2 :

Preto mô¾eme poslednú nerovnos» ekvivalentne umocni» na druhú:

4k2g2 = 2xy(x2 + y2) <
(x + y)4

16
+ xy(x2 + y2) +

4x2y2(x2 + y2)2

(x + y)4 :

Túto nerovnos» mo¾no ekvivalentne upravi» na tvar

0 <
�

(x + y)2

4
�

2xy(x2 + y2)
(x + y)2

� 2

:

Výraz v zlo¾enej zátvorke je kladný, lebo je rovný

(x + y)4 � 8xy(x2 + y2)
4(x + y)2 =

(x � y)4

4(x + y)2
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a x 6= y. Tým je dôkaz ukonèený. Odpoveï: Hµadané rozdelenie jef r; sg = f k; hg a f t; ug =
= f a; gg, lebo nejmen¹ia kladná hodnota výrazuV je rovná k + h � a � g.

A { I { 2

Pri rie¹ení úlohy vyu¾ijeme nasledujúce tvrdenie:Ak sa roviny KLM a KLN dotýkajú
gule K so stredom S, potom KLS je rovina súmernosti týchto dvoch dotykových rovín.
(Tvrdenie doká¾eme, ak si predstavíme, ako sa urèia roviny dotykové ku guli K, ktoré
obsahujú danú priamku KL : NechS0 je kolmý priemet S na KL , %je rovina prechádzajúca
bodom S0 kolmo na KL a kru¾nicak je rez povrchu guleK rovinou %. OznaèmeT1 a T2

body dotyku dotyèníc vedených z boduS0 na kru¾nicuk. Potom dotykové roviny KLM
a KLN sú roviny KLT 1 a KLT 2 a SS0 je osou priamokS0T1 a S0T2.)
V na¹ej úlohe sa roviny BEP , BGQ a BP Q dotýkajú gule, ktorej stred S le¾í na priamke
BH (obr. 12).

Obr. 12

Preto podµa vy¹¹ie uvedeného tvrdenia platí:

(1) BP H je rovina súmernosti rovín BEP a BP Q,

(2) BQH je rovina súmernosti rovín BGQ a BP Q.

Zlo¾ením rovinných súmerností podµa rovínBP H a BQH (v tomto poradí) vznikne
otoèenieR okolo ich prieseèniceBH o uhol 2� , kde � je odchýlka týchto rovín. (Dôkaz:
Táto vlastnos» sa v rovine kolmej naBH prevedie na známe tvrdenie o zlo¾ení dvoch
osových súmerností podµa priamok zvierajúcich uhol� .) Na¹ou úlohou je dokáza», ¾e� =
= 60 � . Najprv vysvetlíme, preèo pri otoèení R prejde bod E do bodu G. Z (1) a (2)
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plynie, ¾e rovinaBEP prejde pri otoèení R do roviny BGQ. Preto¾e bodH le¾í na osi
otoèenia R, jeho kolmý priemet do roviny BEP (èo je bod E) prejde v otoèení R do
kolmého priemetu bodu H do roviny BGQ (èo je bod G). Bod G je skutoène obrazom
bodu E pri otoèení R.

Vieme u¾, ¾e� = 1
2 j<) EXG j, kde X je spoloèný kolmý priemet bodovE a G na priamku

BH , alebo päta vý¹ky na stranu BH trojuholníka BEH . Oznaèmea då¾ku hrany kocky.
Zo vz»ahovjEB j = a

p
2, jEH j = a, jBH j = a

p
3, j<) BEH j = 90 � a z dvoch vyjadrení

obsahu trojuholníka BEH (tj. 1
2 jEB j� j EH j = 1

2 jBH j� j EX j) plynie jEX j = a
p

2=3. Preto
z rovnoramenného trojuholníka EXG dostávame

sin � =
1
2 � jEGj
jEX j

=
a

p
2

2

a
q

2
3

=

p
3

2
; tak¾e� = 60 � :

Dodajme, ¾e výpoèet z posledného odstavca mo¾no obís» nasledujúcou úvahou: Pri otoèení
R prejde bod E do bodu G, tak¾e bodG prejde do bodu D a bod D do bodu E . Preto
z roviny EGD usúdime, ¾e2� + 2 � + 2 � = 360� , odkiaµ� = 60 � .

A { I { 3

Vzhµadom na spojitos» polynomyckej funkcief a k jej chovaniu pre jxj ! 1 je vlastnos»
popísaná v úlohe ekvivalentná s po¾iadavkou, aby nerovnos»f (x) = b platila pre ka¾dé
reálne èíslo x, a pritom pre niektoré x0 v nej nastala rovnos». (Bude vhodné túto
ekvivalenciu rie¹iteµom poriadne zdôvodni», aj keï sú pojmy analýzy na S© vykladané
znaène intuitívne.) V¹imneme si, ¾ef (1) = b, tak¾e druhá èas» po¾iadavky je zaruèená
hodnotou x0 = 1 . Naviac mô¾eme previes» rozklad

f (x) � b = x4 + x3 � 2x2 + bx � b =

= ( x � 1)x2(x + 2) + b(x � 1) = ( x � 1)(x3 + 2x2 + b):

Pre mnohoèleng(x) := x3 + 2x2 + b musí plati» g(x) 5 0 pre ka¾déx < 1 a g(x) = 0
pre ka¾déx > 1. Odtiaµ g(1) = 0 , èo nastane jedine preb = � 3. Potom ale g(x) =
= ( x � 1)(x2 + 3x + 3) . Preto¾e trojèlen v poslednej zátvorke má záporný diskriminant,
v prípade b = � 3 platí f (x)+3 = ( x � 1)2(x2 +3x +3) > 0 pre ka¾déx 6= 1 (a samozrejme
f (1) = � 3). Preto je b = � 3 jediná hµadaná hodnota. Dodajme e¹te, ¾e èíslox0 z prvej
vety rie¹enia musí by»násobným koreòom rovnice f (x) = b. Ak si nev¹imneme hodnotu
x0 = 1 , mô¾eme postupova» inak: porovna» koe�cienty v rovnosti mnohoèlenovf (x) � b =
= ( x � x0)2 � (x2 + px + q) a získa» tak sústavu rovníc s neznámymi èíslamib, x0, p a q.
Potom je ale nutné vylúèi» tie jej rie¹enia, pre ktorép2 � 4q > 0.

A { I { 4
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OznaèmeT bod dotyku kru¾nicek1 so stranouBC hµadaného trojuholníkaABC (obr. 13).

Obr. 13

Nech B1 a C1 oznaèujú po rade prieseèníky kru¾nicek1 so stranami AB a AC . Kru¾nica
k1 je obrazom kru¾nicek2 v rovnoµahlosti so stredom v bodeA a koe�cientom 3

4 . Platí
teda jBB 1j = 1

4 jAB j a jCC1j = 1
4 jAC j. Preto sú mocnosti bodovB a C ku kru¾nici k1

rovné

jBT j2 = jBB 1j � j BA j =
1
4

jAB j2 resp. jCTj2 = jCC1j � j CAj =
1
4

jAC j2:

Odtiaµ plynie jBT j : jCTj = jAB j : jAC j. Táto rovnos» ale znamená (viï návodnú úlohu),
¾e bodT le¾í na osi uhlaBAC , teda na polpriamke AS. Preto je jasná kon¹trukcia: Bod
T zostrojíme ako prieseèník polpriamkyAS s kru¾nicouk1, potom urèíme bodyB , C ako
prieseèníky kru¾nicek2 s dotykovou kru¾nicouk1 v bode T.
Teraz preskúmame, èi zostrojený trojuholník ABC (v¾dy jediný, a¾ na mo¾nú zámenu
vrcholov B a C) má po¾adované vlastnosti. Ide o to, èi bodS je skutoène stredom vpísanej
kru¾nice. Na¹ou kon¹trukciou je zaruèená rovnos» pomerovjBT j : jCTj a jAB j : jAC j (viï
vy¹¹ie). Preto bod S le¾í na osi uhlaBAC . Viac pre bod S v¹eobecne neplatí. (Uvedomte
si, ¾e ak necháte prebieha» bodS po pevnej úseèkeAT , bude výsledkom kon¹trukcie stále
ten istý 4 ABC . Len jediný bod úseèkyAT je stredom vpísanej kru¾nice.) Zistíme preto,
kedy bodS tie¾ le¾í na osi uhlaABC (a je teda stredom vpísanej kru¾nice ). Z trojuholníka
ABT vidíme, ¾e to nastane, práve keïjASj : jTSj = jAB j : jBT j. Preto¾ejAB j : jBT j = 2
(viï vy¹¹ie), dostávame nutnú aj postaèujúcu podmienku jASj = 2 jTSj, alebo aj jASj =
= 2

3 jAT j. Preto¾e bodT mô¾e by» µubovoµný bodk1 rôzny od A, dochádzame k záveru:
Zadaná kon¹trukèná úloha má rie¹enie (a to jediné a¾ na oznaèenie bodovB a C), práve
keï bod S le¾í na kru¾nici, ktorá je obrazom kru¾nicek1 v rovnoµahlosti so stredomA
a koe�cientom rovným 2

3 . (Podmienka S 6= A je zaruèená zadaním.)
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A { I { 5

Nech AM je »a¾nica,BN je vý¹ka, bod X ich prieseèník a bodP stred úseèkyCN v
skúmanom trojuholníku (obr. 14).

Obr. 14

Ak má pre jednoduchos» úseèkaCN då¾ku 1, potomjBN j = tg 
 , jNA j = tg 

tg �

, jXN j =

= tg 

2 , jMP j = 1

2 tg 
 (stredná prieèka v trojuholníku CBN ) a jP Aj = jP N j + jNA j =

= 1
2 + tg 


tg �
. Z podobnosti trojuholníkov MP A a XNA plynie pomer

jMP j
jP Aj

=
jXN j
jNA j

; alebo
1
2 tg 


1
2 + tg 


tg �

=
tg 


2
tg 

tg �

;

odkiaµ

tg � =
tg 


�
tg 
 � 2 tg 


2

�

tg 

2

:

Porovnaním s textom úlohy vidíme, ¾e staèí dokáza» identitu

tg 
 � 2 tg 

2

tg 

2

= tg 
 � tg


2

; zrejme ekvivalentnú s tg
 =
2tg 


2

1 � tg2 

2

:

To je ale známy vzorec pre tangens dvojnásobného uhla.

A { I { 6

Doká¾eme najprv, ¾e poèet v¹etkýchN -ciferných èísel, ktoré mo¾no zostavi» zp0 núl, p1

jednièiek, : : : , p9 deviatok, kde
9P

i =0
pi = N , je rovný hodnote

(N � 1)! (N � p0)
p0! p1! � � � p9!

: (� )
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Skutoène, ak je p0 = 0 , je spomínaný poèet rovný poètu v¹etkých poradí uvedených
ci�er, ktorý je podµa vzorca pre poèetporadí s opakovanímrovný hodnote N !

p1 !��� p9 ! . To
je ale (� ) pre p0 = 0 (pripomíname, ¾e0! = 1). Ak je p0 > 0, je nutné od celkového
poètu poradí daných ci�er (vèítane p0 núl) odèíta» poèet tých z nich, ktoré zaèínajú cifrou
nula, tj. odèíta» poèet v¹etkých poradíp0 � 1 núl, p1 jednièiek, : : : , p9 deviatok. Úpravou
rozdielu N !

p0 !p1 !��� p9 ! � (N � 1)!
(p0 � 1)! p1 !��� p9 ! dostaneme(� ).

Teraz vysvetlíme, ¾e pri pevnom prirodzenomN je hodnota (� ) najväè¹ia, keï sa poèty pi

navzájom
"
èo najmenej lí¹ia\, tj. sú rovné podielu N

10 (zaokrúhlenému nahor alebo dole,
ak nejde o celé èíslo). Zapí¹me preto delenieN : 10 so zvy¹kom: N = 10q + r , kde q
a r sú celé nezáporné èísla, prièomr < 10. A¾ do konca budú tieto èíslaN , q a r pevné.
(V zadaní úlohy N = 1 994, tak¾eq = 199 a r = 4 . Dáme v¹ak prednos» v¹eobecnému
popisu.)
Najprv si v¹imneme menovateµa zlomku(� ). Doká¾eme, ¾enajmen¹ia hodnota menovateµa
je rovná ((q+ 1)!) r (q!)10� r . Skutoène, v súèine

(1 � 2 � � � p0) � (1 � 2 � � � p1) � � � (1 � 2 � � � p9)

je práve
9P

i =0
pi = N èiniteµov, z toho najviac 10 èísel 1, najviac 10 èísel 2, atï.a¾ najviac 10

èíselq. Je tam preto tie¾ aspoòN � 10q = r èísel, ktoré nie sú men¹ie akoq+ 1 . Ak teda
zoradíme týchto N èiniteµov od najmen¹ieho po najväè¹í, bude prvých desa»= 1, druhých
desa»= 2, : : : , q-tých desa»= q a zostávajúcich r bude = q + 1 . Celý súèin teda nie je
men¹í ako

110 � 210 � � � q10 � (q + 1) r = (( q + 1)!) r (q!)10� r :

Pritom toto minimum sa dosiahne, práve keï je medzi èíslami pi práve r hodnôt q + 1
a práve 10� r hodnôt q.
S ohµadom na práve dokázané tvrdenie o minime menovateµa(� ) teraz uká¾eme, ¾e zlomok
(� ) nemô¾e by» maximálny na ¾iadnej desaticip0; : : : ; p9, v ktorej p0 < q. Vezmime teda

µubovoµnú deseticup0; : : : ; p9, v ktorej p0 < q. Preto¾e
9P

i =0
pi = 10q+ r > p 0 + 9q, mô¾eme

vybra» index i > 0 tak, aby pi = q + 1 . Uká¾eme, ¾e hodnota(� ) sa zväè¹í, ak zameníme
v na¹ej desatici èíslap0 a pi po rade èíslamip0 + 1 a pi � 1, zatiaµ èo ostatné èíslapj

nezmeníme (to odpovedá zmene, keï v pôvodnej zostave ci�er jednu cifru
"
i\ nahradíme

cifrou
"
0\). Ak porovnáme zápis (� ) pre pôvodnú a pozmenenú desaticu, nahliadneme, ¾e

hodnota (� ) sa na¹ou zmenou zväè¹í, práve keï

N � p0

pi
<

N � p0 � 1
p0 + 1

alebo pi >
(N � p0)(p0 + 1)

N � p0 � 1
:

preto¾epi = p0 + 2 , staèí len dokáza», ¾e platí

p0 + 2 >
(N � p0)(p0 + 1)

N � p0 � 1
:

41



Ekvivalentnou úpravou dostaneme nerovnos»p0 < N
2 � 1. Tá sa v na¹ej situácii u¾ µahko

zdôvodní: preto¾eN = 10q = 10 (q 6= 0 , lebo p0 < q) a preto¾e nerovnos»x10 < x
2 � 1 je

zrejme splnená pre ka¾déx > 10, platí p0 < q 5 N
10 < N

2 � 1.
Zhròme predchádzajúcu úvahu: Pri hµadaní najväè¹ej hodnoty (� ) sa mô¾eme obmedzi»
len na tie desaticep0; : : : ; p9, v ktorých p0 = q. pre ne v¹ak podµa tvrdenia o najmen¹ej
hodnote menovateµa(� ) platí

(N � 1)!(N � p0)
p0! p1! � � � p9!

5
(N � 1)!(N � q)

p0! p1! � � � p9!
5

(N � 1)!(N � q)
((q+ 1)!) r (q!)10� r :

Ak si uvedomíme, kedy v posledných dvoch nerovnostiach nastáva rovnos», dostávame
koneèný výsledok:Najväè¹ia hodnota (� ) je rovná

(N � 1)!(N � q)
((q + 1)!) r (q!)10� r

�
=

1993!� 1795
(200!)4(199!)6

v zadanom prípade
�

a dosiahne sa vtedy a len vtedy, keï je medzi èíslamipi práve r hodnôt q+ 1 , práve 10� r
hodnôt q a pritom p0 = q.

A { S { 1

V¹etky uva¾ované trojuholníky BXY sú navzájom podobné, lebo majú rovnaký uhol
pri vrchole X (obvodový uhol na kru¾nicik1 príslu¹ný tetive AB ) aj rovnaký uhol pri vrœ
chole Y (obvodový uhol na kru¾nicik2 príslu¹ný tetive AB ). To znamená, ¾e najväè¹í
obsah má ten trojuholník BXY (obr. 15), ktorý má napr. stranu BX èo najväè¹iu,
tj. rovnú priemeru kru¾nicek1. Podµa Thalesovej vety je vtedyAB ? XY (tak¾e ajBY
je priemerom kru¾nicek2). Kon¹trukcia bodov X a Y je tým jasná.

Obr. 15

Iné rie¹enie : OznaèmeK 1 a K 2 kolmé priemety stredov S1 a S2 na priamku XY (obr. 16).
Potom jXY j = 2 jK 1K 2j 5 2jS1S2j, prièom rovnos»jXY j = 2 jS1S2j nastane, práve keï
S1S2 k K 1K 2, alebo AB ? XY . Preto pre obsahP trojuholníka BXY platí odhad

P 5 1
2 � jXY j � j AB j 5 jS1S2j � j AB j;
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prièom rovnos»P = jS1S2j � j AB j nastane, práve keï AB ? XY .

Obr. 16

A { S { 2

Oznaème písmenamiD a H de�nièný obor, resp. obor hodnôt µubovoµnej funkcief
uvedeného tvaru. V prípadea > 0 by mno¾inaD obsahovala niektorý interval (�1 ; x0i ,
zatiaµèo v¹etky prvky H sú nezáporné èísla. Preto musí plati»a 5 0. Z rovnakého dôvodu
v prípade a = 0 nemô¾e by» èíslob záporné, a zrejme v tomto prípade nemô¾e by» ani
b = 0 (potom by toti¾ bolo f (x) =

p
c, èo nevyhovuje). Preto v prípadea = 0 musí plati»

b > 0, tj. f (x) =
p

bx + c. Potom v¹ak H = h0; 1 ) a z rovnosti D = h0; 1 ) plynie c = 0 .
Dostáváme prvé rie¹enief (x) =

p
bx, b > 0.

V prípade a < 0 je grafom funkciey = ax2+ bx+ c parabola
"
obrátená\ dole, tj. v zápornom

smere osiy. Odtiaµ plynie, ¾e neprázdná mno¾inaH musí by» tvaru H = h0; M i pre
niektoré M = 0. Z rovnosti D = h0; M i plynie, ¾e èísla0 a M sú koreòmi rovnice ax2 +
+ bx + c = 0 , tak¾ec = 0 , b = � aM a f (x) =

p
ax(x � M ) (platí to aj v prípade

M = 0 , keï je koreò 0 násobný). Obor hodnôt takejto funkcie je ale interval h0; f ( M
2 )i

(vieme, ¾ex = M
2 je súradnica vrcholu, tj.

"
najvy¹¹ieho\ bodu paraboly), preto dostávame

podmienku f ( M
2 ) = M :

r

a �
M
2

�
� M

2
� M

�
= M; alebo M �

r

�
a
4

= M:

Posledná rovnos» platí, práve keïM = 0 alebo a = � 4. Na¹li sme zostávajúce rie¹enie
f (x) =

p
ax2 (a < 0) a f (x) =

p
� 4x2 + bx (b > 0).

Odpoveï: Hµadané funkcie sú troch druhov: f (x) =
p

bx (b > 0), f (x) =
p

ax2 (a < 0)
a f (x) =

p
� 4x2 + bx (b > 0).

A { S { 3

Vieme, ¾eh < g < a < k . Preto¾e prvkyM sú vypísané v poradí od najmen¹ieho po
najväè¹í, musí nasta» niektorý z týchto prípadov:
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(i) g = 18
p

2, (ii) a = 40, (iii) g = 30 a a = 25
p

2.

V ka¾dom z nich je u¾ ïal¹í postup µahký:
(i) Z g = 18

p
2 vyplýva h = 45

2 . Preto¾exy = g2 = 648, dostávame

x + y =
2g2

h
=

4 � 648
45

:

Poslední èíslo nepatrí doM , tak¾e prípad (i) nemô¾e nasta».
(ii) Z a = 40 vyplýva k = 10

p
23, tak¾e

x + y = 2a = 80

a
x2 + y2 = 2k2 = 4 600:

Odtiaµ 2xy = 802 � 4 600 = 1 800, èi¾exy = 900 a g =
p

900 = 30 2 M . Koneène
h = 2�900

80 = 45
2 2 M . Èísla x a y sú korene rovnicet2 � 80t + 900 = 0 , teda f x; yg =

�
40�

� 10
p

7
	

.
(iii) Platí

xy = g2 = 900

a
x + y = 2a = 50

p
2;

odkiaµh = 2�900
50

p
2

= 18
p

2 2 M . Ïalej

x2 + y2 =
�
50

p
2
� 2

� 2 � 900 = 3 200;

tak¾ek =
p

1 600 = 40 2 M . Èísla x a y sú korene rovnicet2 � 50
p

2t + 900 = 0 , teda
f x; yg =

�
25

p
2 � 5

p
14

	
.

Odpoveï: f x; yg =
�

40� 10
p

7
	

, f x; yg =
�

25
p

2 � 5
p

14
	

.

A { II { 1

Ak má pä»nás»miestne èíslo vo svojom zápisex trojek a 8� x osmièiek na mieste párnych
rádov a zároveòy trojek a 7 � y osmièiek na mieste nepárnych rádov, je podµa známeho
kritéria toto èíslo násobkom jedenástich, práve keï je 11-timi deliteµný ciferný súèet

x � 3 + (8 � x) � 8 � y � 3 � (7 � y) � 8 = 5( y � x) + 8 :

Preto¾e0 5 x 5 8 a 0 5 y 5 7, platí � 8 5 y � x 5 7. Prebratím v¹etkých mo¾ných hodnôt
y � x (alebo úpravou 5(y � x)+8 = 5( y � x +6) � 22) zistíme, ¾e podmienka11j5(y � x)+8
platí, práve keï y � x = � 6 alebo y � x = 5 , tak¾ey = x � 6 alebo y = x + 5 . Preto¾e
x trojek rozmiestníme na niektoré z ôsmich pozícií

� 8
x

�
spôsobmi a podobney trojek na

niektoré zo siedmych pozícií
� 7

y

�
spôsobmi, je hµadaný poèet rovný

8X

x =6

�
8
x

��
7

x � 6

�
+

2X

x =0

�
8
x

��
7

x + 5

�
= 28 + 56 + 21 + 21 + 56 + 28 = 210 :
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Iné rie¹enie : Pä»nás»miestne èíslo so zápisomc1c2 : : : c15 dáva po delení jedenástimi
rovnaký zvy¹ok ako súèet

S = c1 � c2 + c3 � c4 + c5 � : : : � c14 + c15: (1)

Ak je ci 2 f 3; 8g pre ka¾déi , potom vzhµadom k tomu, ¾e8 � � 3 (mod 11), dáva súèetS
po delení jedenástimi rovnaký zvy¹ok ako súèetS0 s 15-timi èlenmi

S0 = � 3 � 3 � 3 � : : : � 3; (2)

v ktorom pred i -tu trojkou (pre ka¾dé i ) je rovnaké znamienko ako v kongruencii
(� 1)i +1 ci � � 3 (mod 11). Naopak ku ka¾dému súètuS0 tvaru (2) mo¾no podµa posledných
kongruencií priradi» jediný súèet S tvaru (1) s ciframi ci 2 f 3; 8g. Hµadaný poèet
pä»nás»miestnych èísel je preto rovný poètu v¹etkých tých výberov znamienok v (2),
pri ktorých S0 � 0 (mod 11). Preto¾e ka¾dý súèetS0 je nepárny násobok troch, ktorý
v absolutnej hodnote neprevy¹uje èíslo 45, zaujímame sa o tie výbery znamienok, pri
ktorých S0 = 33 alebo S0 = � 33. To nastane, práve keï je vybrané 13-krát plus a 2-krát
mínus, alebo naopak 13-krát mínus a 2-krát plus. Hµadaný poèet je preto rovný 2 �

� 15
2

�
=

= 210.

A { II { 2

OznaèmeP prieseèník »a¾niceAA 1 s osouo uhla ABC uva¾ovaného trojuholníka (obr. 17).
Podµa zadania platí

Obr. 17

jAP j = jBP j, tak¾ej<) A1AB j = �
2 , kde � = j<) ABC j. OznaèmeR a Q kolmé priemety

bodov A1 a C na stranu AB a zvoµme jednotku då¾kyjBR j = 1 . Preto¾eA1R je
stredná prieèka trojuholníka CQB , platí jQRj = 1 , jA1Rj = tg � , jCQj = 2 tg � , tak¾e
z trojuholníka ARA 1 plynie

jAR j =
jA1Rj

tg j<) A1AB j
=

tg �

tg �
2

=
2

1 � tg2 �
2

:

Preto mô¾eme urèi» då¾ku

jAQj = jAR j � j QRj =
2

1 � tg2 �
2

� 1 =
1

cos�
;
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tak¾e z trojuholníkaAQC pre uhol � = j<) BAC j dostávame

tg � =
jCQj
jAQj

=
2tg �

1
cos�

= 2 sin �:

Preto¾e� + � = 75 � , vychádza tg(75� � � ) = 2 sin � . Táto rovnos» platí pre � = 30 � ,
neplatí v¹ak pre ¾iadne iné� z intervalu I = (0 � ; 75� ), lebo jej µavá strana je naI klesajúca
funkcia, zatiaµèo pravá strana funkcia rastúca.
Odpoveï: Uhol pri vrchole A je 45� , pri vrchole B 30� .

Iné rie¹enie : Zachovajme oznaèenieA1, P , � a � z prvého rie¹enia. Znovu si v¹imnime,
¾ej<) A1AB j = �

2 , a potom napí¹me sínusové vety pre trojuholníkyAA 1C a AA 1B :

jCA1j
jAA 1j

=
sin(� � �

2 )
sin 105� a

jBA 1j
jAA 1j

=
sin �

2

sin �
=

1

2 cos�
2

:

Preto¾e v¹akjCA1j = jBA 1j, plynie odtiaµ rovnos»

sin(� � �
2 )

sin 105� =
1

2 cos�
2

alebo sin
�

� �
�
2

�
� cos

�
2

=
cos 15�

2
:

Po dosadení� = 75 � � � do poslednej rovnosti zistíme podobne ako v prvom rie¹enie,¾e
� = 30 � je jediná mo¾ná hodnota.

A { II { 3

OznaèmeP a Q stredy hrán AB a CD skúmaného ¹tvorstenu (obr. 18). Z rovnoramenných
trojuholníkov ABC a ABD plynie CP ? AB a DP ? AB , tak¾e stenyACD a BCD sú
súmerne zdru¾ené podµa rovinyDP C . Podobne stenyCAB a DAB sú súmerne zdru¾ené
podµa rovinyABQ . Preto stred S vpísanej guµovej plochy le¾í na prieseènici rovínDP C
a ABQ , teda na úseèkeP Q. Naviac body dotyku tejto guµovej plochy so stenami ¹tvorstenu
le¾ia na úseèkáchAQ, BQ, CP a DP . Oznaèmex veµkos» úseèkyjSPj a znázornime obidva
rovnoramenné trojuholníky ABQ a CDP s hlavnou kru¾nicou vpísanej guµovej plochy v tej
istej rovine (obr. 19). Platí

jAQj = jBQj =
p

c2 � b2; jCPj = jDP j =
p

c2 � a2; jP Qj =
p

c2 � a2 � b2:

Z dvojíc podobných pravouhlých trojuholníkov dostaneme dve vyjadrenia pre polomer%
spomínanej kru¾nice (a vpísanej guµovej plochy):

%=
jCQj � j SPj

jCPj
=

b� x
p

c2 � a2
a %=

jBP j � j SQj
jBQj

=
a �

� p
c2 � a2 � b2 � x

�

p
c2 � b2

:
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Porovnaním obidvoch vyjadrení dostaneme lineárnu rovnicupre neznámux s rie¹ením

x =
a
p

c2 � a2
p

c2 � a2 � b2

a
p

c2 � a2 + b
p

c2 � b2
: (� )

a dosadením do prvej z predchádzajúcich rovností výjde

%=
ab

p
c2 � a2 � b2

a
p

c2 � a2 + b
p

c2 � b2
; (� )

èo je hµadaný polomer guµovej plochy vpísanej danému ¹tvorstenu ABCD .

Obr. 18 Obr. 19

Iné rie¹enie. Vyu¾ime to, ¾e pre objemVABCD , povrch SABCD a polomer %vpísanej
guµovej plochy ¹tvorstenuABCD platí

VABCD =
1
3

% SABCD ; (1)

prièom v danom prípade je

SABCD = 2SABC + 2SCDA =

= 2
�
a
p

c2 � a2 + b
p

c2 � b2
�
:

Podobne ako v prvom rie¹ení z vlastností daného ¹tvorstenu zistíme, ¾e hranaAB je kolmá
na rovinu CDP , tak¾e objemVABCD spoèítame ako dvojnásobný objem ihlanuCDP B
(obr. 18) s podstavouCDP a vý¹kou veµkostia. Je teda

VABCD =
2
3

abjP Qj =
2
3

ab
p

c2 � a2 � b2:

Dosadením do vz»ahu (1) výjde

%=
ab

p
c2 � a2 � b2

a
p

c2 � a2 + b
p

c2 � b2
:
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A { II { 4

Nech n je stupeò hµadaného mnohoèlenaf (zrejme f 6� 0) a nech axn je jeho vedúci èlen
(tj. f (x) = axn + g(x), kde g je mnohoèlen stupòa5 n � 1, príp. g � 0). Veducí èlen
mnohoèlenaf (x) �x �f (1� x) je potom rovný (� 1)n a2x2n +1 . Podµa zadania v¹ak µavá strana
danej rovnice nemô¾e by» mnohoèlenem nepárneho stupòa. Preto nutne platí 2n + 1 = 3
a zároveò(� 1)n a2 = � 1, tak¾en = 1 a a = � 1. Mnohoèlen f je preto tvaru f (x) = x + b
alebo f (x) = � x + b, kde b je vhodná kon¹tanta. Pre f (x) = x + b je µavá strana danej
rovnice rovná trojèlenu x2 + ( b2 + b)x + 100, ktorý je nezáporný pre ka¾déx, práve keï
jb2 + bj 5 20, tj. b 2 h� 5; 4i . Pre f (x) = � x + b vychádza trojèlen x2 + ( b2 � b)x + 100
a podmienka jb2 � bj 5 20, t.j. b 2 h� 4; 5i .
Odpoveï: Hµadané mnohoèleny súf (x) = x + b, kde b je µubovoµné èíslo z intervaluh� 5; 4i ,
a f (x) = � x + b, kde b je µubovoµné èíslo z intervaluh� 4; 5i .

A { III { 1

Na obr. 20 je sie» daného ¹tvorstena, ktorá vznikla otoèenímstien ABD , BCD a CAD

Obr. 20

okolo hrán steny ABC do jej roviny. Rovnosti zo zadania úlohy znamenajú, ¾e ako body
D1, A a D3, tak aj body D1, B a D2 le¾ia na priamke. Preto je úseèkaAB strednou
prieèkou trojuholníka D1D2D3, èo spolu s trojuholníkovou nerovnos»ou pre trojicu bodov
D2, C a D3 vedie k odhadu

2jAB j = jD2D3j 5 jD2Cj + jCD3 j = 2 jCDj:

Tým je nerovnos»jCDj = jAB j dokázaná.

A { III { 2

Preto¾e èíslo66 nie je deliteµné ¹tyrmi, nemô¾e plati»a = g = h = k, tak¾e ako dobre
vieme, platí h < g < a < k . Oznaèmec najväè¹í spoloèný deliteµ èísela, g. Potom a = ca1

a g = cg1, prièom g1 < a 1 sú nesúdeliteµné prirodzené èísla. Preto¾eh =
g2

a
=

cg2
1

a1
, je
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èíslo c deliteµné èísloma1, teda c = da1 pre vhodné prirodzené èíslod. Dostávame tak
vyjadrenie priemerov pomocou èíseld, a1, g1:

h = dg2
1 ; g = da1g1; a = da2

1; k =
p

2a2 � g2 = da1

q
2a2

1 � g2
1 :

Preto¾e druhá odmocnina z prirodzeného èísla je buï prirodzené, alebo iracionálne èíslo,
musí by» èíslo

p
2a2

1 � g2
1 prirodzené (a to väè¹ie akoa1, lebo g1 < a 1). Preto je µavá

strana rovnosti
dg2

1 + da1g1 + da2
1 + da1

q
2a2

1 � g2
1 = 66 ( � )

väè¹ia ako 2a2
1 (vzhµadom k nerovnostid = 1 staèí uva¾ova» len tretí a ¹tvrtý sèítanec).

Odtiaµ platí 2a2
1 < 66, alebo a1 5 5. ¥ahko sa zistí, ktorá z desiatich odmocnín

q
2a2

1 � g2
1 ; kde 1 5 g1 < a 1 5 5;

je rovná prirodzenému èíslu: taká je len odmocnina
p

2 � 52 � 12 pre a1 = 5 a g1 = 1 .
Dosadením do (� ) zistíme, ¾ed = 1 . Priemery (h; g; a; k) = (1 ; 5; 25; 35) má dvojica
koreòov rovnice t2 � 50t + 25 = 0 , teda dvojica èíself x; yg = f 25 + 10

p
6; 25� 10

p
6g.

A { III { 3

Oznaème dané bodyA1, A2, : : : , A5, dané priamky p1, p2, : : : , p5 a rozlí¹me dva prípady:
(I) Na ka¾dej danej priamke le¾ia nanajvý¹ dva dané body. Keby A i 2 pj \ pk pre niektoré

indexy i a j 6= k, platilo by Ax 2 pj [ pk pre nanajvý¹ tri hodnoty x (vèítane x = i ), tak¾e
by zostávajúce dva dané body spolu s priamkamipj , pk tvorili vhodný výber. V opaènom
prípade by ka¾dým bodomA i prechádzala nanajvý¹ jedna priamkapj ; potom by dokonca
niektoré tri priamky pj neprechádzali ani bodomA1, ani bodom A2.

(II) Na niektorej danej priamke le¾ia aspoò tri dané body. Nech napríklad body A1, A2 a A3

le¾ia na priamkep1. Preto¾e ka¾dá priamkapj (j > 1) prechádza nanajvý¹ jedným
z bodov A1, A2, A3 (inak by bolo pj = p1), mô¾eme jej priradi» dvojprvkovú mno¾inu
M j � f A1; A2; A3g takú, ¾epj \ M j = ; . Av¹ak trojprvková mno¾ina má len tri rôzne
dvojprvkové podmno¾iny, tak¾e niektoré dve zo ¹tyroch mno¾ín M 2, M 3, M 4 a M 5 sú
rovnaké. Pri vhodnom oèíslovaní bodov a priamok teda platíM 2 = M 3 = f A1; A2g. To
znamená, ¾e je mo¾né vybra» bodyA1, A2 a priamky p2, p3.

A { III { 4

V¹etky desa»miestne èísla rozdeµme do skupín tak, aby dve èísla padli do tej istej
skupiny, práve keï sú zapísané rovnakým súborom desiatich ci�er. Podµa vzorca pre poèet

kombinácií s opakovaním existuje práve
�

19
9

�
rôznych neusporiadaných súborov desiatich

èíslic. Preto¾e je medzi nimi aj súbor desiatich núl, je poèet zmienených skupín, do ktorých
sme rozdelili v¹etky desa»miestne èísla, rovný èíslu

�
19
9

�
� 1 =

19� 18� : : : � 11
1 � 2 � : : : � 9

� 1 = 19 � 17� 13� 11� 2 � 1 = 92 377< 105:
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Poèet desa»miestnych násobkov siedmich je v¹ak zrejme väè¹í ako 109. Preto sa v niektorej
zo zmienených skupín vyskytuje viac ako109� 5 = 104 èísel deliteµných siedmimi. Tvrdenie
zo zadania úlohy teda platí.

A { III { 5

Nech k(S; r) a ki (Si ; r i ) sú uva¾ované kru¾nice. TrojuholníkSS1S2 so stranami då¾ok

jSS1j = r � r 1; jSS2j = r � r 2; jS1S2j = r 1 + r 2 (1)

má podµa zadania pravý uhol pri vrcholeS. Na obr. 21 je tento trojuholník doplnený na
pravouholník SS1DS2.

Obr. 21

Nový bod D má podµa (1) od bodovS1, S2, S vzdialenosti

jDS1j = r � r 2; jDS2j = r � r 1; jDSj = r 1 + r 2: (2)

Z trojuholníkovej nerovnosti jS1S2j < jSS1j + jSS2j vzhµadom na (1) okam¾ite dostávame
r 1 + r 2 < r . Preto je mo¾né uva¾ova» kru¾nicu so stredomD a polomerom rovným r �
� r 1 � r 2 (neoznaèená kru¾nica na obr. 2, le¾iaca v uhleASB ). Táto kru¾nica má podµa
(2) v¹etky vlastnosti kru¾nice k3 z textu úlohy: dotýka sa zvnútra kru¾nicek a zvonku
kru¾níck1, k2. Preto¾e kru¾nicak3 je pre dané kru¾nicek, k1 a k2 jediná, platí S3 = D
a r 3 = r � r 1 � r 2. Podµa vety o obvodovom a stredovom uhle to znamená (obr. 22), ¾e

j<) XCY j =
1
2

� j<) S1DS2j =
1
2

� 90� = 45 � :

Tým je dôkaz ukonèený.
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Obr. 22

A { III { 6

Pre kladné korene a, b, c, 0 < a < b < c , rovnice (1) musí plati» Pytagorova veta
a2 + b2 = c2 a Vi�etove vz»ahy

a + b+ c = 2p(p + 1) ; ab+ bc+ ac = p4 + 4p3 � 1; abc= 3p3: (2)

Dostávame tak

2c2 = a2 + b2 + c2 = ( a + b+ c)2 � 2(ab+ bc+ ac) =

= 4p2(p + 1) 2 � 2(p4 + 4p3 � 1) = 2( p2 + 1) 2;

t.j. c = p2 + 1 . Preto zo vzorcov (2) ïalej vyplýva

a + b = 2p(p + 1) � c = p2 + 2p � 1;

ab= p4 + 4p3 � 1 � c(a + b) = 2 p3 � 2p:

Èísla a, b sú teda korene kvadratickej rovnice

u2 � (p2 + 2p � 1)u + 2p3 � 2p = 0 ;

èo sú (po jednoduchom výpoète) èísla2p a p2 � 1. Odtiaµ vyplýva nutná podmienka p > 1.
Èísla 2p, p2 � 1, p2 + 1 sú korene (1), práve keï spåòajú tretí Vi�etov vz»ah

2p(p2 � 1)(p2 + 1) = 3 p3; alebo p(2p2 + 1)( p2 � 2) = 0 :

S prihliadnutím na p > 1 tak dostávame jediné rie¹eniep =
p

2. Koreòmi (1) sú v tomto
prípade tri èísla 1, 2

p
2 a 3.
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Vyhodnotenie sú»a¾e v kategórii C

V tomto roèníku matematickej olympiády vyhlásila ÚK MO sú»a¾ pre rie¹iteµov kategórie
C. V letáku so zadaniami domáceho kola bolo zadanie úlohy è.6(pozri úloha C { I { 6)
roz¹írené a najlep¹ie rie¹enia mali ¾iaci zasiela» na adresu ÚK MO. Do sú»a¾e sa zapojilo 19
¹tudentov, z toho 13 úlohu vyrie¹ilo správne. Najèastej¹ím rie¹ením bolo overenie veµkostí
uhlov na 10 krokov (8 rie¹iteµov). Na druhej strane v¹etci neúspe¹ní rie¹itelia dokázali iba
vz»ah � : 
 = 2: 3 resp. nejaký iný vz»ah medzi uhlami�; �; 
 (napr. 
 = 2 � + 60 � � ,

 + � = 140� ), èo spolu so vz»ahom� + � + 
 = 180� nestaèí na vyrie¹enie úlohy. Na¹li
sa rie¹itelia, ktorí zabudli svoju úvahu obráti». Ukázali iba, ¾e ak v trojuholníkuABC sú
uhly danej veµkosti, potom je

"
dobrá\ ich kon¹trukcia.

Výsledky sú»a¾e: (rie¹itelia, ktorí na¹li správny postup na 10 a menej krokov)
9 krokov:
Ján Troják, Gymnázium Veµká Okru¾ná, ®ilina,
Peter Novotný, 8, Z© Hliny V, ®ilina.
10 krokov:
Anita Baranová, Gymnázium Svidník,
Peter Bodík, Gymnázium Po¹tová, Ko¹ice,
Franti¹ek Király, Gymnázium Trebi¹ovská, Ko¹ice,
Matú¹ Medo, Gymnazium Po¹tová, Ko¹ice,
Ivan Moravèík, Gymnázium Pezinok,
Martin ©evèík, Gymnázium Trenèín,
Ján ©pakula, Gymnázium Po¹tová, Ko¹ice,
Vladimír Zajac, 7, Gymnázium Grösslingová, Bratislava.
E¹te spomeòmePetru Polovkovú z Gymnázia v Spi¹skej Novej Vsi, ktorá na¹la kon¹trukciu
na 8 krokov, ale jej overenie správnosti rie¹enia bolo neúplné. V¹etkým úspe¹ným rie¹iteµov
tatko gratulujeme. Tu uvedieme dve z Va¹ich rie¹ení (trocha upravené).

Rie¹enie 1 (Ján Troják, Gymnázium, Veµká Okru¾ná, ®ilina; 9 krokov)
Najprv overíme, ¾e� = 40 � . Zostrojme kru¾nicè 1(A; r ), `2(Y1; r ), kde Y1 2 `1 \ AB a
r je µubovoµný vhodný polomer. OznaèmeY2 2 `1 \ AC , Y3 2 `2 \ `1 (obr. 23). Ïalej
zostrojme kru¾nicè 3(Y2; jY2Y3j), `4(Y1; jY2Y3j). Vieme, ¾ej<) Y1AY2j = 60 � . Pokiaµ sa
kru¾nice`3; `4 pretnú v bode Y4 le¾iacom na kru¾nicì1 bude j<) Y2AY3j = j<) Y4AY2j =
= j<) Y1AY4j = 1

3 60� = 20 � a � = 2 � 20� = 40 � . Uvedenú úvahu mô¾eme obráti» (pokiaµ
� = 40 � pretnú sa kru¾nicè 3; `4 na kru¾nici`1) a veµkos» uhla� je overená.
Namiesto � = 56 � budeme overova» rovnos»
 = 180� � � � � = 84 � . Pre µubovoµný
vhodný polomer r 1 zostrojme kru¾nicek1(C; r1), k2(X 1; r 1), kde X 1 2 k1 \ AC . Oznaème
X 2 2 k1 \ BC , X 3 2 k1 \ k2 tak, aby body X 2; X 1; X 3 boli usporiadané na kru¾nicik1

v smere pohybu hodinových ruèièiek. Zostrojme uhol5
 s vrcholom v bode C. To sa
dá napr. takto: zostrojme kru¾nicek3(X 1; jX 1X 2j), k4(X 4; jX 2X 4j), k5(X 5; jX 2X 4j), kde
X 4 2 k1 \ k3, X 5 2 k1 \ k4, prièom berieme tie prieseèníky kru¾níck1 \ k3, k1 \ k4, aby
body X 5; X 2; X 1; X 4 boli na kru¾nicik1 usporiadané v smere pohybu hodinových ruèièiek.
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Pokiaµ sa kru¾nicek5; k1 pretnú v bode X 3 z kon¹trukcie vyplýva, ¾e
 + 2 
 + 2 
 = 360� +
+ 60 � t.j. 
 = 84 � . Uvedenú úvahu je mo¾né obráti» (pokiaµ
 = 84 � kru¾nice sa pretnú
v bode X 3) a máme veµkos» uhla
 overenú.

Obr. 23

Ak zvolíme vhodne polomery kru¾níc, ktorých stredy sú vo vrcholoch trojuholníka ABC je
mo¾né overi» veµkos» uhlov na 8 krokov. Autorom my¹lienky jePetra Polovková z Gymnázia
v Spi¹skej Novej Vsi (¹koda, ¾e jej rie¹enie nie je úplné). Zobrala v úvahu, ¾e kru¾nicovým
oblúkom rovnakej d�l¾ky, ktoré le¾ia na kru¾niciach s rovnakým polomerom odpovedajú
rovnako veµké stredové uhly.

Rie¹enie 2
Zostrojme kru¾nicek1(C; jBC j), k2(B; jBC j), k3(A; jBC j) a oznaèmeR 2 k1 \ AC , S1 2
2 k2 \ k1, X 2 k2 \ AB , S3 2 k3 \ k1, Z 2 k3 \ AC , Y 2 k3 \ AB (obr. 24). Vieme, ¾e

j<) S1BC j = 60 � , a tak j<) XBS 1j = 60 � � � . Veµkos» oblúka
_

XS1 prenesme na kru¾nicuk1,
t.j. zostrojme kru¾nicuk4(S1; jS1X j) a oznaèmef S2

0; S2g = k1 \ k4. Dostali sme, ¾e

j<) S1CS2j = j<) S1CS2
0j = j<) XBS 1j = 60 � � � ;

j<) RCS2j = ( 
 � 60� ) + (60 � � � ) = 
 � � ;

j<) RCS2
0j = ( 
 � 60� ) � (60� � � ) = 
 � 120� + � :

Prenesme veµkos» oblúka
_

RS2 na kru¾nicuk3 to znamená zostrojme kru¾nicuk5(S3; jS3S2
0j)

a oznaèmeS4 2 k5 \ k3. Platí potom j<) ZAS4j = j<) RCS2
0j = 
 + � � 120� . Zostrojme

kru¾nicu k6(S4; jS4Z j). Ak kru¾nica k6 prechádza bodomY, potom � = 2( 
 + � �
� 120� ). Ïalej zostrojme kru¾nice k7(S2; jS2Rj), k8(B; jS2Rj). Ak sa kru¾nicek7; k8 pretnú
na kru¾nicik1, potom platí j<) RCB j = 3 j<) RCS2j t.j. 
 = 3( 
 � � ).
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Obr. 24

Získali sme tri rovnice:


 = 3( 
 � � ) ;

� = 2( 
 + � � 120� ) ;

� + � + 
 = 180� ;

ktorých rie¹ením sú � = 40 � , � = 56 � , 
 = 84 � .
�Uvahu je mo¾né obráti» (ak � = 40 � kru¾nica k6 prechádza bodmi Y; Z, ak

 = 84 � = 3 � 28� kru¾nicek7; k8 sa pretnú na kru¾nicik1) a máme overenú veµkos»
uhlov.
Rovnaká sú»a¾ ako na Slovensku prebiehala v tom istom èase ajv Èeskej republike.
Výsledok sú»a¾e bol podobný. Av¹ak vyskytlo sa tam jedno úplne výnimoèné rie¹enie,
ktoré poslal e¹te len 13{roèný ¾iak, ktoré potrebovalo len5 krokov. V tomto rie¹ení boli
vyu¾ité oveµa hlb¹ie vz»ahy ako v predchádzajúcich dvoch.

Rie¹enie 3 (Martin Vi¹èor, Gymnázium tø. kpt. Jaro¹e, Brno; 5 krokov)
Zostrojme najprv kru¾nicu k1 so stredom A a polomerom jAC j, jej druhý prieseèník so
stranou BC oznaèmeD. Ïalej zostrojme kru¾nicu k2 so stredomD a polomerom jDB j,
jej druhý prieseèník s AB oznaèmeE; potom kru¾nicu k3 so stredom E a polomerom
jED j a jej druhý prieseèník sjBC j oznaèmeF , prieseèník sAB oznaèmeG a prieseèník s
k2 oznaèmeH . Zostrojme e¹te kru¾nicuk4 so stredomF a polomerom jF H j a oznaème
I jej druhý prieseèník sk3. Napokon zostrojme kru¾nicuk5 so stredom I a polomerom
jID j. Ïal¹ie úvahy vyu¾ívajú predov¹etkým mnoho rovnoramenných trojuholníkov a to,
¾e uhly pri zákaldni rovnoramenného trojuholníka sú zhodné. Z toho odvodíme:� = 180� �
� 2�; � 2 = 180� � 2� = 4 � � 180� ; � 1 = � � be2 = 180� � 3� . Keï¾e bodyI; F a H le¾ia
spolu na kru¾nicik4, platí tie¾ j<) IEF j = j<) F EH j, teda � 3 = j<) IEF j = j<) GEH j + � 1.
Potom ale z rovnostrenného trojuholníkaEHD dostávamej<) GEH j = 60 � � � , èi¾e spolu
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j<) IEG j = � 1 + � 3 = 180� � 3� + 60 � � � + 180� � 3� = 420� � 7� . Testo správnosti
veµkosti uhlu � bude teraz to, èi kru¾nicek5 prechádza bodomG. V tom prípade platí
j<) DEI j = j<) IEG j. Keï¾e v¹ak j<) DEI j + j<) IEG j = j<) DEG j = � , znamená to, ¾e
1
2 � = j<) IEG j = 420� � 7� , teda � = 1

15 840� = 56 � .
Zostáva e¹te overi» veµkos» uhlu� . Opä» pomocou rovnoramenných trojuholníkov overíme
vz»ahy 
 = 180� � � � ! = 2 � � !; � 1 = 180� + 2 ! � 4�; � 2 = � � ! . Testom správnosti
veµkosti uhlu� bude to, èi kru¾nicak3 prechádza bodomA. Pokiaµ áno, platí� 2 = ! , èi¾e
� 2 = ! = 1

2 � . Potom u¾ mo¾no sèíta»� = � 1 + � 2 = 180� +2 ! � 4� + 1
2 � = 180� � 140� =

= 40 � . Tým sme overenie skonèili.
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Zadania sú»a¾ných úloh

Kategória P

P { I { 1

Niektoré spoloènosti sú èiastoènými vlastníkmi iných spoloèností, lebo vlastnia èas» ich
akcií. Napríklad podnik mô¾e vlastni» povedzme 12% iného podniku. Budeme hovori», ¾e
spoloènos»A ovláda spoloènos»B , ak je splnená aspoò jedna z nasledujúcich podmienok:
{ A = B ,
{ A vlastní viac ne¾ 50%B ,
{ A ovláda k (k = 1) spoloènostíC(1); : : : ; C(k) takých, ¾eC(i ) vlastní x(i )% spoloènosti

B pre 1 5 i 5 k a platí x(1) + : : : + x(k) > 50.
Napí¹te program, ktorý v èo najkrat¹om èase vyrie¹i nasledujúcu úlohu. Daný je zoznam
trojíc (i; j; p ), ktoré oznaèujú, ¾e spoloènos»i vlastní p% spoloènosti j . Urète v¹etky
dvojice (h; s) také, ¾e spoloènos»h ovláda spoloènos»s. Výsledkom je zoznam dvojíc(h; s)
vzostupne usporiadaný podµah.

P { I { 2

Uèebný text.
Typizované kocky v trojrozmernom priestore sú pre úèely uchovania informácií v poèítaèi
kódované nezápornými prirodzenými èíslami, ktoré sú zlo¾ené z èíslic1; : : : ; 8. Súradnicová
sústava, v ktorej je umiestnená základná typizovaná kocka,má zaèiatok v »a¾isku a
súradnicové osi sú kolmé na steny kocky. NechA[x; y; z] je niektorý vnútorný bod
typizovanej kocky. Potom 8 vzniknutých typizovaných kociek má kódy 1; : : : ; 8 podµa
nasledujúcej tabuµky:

kód kocky 1 2 3 4 5 6 7 8
x + - - + + - - +
y + + - - + + - -
z + + + + - - - -

Ka¾dú z ôsmich takto vzniknutých typizovaných kociek mo¾norozdeli» podobným
spôsobom na 8 typizovaných kociek, ktorých kódy sú teraz11; : : : ; 88 atï. Kód takto
vzniknutých men¹ích typizovaných kociek dostaneme pridaním zodpovedajúcej jednej cifry
(pozri tabuµka) na pravý koniec kódu bezprostredne nadradenej typizovanej kocky. Týmto
spôsobom sa dajú typizované kocky deli» bez obmedzenia.
Sú»a¾ná úloha:
Daný je kód typizovanej kocky a postupnos» jej pohybov o jednu då¾ku jej hrany ako
koneèný re»azec písmen z mno¾inyf R,L,U,D,F,B g tak, ¾e
{ R a L sú posun v kladnom a zápornom smere osi x,
{ U a D sú posun v kladnom a zápornom smere osi y,
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{ F a B sú posun v kladnom a zápornom smere osi z.
Napí¹te program, ktorý preèíta kód jednej typizovanej kocky a postupnos» jej pohybov a na
výstupe vypí¹e kódy v¹etkých typizovaných kociek, ktorými bude daná kocka prechádza».
Ak pri svojom pohybe prekroèí hranicu základnej kocky, potom program o tom podá
vhodnú správu.

P { I { 3

Na biely list papiera (¹írka a cm, då¾kab cm) polo¾ímeN obdå¾nikov rôznych farieb.
Ich strany sú rovnobe¾né s okrajmi papiera. Teraz vidíme obrazce rôznych farieb. Dve
oblasti rovnakej farby pova¾ujeme za èasti toho istého obrazca, ak majú spoloèný aspoò
jeden bod, ináè ich pova¾ujeme za rôzne obrazce. Urète plochu obdå¾nikov, ktorá je mimo
papiera (t.j. musela by» odrezaná).
Predpokladaný súradnicový systém má zaèiatok v µavom dolnom rohu a osi rovnobe¾né
s okrajmi papiera. ©írka je na osiy. Údaje pre úlohu sú celé nezáporné èísla a majú tvar:
{ a, b, N sú v prvom riadku,
{ súradnice µavého dolného rohu, då¾ka, ¹írka, farba obdå¾nika sú v ïal¹ích N riadkoch
Obdå¾niky sú na vstupe v tom poradí, ako sú ulo¾ené na papieri. Biela farba má kód 1,
ostatné farby majú kódy 2 a¾ 64.
Napí¹te program, ktorý urèí farbu a plochu v¹etkých obrazcov a vypí¹e ich v poradí podµa
rastúceho èísla farby. Na poslednom riadku uvedie súèet veµkostí v¹etkých zvy¹kov, ktoré
presahovali cez okraj papiera.

P { I { 4

Uèebný text.
T-stroj je tvorený riadiacou jednotkou, ktorá má koneènú pamä» (t.j. mô¾e sa nachádza»
v koneène veµastavoch) a nekoneènú pásku, rozdelenú na políèka. V ka¾dom políèku mô¾e
by» zapísaný jeden znakabecedy, alebo je políèko prázdne, t.j. obsahuje ¹peciálny symbol
@. Èítacia/zapisovacia hlava T-stroja je umiestnená v¾dy nad urèitým políèkom pásky
a mô¾e sa pohybova» vµavo alebo vpravo v¾dy o jedno políèko.
Výpoèet T-stroja prebieha potaktoch. Na zaèiatku výpoètu je T-stroj v poèiatoènom stave
a na páske je zapísaná postupnos» znakov vstupnej abecedy (vstupné slovo) a je urèená
poèiatoèná poloha èítacej hlavy nad páskou. V ka¾dom takte výpoètu T-stroj preèíta znak
z políèka, nad ktorým je èítacia hlava. Na základe tohoto znaku a stavu riadiacej jednotky
(kon�gurácia T-stroja ) sa zapí¹e nejaký znak do toho istého políèka, riadiaca jednotka mô¾e
zmeni» svoj stav a èítacia hlava sa mô¾e posunú» o jedno políèko doµava, doprava, alebo
mô¾e zosta» nad tým istým políèkom. V priebehu èinnosti T-stroja mô¾u by» na pásku
zapisované okrem znakov vstupnej abecedy aj znaky zpracovnej abecedy. Èinnos» T-stroja
konèí v okamihu, keï prejde do stavu, v ktorom je vykonaný príkaz STOP, alebo, keï u¾ nie
je urèené, ako má jeho èinnos» pokraèova» pri kombinácii niektorého stavu a preèítaného
znaku. Ak sa T-stroj zastaví, povieme, ¾e prepísal vstupné slovo navýstupné slovo.
T-stroj mô¾erozhodova»niektoré problémy, na ktoré sú mo¾né odpovedeáno/nie . Ak
sa T-stroj rozhodne odpoveda» áno, skonèí svoju èinnos» v urèitom pevne stanovenom
stave, povedzme Sk. Ak sa T-stroj rozhodne odpoveda» nie, skonèí svoju èinnos»v stave
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rozdielnom od Sk.
Èinnos» T-stroja sa dá popísa» riadiacimi ¹truktúrami Pascalovského typu, menovite sa
dajú pou¾i» podmienené príkazy a cykly typurepeat a while. Návestie pred príkazom
oznaèuje stav T-stroja. Stav S0 je spravidla poèiatoèným stavom T-stroja. Jediná
premenná s menomznak obsahuje znak políèka, nad ktorým je èítacia hlava, slováright
a left oznaèujú smer pohybu èítacej hlavy po páske. Príkaz STOP oznaèuje ukonèenie
výpoètu T-stroja. Ak v popise T-stroja nie je uvedená reakcia na urèitú kon�guráciu
(t.j. èítaný znak a stav riadiacej jednotky), èinnos» T-stroja tie¾ konèí.
Príklad: Zistite, èi kladné èíslo, zapísané na páske v binárnej èíselnej sústave, je nepárne.
Èítacia hlava je nad èíslicou najvy¹¹ieho rádu.
Rie¹enie: Párnos» alebo nepárnos» èísla v binárnej sústave urèuje èíslica najni¾¹ieho
rádu. Pokiaµ je 1, je èíslo nepárne. Na rie¹enie na¹ej úlohy presunieme èítaciu hlavu
bez akéhokoµvek zápisu nad poslednú cifru tak, ¾e èítaciu hlavu presunieme nad prvé voµné
políèko za èíslom, vrátime sa na poslednú èíslicu a túto otestujeme. Ak je 1, T-stroj sa
zastaví v stave S2 a odpoveï je áno, v opaènom prípade sa T-stroj zastaví v stave S1 a
odpoveï je nie.
S0: while znak<>@ do begin right end;

begin left; S1 end;
S1: if znak = 1 then begin S2 end;
S2: STOP slo je neprne ;
Príklad: Na páske je nezáporné celé èíslon, zapísané v binárnej èíselnej sústave a èítacia
hlava je nad èíslicou najvy¹¹ieho rádu. T-stroj zapí¹e na pásku èíslon + 1 .
Rie¹enie: T-stroj otestuje èíslicu najni¾¹ieho rádu, pripoèíta k nejjednotku a urobí v¹etky
nutné prenosy do vy¹¹ích rádov.
S0: while znak<>@ do begin right end;

begin left; S1 end;
S1: if znak = 0 then begin znak:=1; S3 end;

else S2;
S2: while znak = 1 do begin znak:=0; left end;

begin znak:=1 S3; end;
S3: STOP n+1 ;
Poznámka: Z uvedených príkladov vyplýva, ¾e priraïovací príkaz znamená zápis do políèka
pásky, nad ktorým je èítacia hlava a príkaz Sk znamená zmenu stavu T-stroja na stav Sk.
Reakciu T-stroja na kon�guráciu v danom takte zapisujeme do zátvoriek begina end.
Sú»a¾né úlohy:

a) Popí¹te èinnos» T-stroja, ktorý rozhodne, èi celé nezáporné dekadické èíslo je deliteµné
tromi.

b) Na páske T-stroja je vstupné slovo, zlo¾ené z písmena; b. Prepí¹te toto vstupné slovo na
rovnaké miesto pásky tak, aby výstupné slovo malo rovnaký poèet písmena; bako vstupné
slovo a v¹etky písmenáa vo výstupnom slove predchádzali v¹etkým písmenámb.

P { II { 1

Predpokladajte, ¾e istá banka vlastní základný kapitál vm (1 5 m 5 10) rôznych menách
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vo vý¹ke z[1],: : : ,z[m], ktoré sa nedajú navzájom zamieòa». Do banky prichádzajú klienti,
aby si po¾ièiavali peniaze, ktoré chcú investova». Poèet klientov je n (n 5 1000). Pri prvom
príchode udá klient bankovému úradníkovi svoje celkové po¾iadavky na vý¹ku pô¾ièky
v jednotlivých menách. Pokiaµ jeho po¾iadavky na jednotlivé meny neprevý¹ia základný
kapitál banky, je s klientom uzatvorená zmluva o pô¾ièke, ktorú mô¾e klient postupne
èerpa» a po dokonèení svojich obchodov (po uspokojení v¹etkých jeho po¾iadaviek) pô¾ièku
zase vráti.
Napí¹te algoritmus, ktorým sa riadi lojálny bankový úradní k pri ka¾dej náv¹teve klienta v
banke, ktorý chce èerpa» ïal¹iu èas» svojej pô¾ièky. Snahoutohto úradníka je nepripusti»
bankrot banky. Bankrot banky nastane, keï táto banka nie je schopná plni» svoje zmluvné
záväzky, t.j. nebude schopná vyhovie» klientom v ich po¾iadavkách podµa ich zmluvy.
Napríklad, ak banka vlastní 10 jednotiek jednej meny, po¾iadavky dvoch klientov boli 7
jednotiek a úradník ka¾dému z nich poskytol pô¾ièku 4 jednotky - banke ostali 2 a to nestaèí
ani pre jedného na zmluvný záväzok 7 - banka zbankrotovala. Bankový úradník teda musí
preveri», èi poskytnutím ïal¹ej pô¾ièky klientovi neprídev budúcnosti k bankrotu banky.
Pokiaµ by takáto situácia mohla nasta», odká¾e úradník klienta na neskor¹iu dobu.
Príklad: Nech banka vlastní 10 jednotiek istej jednej meny (m = 1 ) a prijala 3 klientov
s celkovými po¾iadavkami 8, 3 a 9 jednotiek a títo klienti u¾ majú po¾ièaných 4, 2 a 2
jednotky. V danej situácii po¾iadavka druhého klienta na jednu jednotku je akceptovaná,
ale tretí zákazník je so svojou po¾iadavkou na jednu jednotku odkázaný na neskor¹iu dobu.

èíslo maximálna po¾ièané po¾aduje po¾aduje
klienta po¾iadavka A B

1 8 4 | |
2 3 2 1 |
3 9 2 | 1

A - Poiadavka klienta akceptovan B - Klient odkzan na neskoriu dobu

Poznámka: Predpokladajte, ¾e klient svoj dlh vráti, ale a¾ potom, ako mu je poskytnutá
pô¾ièka v maximálnej vý¹ke.
Vá¹ program preèíta èíslo klienta, jeho po¾iadavky na niektoré z m rôznych mien, ktoré
boli uvedené v zmluve a to v¹eobecne v situácii, keï u¾ klienti majú po¾ièané isté èiastky
a vypí¹e správu buï POIADAVKA KLIENTA AKCEPTOVAN(t.j. dostal v¹etky èiastky, o ktoré
momentálne po¾iadal) aleboKLIENT ODKZAN NA NESKORIU DOBU(t.j. nedostal niè, musí
prís» po¾iada» znovu).

P { II { 2

Uèebný text pozri úloha P { I { 2, strana 54.
Mno¾inu typizovaných kociek K nazveme súvislou ak spåòa nasledujúcu induktívnu
de�níciu:

{ jednoprvková mno¾ina je súvislá,
{ nech L je súvislá mno¾ina typizovaných kociek,a je typizovaná kocka, ktorá stenou susedí

s aspoò jednou typizovanou kockou z mno¾inyL a nele¾í v ¾iadnej kocke zL . Potom K =
L [ f ag je tie¾ súvislá mno¾ina.
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Zistite pre zadanú vstupnú mno¾inu typizovaných kociek, èiide o súvislú mno¾inu. Uvá¾te,
¾e kocky nemusia by» rovnako veµké.

P { II { 3

Biely list papiera so ¹írkou a cm a då¾koub cm (a < b) je stoèený nasledovne. Protiµahlé
okraje tohto listu s väè¹ím rozmerom sú zlepené, vznikne teda rotaèný valec. Na tento valec
je poukladaných cez sebaN obdå¾nikov rôznych farieb. Strany poukladaných obdå¾nikov
sú rovnobe¾né s okrajmi papiera. Po polo¾ení v¹etkých obdå¾nikov vidíme obrazce rôznych
farieb. Dve oblasti rovnakej farby pova¾ujeme za èasti tohoistého obrazca, ak majú aspoò
jeden spoloèný bod. Inak sú pova¾ované za rôzne obrazce.
Predpokladaný súradnicový systém má zaèiatok v µavom dolnom rohu a osi sú rovnobe¾né
s okrajmi listu. Celoèíselné nezáporné údaje pre zadanie úlohy sú uvedené v nasledujúcom
tvare:

{ V prvom riadku sú uvedené hodnoty a, b, N .
{ V ka¾dom z nasledujúcichN riadkov sú uvedené údaje o jednom ukladanom obdå¾niku a

to v tom poradí, v ktorom budú ukladané na list papiera. Na ka¾dom riadku sú uvedené
súradnice bodu, do ktorého bude polo¾ený µavý dolný vrchol obdå¾nika, jeho ¹írka a då¾ka
a kód farby obdå¾nika. Biela farba má kód 1 a ostatné farby sú kódované èíslami 2 a¾ 64.

Napí¹te program, ktorý urèí farbu a plochu ka¾dého obrazca (v centimetroch ¹tvorcových)
a vypí¹e ich v poradí, ktoré je dané rastúcim èíslom farby. V poslednom riadku uvedie
súèet veµkostí (v centimetroch ¹tvorcových) v¹etkých zvy¹kov, ktoré presahovali cez okraj
valca (t.j. museli by» odrezané).

P { II { 4

Uèebný text pozri úloha P { I { 4, strana 55.
a) Na páske T-stroja je vstupné slovo, zlo¾ené zo znakova; b. Zistite, èi táto postupnos»

obsahuje rovnaký poèet znakova aj b. Po skonèení èinnosti musí by» na páske pôvodné
vstupné slovo, pokiaµ obsahuje rovnaký poèet znakova aj b.

b) Na páske T-stroja je vstupné slovo, zlo¾ené zo znakova; b a c. T-stroj zdvojí túto
postupnos» tak, ¾e za pôvodnú postupnos» pripí¹e postupnos», ktorej znaky sú uvedené
v opaènom poradí, t.j. výstupné slovo má rovnaké poradie znakov, ak by sme tieto znaky
èítali zµava i sprava.

Poznámka: Výstupné slovo, ktoré vznikne rie¹ením úlohy b), sa nazýva palindrom.

P { III { 1

Uèebný text pozri úloha P { I { 2, strana 54.
Daná je mno¾ina typizovaných kociekK . Priemety typizovanej kocky do súradnicových
rovín xy, yz a xz (typizované ¹tvorce) sú kódované iba kódmi príslu¹nej súradnicovej
roviny. Napríklad priemety typizovaných kociek sú v rovine xy kódované èíslami 1, 2,
3, 4 (predstavte si teda, ¾e sa na zadané typizované kocky pozeráte kolmo na rovinu xy
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z kladného smeru osiz). Analogicky mo¾no postupova» v prípade priemetov do ostatných
rovín.
Nech M a M min sú dve mno¾iny takých typizovaných ¹tvorcov, ¾eM je priemet mno¾iny
typizovaných kociek z K do niektorej súradnicovej roviny. Mno¾inu M min nazveme
minimálnou k M , pokiaµ platia súèasne podmienky:

1. M a M min pokrývajú tú istú oblas» v danej súradnicovej rovine, t.j. keï sa pozrieme
na priemet mno¾inyK do danej súradnicovej roviny a porovnáme obrazec sM min , vidíme
zhodné obrazce.

2. Poèet typizovaných ¹tvorcov v M min je minimálny.

Urète pre zadanú vstupnú mno¾inuK typizovaných kociek jej minimálne priemety
do v¹etkých troch súradnicových rovín.

P { III { 2

Biely list v tvare obdå¾nika vytvorený z nekoneène tenkého aabsolútne pru¾ného materiálu
¹írky a cm a då¾kyb cm (a < b) má zaèiatok súradnicovej sústavy v µavom hornom rohu
a osi sú rovnobe¾né s okrajmi listu. Tento list je zdeformovaný tak, ¾e jeho protiµahlé
dlh¹ie okraje sú zlepené, èím vznikne rotaèný valec. Ïalej zlepíme obe základne takto
vzniknutého valca. Vznikne priestorové teleso, ktoré pripomína pneumatiku (v matematike
sa takéto teleso zvykne nazýva» toroid). Umiestnenie súradnicových osí vzhµadom k
pôvodnému listu pritom zostáva zachované.
Na toto teleso je poukladaných cez sebaN obdå¾nikov vytvorených z nekoneène pru¾ného
materiálu rôznych farieb. Strany obdå¾nikov sú rovnobe¾néso súradnicovými osami. Po
polo¾ení v¹etkých obdå¾nikov sú vidie» rôzne obrazce rôznych farieb. Dve oblasti rovnakej
farby pova¾ujeme za súèas» toho istého obrazca, ak majú aspoò jeden spoloèný bod. Inak
sú pova¾ované za rôzne obrazce.
Celoèíselné nezáporné údaje pre zadanie úlohy sú uvedené v nasledujúcom tvare:

{ V prvom riadku sú uvedené hodnoty a, b, N .
{ V ka¾dom z nasledujúcichN riadkov sú uvedené údaje o jednom ukladanom obdå¾niku

a to v tom poradí, v ktorom sú ukladané na list papiera. V ka¾dom riadku sú uvedené
súradnice bodu, do ktorého bude polo¾ený µavý dolný vrchol obdå¾nika, jeho ¹írka, då¾ka
a kód farby obdå¾nika. Biela farba má kód 1, ostatné farby majú kódy 2 a¾ 64.

Napí¹te program, ktorý urèí farbu a plochu ka¾dého obrazca (v centimetroch ¹tvorcových)
a vypí¹e ich v poradí, ktoré je dané rastúcim èíslom farby.

P { III { 3

Uèebný text pozri úloha P { I { 4, strana 55.
Unárna èíselná sústava.
Celé nezáporné èísla mo¾no na páske T-stroja zapísa» v unárnej èíselnej sústave ako postupœ
nosti znakov

"
j\. Då¾ka takejto postupnosti je o jedna väè¹ia ako hodnota zapisovaného

èísla. Napríklad èíslo 5 je zapísané na páske ako
"
jjjjjj \, èíslo 2 ako

"
jjj \, atï. Nula je

zapísaná ako
"
j\.

Sú»a¾né úlohy:
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Èísla sú na páske zapisované v unárnej sústave. Èítacia hlava T-stroja je v oboch prípadoch
nad najµavej¹ím znakom vstupného slova.

a) Vstupným slovom T-stroja je dvojica celých nezáporných èísel, ktoré sú oddelené znakom

"
� \. T-stroj na pásku zapí¹e v unárnej sústave hodnotu ich súèinu.

Príklad: T-stroj prepí¹e vstupné slovo
"
jjjj � jjj \ na výstupné slovo

"
jjjjjjj \.

b) Vstupným slovom T-stroja je dvojica celých kladných èísel, ktoré sú oddelené znakom
"
� \.

T-stroj na pásku zapí¹e v unárnej sústave hodnotu ich najväè¹ieho spoloèného deliteµa.
Príklad: T-stroj prepí¹e vstupné slovo

"
jjjjjjj � jjjjj \ na výstupné slovo

"
jjj \.

P { III { 4

Ekonomická situácia spôsobila, ¾e sa mnoho spoloèností zadå¾ilo. Ka¾dá spoloènos» mô¾e
by» aj veriteµom (predáva svoje výrobky) aj dl¾níkom (kupuje suroviny a polotovary).
Aby bolo mo¾né minimalizova» celkovú zadå¾enos», bolo dohodnuté, ¾e je mo¾né, aby
sa spoloènosti oddå¾ili tým, ¾e svoje dlhy budú spláca» dlhmi, ktoré u nich majú iné
spoloènosti.
Ak napríklad spoloènos» 1 dl¾í 100$ spoloènosti 2, spoloènos» 2 dl¾í 50$ spoloènosti 3 a
spoloènos» 3 dl¾í 75$ spoloènosti 1, je celkový dlh 225$, alepo zapoèítaní vzájomných
pohµadávok dl¾í spoloènos» 1 spoloènosti 2 sumu 25$ a spoloènos» 3 dl¾í 25$ spoloènosti
2, tak¾e celkový dlh je teraz iba 50$.
Spoloènosti sú oznaèené celými èíslami. Mô¾ete predpoklada», ¾e ich nie je viac ako 1000.
Dlh je uvedený v celých jednotkách meny.
Napí¹te program, ktorý vysporiada vzájomné pohµadávky spoloèností tak, aby celkový dlh
bol minimálny.

P { III { 5

V meste vedú v¹etky cesty buï zo západu na východ alebo zo severu na juh. Cesty sú
oèíslované celými èíslami. Na západnom a ju¾nom okraji mesta existujú dve navzájom
kolmé cesty s èíslami 0. Pre ka¾dú ïal¹iu cestu platí, ¾e jej èíslo predstavuje vzdialenos»
od s òou rovnobe¾nej cesty 0. Ka¾dú kri¾ovatku ciest oznaèíme dvojicou èísiel(i; j ), kde
i je èíslo cesty vedúcej zo západu na východ aj je èíslo cesty vedúcej zo severu na juh
cez túto kri¾ovatku (kri¾ovatka(0; 0) teda le¾í na juhozápadnom okraji mesta).
Dopravné predpisy v meste zakazujú na v¹etkých kri¾ovatkách odboèova» vµavo a tie¾
otoèi» sa kdekoµvek na ceste (jediná mo¾nos» zmeny smeru je teda na kri¾ovatke odboèením
doprava).
Daný je zoznam kri¾ovatiek, ktoré musíme nav¹tívi». Urète,v akom poradí mô¾eme prejs»
zadanými kri¾ovatkami tak, aby sme dodr¾ali dopravné predpisy, nikde nepre»ali svoju
dráhu a aby sme nav¹tívili v¹etky zadané kri¾ovatky. Súradnice kri¾ovatiek sú celé èísla
od 0 po 10000, poèet kri¾ovatiek nie je väè¹í ako1000.
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Rie¹enia sú»a¾ných úloh

Kategória P

P { I { 1

Majme v poli P [i; j ] máme ulo¾ené, koµko percent spoloènostij patrí spoloènosti i . De�œ
nujemeP[i; i ] = 100 pre v¹etky spoloènosti i , èím zahrnieme prvé dve podmienky do tretej.
Rie¹enie budeme hµada» postupne pre ka¾dý podnikh nasledujúcim spôsobom:
V poli B [i ] bude pre podnik h ulo¾ené, èi ovláda podniki . V poli D [i ] bude ulo¾ené, koµko
percent podniku i vlastní podnik h aj cez iné podniky, ktoré sú v poli B oznaèené ako
ovládané podnikomh. Na zaèiatku inicializujeme polia tak, aby B [j ] := ( j = h) a D[j ] :
:= P[h; i ]. V prípade, ¾e existuje taký podnikj , ¾eD[j ] > 50 a B [j ] = false nastavíme
B [j ] = true, pre v¹etky podniky i , ktoré h nevlastní zväè¹ímeD[i ] o P[j; i ] (vidíme, ¾e
zachovávame vz»ah políB a P) a znovu zis»ujeme, èi existuje podnikj , pre ktorý D [j ] > 50
a B [j ] = false.
Tento cyklus urèite skonèí po poète krokov men¹om ako poèet podnikov, preto¾e v ka¾dom
kroku ubudne jeden podnik, pre ktorý B [j ] = false. Ak neexistuje podnik j , pre ktorý
D [j ] > 50 a B [j ] = false, znamená to, ¾e rie¹enie, pre ktoréh kontroluje podnik j práve
vtedy, keï B [j ] = true, vyhovuje daným podmienkam, leboB [j ] = ( D [j ] > 50).
Zlo¾itos» tohto algoritmu jeO(n3).

P { I { 2

Ak typizovaná kocka pri posune zostane v bezprostredne nadradenej kocke, zmení sa len
jej posledná cifra. Ak sa v¹ak posunie opaèným smerom, prekroèí hranice jednej, prípadne
aj viacerých kociek. To, ako sa pri jednotlivých posunoch mení posledná cifra a èi dochádza
k prenosu (t.j. èi sa mení aj predchádzajúca cifra), je vhodné zapísa» do tabuµky:

smer 1 2 3 4 5 6 7 8
L 2p 1 4 3p 6p 5 8 7p
R 2 1p 4p 3 6 5p 8p 7
U 4p 3p 2 1 8p 7p 6 5
D 4 3 2p 1p 8 7 6p 5p
F 5p 6p 7p 8p 1 2 3 4
B 5 6 7 8 1p 2p 3p 4p

Ak dôjde k prenosu, zvy¹ok kódu kocky sa mení rovnakým spôsobom, ako keby sme
v danom smere posúvali kocku s takýmto kódom.
Algoritmus je teda jednoduchý: zaèneme od poslednej cifry akým dochádza k prenosu,
meníme cifry podµa tabuµky. Keï nastane prenos z prvej cifry, vy¹li sme zo základnej kocky.
Uvedený algoritmus má lineárnu èasovú zlo¾itos».
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P { I { 3

List papiera reprezentujme ako maticu M veµkostia � b. Algoritmus sa skladá z dvoch
èastí:

1. Naèítanie obdå¾nikov a ich spracovanie do matice.V tejto èasti postupne èítame jednotlivé
obdå¾niky, prièom ka¾dý z nichpolo¾ímena ná¹ list papiera | t.�. príslu¹né políèka v matici
M oznaèíme príslu¹nou farbou. V prípade, ¾e obdå¾nik presahuje okraj papiera, treba si
zapamäta» veµkos» zvy¹ku.

2. Urèenie veµkosti jednotlivých obrazcov.Budeme prechádza» list po jednotlivých ¹tvorèeœ
koch, prejdené ¹tvorèeky oznaèíme vynulovaním farby.
Ak narazíme na políèko farbyh 6= 0 , zaradíme ho do zásobníka (pozn. zásobník je ¹truktúra,
do ktorej ukladáme prvky na vrch a z vrchu prvky vyberáme. Takúto ¹truktúru nie je »a¾ké
implementova» pomocou poµa) a jeho obsah vynulujeme. Veµkos» útvaru polo¾íme rovnú
s := 1 . Potom zaèneme prehµadáva» celý útvar nasledujúcim spôsobom:
V ka¾dom kroku vyberieme zo zásobníka jedno políèko a prirátame k s jednotku. V¹etky
políèka farby h, susediace s vybraným políèkom, vlo¾íme do zásobníka a ich obsah vynuluœ
jeme. V prípade, ¾e je zásobník prázdny, v¹etky políèka útvaru sú vynulované a v s máme
veµkos» útvaru.
Veµkos» útvaru vhodným spôsobom ulo¾íme (výhodné je ma» 64 prvkové pole zre»azených
zoznamov, ka¾dý pre jednu farbu).
Takýmto spôsobom prejdeme celú maticuM a zistíme veµkos» v¹etkých útvarov v matici.
Po prejdení celého poµa vypí¹eme zoznam v¹etkých útvarov.

Zlo¾itos» algoritmu jeO(S + ab), kde S je súèet plôch v¹etkých obdå¾nikov zo vstupu.

P { I { 4

a) Èíslo v desiatkovej sústave je deliteµné tromi práve vtedy, ak je jeho ciferný súèet deliteµný
tromi. Staèí teda raz prejs» cez zápis daného èísla a poèíta»jeho ciferný súèet modulo
3. Na to nám staèí stroj, ktorý vyhµadá napr. µavý koniec zápisu a prepne do stavu
zodpovedajúcemu 0 (mod 3). V stave zodpovedajúcom 0 sa hlavaposunie napravo a podµa
preèítanej cifry sa zmení stav na 0,1, alebo 2 (mod 3). V stavoch 1 a 2 (mod 3) sa stroj
správa analogicky. Ak preèítaný znak nie je cifra, skonèilisme. Ak sme v stave 0 (mod 3),
vieme, ¾e dané èíslo je deliteµné tromi, inak dáva nenulový zvy¹ok mod 3.

S0: while znak<>0 do left;
right; S3;

S1: if znak in ['0','3','6','9'] then begin right; S1 end;
if znak in ['1','4','7'] then begin right; S2 end;
if znak in ['2','5','8'] then begin right; S3 end;
STOP; Nie

S2: if znak in ['0','3','6','9'] then begin right; S2 end;
if znak in ['1','4','7'] then begin right; S3 end;
if znak in ['2','5','8'] then begin right; S1 end;
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STOP; Nie;
S3: if znak in ['0','3','6','9'] then begin right; S3 end;

if znak in ['1','4','7'] then begin right; S1 end;
if znak in ['2','5','8'] then begin right; S2 end;
STOP; Ano;

b) Stroj mô¾e by» zalo¾ený napr. na algoritme BubbleSort. Prechádzame slovo zµava doprava,
a ak nájdeme vedµa seba písmenába, vymeníme ich (zmeníme naab), nastavíme sa nab a
pokraèujeme v prezeraní. Ak sme pri¹li na koniec a spravili sme pri poslednom prechode
aspoò jednu výmenu, celý algoritmus zopakujeme. Ak nie, skonèíme. Po skonèení tohto
algoritmu nebude existova» za sebou dvojicaba a písmená budú dobre usporiadané.
Vystaèíme so ¹tyrmi stavmi :
V stave 0 prejdeme na zaèiatok slova. Ak je prvým písmenoma, prepneme do stavu A,
inak do stavu B.
V stave A postupujeme doprava dovtedy, kým nenarazíme na písmenob. Potom prepneme
do stavu B (ak narazíme na koniec slova { znak @{ skonèíme, lebo slovo sa skladá len z
písmena).
V stave B postupujeme ïalej doprava a hµadáme prvý výskyt a. Ak ho nenájdeme,
skonèíme (slovo je tvaruaa::abb::b). Ak ho nájdeme, vieme, ¾e pred ním bolob. Vymeníme
ich (ba prepí¹eme naab), hlavu presunieme nadb a prepneme do B1
Stav B1 je analogický stavu B a¾ na to, ¾e ak prídeme na koniec slova, vieme, ¾e sme
spravili aspoò jednu výmenu, a teda musím zopakova» celú procedúru od zaèiatku { skok
do stavu 0 (stav A1 je analogický A).

P { II { 1

Rie¹ením tohto príkladu je tzv. bankárov algoritmus známy z teórie operaèných systémov.
Nech základný kapitál banky v menei je ulo¾ený v poliZ [i ], po¾iadavky klientaj na menui
v poli P [j ][i ] a pre klienta j u¾ po¾ièaná èiastka v menei v poli U[j ][i ]. Potom O[i ] mô¾eme
oznaèi» èiastku, ktorá e¹te banke v menei ostala, prièom O[i ] = Z [i ] �

P
j U[j ][i ].

Oznaème poèet klientov bankyN a poèet rôznych mienM . Banka sa nenachádza v stave
bankrotu práve vtedy, ak existuje permutácia F èísel 1; : : : ; N taká, ¾e pre µubovoµné
j 2 f 1; : : : ; N g platí, ¾e pre v¹etky menyi platí:

O[i ] +
X

l<j

U[F [l ]][i ] = P[j ][i ] � U[j ][i ];

lebo iba v tomto prípade existuje postupnos» pô¾ièiek, ktorou mô¾e banka splni» zmluvné
záväzky voèi v¹etkým klientom. Zisti», èi takáto permutácia existuje, mô¾eme v èase
O(MN 2) tak, ¾e budeme opakova» nasledujúcu èinnos»:

{ nájdeme klienta, ktorému mô¾eme poskytnú» plnú pô¾ièku, stým, ¾e nám potom vráti
celú èiastku (týmto sa zásoby v banke zväè¹ia). Ak takého nenájdeme a e¹te sme nesplnili
v¹etky záväzky banka zbankrotovala, lebo klienti, ktorí ostali majú väè¹ie po¾iadavky ako
dosiahnuteµné zásoby v banke. Ak splníme v¹etky záväzky, potom sme na¹li vyhovujúcu
permutáciu a banka nezbankrotovala.
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{ Keï príde klient s po¾iadavkou na pô¾ièku, zistíme, èi sa po¾ièaním daného obnosu dostane
banka do stavu bankrotu a podµa toho po¾iadavku odmietneme,alebo akceptujeme.

P { II { 2

Aby sme mohli zisti», èi je mno¾ina typizovaných kociek súvislá, potrebujeme vedie»
pre dané dve kocky rozhodnú», èi sa dotýkajú aspoò jednou stenou. Mô¾u nasta» dva
prípady:

{ Ak jedna kocka je podmno¾inou druhej, potom kód väè¹ej kocky musí tvori» zaèiatok kódu
men¹ej. Aby sa kocky dotýkali aspoò jednou stenou, musí o zvy¹ku kódu men¹ej kocky
plati», ¾e aspoò v jednej z osíx; y; z nemení znamienko. Potom sa kocky dotýkajú stenou
kolmou na túto os.

{ Ani jedna z kociek nie je podmno¾inou druhej. Nech kocky majú kódy a1; a2; : : : ; ak ;
b1; b2; : : : ; bl , k 5 l a nech i je najmen¹ie také, ¾eai 6= bi . Potom aby sa dotýkali stenou,
ai a bi sa musia lí¹i» len v jednej z osí. Nech táto os je napr.x (pre ostatné osi je situácia
analogická). Potom sa mô¾u dotýka» v rovine kolmej nax. Vo v¹etkých cifrách ai +1 : : : ak

musí by» znamienko na osix opaèné ako v cifreai a podobne vo v¹etkých cifráchbi +1 : : : bl

opaèné ako vbi . Navy¹e musí plati», ¾e na ostatných osiach majú cifrybi +1 : : : bk rovnaké
znamienka ako cifry ai +1 : : : ak .

Na základe týchto poznatkov sa dá u¾ jednoducho zostavi» algoritmus, ktorý prechádza
cez jednotlivé cifry kódov dvoch kociek a zistí, èi sa dotýkajú stenou. Tento algoritmus má
èasovú zlo¾itos»O(m), kde m je då¾ka kódu kocky.

Zostáva popísa» samotný algoritmus na zistenie súvislostimno¾iny kociek. Budeme posœ
tupne vytvára» súvislú mno¾inu kociekK 1, v ktorej sa nachádza kocka è. 1. Na zaèiatku
výpoètu bude v tejto mno¾ine len kocka è. 1. V ka¾dom kroku sa vezme jedna kocka
k 2 K 1 a pre ka¾dú kocku, ktorá e¹te nie je zaradená doK 1 sa zistí, èi nesusedí sk.
Ak susedí, zaradí sa doK 1. Je vhodné uchováva» zoznam kociek, ktoré u¾ boli zaradené
do K 1, ale e¹te neboli spracované (t.j. e¹te sa nezis»ovalo, èi sanedotýkajú kociek, ktoré
nie sú z K 1) v zásobníku. Ak je zásobník prázdny, ¾iadne ïal¹ie kocky sau¾ do mno¾iny
prida» nedajú. Ak K 1 obsahuje v¹etky kocky, mno¾ina je súvislá, v opaènom prípade nie
je súvislá. Zlo¾itos» algoritmu jeO(n2m), kde n je poèet kociek, lebo ka¾dú dvojicu kociek
testujeme na susednos» najviac raz.

P { II { 3

My¹lienka rie¹enia je rovnaká ako v rie¹ení úlohy P { I { 3. V ka ¾dom kroku v¹ak musíme
pamäta» na to, ¾e sa nachádzame na ploche valca. Prejaví sa topri ofarbovaní matice
a výpoète odrezanej èasti. Pri zis»ovaní plochy si len trebauvedomi», ¾e dve plochy, ktoré
by na liste papiera nesusedili, teraz u¾ susedi» mô¾u (teda ak sú rovnakej farby, ide vlastne
o jednu plochu).

P { II { 4
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a) T-stroj má iba koneènú pamä», preto nemô¾e jednoducho spoèíta» písmenáa, písmenáb
a zisti», ktorých je viac.
Mô¾eme postupova» takto: nájdeme napr. písmenoa najviac vµavo, oznaèíme ho (t.j.
prepí¹eme znakom� ) a hµadáme najµavej¹ie písmenob. Oznaèíme ho (prepí¹eme na� ) a
celý algoritmus opakujeme. Po koneènom poète krokov, (v ka¾dom kroku oznaèíme jedno
a a jedno b) nastane situácia, keï

i) Nenájdeme neoznaèenéa. Vieme, ¾e poèet oznaèenýcha (� ) sa rovná poètu oznaèených
b (� ). Teda ak nájdeme jedno neoznaèenéb, vieme, ¾e znakovb je viac a mô¾eme skonèi».
Ak sú v¹etky b oznaèené, zrejme je poèeta rovný poètu b. Treba v¹ak uvies» slovo do
pôvodného stavu, t.j. prepísa»� na a a � na b.

ii) Nenájdeme neoznaèenéb. Keï¾e oznaèenýcha je o 1 viac ako oznaèenýchb a zároveò
v¹etky b sú oznaèené, písmena je zrejme viac.

b) Najjednoduch¹ie bude zrejme zaèa» od (pravého) konca. Zistíme si posledný znak, preœ
sunieme sa na prvý znak @ napravo od ná¹ho slova a zapí¹eme tampreèítaný znak.
Presunieme sa na predposledný znak vstupného slova, preèítame ho atï. Aby sme vedeli,
ktoré písmená sme u¾ skopírovali, je dobré si ich oznaèi», napr. prepísa»a na � , b na � , c
na 
 .
Stav 0: presunieme hlavu nad najpravej¹ie písmeno. Prepneme do stavu 1.
Stav 1: presúvame sa doµava, kým nenarazíme na znaka; b alebo c. Oznaèíme ho
a prepneme do stavu A,B, resp. C (podµa preèítaného znaku). Ak prídeme nad znak
@, kopírovanie skonèilo. Treba odznaèi» v¹etky znaky vstupného slova. Presunieme hlavu
nad posledný znak pôvodného slova (teda�; �; alebo 
 ) a postupujúc naµavo, prepisujeme
v¹etky �; � a 
 na a; b a c. Keï prídeme nad @, sme hotoví a zastavíme stroj.
Stav A: Presúvame sa doprava, kým nenarazíme na @. Zapí¹eme písmeno a. Skok do stavu
2.
Stavy B a C: analogicky k A (zapí¹u b, resp. c)
Stav 2: vracia hlavu doµava, kým nenarazí na�; �; alebo 
 a prepína do stavu 1.

P { III { 1

Priemet kocky do µubovoµnej súradnicovej roviny µahko spoèítame v èaseO(n). Zostáva
teda pre danú mno¾inu typizovaných ¹tvorcov urèi» mno¾inu knej minimálnu. Pri tom
platia dve pravidlá:

1. Majme ¹tvorce k a l , k � l . Potom ¹tvorec k mo¾no z mno¾iny vylúèi».
2. Ak ¹tvorce k1; k2; k3; k4 vznikli rozdelením ¹tvorca k na ¹tyri èasti, potom ¹tvorce

k1; k2; k3; k4 mo¾no vynecha» a nahradi» ¹tvorcomk.
Ak sa nedá na mno¾inu uplatni» ani jedno z týchto pravidiel, je u¾ minimálna.
Odstraòovanie nadbytoèných ¹tvorcov sa síce dá spravi», ajkeï sú kódy kociek ulo¾ené
v poli, ale jednoduch¹ie a efektívnej¹ie je pou¾i» stromovú¹truktúru. Ka¾dý uzol stromu
reprezentuje jeden typizovaný ¹tvorec. Uzol mô¾e ma» 4 synov, ktorí reprezentujú ¹tvorce,
na ktoré je tento ¹tvorec rozdelený. Koreò stromu predstavuje základnú typizovanú kocku.
Pri naèítavaní vstupu vytvárame strom { pre ka¾dý ¹tvorec musíme prida» v¹etky ¹tvorce,
ktorých je podmno¾inou (ak e¹te v strome nie sú). V strome nemusíme uklada» samotný
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kód ¹tvorca, ten je urèený cestou od koreòa k príslu¹nému uzlu. Uzly zodpovedajúce
¹tvorcom z mno¾iny oznaèíme ako obsadené. V¹etky podstromyobsadeného uzla sa podµa
pravidla 1 mô¾u zru¹i». Rovnako ak má nejaký uzol obsadenýchv¹etkých synov, podµa
pravidla 2 ich mô¾eme zru¹i» a oznaèi» tento uzol za obsadený. Tieto dve operácie mo¾no
vykonáva» u¾ poèas vytvárania stromu. Po skonèení obsadenévrcholy urèujú hµadanú
minimálnu mno¾inu. Èas výpoètu je lineárny vzhµadom na súèet då¾ok kódov kociek.

P { III { 2

Rie¹enie je úpravou rie¹enia úlohy druhého kola (P { II { 2). T eraz v¹ak musíme uva¾ova»
o tom, ¾e ka¾dé dva protiµahlé ståpce (riadky) matice spolu susedia.

P { III { 3

Oznaème µavé èísloa, pravé b. Pre jednoduch¹ie poèítanie prepí¹me va najµavej¹í znak
na @, podobne zru¹me najpravej¹í znakb. Takto bude ma» ka¾dé èíslo toµko znakovj,
koµko je jeho hodnota. Tieto operácie mô¾eme spravi» pre jednoduchos» v èastiach a)
aj b). Výsledok, ktorý vyprodukujú stroje popísané ïalej, b ude ma» o 1 znakj menej
ako po¾adovaný výsledok. Preto im treba prida» e¹te jeden stav, do ktorého sa prepnú
po skonèení práce, a v ktorom sa k výsledku pridá po¾adovaný znak j.

a) Vynásobi»a a b znamená prièíta» k nulea-krát èíslo b. Prièíta» èíslob k èíslu v znamená
prikopírova» èíslob za èíslov. Za (t.j. napravo) èíslo b si dajme riadiaci znak = a za ním
budeme zapisova» výsledok.
Nastavme hlavu nad najµavej¹í znakj èíslaa. Ak je a nula, tak naµavo od� nie je j, vieme,
¾e sme skonèili, lebo0 � b = 0 . Ak a nie je nula, najµavej¹íj oznaème, t.j. zmeòme na x.
Teraz musíme prekopírova» èíslob za koniec medzivýsledkuv. Nastavme hlavu na prvý
znak za � a mô¾eme kopírova». Je to jednoduché:

1. presúvame sa doµava, kým nie je pod hlavou� alebo x. Krok vpravo.
2. ak sme nadj, oznaèíme ho a presúvame sa doprava nad najbli¾¹í znak @. Zapí¹eme j.

Opakujeme od bodu 1. Ak sa nám u¾ minuli v¹etky znakyj z èíslaa, a odznaèíme, t.j.
v¹etky x medzi � a = prepí¹eme na j. Dostali sme zjednodu¹enú úlohu, t.j. k medzivýsledku
pripoèíta» èíslo(a � 1)b. Skok do príslu¹ného stavu.

b) Pou¾ime Euklidov algoritmus. Majme dve èíslaa; b. Ak a = b, zrejme ich najväè¹í spoloèný
deliteµ(a; b) bude rovný a. Ak a > b, potom èíslaa � b a b majú rovnaké spoloèné delitele
ako a a b, preto (a � b; b) = ( a; b).
Staèí nám teda poèíta»(a � b; b). Ak a < b, postupujeme obdobne a poèítame(a; b� a).
Keï¾e pri ka¾dom kroku zní¾ime súèeta + b; a; b > 0, niekedy tento algoritmus skonèí.
Potrebujeme T-stroj, ktorý vie porovna» a a b a od väè¹ieho odpoèíta» men¹ie. Nájdime
najµavej¹í znakj èíslaa. Oznaème ho (prepí¹me znakom x). Nájdime k nemu najpravej¹í
znak j z b a oznaème ho. Opakujme tento algoritmus, kým

i) nenájdeme v a ¾iadny znakj. Potom zrejme a = b. Ak znak za � je j, potom a : b. Èíslo
a odznaèíme (prepí¹eme x naj). Z èísla b chceme ma»b � a, preto v¹etky znaky x na
konci èíslab zma¾eme. Dostali sme rovnakú úlohu ako na zaèiatku, ale èíslo b je men¹ie.
Prejdeme do zaèiatoèného stavu.
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Ak a = b (t.j. za znakom � je znak x), pri¹li sme k záveru. V èísle a v¹etky znaky x
zmeníme naj, zma¾eme znak� a v¹etko napravo od neho a s pocitom dobre vykonanej
práce ukonèíme èinnos» stroja.

ii) V b sú len znaky x. Zrejme jea > b. Odznaèímeb, presunieme sa nada a najpravej¹í
znak x zmeníme naj (a malo oznaèený o jeden znak viac). V¹etky znaky x naµavo od neho
zma¾eme. Namiestoa máme a � b, b sa nezmenilo. Skok do zaè. stavu.

P { III { 4

Dlhy medzi jednotlivými podnikmi budeme reprezentova» zre»azeným jednosmerným
zoznamom. Tento zoznam je mo¾né na poèítaèi reprezentova» buï s pomocou dynamického
prideµovania pamäti, alebo pomocou jednoduchého poµa, prièom zhora obmedzíme mo¾ný
poèet dlhov medzi podnikmi. Pre zrýchlenie celého výpoètu je vhodné si pamäta» celkovú
veµkos» dlhov jednotlivých podnikov a koµko ktorým podnikom iné podniky celkovo dl¾ia.
V ka¾dom kroku algoritmu vyhµadáme dva dlhy také, ¾e spoloènos»X dl¾ík$ spoloènosti
Y a spoloènos»Z dl¾íl$ spoloènostiX . Tieto dva dlhy spracujeme takto:

a) Ak je k 5 l tak zru¹íme dlh spoloènosti X voèi spoloènostiY , dlh spoloènosti Z voèi X
zní¾ime ok a zavedieme dlhZ voèi Y a to k$. Ak bolo k = l , zru¹íme vz»ahZ voèi X
celkom.

b) Ak je k > l tak zru¹íme dlh spoloènosti Z voèi spoloènostiX , dlh spoloènosti X voèi Z
zní¾ime ol a zavedieme dlhZ voèi Y a to l$.
Toto opakujeme, kým sa v systéme dlhov nachádza podnik, ktorý je súèasne dl¾níkom aj
veriteµom. V opaènom prípade sme získali jedno mo¾né rie¹enie úlohy.
Uvedieme e¹te jedno mo¾né urýchlenie celého algoritmu: do ná¹ho zoznamu dlhov zaveïme
ïal¹ie dva ukazovatele, pomocou ktorých vytvoríme jednosmerné zoznamy dl¾níkov a
veriteµov pre ka¾dý podnik. Tým podstatne urýchlime vyhµadávanie dvojíc dlhov, kde
jeden podnik je aj dl¾níkom aj veriteµom.

P { III { 5

Zoznam kri¾ovatiek najprv naèítame zo vstupného súboru do pamäti. Tento zoznam
mô¾eme reprezentova» ako pole, a to vzhµadom k uvedenému obmedzeniu veµkosti vstupu.
Aby sme pre¹li v¹etky kri¾ovatky, a neporu¹ili pri tom pravi dlá cestnej premávky v meste,
bude ma» dráha tvar ¹pirály, ktorá bude zaèína» na najzápadnej¹ej kri¾ovatke mesta a
postupne sa bude stáèa» smerom doprava do stredu mesta.
Najprv teda vyhµadáme najzápadnej¹iu kri¾ovatku v meste. Túto kri¾ovatku vyradíme zo
zoznamu kri¾ovatiek a postupne podobným spôsobom hµadáme najsevernej¹iu, najvýchodœ
nej¹iu a najju¾nej¹iu, atï., a¾ kým nevyèerpáme zoznam kri¾ovatiek. ©peciálnym
spôsobom treba pritom o¹etri» prípad, ak je niektorá kri¾ovatka v danom okamihu napr.
najzápadnej¹ia a najsevernej¹ia zároveò { v tomto prípade by sme toti¾ pri uvedenom
spôsobe poru¹ili pravidlá cestnej premávky.
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1. èeskoslovenské stretnutie
Jevíèko, 10.{13. júna 1995

Po rozdelení bývalej Èesko{Slovenskej federatívnej republiky sa kontakty medzi mladými
matematikmi z novovzniknutých krajín preru¹ili. Aj keï sú ú lohy matematickej olympiády
aj naïalej rovnaké, chýbalo hlavne osobné stretnutie ¹tudentov, ktoré kedysi nastávalo
hlavne na celo¹tátnom kole MO kategórie A, na celo¹tátnych sústredeniach pre kategórie
B a C a na výberových a prípravných sústredeniach na MMO. Jediný kontakt, ktorý
sa v predchádzajúcom roku uskutoènil bola spoloèná úèas» naMMO, kde v¹ak ¹tudenti
spoznali nie 6 ale stovky nových µudí. Preto sa z podnetu niektorých èlenov úlohovej
komisie MO zrodila iniciatíva, ktorá vyústila do sú»a¾e, ktorá azda zaèala svoju dlhoroènú
tradíciu. Prvý roèník sú»a¾e zabezpeèovala Èeská republika a uskutoènil sa v rámci ich
prípravného sústredenia pred medzinárodnou matematickouolympiádou. Sú»a¾ili ¹iesti
najlep¹í rie¹itelia MO z oboch krajín a i¹lo výluène o sú»a¾ jednotlivcov. Súèas»ou tohto
podujatia v¹ak nie je len matematická sú»a¾, tento rok si napríklad sú»a¾iaci merali svoje
sily aj vo volejbale a basketbale.

Por. Meno Roèník, ©kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. Súèet
1. David Pavlica 4 GMK Bílovec 7 5 0 7 7 5 31
2. Libor Ma¹íèek 4 G kpt. Jaro¹e Brno 7 0 2 7 7 7 30
3. Petr Kaòovský 4 G kpt. Jaro¹e Brno 7 7 0 5 3 7 29

4.{5. Patrik Horník 4 G Grösslingová Bratislava 7 7 2 7 1 4 28
4.{5. Peter Macák 4 G J. Hronca Bratislava 0 7 1 6 7 7 28

6. Robert ©ámal 4 G Zborovská Praha 5 7 0 0 7 7 6 27
7. Ivan Cimrák 3 G V. Okru¾ná ®ilina 7 1 1 7 3 4 23
8. Martin Pál 4 G J. Hronca Bratislava 0 2 4 5 7 3 21
9. Ján Bábeµa 4 G Po¹tová Ko¹ice 0 2 0 7 6 3 18

10.{11. Vladimír Marko 2 G J. Hronca Bratislava 1 3 0 7 0 6 17
10.{11. Martin Neèesal 4 G kpt. Jaro¹e Brno 7 0 2 0 6 2 17

12. Filip Kr¹ka 4 G kpt. Jaro¹e Brno 7 1 1 7 0 0 16

Opravu rie¹ení v¾dy zabezpeèuje domáca strana a na koordinácii hodnotenia sa podieµajú
vedúci jednotlivých dru¾stiev. Tento rok nimi boli Doc. RNDr. Jaromír ©im¹a, CSc. a
RNDr. Karel Horák, CSc. z Èeskej republiky a Richard Kollár zo Slovenska. Zoznam
sú»a¾iacich aj s výsledkami sú»a¾e sú uvedené v tabuµke. Akoje mo¾né uvidie», v prvom
meraní síl lep¹ie obstálo domáce dru¾stvo. Je to v¹ak výzva pre nás, aby sme sa na druhý
roèník sú»a¾e, ktorý sa uskutoèní na Slovensku, pripravililep¹ie.
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Zadania úloh

Úloha è.1
Postupnos» èísela1, a2, : : : spåòa podmienku

an +2 = (2 � n2)an +1 + (2 + n2)an

pre ka¾dé celén = 1, pritom a1 = 2 a a2 = 5 . Rozhodnite, èi existujú indexy p, q a r také,
¾eap � aq = ar .

(J. ©im¹a)

Úloha è.2
NechZ oznaèuje mno¾inu v¹etkých celých èísel. Nájdite v¹etky dvojice funkcií f; g : Z ! Z
takých, ¾e rovnos»

f
�
g(x) + y

�
= g

�
f (y) + x

�

platí pre µubovoµné celé èíslax a y, prièom g(x) = g(y), práve keï x = y.
(P. Hlinìný)

Úloha è.3
V rovine s kartézskou sústavou súradníc uva¾ujme v¹etky trojuholníky ABC také, ¾e ich
vrcholy sú mre¾ové body (body s celoèíselnými súradnicami)a ich vnútro obsahuje práve
jeden mre¾ový bodP. OznaèmeE prieseèník stranyBC s priamkou AP . Urète najväè¹iu
mo¾nú hodnotu podielu

jAP j
jP Ej

:

(Putnam Exam 1981)

Úloha è.4
Pre ka¾dé reálne èíslop (p > 1) urèite najmen¹iu hodnotu súètu x + y, kde èíslax a y
spåòajú rovnicu �

x +
p

1 + x2
��

y +
p

1 + y2
�

= p:

(Poµská olympiáda)

Úloha è.5
Daný je konvexný ¹tvoruholník ABCD , ktorého uhloprieèky AC a BD sú navzájom
kolmé. Doká¾te, ¾e obrazy prieseèníku uhloprieèok v osových súmernostiach podµa strán
¹tvoruholníka ABCD le¾ia na jednej kru¾nici.

(USAMO 1993)

Úloha è.6
Nájdite v¹etky dvojice celých nezáporných èíselx a y, ktoré spåòajú rovnicu

px � yp = 1 ;

kde p je dané nepárne prvoèíslo.
(R. Kollár)
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Rie¹enia úloh

Úloha è.1
Také indexy p, q, r neexistujú, lebo ka¾dý èlen danej postupnosti je celé èíslotvaru 3k +2 ,
tak¾e súèin µubovoµných dvoch èlenov je èíslo tvaru3k + 1 . Skutoène, ak jean = 3kn + 2
a an +1 = 3kn +1 + 2 pre niektoré n (ako je pre n = 1 ), potom

an +2 = (2 � n2)(3kn +1 + 2) + (2 + n2)(3kn + 2) =

= 3( n2kn � n2kn +1 + 2kn + 2kn +1 + 2) + 2 = 3 kn +1 + 2 :

Úloha è.2
Podmienkam vyhovuje ka¾dá dvojica funkciíf (x) = x + c a g(x) = x + d, kde c a d sú
µubovoµné kon¹tanty. Uká¾eme, ¾e sú to v¹etky hµadané dvojice. Oznaème tedac = f (0)
a d = g(0). Z danej rovnice voµboux = 0 resp. y = 0 plynie

g
�
f (y)

�
= f (d + y) pre ka¾déy 2 Z (1)

a
f

�
g(x)

�
= g(c + x) pre ka¾déx 2 Z: (2)

Teraz dvojakým spôsobom vyjadrímeg
�
f

�
g(x)

��
. Ak aplikujeme g na obidve strany (2),

dostaneme
g
�
f

�
g(x)

��
= g

�
g(c + x)

�
:

Ale podµa (1) prey = g(x) platí

g
�
f

�
g(x)

��
= f

�
d + g(x)

�

a zároveò podµa zadania prey = d je

g
�
f

�
g(x)

��
= f

�
d + g(x)

�
= g

�
f (d) + x

�
:

Porovnaním dostávameg
�
g(c+ x)

�
= g

�
f (d)+ x

�
, odkiaµ podµa vlastností funkcieg vyplýva

g(c + x) = f (d) + x. To po zámenex := x � c znamená, ¾e

g(x) = x � c + f (d) pre ka¾déx 2 Z: (3)

(Odtiaµ u¾ mimochodom plynie, ¾eg je lineárna funkcia.) Dosadením získaného vzorca
pre g do oboch strán (2) dostaneme

f
�
x � c + f (d)

�
= ( c + x) � c + f (d);

odkiaµ po zámenex := x + c � f (d) vyplýva hµadaný predpisf (x) = x + c pre ka¾déx.
Preto f (d) = d + c, tak¾e (3) znamená, ¾eg(x) = x + d pre ka¾déx.
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Úloha è.3
Bez ujmy na v¹eobecnosti predpokladajme, ¾e vrcholA le¾í v poèiatku súradnicovej sústavy
a oznaème

L = 1
2 (B + C); M = 1

2 (C + A); a N = 1
2 (A + B )

stredy strán BC , CA a AB . Naviac polo¾me

S = 1
3 (2L + M ) = 1

3 (B + C + M );

T = 1
3 (B + C + N );

Q = 2P � B a R = 3P � B � C:

Pritom Q a R sú mre¾ové body, ktoré dostaneme z boduP rovnoµahlos»ou so stredomB
a koe�cientom 2, resp. rovnoµahlos»ou so stredomL a koe�cientom 3. Zrejme Q 6= P 6=
6= R. Preto bod Q nemô¾e le¾a» vnútri trojuholníkuABC , tak¾e bodP nele¾í vnútri
trojuholníku NBL , preto¾e rovnoµahlos» so stredomB a koe�cientom 2 zobrazí trojuholník
NBL na trojuholník ABC . Podobne (voµbou boduQ = 2P � C) by sme zistili, ¾e bodP
nele¾í ani vnútri trojuholníku MLC . Preto¾e ani mre¾ový bodR nemô¾e le¾a» vnútri
trojuholníku ABC , nele¾í bodP (jeho vzor v rovnoµahlosti so stredomL a koe�cientom 3)
vnútri trojuholníku LST . A preto¾e vzdialenos» boduA od priamky ST je pä»krát väè¹ia
ako vzdialenos» priamokST a BC , plynie odtiaµ odhad

jAP j
jP Ej

5 5:

Pre body A = (0 ; 0), B = (2 ; 0) a C = (0 ; 3) dostaneme trojuholník, ktorý obsahuje
jediný mre¾ový bodP = (1 ; 1) = T, pre ktorý v uvedenom odhade nastane rovnos». Teda
najväè¹ia mo¾ná hodnota uva¾ovaného podielu je rovná 5.

Úloha è.4

Oznaème t = x +
p

1 + x2. Potom t > 0 a x =
t2 � 1

2t
. Podµa posledného vzorca je

podmienka y +
p

1 + y2 =
p
t

(ekvivalentná so zadanou rovnicou) splnená, práve keï

y =

� p
t

�2
� 1

2 �
p
t

; alebo y =
p2 � t2

2pt
:

Vtedy platí

x + y =
t2 � 1

2t
+

p2 � t2

2pt
=

p � 1
2p

�
t +

p
t

�
=

p � 1
p

s

t �
p
t

=
p � 1
p

p
;

prièom rovnos» nastane, práve keït =
p
t
, kedy x = y =

p � 1
2
p

p
.
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Odpoveï: Najmen¹ia hodnota súètu x + y je rovná
p � 1
p

p
.

Úloha è.5
OznaèmeP, Q, R, S päty prieseèníkov uhloprieèokE na jednotlivé strany AB , BC , CD
a DA . Staèí ukáza», ¾e ¹tvoruholníkP QRS je tetivový, preto¾e ¹tvoruholník uva¾ovaný
v úlohe z neho dostaneme rovnoµahlos»ou so stredomE a koe�cientom rovnoµahlosti 2.
©tvoruholníky EP BQ , EQCR, ERDS a ESAP sú tetivové (v¾dy dva ich protiµahlé uhly
sú pravé). Odtiaµ plynie, ¾e je

j<) EP Qj = j<) EBQ j a j<) ERQj = j<) ECQj:

Uhly EBQ a ECQ sú ostré uhly pravouhlého trojuholníku EBC , tak¾e

j<) EP Qj + j<) ERQj = j<) EBQ j + j<) ECQj =
�
2

:

Podobne dostaneme aj rovnos»

j<) EP Sj + j<) ERSj =
�
2

;

èo spolu dáva

j<) SP Qj + j<) QRSj = j<) EP Sj + j<) EP Qj + j<) ERSj + j<) ERQj = �;

èo znamená, ¾e ¹tvoruholníkP QRS je tetivový.

Úloha è.6
Ak je (x; y) rie¹enie danej rovnice, platí

px = 1 p + yp = (1 + y)(1 � y + y2 � � � � + yp� 1);

a teda 1 + y = pn pre vhodné nezáporné celén 5 x. Ak je n = 0 , potom v¹ak y = x = 0 .
Preto ïalej predpokladajme, ¾ex = n = 1. Podµa binomickej vety platí

px = yp + 1 = ( pn � 1)p + 1 =

= pnp � p � pn (p� 1) +
�

p
2

�
pn (p� 2) + : : : + ( � 1)p� 2

�
p

p � 2

�
p2n + p � pn :

Preto¾ep je prvoèíslo, sú v¹etky binomické koe�cienty v poslednom výraze deliteµnép,
tak¾e tento výraz je deliteµný mocninoupn +1 , nie v¹ak pn +2 . To znamená, ¾ex = n + 1 .
Z poslednej rovnosti po odèítanípx = pn +1 dostaneme

0 = pnp � p � pn (p� 1) +
�

p
2

�
pn (p� 2) + : : : + ( � 1)p� 3

�
p

p � 3

�
p3n �

�
p

p � 2

�
p2n :

Pre p = 3 je to rovnica 0 = 33n � 3� 32n , ktorá má jediné rie¹enien = 1 , ktorému odpovedá

x = y = 2 . Preto¾e prep = 5 nie je koe�cient
�

p
2

�
=

p(p � 1)
2

deliteµný p2, usúdime,

¾e pravá strana rovnice je prep = 5 deliteµná mocninoup2n +1 , nie v¹ak p3n +1 , èo vedie
k záveru, ¾e vtedy ¾iadne rie¹enien neexistuje.
Odpoveï: x = y = 0 pre µubovoµnép, pre p = 3 naviac x = y = 2 .
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36. medzinárodná matematická olympiáda

V dòoch 13. a¾ 25. júla 1995 sa v Toronte v Kanade konala 36. medzinárodná mateœ
matická olympiáda IMO'95. Zúèastnilo sa jej 414 sú»a¾iacich zo 73 krajín. Medzináœ
rodná matematická olympiáda (MMO) je sú»a¾ou jednotlivcov. Ka¾dá zo zúèastnených
krajín na òu vysiela sú»a¾né dru¾stvo zlo¾ené z najviac ¹iestich sú»a¾iacich, sprevádzané
dvoma vedúcimi. Slovenské dru¾stvo tvoriliJán Bábeµazo 4.roèníka Gymnázia Po¹tová
v Ko¹iciach, Ivan Cimrák z 3.roèníka Gymnázia Veµká Okru¾ná v ®iline,Patrik Horník
zo 4.roèníka Gymnázia Gr}osslingová v Bratislave,Peter Macák zo 4.roèníka Gymnázia
J.Hronca v Bratislave, Vladimír Marko z 2.roèníka Gymnázia J.Hronca v Bratislave
a Martin Pál zo 4.roèníka Gymnázia J.Hronca v Bratislave.
Vedúcim delegácie bol Doc. RNDr. Tomá¹ Hecht, Csc., z MFF UK v Bratislave
a zástupcom vedúcehoRichard Kollár z MFF UK v Bratislave.
Samotná sú»a¾ je rozdelená do dvoch sú»a¾ných dní, poèas ktorých sú»a¾iaci rie¹ia po 3
úlohy, na ktorých vyrie¹enie majú v¾dy 4,5 hodiny èistého èasu. Výsledky slovenského
dru¾stva uvádza nasledujúca tabuµka:

Meno 1 2 3 4 5 6 súèet cena
Ján Bábeµa 1 7 1 3 0 0 12 -
Ivan Cimrák 7 0 7 7 2 0 23 3.
Patrik Horník 7 0 1 7 0 0 15 -
Peter Macák 7 7 7 7 5 0 33 2.
Vladimír Marko 7 0 6 7 7 0 27 3.
Martin Pál 7 2 6 6 7 7 35 2.

Tento rok sme si najlep¹ie poradili s úlohami è. 1 a 4. Prvá z nich bola tradièná
geometrická úloha, druhá veµmi jednoduchá. Naopak opä» najhor¹ie sme skonèili v ¹iestej
{ kombinatorickej úlohe. Vyrie¹il ju len jeden sú»a¾iaci. Vsú»a¾i jednotlivcov sme si teda
po dvoch rokoch neviezli domov zlato, ale získali sme dve strieborné a dve bronzové medaily.
Pritom aj Vladimírovi Markovi aj Martinovi Pálovi chýbalo n a zisk cennej¹ích medailí
len málo. V neo�ciálnom hodnotení krajín sme takmer presne obhájili minuloroènú,
nie veµmi lichotivú, prieèku v tretej desiatke, skonèili sme na 21.{22. mieste. Av¹ak
ukazuje sa, ¾e v prípade ¹tandardného výkonu celého dru¾stva máme ¹ancu skonèi» aj
o desa» miest vy¹¹ie. Prekvapujúco dobre skonèili obaja ¹tudenti zo 4. roèníka Gymnázia
Jura Hronca v Bratislave, pre ktorých to bola druhá medzinárodná olympiáda v jednom
mesiaci a na úplne inom mieste zemegule. Len po jednodòovej prestávke na Slovensku
pokraèovali v ceste z Austrálie do Kanady. Ukázalo sa, ¾e anitáto mimoriadna zá»a¾ nebola
rozhodujúca a kvalita ¹tudentov sa aj tak prejavila. A na záver hodnotenia na¹ej úèasti
treba doda», ¾e napriek miernemu ústupu z pozícií, na ktorých kedysi bývalo spoloèné
èeskoslovenské dru¾stvo, na¹i sú»a¾iaci sa vo svete nestratili a výsledok týchto kvalít
nebýva e¹te na Slovensku pravidlom. Celkovým ví»azom neo�ciálnej sú»a¾e dru¾stiev sa
stal tím Èíny s 236 bodmi pred dru¾stvami Rumunska (230 bodov) a Ruska (227 bodov).
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V prvej desiatke skonèili e¹te po poradí Vietnam, Maïarsko, Bulharsko, Ju¾ná Kórea,
Irán, Japonsko a Veµká Británia. Prekvapením bol neúspech dru¾stva USA (skonèilo a¾
jedenáste), ktoré v minulom roèníku dosiahlo absolútne maximálny mo¾ný poèet bodov.
Dru¾stvo Èeskej republiky skonèilo na 17.{18. mieste so 154bodmi.

Medzinárodná matematická olympiáda je samozrejme najmä zále¾itos»ou spoloèenskou.
Mladí matematici z celého sveta majú mo¾nos» vidie» nové kraje a stretnú» sa z rovesníkmi
zo v¹etkých kolektívov. Tieto stretnutia a zá¾itky z nich mô¾u neskôr predstavova»
veµkú motiváciu do ïal¹ieho ¾ivota. Tento rok bola okrem zvyèajného spoloèenského
programu MMO spestrená jednou ¹peci�ckou zále¾itos»ou severoamerického kontinentu.
V oblasti Toronta, kde sú»a¾ prebiehala, ¾ije mno¾stvo presídlencov z celého sveta.
A tak sa organizátorom podarilo zabezpeèi» skoro pre v¹etkyprítomné výpravy (73
krajín !) sprievodcu, ktorý pochádzal z tej-ktorej krajiny . Takto bolo aj na¹e dru¾stvo
zverené do opateri slovenskej komunity. Títo mladí µudia sasvedomito starali o proœ
gram sú»a¾iacich aj vedúcich. Nav¹tívili spolu pre Kanadu typické zábavné podniky
(bowling, biliard, . . .), ¹peciálnu slovenskú party, nový k rásny slovenský kostol, atï.
Jednoducho ukázali turistom nieèo viac ako len krásnu prírodu a veµké moderné mesto,
ukázali spôsob ¾ivota v tejto ïalekej krajine s jej obrovskými mo¾nos»ami, ale aj nám
neznámymi problémami. Boli to skutoène neopakovateµné zá¾itky. O tie sa v¹ak staral
aj organizaèný výbor, sú»a¾iaci mali mo¾nos» vidie» na vlastné oèi baseballový zápas
domáceho dru¾stva na azda najmodernej¹om ¹tadióne na svete{ Sky Dome, mohli sa
pohµadom pokocha» na nádhernej siluete Toronta a jeho okolia z najvy¹¹ej ve¾e na svete
{ CN Tower, mohli nav¹tívi» starú vojenskú pevnos» e¹te z èias vojny severu z juhom,
gigantický zábavný park �lmovej spoloènosti Paramount, kde s voµnou vstupenkou mohli
absolvova» niekoµko jázd smrti a vyskú¹a» si (samozrejme zanajväè¹ej bezpeènosti) svoju
odvahu. Nechýbalo ani pompézne slávnostné otvorenie a ukonèenie olympiády s nádhernou
laserovou show a dojímavým ceremoniálom. Vrcholom v¹ak urèite bol výlet k Niagarským
vodopádom. V¹etci zúèastnení sa mohli odviez» výletnou loïou priamo pod tento mohutný
div prírody. Na emocionálne zvýraznenie atmosféry MMO premietli pri závereènom
ceremoniáli a udeµovaní cien organizátori sú»a¾iacim krátky video �lm, ktorý v¹etky tieto
momenty zachytával. Celý priebeh olympiády toti¾ natáèal kamerou �lmový ¹táb.

Pred úplným ukonèením MMO e¹te zástupca Indie stihol pozva»v¹etky zúèastnené krajiny
na nasledujúcu, u¾ 37. medzinárodnú matematickú olympiádu, ktorá sa bude kona» na
budúci rok v Dillí. Ïal¹ie roèníky by mali usporiada» Argent ína, Kórea a Rumunsko.

Výsledky medzinárodnej matematickej olympiády

Krajina Poè. ¾iakov Body 1.cena 2.cena 3.cena Poradie
Argentína 6 129 0 1 3 29.
Arménsko 6 111 0 2 1 32.{33.
Austrália 6 145 0 1 4 21.{22.
Azerbajd¾an 3 30 0 0 0 64.
Bielorusko 6 131 0 1 3 26.{28.
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Krajina Poè. ¾iakov Body 1.cena 2.cena 3.cena Poradie
Belgicko 6 83 0 0 1 47.
Bosna a Hercegovina 6 18 0 0 0 69.
Brazília 6 86 1 0 0 44.
Bulharsko 6 207 1 4 1 6.
Cyprus 6 43 0 0 0 58.{59.
Èesko 6 154 0 1 5 17.{18.
Èína 6 236 4 2 0 1.
Dánsko 6 77 0 0 1 49.
Estónsko 6 55 0 0 0 56.
Filipíny 6 28 0 0 1 65.{66.
Fínsko 6 101 0 0 3 36.{37.
Francúzsko 6 119 1 0 2 30.
Grécko 6 66 0 0 1 54.
Gruzínsko 6 79 0 0 1 48.
Holandsko 6 85 0 0 2 45.
Hong Kong 6 151 0 1 4 20.
Chile 2 14 0 0 0 70.
Chorvátsko 6 111 0 0 3 32.{33.
India 6 165 0 3 3 14.
Indonézia 6 68 0 0 1 53.
Irán 6 202 2 3 1 8.
Island 4 19 0 0 0 68.
Izrael 6 171 1 2 2 13.
Írsko 6 41 0 0 0 61.
Japonsko 6 183 1 3 2 9.
JAR 6 95 0 0 2 41.
Juhoslávia 6 154 0 2 3 17.{18.
Ju¾ná Kórea 6 203 2 3 1 7.
Kanada 6 153 0 2 3 19.
Kazachstan 6 54 0 0 0 57.
Kirgistan 6 28 0 0 0 65.{66.
Kolumbia 6 100 0 0 3 38.
Kuba 4 59 0 0 0 55.
Kuvajt 2 0 0 0 0 73.
Litva 6 74 0 0 0 50.
Loty¹sko 6 97 0 1 1 39.{40.
Macao 6 33 0 0 0 62.
Macedónsko 6 117 0 1 3 31.
Maïarsko 6 210 3 0 3 5.
Malajzia 2 1 0 0 0 72.
Maroko 6 138 0 0 5 24.
Mexiko 6 43 0 0 1 58.-59.
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Krajina Poè. ¾iakov Body 1.cena 2.cena 3.cena Poradie
Moldavsko 6 101 0 1 1 36.{37.
Mongolsko 6 91 0 0 1 42.
Nemecko 6 162 1 1 3 15.
Nový Zéland 6 84 0 0 2 46.
Nórsko 6 70 0 0 1 52.
Poµsko 6 161 0 1 5 16.
Portugalsko 6 26 0 0 0 67.
Rakúsko 6 88 0 0 1 43.
Rumunsko 6 230 3 3 0 2.
Rusko 6 227 4 2 0 3.
Sigapúr 6 131 0 1 3 26.{28.
Slovensko 6 145 0 2 2 21.{22.
Slovinsko 5 42 0 0 0 60.
Sri Lanka 1 10 0 0 0 71.
©panielsko 6 72 0 0 1 51.
©vajèiarsko 5 97 0 2 0 39.{40.
©védsko 6 106 0 0 2 35.
Taliansko 6 131 0 0 5 26.{28.
Thajsko 6 107 1 2 0 34.
Tchaj-wan 6 176 0 3 2 12.
Trinidad a Tobago 6 32 0 0 0 63.
Turecko 6 134 0 1 4 25.
Ukrajina 6 140 1 1 1 23.
USA 6 178 0 3 3 11.
Veµká Británia 6 180 2 1 3 10.
Vietnam 6 220 2 4 0 4.

Zadania úloh MMO

Úloha è.1

Nech A; B; C; D sú 4 rôzne body na priamke v uvedenom poradí. Kru¾nice s priemermi

AC a BD sa pretínajú v bodoch X a Y . Priamka
 !
XY pretína BC v bode Z . Nech P je

bod priamky
 !
XY rôzny od Z . Priamka

 !
CP pretína kru¾nicu s priemeromAC v bodoch

C a M a priamka
 !
BP pretína kru¾nicu s priemeromBD v bodoch B a N . Doká¾te, ¾e

priamky
 !
AM ,

 !
DN a

 !
XY majú spoloèný bod.

(Bulharsko)
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Úloha è.2

Nech a; b; csú kladné reálne èísla, pre ktoré platíabc= 1 . Doká¾te, ¾e

1
a3(b+ c)

+
1

b3(c + a)
+

1
c3(a + b)

=
3
2

:

(Rusko)

Úloha è.3

Urète v¹etky celé èíslan > 3, pre ktoré existuje v rovine n bodov A1; A2; : : : ; An a reálne
èíslar 1; r 2; : : : ; rn tak, ¾e sú splnené obe nasledujúce podmienky:

i) ¾iadne tri z bodovA1; A2; : : : ; An nele¾ia na jednej priamke;

ii) pre ka¾dú trojicu i; j; k (1 5 i < j < k 5 n) je obsah trojuholníka A i A j Ak rovný
r i + r j + r k .

(Èeská republika)

Úloha è.4

Nájdite maximálnu hodnotu èísla x0, pre ktorú existuje postupnos» kladných reálnych èísel
x0; x1; : : : ; x1995 spåòajúca obe nasledujúce podmienky:

i) x0 = x1995;

ii) x i � 1 + 2
x i � 1

= 2x i + 1
x i

; pre v¹etky i = 1 ; 2; : : : ; 1995.

(Poµsko)

Úloha è.5

Nech ABCDEF je konvexný ¹es»uholník, v ktorom platí:

jAB j = jBC j = jCDj;

jDE j = jEF j = jF Aj;

j<) BCD j = j<) EF A j = 60 � :

Nech G a H sú dva také body vo vnútri ¹es»uholníka, ¾ej<) AGB j = j<) DHE j = 120� .
Doká¾te, ¾e platí:

jAGj + jGB j + jGH j + jDH j + jHE j = jCF j:

(Nový Zéland)

Úloha è.6

Nech p je nepárne prvoèíslo. Zistite poèet takých podmno¾ínA mno¾inyf 1; 2; : : : ; 2pg, ¾e

i) A obsahuje právep prvkov;

ii) súèet v¹etkých prvkov mno¾inyA je deliteµný èíslomp.
(Poµsko)
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Rie¹enia úloh MMO

Úloha è.1

Rie¹enie podµa M. Pála.

Oznaèmer polomer kru¾nice s priemeromBD , O prieseèník priamky
 !
DN s priamkou

 !
XY

a napokon O0 prieseèník priamky
 !
AM s priamkou

 !
XY . Teraz urème vzdialenos»jOZ j

(obr. 25). Zrejme táto vzdialenos» mô¾e by» len funkciou parametrov r; jZX j; jZP j. My
doká¾eme, ¾e v skutoènosti táto då¾ka nezávisí od parametrar . Bez ohµadu na polohu
zaèiatoèných bodov teraz platia nasledujúce tvrdenie:

j<) DNB j = j<) P ZB j = j<) OZD j = 90 � :

Obr. 25

Potom sú ale trojuholníky 4 DNB; 4 P ZB; 4 DZO podobné a preto platí
jZOj
jZD j

=
jBZ j
jZP j

.

Z toho vyplýva

jZOj =
jBZ j � j ZD j

jZP j
: (1)

Len¾e z mocnosti boduZ ku kru¾nici nad priemeromBD platí

jBZ j � j ZD j = jXZ j � j ZY j = jXZ j2: (2)

Spojením (1) a (2) dostávame

jZOj =
jXZ j2

jZP j
:

Èi¾e skutoène je vzdialenos»OZ závislá len na jZX j; jZP j. Ale zo symetrie vyplýva
rovnaký vz»ah aj pre vzdialenos»jO0Z j. Preto jOZ j = jO0Z j, a teda bodyO a O0 splývajú.

80



Úloha è.2

Rie¹enie podµa M. Pála, upravené.
Polo¾mex = 1

a ; y = 1
b ; z = 1

c . Zrejme potom naïalej platí xyz = 1 ; x; y; z = 0. Dokazovaná
nerovnos» prechádza na ekvivalentný tvar

x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y
=

3
2

:

Po úprave na spoloèného menovateµa a odstránení zlomkov (v¹etky menovatele sú kladné)
dostávame opä» ekvivalentnú nerovnos»

(x4 + y4 + z4) + ( x3y + y3z + z3x + x3z + z3y + y3x) + ( x + y + z) =
3
2

(2xyz + x2y + y2z + z2x + x2z + z2y + y2x):

Poµahky nahliadneme, ¾e µavú a stranu stranu nerovnosti mo¾no upravi»:

2(x3 + y3 + z3 + 1)( x + y + z) = 3(2xyz + x2y + y2z + z2x + x2z + z2y + y2x): (1)

Teraz doká¾eme nasledujúce dve nerovnosti

x + y + z = 3
p

xyz = 3 ; (2)

2(x3 + y3 + z3 + 1) = 2xyz + x2y + y2z + z2x + x2z + z2y + y2x: (3)

Nerovnos» (2) je nerovnos» medzi aritmetickým a geometrickým priemerom (èísla x; y; z
sú v¹etky kladné) a nerovnos» (3) teraz doká¾eme. Po jej jednoduchej úprave dostávame
ekvivalentnú nerovnos»

2x3 + 2y3 + 2z3 + 2 � 2xyz � x2y � y2z � z2x � x2z � z2y � y2x = 0:

Po úprave µavej strany a vyu¾ití faktuxyz = 1 dostávame

x2(2x � y � z) + y2(2y � z � x) + z2(2z � x � y) = 0:

No teraz mô¾me bez ujmy na v¹eobecnosti predpoklada», ¾ex = y = z = 0, potom
x2 = y2 = z2 = 0 a 2x � y � z = 0. Mo¾no dokáza» aj ¾e2y � x � z = 0. Potom, ale

x2(2x � y � z)+ y2(2y � z � x)+ z2(2z � x � y) = z2(2x � y � z+2y � z � x +2z � x � y) = 0 :

Keï¾e úpravy boli ekvivalentné, nerovnos» (3) skutoène platí. Teraz staèí nerovnosti (2)
a (3) vzájomne prenásobi» (v¹ade vystupujú len kladné èísla) a dostávame nerovnos» (1).
Keï¾e aj úpravy danej nerovnosti na nerovnos» (1) boli ekvivalentné, dôkaz je ukonèený.

Iné rie¹enie.
Opä» budeme dokazova» nerovnos»

x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y
=

3
2
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ekvivalentnú so zadanou. Oznaème súèet na µavej strane nerovnosti S. Potom z Cauchyho
nerovnosti vyplýva:

[(y + z) + ( z + x) + ( x + y)] S = (x + y + z)2;

èo znamená S = x + y+ z
3 . Av¹ak z nerovnosti medzi aritmetickým a geometrickým

priemerom ïalej vyplýva:

S =
x + y + z

3
� 32 = 3

p
xyz �

3
2

=
3
2

:

Rovnos» nastáva len prex = y = z = 1 , èo je ekvivalentné sa = b = c = 1 .

Úloha è.3

Doká¾eme, ¾en = 4 je jediné prirodzené èíslo vyhovujúce danému problému. Pren = 4
vyhovuje napríklad jednotkový ¹tvorec A1A2A3A4 a èíslap1 = p2 = p3 = p4 = 1

6 . Zostáva
ukáza», ¾e neexistuje ¾iadne rie¹enie pren = 5 , z èoho u¾ vyplýva, ¾e neexistuje ¾iadne
rie¹enie pre n = 5.

Tvrdenie doká¾eme sporom. Nech existuje rie¹enie pren = 5 . Oznaème obsah trojuholníka
A i A j Ak ako Sijk , 1 5 i < j < k 5 5. Zo zadania vieme, ¾e platíSijk = pi + pj + pk .
Zrejme nemô¾e plati»pi = pj . Ak by napríklad p4 = p5, potom S124 = S125 a zároveò
S234 = S235, z èoho vyplýva, ¾eA4A5 je rovnobe¾né aj sA1A2 aj A2A3. To v¹ak nie je
mo¾né, lebo bodyA1; A2 a A3 nele¾ia na jednej priamke. Rovnako si v¹imnime, ¾e ak je
¹tvoruholník A i A j Ak A l konvexný, potom platí pi + pk = pj + pl . Je to dôsledok toho, ¾e
Sijk + Skli = Sjkl + Slij .

V¹imnime si teraz konvexný obal bodov A1; A2; A3; A4 a A5. Mô¾u nasta» tri prípady.

V prvom prípade predpokladajme, ¾e konvexný obal je pä»uholník A1A2A3A4A5. Keï¾e
sú ¹tvoruholníky A1A2A3A4 a A1A2A3A5 konvexné, na¹e pozorovania vedú k tomu, ¾e
p1 + p3 = p2 + p4 a p1 + p3 = p2 + p5, èo znamená, ¾ep4 = p5 a to je spor.

V druhom prípade nech je konvexným obalom ¹tvoruholník A1A2A3A4. Bez ujmy na
v¹eobecnosti predpokladajme, ¾eA5 le¾í v trojuholníku A3A4A1. Potom je ¹tvoruholník
A1A2A3A5 konvexný, a dostávame spor ako v predchádzajúcom prípade.

No a napokon, predpokladajme, ¾e konvexným obalom jeA1A2A3. Keï¾e v¹ak S124 +
+ S234 + S314 = S125 + S235 + S315, z èoho ale vyplývap4 = p5, èo je spor.

Úloha è.4

Zadané podmienky sú ekvivalentné s rovnicami2x2
i �

�
x i � 1 + 2

x i � 1

�
x i +1 = 0 , ktoré majú

rie¹enia x i = 1
2 x i � 1 a x i = 1

x i � 1
. Doká¾eme, ¾e prei = 0 platí x i = 2 k i x" i

0 , pre nejaké

prirodzené èísloki , jki j 5 i a " i = ( � 1)k i + i . Tvrdenie je pravdivé pre i = 0 s k0 = 0 a
"0 = 1 . Ïalej budeme tvrdenie dokazova» indukciou. (Prvý krok sme u¾ spravili.) Nech
tvrdenie platí pre i � 1 a x i = 1

2 x i � 1. Potom máme ki = ki � 1 a " i = " i � 1. Ak x i = 1
x i � 1

,

potom ki = � ki � 1 a " i = � " i � 1. V ka¾dom prípade v¹ak platíjki j 5 i a " i = ( � 1)k i + i .
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Teda skutoènex1995 = 2 k x"
0. Ak je k nepárne, potom" = 1 a máme 2k = 1 , èo je spor,

lebo k 6= 0 . Preto k musí by» párne, èi¾e" = � 1 a x2
0 = 2 k . Preto¾ek je párne ajkj 5 1995,

potom k 5 1994. Preto x0 5 2997. Túto hodnotu mo¾no dosiahnu» voµboux i = 1
2 x i � 1 pre

i = 1 ; 2; : : : ; 1994, a x1995 = 1
x 1 994 . Potom

x0 = x1995 =
1

2� 1994x0
; a preto x0 = 2 997:

Úloha è.5

V¹imnime si, ¾eBCD a EF A sú rovnostranné trojuholníky (obr. 26). Preto je BE osou
symetrie ¹tvoruholníka ABDE . Zobrazme BCD a EF A cez BE po rade na BC 0A a
EF 0D. Keï¾ej<) BGA j = 180� � j <) AC 0B j, G le¾í na kru¾nici opísanej trojuholníkuABC 0.
Z Ptolemaiovej vety vyplýva jAGj + jGB j = jC0Gj. Podobne dostávamejDH j + jHE j =
= jHF 0j. Napokon spojením nerovností

jCF j = jC0F 0j 5 jC0G0j + jGH j + jHF 0j = jAGj + jGB j + jGH j + jDH j + jHE j;

kde rovnos» nastáva práve vtedy, keï obidva bodyG a H le¾ia naC0F 0.

Obr. 26

Úloha è.6

Rie¹enie podµa M. Pála.
Oznaème X p-prvkovú mno¾inu X = f 0; 1; : : : ; p � 1g, kde p je nepárne prvoèíslo.
Skúmajme, koµkými spôsobmi mo¾no vybra» zX práve k prvkov ( 1 5 k < p ) tak, aby ich
súèet dával zvy¹okr 0 modulo p.

Vyberme µubovoµnúk-ticu prvkov z X : (x1; : : : ; xk ). Nech x1 + : : : + xk � r (mod p).
Potom k-tice (x1 + �; : : : ; x k + � ), � = 0 ; : : : ; p � 1, dávajú zvy¹ky r � � r + k� (mod p).
Keï¾ep je prvoèíslo,k < p , zrejme existuje � : r � � r 0 (mod p) a navy¹e sa v¹etky zvy¹ky
mod p vyskytujú medzi r � práve raz. Oznaème v¹etkyk-tice (x1 + �; : : : ; x k + � ), � =
= 0 ; : : : ; p� 1. (Mô¾me ich oznaèi» µubovoµným symbolom, dôle¾ité je len to, aby sme vedeli
rozlí¹i» oznaèenú a neoznaèenúk-ticu.) Ak e¹te v¹etky k-tice nie sú oznaèené, vyberme
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µubovoµnú neoznaèenú(y1; : : : ; yk ). V¹etky (x1 + �; : : : ; x k + � ); y1 + �; : : : ; y k + � ), �; � =
= 0 ; : : : ; p � 1, sú zrejme rôzne, preto táto nová triedak-tic bude ma» opä»p prvkov a
¾iadnak-tica v nej nie je zatiaµ oznaèená. Takto mô¾me pokraèova», a¾ kým nevyèerpáme
v¹etky k-tice. Zrejme potom bude poèetk-tic so zvy¹kom r 0 práve Nk =

� p
k

�
1
p .

Vyberme teraz z mno¾inyf 1; : : : ; pg l-ticu rôznych prvkov (a1; : : : ; al ). Nech a1 + : : : +
+ al � s (mod p), 0 5 s 5 p � 1. K tejto l-tici vyberme k-ticu (b1; : : : ; bk ) z mno¾iny
f p+1 ; : : : ; 2pg tak, ¾ek + l = p a b1 + : : :+ bk � � s (mod p). Keï¾ep+1 � 1; : : : ; 2p � 0
(mod p), táto k-tica sa dá vybra» práveNk =

� p
k

�
1
p =

� p
p� l

�
1
p =

� p
l

�
1
p spôsobmi. l -tica

(a1; : : : ; al ) sa zrejme dá vybra»N l =
� p

l

�
1
p spôsobmi. V¹etkých podmno¾ín mno¾inyA

teda bude

NA = 2 +
p� 1X

l =1

�
p
l

��
p

p � l

�
1
p

:

(Kon¹tanta 2 na zaèiatku predstavuje prípady l = p a l = 0 , pre ktoré existuje zrejme v¾dy
len jedna mo¾nos».)

Po malej úprave

NA =
2p � 2

p
+

1
p

p� 1X

l =0

�
p
l

��
p

p � l

�
:

Dvojakým urèením koe�cientu pri xp v polynóme P(x) = ( x + 1) p(x + 1) p = ( x + 1) 2p

pomocou binomickej vety napokon dostávame

NA =
1
p

��
2p
p

�
+ 2p � 2

�
:
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Druhá Stredoeurópska olympiáda v informatike

Druhý roèník Stredoeurópskej informatickej olympiády (Central European Olympiad in
Informatics, CEOI '95) sa konal v dòoch 29.5. a¾ 3.6. v juhomaïarskom Szegede. Zúèastnili
sa na òom ¹tvorèlenné reprezentácie jedenástich krajín (44úèastníkov), z toho 6 kmeòových
úèastníckych krajín (Èeská republika, Chorvátsko, Maïarsko, Poµsko, Rumunsko a Slovenœ
sko) a 5 krajín ¹peciálne pozvaných organizátormi (Bielorusko, Estónsko, Juhoslávia, Litva
a Ukrajina). Ako ¹peciálni pozorovatelia sa zúèastnili aj zástupcovia Loty¹ska, naopak
z kmeòových krajín CEOI sa nedostavili Rakúsko a Slovinsko.Samotná sú»a¾ je analógiou
Medzinárodnej informatickej olympiády (MIO) a má slú¾i» najmä ako príprava a motivácia
pre ¹tudentov ni¾¹ích roèníkov, ktorí by sa v budúcnosti mohli prebojova» na MIO.

Dru¾stvo SR tvorili Martin Hajduch z 2.roèníka Gymnázia v Pova¾skej Bystrici,Martin
Irman z 3.roèníka Gymnázia Grösslingová v Bratislave,Martin Domány zo 4.roèníka
Gymnázia v Michalovciach aVladimír Marko z 2.roèníka Gymnázia J.Hronca v Bratislave.
Vedúcim dru¾stva bolRNDr. Juraj Balázs, z PF UPJ© Ko¹ice.

Po príchode 29.5. sa sú»a¾iaci ubytovali na stredo¹kolských internátoch. Na druhý deò bolo
na programe oboznámenie sa s prostredím a miestom sú»a¾e (sú»a¾ zabezpeèovala katedra
informatiky Univerzity A. Józsefa { JATE), prehliadka mest a, prvé zasadnutie poroty
a slávnostné otvorenie spojené s prehliadkou zaujímavej výstavy z prehistórie poèítaèov.
Samotná sú»a¾ prebiehala v tretí a ¹tvrtý deò. Sú»a¾iaci mali k dispozícii 5 hodín èistého
èasu, úlohy rie¹ili na poèítaèoch PC 386DX alebo 486DX v prostredí MS DOS | na¹i
sú»a¾iaci programovali v Turbo Pascale s výnimkou M. Irmana(Borland C). Popoludní
sa vyhodnocovali rie¹enia ¹tandardným spôsobom známym z MIO (vstupno-výstupné
správanie sa programov), prièom sa vyskytli urèité problémy kvôli zavíreniu lokálnej siete.
Po prvom dni mali na¹i reprezentanti (uvádzame v poradí ako vy¹¹ie) 85, 90, 70 a 70
bodov. Druhý deò získali 94, 67, 72 a 39 bodov, teda celkové poèty získaných bodov
boli 179 (Hajduch), 157 (Irman), 142 (Domány) a 109 (Marko). Úlohy boli zaujímavé
a zlo¾itos»ou porovnateµné s úlohami posledných roèníkov MIO.

Na dal¹í deò bol na programe výlet do Národného pamätníka Ópusztaszer a veèierok
v univerzitnom klube. Veèer porota hlasovala o rozdelení cien, prièom bola zabezpeèená
nestrannos», rozhodovalo sa tak, aby ani èlenovia poroty netu¹ili poèet medailí svojho
dru¾stva. Odovzdávanie cien sa uskutoènilo v posledný deò na radnici mesta. Celkovo
bolo udelených 24 medailí: 4 zlaté, 8 strieborných a 12 bronzových. Z na¹ich získali zlato
Martin Hajduch (celkovo 3.), striebro Martin Irman (8.) a bronz Martin Domány (14.).
Vladimír Marko sa umiestnil na 28. mieste. V neo�ciálnom poradí skonèila SRna peknom
tre»om mieste (za Èeskou republikou a Poµskom). Cenné sú najmä skúsenosti zo sú»a¾e
typu MIO, ktoré sa mô¾u zúroèi» na budúcich MIO.

Tretí roèník CEOI sa uskutoèní v roku 1996 v Chorvátsku, príp. v Poµsku.
Juraj Balázs
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Siedma medzinárodná olympiáda v informatike

Siedmy roèník MIO '95 sa konal v Holandsku v meste Eindhoven na pôde Technickej
univerzity (TUE) v dòoch 26.6.{3.7.95. Hlavným organizátorom bola SLO so sídlom
v Enschede (©tátny ústav pre tvorbu osnov). Slovensko reprezentovali ¹tyria sú»a¾iaci:
Du¹an Bezákz 3.roèníka z Gymnázia Grösslingová v Bratislave,Miroslav Dudík z 2.roèníka
z Gymnázia v Trebi¹ove, Peter Ga¹par zo 4.roèníka z Gymnázia v Bardejove aMartin
Makúch zo 4.roèníka z Gymnázia J.Hronca v Bratislave.

Vedúcou delegácie bolaRNDr. Viera Blahová z ©PÚ, Bratislava, zástupkyòou vedúcej bola
RNDr. Gabriela Andrejková, CSc., z PF UPJ©, Ko¹ice.

Na olympiáde sa zúèastnilo 51 sú»a¾iacich krajín (210 ¹tudentov) a dve krajiny pri¹li
ako pozorovatelia. V¹etkých úèastníkov bolo pribli¾ne 400. Na zvý¹enie záujmu dievèat
o programovanie mohla ka¾dá krajina vysla» na olympiádu pä»sú»a¾iacich, ak boli medzi
nimi aj dievèatá. Túto mo¾nos» Slovensko nevyu¾ilo, preto¾e na celo¹tátnom kole nebolo
¾iadne dievèa úspe¹nou rie¹iteµkou.

Sú»a¾iaci boli ubytovaní asi 16 km od Eindhovenu v bungalovoch v kempe de Kemperœ
vennen. Tu bola ¹tudentom prístupná jedna miestnos» s desiatimi poèítaèmi. V budove
TUE, v ktorej prebiehala sú»a¾ bola sú»a¾iacim prístupná ïal¹ia miestnos» s mno¾stvom
poèítaèov. Sú»a¾nými dòami boli streda a piatok. Na zasadnutiach medzinárodnej poroty,
ktorej èlenom sa stáva ka¾dý vedúci delegácie, sa prerokoval výber a formulácie sú»a¾ných
úloh. Boli vybrané tri úlohy na ka¾dý sú»a¾ný deò. Zadania dostávali ¹tudenti v anglickom
a v materinskom jazyku.

Holandsko pri¹lo s viacerými inováciami. Jeden z príkladovsa v prvý sú»a¾ný deò nerie¹il
na poèítaèi, ale i¹lo o teoretický problém. Nebolo v òom potrebné písa» v materinskom
jazyku a rie¹enie následne preklada», úlohou bolo doplni» tabuµky a èasti programu zaœ
oberajúce sa témou, ktorá bola de�novaná v zadaní. Pritom sanepredpokladalo, ¾e by
ju mohol ¹tudent u¾ pozna». V druhý sú»a¾ný deò bol novým príkladom tzv. reaktívny
program, ktorý kominukuje s u¾ívateµom tým, ¾e zadáva otázky na obrazovku a dostáva
vstupné údaje z klávesnice. V praxi to spôsobilo urèité problémy | zadania boli rozsiœ
ahlej¹ie, preklad do materinského jazyka zabral viac èasu ako sa pôvodne predpokladalo.
Sú»a¾ sa preto zaèala s hodinovým oneskorením o 12,00 hod. ©tudenti sú»a¾ili 5 a pol
hodiny, mali predå¾nenú dobu na otázky a posunulo sa aj vyhodnocovanie.

Vyhodnocovanie prebiehalo automaticky. Vyhodnocovací program bol in¹talovaný na jedœ
nom poèítaèi, ku ktorému boli pripájané postupne v¹etky ¹tudentské poèítaèe s ich
rie¹eniami. Program vyhodnotil postupne v¹etky tri (prípa dne dve) úlohy a vypoèítal
celkové skóre na základe desiatich sád testovacích dát. Ka¾dý beh bol v urèenom èasovom
limite (väè¹inou 20 s). Pri vyhodnotení bolo mo¾né zapísa» komentár do protokolu,
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týkajúci sa námietok k vyhodnoteniu. Vyhodnotenie prebiehalo za prítomnosti ¹tudenta,
vedúcich a vyhodnocovateµa urèeného organizátorom. Z vyhodnotenia bol urobený záznam
na disketu, ktorú sme ponechali ¹tudentovi a dve kópie protokolu, ktoré boli vytlaèené,
jedna pre organizátorov a jedna pre delegáciu. Vyhodnocovanie tretieho teoretického
príkladu sa robilo ruène a výsledky boli známe a¾ na druhý deò.

Pri automatickom vyhodnocovaní druhého dòa nastal probléms reaktívnym programom,
ktorý v mnohých prípadoch hlásil chybový stav, preto bol vyhodnocovaný dodatoène v noci
bez na¹ej prítomnosti a protokol sme dostali a¾ na druhý deò.

Medzinárodná porota v sobotu rokovala o inovácii pravidiel MIO a problémoch, ktoré sa
vyskytli. Rozhodlo sa tie¾, ¾e bude udelených 20 zlatých, 35strieborných a 55 bronzových
medailí.

Z nesú»a¾ného programu stojí za zmienku zá¾itok z Provinciehuis pri kráµovskom komisaœ
riáte provincie Severné Brabantsko. Po privítaní poslancom parlamentu, hlavou provinœ
cie, nasledovala predná¹ka známeho holandského vedca, pracujúceho v oblasti computer
science, E. Dijkstru, otca ¹truktúrovaného programovania, v ktorej porovnával situáciu
v oblasti CS v USA a v Európe. Poèas sú»a¾e sa konal aj významnýveµtrh a výstava
zamerané na informatiku. Sú»a¾iaci mali mo¾nos» zoznámi» sa s podmienkami ¹túdia
na TUE a zároveò spozna» prírodné a historické krásy oblasti, kde sa podujatie uskutoènilo.
Zúèastnili sa výletov do miest Amsterdam a Roterdam, kde okrem vyhliadkových plavieb
na lodi nav¹tívili aj baseballové majstrovstvá sveta, ktoré sa v tom èase konali v Roterdeme.

Závereèné slávnostné vyhodnotenie, poèas ktorého sa udeµovali medaily, sa konalo v budove
Frits Philips Music Centre. Hlavnou výhrou bol poèítaè typu IBM PC a v¹etci zlatí
medailisti získali vecnú cenu { CD prehrávaè s diskami a softvér od �rmy Philips. Na¹i
nakoniec získali dve strieborné a dve bronzové medaily, èímsme sa zaradili do prvej tretiny
zúèastnených krajín (13. miesto v neo�ciálnom poradí so ziskom 470 bodov). Túto sú»a¾
dru¾stiev vyhralo dru¾stvo Èeskej republiky (získali ¹tyri zlaté medaily, spolu 635 bodov)
pred dru¾stvami Èíny (618) a Ruska (587). V prvej desiatke skonèili e¹te po poradí dru¾stvá
Rumunska, Maïarska, USA, Poµska, Litvy, Fínska a Veµkej Británie.

Meno 1 2 3 4 5 6 súèet cena
Martin Makúch 30 28 19 23 18 12 149 2.
Miroslav Dudík 30 28 15 30 14 32 130 2.
Peter Ga¹par 21 8 12 0 27 32 100 3.
Du¹an Bezák 24 4 18 0 21 24 91 3.

Na záver je potrebné kon¹tatova», ¾e medzinárodná a slovenská olympiáda v informatike
sa k sebe pribli¾ujú. Hlavný rozdiel mo¾no pozorova» v tom, ¾e na¹a, vychádzajúc
z matematickej olympiády a domácich podmienok, bola zameraná na rie¹enie teoretœ
ických problémov, len v poslednom roèníku sa zaradil jeden praktický príklad. Na
medzinárodných olympiádach sa doteraz vyskytovali iba praktické príklady, teraz bol
po prvýkrát zaradený aj jeden teoretický, s èím bolo spojených nesmierne veµa problémov.
©tudenti mali výhrady hlavne k hodnoteniu, kde vystupoval µudský èiniteµ. S automatœ
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ickým hodnotením cez poèítaè, napriek istým výpadkom, bolispokojní a pova¾ovali ho za
objektívnej¹ie.

Budúci roèník sa bude kona» vo Veszpréme v Maïarsku.
Viera Blahová, Gabriela Andrejková

Zadania úloh MOI

1. Pokrytie pravouhlých ¹tvoruholníkov

Sú dané ¹tyri pravouhlé ¹tvoruholníky. Nájdite najmen¹ie p okrytie (novým) pravouhlým
¹tvoruholníkom (P©), v ktorom sa nachádzajú v¹etky ¹tyri P© , ktorý má najmen¹í plo¹ný
obsah.

V¹etky ¹tyri P© musia ma» paralelné strany s odpovedajúcimistranami pokrývajúceho
¹tvoruholníka.

Existuje niekoµko rôznych pokrytí, splòujúcich podmienky, ktoré majú rovnaký plo¹ný
obsah. Máte nájs» v¹etky také pokrytia.

Vstupné dáta

Vstupný súbor INPUT.TXTobsahuje ¹tyri riadky. Ka¾dý riadok popisuje jeden daný P©
dvoma kladnými celými èíslami: då¾kami strán P©. Ka¾dá strana P© má då¾ku najmenej
1 a najviac 50.

Výstupné dáta

Výstupný súbor OUTPUT.TXTby mal obsahova» o jeden riadok viac ako je poèet rie¹ení.
Prvý riadok obsahuje jediné celé èíslo: minimálny obsah pravouhlého ¹tvoruholníka obœ
sahujúceho P©.

A) Ka¾dý z nasledujúcich riadkov obsahuje jedno rie¹enie popísané dvoma èíslamip a q, kde
p 5 q

B) Tieto riadky musia by» utriedené vzostupne podµap, a musia by» rôzne.

2. Ponuka obchodu

Ka¾dý druh tovaru v obchode má svoju cenu. Napríklad cena kvetu je 2 ICU (Informatická
Cenová Jednotka) a cena vázy je 5 ICU. Aby to bolo pre zákazníkov atraktívnej¹ie, obchod
zaviedol ¹peciálne ponuky.

©peciálna ponuka pozostáva z jednej alebo viacerých polo¾iek, ktoré majú spoloène reœ
dukovanú cenu. Príklady: tri kvety sú za 5 ICU namiesto za 6, alebo dve vázy spolu s
jedným kvetom sú za 10 ICU namiesto za 12.
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Napí¹te program, ktorý vypoèíta cenu zákazníkovi, ktorú má zaplati» za presne urèené
poèty polo¾iek, ktoré má v nákupnom ko¹íku, tak aby bola optimalizovaná vzhµadom na
¹peciálne ponuky. To znamená, ¾e cena má by» taká nízka, ako je len mo¾né. Nie je v¹ak
mo¾né pridáva» polo¾ky, aj keï by to zní¾ilo cenu. Pre ceny a ponuky uvedené vy¹¹ie je
(najni¾¹ia) cena za tri kvety a dve vázy 14 ICU: dve vázy a jeden kvet sú za zní¾enú cenu
10 ICU a dva kvety sú za regulárnu cenu 4 ICU.

Vstupné údaje

Vstupné údaje sú v dvoch súboroch:INPUT.TXTa OFFER.TXT. Prvý súbor popisuje polo¾ky
a ich ceny (nákupný ko¹ík). Druhý súbor popisuje ¹peciálne ponuky. V oboch súboroch
sú pou¾ívané len celé èísla.

Prvý riadok v súbore INPUT.TXTobsahuje poèetb rôznych druhov tovarov v ko¹íku ( 0 5
5 b 5 5). Ka¾dý z nasledujúcichb riadkov obsahuje tri hodnoty c, k, a p. Hodnota c je
(jednoznaèný) kód druhu tovaru (1 5 c 5 999). Hodnota k urèuje, koµko polo¾iek tohto
druhu tovaru je v ko¹íku ( 1 5 k 5 5). Hodnota p je regulárna cena za polo¾ku (1 5 p 5
5 999). Poznamenajme, ¾e v¹etkých spolu je najviac5 � 5 = 25 polo¾iek, ktoré mô¾u by»
v ko¹íku.

Prvý riadok súboru OFFER.TXTobsahuje poèet s ¹peciálnych ponúk (0 5 s 5 99). Ka¾dý
z nasledujúcich s riadkov popisuje jednu ¹peciálnu ponuku uvedením jej ¹truktúry a jej
zní¾enej ceny. Prvé èíslon v takom riadku je poèet rôznych druhov tovarov, ktoré sú
súèas»ou ponuky (1 5 n 5 5). Ïal¹ích n dvojíc èísel(c; k) urèuje, ¾e je v ¹peciálnej ponuke
k polo¾iek (1 5 k 5 5) s kódom c (1 5 c 5 999). Posledné èíslop v riadku urèuje zní¾enú
cenu (1 5 p 5 9999). Zní¾ená cena ¹peciálnej ponuky je men¹ia ne¾ súèet regulárnych cien.

Výstupné údaje

Výpis výsledkov je do výstupného súboruOUTPUT.TXTv jedinom riadku, ktorý obsahuje
najni¾¹iu mo¾nú cenu zaplatenú za nákup uvedený vo vstupnomsúbore.

3. Klient a server

Úlohu z priestorových dôvodov neuverejòujeme.

4. Hra s písmenami

Hry s písmenami sú populárne doma aj v televízii. V jednej verzii hry ka¾dé písmeno má
svoju hodnotu a vy spájate písmená do tvaru jedného alebo viacerých slov dávajucich èo
mo¾no najvy¹¹ie skóre. Pokiaµ nemáte nejakú

"
metódu práce so slovami\, budete skú¹a»

v¹etky slová, ktoré poznáte, niekedy sa pozriete na to, ako sa pí¹u a potom vypoèítate
skóre. Zvyèajne sa toto dá urobi» poèítaèom oveµa presnej¹ie.

Dané sú hodnoty písmen, zoznam anglických slov a zoskupeniapísmen. Máte nájs»
najvy¹¹ie skóre slov alebo dvojíc slov, ktoré mô¾u by» vytvorené. Písmeno sa nesmie
vyskytova» vo výstupnom riadku èastej¹ie ako vo vstupnom riadku.

Vstupné údaje
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Vstupný súbor INPUT.TXT obsahuje jeden riadok s re»azcom malých písmen (od 'a' po
'z'): zoskupenie písmen. Re»azec pozostáva z aspoò 3 a najviac 7 písmen v µubovoµnom
poradí.

Slovník je ulo¾ený v súbore WORDS.TXT a obsahuje najviac 40000 riadkov. Na konci
súboru je riadok, ktorý obsahuje len jednu bodku (.). Ka¾dý zostatných riadkov obsahuje
re»azec pozostávajúci z aspoò 3 a najviac 7 malých písmen. Slová v súbore sú utriedené v
abecednom poradí. V slovníku sa nenachádzajú duplikáty slov.

Výstupné údaje

Prvý riadok vo výstupnom súbore OUTPUT.TXT vá¹ho programu b y mal obsahova»
najvy¹¹ie skóre (podúloha A) a ka¾dý z nasledujúcich riadkov obsahuje v¹etky slová a/alebo
dvojice slov zo súboru WORDS.TXT s týmto skóre (podúloha B). Pou¾ite hodnoty písmen,
ktoré sú uvedené na konci úlohy.

Ak sa dá vytvori» kombinácia dvoch slov z daných písmen, slová musia by» vytlaèené v
tom istom riadku odelené medzerou. Dvojica na výstupnom riadku mô¾e obsahova» dve
identické slová. Neduplikujte dvojice, napríklad

"
rag prom\ a

"
prom rag\ predstavujú tú

istú dvojicu, preto len jedna z nich mô¾e by» vypísaná.

Hodnoty písmen: q7 w6 e1 r2 t2 y5 u4 i1 o3 p5 a2 s1 d4 f6 g5 h5 j7 k6 l3 z7 x7 c4 v6 b5
n2 m5 (ka¾dé písmeno s hodnotou).

5. Cestné preteky

Daný je plán tratí cestných pretekov, na ktorom je niekoµko bodov oznaèených 0 a¾N (tu
je N = 9 ) a niekoµko ¹ípok, ktoré ich spájajú. Bod 0 je ¹tart pretekov, bod N je cieµ. ©ípky
predstavujú jednosmerné cesty. Úèastníci pretekov sa mô¾upohybova» z bodu do bodu po
cestách len v smere ¹ípok. V ka¾dom bode si úèastník mô¾e vybra» µubovoµnú výstupnú
¹ípku.

Dobre vytvorená tra» má nasledujúce vlastnosti:

1. Ka¾dý bod trate je dosiahnuteµný zo ¹tartu.

2. Cieµ je dosiahnuteµný z µubovoµného bodu trate.

3. Cieµ nemá výstupné ¹ípky.

Úèastník nemusí nav¹tívi» ka¾dý bod trate, aby pri¹iel do cieµa. Niektoré body sa v¹ak
nedajú obís», to sú nevyhnutné body. V uvedenom príklade sú týmito bodmi 0, 3, 6, 9.
Pre danú dobre vytvorenú tra» vá¹ program má urèi» mno¾inu nevyhnutných bodov, ktoré
musia nav¹tívi» v¹etci úèastníci s výnimkou bodov ¹tart a cieµ (podúloha A).

Predpokladajme, ¾e preteky sa uskutoènia v dvoch nasledujúcich dòoch. Z tohto dôvodu
sa tra» musí rozdeli» na dve trate, po jednej na ka¾dý deò. V prvý deò je ¹tart v bode 0
a cieµ v nejakom 'deliacom bode'. Na druhý deò je ¹tart v tomtodeliacom bode a cieµ je
v bode N . Pre danú dobre vytvorenú tra» vá¹ program má urèi» mno¾inu deliacich bodov
(podúloha B).
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Bod S je deliacim bodom pre dobre vytvorenú tra»C, ak S je rôzny od ¹tartu a cieµa trate
C a táto tra» sa mô¾e rozdeli» na dve dobre vytvorené trate, ktoré nemajú spoloèné ¹ípky
a ktoré majú bod S ako jediný spoloèný bod. V uvedenom príklade len bod 3 je deliacim
bodom.

Vstupné údaje

Súbor INPUT.TXTpopisuje dobre vytvorenú tra» s najviac 50 bodmi a najviac 100 ¹ípkami.
V súbore je N + 1 riadkov. Prvých N riadkov obsahuje koncové body ¹ípok, ktoré
vychádzajú z bodov 0 a¾N � 1. Ka¾dý z týchto riadkov je ukonèený èíslom� 2. Posledný
riadok obsahuje èíslo� 1.

Výstupné údaje

Vá¹ program by mal napísa» dva riadky do výstupného súboruOUTPUT.TXT. Prvý riœ
adok musí obsahova» poèet nevyhnutných bodov vo vstupnej trati, za ktorým nasledujú
oznaèenia týchto bodov v µubovoµnom poradí (podúloha A). Druhý riadok musí obsahova»
poèet deliacich bodov vstupnej trate, za ktorým nasledujú oznaèenia týchto bodov v
µubovolnom poradí (podúloha B).

Príklad: (graf s vrcholmi 0 a¾ 9, nasleduje zoznam orientovaných hrán) 0 ! 1, 0 ! 2,
1 ! 3, 2 ! 3, 3 ! 4, 3 ! 5, 4 ! 4, 4 ! 6, 5 ! 6, 6 ! 7, 6 ! 8, 7 ! 9, 8 ! 5, 8 ! 9.

6. Vodièe a spínaèe

Uva¾ujme kábel s troma vodièmi spájajúcimi stranuA so stranou B . Na strane A sú tri
vodièe oznaèené 1, 2 a 3. Na straneB vodièe 1 a 3 sú spojené so spínaèom 3 a vodiè 2 je
spojený so spínaèom 1.

Vo v¹eobecnosti kábel obsahujem vodièov (1 5 m 5 90), oznaèených1 a¾m na strane A
a m spínaèov na straneB , oznaèených1 a¾m. Ka¾dý vodiè je pripojený presne k jednému
spínaèu. Ka¾dý spínaè mô¾e by» pripojený k nula alebo viacerým vodièom.

Merania

Vá¹ program musí urèi» ako sú pripojené vodièe k spínaèom vykonaním nejakých meraní.
Ka¾dý spínaè mô¾e by» vypnutý alebo zapnutý. Na zaèiatku sú v¹etky spínaèe vypnuté.
Vodiè mô¾e by» testovaný na straneA skú¹kou P:

Lampa L bude svieti» vtedy a len vtedy, keï detekovaný vodiè je pripojený na zapnutý
spínaè.

Vá¹ program zaène èítaním jedného riadku naèítaním èíslam zo ¹tandardného vstupu.
Mô¾e potom vyda» tri druhy príkazov vypísaním riadku na ¹tandardný výstup. Ka¾dý
príkaz zaèína jediným veµkým písmenom : T (test vodièa), C (zmena stavu spínaèa), D
(hotovo).

Za príkazom T nasleduje oznaèenie vodièa, za príkazom C oznaèenie spínaèa a za príkazom
D zoznam, v ktorom i -tý prvok je oznaèenie spínaèa, ku ktorému je pripojenýi -tý vodiè.

Po príkazoch T a C vá¹ program musí preèíta» jeden riadok zo ¹tandardného vstupu. Príkaz
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T vráti Y (Yes), ak spínaè vodièa je zapnutý (lampa svieti), inak vráti N (No). Príkaz C
vráti Y, ak nový stav vypínaèa je zapnutý, inak vráti N. Efekt príkazu C je zmena stavu
spínaèa (ak bol zapnutý, potom bude vypnutý a naopak); výsledok je vrátený ako spätná
väzba.

Vá¹ program mô¾e zadáva» príkazy T a C v µubovolnom poradí. Potom zadá príkaz D a
skonèí. Vá¹ program nesmie zada» celkove viac ako 900 príkazov.

Poznámka: V jazyku PASCAL nepou¾ívajte unit CRT.
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Kore¹pondenèný seminár ÚV MO

V minulých roèníkoch MO slú¾il na prípravu najtalentovanej¹ích ¹tudentov gymnázíí
celo¹tátny kore¹pondenèný seminár ÚV MO. Poèas viac ako desiatich rokov trvania ho posœ
tupne riadili prof. Jozef Moravèík, doc. Antonín Vrba a RNDr . Karel Horák. Na zaèiatku
mal pôsobi» ako seminár pre ¾iakov mimo Prahy a Bratislavy, ale neskôr sa zameral hlavne
na prípravu ¹tudentov na III.kolo MO a MMO. Poèet rie¹iteµov nikdy nebol veµmi vysoký,
preto¾e nároènos» úloh bolo veµmi vysoká. Zároveò v¹ak dobre pripravila na¹ich reprezenœ
tantov na MMO a azda aj zásluhou tejto sú»a¾e dru¾stvo Èeskoslovenska dosahovalo
výborné umiestnenia. V 43. roèníku MO sa táto sú»a¾ neuskutoènila z rôznych praktických
dôvodov. Aj keï sa v tomto roèníku v Èeskej republike obnovila, bola u¾ len pre rie¹iteµov
z ÈR. Preto ÚV MO pristúpil na organizovanie tejto sú»a¾e na Slovensku. Poèas ¹kolského
roka prebehlo pä» sérii, v ka¾dej mali sú»a¾iaci rie¹i» po sedem príkladov. Do rie¹enia
sa zapojilo spolu 32 ¹tudentov zo Slovenska (20 z Bratislvavy, 3 zo Západslovenského
regiónu, 5 zo Stredoslovenského regiónu, 4 z Východoslovenského regiónu), z nich bol jeden
¾iakom 7.triedy a 4 ¹tudentmi druhého roèníka gymnázia. Úèastníkmi sú»a¾e boli aj v¹etci
6 èlenovia slovenskej delegácie na MMO vrátane oboch náhradníkov (obsadili popredné
miesta). Takto sú»a¾ u¾ v svojom prvom roèníku prispela k príprave ¹tudentov a pomohla
ÚV MO pri výbere na prípravné a výberové sústredenia pred MMOa na samotnú MMO.
Kore¹pondenèný seminár viedol Richard Kollár a opravovanie zabezpeèovali ¹tudenti MFF
UK (v¹etko bývalí olympionici).

Celkové poradie 1.roèníka KS ÚV MO

1. Eugen Kováè, 3 Gymnázium Stropkov, 93.5 bodov,

2. Martin Pál , 4 Gymnázium J. Hronca, Bratislava, 88 bodov,

3. Peter Macák, 4 Gymnázium J. Hronca, Bratislava, 83; 5 bodov,

4. Ján Bábeµa, 4 Gymnázium Po¹tová, Ko¹ice, 62; 5 bodov,

5. Ivan Cimrák , 4 Gymnázium Veµká Okru¾ná, ®ilina,53; 5 bodov.

Uvádzame v¹etky príklady, ktoré sa v priebehu roka rie¹ili (boli vyrie¹ené v¹etky úlohy!)
aj s rie¹eniami, preva¾ne najlep¹ími ¹tudentskými. A¾ na pár výnimiek sú v¹etky príklady
vybrané zo zborníka èínskych olympiád, ktorý pri príle¾itosti konania 35. medzinárodnej
matematickej olympiady v Hong Kongu vydala Èínska µudová republika spolu s Hong
Kongom. Zvy¹né úlohy sú tie¾ prebrané zo zahranièných olympiád.
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Zadania sú»a¾ných úloh KS ÚV MO

Prvá séria

1.1 Na turnaji sa hrá jednokolovo systémom ka¾dý s ka¾dým. Ka¾dýzápas sa
musí skonèi» ví»azstvom jedného z dvoch súperiacich hráèov. Hráè A dostane cenu, ak
pre ka¾dého iného hráèaB platí: A porazil B , alebo A porazil hráèa C, ktorý porazil
hráèa B . Doká¾te, ¾e ak len jeden hráè dostane cenu, tak tento hráè porazil v¹etkých
ostatných súperov.

1.2 Súèetm rôznych párnych prirodzených èísel an rôznych nepárnych prirodzených
èísel je rovný1994. Aká je maximálna mo¾ná hodnota výrazu3m + 4n ?

1.3 Nech a1; a2; : : : ; an sú dané reálne èísla, nie v¹etky rovné0. Reálne èísla
r 1; r 2; : : : ; rn vyhovujú podmienke: pre µubovoµnún-ticu relnych èísel x1; x2; : : : ; xn platí:

r 1(x1 � a1) + r 2(x2 � a2) + : : : + r n (xn � an ) 5

5
q

x2
1 + x2

2 + : : : + x2
n �

q
a2

1 + a2
2 + : : : + a2

n :

Urète r 1; r 2; : : : ; rn v závislosti na a1; a2; : : : ; an .

1.4 Doká¾te, ¾e rovnicazn +1 � zn � 1 = 0; n 2 N má v obore komplexných èísel koreò
vyhovujúci podmienke jzj = 1 práve vtedy, ak je n + 2 deliteµné6-timi.

1.5 Rovnostranný trojuholník so stranou n je rozdelený nan2 rovnostranných trojuœ
holníkov so stranou1 priamkami rovnobe¾nými so stranami trojuholníkaABC . Ka¾dému
bodu, ktorý je vrcholom najmenej jedného z týchto trojuholníkov, je priradené reálne
èíslo nasledovne: akP QRS je rovnobe¾ník zlo¾ený z dvoch jednotkových trojuholníkov
so spoloènou stranou, súèet èísel priradených vrcholomP; R a Q; S je rovnaký; bodom
A; B a C sú po rade priradené èíslaa; b; c.

a) Ur�cte najkrat¹iu vzdialenos» medzi bodom, ktorému je priradené najväè¹ie èíslo
a bodom, ktorému je priradené najmen¹ie èíslo.

b) Ur�cte súèet v¹etkých èísel, ktoré sú priradené bodom.

1.6 Daných je 5 bodov vo vnútri rovnostranného trojuholníka s obsahom1 . Doká¾te,
¾e existujú3 rovnostranné trojuholníky také, ¾e ka¾dý z daných5 bodov le¾í vo vnútri
aspoò jedného z týchto trojuholníkov a plocha, ktorú pokrývajú je nanajvý¹ 0; 64 .

1.7 Daná je guµa so stredomO a ¹tvorsten, ktorého v¹etkých 6 hrán sa dotýka danej
gule. Ïalej vieme, ¾e existujú 4 vzájomne sa dotýkajúce gule so stredmi vo vrcholoch
¹tvorstena, ktoré sa naviac e¹te v¹etky dotýkajú inej gule so stredom O. Doká¾te, ¾e daný
¹tvorsten je pravidelný.
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Druhá séria

2.1 Dané sú dve sústredné kru¾nice, jedna z nich má dvojnásobný polomer ako druhá.
Do men¹ej kru¾nice je vpísaný konvexný ¹tvoruholníkABCD . Predå¾enia polpriamok
AB; BC; CD; DA pretínajú väè¹iu kru¾nicu po poradí v bodochC1; D1; A1; B1. Doká¾te,
¾e obsah ¹tvoruholníkaA1B1C1D1 je väè¹í alebo rovný dvojnásobku obsahuABCD a zisœ
tite, kedy nastáva rovnos».

2.2 Ak a1; a2; : : : ; an je koneèná postupnos» reálnych èísel, takdrakom nazveme blok
za sebou idúcich èlenov postupnosti, ktorých aritmetický priemer je väè¹í ako1994, hlavou
draka nazývame prvý èlen v takomto bloku. Samotný jeden èlen väè¹íako 1994 je tie¾
pova¾ovaný aj zadraka, aj za hlavu draka. Nech (ai )k

i =1 je pevná postupnos», v ktorej
existuje aspoò jedendrak. Potom doká¾te, ¾e aritmetický priemerhláv v¹etkých drakov
v tejto postupnosti je väè¹í ako 1994.

2.3 (A) Predpokladajme, ¾ea1; a2 a a3 sú kladné reálne èísla spåòajúce podmienku:

(a2
1 + a2

2 + a2
3)

2
> 2(a4

1 + a4
2 + a4

3):

Doká¾te, ¾e takéto èíslaa1; a2 a a3 sú då¾kami strán nejakého trojuholníka.

(B) Nech n 2 N; n = 3. Ïalej predpokladajme, ¾e

(a2
1 + a2

2 + : : : + a2
n )

2
> (n � 1)(a4

1 + a4
2 + : : : + a4

n )

platí pre nejaké kladné reálne èíslaa1; a2; : : : ; an . Doká¾te, ¾e potom pre ka¾déi; j; k 5 n
sú èíslaai ; aj ; ak då¾kami strán nejakého trojuholníka.

2.4 Dané sú tri ¹tvorsteny A i B i Ci D i , 1 5 i 5 3. Bodmi B i ; Ci a D i veïme tri
roviny � i ; 
 i a � i kolmé po rade na priamkyA i B i ; A i Ci a A i D i ; (i = 1 ; 2; 3). Vieme, ¾e sa
spomínaných9 rovín pretína v jednom bodeE a body A1; A2 a A3 le¾ia na jednej priamke.
Potom mo¾no dokáza», ¾e ak bodyA1; A2; A3 splývajú, prienik troch gúµ opísaných daným
¹tvorstenom je guµa opísaná ¹tvorstenuA1B1C1D1.

a) Doká¾te toto tvrdenie.

b) Zistite, èo e¹te mô¾e by» prienikom týchto sfér. Urobte úplnú diskusiu vzhµadom
na polohu bodu E voèi priamke A1A3.

2.5 Pre ka¾dén = 3; n 2 N oznaèmef (n) najmen¹ie prirodzené èíslo, ktoré nedelín.
Nech f (1) (n) = f (n). Ak f (k ) (n) = 3, tak de�nujme rekurentne f (k+1) (n) = f (f (k ) (n)) .
¥ahko nahliadneme, ¾e pre ka¾dén = 3 existuje práve jednokn , pre ktoré f (kn ) (n) = 2 .

a) Zistite, èi existuje n 2 N, pre ktoré kn = 4 .

b) Nájdite v¹etky n 2 N, pre ktoré kn = 3 .

2.6 Ka¾dá z mno¾ínA a B je zjednotením dvojice disjunktných oblúkov jednotkovej
kru¾nice. Naviac, ka¾dý z oblúkov vB má då¾ku�

m , kde m je pevné prirodzené èíslo.
OznaèmeA j ; j = 1 ; 2; : : : ; 2m mno¾inu získanú zA jej otoèením okolo stredu jednotkovej
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kru¾nice oj�
m radiánov v smere hodinových ruèièiek. Doká¾te, ¾e potom existuje prirodzené

èíslok, pre ktoré platí:

`(Ak \ B ) =
`(A)`(B )

2�
;

kde `(X ) oznaèuje súèet då¾ok disjunktných oblúkov obsiahnutých v mno¾ineX .

2.7 Predpokladajme, ¾ex1 + x2 + : : : + xn = 1 , kde x1; x2; : : : ; xn ; n = 2 sú kladné
reálne èísla. Doká¾te, ¾e:

x1p
1 � x1

+
x2p

1 � x2
+ : : : +

xnp
1 � xn

=
p

x1 +
p

x2 + : : : +
p

xnp
n � 1

:

Tretia séria

3.1 Nech n je prirodzené èíslo. Nájdite maximum funkcie :

f (x) =
x + x2 + : : : + x2n � 1

(1 + xn )2

a urète, pre ktoré x sa toto maximum nadobúda.

3.2 Nech n je párne, n = 2 a nech A = f 1; 2; : : : ; ng. Máme funkciu g : A ! A
s vlastnos»ami :

g(k) 6= k 8k 2 A;

g(g(k)) = k 8k 2 A:

Urète poèet funkcií f : A ! A, pre ktoré platí :

f (k) 6= g(k) 8k 2 A;

f (f (k)) = g(k) 8k 2 A:

3.3 Trojuholník ABC má polomer vpísanej kru¾nicer . Body D; E a F le¾ia na
stranách BC; CA a AB . Ak polomery vpísaných kru¾níc trojuholníkovAEF; BF D a CDE
sú rovnako veµké, je ich veµkos»r � r 0, kde r 0 je polomer kru¾nice vpísanej trojuholníku
DEF . Doká¾te !

3.4 V rovine je daných 1994bodov, prièom ¾iadne tri z nich nele¾ia na jednej priamke.
Ako ich máme rozdeli» do30-tich skupín rôznej veµkosti, aby poèet trojuholníkov s vrcholmi
v rôznych skupinách bol maximálny?

3.5 Urète v¹etky funkcie f : S ! S, kde S je mno¾ina reálnych èísel väè¹ích ako
1, pre ktoré f (xm yn ) 5 f (x)1=4m f (y)1=4n pre v¹etky reálne èíslax; y > 1 a prirodzené
m; n > 0.
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3.6 Daný je konvexný ¹tvoruholník ABCD , v ktorom AB nie je rovnobe¾né sCD.
Kru¾nica prechádzajúca bodmiA; B sa dotýka CD v bode P a kru¾nica prechádzajúca
bodmi C; D sa dotýka AB v bode Q. Doká¾te, ¾e spoloèná tetiva týchto kru¾níc rozpoµuje
úseèkuP Q práve vtedy, keï AD je rovnobe¾né sBC .

3.7 Pre dané prirodzené èíslox de�nujme D-re»azèíslax då¾kyd ako postupnos»1 =
= x0 < x 1 < x 2 < : : : < x d = x, v ktorej x i delí x i +1 pre 1 5 i 5 d � 1. Pre 20k 12m 1994n ,
kde k; m a n sú prirodzené èísla, nájdite maximálnu då¾kuD-re»azea poèetD-re»azítejto
då¾ky.

©tvrtá séria

4.1 Nech S je jednotková kru¾nica v komplexnej rovine. Majme funkciuf : S !
! S de�novanú predpisom f (z) = zm , kde m je prirodzené èíslo. Oznaèmef (0) (z) = z
a f (k+1) (z) = f (f (k ) (z)) pre k = 0. Najmen¹ie prirodzené èíslon, pre ktoré platí f (n ) (z) =
= z, nazveme periódou èíslaz. Urète poèet èísel vS, ktorých perióda je 1995.

4.2 Aké podmienky musí spåòa» konvexný ¹tvoruholníkABCD , aby v rovine ABCD
existoval bod P, pre ktorý sú obsahy trojuholníkov ABP; BCP; CDP a DAP rovnaké ?
Aký najväè¹í poèet takýchto bodov existuje pre daný ¹tvoruholník ABCD ?

4.3 Jeden príklad z be¾ného ¾ivota: Desa» malých sýkoriek oddychuje na terase.
Spomedzi µubovoµných piatich z nich aspoò ¹tyri sedia na jednej kru¾nici. Aká je minimálna
hodnota maximálneho poètu sýkoriek z týchto desiatich, ktoré sedia na jednej kru¾nici ?

4.4 Konvexný ¹tvoruholník ABCD je vpísaný do kru¾nice so stredomO. Oznaème
P prieseèník uhloprieèokAC a BD a ïalej oznaème Q prieseèník kru¾níc opísaných
trojuholníkom ABP a CDP rôzny od P. Doká¾te, ¾e ak súO; P a Q tri rôzne body,
potom OQ ? P Q.

4.5 Dané je prirodzené èísloa a reálne èíslaA a B . Uva¾ujme systém rovníc

x2(Ax 2 + By 2) + y2(Ay2 + Bz2) + z2(Az2 + Bx 2) =
(2A + B )(13a)4

4
;

x2 + y2 + z2 = (13a)2:

Nájdite nutnú a postaèujúcu podmienku preA a B , aby mal tento systém rie¹eniex; y a z
v obore prirodzených èísel.

4.6 Konvexný n-uholník sa dá rozdeli» jehon � 3 uhloprieèkami nan � 2 trojuholníkov
tak, ¾e ¾iadne dve z týchto uhloprieèok sa nepretínajú vo vnútri n-uholníka mimo jeho
vrcholov. Doká¾te, ¾e aspoò pre jedno takéto rozdelenie mo¾no uhloprieèky toto rozdelenie
urèujúce a hrany n-uholníka nakresli» jedným uzavretým nepreru¹eným »ahom bez opakoœ
vania hrán vtedy a len vtedy, ak je n násobkom troch.

4.7 Daná je koneèná mno¾inaX a E(X ) systém v¹etkých podmno¾ín mno¾iny X
s párnym poètom prvkov. Funkcia f : E (X ) ! R spåòa podmienky:
{ f (D ) > 1995pre aspoò jednu mno¾inu D zo systémuE(X ),
{ f (A [ B ) = f (A) + f (B ) � 1995pre µubovoµne disjunktnéA; B z E(X ).
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Doká¾te, ¾eX mo¾no rozdeli» na dve disjunktné podmno¾inyP; Q také, ¾ef (S) > 1995
pre v¹etky neprázdne mno¾iny S zE(P) a f (T) 5 1995pre v¹etky T z E(Q).

Piata séria

5.1 Nechx1; x2; : : : ; xn sú nezáporné reálne èísla a necha je najmen¹ím z týchto èísel.
Doká¾te, ¾e

1 + x1

1 + x2
+

1 + x2

1 + x3
+ : : : +

1 + xn � 1

1 + xn
+

1 + xn

1 + x1
5

5 n +
(x1 � a)2 + ( x2 � a)2 + : : : + ( xn � a)2

(1 + a)2

Doká¾te tie¾, ¾e rovnos» nastáva práve vtedy akx1 = x2 = : : : = xn .

5.2 Na zaèiatku sú v ka¾dom políèku tabuµky9 � 9 vpísané èísla 1 a� 1. Pre ka¾dé
políèkoP vypoèítame súèin v¹etkých èísel vpísaných do políèok, ktoré majú spoloènú hranu
s P. Súèasne nahradíme èísla vo v¹etkých políèkach príslu¹nými súèinmi. Nastane v¾dy
taká situácia, ¾e po koneènom opakovaní popísanej operáciebude vo v¹etkých 81 políèkach
vpísané èíslo 1 ?

5.3 Nech 0 < a 0 5 a0 5 : : : 5 an � 1 5 1 sú reálne èísla. Nech� je komplexný koreò
rovnice xn + an � 1xn � 1 + : : : + a1x + a0 = 0 taký, ¾ej� j = 1. Doká¾te, ¾e� n +1 = 1 .

5.4 Graf s 8 vrcholmi neobsahuje ¾iadnu sluèku (teda hranu zaèíanjúcu aj konèiacu
v tom istom vrchole), ¾iadnu násobnú hranu, ani cyklus då¾ky4. Aký najvy¹¹í poèet hrán
mô¾e ma» ?

5.5 Nech a0 a a1 sú celé èísla. Postupnos»(an )1
n =1 je de�novaná vz»ahmi

a2 = 2a1 � a0 + 2 ;

an +1 = 3an � 3an � 1 + an � 2 8n = 2

Ak pre ka¾dé prirodzené èíslom obsahuje postupnos»m posebeidúcich èlenov, z ktorých
sú v¹etky ¹tvorcami celých èísel, potom v¹etky èleny postupnosti sú ¹tvorcami. Doká¾te.

5.6 Nájdite v¹etky funkcie f : h0; 1i � h 0; 1i ! h 0; 1i také, ¾e pre v¹etkyx; y a z
z intervalu h0; 1i platí:

f (x; 1) = x;

f (1; y) = y;

f (f (x; y); z) = f (x; f (y; z))

af (zx; zy) = zk f (x; y)

pre nejakú kladnú kon¹tantu k, nezávislú od voµbyx; y a z.

5.7 Funkcia f nadobúdajúca reálne hodnoty pre v¹etky nezáporné reálne èísla, spåòa
podmienku :

f (x)f (y) 5 y2f (x=2) + x2f (y=2)

pre v¹etky x = y = 0. Súèasne platíjf (x)j 5 M pre 0 5 x 5 1, kde M je nejaká pevná
kon¹tanta. Doká¾te, ¾ef (x) 5 x2.
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Rie¹enia sú»a¾ných úloh KS ÚV MO

Prvá séria

1.1 Doká¾me najprv platnos» nasledujúceho tvrdenia.

Lema V ka¾dom turnaji existuje hráè ocenený cenou.

Dôkaz Tvrdenie doká¾eme matematickou indukciou.

Prvý krok Pre n = 2 tvrdenie zrejme platí (jeden hráè porazil toho druhého, teda
dostal cenu).

Druhý krok Nech pre v¹etky turnaje s n hráèmi dané tvrdenie platí. Majme potom
n + 1 hráèov. Z nich izolujme hráèaA a neuva¾ujme ¾iadne zápasy, ktoré zohral. Zostalo
nám n hráèov hrajúcich turnaj. Medzi nimi podµa indukèného predpokladu existuje hráè
B odmenený cenou. Hráèov z tejton-tice rozdeµme do dvoch mno¾ín :

V - mno¾ina hráèov, ktorí vyhrali nadB;

P - mno¾ina hráèov, ktorí prehrali sB:

Potom, vrátiac sa k pôvodnému turnaju s n + 1 hráèmi, mô¾u nasta» tieto situácie :

i) A prehral s B

ii) existuje hráè X 2 P taký, ¾eA prehral s X

iii) pre ka¾dého hráèaX 2 P; A vyhral nad X a A vyhral nad B .

V prípadoch i) a ii) zjavne hráè B spåòa kritérium na udelenie ceny. V prípade iii)
pre zmenu hráèA dostane cenu (porazilB , v¹etkých hráèov z P a sprostredkovane aj
v¹etkých hráèov z V), èím sme vlastne dokázali lemu.

Poznámka. Toto tvrdenie sa dá ukáza» aj tak, ¾e pozorujeme hráèa s najväè¹ím poètom
výhier a uká¾eme, ¾e musí dosta» cenu.

Pou¾i» túto lemu pri vyrie¹ení úlohy je jednoduché : Predpokladajme, ¾e cenu dostal
iba jeden hráè a existuje neprázdna mno¾inaC hráèov, ktorí nad ním vyhrali. Potom v
turnaji, zohµadòujúcom iba výsledky hráèov zC, existuje ocenený hráè. Tento ale porazil
cenou odmeneného hráèa a jeho prostredníctvom aj v¹etkých ostatných hráèov (nepaœ
triacich do C). Teda aj on spåòa podmienky pre udelenie ceny, èo je spor s predpokladom.

1.2 Jednoduchou úvahou zistíme, ¾e èíslam a n je vhodné voli» tak, aby

1994= (2 + 4 + : : : + 2m) + (1 + 3 + : : : + (2 n � 1)) = ( m +
1
2

)
2

+ n2 �
1
4

;

alebo

(m +
1
2

)
2

+ n2 5 1994 +
1
4

:
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Z Cauchyho nerovnosti dostávame:

3m + 4n = 3
�

m +
1
2

�
+ 4n �

3
2

5

5
p

(32 + 4 2)

s �
m +

1
2

� 2

+ n2 �
3
2

5 5 �

r

1994 +
1
4

�
3
2

< 222:

Preto 3m + 4n 5 221. Diofantická rovnica 3m + 4n = 221 má mnoho kladných rie¹ení.

Rozhodne v¹ak z tejto rovnice modulo4 dostávamem � 3 (mod 4). Ïalej n =
221� 3m

4
.

Má v¹ak plati» m2 + m + n2 5 1994. Po dosadení dostávame

m2 + m +
221� 3m

4
5 1994:

Rie¹ením tejto kvadratickej nerovnice zistíme, ¾e jediném, vyhovujúce podminke m � 3
mod 4, je m = 27. K nemu ale prislúcha nepárnen = 35. Keï¾e v¹ak poèet nepárnych
èísel musí by» párny (1994 je párne), úloha pre 3m + 4n = 221 nemá rie¹enie. Potom je
hµadané maximum220, lebo pre èísla1; 3; : : : ; 73; 2; 4; : : : ; 52; 54; 82 platí 3m + 4n = 220.

1.3 (Ivan Cimrák) Uva¾ujme~a = ( a1; : : : ; an ); ~r = ( r 1; : : : ; rn ); ~x = ( x1; : : : ; xn ), ako
vektory n-rozmerného Euklidovského priestoru, kde~r;~a zvierajú uhol � a vektory ~r; ~x uhol
' . Potom podµa zadania, pre µubovoµný vektor~x má plati»:

~r � ~x � j ~xj 5 ~r � ~a� j ~aj;

a teda pre v¹etky '; j~xj má by»

j~xj(j~rj cos' � 1) 5 j~aj(j~rj cos� � 1): (1)

Nech existuje ' také, ¾ej~rj cos' � 1 = 0. Potom nerovnos»

j~xj 5
j~aj(j~rj cos� � 1)

j~rj cos' � 1

zjavne neplatí pre dostatoène veµké hodnotyj~xj. Èi¾e pre ka¾dé' platí j~rj cos' � 1 5 0,
a teda

j~rj 5 1: (2)

Zvoµme' tak, aby j~rj cos' � 1 6= 0 . Potom z (1) dostávame:

j~xj =
j~aj(j~rj cos� � 1)

j~rj cos' � 1
= k:

Ak k > 0, tak iste existuje j~xj < k a posledný vz»ah neplatí. Tedak < 0, èi¾e
j~aj(j~rj cos� � 1) = 0. Keï¾e j~aj = 0 podµa zadania, máme

j~rj cos� = 1; (3)
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a teda urèite j~rj = 1. Z toho a z (2) dostávame j~rj = 1 . Pou¾itím tohto vz»ahu a(3)

koneène dostávame� = 0 , èi¾er i =
ai

j~aj
.

Zostáva overi», èi nájdené~r vyhovuje podmienkam úlohy.

~r � ~x � ~r � ~a =
1

j~aj

�
~x � ~a� j ~aj2

�
=

=
1

j~aj

�
j~xj � j~aj cos' � j ~aj2

�
= j~xj cos' � j ~aj2 5 j~xj � j ~aj2:

1.4 (Peter Macák) Predpokladajme, ¾e rovnica má koreòw, pre ktorý jwj = 1 . Po doœ
sadení:

wn +1 � wn � 1 = 0

wn (w � 1) = 1

jwjn � jw � 1j = 1 ;

teda jw � 1j = 1 . Z toho a z predpokladu jwj = 1 vyplýva, ¾e komplexné èíslow má
v Gaussovej rovine rovnakú vzdialenos» (rovnú1) od èísel 0 a 1, a teda w je vrcholom
rovnoramenného trojuholníka so základòou01, (obr. 27).

V goniometrickom tvare: w = cos �
3 � i sin �

3 . V prvom prípade po dosadení a pou¾ití
Moivrovej vety dostávame:

wn +1
1 � wn

1 = 1
�

cos(n + 1)
�
3

+ i sin(n + 1)
�
3

�
�

�
cosn

�
3

+ i sinn
�
3

�
= 1 ( � )

Èísla tvaru cosk�
3 + i sin k�

3 sú vrcholmi pravidelného ¹es»uholníka v Gaussovej rovine
(obr. 28): ai = aj () i � j (mod 6).

Obr. 27 Obr. 28
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Vo vz»ahu (� ) po¾adujeme, abyan +1 � an = 1 , èo je zrejme splnené len pre dvojicu
a4; a5, a teda musí plati» n � 4 (mod 6), inými slovami 6jn + 2 , èo sme chceli dokáza».
Rovnaký výsledok dostaneme aj v prípade, ak zaw dosadímew2 = cos �

3 � i sin �
3 .

V prípade, ¾e6jn + 2 jednoduchým dosadením èíslaw = cos �
3 + i sin �

3 za z zistíme,
¾e na¹a rovnica má naozaj koreò s absolútnou hodnotou1.

1.5 V¹imnime si µubovoµné tri susedné malé trojuholníky a oznaème ich vrcholy
a1; a2; a3; a4; a5 (obr. 29). Z rovností a1 + a5 = a2 + a4, a2 + a5 = a3 + a4 dostávame
a1 � a2 = a2 � a3. Z toho vyplýva, ¾e èísla na µubovoµnej úseèke, rovnobe¾nejso stranou
trojuholníka ABC , tvoria aritmetickú postupnos», ktorej extrémne (najmen¹ia a najväè¹ia)
hodnoty le¾ia na obvode4 ABC .

(a) Oznaème hµadanú vzdialenos»r . Ak a = b = c, potom sú v¹etky èísla v trojuholœ
níku rovnaké a r = 0 . Ak a 6= b 6= c 6= a, potom extrémne hodnoty mô¾u le¾a»
len vo vrcholoch 4 ABC , teda r = n. Nech b = c 6= a. Potom extrémne hodnoty
le¾ia vo vrcholeA a na hrane BC . Na obr. 30vidíme, ¾er =

p
3n
2 , ak n je párne,

a r =

vu
u
t

�
1
2

� 2

+

 p
3n
2

! 2

=

p
3n2 + 1

2
, ak n je nepárne.

Obr. 29 Obr. 30

(b) Otoèením trojuholníka ABC o 120� a 240� získame dva iné oèíslované trojuholníky.
Teraz uva¾ujme èíslo ka¾dého bodu ako súèet èísel jemu priradených v pôvodnom
a dvoch otoèených trojuholníkoch. Keï¾e rovnobe¾níkové pravidlo platí pre ka¾dý
z týchto trojuholníkov, platí aj pre trojuholník z nich zlo¾ený. Len¾e v òom má
ka¾dý bod priradené èísloa + b+ c. Keï¾e tento trojuholník má

1 + 2 + : : : + ( n + 1) =
(n + 1)( n + 2)

2
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oèíslovaných bodov, súèet èísel priradených bodom trojuholníka ABC je

(n + 1)( n + 2)( a + b+ c)
6

:

Iné rie¹enie (Boris Krupa).

Najprv tie¾ nahliadneme aritmetický rast na susedných políèkach. Vyjadrime teraz
v¹etky hodnoty bodov ako lineárnu kombináciu vektorov ( a

n ; 0; 0); (0; b
n ; 0); (0; 0; c

n ).

b) Ak chceme zisti» súèet v¹etkých èísel, spoèítame v¹etky zlo¾ky vektorov zvlá¹»,
a potom tieto súèty spoèítame.

S =
a + b+ c

n

��
n + 1

2

�
+

�
n
2

�
+ : : : +

�
2
2

��
=

a + b+ c
n

�
n + 2

3

�
:

a) Hodnota ka¾dého bodu(x; y; z) je x
n � a + y

n � b+ z
n � c = 1

n � (xa + yb+ zc), prièom
x + y + z = n je kon¹tanta. Bez ujmy na v¹eobecnosti necha = b = c. Potom
pre µubovoµnét = 1

n � (xa + yb+ zc) platí c 5 t 5 a, lebo t je vá¾eným aritmetickým
priemerom èísela; b; c. Rovnos» mô¾e nasta», len keï èíslaa; b; cnie sú navzájom
rôzne. Preto v prípade a 6= b 6= c 6= a sú extrémne hodnoty len vo vrcholoch,
èi¾e hµadaná vzdialenos» jen. Ostatné prípady sa rozdiskutujú podobne ako v 1.
rie¹ení.

Iné rie¹enie (Martin Pál, len èas» b). Ka¾dému bodu je priradené èíslo tvarux =
= k1a + k2b+ k3c; k1; k2; k3 závisia od polohy bodu. Preto celý súèet bude tvaru:

S = � � a + � � b+ 
 � c:

Zo symetrie vyplýva, ¾e� = � = 
 . Preto je súèet rovný S = k � (a + b+ c). Na urèenie
kon¹tanty k, ktorá závisí len od veµkosti trojuholníka, polo¾ímea = b = c. Jednoduchým
výpoètom získame hµadaný súèet.

1.6 (Michal Kovár a Michaela Aèová) OznaèmejAB j = jBC j = jCAj = a, kde
p

3
4 a2 =

= 1 . Ïalej oznaème body A2; A3; B1; B3; C1; C2 (obr. 31) tak, aby jAB 1j = jBC2j = : : : =
= jCB3j = a(0:8 � " ), kde " je vhodné malé reálne èíslo.

Mô¾e nasta» niekoµko prípadov:

a) Ak by v niektorom z trojuholníkov AB 1C1; A2BC2; A3B3C le¾ali tri z daných bodov
(ïalej len body), potom obsah tohto trojuholníka je men¹í ak o 0; 64. Vhodne malými
trojuholníkmi pokryjeme zvy¹né dva body a celkový obsah nepresiahne0; 64.
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Obr. 31

b) V ¾iadnom z týchto trojuholníkov nele¾ia3 body. Poµahky nahliadneme, ¾e potom
existuje vrchol, pri ktorom v rovnobe¾níku le¾ia práve dva body a zvy¹né tri sú
rozmiestnené pri protiµahlej strane, buï po jednom, alebo dva v jednom krajnom
rovnobe¾níku a jeden v druhom. Ak nastáva prvý prípad, pokryjeme prvé dva body
trojuholníkom rovnoµahlým sAA 2A3 s koe�cientom 2 a stredom rovnoµahlostiA. Tento
má obsah trochu men¹í ako0; 16. Ïalej zostrojme trojuholník rovnoµahlý s trojuholœ
níkom CC1C2, so stredomC a koe�cientom 3 a trojuholník rovnoµahlý s trojuholníkom
BB 1B3, so stredomB a koe�cientom 3. Tieto potom pokrývajú lichobe¾ník pri strane
b, a preto bod v tomto lichobe¾níku patrí bez ujmy na v¹eobecnosti napríklad prvému
z nich. Jeho obsah je men¹í ako0; 36. Posledný bod pokryjeme dostatoène malým
trojuholníkom. Je zrejmé, ¾e táto kon¹trukcia zahàòa aj druhý uvedený prípad.

1.7 OznaèmeT guµu, dotýkajúcu sa v¹etkých ¹iestich strán ¹tvorstena A1A2A3A4, S
druhú guµu zo zadania so stredomO a Si gule so stredmi A i pre i = 1 ; 2; 3; 4. Ïal¹ie
úvahy budeme bez ujmy na v¹eobecnosti robi» z pohµadu rovinyA1A2A3. Ïalej oznaème
B1; B2; B3 po rade dotykové body gúµS2 a S3, S3 a S1, S1 a S2. Nech C1; C2; C3 sú
body dotyku gule T s priamkami A2A3; A3A1 a A1A2 v tomto poradí. Potom jA1B2j =
= jA1B3j; jA2B3j = jA2B1j; jA3B1j = jA3B2j; jA1C2j = jA1C3j; jA2C3j = jA2C1j; jA3C1j =
= jA3C2j. Z toho vyplýva, ¾eB i = Ci pre i = 1 ; 2; 3. Treba si ale uvedomi», ¾e dve gule
mô¾u ma» aj vnútorný dotyk! Predpokladajme, ¾eS1 je vo vnútri S a S2 je mimo S.
Potom bod dotyku S1 a S2 splýva s bodmi dotyku týchto gúµ s guµouS, a preto saS3 a S4

tie¾ dotýkajú v tomto bode. To je v¹ak nemo¾né, preto¾e bodyA1; A2; A3; A4 nemô¾u by»
kolineárne. OznaèmeR; r; r 1; r 2; r 3; r 4 polomery gúµT; S; S1; S2; S3; S4 v tomto poradí. Ak
S je mimo S1, potom je tie¾ mimoS2; S3 a S4. Platí jOB3j2 + jA1B3j2 = jOA1j2, alebo
R2 + r 2

1 = ( r + r 1)2. PodobneR2 + r 2
2 = ( r + r 2)2. Ïalej dostávame:

jA1A2j = r 1 + r 2 =
R2 � r 2

2r
+

R2 � r 2

2r
=

R2 � r 2

r
:
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Podobne jA i A j j =
R2 � r 2

r
, pre 1 5 i < j 5 4. Preto je ¹tvorsten A1A2A3A4 pravidelný.

Ak S obsahujeS1, potom obsahuje ajS2; S3 a S4. Potom podobne dostaneme, ¾e ¹tvorsten

A1A2A3A4 je pravidelný so stranou då¾ky
r 2 � R2

r
.

Druhá séria

2.1 (Eugen Kováè) Najprv oznaème S obsah ¹tvoruholníka ABCD , S0 obsah
¹tvoruholníka A1B1C1D1, S1 obsah trojuholníka B1AC1, S2 obsah trojuholníka C1BD 1,
S3 obsah trojuholníka D1CA1, S4 obsah trojuholníka A1DB 1 a � veµkos» uhlaABC .
Zrejme platí S0 = S1 + S2 + S3 + S4 + S. Nech r je polomer men¹ej kru¾nice. Potom pre
mocnos» boduC1 k men¹ej kru¾nici platí:

jC1B j � j C1Aj = (2 r )2 � r 2 = 3 r 2 (vzdialenos»C1 od stredu je 2r ).

Zrejme jC1Aj 5 3r (rovnos» nastáva, keï AB je priemer men¹ej kru¾nice), potomplatí

jC1B j = r =
1
2

jAB j, lebo jAB j 5 2r . Ïalej platí:

sin j<) C1BD 1j = sin(180� � j <) C1BD 1j) = sin j<) ABC j = sin �:

Potom (zrejme sin � > 0)

S2 =
1
2

jBC1j � j BD 1j � sin � =
1
4

jAB j � j BD 1j � sin � >

>
1
4

jAB j � j BC j � sin � =
1
2

S4 ABC :

Analogicky odvodíme, ¾eS3 >
1
2

S4 BCD , S4 >
1
2

S4 CDA a S1 >
1
2

S4 DAB .

Sèítaním týchto nerovností dostávame:

S + S1 + S2 + S3 + S4 > S +
1
2

(S4 ABC + S4 CDA + S4 BCD + S4 DAB ) =

= S +
1
2

(S + S) = 2 S;

prièom rovnos» nenastáva nikdy.

2.2 Malá zmena textu zadania mô¾e veµmi zmeni» rie¹enie zadanejúlohy. V tomto prípade
mo¾no uva¾ova» tieto rôzne varianty:

a) Doká¾te, ¾e aritmetický priemer v¹etkých hláv drakov je väè¹í ako 1994

b) Doká¾te, ¾e aritmetický priemer hláv v¹etkých drakov je väè¹í ako 1994.

Keï¾e ide o dve rôzne úlohy uvádzame rie¹enie obidvoch.
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a) (Martin Pál, Peter Macák a Boris Krupa) Uva¾ujme na¹u postupnos»(ai )k
i =1 . Nechah1

je prvý prvok tejto postupnosti, ktorý je hlavou draka a nech ah1 ; ah1 +1 ; : : : ; ah1 + l 1 � 1

je nejaký drak. Potom tento drak má l1 èlenov, a teda platí (
P l 1 � 1

j =0 ah1 + j )=l1 > 1994.
Teraz uva¾ujme postupnos»(ai )k

i = h1 + l 1
a opä» v nej nájdime prvú hlavu aj s drakom

atï. Takto dostaneme m disjunktných drakov ahn ; ahn +1 ; : : : ; ahn + l n � 1, 1 5 n 5 m,
prièom ka¾dá hlava patrí niektorému z týchto drakov. Keï¾e(

P l n � 1
j =0 ahn + j )=ln > 1994

pre ka¾dén, 1 5 n 5 m, tak
P l n � 1

j =0 ahn + j > 1994� ln , a teda

mX

n =1

l n � 1X

j =0

ahn + j > 1994

 
mX

n =1

ln

!

:

Nech b1; : : : ; bp sú tie èleny na¹ích m drakov, ktoré nie sú hlavami ¾iadneho draka
v postupnosti (ai )k

i =1 . Iste bj 5 1994pre v¹etky j , 1 5 j 5 p. Potom v¹ak

mX

n =1

l n � 1X

j =0

ahn + j �
pX

j =1

bj > 1994

 
mX

n =1

ln � p

!

;

a teda aritmetický priemer hláv drakov je väè¹í ako 1994.

b) (Eugen Kováè) Najprv uká¾eme, ¾e ak v postupnosti(ai )k
i =1 existuje drak obsahujúci

ak , tak aritmetický priemer hláv drakov obsahujúcich ak je väè¹í ako 1994. Nech
ah1 je hlava draka, obsahujúcehoak , ktorá je prvá v postupnosti (ai )k

i =1 a nech l1 je
najmen¹ie prirodzené èíslo také, ¾el1 > h 1, (na chvíµu predpokladajme, ¾e také èíslo
existuje), a ¾eal 1 ; : : : ; ak nie je drak. Potom (

P k � h1
j =0 ah1 + j )=(k � h1 + 1) > 1994,

a naviac (
P k � l 1

j =0 al 1 + j )=(k � l1 + 1) 5 1994. Èi¾e(
P l 1 � 1

j =0 ah1 + j )=(l1 � h1) > 1994

a teda (ai )
l 1 � 1
i = h1

je drak. Teraz nech ah2 je hlava draka, obsahujúcehoak , ktorá je
prvá v postupnosti (ai )k

i = l 1
atï. Takto dostaneme m disjunktných drakov, v ktorých

budú v¹etky hlavy drakov obsahujúcich ak (a ¾iadna nehlava). Keï¾e ide o drakov,
tak aritmetický priemer hláv drakov obsahujúcich ak bude väè¹í ako 1994.

Teraz pristúpme k dôkazu tvrdenia. Doká¾eme ho indukciou vzhµadom na då¾ku
postupnosti.

Tvrdenie zrejme platí v jednoprvkovej postupnosti (a1).

Majme (k + 1) -prvkovú postupnos» (ai )
k+1
i =1 . V tejto postupnosti sú nejaké draky

neobsahujúceak+1 a podµa indukèného predpokladu je aritmetický priemer ich hláv väè¹í
ako 1994. Naviac aritmetický priemer hláv drakov obsahujúcich ak+1 je tie¾ väè¹í ako 1994,
a teda aritmetický priemer hláv v¹etkých drakov v tejto post upnosti je väè¹í ako 1994.

2.3 (Èas» A Richard Hulín, èas» B Martin Pál)
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(A) Upravujme danú nerovnos»:

�
a2

1 + a2
2 + a2

3

� 2
> 2

�
a4

1 + a4
2 + a4

3

�

2a2
1a2

2 + 2a2
1a2

3 + 2a2
2a2

3 >
�
a4

1 + a4
2 + a4

3

�

4a2
2a2

3 > a 4
1 + a4

2 + a4
3 �

�
2a2

1a2
2 + 2a2

1a2
3

�
+ 2a2

2a2
3

(2a2a3)2 >
�
a2

1 � a2
2 � a2

3

� 2
:

Keï¾e je výraz2a2a3 kladný, mô¾eme nerovnos» odmocni» a platí:

(2a2a3) > a 2
1 � a2

2 � a2
3

a2
1 > (a2 + a3)2:

Teraz sú obe strany poslednej nerovnosti kladné, preto musíplati» a1 < a 2 + a3.
Podobne cyklickou zámenou dostávame aj ostatné trojuholníkové nerovnosti: a2 < a 1 + a3

a a3 < a 1 + a2.

(B) Doká¾eme ekvivalentné tvrdenie:
Ak pre niektoré i; j; k 5 n; n = 3 platí ai = aj + ak , potom

�
a2

1 + a2
2 + : : : + a2

n

� 2
> (n � 1)

�
a4

1 + a4
2 + : : : + a4

n

�
:

Najskôr v¹ak doká¾eme toto pomocné tvrdenie (T): Pre µubovoµnéb1; : : : ; bm +1 platí,

ak
�
b2

1 + b2
2 + : : : + b2

m

� 2
5 (m � 1)

�
b4

1 + b4
2 + : : : + b4

m

�
;

potom
�
b2

1 + b2
2 + : : : + b2

m +1

� 2
5 m

�
b4

1 + b4
2 + : : : + b4

m +1

�
:

Oznaèmex :=
mX

i =1

b2
i . Potom

0 5
1

m � 1

�
x � b2

m +1 (m � 1)
� 2

0 5
1

m � 1
x2 � 2b2

m +1 x + ( m � 1)b4
m +1

x2 + 2b2
m +1 x + b4

m +1 5 m
�

1
m � 1

x2 + b4
m +1

�

Ak potom platí
1

m � 1
x2 5 b4

1 + b4
2 + : : : + b4

m , vyplýva z toho

�
b2

1 + b2
2 + : : : + b2

m +1

� 2
5 m(b4

1 + b4
2 + : : : + b4

m );
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a tvrdenie (T) sme dokázali.

Nech teraz pre nejakéi; j; k 5 n platí ai = aj + ak . Polo¾ímeb1 = ai ; b2 = aj ; b3 = ak

a nechb4 a¾bn majú hodnoty ostatných al pre l 6= i; j; k . Podµa èasti (A) musí plati»

�
b2

1 + b2
2 + b2

3

� 2
5 2

�
b4

1 + b4
2 + b4

3

�
:

Doká¾me teraz tvrdenie úlohy pre na¹un-ticu èísel matematickou indukciou cezn.
Prvý indukèný krok sme u¾ dokázali, druhý indukèný krok je ale tvrdenie (T). Preto pre
na¹u n-ticu platí:

�
b2

1 + b2
2 + : : : + b2

n

� 2
5 (n � 1)

�
b4

1 + b4
2 + : : : + b4

n

�
;

a teda zrejme aj

�
a2

1 + a2
2 + : : : + a2

n

� 2
5 (n � 1)

�
a4

1 + a4
2 + : : : + a4

n

�
:

Obr. 32

2.4 (Peter Macák a Martin Pál)

a) Zo zadania vieme, ¾e roviny kolmé na priamkyA i B i ; A i Ci ; A i D i , prechádzajúce bodmi
B i ; Ci ; D i sa pretínajú v bode E . Preto budú uhly A i B i E; A i Ci E; A i D i E pravé, a
teda body B i ; Ci ; D i le¾ia na kru¾niciach s priemeromA i E. Èi¾e bodyB i ; Ci ; D i le¾ia
na sfére s priemeromA i E. Ak splynú body A1; A2; A3, splynú aj sféry nad priemermi
A i E, teda aj gule opísané ¹tvorstenomA i B i Ci D i . Týmto sme dokázali tvrdenie úlohy.

b) Vyu¾ime poznatok, ¾e stred gule opísanej ¹tvorstenuA i B i Ci D i je stredom úseèky
A i E. Nakoµko bodyA1; A2; A3 le¾ia na jednej priamke (nazvime si túto priamkup),
staèí pozorova» situáciu v rovineA1A2A3E. Potom stredy gúµ opísaných ¹tvorstenom
A i B i Ci D i tie¾ le¾ia v tejto rovine a dokonca na jednej priamke (nazvime si túto
priamku o). Prienikom sfér opísaných ¹tvorstenomA i B i Ci D i bude teda prienik kru¾níc
nad priemermi A i E otoèený okolo priamky o (obr. 32).
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Vo v¹eobecnosti mô¾u nasta» takéto prípady : bodyA i splývajú, bod E le¾í na priamke
p a bod E nele¾í na priamkep. Prvý prípad bol rozdiskutovaný v èasti a) a vtedy je
prienikom sfér opä» sféra. V druhom prípade stredy gúµ opísaných ¹tvorstenom A i B i Ci D i

nesplývajú, le¾ia na priamkep, a preto kru¾nice nad priemermiA i E (prechádzajúce bodom
E) sa navzájom dotýkajú v bodeE . Teda aj prienikom sfér opísaných ¹tvorstenom bude
iba bod E . Ak bod E nele¾í na priamkep, vezmime taký bod E 0 priamky p, ¾eEE 0 ? p.
Potom sú uhly A i E 0E pravé, teda bod E 0 le¾í na kru¾nici nad priemeromA i E. Nakoµko
body A i nesplývajú, mô¾u by» bodyE; E 0 jedinými dvoma spoloènými bodmi kru¾níc
nad priemermi A i E. Preto prienikom sfér v tomto prípade bude kru¾nica nad priemerom
EE 0 v rovine kolmej na priamku p.

2.5 (Peter Macák)

a) Rozlí¹ime niekoµko jednoduchých prípadov.
{ Po krátkom pozorovaní zistíme, ¾e pre nepárnen platí f (n) = 2 .
{ Pre párne n nedeliteµné tromi mámef (n) = 3 a potom f (2) (n) = 2 .
{ Ak je n deliteµné ¹iestimi, mô¾u nasta» dva prípady:

(i) f (n) nie je deliteµné tromi, potom buï f (2) (n) = 2 , alebof (2) (n) = 3 a f (3) (n) = 2 .

(ii) f (n) je deliteµné tromi. Uká¾eme, ¾ef (n) = 3 . Ak by sa toti¾ v prvoèíselnom
rozklade èíslaf (n) nachádzal faktor p� , kde p je prvoèíslo p 6= 3 , má f (n) tvar
p� q, kde 3jq, a teda q > 1. Potom musí plati», ¾ef (n) nedelí n, ale zároveò
f (n)

q
delí n, lebo

f (n)
q

< f (n) a f (n) je najmen¹ie èíslo nedeliacen. Zároveò z

rovnakých dôvodov qjn. Èísla q a p� sú v¹ak nesúdeliteµné, a preto musí plati»
q� p� jn. To je ale spor s tým, ¾ef (n) = q� p� . Preto musí by»f (n) = 3 a , a potom
f (2) (n) = 2 .

Týmto sme pre¹etrili v¹etky mo¾nosti, ale pre ¾iadnen neplatí kn = 4 . Preto také n
neexistuje.

b) Z postupu v prvej èasti rie¹enia vyplýva, ¾e jediné vhodnén, pre ktoré kn = 3 sú
èísla, ktoré sú deliteµné ¹iestimi,f (n) nie je deliteµné tromi a f (2) (n) = 3 . Teraz
doká¾eme, ¾e v tomto prípade musí by»f (n) mocninou prvoèísla, v na¹om prípade
to bude mocnina dvoch. Ak by f (n) = p� q� r , kde p; q sú rôzne prvoèísla ar; �; � =
= 1, rovnakým postupom ako v poslednom prípade v èasti a) dostaneme spor. Preto
musí by» f (n) mocninou prvoèísla. Keï¾ef (2) (n) = 3 , potom f (n) musí by» párne,
a preto f (n) = 2 a , pre nejaké a 2 N. Hµadané èísla sú preto v¹etky tie, ktoré nie sú
deliteµné2a a sú deliteµné v¹etkými prirodzenými èíslami men¹ími ako2a . Ak oznaèíme
N (X ) pre X 2 N najmen¹í spoloèný násobok èísel1; 2; : : : ; X , potom musí ma» èíslo
n tvar N (2a) � q, kde q je nepárne prirodzené èíslo. Tvar èíslaN (2a) je nasledujúci:
p� 1

1 p� 2
2 : : : p� k

k , kde p1; p2; : : : ; pk sú v¹etky prvoèísla men¹ie ako2a a pre exponenty
platí: � i = [( a + 1) � log2 pi ], kde [x] oznaèuje celú èas» èíslax.

2.6 (Eugen Kováè) OznaèmeB j ; j = 1 ; 2; : : : ; 2m mno¾inu získanú zB jej otoèením

okolo stredu jednotkovej kru¾nice o
j�
m

radiánov proti smeru hodinových ruèièiek. Potom
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zrejme platí pre ka¾déj = 1 ; 2; : : : ; 2m: `(A j \ B ) = `(A \ B j ). Nech � 1; � 2 sú dva oblúky

z mno¾inyB . Preto¾è (� 1) = `(� 2) =
�
m

, oblúky � j
1 a � j +1

1 (de�nícia je analogická ako

pre B j ) le¾ia hneï vedµa seba (majú spoloèný práve jeden (krajný) bod). Potom zrejme

2mX

c=1

`(� i
1) = 2 �

a oblúk � 1 obehne celú kru¾nicu. Preto

� 1
1 [ � 2

1 [ : : : [ � 2
2m = K;

kde K oznaèuje celú kru¾nicu. Pri tomto obiehaní oblúk� 1 práve raz pokryje mno¾inuA

(preto¾eA = A \ K = A \ (� 1
1 [ � 2

1 [ : : : [ � 2
2m )) . Potom zrejme `(A) =

2mX

i =1

`(A \ � i
1).

Analogicky sa uká¾e, ¾e`(A) =
2mX

i =1

`(A \ � i
2). Vzhµadom na to, ¾e� 1 \ � 2 = ; , platí

2`(A) =
2mX

i =1

`(A \ B i ) =
2mX

i =1

`(A i \ B ):

Podµa Dirichletovho princípu teraz musí existova» také prirodzené èíslok, pre ktoré

`(Ak \ B ) =
2`(A)
2m

=
`(A)
m

=
`(A) � `(B )

2�
:

2.7 (Ivan Cimrák) Skúmajme funkciu f (x) =
x

p
1 � x

. Po dvoch zderivovaniach okam¾ite

zistíme, ¾e táto funkcia je na intervale(0; 1) konvexná. (Mo¾no to preveri» { trochu
zlo¾itej¹ie { aj bez pomoci diferenciálneho poètu.)

f 00(x) = (1 � x) � 3
2 +

3
4

x(1 � x) � 5
2 > 0:

Preto pre kladné reálne èíslax1; x2; : : : ; xn ; n = 2 mo¾no pou¾i» Jensenovu nerovnos»:

f (x1) + f (x2) + : : : + f (xn )
n

= f
�

x1 + x2 + : : : + xn

n

�

f (x1) + f (x2) + : : : + f (xn )
n

= f
�

1
n

�
=

1
nq

1 � 1
n

=
1

p
n

p
n � 1

f (x1) + f (x2) + : : : + f (xn ) =
r

n
n � 1

x1p
1 � x1

+
x2p

1 � x2
+ : : : +

xnp
1 � xn

=
1

p
n

p
n � 1

: (1)
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Ïalej pre èísla
p

x1;
p

x2; : : : ;
p

xn > 0 platí nerovnos» medzi aritmetickým a kvadraœ
tickým priemerom:

p
x1 +

p
x2 + : : : +

p
xn

n
5

r
x1 + x2 + : : : + xn

n
=

r
1
n

p
x1 +

p
x2 + : : : +

p
xnp

n � 1
5

r
1
n

�
n

p
n � 1

=
r

n
n � 1

: (2)

Z (1) a (2) dostávame:

p
x1 +

p
x2 + : : : +

p
xnp

n � 1
5

r
n

n � 1
5

x1p
1 � x1

+
x2p

1 � x2
+ : : : +

xnp
1 � xnp

x1 +
p

x2 + : : : +
p

xnp
n � 1

5
x1p

1 � x1
+

x2p
1 � x2

+ : : : +
xnp

1 � xn
: (3)

Rovnos» v (3) mô¾e nasta» len vtedy, ak nastane v(2), èi¾e len vtedy, ak nastane

rovnos» v A - K nerovnosti, a to je práve vtedy, keï x1 = x2 = : : : = xn =
1
n

. Pre takéto

x i v¹ak rovnos» skutoène nastáva.

Tretia séria

3.1 (Ján Bábeµa)

Lema 1. Pre ka¾déi , i 2 f 1; : : : ; ng; n 2 N a x 2 R platí:

1 + xn = x i + xn � i : (1)

Dôkaz. Mo¾no postupova» viacerými spôsobmi (vy¹etrovanie priebehu funkcie, nerovnosœ
ti). My pou¾ijeme jednoduchú úpravu:

1 + xn � x i � xn � i = (1 � x i )(1 � xn � i ):

Je jasné, ¾e obidva výrazy majú pre kladnéx rovnaké znamienko, a preto lema platí.
Rovnako okam¾ite nahliadneme, ¾e jediný prípad, keï nastáva rovnos» je ten, keï x = 1 .
(Tvrdenie evidentne platí pre párne n aj v tvare 1 + xn = 2x

n
2 .)

Funkcia f (x) urèite nenadobúda svoje maximum prex 2 R�
0 , lebo vtedy nastáva jedna

z nasledujúcich mo¾ností:

(i) x < � 1 ) x + x2 + : : : + x2n � 1 = x + ( x2 + x3) + : : : + ( x2n � 2 + x2n � 1) = x + ( x +
+ 1)( x2 + : : : + x2n � 2) < 0, lebo x < 0 a zároveòx + 1 < 0; x2 + : : : + x2n � 2 > 0;

(ii) 0 > x = � 1 ) x + x2 + : : : + x2n � 1 = ( x + x2) + : : : + ( x2n � 3 + x2n � 2) + x2n � 1 =
= ( x + 1)( x + x2 + : : : + x2n � 3) + x2n � 1 < 0, lebo x2n � 1 < 0 a zároveòx + 1 = 0; x2 +
+ : : : + x2n � 2 < 0;
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(iii) x = 0 ) x + : : : + x2n � 1 = 0 .

Preto s vyu¾itím vlastnosti(1 + xn )2 = 0 pre v¹etky x 2 R dostávamef (x) 5 0, av¹ak
pre µubovoµnéx 2 R+ je f (x) > 0. Teda ak funkcia f (x) nadobúda maximum, je to urèite
pre kladné x.

Ïalej s vyu¾itím lemy 1 dostávame pre párnen:

x + x2 + : : : + x2n � 1 = (1 + xn )(x + : : : + xn � 1) + xn =

= (1 + xn )
�
(x + xn � 1) + ( x2 + xn � 2) + : : : (x

n
2 � 1 + x

n
2 +1 ) + x

n
2

�
+ xn 5

5 (Lema 1) (1 + xn ) [(1 + xn ) + : : : + (1 + xn )
| {z }

( n
2 � 1) -krát

+ x
n
2 ] + xn 5

5 (AG nerovnos»)
n � 1

2
(1 + xn )2 + xn :

Úplne obdobne pre nepárnen dostávame rovnaký výsledok. Èi¾e:

f (x) =
x + : : : + x2n � 1

(1 + xn )2 5
n � 1

2 (1 + xn )2 + xn

(1 + xn )2 =

=
n � 1

2
+

xn

(1 + xn )2 =
n � 1

2
+

1
1 + xn �

1
(1 + xn )2 =

=
n � 1

2
+

1
4

�
1
4

+
1

1 + xn �
1

(1 + xn )2 =

=
2n � 1

4
�

�
1
2

�
1

1 + xn

� 2

5
2n � 1

4
:

Rovnos» tu nastáva len pre
1
2

=
1

1 + xn , x = 1 .

Èi¾e prex 2 R+ platí f (x) 5 2n � 1
4 a rovnos» nastáva len keï zároveò nastáva rovnos»

v (1) a posledná rovnos» , èo platí prex = 1 . Preto sa maximum f (x) nadobúda prex = 1
a je rovné 2n � 1

4 .

3.2 (Martin Pál) Najprv sporom doká¾eme, ¾e funkciag(x) je prostá. Nech existujú
také a 6= b, pre ktoré platí g(a) = g(b). Potom g(g(a)) = g(g(b)) ; a = b, teda funkcia g(x)
je skutoène prostá na mno¾ineA.

Rovnako uká¾eme, ¾e aj funkciaf (x) je prostá. f (a) = f (b); g(f (f (a))) = g(f (f (b))) ,
g(g(a)) = g(g(b)) ; a = b, èi¾ef (a) = f (b) ) a = b, teda aj funkcia f (x) je prostá. Preto¾e
v na¹om prípade je obor hodnôt podmno¾inou def. oboru, musí by» podobne ako g(x)
bijekciou.

Ak je teraz èíslo n párne, mô¾eme písa»n =
m
2

pre nejaké vhodné prirodzené èíslo

m. Potom mo¾no èísla mno¾inyA rozdeli» do disjunktných dvojíc: g(a) = b; g(b) = a.
Oznaème tieto mno¾inyM i , kde i = 1 ; 2; : : : ; m.
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Ïalej vieme, ¾e f (g(a)) = f (f (f (a))) = g(f (a)) . Preto ak pre nejaký prvok x
z mno¾inyM i = f x; yg platí f (x) 2 M j = f a; bg, (napr. f (x) = a), potom aj pre druhý
prvok v M i platí f (y) 2 M j . Keï¾e je v¹ak f (x) prostá, musí dokonca plati»f (y) = b.
Funkcia f (x) teda utvára dvojice mno¾ínM i , pre ktoré platí: f (x) zobrazí mon¾inuM i

na mno¾inuM j a zároveò M j zobrazí na M i . Zrejme musí by»i 6= j , inak by neplatila
podmienka f (x) 6= g(x). Preto ak je èíslo m nepárne (teda n = 4k + 2 pre vhodné
prirodzené k), je poèet vyhovujúcich funkcií rovný nule.

Pre párne m zistíme poèet funkcií. Nechm = 2k pre vhodnék. V¹etky prvky mno¾iny
A treba rozdeli» na disjunktné ¹tvorice. Keï¾e jeg(x) pevne daná funkcia, máme u¾ pevne
daných m dvojíc prvkov. K M 1 musíme priradi» druhú dvojicu prvkov M i , to mo¾no urobi»
m � 1 spôsobmi. Teraz vyberme µubovoµnú ïal¹iu dvojicu, k nej mô¾eme vybra» druhú
práve m � 3 spôsobmi. Takto mo¾no pokraèova», a¾ kým nevyèerpáme v¹etky dvojice. To
je spolu

(2k � 1)(2k � 3) � : : : � 1 =
(2k)!
2k k!

:

E¹te v¹ak treba uvá¾i», ¾e v ka¾dej ¹tvorici mo¾no prvky usporiada» dvoma spôsobmi:
f (x) = a; f (a) = y; f (y) = b; f (b) = x, alebo f (x) = b; f (b) = y; f (y) = a; f (a) = x. Preto
je celkový poèet funkcií rovný:

2k �
(2k)!
2k k!

=

� n
2

�
!

� n
4

�
!

:

3.3 (Peter Macák) Oznaème po radeS, S0, S1, S2 a S3 obsahy ao, o0, o1, o2 a o3 obvody
trojuholníkov ABC , DEF , AEF , BDF a CDE . Polomery kru¾níc vpísaných trojuholníkom
AEF , BDF a CDE sú podµa zadania zhodné, oznaème ichr 1. Keï¾e obsah trojuholníka je
rovný polovici súèinu jeho obvodu a polomeru vpísanej kru¾nice a platí 2S = 2( S0+ S1 +
+ S2 + S3), máme or = o0r 0+ ( o � o0)r 1, èi¾e

o0(r 0+ r 1) = o(r � r 1) : (1)

Oznaème O a O1 stredy kru¾níc vpísaných trojuholníkomABC a AEF (obr. 33).
V trojuholníku ABC oznaèmeX , Y a Z päty kolmíc spustených zO na AB , BC a CA
a v trojuholníku AEF oznaèmeX 1, Y1 a Z1 päty kolmíc spustených zO1 na AF , FE a EA .
Podµavety Usssú trojuholníky AX 1O1 a AZ 1O1 zhodné, podobne aj dvojice trojuholníkov
F X 1O1, F Y1O1 a EY1O1, EZ 1O1. Teda jAZ 1j = jAX 1j, jF X 1j = jF Y1j a jEY1j = jEZ 1j,
èi¾ejAZ 1j + jAX 1j = o1 � 2jEF j.

Ïalej trojuholníky AX 1O1 a AXO sú podobné (majú navzájom rovnobe¾né strany)
s koe�cientom jO1 X 1 j

jOX j = r 1
r . S tým istým koe�cientom sú podobné aj trojuholníky AZ 1O1

a AZO . Preto r 1
r (jAZ j + jAX j) = o1 � 2jEF j. Keï si uvedomíme, ¾e podobné vz»ahy

platia aj pre trojuholníky BDF a CDE , ich sèítaním dostávame

r 1

r
o = o1 + o2 + o3 � 2o0 = o + o0 � 2o0 = o � o0;
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a teda o(r � r 1) = o0r .

Obr. 33

Porovnaním posledného vz»ahu s (1) dostávamer = r 0+ r 1, teda naozaj r 1 = r � r 0.

3.4 Predpokladajme, ¾e body sú u¾ rozdelené do30 skupín S1; S2; : : : ; S30, (jS1j =
= n1; jS2j = n2; : : : ; jS30j = n30; n1 < n 2 < : : : < n 30) tak, ¾e hµadaný poèet troœ
juholníkov je maximálny.

Lema 1. Pre v¹etky i = 1 ; 2; : : : ; 29 platí: ni +1 � ni 5 2.

Dôkaz. Predpokladajme, ¾e to nie je pravda. Nechi je také, ¾eni +1 � ni > 2. Presuòme
jeden prvok z Si +1 do Si a vytvorme tak S0

i +1 a S0
i . Uká¾eme, ¾e sme zvý¹ili poèet

trojuholníkov s vrcholmi v rôznych skupinách. OznaèmeM mno¾inuSi [ Si +1 = S0
i [ S0

i +1 .
Zrejme sa poèet trojuholníkov, ktoré nemajú ¾iaden vrchol vM , nezmenil. Podobne
sa z toho istého dôvodu nezmenil poèet trojuholníkov s právejedným vrcholom v M .
V¹imnime si teraz tie trojuholníky, ktoré majú dva vrcholy v M . V pôvodnom rozlo¾ení
ich bolo ni ni +1 (1994� ni � ni +1 ). V novom (èiarkovanom) rozlo¾ení ich je(ni + 1)( ni +1 �
� 1)(1994� ni � ni +1 ). Keï¾e v¹ak platí

(ni + 1)( ni +1 � 1) = ni ni +1 + ni +1 � ni � 1 > n i ni +1 ;

vidíme, ¾e v novom rozlo¾ení je skutoène viac trojuholníkovs vrcholmi v rôznych skupinách,
ktoré majú práve dva vrcholy v mno¾ineM . V tejto mno¾ine v¹ak nemô¾e ma» ¾iadny
vyhovujúci trojuholník v¹etky tri vrcholy (sú to len dve mno ¾inySi a Si +1 ), inak by sa
aj celkový poèet hµadaných trojuholníkov zvý¹il, a to je spor s predpokladom, ¾e pôvodný
výber mno¾ín zaruèoval ich maximálny poèet.

Lema 2. Existuje nanajvý¹ jedno také i , pre ktoré ni +1 = ni + 2 .

Dôkaz. Ak by existovali i < j tak, ¾eni +1 = ni +2 ; nj +1 = nj +2 , tak by sme presunutím
jedného prvku z Sj +1 do Si podobne ako v leme 1 zväè¹ili poèet trojuholníkov s vrcholmi
v rôznych skupinách, èo je opä» spor.

Ak by pre v¹etky i platilo ni +1 = ni +1 , tak n1 < n 2 < : : : < n 30 by tvorili aritmetickú
postupnos» s diferenciou1 a platilo by

n1 + n2 + : : : + n30 = 30n1 + 435: (1)
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Ak by rozdiel ni +1 � ni bol 2, potom

n1 + n2 + : : : + n30 = 30n1 + 435 + (30 � i ) = 30( n1 + 1) + 435 � i: (2)

Keï¾e v¹ak 1994� 435 = 1559 = 30 � 52 � 1, vidíme, ¾e nastáva prípad(2), a ¾e
i = 1 ; n1 = 51.

Preto (n1; n2; : : : ; n30) = (51 ; 53; 54; 55; : : : ; 79; 80; 81).

3.5 (Peter Macák) Musí plati»:

f (xm yn ) 5 f (x)
1

4m f (y)
1

4n ; pre x; y > 1: (1)

Zaveïme funkciu g(x) = log a(f (x)) ; a > 1. Preto¾ef (x) 2 (1; 1 ), platí
g(x) 2 (0; 1 ). Zlogaritmovaním vz»ahu(1) sa nám nezmení znamienko a platí:

loga (f (xm yn )) 5
1

4m
loga(f (x)) +

1
4n

loga(f (y))

g(xm yn ) 5
1

4m
g(x) +

1
4n

g(y) (2)

Keï¾e de�nièný obor funkcieg(x) je interval (1; 1 ), existuje funkcia h(x) s de�nièným
oborom (0; 1 ), ktorá je daná predpisomg(x) = h(logb x), kde b je reálne èíslo väè¹ie ako 1.
Vz»ah (2) mo¾no potom napísa» v tvare:

h(m logb x + n logb y) 5
1

4m
h(logb x) +

1
4n

h(logb y):

Po substitúcii u = log b x; v = log b y dostávame

h(mu + nv) 5
1

4m
h(u) +

1
4n

h(v): (3)

Týmto sa celá úloha pretransformovala na úlohu nájs» v¹etkyfunkcie h(x) : R+ !
! R+ (logb x je pre b > 1; x > 1 kladné èíslo), pre ktoré platí vz»ah(3) pre µubovoµné

prirodzené m; n. Uká¾eme, ¾e funkcieh(x) =
H (x)

x
, kde H (x) je µubovoµná nerastúca

funkcia, vyhovujú.

Pre prirodzené m; n a kladné u; v platí: mu + nv > v; mu + nv > u . Preto¾eH (x)
je nerastúca funkcia, tak

H (mu + nv) 5 H (v) (4)

H (mu + nv) 5 H (u): (5)
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Pre µubovoµné kladném; n; u; v mo¾no po úpravách odvodi»:

(mu � nv)2 = 0

m2u2 + 2mnuv + n2v2 = 4mnuv

(mu + nv)2 1
4mnuv(mu + nv)

= 4mnuv
1

4mnuv(mu + nv)
1

4mu
+

1
4nv

=
1

mu + nv
: (6)

Pou¾itím(4,5,6) dostávame:

H (mu + nv)
mu + nv

5
H (mu + nv)

4mu
+

H (mu + nv)
4nv

5
H (u)
4mu

+
H (v)
4nv

: (7)

Teda skutoène
h(mu + nv) 5

1
4m

h(u) +
1

4n
h(v);

èo je rovnos»(3). Týmto sme dokázali, ¾e µubovoµná funkciah(x) = H (x)=x, kde
H (x) je µubovoµná kladná nerastúca funkcia vyhovuje(3). Preto¾e v¹ak nerovnos»(3)
je ekvivalentná s nerovnos»ou(1), je zároveò ka¾dá funkcia

f (x) = aH (log b x )=log b x ;

kde a; b > 1; H (x) je kladná nerastúca funkcia, rie¹ením danej úlohy. Týmto v¹ak nemáme
zaruèené, ¾e sme na¹li skutoène v¹etky funkcie vyhovujúce danej podmienke. Tento
problém v¹ak výrazne presahuje hranice stredo¹kolskej matematiky, a preto jeho rie¹enie
neuvádzame. (Úlohu úplne nevyrie¹il ¾iaden rie¹iteµ.)

3.6 Nech P Q pretína spoloènú tetivu EF v bode K , kru¾nicu opísanúQCD opä» v bode
R a kru¾nicu opísanúP AB opä» v bodeS (obr. 34).

Obr. 34
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Mô¾eme predpoklada», ¾e priamkyAB a CD sa pretínajú v nejakom bodeO. Oznaème
jOAj = a; jOB j = b;jOCj = c; jODj = d; jOPj = p a jOQj = q. Z vety o mocnosti bodu
ku kru¾nici vyplýva, ¾ejKP j � j KS j = jKE j � j KF j = jKQ j � j KR j. Preto jP R j

jKP j = jKR j
jKP j �

� 1 = jKS j
jKQ j � 1 = jQS j

jKQ j . Z toho vyplýva, ¾ejKP j = jKQ j práve vtedy, keï jP Rj = jQSj,
èo mo¾no zapísa» aj akojCPj � j DP j = jP Rj � j P Qj = jQSj � j P Qj = jAQj � j BQj. Vyu¾ijúc
toho, ¾ep2 = ab a q2 = cd, mô¾eme upravi» výraz(c � p)(p � d) = ( q � a)(b� q) na (ac�
� bd)(bc� ad) = 0 . Nakoµko sa priamkyAB a CD pretínajú mimo ¹tvoruholníka ABCD ,
platí b > a a c > d, alebo obe nerovnosti platia opaène. Pretobc� ad 6= 0 , a teda musí
plati» ac � bd= 0 , èi¾eb

a = c
d . Èo je ekvivalentné tomu, ¾eBC je rovnobe¾né sAD .

3.7 (Miroslav Dudík) Ak chceme, aby bolaD-re»az daného èísla èo najdlh¹ia, musí by»
podiel èíselx i +1 ; x i , pre 0 5 i 5 d � 1 prvoèíslo. (Ak by to bolo èíslo zlo¾ené, ktoré sa dá
zapísa» ako súèin dvoch èísel väè¹ích ako 1, mohli by sme tútore»az predå¾i» aspoò o jeden
èlen, èo je spor s predpokladom jej maximality.) Maximálnoudå¾kouD-re»aze bude teda
maximálny poèet prvoèísel, ktorými mô¾eme dané èíslo deli»a dostaneme e¹te celé èíslo.
V na¹om prípade dostávame:

20k � 12m � 1994n = 2 2k � 5k � 22m � 3m � 2n � 997n = 2 2k+2 m + n � 3m � 5k � 997n :

Maximálna då¾kaD-re»aze teda je2k + 2m + n + m + k + n = 3k + 3m + 2n. Poèet týchto
D-re»azí urèíme ako poèet rôznych postupností podielovx i +1

x i
. Poèet týchto postupností

v¹ak u¾ urèíme jednoducho, je to poèet permutácií2k +2m + n dvojok, m trojok, k pätiek
a m 997-ièiek. To v¹ak je :

p =
(3k + 3m + 2n)!

(2k + 2m + n)!k!m!n!
:

©tvrtá séria

4.1 (Tamás Varga a Martin Domány) Jednoduchým výpoètom overíme, ¾ef (k ) (z) � zm k
.

Nech p je perióda èíslaz. Potom pre ka¾dé prirodzené èíslon platí, ¾ef (n �p) (z) = z.
Naozaj:

f (n �p) (z) = zm n � p
= zm

n -krátz }| {
p + p + : : : + p

= z

n -krátz }| {
mpmp : : : mp

:

Obrátene, nech k je také èíslo, ¾ef (k ) (z) = z. Potom urèite k = p, a teda existujú

prirodzené èíslan; s; s < p, také, ¾ek = np+ s. Potom ale f (k ) (z) = zm n � p + s
=

�
zm n � p � m s

=
= zm s

= z. Preto¾es < p, musí plati», ¾es = 0 . Dokázali sme, ¾ef (k ) (z) = z práve vtedy,
keï k = n � p pre nejaké prirodzenén.

Ak má èíslo z periódu 1995musí preò plati»:

zm 1995
= z; t.j. zm 1995 � 1 = 1 :
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Táto rovnica má v obore komplexných èíselm1995 � 1 rie¹ení tvaru:

zk = sin
2�k

m1995 � 1
+ i cos

2�k
m1995 � 1

; k = 1 ; 2; : : : ; m1995 � 1:

Medzi nimi sú v¹ak také èísla, ktorých perióda je men¹ia ako1995, v ka¾dom prípade
v¹ak musí deli» èíslo1995. Toto èíslo delia prvoèísla3; 5; 7; 19 a samozrejme jednotka.
Poèet komplexných èísel s periódou jedna jeP(1) = m � 1, s periódou3 je P(3) = m3 �
� 1 � P(1) = m3 � m, s periódou5 je P(5) = m5 � 1 � P(1) = m5 � m, atï., s periódou
15 je P(15) = m15 � 1 � P(5) � P(3) � P(1) = m15 = m5 � m3 + m, atï.

Takýmto postupom by sme sa dostali k èíslu

P(1995) = m1995 � m665 � m399 � m285 � m105 + m133 +

+ m95 + m57 + m35 + m21 + m15 � m19 � m7 � m5 � m3 + m;

poètu komplexných èísel s periódou1995.

4.2 (Michal Bajcsy a Daniel Párto¹) Najprv nájdime geometrické miesto bodovPA

takých, ¾e obsahy trojuholníkovDAP A a ABP A sú rovnaké. Oznaème� 1 = <) DAP A

a � 2 = <) BAP A . Potom pre obsahy platí jPA Aj � j AD j � j sin� 1j = jPA Aj � j AB j � j sin� 2j, èi¾e
jAD j�j sin� 1j = jAB j�j sin� 2j. Keï¾ejAD j, jAB j a uhol DAB sú pevné velièiny, hµadaným
geometrickým miestom je dvojica priamok, ktoré prechádzajú bodom A. Stred úseèkyDB
vyhovuje podmienkam kladeným naPA , preto jedna z týchto priamok prechádza stredom
DB , nazvime ju tA . Druhá priamka je rovnobe¾ná sBD , nazvime ju r A .

Ak má bod P spåòa» podmienky úlohy, musí le¾a» buï natX , alebo na r X pre ka¾dé
X 2 f A; B; C; D g. Rozoberieme jednotlivé prípady:

1) Bod P le¾í natA , tB , tC , tD . Predpokladajme, ¾etA 6= tC . Potom tA \ tC = SBD ,
kde SBD je stred úseèkyBD . Teda P = SBD a tB = tD . Z toho vyplýva, ¾e aspoò jedna
z uhloprieèok delí ¹tvoruholník na dve obsahom rovnaké èasti.

2) P le¾í natA , tB , tC , r D . Ak tA = tC , tak tA jj r D , kde tA 6= r D , spor. Ak tA 6= tC ,
tak P = SBD =2 r D , spor. Tento prípad teda nemô¾e nasta».

Keï¾er A jj r C a r B jj r D , zostáva posledný prípad:

3) P le¾í natA , tB , r C , r D . OznaèmeS = AC \ BD a S0 bod na úseèkeP C vzdialený
jBD j

2 od P (taký bod existuje, keï¾e DB jj r C a AC jj r D ). Trojuholníky ACP a SS0P sú

rovnoµahlé, a teda podobné. Preto
jAC j
jCPj

=
jSS0j
jS0Pj

, èi¾e
jASj + jSCj

jDSj
=

jCSj
1
2 (jBSj + jSDj)

.

Po prenásobeníjASj � j BSj + jCSj � j BSj + jBSj � j CSj = jCSj � j DSj. Ak � = <) ASD , tak
jASj � j BSj � j sin � j + jCSj � j BSj � j sin � j + jBSj � j CSj � j sin � j = jCSj � j DSj � j sin � j. Èi¾e
uhloprieèky rozdelia daný ¹tvoruholník na ¹tyri trojuholn íky, z ktorých jeden je obsahom
taký veµký ako ostatné tri spolu. Z bodov 1 a 3 je zrejmé, ¾e preka¾dý ¹tvoruholník
existuje nanajvý¹ jeden hµadaný bodP.

118



4.3 (Eugen Kováè) Oznaème si sýkorky èíslicami1; 2; : : : ; 9; 0. Zápis K(a1; a2; : : : ; an )
bude znamena», ¾e sýkorkya1; a2; : : : ; an sedia na jednej kru¾nici.

Lema 1. Existuje 5 sýkoriek sediacich na jednej kru¾nici.

Dôkaz. Sporom. Predpokladajme, ¾e ¾iadnych 5 sýkoriek nesedí na jednej kru¾nici.
Bez ujmy na v¹eobecnosti K(1; 2; 3; 4) a K(5; 6; 7; 8). Z pätice 1; 2; 3; 9; 0 ¹tyri sýkorky
sedia na kru¾nici. AkK(1; 2; 3; 9), tak aj K(1; 2; 3; 4; 9), spor. Obdobne sa doká¾e, ¾e
nemô¾e by»K(1; 2; 3; 0). Tak¾e mô¾me predpoklada»K(1; 2; 9; 0).

Uva¾ujme teraz päticu2; 3; 4; 9; 0. Nutne K(3; 4; 9; 0) (µubovoµná iná ¹tvorica by si u¾
vynútila aj piatu sýkorku na jednej kru¾nici). Podobne z 5; 6; 7; 9; 0 máme K(5; 6; 9; 0),
a z 6; 7; 8; 9; 0 tie¾K(7; 8; 9; 0). Pätica 1; 3; 5; 9; 0 si vynucuje K(1; 3; 5; 9) aleboK(1; 3; 5; 0).
Bez ujmy na v¹eobecnosti, nechK(1; 3; 5; 9). Pätica 1; 3; 7; 9; 0 si vynucuje K(1; 3; 7; 0),
a napokon pätica3; 5; 7; 9; 0 nedáva ¾iadnu mo¾nos» ¹tvorice, ktorá by si u¾ nevynucovala
pä» sýkoriek na jednej kru¾nici.

Lema 2. Aspoò 9 sýkoriek sedí na jednej kru¾nici.

Dôkaz. Nech1; 2; 3; 4; 5 sedia na jednej kru¾nici (mô¾me to predpoklada» na základe lemy
1). Staèí ukáza», ¾e aspoò jedna zo sýkoriek6; 7 sedí na tej istej kru¾nici. Predpokladajme,
¾e nie.

Uva¾ujme päticu1; 2; 3; 6; 7. Potom buï K(1; 2; 6; 7); K(1; 3; 6; 7) alebo K(2; 3; 6; 7).
Bez ujmy na v¹eobecnosti, nechK(1; 2; 6; 7). Teraz uva¾ujme päticu3; 4; 5; 6; 7. Opä»
bez ujmy na v¹eobecnostiK(3; 4; 6; 7). E¹te uva¾ujme päticu1; 3; 5; 6; 7. Ak K(1; 3; 6; 7),
tak K(1; 2; 3; 6; 7), a tie¾K(1; 2; 3; 4; 5; 6; 7), spor. Podobne nemô¾e by» aniK(1; 5; 6; 7),
ani K(3; 5; 6; 7). Potom ale buï K(1; 3; 5; 6) alebo K(1; 3; 5; 7), èi¾e buï sýkorka 6, alebo 7
sedí na kru¾nici spolu s1; 2; 3; 4; 5.

Keï¾e zrejme mô¾e by» 9 sýkoriek na jednej kru¾nici a desiatavedµa, odpoveï je 9.

4.4 (Peter Macák a Martin Pál) Predpokladajme, ¾eO; P; Q sú tri rôzne body. Oznaème
S1; S2 stredy kru¾níc opísaných4 ABP; 4 CDP (obr. 35).

Vyjadrime si teraz veµkos» pravouhlého priemetu úseèkyS1P

na priamku
 !
BD : d1 = jBP j

2 , preto¾eS1 le¾í na osiBP ;

na priamku
 !
AC : d2 = jAP j

2 , preto¾eS1 le¾í na osiAP .

Rovnakou úvahou urèíme då¾ky priemetov úseèkyOS2 na priamku
 !
BD :

d3 = jBD j
2 � jDP j

2 , preto¾eO le¾í na osiBD , S2 le¾í na osiP D a hµadaná vzdialenos»
je vzdialenos» päty kolmice z boduO do bodu D bez vzdialenosti päty kolmice zS2 od
bodu D. Po jednoduchej úprave: d3 = jBD j�j DP j

2 = jBP j
2 .

Obdobne pre då¾ku priemetuOS2 na priamku
 !
AC : d4 = jAC j�j CP j

2 = jAP j
2 .
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Zistili sme teda, ¾ed1 = d3 a d2 = d4. Z toho ale vyplýva , ¾ejS1Pj = jOS2j (obr. 36).
 !
BD a

 !
AC sú toti¾ rôznobe¾né priamky a v danej rovine mô¾eme zavies» súradnicovú

sústavu, v ktorej sú práve tieto dve priamky súradnicovými osami. Potom sú då¾kyd1; d2

, resp. d3; d4 súradnicami vektorov
��!
S1P a

��!
OS2; keï¾e majú obe súradnice rovnaké, musia

ma» rovnakú då¾ku a zároveò musia by» rovnobe¾né.

Obr. 35 Obr. 36

Úplne analogicky sa doká¾e, ¾ejS2Pj = jOS1j. Preto sú trojuholníky S1S2P a S2S1O

zhodné. Z toho vyplýva, ¾e vzdialenos» boduO od priamky
 �!
S1S2 je rovnaká ako vzdialenos»

bodu P od tejto priamky. Preto¾e bodQ je osovo súmerný s bodomP podµa osiS1S2,

tak aj jeho vzdialenos» od
 �!
S1S2 je rovnaká ako vzdialenos»P od tejto priamky. Z toho u¾

ale vyplýva, ¾eOQ k S1S2. Preto¾e bodyP; Q sú osovo súmerné podµa
 �!
S1S2 (vyplýva to

napríklad z toho, ¾e4 S1S2Q �= 4 S1S2P podµa vetysss), tak P Q ? S1S2.

Teda OQ k S1S2 a S1S2 ? P Q =) OQ ? P Q.

4.5 (Ján Bábeµa) Máme sústavu rovníc :

x2(Ax 2 + By 2) + y2(Ay2 + Bz2) + z2(Az2 + Bx 2) =
(2A + B )

4
(13a)4;

x2 + y2 + z2 = (13a)2:

Dosaïme za (13a)2 z druhej rovnice do prvej. Po jednoduchých úpravách dostaneme
ekvivalentnú sústavu rovníc :

(2A � B )(x4 + y4 + z4 � 2x2y2 � 2y2z2 � 2z2x2) = 0 ;

x2 + y2 + z2 = (13a)2:

Ak B = 2A, potom je prvá rovnos» splnená a druhá má rie¹enie v obore prirodzených
èísel : x = 12a; y = 4a; z = 3a.
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Ak B 6= 2A, mô¾me prvú rovnicu vydeli» týmto èlenom. Bez ujmy na v¹eobecnosti
potom mô¾eme predpoklada», ¾e platíx = y = z. Teda postupnými úpravami dostávame

(x4 + y4 + z4 � 2x2y2 � 2y2z2 � 2z2x2) = 0 ;

(x2 + y2 � z2 + 2xy)(x2 + y2 � z2 � 2xy) = 0 ;

(x + y + z)(x + y � z)(x � y + z)(x � y � z) = 0 :

¥ahko v¹ak nahliadneme, ¾e pre prirodzené èíslax; y; z (ak x = y = z) musí plati» :

(x + y + z) > 0; (x + y � z) > 0; (x � y + z) > 0:

Teda jediná mo¾nos», ktorá nám zostala je :x = y + z. Dosaïme túto rovnos» do druhej
rovnice systému. Dostávame :2(y2 + yz + z2) = 13a2.

Nech y = y1D a z = z1D, kde D je najväè¹í spoloèný deliteµy a z a y1; z1 sú vhodné
prirodzené èísla. Potom zjavneD delí aj parameter a a mo¾no zavies» oznaèeniea = a1D,
pre vhodné prirodzenéa1. Mô¾eme teda na¹u rovnos» upravi» na tvar :2(y2

1 + y1z1 +
+ z2

1 ) = 13a2
1. Potom µavá strana rovnice mô¾e nadobúda» iba zvy¹ok 2 po delení ¹tyrmi,

ale pravá iba zvy¹ky 0 a 1 po delení tým istým èíslom. Teda rovnica nemá rie¹enie v obore
prirodzených èísel. To znamená, ¾e v prípadeB 6= 2A nemá daná sústava rovníc rie¹enie.
B = 2A je teda nutnou aj postaèujúcou podmienkou existencie rie¹enia systému rovníc
v obore prirodzených èísel.

4.6 Najprv rozoberieme prípad n = 3k, kde k je nejaké prirodzené èíslo. Oznaème
n-uholník A1A2 : : : A3k , uhloprieèky zvoµme:

A1A3 ; A1A5 ; A3A5; (1)

A1A6 ; A1A8 ; A6A8; (2)
... ;

... ;
...

A1A3m ; A1A3m +2 ; A3m A3m +2 ; (m)
... ;

... ;
...

A1A3k � 3; A1A3k � 1 ; A3k � 3A3k � 1; (k-1)

Uhloprieèky v (1), (2), : : : , (k-1) tvoria trojuholníky s jedným vrcholom A1. Ná¹ »ah
mô¾e vyzera» takto: zaèíname vA1, postupne prejdeme v¹etky trojuholníky z (1){(m),
a nakoniec prejdeme stranyn-uholníka.

Teraz rozoberme prípad, keï n nie je deliteµné tromi. Doká¾eme, ¾e pre ¾iadnen
nedeliteµné tromi nemo¾no uhloprieèky daným spôsobom vybra». Dôkaz prevedieme úplnou
matematickou indukciou podµan.

Prvý krok Pre n = 4 je tvrdenie triviálne.
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Druhý krok Nech tvrdenie platí pre v¹etky k < n . Mô¾eme predpoklada»n = 5.
Oznaème opä»n-uholník A1A2 : : : An . Predpokladajme, ¾e je rozdelenýn� 3 uhloprieèkami
tak, ¾e po¾adovaný »ah sa dá nakresli». Potom:

(� ) Z ka¾dého vrcholu musí vychádza» párny poèet uhloprieèok.

Navy¹e, keï¾en-uholník je rozdelený na trojuholníky, musí existova» taképrirodzené
èíslo i , ¾eA i A i +2 je medzi uhloprieèkami. Bez ujmy na v¹eobecnosti, nech je toA1A3.
Podµa (� ) e¹te aspoò jedna uhloprieèkaA1As vychádza zA1, kde s je vhodné prirodzené
èíslo. Napríklad zvoµmes tak, aby bolo najmen¹ie mo¾né. Zrejmes > 4 a s 6= 0 (inak
by (� ) nemohlo by» splnené preA3 alebo A1). Potom A1A3 a A1As sú dvoma stranami
jedného z trojuholníkov, na ktoré je n-uholník rozdelený. Samozrejme, tre»ou stranou je
A3As. Keï¾es > 4, aj táto strana je uhloprieèkou n-uholníka. Zvy¹ných n � 6 uhloprieèok
rozdeµuje mnohouholníkyA1A2A3; A3A4A5 : : : As; AsAs+1 : : : A1 na trojuholníky. (Opä»
samozrejme z ka¾dého vrcholu vychádza párny poèet uhloprieèok !) Podµa indukèného
predpokladu má ka¾dý z týchto mnohouholníkov poèet vrcholov deliteµný tromi. Len¾e
tieto poèty sú 3; s � 2 a n � (s � 2) a ich súèet jen + 3 , èo nie je deliteµné tromi. Preto
nie je deliteµné tromi aj jedno z èísels � 2; n � (s � 2), a teda tvrdenie pre jeden z týchto
mnohouholníkov neplatí. To je v¹ak spor.

4.7 (Eugen Kováè)

NechA 2 E(X ) je taká mno¾ina, pre ktorú jef (A) maximálne. Ak existuje viac takých
A, vyberme tú, pre ktorú jAj (poèet prvkov mno¾inyA) je minimálny (ak je takých stále
viac, vyberme µubovoµnú z nich). PotomP = A; Q = X � A je po¾adovaným rozdelením.

Ak toti¾ T 2 E(X � A), potom A \ T = ; a teda f (A) = f (A [ T) = f (A)+ f (T) � 1995,
z èoho dostávamef (T) 5 1995.

Ak S 2 E(A); S 6= ; , tak aj S0 = A � S 2 E(A) (A aj S majú párny poèet prvkov).
Zrejme S0 6= A; S0 � A, èi¾ejS0j < jAj, a teda vzhµadom na voµbuA musí plati» :f (S0) <
< f (A). Zároveò S [ S0 = A, a tie¾S \ S0 = ; . Z toho u¾ vyplýva, ¾e

f (A) = f (S [ S0) = f (S) + f (S0) � 1995< f (S) + f (A) � 1995;

a teda f (S) > 1995.

Piata séria

5.1 (Eugen Kováè) Dokazujme dané tvrdenie matematickou indukciou:

Prvý krok Nech n = 2 , x1 5 x2. Potom 0 5 (x2 � x1)3. Z toho:

(x2 � x1)2(1 + x1) 5 (x2 � x1)2(1 + x2);

(x2 � x1)2

(1 + x1)(1 + x2)
5

(x2 � x1)2

(1 + x1)2 :

Odtiaµ:
x1 � x2

1 + x2
+

x2 � x1

1 + x1
5

(x2 � x1)2

(1 + x1)2
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1 + x1

1 + x2
+

1 + x2

1 + x1
5 2 +

(x1 � x1)2

(1 + x1)2 +
(x2 � x1)2

(1 + x1)2

Rovnos» nastáva práve vtedy, keïx1 = x2, èím sme dokázali prvý indukèný krok.

Druhý krok Nech nerovnos» platí pre v¹etkyn-tice nezáporných èísel. Uká¾me, ¾e platí
aj pre µubovoµnú(n + 1) -ticu. Uva¾ujme µubovoµnú(n + 1) -ticu èísel x1; x2; : : : ; xn ; xn +1 .
Nech x1 je najmen¹ím spomedzi týchto èísel. Potomx1 = a. Podµa indukèného predpokœ
ladu platí nerovnos» :

1 + a
1 + x2

+
1 + x2

1 + x3
+ : : : +

1 + xn � 1

1 + xn
+

1 + xn

1 + a
5 n +

(x1 � a)2 + ( x2 � a)2 + : : : + ( xn � a)2

(1 + a)2 :

Staèí ukáza», ¾e platí:

1 + xn

1 + xn +1
+

1 + xn +1

1 + a
�

1 + xn

1 + a
5

(xn +1 � a)2

(1 + a)2 + 1 :

Uvedieme postupnos» ekvivalentných nerovností. Nech0 5 a 5 b;0 5 a 5 c. Potom:

c � b 5 c � a a 0 5
1
c

5
1
a

)
c � b

c
c � a

a
5

c � a
a

c � a
a

;

(c � b)
�

1
a

�
1
c

�
5

(c � a)2

a2 ;

c
a

+
b
c

�
b
a

5 1 +
(c � a)2

a2 :

Rovnos» nastáva práve vtedy, keïa = b = c. Týmto sme vlastne z predpokladu0 5 a +
+ 1 5 xn + 1 ; 0 5 a + 1 5 xn +1 + 1 dostali po¾adovanú nerovnos», a tým aj celý druhý
indukèný krok.

5.2 (Eugen Kováè) Uká¾eme, ¾e existuje taká tabuµka, ktorá sa popísanou operáciou
po ¾iadnom koneènom poète krokov nezmení na tabuµku so samými jednotkami.

+ + + + � + � +
+ + + � + � + +
+ + � + + + � +
+ � + � + + + �
� + + + + + + +
+ � + � + + + �
+ + � + + + � +
+ + + � + � + +
+ + + + � + � +

Uva¾ujme tabuµku, ktorá má v strednom políèku (piate políèko v piatom riadku) 1
a vo v¹etkých ostatných +1 . Táto tabuµka bude zrejme po µubovoµnom poète operácií
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súmerná podµa piateho riadku aj podµa piateho ståpca. AkP je políèko v piatom ståpci,
potom èíslo vµavo odP a èíslo vpravo odP sú rovnaké. Preto je ich súèin 1. Av¹ak
v tejto tabuµke po µubovoµnom poète operácií nemajú na piatyståpec vplyv ostatné ståpce.
Teraz staèí iterova» samostatne len piaty ståpec, ktorý sa od druhej iterácie zaène opakova»
s periódou 6, prièom v ka¾dej iterácii je v tomto ståpci aspoòjedna 1.

V tabuµke mo¾no vidie», ako prebieha zmena znamienok v piatom ståpci. Ka¾dý ståpec
predstavuje jednu iteráciu.

5.3 Platí � n + an � 1� n � 1 + : : : + a1� + a0 = 0 . Prenásobením èlenom� � 1 dostávame

� n +1 = (1 � an � 1)� n + ( an � 1 � an � 2)� n � 1 + : : : + ( a1 � a0)� + a0:

Keï¾e v¹etky koe�cienty na pravej strane sú nezáporné, platí

j� jn +1 5 (1 � an � 1)j� jn + ( an � 1 � an � 2)j� jn � 1 + : : : + ( a1 � a0)j� j + a0:

Z toho, ¾ej� j = 1 mo¾no zhora ohranièi» pravú stranu nerovnosti výrazom

j� jn [(1 � an � 1) + ( an � 1 � an � 2) + : : : + ( a1 � a0) + a0] = j� jn :

Máme teda nerovnos»j� jn +1 5 j� jn , odtiaµj� j 5 1, preto j� j = 1 . Potom

j� n +1 j = j(1 � an � 1)� n j + j(an � 1 � an � 2)� n � 1j + : : : + j(a1 � a0)� j + ja0j:

Preto¾ea0 je kladné reálne èíslo, sú aj èísla

� n +1 ; (1 � an � 1)� n ; (an � 1 � an � 2)� n � 1; : : : ; (a1 � a0)�

nezáporné reálne. Z toho u¾ potom okam¾ite vyplýva

� n +1 = j� n +1 j = j� jn +1 = 1 :

5.4 Na obr. 37 vidíme, ¾e graf so zadanými vlastnos»ami mô¾e ma» 11 hrán. Uká¾me,
¾e je to najvy¹¹í mo¾ný poèet. Predpokladajme, ¾e existuje taký vyhovujúci graf, ktorý
má aspoò 12 hrán (zrejme mô¾me predpoklada», ¾e ich má práve 12). Nech A je vrchol
maximálneho stupòa n. Potom n = 3. Nech A susedí sB1; B2; : : : ; Bn , zvy¹né vrcholy
oznaèmeC1; C2; C7� n . Ak Ci alebo B i je spojený s dvomi rôznymi vrcholmi B j a Bk ,

potom tri z nich spolu s A tvoria ¹tvorcyklus. Preto je v grafe nanajvý¹ b
n
2

c hrán typu

B i B j a 7� n hrán typu B i Cj . Hrán typu Ci Cj je evidentne nanajvý¹
� 7� n

2

�
. Teraz mo¾no

zhora odhadnú» celkový poèet hrán v grafe èíslom

f (n) = n + b
n
2

c + (7 � n) +
�

7 � n
2

�
:

Teraz v¹ak f (5) = f (6) = f (7) = 10 < 12, kým f (4) = 12 .
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Ak n = 4 , sú v grafe postupne práve 2, 3 a 3 hrany typuB j B i , B i Cj a Ci Cj .
Bez ujmy na v¹eobecnosti mô¾me predpoklada», ¾eB1 je spojený sB2, B3 s B4 a C1; C2; C3

sú spojené navzájom. ®iadne zB -èiek nemô¾e by» spojené s dvomiC-èkami (inak by
vznikol ¹tvorcyklus). Preto sú tri B -èka spojené s rôznymiC-èkami. Av¹ak B1 a B2 alebo
B3 a B4 vytvoria ¹tvorcyklus s dvomi C-èkami. Preto takýto graf neexistuje.

Obr. 37

Pre n = 3 sú v¹etky vrcholy stupòa 3. Keï¾e f (3) = 14 , v tomto grafe mô¾u by»
nanajvý¹ 4 hrany typu Ci Cj . Odtiaµ plynie, ¾e musia by» po rade práve1; 3 a 4 hrany
typu B i B j , B i Cj a Ci Cj . Naviac, jedno zC-èiek je spojené z inými tromi. Odtiaµ vyplýva,
¾e inéC-èko je spojené s dvomiB -èkami, a teda vznikol ¹tvorcyklus s A. Zrejme prípad
n = 2 nemá zmysel diskutova».

5.5 (Martin Pál) Daný rekurentný vz»ah

an +1 = 3an � 3an � 1 + an � 2 (1)

zrejme spolu s prvými tromi èlenmi jednoznaène urèuje postupnos». Teraz si v¹imneme,
¾e ak hµadámean v tvare

an = �n 2 + �n + 
; (2)

vyhovuje takáto postupnos» rekurentnému vz»ahu (1). Trebae¹te splni» zaèiatoèné podœ

mienky na a0; a1; a2. Rie¹ením sústavy lineárnych rovníc dostávame� =
a2 � 2a1 + a0

2
,

� = 4a1 � 3a0 � a2
2 , 
 = a0. Dosadením vz»ahua2 = 2a1 � a0 + 2 do posledného dostávame:

� = 1 ; � = a1 � a0 � 1; 
 = a0. Teda an = n2 + �n + 
 . (Keï¾e postupnos» je urèená
jednoznaène, je to jej jediné mo¾né vyjadrenie.)

Ïalej vieme, ¾e druhé mocniny celých èísel dávajú po delení ¹tyrmi zvy¹ky 0 a 1. Aby
an bolo pre nejakén ¹tvorcom, musí by» (pomocou úvahy modulo 4)� deliteµné dvomi.
Polo¾me� = 2k. Potom an = n2 + 2kn + 
 = ( n + k)2 � k2 + 
 = ( n + k)2 + l, pre
nejaké pevné celé èíslol , nezávislé nan. Ak l je kladné, tak µahko nájdeme takém, ¾e
(m + k + 1) 2 > (m + k)2 + l, a preto sa nemô¾u nachádza» za sebou v postupnosti dva
¹tvorce (to protireèí zadaniu). Ak by bolo l záporné, podobne existujem také, ¾e(m +
+ k � 1)2 < (m + k)2 + l a z podobných dôvodov dostávame spor. Preto musí by»l = 0 ,
a teda an = ( n + k)2 pre vhodné celék.
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5.6 (Peter Macák) Oznaème rovnice v zadaní po rade (1) a¾ (4). Do (4) dosadímex = 1 :

f (z; zy) = zk f (1; y) = zk y; (5)

(nakoniec sme pou¾ili (2)). To znamená, ¾e pre v¹etkyx 2 h0; 1i je f (x; 0) = f (xz; z) =
= zk � 0 = 0. ©peciálne

f (0; 0) = 0 : (6)

Pre v¹etky ostatné 1 = X = Y = 0; x 6= 0 platí

f (X; Y ) = X k � 1Y; (7)

preto¾eY sa dá zapísa» akoz � X , kde z 2 h0; 1i a mo¾no teda pou¾i» (5).

Podobne ak do (4) dosadíme zay = 1 , tak mô¾me odvodi» pre1 = X = Y = 0; C 6= 0 :

f (Y; X ) = X k � 1Y: (8)

Zo (7) a (8) potom vyplýva, ¾e pre v¹etky1 = X = Y = 0; X 6= 0 platí

f (X; Y ) = f (Y; X ) = X k � 1: (9)

Týmto sme jednoznaène de�novali funkciu f (x; y) na intervale h0; 1i � h 0; 1i , pre dané k.
Teraz budeme predpoklada», ¾e1 = x = y = z > 0. V podmienke (3) potom bude:
f (x; y) = xk � 1y, f (y; z) = yk � 1z. Preto má plati»

f (xk � 1y; z) = f (x; yk � 1z): (10)

Vzhµadom k (6), (9) je zrejmé, ¾e nezále¾í na poradí zlo¾iek funkcie f (x; y), ale iba na tom,
ktoré z èíselx; y je men¹ie. V podmienke (10) mô¾eme pre ka¾déx 2 h0; 1i dosta»xk � 1y =
= z; x = yk � 1z. Potom

(xk � 1y)k � 1z = xk � 1yk � 1z

x (k � 1) 2
yk � 1z = xk � 1yk � 1z =) x (k � 1) 2

= xk � 1:

Ak by táto rovnos» platila pre v¹etky x 2 h0; 1i (pre pevné x mo¾no jednoducho zvoli»
y; z také, aby platilo xk � 1y = z; x = yk � 1z, staèí voli» dostatoène maléz), tak sa musia
rovna» exponenty(k � 1)2 = k � 1, preto k = 1 ; 2. Iné k preto nemô¾u vyhovova».

Pre k = 1 je f (x; y) = min( x; y) a zrejme sú potom splnené v¹etky podmienky (1) { (4).

Pre k = 2 je f (x; y) = xy a opä» sú splnené v¹etky podmienky (1) { (4).

Úloha má dve rie¹enia.

5.7 (Martin Pál) Zo zadanej nerovnosti po dosadeníx = y dostávame: f 2(x) 5
5 2x2f ( x

2 ) ) f (x) = 0, pre v¹etky x 2 R+ [ f 0g. Pre x = 0 máme f 2(0) 5
5 202f (0) = 0 ) f (0) = 0 . Teraz predeµme danú nerovnos» výrazomx2y2 :

f (x)
x2 � f (y)y2 5

�
f ( x

2 )
( x

2 )2 +
f ( y

2 )
( y

2 )2

�
�

1
4

126



alebo (ak oznaèímeg(x) = f (x )
x 2 ):

4g(x)g(y) 5 g(
x
2

) + g(
y
2

): (1)

Po dosadeníx = y do (1) máme:

2g2(x) 5 g(
x
2

): (2)

Nech existuje èíslox0 také, ¾eg(x0) = h > 1. Potom doká¾eme, ¾eg(x0 � 2� i ) = (2h)2i 1
2

.

Dôkaz prevedieme úplnou matematickou indukciou.

Prvý krok Pre i = 1 : 2h2 5 g(x02� i ), platí (z (2)).

Druhý krok Nech

(2h)2i 1
2

5 g(x0 � 2� i ) )
�

(2h)2i 1
2

� 2

� 2 5 2g2(x0 � 2� i ) 5 g(x0 � 2� i � 1)

(2h)2�2i
� 2 �

1
4

5 g(x0 � 2� i � 1)

Teda máme
f (x0 � 2� i ) = x2

0 � 22i � 2i � 1 � h2i
:

Zrejme 2i � 2i � 1 ! 1 pre i ! 1 , teda f (x0 � 2� i ) ! 1 pre i ! 1 , èi¾e prex0 � 2� i ! 0,
èo je spor so zadaním.

Preto platí g(x) 5 1, teda f (x) 5 x2 pre v¹etky x 2 h0; 1 ).
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