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O priebehu 45. rocnika matematickej olympiady

Sutaz s nazvom Matematickd olympiada usporadava pre ziakov strednych a za-
kladnych skol Ministerstvo skolstva a vedy SR v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov. V jej 45. ro¢niku sutaz riadila Ustredné komisia matematickej
olympiady (UK MO) prostrednictvom oblastnych a okresnych komisii MO.

Cielom stfaze je vyhladavanie Ziakov talentovanych v matematike, prebiidzanie
a podpora ich zaujmu o nhu, rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich vedenie
k samostatnej tvorivej ¢innosti. V skolskom roku 1995/1996 sa uskutoénil uz jej 45.
roénik. Matematickd olympiada na Slovensku je nasledovnikom rovnakej sutaze v by-
valom Ceskoslovensku a a] v tomto ro¢niku mala spolo¢né tlohy s olympiadou v éeskej
republike.

Ustredné komisia MO pracovala v zlozeni, v ktorom bola na navrh JSMF vymeno-
vana Ministerstvom skolstva a vedy SR. Predsedom UK MO bol Doc. RNDr. Tomds
Hecht, CSc. z MFF UK v Bratislave. Daliimi élenmi UK MO boli:

RNDr. Jurajy Balazs, PF UPJS Kosice,

RNDr. Andrej Blaho, MFF UK Bratislava,

RNDr. Jaroslava Brinckova, UMB FHPV Banska Bystrica,

RNDr. Viadimir Burjan, Exam Bratislava,

RNDr. Milan Cirjak, Metodické centrum Presov,

RNDr. Pavol éernek, CSec., MFF UK Bratislava,

Mgr. Milan Demko, PedF UPJS Presov,

Mgr. Vojstech Filin, Gymnazium Trencin,

RNDr. Jozef Fulier, CSc., Vysoka skola pedagogicka Nitra,

Vlasta Gubasova, IUVENTA Bratislava,

RNDr. Milota Hilkova, 7S Jilemnického Revtca,

PhDr. Oto Klosterman, MSaV SR Bratislava,

Richard Kollar, MFF UK Bratislava,

Mygr. Jozef Mészaros, Gymnazium s vyud. jaz. mad. Galanta,

RNDr. Gabriela Monoszova, UMB FHPV Banska Bystrica,

Prof. RNDr. Jozef Moravcik, CSe., VSDS Zilina,

Doc. RNDr. L'udovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,

PhDr. Milan gcvasny’, CSe., 7S Za kasériiou Bratislava,

RNDr. Juray Vantuch, CSc., PedF UK Bratislava,

Mgr. Dagmar Vongrejova, 7S Moskovska Zilina.

Clenmi UK MO boli a] predsedovia oblastnych komisii MO:

Prof. RNDr. Ondrej gedivgj, CSe., Vysoka skola pedagogicka Nitra,

Doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FDS VSDS Zilina,

RNDr. Bozena Mihdalikova, CSe., PF UPJS Kosice,

RNDr. Pavol Masiar, Metodické centrum Bratislava.
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V priebehu 45. ro¢énika MO sa konalo jedno plendrne zasadanie UK MO a styri
zasadania Predsednictva UK MO. Zaoberali sa priebehom a finanénym zabezpecenim
sutaze, organizaciou dalsich kol, zabezpefenim pripravnych ststredeni pred medzina-
rodnou matematickou olympiadou (MMO) a medzinarodnou olympiadou v informatike
(MOI), pripravou sttaznych dloh a zmenami v organizacii budiceho roénika sitaze
suvisiacimi aj s novym uzemnospravnym rozdelenim SR.

Organizacia sutaze vSak zostala v tomto ro¢niku MO uplne zachovana. Pripravu tuloh
pre kategorie A, B, C zabezpecovala Ulohové komisia MO pod vedenim Doc. RNDr.
Jaromira gimsvu, CSc. z MU CAV v Brne. Na dvoch zasadaniach, ktoré sa pocas roka
uskutoénili v Bratislave a Jevicku v CR sa ztcastnilo jej 16 ¢lenov. Zo Slovenska sa
na priprave sutaznych tloh podielali RNDr. Pavol éernek, CSec., Doc. RNDr. Tomas
Hecht, CSec., Richard Kollar a RNDr. Monika Krallova. Garantmi vyberu tloh v tomto
sutaznom ro¢niku boli

pre kategoriu A: RNDr. Pavol éernek, CSe.,

pre kategoriu B: Doc. RNDr. Antonin Vrba, CSc.,

pre kategoriu C: RNDr. Jaroslav Zhouf.

Za zadanim kazdej sutaznej tlohy je v zatvorke uvedené meno autora tlohy, prip. meno
navrhovatela.

Pre ziakov zakladnych skol je sutaz tradi¢ne rozdelena do piatich kategorii: Z4 — 78,
ktoré st uréené Zakom 4. az 9. rotnikov ZS a im odpovedajucich ro¢nikov viacroc-
nych gymnazii. Pre Ziakov strednych skol a im zodpovedajicich ro¢nikov viacroénych
gymnazii bola sttaz organizovana v styroch kategoriach: A,B,C a P. Kategoria A bola
urc¢ena ziakom 3. a 4. roc¢nikov, kategoria B ziakom 2. roc¢nikov a kategoria C bola
urcenad pre ziakov 1. roénikov strednych skol. Pre ziakov vSetkych roénikov bola uréena
kategoria P, zamerana na ulohy z programovania a matematicke] informatiky. Talen-
tovani ziaci mohli po stihlase svojho uéitela matematiky sttazit aj vo vyssej vekovej
kategorii, ako im prislichala. Tyka sa to aj ziakov ZS, ktori tiez mohli sutazit v niektorej
z kategorii A.B.C a P.

V kategoriach A,B,C ma prvé kolo dve ¢asti. V prvej casti sutaziaci vypracovavaja
riesenia 6 lloh doma, moZu sa pritom radit so svojimi uéitelmi, vediicimi krizkov a pod.
Druha ¢ast ma formu klauziirnej prace. Ziaci riefia v obmedzenom ¢ase 4 hodiny 3 ulohy.
U'speéni riesitelia prvého kola st pozvani do druhého (oblastného) kola stitaze, kde riesia
4 1lohy v ¢asovom limite 4 hodiny.

V kategoriach B,C tymto kolom stutaz konéi, ale v kategoriach A a P sa kona este
tretie (celostatne) kolo. Tento rok don bolo pozvanych v kategdérii A 40 najlepsich
(zGi¢astnilo sa 39 studentov) a v kategérii P 25 najlepsich riesitelov z druhych kol stitaze
prislusnej kategorie podla poradia zostaveného po koordinacii bodového hodnotenia.
Vlastna sutaz je rozdelend do dvoch dni. V kategorii A riesia sutaziaci kazdy den tri
ulohy v ¢asovom limite 4 hodiny, v kategorii P v rovnakom limite prvy den 3 teoretické
a druhy den po minuloroé¢nej premiére aj dve praktické tilohy. Novinkou v tomto ro¢niku
MO je zavedenie praktickych tuloh aj do domaéaceho kola. Zo styroch zadanych uloh
boli dve teoretické a dve praktické, ktorych opravovanie bolo po zaslani diskiet priamo
koordinované UK MO. Kedze zavedenie praktickej tlohy aj do oblastného kola nemozno
v najblizsich rokoch z organiza¢nych dovodov ocakavat, je tato podoba sttaze po dvoch
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rokoch zmien koneéna. Tieto zmeny, pribliZenie sa medzinarodnym stutaziam, priniesli
tento rok prvé ovocie v podobe tspesného vystiipenia nasho druZstva na medzinarodne;
olympiade v informatike.

Celogtatne kolo 45. roénika sa uskutoénilo v Ziline v ditoch 21. — 24. 4. (kat. A) a 25.
— 28. 4. 1996 (kat. P) na SOU zdravotnom. Na zabezpeleni stitaze, vratane spolocen-
ského programu, sa obetavo podielali pracovnici usporiadajicej Vysokej skoly dopravy
a spojov Zilina, Centra volného ¢asu IUVENTA a pracovnici a Studenti Matematicko-
fyzikalnej fakulty UK v Bratislave. Avsak najvacsiu zasluhu na usporiadani III. kola
MO mimo Bratislavy mal Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSe. z VéDS, ktorého enormné
usilie bolo korunované aspesnym priebehom sitaze.

Jedenast najaspesnejsich riesitelov III. kola MO kategorie A bolo pozvanych na vy-
berové sustredenie pred MMO, ktoré sa konalo v dioch 6.-11. 5. 1996 v Bratislave.
Nakolko tento rok nebolo mozné ziéastnit sa okrem medzinarodnej matematickej olym-
piady zaroven aj medzinarodnej fyzikalnej olympiady, terminy vyberovych ststredeni
sa prekryvali a dvaja pozvani riesitelia preto tcast na tomto ststredeni odmietli.
Na zaklade vysledkov tohto ststredenia a vysledkov tretieho a druhého kola MO bolo
na konci sustredenia vybrané Sestélenné druzstvo, ktoré reprezentovalo SR na MMO.
Pre toto druZstvo sa organizovalo este jedno pripravné sustredenie, a to v dhoch 17.—
21. 6. 1996 v zariadeni IUVENTY na Zochovej chate, a zaroven nas toto druzstvo
reprezentovalo aj na druhom roéniku medzinarodného stretnutia s Ceskou republikou,
ktoré sa prvykrat konalo na Slovensku, v Ziline. Tejto sttazi ako aj medzinarodne;j
matematickej olympiade st venované v tejto roc¢enke samostatné kapitoly.

Pre 12 najlepsich riesitelov kategdrie P bolo organizované v dnoch 13. — 18. 5. 1996
vyberové stustredenie na MFF UK v Bratislave. V ramci tohto naro¢ného sustredenia
Ucastnici v doobednajsich aj poobednajsich hodinach tvorili programy, ktoré este v ten
isty den vecer spoloéne vyhodnocovali. Na zaklade dosiahnutych vysledkov a vysledkov
I11. a II. kola UK MO vybrala stvorclenné druzstvo, ktoré reprezentovalo SR na medzi-
narodnej olympiade z informatiky. Okrem toho, spomedzi studentov, ktori v uplynulom
skolskom roku nematurovali, boli Styria najuspesnejsi vybrani na treti roénik Stredo-
europskej olympiady z informatiky. Spravy z tychto medzinarodnych sttazi najdete v
samostatnych kapitolach tejto knihy.

Stcastou celoroénej pripravy na MO st aj rozne korespondenéné seminére (KS),
v tomto roku tradi¢ne prebiehalo niekolko KS s celostatnou posobnostou:

Bratislavsky korespondencny matematicky semindr (BKMS),

Stredoslovensky korespondenény semindr (SSS),

Kosicky korespondenény semindr (STROM),

Korespondenény semindr z programovania (KSP).
(Kontaktné adresy na tieto korespondenéné seminare néjdete v prilohe v zévere knihy.)

f)alej prebiehal aj druhy roénik obnoveného KS UK MO, ktory je urceny predov-
setkym pre studentov, ktori bojovali o tcast na MMO. Tejto sutazi je tiez venovana
samostatna kapitola.



Vysledky celostatneho kola, kategoria A

Por. | Meno Roc¢nik, Skola 1.12.13.4.]5.|6.|Sacet
1. Viera Ruzickova |2 V.Okruznd, Zilina 712176163 31
2. Vladimir Marko 3 J.Hronca, Bratislava | 7|6 |3 |0 |7 |7 30
3. Miroslav Dudik 3 Trebisov L1777 70 29
4.-5. | Ivan Cimrak 4 V.Okruzna, Zilina 71612625 28
Eugen Kova¢ 4 Stropkov 7110|7167 28
6. Daniel Péartos 4 Grossling., Bratislava | 7|7 |00 |7 ]6| 27
7. Tamas Varga 4 Koméarno mad. S|7|—|—-|7|7] 26
8.-11. | Stefan Godis 4 V.Okruzna, Zilina 5(5(0[7][7|0] 24
Martin Jandacka |4 J.Hronca, Bratislava |6 (4|11 |7|5| 24
Peter Kozdk 1 Sucany 51210 7|3|7] 24
Martin Plesch 4 J.Hronca, Bratislava |6 |1 |7 |1 |7 2] 24
12. | Andrej Komora 4 Grossling., Bratislava |6 |4 (4|07 |2] 23
13. | Gabor Zsemlye 4 Samorin mad. 41216|7|10(2] 21
14.-16. | Dusan Bezak 4 Grossling., Bratislava | 72| 1|16 |3] 20
Ondrej Lonek 4 Grossling., Bratislava | - |26 |66 | 0] 20
Marek Uhlir 4 Grossling., Bratislava | 70|40 |7 2] 20
17.-18. | Alexander Erdélyi | 4 Grossling., Bratislava |7 |73 |0 1| 1] 19
Jan Rusz 3 Trebisovska, Kosice 710121073 19
19. | Frantisek Kardos |2 Alejova, Kosice 314161041 18
20.-23. | Stefan Gaspar 2 Ptchov 6110730 17
Stacho Mudrak 4 J.G.Taj., B.Bystrica |7 51|01 |3] 17
Zuzana Rjaskova |3 Vranov n. Toplou 711|710 17
Martin Vojtek 4 Parovska, Nitra 7315|1110 17
24.-25. | Pavol Novotny 2 V.Okruzna, Zilina 71121150 16
Peter Svréek 2 V.Okruzna, Zilina 71310[0]3 3| 16
26. | Peter Surda 4 Grossling., Bratislava [ 61| 1|16 [0] 15
27.-28. | Ladislav Kovar 3 Grossling., Bratislava [ 6| 1|10 |6 |0 14
Martin Samueléik |3 J.G.Taj., B.Bystrica |3 [0[0 6|4 |1] 14
29. | Henrich Datel 4 V.P.Té6tha, Martin 710/0{0]6|0| 13
30. |Jan Lipka 4 Grossling., Bratislava |7 (1100 | 2] 11
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Por. | Meno Roc¢nik, Skola 1.12.13.4.]5.|6.|Sacet
31. | Jaroslav Kadubec 3 Grossling., Bratislava |20 (20|60 | 10
32. | Rastislav Krivos-Bellus | 3 Postova, Kosice 510(210]1]1 9
33.-34. | Richard Hulin 4 Grossling., Bratislava |2 {200 |3 |1 8
Michal Majek 4 Grossling., Bratislava |1 22| 1]0 |2 8
35. | Marek Hycko 3 J.G.Taj., B.Bystrica |1 |—-]2|-]13|0 6
36. | Tibor Zavadil 3 V.Okruzna, Zilina 41011101010 5
37. | Juraj Majersky 4 J.G.Taj., B.Bystrica |0|1]0|0]0|3 4
38. | Istvan Jambor 3 SPSE Nové Zamky 210]0|01110 3
39. | Peter Kleja 3 Senec 0/1(0|10]0]1 2

Prvych 7 sttaziacich bolo vyhlasenych za vitazov a prvych 19 sutaziacich za tspes-
nych riesitelov celostatneho kola MO kategorle A. Na celostatnom kole sa neztcastnil

Pavol Cerny, 3 G J.Hronca, Bratislava. Uspesnost jednotlivych dloh je zaznamenana
v tabulke.

Pocet | Spolu Cislo ulohy

bodov 1. 2. 3. 4. 5. 6.
7 bodov | 44 17 3 3 7 10 4
6 bodov | 24 6 2 3 4 8 1
5 bodov | 10 4 2 1 0 1 2
4 body 9 2 3 2 0 2 0
3 body 17 2 2 2 0 5 6
2 body 24 3 7 7 0 1 6
1 bod 40 2 11 8 7 6 6
0 bodov | 66 3 9 13 | 21 6 14
Priemer | 2,89 |5,05(2,21(2,05|2,05|3,95|2,05




Vysledky celostatneho kola, kategoria P

Por. | Meno Roc¢nik, Skola 1. |2.]13. 4. 5. |Sucet
1. Martin Hajduch 3 Povazska Bystrica 71611019 10| 42
2. Juraj Gottweis 4 Grosslingova, Bratislava | 7 |9 | 4 |10|10| 40
3. Martin Plesch 4 Novohradska, Bratislava | 9 | 6 |10 4 |10]| 39
4. Robert Macho 3 Prievidza 5 | 7110 5 (10| 37
5. Miroslav Dudik 3 Trebisov 1 |7]10]10| 7| 35

6.—9. | Dusan Bezak 4 Grosslingova, Bratislava | 1 |6 |10 7 | 10| 34

Stanislav Funiak 3 Sucany 5165|810 34

Martin Jandacka 4 Novohradska, Bratislava | 8 |6 | 6 | 7| 7| 34
Vladimir Marko 3 Novohradska, Bratislava | 9 |9 |10| 0 | 6 | 34

10. | Ivan Strohner 4 Prievidza 816|805 27
11.-12. | Peter Helecmanovsky | 4 Postova, Kosice 6 (51410 26
Tomas Kalab 4 Grosslingova, Bratislava | 4 |55 | 2 |10]| 26

13.-16. | Martin Irman 4 Grosslingova, Bratislava | 2 |6 |10 2 | 5| 25
Daniel Partos 4 Grosslingova, Bratislava | 4 |6 |10 3 | 2 | 25
Vladimir Scholtz 4 Novohradska, Bratislava | 1 | 7|3 |6 | 8| 25

Tomas Vasko 4 Parovska, Nitra 51516514 25

17. | Lubomir Nistor 4 P.Horova, Michalovce 215|582 22
18. | Richard Kralovi¢ 1 Novohradska, Bratislava | 1 |56 | 5 | 4| 21
19. | Tomas Izo 3 Prievidza 116533 18
20. | David Pal 1 Novohradska, Bratislava | 1 |16 | 5| 3 16
21. | Jan Jamrich 2 Novohradska, Bratislava | 3 | 6|6 | — | — | 15
22. | Ladislav Barsi 4 Komarno mad. 11515130 14
23. | Zsolt Benes 2 Dunajska Streda mad. 11414130 12
24. | Peter Hroncek 4 Novohradska, Bratislava | 0 |54 | 0| 2 11
25. | Tomas Arlt 4 Komarno mad. 201711701 0] 10

Prvych 5 sttaziacich bolo vyhlasenych za vitazov a prvych 12 sutaziacich za tspes-
nych riesitelov celostatneho kola MO kategorie P.




Vysledky oblastnych kol

Z kazdej oblasti a z kazde] z kategorii A, B, C, P a Z8 st uvedeni vSetci tspesni
riesitelia, prip. aspon prvych 10 dspesnych riesitelov. V kategoriach B, C, Z8, ak nie
je uvedené inak, su vSetci ziaci studentmi 2., resp. 1., resp. 8. ro¢nikov. Gymnazia
so zameranim na matematiku, studijny odbor 01 st tieto:

Gymnazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymndazium Velkd Okruzna, Zilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnazium Postova, Kosice.

Bratislavska oblast

KATEGORIA A

1. Daniel Partos, 4, G Grosslingova
2.-3. Martin Jandacka, 4, G Novohradska
Vladimir Marko, 3, G Novohradska
4.-5. Alexander Erdélyi, 4, G Grosslingova
Martin Plesch, 4, G Novohradska
6. Jan Lipka, 4, G Grosslingova
7.—8. Dusan Bezak, 4, G Grosslingova
Andrej Komora, 4, G Grosslingova
9.-12. Richard Hulin, 4, G Grosslingova
Ladislav Kovar, 3, G Grosslingova
Michal Majek, 4, G Grosslingova
Peter gurda, 4, G Grosslingova

KATEGORIA B

Jan Kovacik, G Grosslingova
Andrej Melocik, G Grosslingova
Lukas Medlen, G Novohradska
Peter Seftik, G Grosslingova

Ll
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5.—6. Vladimir Erdélyi, G Grosslingova
Jan Jamrich, G Novohradska
7. Jan Wall, G Grosslingova
8.-11. Matus Kalas, G Grosslingova
Bohuslav Straka, G Grosslingova
Julius Stroffek, G Grosslingova
Pavol gupa, G Grosslingova

KATEGORIA C

1.-4. Kristina Cernekové, G Grosslingova
Martin Potoc¢ny, G Novohradska
Zuzana Slosarcikova, G Grosslingova
Jakub Salamon, G Grosslingova

5.—6. Alena Kovarova, G Grosslingova

Richard Kralovié, G Novohradska
7. Juraj Olejnik, G Novohradska
8. Katarina Vrtova, G Novohradska
9. Samuel Ferencik, G Grosslingova
1. Pavol Hanus, G Bilikova

Tomas Spielbock, G Grosslingova

KATEGORIA P

1. Martin Irman, 4, G Grosslingova
2. Vladimir Marko, 3, G Novohradska
4. Dusan Bezék, 4, G Grosslingova
Richard Kralovié, 1, G Novohradska
5.—6. Juraj Gottweis, 4, G Grosslingova
Martin Plesch, 4, G Novohradska
7. Peter Hroncek, 4, G Novohradska
8.-10. Jan Jamrich, 2, G Novohradska
Martin Jandacka, 4, G Novohradska
Vladimir Scholtz, 4, G Novohradska

KATEGORIA Z8

1. Martin Fraas, G Grosslingova
2.-3. Peter Kosinar, ZS Bajkalska
Marek Petrik, 7S Streénianska



6.—8
9.-10
1.

2.
3.—4.
d.
6.-9
10.
1.3
4.5
6.—8
9.-11

VYSLEDKY OBLASTNYCH KOL

. Tomas Galbavy, G Grosslingova

Marian Potocny, 7S Kosicka

. Dana Jezova, 7S Tematinska

Jana Szolgayova, 7, G Grosslingova
Vladimir Zajac, G Grosslingova

. Ivana Lehocka, G Grosslingova

Michal Pokorny, 7, G Grosslingova

Zapadoslovenska oblast

KATEGORIA A

Tamas Varga, 4, G Koméarno mad.
Martin Vojtek, 4, G Parovska, Nitra
Zoltan Fazekas, 4, G Nové Zamky
Gabor Zsemlye, 4, G Samorin mad.
Peter Kleja, 3, G Senec

. Tamas Diosy, 3, SPS Komarno

Istvan Jambor, 3, SPSE Nové Zamky
Judit Kucsera, 4, G Komarno mad.

Tamas Nagy, 4, G Koméarno mad.
Zuzana Kalmarova, 3, OA Velky Meder

KATEGORIA B

. Jozef Budinsky, G éahy

Elena Cv'fzvkova/, G Skalica

Jan Somorcik, G Parovska, Nitra

. Dusan Kovaé, G Piestany

Janos Simon, G mad. Velky Meder

. Michal Bystersky, G Piestany

Juraj Stancik, G Levice
Michal Ulicky, G Hviezdoslavova, Trnava

. Rébert Lencés, G Parovska, Nitra

Libor Marek, G Angely Merici, Trnava
Waldemar Melicher, G Parovska, Nitra
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KATEGORIA C

Keve Kurucz, 8, G Koméarno mad.
Peter Huszar, G Koméarno mad.
Miroslav Vranka, G Sered

Julius Weissensteiner, G Piestany
Ronald Filo, G Parovska, Nitra

Milos Mrva, G Hviezdoslavova, Trnava

. Peter Brncik, G Pezinok

Csaba Voros, G Komarno mad.

. Jarmila Novakova, G Hviezdoslavova, Trnava

Pavol Orvos, SPS Komarno

KATEGORIA P

Tomas Arlt, 4, G Komarno mad.

Zsolt Benes, 2, G Dunajska Streda mad.
Ladislav Barsi, 4, G Koméarno mad.
Tomas Vasko, 4, G Parovska, Nitra
Peter Novéak, 3, G Golianova, Nitra
Vladislav Kurz, 4, G J.Hollého, Trnava

KATEGORIA Z8

. Hana Ticha, ZS Zéhoracka, Malacky

Filip Vitek, ZS Benkova, Nitra
Péter Sido, ZS Holice na Ostrove
Marian Uhercik, ZS Tajovského, Senec

. Katarina Sekacova, ZS Brezova, Piestany

Milos Siska, ZS Tribe&ka, Topoléany

. Baldzs Keszegh, G Koméarno mad.

Keve Kurucz, G Koméarno mad.

Zuzana Kikelovd, ZS Kratka, Sala
Tomas Machacek, ZS Kuty

Katarina Ozoganyova, 7S Samorin mad.
Jozef gevcvfk, G Partizanske
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Stredoslovenska oblast

KATEGORIA A

Stefan Godis, 4, G V.Okruzna, Zilina
Ivan Cimrak, 4, G V.Okruzna, Zilina
Peter Kozak, 1, G Suc¢any

Stacho Mudréak, 4, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Pavol Novotny, 2, G V.Okruzna, Zilina
Tibor Zavadil, 3, G V.Okruzna, Zilina

. Viera Rizickova, 2, G V.Okruznd, Zilina

11

Martin Samueléik, 3, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Peter Svréek, 2, G V.Okruzna, Zilina
Marek Hycko, 3, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica

KATEGORIA B

Michal Zavodny, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Peter Kozak, 1, G Suc¢any

Viera Rizickova, G V.Okruzna, Zilina

Pavol Novotny, G V.Okruzna, Zilina

Peter Svréek, G V.Okruzna, Zilina

Vratko Polak, G Vrutky

Stanislav Funiak, G Sucany

Martin Kovacik, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Pavol Zajac, G Sladkovicova, Banska Bystrica

Jan Rys, G Kremnica
Michal gvarc, G Cadca

KATEGORIA C

Peter Novotny, G V.Okruzna, Zilina
Ivan Pillis, G Martin

Michal Lepej, G Vrutky

Jana Hrivnakova, G Lucenec

Michal C’anecky, G V.Okruzna, Zilina

Jana Pigosova, G Banska Stiavnica

Katarina Stajcanova, G J.G.Tajovského, Banska Bystrica
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8.-10. Zuzana Dzurakova, G Prievidza
Katarina Facunova, G Sucany
Lubos Petian, G Ludenec

KATEGORIA P

1.-2. Martin Hajduch, 3, G Povazska Bystrica
Rébert Macho, 3, G Prievidza

Stanislav Funiak, 3, G Sucany

Ivan Strohner, 4, G Prievidza

Tomas I7o, 3, G Prievidza

Martin Kubacak, 4, G Turzovka

Jozef Mika, 4, G V.Okruzna, Zilina

RSN S

KATEGORIA Z8

1. L'ubica ﬁurisvové, ZS Spojova, Banska Bystrica
2. Juraj Stacho, ZS Moskovska, Zilina
4. Marian Ertl, ZS S.Chalupku, Prievidza
Juraj Suchar, 7S Ladce
5. Lucia Pivarciova, ZS Hliny, Zilina
6.—-10. Adriana Junova, ZS J.Kréla, Nova Dubnica
Jaroslav go]tys, 7S Csl. brigady, Liptovsky Mikulas
Martin Trojak, ZS Krugetnica
Milan Urdzik, ZS Moskovska, Zilina
Juraj Valasek, ZS Vychodna, Martin

Vychodoslovenska oblast

KATEGORIA A

1. Eugen Kovaé, 4, G Stropkov
2. Frantisek Kardos, 2, G Alejova, Kosice
3. Jan Rusz, 3, G Trebisovska, Kosice
5. Miroslav Dudik, 3, G Trebisov
Rastislav Krivos-Bellus, 3, G Postova, Kosice
6.—7. Marek Revicky, 3, G Konstantinova, Presov
Zuzana Rjaskova, 3, G Vranov n. Toplou



10.-16.

10.-11.

10.-11.

VYSLEDKY OBLASTNYCH KOL

. Jozef Chval, 4, G Postova, Kosice

Peter Kolenié, 4, G Konstantinova, Presov
Peter Bohus, 3, G Alejova, Kosice

Peter Diko, 4, G Alejova, Kosice

Jozef Hales, 4, G Alejova, Kosice

Martin Jencak, 3, G Popradské nabr., Poprad
Marian Jurasek, 4, G Konstantinova, Presov
Slavo Koval, 3, G Konstantinova, Presov
Miroslav Maruséak, 4, G Stropkov

KATEGORIA B

Peter Bodik, G Postova, Kosice
Peter Tajat, G Popradské nabr., Poprad
Jan Spakula, G Postova, Kosice

. Daniel Bartovi¢, G D.Tatarku, Poprad

Miroslav Kladiva, G Postova, Kosice

Martin Tamas, G Jiraskova, Bardejov

. Michal Kolcun, G Alejova, Kosice

Jan Poloha, SPSE Presov

Roébert Schreter, G Popradské nabr., Poprad
Frantisek Kardos, G Alejova, Kosice

Renata Kotorova, G Michalovce

KATEGORIA C

. Martin Hrinadk, G Alejova, Kosice

Jan Senko, SPSE Kogice
Michal Forisek, G Popradské nabr., Poprad

Zuzana Petrikova, G Konstantinova, Presov

. Peter Mihok, G Alejova, Kosice

Martin Lang, G Popradské nabr., Poprad

. Petra Fencikova, G Alejova, Kosice

Jozef Miskuf, G Postova, Kosice
Eduard Seman, G Michalovce

Jan Durovec, G Postova, Kosice

Vladimir Lakatos, G Michalovce

13
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KATEGORIA P

. Miroslav Dudik, 3, G Trebisov

. Peter Helcmanovsky, 4, G Postova, Kosice

Lubomir Nistor, 4, G Michalovce

. Peter Bodik, 2, G Postova, Kosice

Jan Svoren, 3, G D.Tatarku, Poprad

. Tomas Begala, 3, G Moldava n. Bodvou

Peter Kehl, 4, G J.A.Raymana, Presov

KATEGORIA Z8

. Juraj Laca, ZS 8.maja, Svidnik

Daniela Macurova, ZS Hanusovce

. Katarina Birosova, G Alejova, Kosice

Rébert Bursa, G Alejova, Kosice

Milos C’ernék, ZS dr. Fischera, Kezmarok
Alexandra Saxova, ZS émeralova, Presov
Pavol Oravec, G Alejova, Kosice
Slavomir Miskovec, ZS 1. Poprad

Tomas Jurik, ZS Dneperska, Kosice

Peter Smatana, ZS MPCL, Poprad



Zadania safaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

V rovnostrannom trojuholniku ABC' so stranou diéky a oznacme K, L, M po rade
stredy stran AB, BC, CA. Vnutri alebo na obvode trojuholnika ABC' je zvoleny bod S.

Dokazte, ze plati rovnost

3
[AS]® + BS| +|CS[? = |K S| + |LS|* + [MS[* + ~a’.

(J.Zhout)
C-1-2
Rozhodnite, ¢ moZno mnozZinu ¢éisel {1,2,...,1995} rozdelit na dve skupiny tak, aby
v prvej skupine bolo
a) dvakrat, b) trikrat, c) styrikrat

viac ¢isel ako v druhej skupine, a aby stcty ¢isel v oboch skupinach boli rovnaké.

(J.Zhout)
CcC-1-3

Zostrojte lichobeznik ABCD (AB || CD) s pravym uhlom pri vrchole A, ak je |AC| =
= 5em, |BD| = 7cm a uhloprietka AC deli obsah ABCD na dve ¢asti v pomere 2 : 1.

(J.gvréek)
C-1—-4
Urcte vsetky dvojice x, y prirodzenych ¢isel, pre ktoré stcasne plati:
a) 2100 < zy < 2500;
b) 0,85 < — < 0,9;
)
¢) podiel zi—i je celodiselny. (J.Zhouf)
C-1-5
Urcte vsetky stvorciferné ¢isla A, ktoré maju pre kazdé k = 2,3,4,... |9 tito vlastnost:

Ak vpiSeme cifru k medzi prostredné cifry ¢isla A, dostaneme patciferné ¢islo, ktoré je
nasobkom ¢isla k.

(J. giméa)
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C-1-6

Uréte dlzku prepony pravouhlého trojuholnika, ak poznate polomer r kruznice vpisanej
a polomer R kruZnice pripisanej k prepone tohto trojuholnika (t.j. kruznice, ktord sa
dotyka zvonku prepony a predlZenia oboch odvesien trojuholnika).

(P.Leischner)
CcC-S-1

Rozlozte vsetkymi moznymi sposobmi ¢islo 1996 na stcet niekolkych (asponn dvoch)
po sebe iducich prirodzenych éisel.

(J.Zhout)
C-S-2

Vo vnutri rovnostranného trojuholnika ABC' je dany bod D, ktorym st postupne vedené
rovnobezky KL, M N, PQ so stranami AB, BC', C'A ako na obrazku. Bod D je zvoleny
tak, ze vzniknuty Sestuholnik QM LPN K ma pravé uhly pri vrcholoch M a N. Urcte
pomer obsahov sestuholnika QM LPN K a trojuholnika ABC'

c (J.Zhout)
N .

P

K D L

N

A Q M B
Obr. 1

CcC-S-3

Uréte vsetky péatciferné éisla A s nasledujiicou vlastnostou: ak zapiseme za sebou (zlava
doprava) zvysky, ktoré déva ¢éislo A po deleni ¢éislami 2, 3, 4, 5 a 6, dostaneme opat
povodné ¢islo A.

(J.gimsva)
C-1I1-1
Zistite, pre ktoré prirodzené ¢éisla n moZno rozdelit mnozinu éisel {1,2,... ,n} na dve

skupiny tak, aby v prvej skupine bolo trikrat viac ¢isel ako v druhej, a aby stcty ¢isel

v oboch skupinéach boli rovnaké. (R.Kollar)
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C-1I-2
Urcte vsetky body S daného stvorca ABCD), pre ktoré plati

|SA|-|SC| = |SB|-|SD|.
(J.Zhout)

C-1I1-3

Najdite najmensie patciferné éislo abede, ktorého vietky éislice st nenulové, a ktoré je
delitelné kazdym z ¢isel €, de, cde, bede, abede.

(J.Zhout)
C-11-4

V rovine st dané 3 rozne body A, B a M, ktoré nelezia na jednej priamke. V polrovine
ABM zostrojte kruznice ki a ko, ktoré sa dotykaju priamky AB po rade v bodoch A
a B, dotykaji sa zvonku v nejakom bode T a ich spoloéné dotyénica v tomto bode

prechadza bodom M.

(P.Leischner)
KATEGORIA B
B-1I-1
Zistite, pre ktoré redlne ¢isla p ma rovnica
23 —I—p:Jc2 +2pr =3p+1
tri rozne realne korene xy, x2 a x3 také, Zze x1x9 = l’g (J,gjméa)

B-1-2

V rovine je dany trojuholnik ABC, v ktorom |4 BAC| = 105°, |[SABC| = 55° a |AB| =
= 6 cm. Na strane BC' zostrojte body X, Y (|BX| < |BY'|) a na strane AC body M, N
(|JAM| < |AN|) tak, aby stvoruholniky ABXM a MXYN boli tetivové a im opisané

kruznice mali rovnaky polomer ako kruznica opisana trojuholniku NYC'.

(P. C'ernek)
B-1-3
Ak zvolime Tubovolne 11 roznych dvojcifernych éisel, vidy z nich mozno vybrat dve

skupiny ¢isel, ktoré maju rovnaky pocet prvkov, neobsahuji Ziaden spoloény prvok
a davaju rovnaky siéet. Dokazte. (A.Vrba)
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B-1-4
Cislo 2n* + n® + 50 je delitelné Siestimi prave pre tie prirodzené ¢isla n, pre ktoré je
¢islo 2-4™ + 3™ 4+ 50 delitelné trindstimi. Dokazte. (J.Simsa)
B-1-5

Dany je trojboky ihlan ABCV, ktorého podstavou je rovnostranny trojuholnik ABC
s dlzkou strany a. Priamky AV, BV a C'V maju od roviny podstavy rovnaku odchyl-
ku 45°. Urcte polomer gule, ktora sa dotyka roviny ABC' v bode A, a aj priamky V B.
(Odchylkou priamky od roviny rozumieme uhol, ktory priamka zviera so svojim kolmym
priemetom do tejto roviny.)

(R.Kollar)

B-1-6
Umiestnite v rovine 7 navzajom roznych bodov a 7 navzajom roznych priamok tak, aby
kazdymi dvoma z tychto bodov prechadzala jedna z tychto priamok a aby sa kazdé dve

z tychto priamok pretinali v jednom z tychto bodov. Prevedte diskusiu.

(P.Hlinény)

B-S-1

s . . v . 7 w7 7 . v 7 ﬂH . ¢l 7 . 7 . .
Najdite vsetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je ¢islo 199...96 delitelné trinastimi.

(A.Vrba, J. giméa)

B-S-2

Do kruznice je vpisany stvorec ABCD. Lubovolnym bodom M uhlopriecky AC je
vedend tetiva K L rovnobe’né so stranou AB. DokéZte, Ze |[KM|* + |ML|*> = |AB|?.

(P.Leischner)
B-S-3
Najdite 1996 navzajom roznych celych éisel ay, az, ..., ajgg tak, aby medzi sté¢tami
vietkych dvojic a; + aj (1 £ 1< j =< 1996) bolo
a) ¢o najviac roznych éisel, b) ¢o najmenej roznych ¢isel.
(R.Kollar)
B-1II-1

Najdite vsetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je ¢islo 5™ — 3™ + 2 delitelné siedmimi.

(A.Vrba, J. giméa)
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B-1I -2

Body dotyku dotyénic vedenych z bodu V' ku kruznici k ozna¢me A, B. Zostrojte se¢nicu

kruznice k tak, aby prechadzala bodom V' a kruznicu k pretinala v bodoch C' a D, kde
|AC| = |BD|.
(J.gvréek)

B-1II-3

Dokézte, Ze rovnica x® — 199622 4 rz + 1995 = 0 ma pre kazdy redlny koeficient r
nanajvys jeden celoéiselny koren.

(A.Vrba)
B-1I -4

Dany je trojboky ihlan ABCV s podstavou ABC (|AB| = 8cm, |AC| = |BC| =
= 5cm), ktorého boéné steny maji od roviny podstavy odchylku 45° a péta P jeho
vysky spustenej z vrcholu V' lezi vnttri podstavy. Vypoditajte velkost vysky VP.

(P.Leischner)
KATEGORIA A
A-1I-1
Stipce Sachovnice 8 x 8 ozna¢me zlava doprava ¢islami 1,2,...,8, riadky oznacme

rovnakymi ¢islami zdola nahor. Do kazdého policka zapiseme stiéet ¢isel prislusného
riadku a stipca. Vyberieme 8 policok tak, aby Ziadne dve z nich neboli ani v rovnakom
riadku, ani v rovnakom stipci. Aky je

a) najvacsi mozny sucet,

b) najvaési mozny suéin,

¢) najmensi mozny sucet druhych mocnin
¢isel na vybranych poliach? (J.Zhout)

A-1I-2

Na stranach AB, BC a CA daného trojuholnika ABC' st zvolené po rade body K, L
a M tak, Ze plati

|AK| |BL| |CM| <1
|AB|  |BC| |CA| '
Dokazte, ze ak je trojuholnik K LM rovnostranny, potom je rovnostranny aj trojuholnik

ABC. .
(J.Simsa)
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A-1-3

Postupnost prirodzenych ¢isel ay,as,as, ... spiﬁa pre kazdé prirodzené n = 1 tri

rovnosti:
Up + Q2p = A3q,

(p + G3p—1 = Q2n + A2n—1,

Op + A3p41 = Q2p + A2n41-
Pritom vieme, ze vSetky $tyri ¢leny ay, a4, ay7 a ag; su prvocisla. Dokdzte rovnost
a1995 = d2000-

(J.gimsva)
A-1-4

Dokazte, ze ak pre prirodzené ¢isla a, b je aj ¢islo
a+1 b+1
_I_
b a
prirodzené, potom pre najvacsi spoloény delitel D éisel a, b plati nerovnost D < v/a + b.
Moze nastat rovnost v pripade, ze D < a < b ?

(M.Niepel)
A-1-5

Najdite vsetky funkcie f: N — Z spiﬁajﬁce pre kazdé z,y € N rovnost

flzy) = f(x) + fly) — fF(D(z,y)),

kde D(x,y) je najvacsi spoloény delitel éisel x, y, ak viete, ze plati f(p) = p pre kazdé
prvocislo p.

(P.Hlinény)
A-1-6

V priestore je dany trojuholnik ABC so stranami |[AB| = |AC| = 10cm a |BC| =
= 12 em. Najdite mnozinu vsetkych bodov D, pre ktoré spojnica stredu O gule opisanej
stvorstenu ABCD s taziskom T tohto Stvorstena je priamka kolméa na rovinu ADT.

(P.Leischner)
A-S-1

Néjdite vsetky také dvojice celych ¢isel a, b, pre ktoré st obe éisla

1 b41 2 p?
at + + a——l—— celé.

b a b a
(R.Kollar)
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A-S-—-2

N4ajdite najvacsie redlne &islo g, pre ktoré je nerovnost 2" > 1+ ng™ splnena pre kazdé
prirodzené éislo n = 2 .

(J.gimsva)
A-S-3

Popiste konstrukeciu rovnoramenného trojuholnika ABC' so zakladnou AB, v ktorom

|OA| = 9 cma |OB| = 3 cm, kde O je stred kruZnice pripisanej k strane BC' trojuholnika

ABC (t.]. kruZnice, ktoréd sa dotyka zvonku strany BC' a prediéeni stran AB a AC).
(A.Vrba)

A-1I-1

Urcte, pre ktoré prirodzené ¢isla n existuje neparne n-ciferné ¢islo, ktoré je delitelné
trinastimi a ma ciferny stcet rovny Styrom.

(J.gimsva)
A-1I-2

Dané st dve kruznice kq(S1,71) a k2(S2,72), 11 < ra, ktoré sa zvonku dotykaji v bode F.
Nech t je ich spoloéna vonkajsia dotyénica, jej body dotyku s kruznicami kq, ko oznaé¢me
po rade A, B. Vedme teraz ini doty¢nicu ku kruZnici k; rovnobeznii s priamkou . Jej
dotykovy bod s kruznicou ky oznac¢me C' a prieseéniky s kruznicou ky; oznac¢me D
a E. Dokéazte, ze bod F a stredy kruznic opisanych trojuholnikom ABC a ADE lezia
na jednej priamke.

(M.Niepel)

A-1II-3

V rovine je dana usecka AB. Najdite vsetky body C' tejto roviny také, ze pre stred O
kruZnice opisanej trojuholniku ABC a jeho tazisko T plati: O £ T, OT L CT.
(M.Englis)

A-1I -4

Deti sa v tabore delili do druzin nasledujtcim sposobom: Veduei uréil spomedzi deti
niekolko nacelnikov. Kazdy nacelnik si do svojej druziny vzal vsetkych svojich kamara-
tov z tabora (kamaratstvo je vzéajomné). Napo¢udovanie to vyslo dobre, teda tak, Ze sa
nacelnici nemuseli o ziadne dieta hadat, Ziadne dieta nezvysilo a ziadni dvaja nacelnici
neboli kamarati. Druhykrat vedici uréil iny pocet nacelnikov. Mohlo rozdelenie deti
rovnakym sposobom opat dopadnat dobre?

(P.Hlinény)
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A 11T -1
Pre postupnost G(n) (n =0,1,2,...) celych ¢isel plati:

G(0)=0
n—GGnh-1) (n=123,...)

Potom dokazte, Ze
a) neexistuje prirodzené &éislo k také, ze G(k — 1) = G(k) = G(k + 1),
b) pre kazdé prirodzené &éislo k plati G(k) = G(k — 1).
(M.Engli)

A—-1II1 -2

V priestore je dany ostrouhly trojuholnik ABC s vyskami AP, BQ a CR. Dokazte,
ze pre kazdy vnutorny bod V trojuholnika PQR existuje stvorsten ABCD taky, ze
bod V ma zo vietkych bodov steny ABC najvaésiu vzdialenost (po povrchu stvorstena)
od bodu D.

(P. Cernek, J.giméa)

A-1IIT-3

Danych je Sest trojprvkovych podmnozin koneénej mnoziny X . Dokazte, Ze potom prvky
mnoziny X mozno ofarbit dvoma farbami tak, aby Ziadna zo Siestich danych podmnozin
nebola jednofarebna, t.j. nemala vsetky tri prvky rovnakej farby.

(P.Hlinény)
A-1II -4

Dany je ostry uhol XCY a na jeho ramenach CX, C'Y po rade body A, B tak, ze
|CX| < |CA| = |CB| < |CY]|. Popiste konstrukeiu priamky, ktoré pretina rameno CX
a usecky AB, BC po rade v bodoch K, L a M tak, ze plati

|KA|-|YB|=|XA|- |MB| = |LA|-|LB| #0.
(P. C'ernek)
A-1III-5
Pre ktoré celé ¢isla k existuje funkcia f: N — Z spiﬁajﬁca
a) f(1995) = 1996,
b) flz-y) = f(a)+ fy)+ k- f(D(x,y)) pre kazdi dvojicu prirodzenych ¢isel  a y 7

(D(x,y) oznatuje najvacsi spoloény delitel éisel x a y.)

(P.Hlinény)
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A—-1III -6

Na stranach AB, BC a CA daného trojuholnika ABC' st dané po rade body K, L a M

tak, Ze plati
|AK| |BL| |[CM| 1

|AB| — |BC| |C4] 3~

Ak st kruznice opisané trojuholnikom AK M, BLK a CML zhodné, potom aj kruznice
vpisané tymto trom trojuholnikom st zhodné. Dokézte.

(J. giméa)



Riesenia sufaznych aloh
KATEGORIA C

C-1-1

Oznaéme P, ), R paty kolmic vedenych z bodu S na strany AB, BC, CA (obr.2)

a dalej ozna¢me

|ISP|=p, |SQ|=¢q, |SR|=7r, |AP|=u, |BQ|=v, |CR|=w.

A x D P E~B

Obr.2 Obr.3
Plati

|AS]* 4+ |BS|* +|CS|* = <u2 —|—p2> + <v2 + q2> + <w2 + 7“2),
KSP 4 |LSP + [MSJ =

= (u=3a) +7+ (0~ da) 0+ (w—a) +0° =

=u+p+ 0P+ +wt +r? —alut+v+w)+ 2d’

Aby sme dokazali platnost danej rovnosti, stacéi, ked dokédzeme, Ze plati
_ 3.2 . _ 3
—a(u+v—|—w)——§a, t.J. u+v+w=ja.

Bodom S vedieme rovnobezky IF, EH, GD so stranami AB, BC, C' A trojuholnika
ABC (obr.3). Oznaéme

|AD| =|GC|=|HI|==z, |DE|=|BF|=|IAl=vy, |EB|=|FG|=|CH|=-=.
Ak porovname obrazky 2 a 3, mozeme pisat
utvtws=(e+gy)+(y+52)+ (=450 =5ety+a)= e

¢o sme chceli dokazat. Vyuzili sme, ze v + y + 2z = a.
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Inym sp6sobom zapisané rieSenie (obr.2, obr. 3):
|AS|* + |BS|* +|CS|* = (z + %y>2 + <§y>2 +
+ (y + %2)2 + <§2>2 + <Z + %:1;)2 + <§x> =
:2<:1;2—|—y2—|—22> + zy + yz + zx,
S|+ |LS2 + |MSP + 3a? = (2 + Ly — La) + <§y> +
+ (y—l—%z— %a) + <§Z> +

2

et de = o) + () + 30 =
:2<:1;2—|—y2—|—z
:2<:1;2—|—y2—|—z

3.2 3.2 3.2 _
+aryt+yzr+zr+ ga” —5a + ja” =
+ay +yz + zx

°)
°)
(vyuzili sme, Ze x + y + z = a). Vidime, ze dokazovana rovnost skutoéne plati.

Na obrazkoch je bod S nakresleny vnutri trojuholnika ABC', vsetky vypocty st vsak
platné aj v pripade, ze bod S lezi na obvode tohto trojuholnika.

C-1-2
Najprv si pripravime dva rozklady:

1995=3-5-7-19,

1995 - 1996
1—|—2—|—...—|—1995:f:2-3-5-7-19-499.

a) Rozdelenie do skupin existuje, nie je vsak jednoznaéné, uvedieme len jednu moZnost.
Prvé dve tretiny ¢isel od 1 do 1995 maju stcet

1330 - 1331
1—|—2—|—...—|—1330:f:665-1331,

poslednd tretina (obsahujica 665 ¢isel) ma stcet

665
13314 ... 41995 = - (1995 4 1331) = 665 - 1663.

Druhy stcet je vaési o 332- 665 = 166 - 1330, preto vymenime 166 ¢isel, ktoré sa lisia
0 665. V jednotlivych skupinach potom budua napr. ¢isla

1,2, ..., 1164, 1830, 1831, ..., 1995 a 1165,1166,...,1330,1331,...,1829.
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b) Cisla nemozno rozdelit, lebo &slo 1995 nie je delitelné gtyrmi.
¢) Prvé styri pétiny éisel od 1 do 1995 maji sucet

1596 - 1597
L+2+4... 1596 = ———— = 1597 - 795,

poslednd pétina (obsahujica 399 ¢isel) ma stcet

399 - (1597 + 1995)

1597 + ... 4+ 1995 = 5

=893 - 798.

Pretoze stitet $tyroch patin najmensich ¢isel je vacési ako stcet jednej patiny najvac-
sich ¢isel, nemozno podmienky tlohy splnit.

C-1-3

Nakolko obsahy trojuholnikov ABC a CDA st v pomere 2 : 1 (obsah AABC je vacsi
ako obsah ACDA, lebo |BD| > |AC|) a pretoze tieto trojuholniky maji rovnaka vys-
ku |DA|, plati |AB| = 2|CD)|. Preto tiez |BC| = |AC| = |A'C| = e (obr. 4).

KONSTRUKCIA:

1. tsetka BA', |BA'| = 2¢, e = 5cm, bod C v strede secky BA’,
2. kruZnica k s priemerom A'C,

3. kruZnica [(B; f), kde f = 7cm,

4. bod D € kN,

5. bod A tak, aby D bol stred AA’.

Uloha ma jediné riesenie. €

Obr. 4

Ulohu tie? mo¥no riesit vypoctom. Pre trojuholniky ABD a ACD mozeme napisat
Pytagorovu vetu (obr. 4):

4+ (2y)F = f* =49,
:1;2—|—y2 =2 = 25.

7 tejto sustavy ziskame z = /17, y = 2¢/2. Konstrukeia je potom zrejmé z obr. 4.

C-1-4

Najprv urc¢ime vsetky dvojice z, y, ktoré spiﬁajﬁ podmienky a) a b). Vyriesime stistavu
nerovnic
2100 < xy < 2500, (1)
0,85y < = < 0,9y. (2)
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Ak nerovnicu (2) vynasobime ¢éislom y, dostaneme
0,85y < zy < 0,9y2. (3)
Porovnanim nerovnic (1) a (3) zistime, Ze 0,85y < 2500 a zaroveir 2100 < 0,9y%, odkial

48 <y < 55.
Ak nerovnicu (2) vynésobime ¢éislom @, dostaneme

0,85zy < 22 < 0.9zy. (4)
2 22
Porovnanim nerovnic (1) a (4) zistime, ze 0.9 < 2500 a zaroven 2100 < 085’ odkial

42 <z < 48.

Ziskali sme 30 moznych dvojic z, y. Pretoze neslo o ekvivalentné apravy, je pre tieto
dvojice nutné overit vsetky tri podmienky. Vdaka podmienke a) nevyhovuje dvojica
47, 54. Po overeni podmienky b) ostane 11 dvojic x, y: 43, 49; 43, 50; 44, 49; 44, 50;
44, 51; 45, 51; 45, 52; 46, 52; 46, 53; 46, 54; 47, 53. Z nich podmienku c) spiﬁa jedina
dvojica: x = 45, y = 51.

Iné rieSenie: Ak oznadime k = 2 + :1;7 potom T kol =1- L Odtial
y—x Yy kE+1 kE+1
a z podmienky b) zistime, ze celé ¢islo k je rovné 13, 14, 15, 16, 17 alebo 18. Preto je

T e , , , , ,
zlomok — rovny jednému zo zlomkov (st zapisané v zakladnom tvare):

6 13 7 15 8 17

715 8 17 9 19

Teraz zostava posudit, ktoré z tychto zlomkov mozno rozsirit prirodzenym ¢islom n
x

na zlomok — tak, aby bola splnend podmienka a). Napr. pre prvy zlomok je © = 6n,
Y

y = 7n a podmienka ma tvar 2100 < 42n? < 2500, ziadne n ju viak nespiﬁa. Analogicky
sa vyskusaja ostatné zlomky. Uloha ma jediné riesenie x = 45, y = 51.

C-1-5

Ak je A = pgrs ciferny zapis hladaného ¢isla, potom ¢islo s vpisanou cifrou & mozeme
rozlozit na sucet

pgkrs = pqOrs + k - 100.

PretoZe druhy séitanec je delitelny ¢islom k, mozno vlastnost ¢isla A vyjadrit takto:
Patciferné ¢islo B so zapisom B = pqOrs je delitelné kazdym z ¢isel 2,3,4,...,9 , alebo
kazdym z ¢isel 40, 9 a 7. Cislo B je nasobkom ¢isla styridsat, prave ked je nasobkom
Styridsiatich dvojéislie 73, t.j. 75 € {00,40,80}. Rozlisime jednotlivé pripady.
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a) 7s = 00. Cislo B = pq000 je teda delitelné &slami 9 a 7 jedine v pripade pg = 63.
Dostavame prvé riesenie A = 6 300.

b) 75 = 40. Cislo B = pq 040 je delitelné deviatimi, prave ked p+¢ = 5 alebo p+q = 14.
V prvom pripade

B =1000(10p + 5 — p) +40 = 7(1285p + 720) + 5p,
¢o nie je nasobkom ¢éisla sedem pre Ziadnu cifru p < 5. V druhom pripade
B =1000(10p + 14 — p) +40 = 7(1285p + 2005) + 5(p + 1),

¢o je nasobkom ¢isla sedem jedine pre p = 6. Vtedy ¢ = 8 a A = 6 840.
¢) 75 = 80. Cislo B = pq080 je delitelné deviatimi, prave ked p 4+ ¢ =1 alebo p+ ¢ =
= 10. V prvom pripade B = 10080, ¢o je nasobkom ¢isla sedem, takze mame riesenie

A =1080. V druhom pripade
B =1000(10p + 10 — p) + 80 = 7(1285p + 1440) + 5p,

¢o je nasobkom ¢isla sedem jedine pre p = 7. Vtedy ¢ = 3 a A = 7380.
Odpoved: Hladané ¢isla A st 1080, 6300, 6840 a 7 380.

C-1-6
v A b L ¢

Pre trojuholnik ABC (obr.5) plati

a+b+ec=(|BK|+r)+ (JAL|+7r)+c=
= |BM|+ |AM|+2r+c=c+2r+c¢=2c+ 2r,
a tiez
a+b+c=|BC|+ |AC|+ |AU |+ |BU| =
= (|BC| + |BT|) + (|AC| + [AV]) = 2R.

Porovnanim oboch rovnosti dostaneme ¢ = R — r.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA C 29
C-S-1

Uvazujme samostatne najprv neparny, potom parny pocet séitancov.
Pre neparny pocet séitancov pozadovaného rozkladu musi platit

1996 =(s—k)+(s—(k—=1)+...+(s—1)+s+(s+1)+...+(s+ k),

kde s je prostredny séitanec, a séitancov je 2k + 1, k = 1. Pritom musi platit s > k.
Stcet upravime na tvar

22499 = 1996 = (2k + 1)s,

odkial vychadza len 2k + 1 = 499, s = 4, z ¢oho vyplyva k = 249. Tento pripad nie je
riesenim, pretoze potom s < k.
Pre parny pocet séitancov musi analogicky platit

22.499=1996=(s—k)+...+(s—D4+s+ G+ +...+(s+k)+(s+k+1)=
=2k+2)s+(k+1)=(E+1)(2s+1),

kde s, s + 1 st prostredné séitance, k = 0 a s > k. Odtial vychadza len 2s + 1 = 499,
k+1 =4,z ¢oho vyplyva s =249, k = 3.
Jediny rozklad ¢éisla 1996 na pozadovany stucet je

1996 = 246 4 247 + 248 4 249 + 250 + 251 4 252 + 253.

Iné rieSenie (spoloéné pre parny aj neparny pocet séitancov).
Hladany rozklad ma tvar

1996 =p+(p+1)+...+(p+ k)=

:(k—l—l)p—l—k(k; 1) _ (k—l—l)(22p+k)7

kde p je prvy séitanec; séitancov je k+1, k = 1. Musi teda platit 2°-499 = (k+1)(2p+Fk).
Ak je k parne, moze byt len k + 1 =499, t.j. £ =498 a p < 0, ¢o nie je mozné.
Ak je k neparne, moze byt len £k +1 = 8, t.j. Kk = 7, p = 246, z ¢oho potom jediné
mozné riesenie je

1996 = 246 4 247 + 248 4 249 + 250 + 251 4 252 + 253.

C-S-2
Trojuholnik PCN je pravouhly a | PCN| = 60°, preto |[CN|: |[CP| =1:2 (obr.6).
Analogicky plati aj |[MB|: |BL|=1:2.
Pretoze |[NC| = |PD| = |PL| (trojuholnik LPD je rovnostranny), je

|CP|:|PL|:|LB|=2:1:2
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a podobne
|AQ| : |QM|:|MB|=2:2:1.

Potom teda

|AQ| = |AK| = |KQ| = |LB| = |PC| = £|AB|,
IMB| = [NC| = L|AB.

C
N .
P
K D I
3\
A 0 M B
Obr.6

Trojuholnik AQK je rovnostranny a zjednotenim trojuholnikov PCN a LBM
vznikne trojuholnik s rovnakym obsahom ako ma trojuholnik AQK. Pre prislusné
obsahy preto plati

S(QMLPNK) = S(AABC) — 2S(AAQK) =

1 1 2 2
:—|AB|-£|AB|—2-— 214p. Y3 24p| =
2 2 5 2 5
1
_ V3 g,
100

S(QMLPNEK) T3|AB]? 17
S(AABC) V3| ABJ? T 25

C-S-3
Cislo A musi byt neparne (jeho prva éislica nemoze byt 0, preto je 1), preto po deleni

Siestimi dava zvySok 1, 3 alebo 5 (a teda po deleni tromi déva po rade zvySok 1, 0
alebo 2). Preto mé zéapis éisla A jeden z tvarov

11x1,  10%x3, 12%%5,
ktoré mozeme s ohladom na delenie piatimi upresnit na

11%11, 10%33, 12%05.
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S ohladom na delenie Styrmi musi byt A rovné jednému z ¢isel

11311, 10133, 12105.

Zostava overit (napr. pomocou ciferného suétu), éi zvysok po deleni tromi skutoéne
zodpoveda druhej ¢islici zlava. Zistime, Ze t(ito vlastnost ma len prvé z uvedenych ¢isel.
Odpoved: Jediné ¢islo A vyhovujtce zadaniu je: 11 311.

C-1I-1

Cislo n mus byt delitelné $tyrmi, pretoZe je $tvornasobkom pocétu prvkov druhe]
skupiny. Ak do tejto skupiny zaradime najvacsie ¢isla, bude ich sticet

S—<3 n+1>+ _|_<3 n_l_n)_ngn_l_l n <n+1>_7n2—|—4n
1= \" 4 4 " 4) " 4 4 "9 4 \4 - 32

V prvej (poéetnejsej) skupine bude potom sticet éisel

_|_1> _ 9n2—|—12n‘

Sy —14924. .. 4301 3™ (3
T ) 4 32

4

=13

Pretoze pre kazdé n € N plati S > 51, neexistuje prirodzené ¢islo n, ktoré by spiﬁalo
podmienky tlohy.

C-1I-2

Oznaéme a velkost strany $tvorca ABCD, x vzdialenost bodu S od strany AD a y
vzdialenost bodu S od strany AB. Zo vztahu |SA|- |SC| = |SB| - |SD| vyplyva

Va2 + g2/ (a—a)? +(a—y)? = V/(a—2)? +y?/a? + (a —y)%.
Umocnenim na druht, roznasobenim a prevedenim na jednu stranu dostaneme

a*(4xy — 2ax — 2ay + a*) = 0,
a*(2x —a)(2y —a) = 0.

Odtial x = % alebo y = g. Tejto podmienke vyhovuja vsetky body, ktoré lezia

na spojnici stredov stran AB, CD alebo na spojnici stredov stran AD, BC'. Polahky sa
presvedéime, ze vSetky takéto body S splihaji rovnost |SA| - |SC| = |SB|- |SD|.
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C-11-3

Plati
abede = a - 10* + bede = a - 2% - 5* + bede.

Aby bolo &islo abede delitelné &slom bede, musi nim byt delitelné aj &islo a - 2% - 5%,
PretoZe je e # 0, musi byt bede neparny delitel ¢isla a-5* (&islo a - 2* nie je tvorciferné
ani pre a = 9).

Pokial a« = 1, a = 2, a = 4 alebo a = 8, neexistuje ziaden taky delitel. (Najvacsi
pripadny delitel je 5* = 625, ktory ale nie je stvorciferny.)

Pokial @ = 3, pripadé do tvahy len delitel 3-5* = 1875. Cislo abede = 31875 ale nie
je delitelné ¢islom 875.

Pokial « = 5, pripadd do tivahy iba delitel 5° = 3125. Cislo abede = 53125 je
skutoéne delitelné ¢islami 125, 25 aj 5. (Pripady a > 5 uz nemusime uvaZovat.)

Hladané &islo je abede = 53 125.

Pozndmka. Dalgie patciferné ¢isla s danou vlastnostou su 91 125, 91 875, 95 625.

C-11-4

Oznacéme S prieseénik uvazovanej dotyc¢nice oboch hladanych kruznic s priamkou AB.
Z vlastnosti dotyénic ku kruZnici vyplyva, Ze plati |SA| = |ST| = |SB| (obr.7), takZe
bod S je stredom tisecky AB. Odtial uz lahko vyplyva konstrukecia:

~N

ki

N

|

|

|

|

|

|

|
A

Obr. 7
Najprv zostrojime stred S usecky AB, potom najdeme bod T na polpriamke SM
taky, ze |ST| = |SA|. Stred S hladanej kruZnice ki najdeme ako prieseénik kolmice
na priamku AB v bode A a kolmice na priamku SM v bode T. Podobne zostrojime
aj stred Sy kruznice ky. Zostrojené kruznice ky a ks maja vsetky pozadované vlastnosti.
Uloha mé vzdy jedno riesenie.
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KATEGORIA B

B-1-1
Riesenie vyuziva vztahy medzi korenmi a koeficientami mnohocé¢lenu, tzv. Viétove vztahy.
Podla nich je
Ty + 22+ 23 = —p,
172 + T173 + X203 = 2P|
r12x92x3 = 3p+ 1.
Ak dosadime do druhého vztahu za x12, = 2%, dostaneme
2p = $§ + 2123 + 2223 = x3(21 + 22 + 23) = —prs,

a pretoze p = 0 zrejme nevyhovuje, je x3 = —2.
Dalej plati
rizawy  3p+1

2
d=25 =x120 = ,

T3 —2
odkial p = —3. Len pre toto p teda moZze dana rovnica vyhovovat danym podmienkam.
Ak dosadime do Viétovych vztahov za x3 a za p, dopocitame zostavajice korene x1 = 4,
x9 = 1 a presvedcime sa, ze p = —3 je naoza] riesenie.
B-1-2
Ulohu vyriesime pre vseobecny trojuholnik. L
3

ki

M oA

Obr.8

Rozbor: Predpokladajme, Ze je Gloha vyriesena (obr.8). Pretoze NY je tetiva spo-
loéna kruzniciam ki, ks, ktoré maju rovnaky polomer, a body X, C lezia v opa¢nych
polrovinéch uréenych priamkou NY', je |[SNXY | = |4 NCY| =~ = |4 ACB|. Podobne
[IMAX| = |[dMNX| =27 (je totiz |[SMNX| = |SNXC| + |4 NCX]).

Konstrukcia: Najprv zostrojime na usecke BC bod X tak, aby |[JCAX| = 2+. Dalej
zostrojime na usecke AC bod N tak, aby |[JCXN| = ~. Body M, Y modZeme ziskat



34 45. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

analogicky (vyjdeme z bodu B) alebo ako prieseéniky kruznic uréenych trojicami bodov
A, B, X a X, M, N so stranami AC, BC.

Dokaz spravnosti konstrukcie vyplyva z toho, Ze kruznice prechadzajice bodmi A, B,
X, M, resp. M, X, N, Y maji spoloént tetivu M X a zhodné obvodové uhly ¢ MAX,
JMNX. Majt teda rovnaky polomer. Analogicky pre kruznice ko, k.

Diskusia: Bod X mozno popisanym sposobom zostrojit, prave ked 2+ < «a, a bod M,
prave ked 2v < #. Body N, Y mo’no potom zostrojit vidy. Nutna a postacujica
podmienka riesitelnosti llohy je sti¢asna platnost podmienok 2y < «, 2v < . (U’loha
teda moZe mat riesenie, len ked v < 36°.) V nasom pripade a = 105°, 8 = 55°, v = 20°
st podmienky splnené.

Poznamka: Rovnakym sposobom mozeme riesit vseobecnejsiu ulohu, ktord pozaduje
zostrojit k kruznic rovnakého polomeru umiestenych analogicky ako v tlohe 2 pre k = 3.
Obvodové uhly budt po sebe nasledovat v postupnosti v, 27, 3v, ..., (k — 1)v.

B-1-3

Dajme tomu, Ze dve mnoziny ¢isel maji rovnaky pocet prvkov a davaju rovnaky
sucet. Ak z nich vynechame vsetky spoloéné prvky, dostaneme mnoziny, ktoré nestratili
uvedené dve vlastnosti a naviac este neobsahuju Ziaden spoloény prvok.
Jedenastprvkova mnozina obsahuje <1k1> k-prvkovych podmnozin a toto ¢islo je naj-
¢isel mozu nadobtdat len 421 hodnot od 11 + 12+ ...+ 15 =65 do 95 +96 + ... +

+ 99 = 485. Dve patprvkové podmnoziny s rovnakym stiétom teda existuju pre kazdu
11-prvkovi mnozinu dvojcifernych éisel.

Komentar. Okrem elementarne] kombinatoriky je v tlohe vyuzity tzv. Dirichletov
princip: Nech K > k. Ak akokolvek rozdelime K zajacov do k klietok, vzdy budu
v niektorej klietke aspon dva zajace. V nasom pripade st ,zajace* patprvkové mnoziny
a ,klietky* ¢isla 65, ..., 485. VSeobecnejsie: Ak je K > nk, bude v niektorej klietke
viac ako n zajacov.

B-1-4

RiesSenie je zaloZené na poéitani so zvyskami po deleni celych ¢isel (zvyskové triedy,
kongruencie). Preto si najprv pripomenieme a zdovodnime zakladné pravidla:

Ak st zy, z9 zvysky po deleni ¢isel ay, as ¢islom d, potom ¢éisla a; 4 as, resp. ajas
déavaja po deleni ¢islom d rovnaké zvysky, aké davaja éisla zy + zo, resp. z123.

Priklad: Uréte zvysok z pri deleni éisla A = (1993-1996)% +(1994-1997)% deviatimi.
Zatial ¢o vypocet éisla A a jeho delenie deviatimi by bolo velmi pracné (kalkulacka nema
dost miest na displeji), s vyuzitim uvedenych pravidiel a znédmej stvislosti zvyskov
po deleni ¢isla a jeho ciferného stiétu deviatimi zistime z pamati, ze z je rovné zvysku
éisla (4-7)% + (5-8)% = 282 + 402, t.j. zvysku éisla 12 + 4% = 17, tj. 2 = 8.

Zvysky z po deleni mocnin af éislom d moéZeme pre k =1, 2, ... postupne poéitaf
takto: zx41 je rovné zvysku po deleni éisla a -z, éislom d.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA B 35

Priklad: Zvysok z po deleni ¢isla 1993994 deviatimi je rovny zvysku po deleni éisla
41994 deviatimi. Poéitajme: 4 dava zvysok 4, 4% déava zvy$ok 7, 43 dava zvysok ako
4.7 = 28, tj. 1, 4* déva zvysok ako 4- 1, t.j. 4 a tak stale dookola s peribdou 3. Zvysok z
je teda rovny zvysku po deleni 4% deviatimi, t.j. 7.

Riesenie. Na zaklade uvedenych pravidiel zostavime tabulku zvyskov po deleni ¢isel
A = 2n* + n® + 50 Siestimi v zévislosti na zvysku éisla n (zvysok po deleni ésla A
Siestimi totiz zavisi podla uvedenych pravidiel len na zvysku po deleni ¢éisla n Siestimi):

2 3 4 oomt ot A=2n*+n3+50

n n® n° on
0O 0 0 0 0 0 2
1 1 1 1 2 3 5)
2 4 2 4 2 4 0
3 3 3 3 0 3 5)
4 4 4 4 2 0 2
5 1 5 1 2 1 3

Z tabulky vidime, Ze ¢islo A je nasobkom siestich, prave ked ¢islo n dava po deleni
siestimi zvysok rovny 2, t.j. je rovné jednému z ¢isel 2, 8, 14, 20, ...

Teraz zostavime tabulku zvyskov po deleni niekolko prvych ¢isel B = 2-4™ 4 3™ + 50
trinastimi. (Na rozdiel od vyrazu A, ktory je mnohoélenom, sa vo vyraze B vyskytuje
premenna n aj v exponente. Nemozno preto povedat, ze zvySok po deleni ¢isla B
trinastimi zavisi na zvysku po deleni ¢isla n trinastimi. AZ pri zostavovani tabulky
sa ukéaze, s akou peridodou sa zvysky opakuju.

n 3" 4" 2.4" 2.4" 43" B =2-4"+3" 450
0 1 1 2 3 1
1 3 4 8 11 9
2 9 3 6 0
3 1 12 11 12 7
4 3 9 5) 8 6
5 9 10 7 3 1
6 1 2 3 1

PR —

Dalgie vypocty uz nemusime prevadzat. Vidime totiz, ze zvysky mocnin 3" a 4" sa
vzhladom k éislu n opakujii so spoloénou periédou rovnou Siestim (pri mocninach 3"
existuje dokonca mensia periéda rovnd trom). Preto aj postupnost zvyskov éisel B ma
periodu 6. Naviac je z tabulky vidno, Ze B je nasobkom trinastich, prave ked ¢islo n
dava po deleni Siestimi zvysok 2, t.j. je rovné jednému z éisel 2, 8, 14, 20, ...

Pozndamka: Periodicitu v postupnosti zvyékov po deleni mocenin a* &éslom d presnejdie
vystihuji Fermatova a Eulerova veta. Podla Fermatovej vety je v pripade, ked je d
prvocislo, dlzka periody rovnéa niektorému delitelovi ¢isla d — 1.
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B-1-5
Situaciu znazornuje obr.9, v ktorom T je bod dotyku dotycénice BV, O je stred gule,

|AB| = |BC| = |AC| = 2|AD| = a, R kolmy priemet bodu T do roviny ABC, |BT| =
= |BA| = a (dotyénice), [TR| = |BR| = 1av/2.

T
g C
D
A R 45°
a
B
Obr.9

Hladany polomer r vypodéitame z pravouhlého lichobeinika ARTO, ktorého stra-
nu |AR| vypoéitame z pravouhlého trojuholnika ADR, v ktorom pozname |AD| =
= la, |DR| = |BD| — |BR| = 1aV/3 — 1a/2. Napokon |AR|* = 14*(3 — V/6), r =

— La(2v2 - V3).
B-1-6

f)alej budeme hovorit len o umiestenych bodoch a priamkach. Zo 7 bodov mozno utvo-
rit 21 dvojic a tie lezia na 7 priamkach. Mozu teda nastat len dva pripady:

1) Na kazdej priamke leZia prave 3 dvojice bodov, t.j. prave 3 body.

2) Na niektorej z priamok lezia viac ako 3 dvojice bodov, t.j. viac ako 3 body.

Pokisme sa najprv vytvorit konfiguraciu 7 bodov a 7 priamok typu 1): Zvolme
priamku a na nej 3 body 1, 2, 3. f)alej zvolime bod 4 — ten musi lezat mimo priam-
ku 12 (obr. 10). Zostrojime priamky 14, 24 a 34. Na priamke 24 lezi este jeden bod 5.
Mozeme ho zvolit

a) vanutri usecky 24,

b) vnitri polpriamky opacnej k 42,

¢) vnutri polpriamky opaénej k 24.

Doplnime priamky 15 a 35 a ich priese¢niky s priamkami 14, resp. 34. V pripadoch
a), b) dojdeme vidy ku konfiguracii ako na obr.11. V pripade ¢) moze este nastat
niekolko roznych situacii podla toho, kam padne prieseénik priamok 15, 34 a prieseénik
priamok 35, 14, vzdy vSak vedd ku konfiguracii ako na obr. 12.

Do kazdej z tychto dvoch konfiguracii obsahujicich 7 bodov a 6 priamok zostava
doplnit siedmu priamku tak, aby prechadzala prave tromi body. Kazdy z bodov A, B,
C, D je uz spojeny s kazdym zo Siestich ostatnych bodov, siedma priamka teda musi
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P

1 2 3 A B

Obr. 10 Obr. 11 Obr.12

prechadzat tromi bodmi neoznacenymi pismenami. Tie vsak nelezia na priamke, takze
ziadna konfiguracia typu 1) neexistuje.

Pristipime k vytvoreniu konfiguricie typu 2). Vyjdeme od priamky p, na ktore]
lezia 4 body. Vsetkych 7 bodov na nej lezat nemoze (to by sme nemali 7 roéznych
priamok), zvolme teda piaty bod mimo tejto priamky (obr.13). Keby dalsi bod lezal
mimo priamky p, uréoval by spolu s predchadzajicimi bodmi 3 alebo 5 priamok, ¢o nie
je mozné.

Obr. 13 Obr. 14

Zostavajuce dva body teda lezia tiez na priamke p. Ulohe vyhovuje jedine konfigu-
racia z obr. 14.

B-S-1

——
Vzhladom na to, Ze 199...96 = 2(10"T! — 2), je toto &islo delitelné trindstimi, préave
ked 10" dava po deleni trindstimi zvysok 2. Po deleni ¢isel 1, 10, 100, ... trindstimi
viak dostavame zvysky 1, 10, 9, 12, 3, 4, 1, ... (dalej sa zvysky periodicky opakuji).
Preto ziadne z danych &isel nie je delitelné trinastimi.

Iné riesenie. Ak delime ¢islo 199...9 trindstimi obvyklym sposobom, zapisujeme
postupne zvysky 6, 4, 10, 5, 7, 1, 6, ... (dalej sa zvysky periodicky opakuji). Posledny
krok pri deleni éisla 199...96 trinastimi spociva teda v tom, ze trinastimi vydelime
niektoré z ¢isel 66, 46, 106, 56, 76 alebo 16. Ziadne z nich viak nie je delitelné trinastimi
bezo zvysku.
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B-S-2 .
. y ) S D C
Bodom M vedme este tetivu K'L’ || BC (obr.15).
Zrejme je |KD| = |LC| = |L'C|, takze |KL'| = |DC| __
(tsecka DC' je obraz usecky KL’ v otoceni okolo stredu K M
kruZnice). Plati teda
|AB|? = |CD|* = |[KL'|* = |KM|* + |ML'|? =
= |KM|* + |ML|*.
KMP M| ) g
K’
B-S-3 Obr. 15
.. ., n(n—1) oo . L . ..
Existuje prave — 5 dvojic indexov ¢, k takych, Zze 1 < i < k < n. Preto pre ziad-
» o n(n—1) L .
nych n ¢isel ay,as, ... ,a, neexistuje viac ako ———= roznych stc¢tov a;+ay. Na druhe;j

strane, ak je a1 < as < ... < ap,jea; +ay < ay+az < ...<a+a, <ay+a, <

< oo < Ap—1 + ay, a teda medzi stictami a; + a je vzdy aspon 2n — 3 roznych stuctov.
Extrémne moznosti nastavaji napr. pre n ¢isel
2 3 n.
a) 2,27, 2° ..., 2™

b) 1,2,3, ..., n.
V nasom pripade je n = 1996.

B-1II-1
Zostavime tabulku zvyskov po deleni ¢isel 37, 5™, 5™ — 3™ 4 2 siedmimi:

n 012
3" 132
" 154
o —3" 42 244

(éestice zvyskov vo vSetkych riadkoch sa periodicky opakuju.)
Vidime, Ze riesenim ulohy st prave tie prirodzené cisla n, ktoré po deleni Siestimi
davaju zvysok 4 alebo 5, t.j. ¢isla tvarun =6k +4, n=06k+5, k=0,1,2,....

B-1I-2
Rozbor (obr.16): Ak pre tetivy plati |AC| = |BD|, pre odpovedajice obvodové uhly

potom | BAD| = |{ADC|. Dalej je |[JCAB| = |[SCDB]|, takze |SCAD| = |JADB]
a pre prislusné tetivy je |CD| = |AB|.
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Konstrukcia 1 (obr.17): Zostrojime kruznicu k', ststrednt s kruznicou k a dotyka-
jucu sa tetivy AB. Hladana sec¢nica kruznice k je doty¢nica kruZnice k' vedena z bodu V.

A A
k
v v )
D
B B

Obr. 16 Obr. 17

Konstrukcia 2 (obr.18): Hladand seénicu, prechadzajicu bodom V', dostaneme ako
obraz priamky AB v otoc¢eni okolo stredu S kruznice k: Zostrojime kruznicu so stre-
dom S a polomerom |SV|, jej prieseéniky s priamkou AB oznaé¢ime W a W’. Uhol
otoenia je potom WSV, resp. SW'SV a [4SVC| =90° — [SWSV].

W

i)

Q
Y
\7%5
D
k
i

Obr. 18

Uloha ma vzdy dve riesenia.

B-1II-3

Pripustme, Ze by pre niektoré ¢islo r mala dana rovnica dva celoéiselné korene a, b.
Treti koren ¢ musi byt tiez ale cely, pretoze a + b+ ¢ = 1996. Vsetky tri ¢isla a, b, ¢
nemozu byt neparne, ked je ich stéet parny. Ich stiéin je vsak neparne ¢islo 1995, ¢o
nie je mozné. Rovnica moze mat teda nanajvys jeden celoé¢iselny koren.
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B-1I-4

Oznacme U patu vysky z vrcholu V' v ste-
ne ABV . Pretoze VU 1LAB a VP 1 AB, je
priamka AB kolmé na rovinu VUP, takze
tiez PULAB. Preto je |[SVUP| = 45° a
trojuholnik VUP je pravouhly a rovnora-
menny s ramenami VU, VP, takze v =
= |VP| = |PU|. Ak zopakujeme rovnaku
uvahu aj pre boéné steny BCV a CAV, Obr. 19

zistime, Ze bod P je stredom kruZnice vpisanej do podstavy ABC a velkost v vysky VP
je jej polomerom. Ulohu sme tak previedli na vypocet polomeru kruznice vpisane]j
trojuholniku ABC (obr.19). Z pravouhlého trojuholnika CUB dostaneme |CU| = 3.
V pravouhlom trojuholniku PTC potom plati |CT| =1 (pretoze |CT| = |CA|—|AT| =

— |CA|— |AU|), |PT| = v a [CP| = 3 — v, odkial 1 + v? = (3 — v)?, takie v = g

KATEGORIA A

A-1-1

a) UkdZeme, Ze celkovy stéet vybranych éisel nezavisi na sposobe ich vyberu. Kazdé
¢islo v tabulke je sti¢tom ¢isla riadku a stipca, v ktorom je umiestnené, preto je celkovy
stucet ¢isel rovny suétu cisel stipcov plus sticet ¢isel riadkov, v ktorych st umiestnené.
KedZe vyberieme z kazdého stipca a kazdého riadku prave jedno ¢éislo, bude celkovy
stcet rovny vzdy sactu éisel vsetkych stipcov plus stucet ¢isel vsetkych riadkov. Ale
aj sucet ¢isel vetkych stipcov a] riadkov je rovny suctu prirodzenych ¢isel 1,2,... 8,
preto je sucet vybranych ¢isel rovny

1+24+...4841424+...4+48=72,
a tento sticet nezavisi od sposobu vyberu ¢isel, teda je to aj stii¢et minimalny.

b) Oznaéme ay éislo riadku, v ktorom je vybrané éislo z prvého stipca. Podobne as

¢islo riadku, v ktorom je vybrané ¢islo z druhého stlpca. Takto oznac¢ime a; ¢islo riadku,

v ktorom je vybrané ¢islo z i-teho stipca, pret=1,2,...,8. Potom je stiéin vybranych
¢isel rovny:

(1+a1)2+a)- ... (84 as), (1)
kde ay,... ,as je nejakd permutacia ¢isel 1,... 8. Maximéalnu hodnotu tohto vyrazu

mozeme uréit viacerymi sposobmi.
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Prvy postup. KedZe mame len koneény pocet moznosti vyberu éisel aq,... ,as,
maximum skimaného vyrazu zrejme existuje. UkdZeme, Ze sGéin (1) je maximélny,
ked a1 > ag > a3 > ... > ag, ¢iZe ay =8, a3 =7, ... ,as = 1. Nech by napriklad a; <
< aj pre 1 < j. SGcin ostatnych vyrazov ap 4+ k sa nezmeni ak navzdjom vymenime a;
a a;j. Teraz dokdZeme, Ze pri takejto vymene sa zvacsi hodnota (¢ + a;)(j + a;), a teda
aj celkovy stéin:

(0 +ai)(J +a;) <+ ai)i + ;)
1) +ra; + ja; + aza; < g1+ ja; +a; + aa;
Jla; —aj) +i(a; —a;) <0
(7 —i)(ai —aj) < 0.

Ale 1 — 7 < 0 a zéaroven a; — a; > 0, ¢ize zamenou hodnot a; a a; sa hodnota vyrazu

=7,...,as = 1. Vtedy je rovny 9%.
Druhy postup. KedZe ¢islai+a;, 1 =1,2,... 8, st prirodzené, st aj kladné a mozeme
pouzit nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom tejto osmice ¢éisel:

{ar + (a2 +2) ... (as +8) < <“1+1>+<az+z>+---+<a8+8>‘

Ale 7 Casti a) uZ vieme, Ze stéet (a3 + 1)+ (a2 +2)+...4 (as + 8) je rovny 72 pre kazdy
vyber ¢isel a;. Preto plati:

(a1 +1)(az +2)-... (as +8) < (%)8:98.

KedZe rovnost v AG-nerovnosti nastava len vtedy, ked je vietkych osem ¢isel rovnakych,
su¢in bude najvacsi prea;+1 = as4+2=... = ag+8 = 5 To v$ak nastava len pre a; =

=8, ay =7, ..., a3 = 1. Vtedy je skiimany stéin rovny 9%. Preto bude maximalny
stuéin vybranych ¢isel v pripade, ked vyberieme ¢isla na uhlopriecke vedicej z lavého
horného do pravého dolného rohu.

¢) PouZijeme rovnaké oznacenie ako v ¢asti b). Minimalizujeme hodnotu vyrazu

(a1 +1)% + (az +2)* +... + (as + 8)°. (2)
Pruy postup. Po roznésobeni (2) dostavame

ai +az4...tay+12 422+ +8 4+ 2(ay +2azy +3az + ... + 8ag).

KedZe éast a% —|—a§ 4. .—|—a§—|— 124224 .. .48? nezévisi na poradi ay, . .. , ag, potrebujeme
minimalizovat vyraz ay + 2as + 3az + ...+ 8ag. O tom, Ze tento vyraz je najmensi prave
prea; =8,ay =7, ...,as = 1, sa mozno presved¢it viacerymi sposobmi. Jednym z nich

Je pouzitie éeby§ev0vej nerovnosti, druhé, azda najjednoduchsie je pouzitie podobnych
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tvah ako v Casti b) v 1. postupe. Staéi uvazit, Ze ak nie je a; > ay > ... > ag, potom
musi pre nejaké 1,5 € {1,2,...,8} platit a¢; > a; a zarovenr ¢ > j. Potom vsak vymenou
hodnot a; a a; dostavame:

iai‘|‘jaj >jai+iaj
(7 —i)(a; —a;) >0, ize
lay +...+ja;+ ... +ia; + ...+ 8ag > lay + ...+ ja; + ...+ 1a; + ... + 8as,

a preto takato volba nemoze byt najlepsia. Musi teda naozaj platit a; =8, a2 =7, ...,
ag = 1. A plati:

(ar +1)% 4 (ag +2)* + ...+ (ag + 8)* = 648,
kde rovnost nastava len v spominanom pripade.

Druhy postup. Z nerovnosti medzi kvadratickym a aritmetickym priemerom pre ¢isla
ar+1,a0 42, ..., ag + 8 dostavame:

(a1 +1)2+ (a2 +2° + ...+ (a5 +8)° _ ((ar+1)+ (a2 +2)+ ...+ (as +8))” g

8 = 8 -

(ar +1)% 4 (ag +2)* + ...+ (ag + 8)* = 648,
kde rovnost nastava len ked st ¢éisla a; + 1, as + 2, ..., ag + 8 rovnaké, ¢ize pre a; = 8,
ay =7, ...,as =1, rovnako ako v ¢asti b).
A-1-2
Vzhladom na zadan®i rovnost pomerov
0 < |AK| |BL| |CM| 1 <1
|AB|  |BC| |CA|  k+1

(k > 0), mo6Zeme zaviest nasledujuce oznacenie: |AK| = «, |KB| = ka, |BL| = vy,

|LC| =ky, |CM| =z, |MA| = kz (obr.20).
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Prvy postup. Pouzijeme dvakrat kosinusova vetu:

|BC|* = |AB|* + |AC|* — 2|AB||AC| - cos a,
|KM* = |AK|* + |AM|? — 2|AK||AM]| - cos a.

Vyliéenim cos o a pouzitim nasho oznacenia dostaneme
|.7\4K|2 = :1;2(1 —k)+ yik + 22(k2 — k).
Analogicky

|KL|2 = y2(1 —k)+ 22k 4 xz(kz — k),
|L.7\4|2 = 22(1 —-k)+ 22k + yz(k2 — k).

KedZze |[MK| = |KL|, mame
(1 — k%) +y*(2k — 1) + 22(k? — 2k) = 0, (1)
podobne z rovnosti |KL| = |LM|, |[LM| = |MK|

y? (1 — k%) 4+ 22(2k — 1) + 2% (k* — 2k) = 0, (2)
21— k) + 222k — 1) + y*(k* — 2k) = 0. (3)

Vyltéenim 2% z rovnic (1) a (2) dostaneme
(:1;2 — yz)(k2 —k+ 1)2 =0.

Kedze rovnica k* — k 4+ 1 = 0 nemd Ziaden reélny koren, dostédvame odtial z = y.
Analogicky z rovnic (2) a (3) dostaneme y = z. KedZe @ = y = z, tak |AB| = |BC| =
= |CA|.

Druhy postup. Oznacme obsahy trojuholnikov MAK, KBL, LCM a ABC po rade
S4,58,5c a S. Potom

k k
SA=0,5-2-kz-sima=———-05-(k+1)z-(k+1)z -sina= ——~
Analogicky
k k
Sp=——=19, S = ——05.
RCEST T 1

Mame S4 = Sp = S¢. KedZe trojuholniky MAK, KBL, LCM maji rovnaky obsah
a |MK|=|KL|=|LM|, tak vysky na strany MK, KL, LM maji rovnaké.

Vedme bodmi A, B,C po rade rovnobezky XY,YZ ZX po rade s priamkami
MK,KL a LM. Trojuholnik XYZ je rovnostranny (lebo trojuholnik K'LM je rovno-
stranny). Z predchadzajiceho vyplyva, ze body K, L, M st rovnako vzdialené od pri-
slusnych stran trojuholnika XYZ, a teda leZia na osiach prislusnych uhlov. Preto
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mozeme zaviest nasledujice oznacenie. (Os uhla rozdeluje protilahla stranu trojuholnika
v pomere prilahlych strén.)

AY|=s, |YB|=ks, |BZ|=t, |ZC|=kt, |CX|=u, |XA|=Fku.

Potom z rovnosti | XY | = |YZ| = |ZX| dostaneme ku + s = ks +t = kt + u. RieSenim
tejto sustavy dostaneme s = ¢ = w. Potom st trojuholniky AYB, BZC, CXA zhodné,
a teda |[AB| = |BC| = |CA|.

Treti postup. Zvolme na stranach KL, LM, MK po rade body D, E, F tak, aby platilo

ILD| |ME| |KF| |AK|
\DK| |EL| |FM| |KB|

KedZe trojuholnik K LM je rovnostranny, tak aj trojuholnik DEF je rovnostranny.
Nech da,dg,dpy,dp,dr st po rade vzdialenosti bodov A, K, M, D, E od BC. Potom

z danych pomerov vyplyva:

1 m
dx = d ’ dy = d ’
K= M= da
m 1
d = 7d '€ d — 7d .
D= B= i
Odtial dp = dg = ﬁdf‘. Potom st ED a BC rovnobezné. Analogicky sa
m +

dokaze, ze aj dvojice EF,CA a FD,AB si rovnobezné. Potom je trojuholnik ABC

rovnostranny.
A-1-3
Ak si rekurentné vztahy prepiseme na tvar

agn = dp + aon,
a3p41 = A2p + A2pit1 — Ay,

a3p—1 = Q2p + A2p—1 — Ay,

vidime, ze dana postupnost je jednoznacne uréend svojimi prvymi dvoma ¢lenmi. Nech
a; =r,as = 8. Potom priamym vypoc¢tom dostaneme:

as=r—+s, a5 =r+2s, ar =r+3s, ...,

a7 =r+8s, ..., as; =r+10s, ...,
ay =2s, ag = 3s, ag =4s, ..., a4 =7s,...
KedZe a1 = r, a1y = 7s, a7 = r + 8s, az; = r + 10s st prvodisla, tak nutne s = 1

a potom r = 3 (r, r + 8, r + 10 davaju pri deleni tromi rozne zvysky, teda jedno z nich
je delitelné 3). Jedna z moZnosti (aj ked zdlhavd) je pokracovat v postupnom pouzivani
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rekurentnych vztahov, ¢ uz od zaciatku, alebo od konca, az do vypoétu ai99s, a2000-
Ina moznost je vytvorit si na zaklade vypocétu prvych ¢élenov hypotézu:

agk41 =T + kS,

asp = ks pre kazdé prirodzené k,

a dokazat ju (moézeme pracovat aj so vSeobecnou hypotézou). Vzhladom na spominant
jednoznacnost staci overit, ze kazda takto definovana postupnost spiﬁa rekurentné
vztahy zo zadania tlohy.

a) n je parne tvaru n = 2k

an + a2p = dop + a4 = ks + 2ks = 3ks,
asn = agr = 3ks,
an + a3n—1 = Ak + asp—1 = ks +r + (3k — 1)s = r 4+ (4k — 1)s,
aon + A2p—1 = Qap + aap—1 = 2ks +r + (2k — 1)s = r 4+ (4k — 1)s,
Gpn + A3p41 = Aok + agk41 = ks +r + 3ks = r + 4ks,
Qop + Aopg1 = Gak + Ggp+1 = 2ks + 1 4+ 2ks = r + 4ks.

b) n je neparne tvaru n = 2k + 1

an + a2 = G241 + Qapp2 =7 + ks + 2k + 1)s =r + (3k + 1)s,
azn = Gek43 =1 + (3k + 1)s,
an + a3n—1 = aak41 + aek42 =r + ks + (3k + 1)s = r + (4k + 1)s,
aon + A2p—1 = Qapg2 + aak1 = (2k + 1)s + r + 2ks = r + (4k + 1)s,
ap + a3n+1 = Aak41 + dekya =1 + ks + (3k +2)s = r + (4k + 2)s,
aon + A2pt1 = Qakt2 + apys = 2k + D)s +r + 2k + 1)s = r 4 (4k + 2)s.

Potom pre r = 3 a s = 1 dostavame aj995 = 3 + 997 = 1000 = az000 -
A-1-14

Po jednoduchej aprave dostavame:

a+1 b+1 a®+b2+a+b
— i 1
b T a ab ()

Cislo D deli aj a aj b, preto D? deli ab. Oznaéme preto a = Da; a b = Dby, kde ay,b;
s nestdelitelné prirodzené ¢éisla. Vyraz (1) mé potom (po vykréteni) tvar:

Da? + Db + ay + by
Da1 bl ’

(2)
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Aby bol vyraz (2) prirodzené ¢islo, musi byt Citatel delitelny menovatelom, a teda aj
jeho vsetkymi delitelmi. Preto musi byt ¢itatel delitelny D,

D|Da? + Db? + ay + by.
Cislo D zrejme deli éisla Da? a Db?, preto musi platif
Dlay + by. (3)
KedZe ¢isla ay,by, D st prirodzené a plati (3), musi zaroven byt
D < ay + by, (4)
¢o po prenasobeni D (D > 0) dava
D?* <a+b.
Po odmocneni (obe strany st kladné):
D < Va+b. (5)

Este musime zistit, ¢i niekedy nastane v (5) rovnost. Zrejme prave vtedy, ked nastéava
v (4). Preto musi byt D = a1 + by. Aby bola zaroven splnena podmienka D < a < b,
musi platit 1 < a; < by. Volme preto a; =2 a by = 5. Potom musi byt D =245 =7,
¢ize a = Day = 14 a b = Dby = 35. Polahky sa presvedéime, %e v tomto pripade
rovnost (5) skutocéne nastéva.

Po chvili sktiSania si v8imneme, Ze pre Cisla x, y nesudelitelné plati:

fley) = fl2) + fly) — f(1).

Preto ked je n = p{*p3?...p%m prvodiselny rozklad éisla n, dostavame, Ze f(n) =

= f(pi") + F(5*) + ...+ F(pSm) — (m — 1)f(1). Dalej zistime, ze f(p*) = f(p) = p,

pre p prvocislo a a Iubovolné prirodzené ¢islo. Preto vznika hypotéza, ze vzdy:

f(n)=pi+p2+...4+pm—(m—1)F(1).

Najprv dokdZeme matematickou indukciou podla «, ze f(p®) = f(p) = p, pre p
prvocislo.

Prvy krok. Pre a = 1 tvrdenie plati priamo zo zadania.

Druhy krok. Nech tvrdenie plati pre o, a = 1.

Fth) = f(p™) + f(p) — F(D(P*.p))
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Po vyuziti indukéného predpokladu ma predchadzajica rovnica tvar:

Fp T = F(p™) + f(p) — f(p) = f(»*) = f(p) = p.

V druhej ¢asti dokdZeme, ze ak n = p{"'py? ... pSm je prvodiselny rozklad éislan = 2
(p1,p2,-.. ,pm sU rozne prvodisla a oy, g, ... , a, st prirodzené éisla), potom

f(n) = f(p"p3?...o0) =p1+p2+ .o+ pm — (m = 1) f(1).

Opat tvrdenie dokdZeme indukciou, tentokrat podla velkosti poétu m prvoéiselnych
delitelov ¢isla n.
Pruy krok. Pre m = 1 je tvrdenie zrejmé (dokéazali sme ho v predchadzajicich

riadkoch).
Druhy krok. Nech tvrdenie plati pre m, m = 1. Potom plati:

FPpe® i) = F e ) + fei i) — F(D( s o p i)
KedZze ale D(p{*p3”? .. .p%m,piﬁ_*il) = 1, potom ma po pouziti indukéného predpo-
kladu predchadzajica rovnica tvar:

Ferps? i) =pr+pe+ .o A pm — (m—1)f(1) 4 pmtr — f(1) =
=p1+ ...+ Py —mf(l). (1)

Teraz este zostava ukazat, ze takto definovana funkcia f vyhovuje zadanej podmienke
pre [ubovolni hodnotu f(1). Nech a a b st prirodzené éisla. Oznaé¢me ¢ = D(a, b). Cislo ¢
ma provéiselny rozklad ¢ = pi* ... p%m. Potom zrejme prvoéiselny rozklad éisla a ma
tvar

a :plﬁ1 ...pimqu+1... Brmts,

Podobne b ma prvociselny rozklad

.M Y. Ym41 Ym+t
b=p/t...pimr s

Zaroven vieme, ze prvoéislapy, ... ., Pm, 1y sqs aty,... ¢ suvsetky navzajom rozne.
Preto je rozklad ¢isla a - b na prvocinitele

+ mtYm Pm
a-b:pf1 o pPmty qf +

ﬂm+5 Ym+1 Ym+t
m L el Ty .

e gy

Podmienka zo zadania hovori:

fla-b) = fla) + f(b) — f(D(a,D)). (2)

Spoéitajme funkéné hodnoty f v bodoch a,b,a - b, ¢ pomocou (1):

flay=pi+...4pmta+...4+q—(m+s—1)f(1)

fO)=pi+. .. Apmtri+...+ri—(m+t-1)f(1)
flad)=p1+...4+pm+a+...+¢+rm+...+re—(m+s+t—1)f(1)

fle)=pi+...4+pm—(m—1)F(1).
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Polahky nahliadneme, ze po dosadeni tychto hodnot do (2) dostaneme identitu (este
je potrebné uvedomit si, ze vSetky tieto tvahy st korektné aj v pripadoch m =0, s =
= 0, t = 0). Preto je funkcia f definovand pomocou (1) jedinym riesenim danej tlohy
pre [ubovolni hodnotu f(1).

A-1I-6

Zavedme nasledujice oznacenie: L a K st stredy hran BC a AD, X a Y st kolmé
priemety bodov T' a O do roviny ABC a Z je tazisko trojuholnika ABC (obr.21).
V dalsom budeme vyuZivat nasledujice vlastnosti:
e Body A, T, D, K, L lezia v jednej rovine, oznac¢me
jud (K = @27 — BED 7 e stred KL, T =

_ (K+L) _ (A+23+0+D))
= = " )

2
e Body O, T, XY lezia v jednej rovine, oznac¢me
Ju a.
o Y je stred kruznice opisanej trojuholniku ABC'.

o T lezi v stvrtine ZD, blizsie k bodu Z (Z =
_ A+B+0))
).

e Priamka je kolmé na rovinu prave vtedy, ak je
kolmé na jej 2 réznobezné priamky (potom je kolma
na vsetky priamky roviny).

Obr. 21

Predovsetkym musime vylucit pripad O = T, lebo
vtedy OT nie je priamka.

a) KedZe TO je kolma na 4, tak TO je kolmé na KL, a teda |OL| = |OK|. Potom
|AD| = |BC| = 12 cm. Cize D le#i na gulovej ploche G so stredom A a polomerom
12 cm.

Naopak, ak D lezi na G, tak |AD| = |BC| = 12 cm. Potom |OL| = |OK]|, a teda OT
je kolma na K L.

b) KedZe TX je kolma na AL (TX je kolmé na rovinu ABC) a TO je kolma
na AL (TO je kolma na 4), tak AL je kolmé na «. Rovina a je ale jednoznaéne
uréend bodmi A, B,C (prechadza bodom Y a je kolmd na AL). Nech § je rovina,
ktora vznikne zrovnolahlenim o podla rovnolahlosti so stredom Z a koeficientom 4.
T4 je tieZ jednoznacéne uréena bodmi A, B, C (je kolmé na AL a prechéddza bodom S,
ktory vznikne zrovnolahlenim bodu Y spominanou rovnolahlostou) a lezi v nej bod D.
Naopak, ak D lezi v (3, tak lahko nahliadneme, 7e X,Y, T, O leZia v rovine a, ktora je
kolma na AL. Preto TO je kolmé na AL.

Pripad O = T nastava prave vtedy, ak DS je kolmé na rovinu ABC (DS vznikne
zrovnolahlenim |TY| = |OY)).

MnozZina bodov D je teda kruZnica (bez 4 bodov tvoriacich vrcholy $tvorca, 2 z nich
st body roviny ABC), ktora je prienikom gulovej plochy G a roviny f.

Iné riesenie. (myslienky)
Predovsetkym |AL| = 8 cm. Zavedme stradnicovy systém tak, Zze BC je os z-ova

(B =(-6;0;0),C =(6;0;0) a AL je os y-ova (A = (0;8;0)). Nech D = (a;y; z).
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Z podobnosti trojuholnikov BLA a YNA (N je stred AC') dostaneme |AY| = 6, 25.
Potom Y = (0;1,75;0) a O = (0;1,75; a).

T =

(A+ B+ C+ D) B <£2+g3>
4 S\ 474

KedZe OT je kolméa na AL, tak OT - AL = 0. Odtial dostaneme y = —1. KedZze OT

je kolmé na LD, tak OT - LD = 0. Odtial dostaneme z? + 2% = 4az (uz sme vyuzili, ze

y = —1). Z rovnosti |OA| = |OD| dostaneme 22 + 2z? — 4za = 63. (U% sme vyuZili,

7e y = —1) Z poslednych dvoch rovnosti méme 2% + z? = 63. Teda stradnice bodu D

splhaji podmienky y = —1 a 2?2 + z? = 63.
A-S-1

Upravime obidva vyrazy:

2 2
a—l—l_l_b—l—lza +a+b2+0 (1)
b a ab
2 2 3 33
a b _ a4 b 2)
b a ab
Pravé strany rovnosti (1), (2) st celé éisla, preto musi bla* + a + b* + b a bla® +
+ b (oznadenie x|y znamené, ze éislo x deli éslo y). Mocniny éisla b st viak delitelné
¢islom b, preto musi platit bla® + a a bla® (oznacéme tieto vztahy (3)). Teraz moZno
viacerymi sposobmi ukdzat, Ze potom plati aj b|a.
1) Z (3) vyplyva, ze b deli aj éislo a® — (a — 1)(a® + a) = a, &Ze skutoéne b|a.
2) Z (3) vyplyva, Ze b deli stéin dvoch nestdelitelnych éisel a a a+ 1, teda deli préave
jedno z nich (ak nie je jednotka). Kedze navyse deli aj a®, musi byt delitelom a.
3) Ked b deli a? + a, deli iste aj a-nasobok tohto vyrazu, ¢ize a® + a*. Celé éislo b
teda deli aj a® + a? aj a®. Preto deli aj ich rozdiel a?. My ale vieme, ze b deli a]
a* + a, preto deli aj éislo a®> + a — a® = a, teda b|a.

Uloha je vsak vzhladom na a a b symetricka, ¢iZe zaroven plati aj alb. Z toho uz

vyplyva |a| = |b]. MoZu nastat dve moZnosti:
2(a+1
1) Pre a = b sa dané vyrazy zrejme rovnaju po rade w a 2a. Vzhladom na to,
a
Ze Cisla a a a + 1 st nestdelitelné, plati a|2 (prvy vyraz musi byt celoéiselny).
Dostavame riesenia a = b = —2,—1,1,2.
2) Pre a = —b sa dané vyrazy vzdy rovnaji po rade —2 a 0. V tomto pripade
dostavame riesenia a = —b = t, kde t je lubovolné nenulové celé ¢islo.
A-S-2

Pre n = 2 ma platif nerovnost 4 > 1 4 2¢?, odkial vyplyva horny odhad pre &slo ¢:

qég\/é

3= 5 Dokazeme matematickou indukciou, Ze ¢éislo ¢ = > ma sktmant

2

vlastnost.
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1° Vzhladom na volbu éisla ¢, tvrdenie pre n = 2 plati.
2° Nech tvrdenie plati pre n = k > 2, ¢ize 28 > 1 + k¢*. Potom

2kt — 2. 28 > 9 4 ok . 45
Zrejme staci dokazat, Zze plati
242k ¢" 2 14 (k4 1)¢",

Gze 1 > ¢¥[(k + 1)q — 2k]. Posledna nerovnost zrejme plati, pokial (k + 1)¢ — 2k <0,

6
alebo k = QL (pre nase ¢ plati 2 — ¢ < 0). Ale pre ¢ = g dostavame
—q

k> \/6 :3+2\/6£

1,58.

Avgak podla predpokladu k& > 2, a preto dokazované tvrdenie plati aj pre n = k + 1.
V6

Odpoved: Hladané najvacsie g je rovné ¢islu -5

Obr. 22

A-S-3

Oznac¢me X bod dotyku kruznice pripisanej k strane BC' s priamkou jﬁ (obr.22).
Kedze AO je os uhla SCAB a BO je os uhla 4CBX, tak |[SOAB| = % ([FXCAB| =

180° —
= |[4YABC| = o), [FOBX| = y = 90° — %. Na polpriamke BX zvolme bod Y,

Y # B tak, aby |BX| = |XY|. Potom v trojuholniku AY O plati:
|AO| =9 cm, |0Y| = |0B| = 3cm,

S AOY | = 180° — [4OAB| — |4 XY 0| = 180° — % — |4XBO| = 90°.
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Odtial vyplyva konstrukcia:

1. AAY O; podla vety sus: |[AO| =9 cm, |OY| =3 cm, |[SAOY | = 90°,
2. X; X € AY, OX L AY,

3. B; Be AX, |[XB| = |XY|,

4. AD; [4BAD| =2 |4BAO|, D € BO,
5. BE; |YABE| = 2-|4BAO|, E € A0,

6. C: C € ADN BE.

Poznamka: Riesitel moZe postupovat aj inak. Najprv si vyjadri vietky potrebné
uhly pomocou uhla a a dalej moze pokracovat napriklad
. . 7 . 7 a
a) pouzitim sinusovej vety v trojuholniku ABO zisti tg 5 =73
) ., |BX] 1 |OX|
b) z podobnosti AAXO ~ ANOX B zisti =—[=t =—1.
Jzp ox| ~ 3\ ® [AX]|
Potom moze zacat konstruovat trojuholnik BX O alebo AXO. Pripadne este pomo-
cou Pytagorove; vety pocita dalej:

| O

3v10 ~9V10 27v/10 2410
10 10 N

|BX| = ;10X = , |AX] =

a zostroji prislusné vyrazy.
A-1II-1

Pre n = 1 také ¢islo samozrejme neexistuje, pre n = 2 je prikladom takého ¢isla ¢islo 13.
Pre n = 3 a n = 4 také ¢isla neexistuju, pretoze ani ziadne z ¢isel 301, 211, 121, 103, ani
ziadne z ¢isel 3001, 2101, 2011, 1201, 1111, 1021, 1003 nie je nasobkom trinastich.
sa takéto ¢islo vizdy dé najst. Staci uvazovat n-ciferné éislo 1001 + 10"~* - 1001. Toto
¢islo je evidentne delitelné 13-timi (lebo 1001 = 13- 77), pre n = 5 je aj neparne (kondi
sa na jednotku) a jeho ciferny stéet je zrejme 4.

Iné riesenie. Najprv obdobne ako v prvom type riesenia ukaZeme, Ze pre n = 2
také cislo existuje a pre n = 1, 3,4 neexistuje. Vsimnime si teraz, aké zvysky po deleni
trindstimi dévaju jednotlivé mocniny 1, 10, 10%, 103, 104, ... :

¢slo: 1 10 10% 10® 10* 10° 10° 107 108
jeho zvysok: 1 10 9 12 3 4 1 10 9

Vidime, ze zvysok ¢isla 10" po deleni trinastimi zavisi len od toho, aky je zvysok ¢isla n
po deleni Siestimi (tvrdenie sa lahko dokaZe matematickou indukciou):

n je tvaru: 6k 6k+1 6k+2 6k+3 6k+4 6k+5
zvysok ¢isla 10™: 1 10 9 12 3 4
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S pomocou tejto tabulky najdeme priklady n-cifernych ¢isel s potrebnou vlastnostou
pre kazdé prirodzené n = 5:

pocet cifier ¢islo rovné déva rovnaky zvysok ako

6k (k=1) 100...01101  10%%=1 4+ 1101 44+124+9+1=26
6k+1(k>1)  200...011 2-10%F + 11 2.1+11=13
6k +2 (k= 0) 100...03 1055+1 + 3 10+3 =13
6k +3 (k>1) 100...0101001 10%%+2 4101001 9+4+12+1=26
6k 44 (k=>1) 100...010011  10%%+3 4+ 10011 1243411 =26
6k+5 (k>0) 100...01011  10%%+* 11011 3412+ 11 =26
Odpoved: n = 2,n = 5.

A-1I-2

UkéZzme, 7e F lezi na BC. Nech |{FBA| = a. Potom | FBS3| = 90° — a (obr.23).
Dalej | BFS,| = 90° — a. Z trojuholnika FBS, potom |[{BSyF| = 2a = [JAS F| =
= 180° — 2a. Z vety o obvodovom a stredovom uhle |[JACF| = 90° — a. Z toho
napokon |[JFCD| = a. Uhly |[SFCD| = |[FBA| = « st striedavé, a preto F' € BC.
Toto tvrdenie (F € BC') moZno dokazat aj pomocou rovnolahlosti kruznic kq, k2 podla
stredu F.

E D C
F k
kz 52 2c Sl !
B A
Obr. 23

f)alej vieme, ze trojuholnik ABC je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole A. Stred
kruznice opisanej trojuholniku ABC' lezi potom na BC. Preto dokazované tvrdenie
zo zadania plati, prave ked stred kru’mice opisanej trojuholniku ADFE lezi na BC.
KedZe DE je strana trojuholnika ADE a priamka S2B je osou tejto strany, potom
vzhladom na to, Ze bod B lezi na priese¢niku BSy a BC, musi byt prave on stredom
kruZnice opisanej trojuholniku ADFE. Preto na dokaz zadaného tvrdenia stac¢i dokazat
|BE| = |BD| = |BA|.

Rovnost |BE| = |BD)| je zrejmé. Teraz spoéitajme |BA| (obr.24). (Uvahy, ktoré tu
prevadzame st pre pripad na obrazku (2r1 > r3), v opaénom pripade sa vykonaji tplne
analogicky.)

|BA| = \/(7“1 +12)2 = (ry —11)? = Vdrir, = 2\/r172.

Este spoéitajme |BD| (obr.25).

|TD|2 = rg —(2r — 7“2)2,
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E T D
27“1 — T2
9 T
L )
)
)
r1
B
Obr. 24 Obr. 25
|BD|?> = |TD* + |TB|* = 73 — (2r; —1r2)* + (2r1)? = 4ry79, |BD| = 2\/rirs.
Dostali sme rovnost |BD| = |BA|, teda B je stredom kruZznice opisanej trojuholniku

ADE. a preto vsetky tri stredy kruznic lezia na priamke BC'.
A-1I-3 ¢

Oznacme S stred tsecky AB, k kruznicu opisant troju-
holniku ABC, Z prieseénik priamky CS s k (Z #
% C) (obr.26). Pretoze OT L CZ, je T stredom
tetivy CZ, naviac |SC| = 3 - |ST| (taZisko), takZe )
|SZ| = |ST|. Dvojakym vyjadrenim mocnosti bodu S ol 7T
ku kruZnici k& (moZno pouzit aj podobnost trojuholni-

kov AZS a CBS) mame

A S B
|SA|-[SB|=[5Z]-|5C]|,
1
alebo |SA|* = §|SC|-|SC|,éiée|SC|:\/§|SA|.BodC Z
lezi teda na kruznici k(S \/§|SA|) Obr. 26

Naopak, oznac¢me Ag, By prieseéniky priamky AB s kruznicou ky, E,F priesec-
niky osi tsetky AB s kruZznicou ki, a nech C je Iubovolny bod kruZnice ky rozny
od Ay, Bo, E, F. Potom z mocnosti bodu S ku kruZnici k (opat moZno dspesne pouzit
aj podobnost trojuholnikov) vyplyva

|SA|? |54 [sC|
S~ V3 3

teda T je stred tetivy C'Z, a preto bud O = T alebo OT L CZ. Pripad O = T moze
nastat len pre T z osi tsecky AB, t.j. CS L AB, ¢ize C € {E, F}, ¢o sme vsak vyluéili.
Vzniknuty trojuholnik ABC teda vyhovuje podmienkam tulohy.

Odpoved: Hladané geometrické miesto bodov je kruznica k; (S;v/3|SA|) bez bodov
Ao, Bo, E, F.

152] = = |57,
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A-1I — 4

Rozdelenie nemohlo opat dopadnut dobre. Postupujme sporom. Ozna¢me pocet nacel-
nikov v prvom vybere k a v druhom [. Nech k& # [ a nech obe rozdelenia dopadli
dobre. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, 7e [ > k (inak vybery vymenime,
zrejme na ich poradi nezalezi). KedZe druhykrat bolo druzin viac, musia (z Dirichletovho
principu) existovat asponl dvaja nacelnici tohto vyberu, ktori boli v prvom vybere v jed-
nej druzine (oznaéme tito druzinu M). Ani jeden z nich nemohol byt nacelnikom M,
inak by museli byt kamarati a druhé rozdelenie by potom nemohlo vyjst dobre. Potom
ale maji obaja spolo¢ného kamarata — nacelnika druziny M, preto druhé rozdelenie
nemohlo vyjst dobre ani v tomto pripade. To je spor s predpokladom k # [.

A-1III -1
a) Postupujme sporom. Nech existuje také prirodzené éislo k, Ze
Gk—-1)=Gk)=Gk+1) = A.

Potom zo zadania platia nasledujtce vztahy

A=Gk+1)=k+1-G(G(k) =k+1— G(A),
A= Gk) =k—G(G(k—1))=k—G(A).

Z toho ale k +1 = G(A) + A =k, ¢o je hladany spor, pretoze k + 1 # k.

Dokazali sme, Ze neexistuje také k, pre ktoré G(k — 1) = G(k) = G(k + 1).

b) Po kratkom pozorovani prvych élenov postupnosti si moéZzeme vSimnat, Ze
pre malé n je rozdiel G(n) — G(n — 1) bud 0 alebo 1. Toto tvrdenie (z ktorého uz
jednoducho vyplyva tvrdenie b)) pre kazdé prirodzené éislo n dokdzeme matematickou
indukciou.

1° Pre n = 1 plati zo zadania G(0) = 0, G(1) = 1 — G(G(0)) =1, ¢ize G(1) — G(0) =
=1, tvrdenie plati.

2° Nech G(k) — G(k — 1) € {0,1} pre kazdé prirodzené k < n. Odtial predovsetkym
vyplyva, Zze 0 £ G(k) £ k pre kazdé k < n, pretoze G(0) = 0. Dalej Gn+1)—G(n) =
=14+ G(G(n—1))—G(G(n)). Ak G(n—1) = G(n), potom aj G(G(n —1)) = G(G(n)),
a teda G(n + 1) — G(n) = 1. V opaénom pripade G(n) = G(n — 1) + 1, z éoho potom
G(G(n —1)) — G(G(n)) = G(a) — G(a + 1), kde a = G(n — 1) je nezéporné celé ¢islo
neprevysujice n — 1, preto moézeme opat pouzit indukény predpoklad, t.j. G(a) — G(a +
+1) € {—1,0}. To znamena, ze G(n+ 1) — G(n) =1+ G(a) — G(a+ 1) € {0,1}. Tym

sme dokaz indukciou a zaroven dokaz tvrdenia zo zadania ukondili.

Nech V' je pevny vnutorny bod trojuholnika PQR. Steny ABD, BCD a CAD (zatial
neznameho) Stvorstena ABCD sklopime do roviny ABC. Tak dostaneme siet tohto
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stvorstena, ohrani¢ent lomenou ¢iarou AD|BD,C D3 A. Nasou tlohou je uréit bod D
tak, aby trojuholnik Dy D+ D3 bol ostrouhly, obsahoval AABC a aby bod V bol stredom
Jjemu opisanej kruznice. Plati totiz tvrdenie: Ak je S stred kruznice opisanej ostrouhlému
trojuholniku KX LM, potom pre kazdy jeho bod X # S plati

min{|XK|,|XL|,|XM|} < |SK|(= |SL| = |SM]).

(To vyplyva z toho, Ze cely trojuholnik K LM je pokryty tromi kruhovymi vysekmi
so stredmi K, L, M a polomerom |SK |, kazdy bod X # S lezi vnitri jedného z nich.)

Potrebujeme dosiahnut, aby priamka AV bola osou tusecky DqDj, priamka BV
osou Dy Dy a priamka C'V osou D3 Ds. Musi teda platit

|<ID1D2D3| = T — |<IB‘/C’|7 |<ID2D3D1| = T — |<ICVA|, |<ID3D1D2| = T — |<IAVB| .

Vdaka tomu, ze V. € APQR, st uhly BVC, CVA a AVB tupé (uvazme Talesove
kruZnice s priemermi BC', CA a AB) a vanutorné uhly hladaného trojuholnika Dy Dy D5
s zname a ostré. MoZeme teda zostrojit Tubovolny trojuholnik D D}Dj; podobny
neznamemu trojuholniku D1 Dy D3, oznacit V' stred jemu opisanej kruZnice a na troch
polpriamkach s pociatkom V', ktoré prechédzaju stredmi stran DD, DD} a D, Dj,
vybrat (dostato¢ne blizko k bodu V') po rade body A’, B" a C' tak, aby AA'B'C' ~
~ AABC. Potom lomend ¢iara A’ D B' D, C’ D A" ohrani¢uje siet niektorého $tvorstena
A'B'C'D’, ktory je podobny s hladanym stvorstenom ABCD.

A-1IIT-3

Ozna¢me dané podmmnoziny Ai, As, ..., Ag. Tvrdenie dokaZeme indukciou podla
poétu n prvkov mnoziny X. Zaéneme s pripadom n = 6. (Ak ma mnozina X mene]
ako 6 prvkov, doplnime ju na sSestprvkova pridanim novych prvkov, ktoré nezmenia
mnoziny A;.) Pretoze (g) = 20 > 2 -6, existuje trojprvkova mnozina Y C X, ktora sa
nerovna ani ziadnej mnozine A;, ani Ziadnemu doplnku X \ A;. Ak ofarbime prvky Y
jednou a prvky X \ Y druhou farbou, dostaneme sprdvne (hladané) ofarbenie.

Teraz predpokladajme, Ze mnozina X ma aspon 7 prvkov. Potom existuje dvojica
roznych prvkov u,v € X, ktoré neleZia spolu v ziadnej mnozine A;. (Dvojic prvkov,
ktoré lezia spolu v niektorej mnozine A; je totiz najviac 6 - (g) = 18, kym vsetkych
dvojic prvkov z X je aspon (;) = 21.) Teraz zlepime dvojicu prvkov u, v do jedného
nového prvku w. Inymi slovami, pokial mnoZina A; obsahuje prvok u alebo v, nahradime
ho prvkom w. Dostaneme opaf Sest trojprvkovych podmnoZin mnoZiny X', ktord ma
o jeden prvok menej ako povodna mnozina X. Prvky mnoZiny X’ moZeme podla
indukéného predpokladu spravne ofarbit; ak dame prvkom w, v farbu prvku w a farby
ostatnych prvkov v X’ zachovame, dostaneme spravne ofarbenie mnoziny X.

A-1I1 -4

Trojuholniky ALK a BYL st podobné, pretoze | LAK| = |<YBL| (|CA| = |CB])

KA| |LB
ILA| ~ |V B

(zo zadania).
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Odtial |[SALK| = |4BYL| (obr.27). Analogicky z podobnosti trojuholnikov ALX
a BML dostavame |[JAXL| = |[4{MLB)|. KedZe vsak body M, L a K lezia na priambke,
plati tiez |SMLB| = |[JALK|. Potom |[{LYB| = |[JALK| = |[<BLM| = |[9AXL].

Teraz

[SXLY|=|g<XLB|+ |[4BLY| =
= ([9XAL| + |SAXL|) + |[9ABM| — |<LYB| =2 |<ABC|.

Z toho uz vyplyva konstrukcia:

1. oblik X DY, v polrovine m,
4XDY| =2 |[{ABC]|

2. L; LekNAB,

3. 4BLM; M € BC,
4 BLM| = [JAXL).

4 KK e LMnCA.

B

Spravnost konstrukcie vyplyva z rozboru. ¢ X A K
Uloha ma vzdy prave jedno riesenie. Obr.27
A-1III -5

Z daného vztahu b) pre = y vyplyva f(2?) = f(z -2) = (k +2) - f(2). Dvojnésobnou
aplikaciou predoslého vztahu dostaneme

flat) = fla® - 2?) = (k+2)- f(2®) = (k+2)" - f(2).
Inym postupom vsak dostaneme
Flet) = Fla-a®) = Flo) + fa*) + k- fl2) = (k+1)- (o) + fla - a?) =
= (k1) £@) + f(&) + Fe) ko f() = 2k +2) - F2) + F(o?) = (3K +4) - f(o).

Teraz sta¢i najst lubovolné x, pre ktoré je f(x) rozne od 0, teda napriklad podla zadania
x = 1995. Potom porovnanim predchadzajicich dvoch vztahov dostaneme podmienku

(k+2)*- £(1995) = f(1995%) = (3k +4) - £(1995),
(k+2)* = (3k +4),
k€ {0,—1}.

Pre k£ = —1 dostavame funkcionalnu rovnicu z tlohy A-I-5. Vieme, Ze jej vseobecnym
rieSenim je pre = p{* ...p%" funkcia

@) =fp)+.. 4 flpa) = (n = 1)f(1).

Podmienku a) tlohy moZno splnit napriklad volbou f(5) = 1996, f(p) = 0, pre vsetky
prvoéisla p rozne od 5 a f(1) = 0.
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Pre k = 0 dostavame funkcionalnu rovnicu f(z - y) = f(x) + f(y). Jej vSeobecnym
rieSenim je pre = p{* ...p%" funkcia

f(l') :alf(pl)++anf(pn)7
a f(1) =0, kde f(p;) st lubovolné. Opat staéi zvolit f(1) a f(p;) = 0 ako vyssie.
A-1III-6

Dokéazeme, ze ak st kruznice opisané trojuholnikom AKM, BLK a CML zhodné,
potom je trojuholnik ABC rovnostranny. Oznac¢me strany a uhly trojuholnika ABC
obvyklym sposobom. Z rovnosti

|KL| =2Rsinf, |LM|=2Rsiny, |MK|=2Rsina,
kde R je spolo¢ny polomer troch opisanych kruznic, vyplyva
|KL|:|LM|: |MK|=sinf:sinvy:sina,
takze AABC ~ ALMK. Preto plati
|[KL|=X-b, |LM|=X-¢, |MK|=X-a,

pritom koeficient podobnosti A zistime ttvahou o obsahoch trojuholnikov: z rovnosti

2
Sakm = SBrLx = Scmr = g SaBc

1 1
vyplyva, ze Sxrm = = -Sac, takze \2 = 3" Teraz zapiseme kosinusové vety pre troju-

3
holniky ABC a AKM:

a? = b> + 2 — 2bc - cos a,

1, 2b\ 2 c\ 2 20 ¢

—a :<—> —|—<—> — 2. — . —.cosa.
3 3 3 3 3

Ak odé¢itame od devatnasobku druhej rovnosti dvojnasobok prvej, vylic¢ime cos a a do-
staneme rovnost a? = 2% — ¢2. Z dalsich dvojic kosinusovych viet sa tiplne rovnako
odvodia rovnosti b* = 2¢? — a? a ¢ = 2a? — b?, take spolua = b = c.

Preto st zrejme aj trojuholniky AKM,BLK a CMA zhodné a maju zhodné aj

vpisané kruznice.



Zadania safaznych aloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Ucebny text.

Trojuholnikova siet sa skladd z rovnostrannych trojuholnikov s jednotkovou velkos-
tou. Suradnicovt ststavu si trochu pozmenime: z-ova os je orientovana rovnako, ako sme
zvyknuti z kartezianskej ststavy; y-ova os zviera s z-ovou 60 stuphovy uhol. Napriklad
vrcholy jedného z jednotkovych trojuholnikov maja stradnice (0,0), (1,0), (0,1).

V tejto sieti zadame N-uholnik — jeho vrcholy lezia vo vrcholoch siete, st navzajom
rozne, pricom kazdé dva susedné vrcholy v N-uholniku maja jednotkovi vzdialenost.
N-uholnik je zadany na vstupe tak, ze prvy riadok vstupu obsahuje ¢islo N a dalsich N
riadkov obsahuje stiradnice vrcholov, pricom tieto st zadavané zaradom po obvode.
Sutazna uloha:

Napiste a odladte program, ktory

a) vykresli tento N-uholnik na obrazovke,

b) vypise spravu o tom, ¢ je konvexny alebo nie (N-uholnik je konvexny, ak tsecky

spajajuce lubovolné dva vrcholy leZia vo vnutri, resp. na hranici N-uholnika.).

Poznamka: Minimalizujte pamatovi a ¢asovt zlozitost algoritmu. Mozete predpo-
kladat, Ze vstup je zadany korektne.

P-1-2

Pre dand konstantu N (N je prvoéislo, napr. 991) mame vyhradené N-prvkové celoéi-
selné pole P s indexmi 0 a7z N — 1 (na zaciatku je inicializované na nuly). Do tohoto
pola budeme postupne zaradovat L celoéiselnych hodnot (navzéajom roznych a réznych
od nuly), kde 2 < L < N, pomocou procediry zarad:
procedure zarad(X:integer);
var i:integer;
begin
i := (x div 10 + x mod 10) mod N;
while P[i] <> 0 do
i := (i+7) mod N;
P[i] := x;
end;

Tato procedira najprv zo zaradovanej hodnoty X vypodéita predpokladantt hodnotu
indexu do pola, a ak je tento prvok uz obsadeny (je tam nenulovd hodnota), postupne
hlada najblizsiu volnt poziciu v poli (pole je pritom ,,zacyklené“ — za poslednym (N —1)-
vym prvkom nasleduje nulty). Ak pri hladani volného miesta treba postupne prezerat
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nasledujiice prvky, budeme to nazyvat koliziou a budeme pocitat pocet tychto kolizii.
Pocet kolizii pri zaradovani j-tej hodnoty budeme oznac¢ovat K[j] (K[j] bude teda rovné
poétu prechodov cyklom while pri zaradovani j-tej hodnoty), celkovy poéet kolizii
budeme oznacovat Cy.
Sutazna uloha:

Najdite algoritmus, ktory pre dané tri ¢isla L, G a C'x najde takt vstupna postupnost
hodnot H (diéky L), aby celkovy poéet kolizii pre tito postupnost bol C'x a posledna
hodnota bola H[L] = G, pripadne zisti, Ze takito postupnost neexistuje.

P-1-3

Majme kresliace zariadenie schopné kreslit réozne obrazky. Ich popis vsak musi byt
v Specialnom tvare (zadany ako znakovy retazec):
e je to postupnost parametrov uzavreta v ,[* a ,|° zatvorkach;
e parametrom je bud ¢islo alebo opat postupnost parametrov;
e postupnost parametrov je vidy parnej diéky, na neparnych poziciach je vzdy ¢islo.
Tato postupnost bude kresliace zariadenie interpretovat nasledovne:
e ak je postupnost prazdna, tak sa nekresli ni¢;
e ak je neprazdna, zrejme prvy parameter (P) je ¢islo a druhy (Pz) je bud éislo, alebo
opat postupnost parametrov:

— ak je P, &islo, tak kresliace pero prejde (so spustenym perom) v momentalnom
smere natocenia vzdialenost Py (vSimnite si, Ze P; moZe byt aj zaporné, potom
sa kresliace pero posunie a dant vzdialenost v opaénom smere) a potom sa otoéi
o uhol Py vpravo (uhol je zadany v stupiioch);

— ak je P, postupnost, tak kresliace zariadenie P;-krat zopakuje postupnost Ps.

Kresliace pero je stéle natofené nejakym smerom (na zaéiatku algoritmu na sever)

a podla parametrov postupnosti bud meni toto natocenie, alebo sa v aktualnom smere
pohybuje dopredu alebo dozadu (kresli ¢iaru) podla toho, ¢ je tato vzdialenost kladna
alebo zaporna.

Napriklad postupnost ,[4[100 90]1]1‘ nakresli tvorec so stranou 100. (Vsimnite si,

Ze ¢iselné parametre st oddelené medzerou.)
Sutazna uloha:

Napiste a odladte program, ktory nacita vstupnii postupnost (v tvare znakového

refazca) a zinterpretuje ju na grafickej ploche obrazovky. MoZete predpokladat, ze

vstupna postupnost je zadana korektne, obsahuje len celoé¢iselné hodnoty a Ze retazec
nie je dlhsi ako 255 znakov.

P-1-4

Ucebny text.

Abecedou nazyvame Iubovolnt koneéntt neprazdnu mnozinu. Prvky tejto mnoZiny
nazyvame znaky. Koneéni postupnost znakov z nejakej abecedy nazyvame slovom.
Znaky oznadujeme pismenami zo zaciatku abecedy (a, b, ¢, ... ), slova pismenami z konca
abecedy (u,v,w,...) a abecedy velkymi pismenami gréckej abecedy (X,T,...).
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Pod dizkou slova w rozumieme pocet znakov, z ktorych sa sklada, oznac¢ujeme |w|.
Pod zrefazenim slov v = ajae...a, a u = biby...b,, rozumieme slovo v * u =
= aids...a,b1by...by. Mnozinu vsetkych slov, ktoré sa daji utvorit zo znakov abece-
dy ¥ oznacujeme X *. Tato mnozina obsahuje aj prdzdne slovo, t.j. slovo nulovej diéky,
ktoré oznacujeme c.

Pravidlom nad abecedou ¥ nazyvame usporiadanti dvojicu (a,v), kdea € T av € ¥*.
Pravidlo zapisujeme v tvare a — v.

Deterministicky Lindermayerov systém bez interakcie (DOL systém) je usporiadana
trojica (X, P,w), kde
e Y je abeceda,

e P je mnozina pravidiel, ktora pre kazdy znak a € ¥ obsahuje prave jedno pravidlo

nad abecedou ¥ tvaru a — u,

e w je slovo zo ¥, ktoré nazyvame azioma.

Takyto DOL systém produkuje postupnost slov wl, w2, w3, ..., ktorda zacina axio-
mou a pokracuje vidy slovom, ktoré dostaneme z predchadzajiceho slova stc¢asnym
nahradenim véetkych znakov za slova podla pravidiel. Takze
1. wy = w,

2. akw; = a1az ... an, tak wipr = urxug k.. kupy, kdea; - u; € Pprej =1,2,... n.

Uvedomme si, ze pre kazdy znak mame prave jedno pravidlo, a teda prave jedno
slovo, ktorym budeme tento znak nahradzat. Postupnost produkovana DOL systémom
je teda jednoznacne urcena.

Rastovou funkciow DOL systému nazyvame takt funkeiu f: N — Ng (N ={1,2,...},
No = {0,1,2,...}), ktora pre poradie slova postupnosti produkovanej DOL systémom
udéva dlzku tohoto slova. Presnejsie f(i) = |wil.

Priklad:

o {a,b} je abeceda obsahujtica dva znaky: a a b.

Dl#ka slova aabab je d.

Zretazenim slov ab a aab je slovo ab * aab = abaab.

Nad touto abecedou moZeme vytvorit nekoneéne vela slov: ¢, a, b, aa, ab, bb, aaa, . ..
Pravidlom je napriklad ¢ — aa.

DOL systémom je napriklad ({a,b}, {a — aa,b — ab}, ab).

Postupnost produkovana tymto systémom je

ab, aaab, aaaaaaadb, aaaaaaaaaaaaaaab, . . .

(Ked slovo obsahuje viac rovnakych pismen za sebou, mézeme nahradit tieto pismend
jednym pismenom, pri ktorom uvedieme pocet pismen, ktoré zastupuje. Skratene
mébzeme teda pisat postupnost tohoto DOL systému: ab, a®b, a’b, a'®b, ... ).
e Rastova funkcia tohoto DOL systému je f(n) = 2.
Poznamka: Pri konstrukeii DOL systému uprednostiujeme také systémy, ktoré maju
¢o najmensi pocet pravidiel.
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Sutazna uloha:
Skonstruujte DOL systém, ktorého rastova funkeia je

)
d) f(n) =n?,
e) f(n)=k-n® kde k je Tubovolné prirodzené &slo.

P-1I-1

Ucebny text pozri uloha P — I — 1, strana 58.
Sutazna uloha:
Napiste program, ktory vypocita obsah N-uholnika v jednotkovych trojuholnikoch.

P-1I-2

Pre dand konstantu N (N je prvoéislo, napr. 991) mame vyhradené N-prvkové celoéi-
selné pole P s indexmi 0 az N — 1. V tomto poli mame ulozenych M roznych kladnych
¢isel (M < N). Neobsadené prvky pola st inicializované na nuly.

Prvky st v poli P ulozené tak, aby bolo mozné pouzit funkciu vyhladaj na zistenie,
kde v poli sa nachédza prvok X (funkcia vrati polohu prvku X v poli P, ak sa X v poli
nachadza, v opa¢nom pripade vrati hodnotu —1):

function vyhladaj(X:integer):integer;

var i:integer;

begin
i:=(X div 10 + X mod 10) mod N;
while P[i]>X do

i:=(i+7) mod N;
if P[i]=X then vyhladaj:=i
else vyhladaj:=-1;

end;

int vyhladaj(int X) {
int 1i;
i=(X/10 + X while(P[i]l>X) i=(i+7) if(P[i]==X) return(i);
else return(-1); }

Sutazna uloha:

a) Napiste, ako musia byt prvky uloZené v poli P, aby bolo mozné na ich vyhladévanie
pouzit funkciu vyhladaj.

b) Napiste ¢o najefektivnejsiu procediru zarad, pomocou ktorej mozno zaradit
prvok X do pola P, aby mohla byt na vyhladévanie pouZita funkcia vyhladaj
(predpokladajte, Ze pred pouZitim procedtry zarad boli prvky v poli P takto
usporiadané a Ze prvok X sa v poli P este nenachadza).



62 45. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY
P-—-1I -3

Majme kresliace zariadenie popisané v tulohe P — 1 — 3, strana 59.

Starsie kresliace zariadenia obvykle maji rozsynchronizované ovladacie obvody.
Preto sa stava, ze ¢asto vykreslia namiesto ¢iary diéky P c¢iaru diéky P+1 alebo P—1.
Preto pero obvykle skonéi na inom mieste, ako malo skon¢it podla zadanej postupnosti.
Sutazna uloha:

Néjdite a dokazte algoritmus, ktory pre dant vstupni postupnost (v tvare znakového
retazca) uréi, ako najdalej mozZe pero starsieho kresliaceho zariadenia skonéit od miesta,
kde malo skon¢it podla zadanej postupnosti.

P-1I-4

Ucebny text pozri uloha P — I — 4, strana 59.
Skonstruujte DOL systém (alebo dokazte, Ze to nie je mozné) s rastovou funkeiou:
a) f(n)=n",
b) f(n)=n?-2"

P-1III-1

Ucebny text pozri uloha P — I — 1, strana 58.
Sutazna uloha:

Na vstupe st zadané M a N-uholnik. Napiste program, ktory vypocé¢ita obsah ich
prieniku v jednotkovych trojuholnikoch.

P-1II-2

.....

prvkové celoéiselné pole P s indexmi 0 az N — 1 (na zadiatku je inicializované na nuly).
Do tohoto pola budeme postupne zaradovat rozne kladné celo¢iselné hodnoty pomocou
procedury zarad:

procedure zarad(x:integer);
var i:integer;
begin
i := x mod N;
while P[i] <> 0 do
if P[i]>x then
i := (i+7) mod N
else
i := (i+3) mod N;
P[i] := x;
end;
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void zarad(int x) {

int 1i;
i=x while (P[i]!'=0)

if (PLil>x) i = (i+7) else i = (i+3)
P[i] = x; }

Sutazna uloha:

a) NapiSte ¢o najefektivnejsiu funkciu vyhladaj s jednym celoéiselnym paramet-
rom x, ktora zisti, ¢i sa prvok x nachadza v poli P. Ak ano, vrati hodnotu indexu
prvku x v poli P, ak nie, vrati hodnotu —1.

b) Je procedira zarad v pripade, Ze je v poli P aspon jedno volné miesto (t.j. aspon
jeden prvok s hodnotou 0), vidy koneéna? Odpoved dokazte.

P-1II-3

Ucebny text pozri uloha P — I — 4, strana 59.
a) Skonstruujte DOL systém s najviac dvoma pravidlami, ktorého rastova funkcia je
f(n) = n?, alebo dokazte, Ze to nie je moZné.
b) Zostrojte DOL systém s rastovou funkciou [logg,(n + 1)] + 1, kde k je pocet
symbolov abecedy, alebo dokéazte, Ze to nie je mozné.

P-1I1 -4

V meste st verejné priestranstva osvetlené N poulicnymi lampami. Kazda z lamp ma
jednoznacne priradené ¢islo od 0 po N —1. Na zapinanie a vypinanie verejného osvetlenia
sltzi v riadiacom stredisku verejného osvetlenia M prepinacov. Aby tychto prepinacov
nebolo vela, kazdy z prepinacov prepne naraz niekolko lamp (prepnit lampu znamena
zapnut ju ked nesvieti a vypnat ked svieti). Presnejsie, prepinaé ¢éislo ¢ prepne vietky
lampy s éislami a; . .. b; (to znamend prepne lampy s ¢islami z daného intervalu). MoZete
predpokladat, ze M < 100, N < 100.

Sutazna uloha:

Napiste program, ktory zisti, ¢i pomocou prepinacov v riadiacom stredisku mozno
zapnut vsetky lampy, ak predpokladame, Ze na zaciatku si vsetky lampy vypnuté.
Vstupny subor.

Vstupny siibor obsahuje niekolko zadani. Prvy riadok stitboru obsahuje pocet zadani
v stubore. Pre kazdé zadanie vstupny subor obsahuje blok tdajov takto: v prvom
riadku bloku sa nachadzaju ¢isla N a M, kde N je pocet lamp v meste a M je pocet
prepinacov v riadiacom stredisku. Dalsich M riadkov obsahuje pre jednotlivé prepinace
vzdy dvojicu ¢isel a;,b; (pre kazdy vypinaé interval éisel lamp, ktoré sa pomocou neho
prepnt). Jednotlivé bloky tdajov st oddelené vidy jednym prazdnym riadkom.
Vystupny subor.

Pre kazdé zadanie vo vstupnom stbore vystupny stibor obsahuje riadok z jednou
z nasledujtcich sprav:

Mozno — ak mozno rozsvietit vietky lampy pomocou vypinacov v riadiacom stredisku,

Nemozno — ak to nie je mozné.
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P-—-1III -5

V meste Manhatan sa vsetky ulice tiahnu bud zo severu na juh, alebo z vychodu
na zapad (predpokladajte, Ze sa ulice tiahnu oboma smermi dostato¢ne daleko). Na prie-
secniku kazdych dvoch ulic je krizovatka.

Kazda krizovatku si oéislujeme dvojicou €isel (7,j), ¢o znamend, Ze krizovatka lezi
na i-tej vychodozapadnej ulici zo severu a na j-tej severojuznej ulici zo zapadu. Kri-
zovatky su teda oéislované od (1,1) do (M, N), kde M je poéet vychodozépadnych
ulic a N je pocet severojuznych ulic. Moézete predpokladat, ze M < 100, N < 100.
Na niektorych krizovatkach sa pracuje na oprave ciest, preto cez ne nie je mozné prejst.
Na krizovatkach (1,1) a (M, N) sa nepracuje.

Arpéad vidy rédno vychadza z krizovatky (1,1) a potrebuje sa dostat do firmy, ktora
sa nachadza na opa¢nom konci mesta, tzn. na krizovatke (M, N).

Sutazna uloha:

Napiste program, ktory zisti, kolkymi cestami sa moze Arpad dostat do firmy, pricom
na svojej ceste sa moze vzdy pohybovat len smerom na juh alebo na vychod a vypise
najmensi pocet krizovatiek, cez ktoré sa moze takouto cestou do firmy dostat (vratane
(1.1) a (M, N))

Vstupny subor.

Vstupny stibor obsahuje niekolko zadani, prvy riadok vstupného sitboru obsahuje ich
pocet. Pre kazdé zadanie obsahuje vstupny sibor blok dat. Na prvom riadku kazdého
bloku sa nachadzaju ¢isla M a N, kde M je pocet vychodozapadnych ulic a N je pocet
severojuznych ulic. Na dalsom riadku sa nachadza ¢islo ' — pocet krizovatiek v meste,
na ktorych sa opravuju cesty a na kazdom z nasledujtcich K riadkov sa nachadzaju
vzdy dve ¢isla, ktoré urcuja polohu krizovatky, na ktorej sa pracuje. Bloky adajov st
oddelené vzdy jednym prazdnym riadkom.

Vystupny subor.
Pre kazdé zadanie vo vstupnom stbore vystupny sibor obsahuje riadok
— s ¢islami A a B, kde A je pocet roznych ciest a B je pocet krizovatiek naj-
krat$ej z nich (vratane (1,1) a (M, N)) v pripade, Ze existuje aspon jedna cesta
pozadovaného typu;
— s hlaskou ,Cesta neexistuje®, ak neexistuje cesta pozadovaného typu.



Riesenia sufaznych aloh

KATEGORIA P

P-1I-1

a) Najprv si ukdZme, ako prepoéitat zadané stradnice do pravouhlej stiradnicovej
ststavy. Oznaéme (t,,t,) stiradnice v nasej trojuholnikovej ststave a (k,, k) siradnice
v pravouhlej stradnicovej ststave (obr. 28).

A
ky —ts te
t
ky |’
60° o
Obr. 28
Z vlastnosti pravouhlého trojuholnika na obrazku vyplyva:
ky R ky —t, ) R
— = cos 307, = s 307,
y y

a teda pre suradnice (ky, ky) plati:

3 1
_£ty7 kx:§ty+tl’

Pre ticely prepoéitania na suradnice na obrazovke zavedieme nasledujiice premenné:

— zvi¢Senie k (pocet pixelov na obrazovke na jednotku diéky),

— stradnice zaciatku suradnicovej ststavy na obrazovke (og,0y).

Vo vzorovom rieseni je k konstanta a o, o, sa poéitaju tak, aby bod (0,0) lezal
v strede obrazovky.

Zhrnieme vysledky predchadzajicich ivah. Bod zadany v pravouhlej stistave st-
radnicami (k;,k,) sa zobrazi na obrazovke na stradnice (o + k.ky, 0y — k.ky). Ak
je bod zadany v trojuholnikovej ststave stiradnicami (t,,t,), potom jeho stradnice

v pravouhlej sustave st k, = ?ty, ky = % -ty + t., a na obrazovke sa teda zobrazi
na stradnice (0, + k.ty + kg - t,,0y — k?ty). Ak oznadime oo 1=k, jyo := 3k, Jyy =

= — Y2k dostavame, Ze sa bod so stiradnicami (t, v trojuholnikovej stistave zobrazi
3 dost : bod d te,ty) v trojubolnikovej stist b
na obrazovke na bod

(01: ‘|‘]1:1:t1: ‘|‘jyxty70y ‘|‘jyyty)'
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b) Kedze vsetky vrcholy nasho N-uholnika musia byt mreZové body a vzdialenost
nasledujiiceho vrcholu od predchadzajiceho musi byt vidy 1, prichadzaji pre vrchol
so suradnicami (f;,t,) do tvahy ako nasledujice len tieto vrcholy (zodpovedajice
smery, v ktorych vrcholy lezia vzhladom k (¢, ¢, ) oznaéme od 0 po 5 v poradi, v akom st
tu vypisané): (tg,ty+1), (tz+1,ty), (to+1,t,—1), (to, t, —1), (tz—1,t,), (tz—1,t,+1).

Nech sme do vrcholu (t4,t,) prisli zo smeru s, a odchadzame z neho v smere s,.
Vidime, Ze ak s, = s, tak sme sa v bode neotoéili, ak s, = s, + 1 (mod 6) alebo s, =
= s, + 2 (mod 6) tak sme sa otodili doprava, inak dolava (pripad s, = ss + 3 (mod 6)
nemoze nastat).

Obchadzajme nas N-uholnik po obvode (t.j. v poradi, v akom boli zadané jeho body;
poradie bodov moéze byt zadané bud v smere, alebo proti smeru hodinovych ruéiéiek)
a sledujme, v akom smere sa otac¢ame v jednotlivych vrcholoch (smer otacania je dany
mensim z dvoch uhlov pri vrchole). Ak je nd$§ N-uholnik konvexny, potom sa zrejme
musime otacat stale rovnakym smerom a naopak, ak konvexny nie je, musime sa pocas
obchodzky otocit aspon raz doprava a aspon raz dolava.

Tato jednoducha tvaha nam dava zaklad nasho algoritmu. Obchadzame postupne
N-uholnik, pricom ak sa oto¢ime doprava, nastavime premennt doprava, ak sa oto¢ime
dolava, nastavime premennt dolava. Ak st na konci obidve premenné nastavené, N-
uholnik nie je konvexny, v opa¢nom pripade je konvexny.

Casové aj pamatova zloZitost tohoto algoritmu je linedrna (O(N)), spravnost vyplyva
z horeuvedenej tivahy.

P-1-2

Zvysok ¢isla A po deleni ¢éislom B budeme oznacovat A MOD B. Ak ma existovat
postupnost hodnot H[1],..., H[L], musi predovsetkym platit, Ze L < N. Dalej plati,
ze ak do pola zaradujeme i-tu hodnotu, poéet kolizii K[i] je najviac 1 — 1. (K[i] =1i—1
vtedy, ked dojde ku kolizii so vSetkymi uZ zaradenymi prvkami). Z toho ale vyplyva, ze

ak Cpg >04+14---+(L—-1)= L(L2—1)7 postupnost opat neexistuje.

Oznaéme a b := (a4 7b) MOD N. Vezmime teraz lubovolny index nejakého prvku
v nasom poli j. Potom ak prechadzame prvkami j & 1,7 @ 2,...,5 @B N, tak prejdeme
kazdym prvkom nasho pola préave raz (pretoze N je prvoéislo).

Ak méme v poli obsadenych k prvkov s indexmi jo, jo® 1, joB2,... ,jo® (k—1), tak
pre lubovolné K[k+1], kde K[k+1] € {0,1,... ,k}, vieme néjst vhodny prvok H[k+1]
taky, Ze sa zaradi do pola na index jo & k. Oznaéme si ixy; := (H[k + 1] DIV 10 +
+ H[k + 1] MOD 10) MOD N (pozri procediiru Zarad), prvy index vypoéitany pre pr-
vok H[k 4 1] v procedire Zarad. Potom ak vezmeme

k1 = Jo © (k — K[k +1]),

tak sa nam prvok H [k + 1] zaradi na poziciu jo & k.
Pre kazdy podiatoény index jo a postupnost K (K[i] £i—1,¢=1,2,...,L) teda
vieme tymto sposobom najst prislusnt postupnost prvych indexov jo = 1,%2,... ,77.
Postupnost K vsak nie je zadana, pozname iba jej sucet Cp. Preto si ju mozeme
urcit lubovolne, pokial moZzno ¢o najjednoduchsie. PoloZme napriklad K[i] := 1 — 1
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pret =1,2,... maak m# L K[m+ 1] := C’K—W a K[i] :=0prei =m+

+2,..., L, pricom m vezmeme najvacsie také, ze m(m=1) < Ck. Riedenim kvadratickej
L . 1+v1+8-Ck
rovnice lahko zistime, ze m = | i ;_ K ].

f)alej treba vyriesit problém, ako zvolit jo tak, aby sa pri vyssie opisanej volbe
postupnosti K prvy index posledného prvku postupnosti H najdeny pomocou vztahu
i, = jo @ (L —1— K[L]) skutoéne rovnal hodnote vypoéitanej v procedtre Zarad
((H[L] DIV 10+ H[L] MOD 10) MOD N). Pre operaciu & plati «a MOD N = (a®b) &
& (—b), a teda ak i, = jo & (L — 1 — K[L]), potom

Jo=10® (—(L—1—- KI[L])).

Zostava urcit, ako z hodnoty prvého indexu 7; vypocitat hodnotu prvku postupnos-
ti H[j]. Je zrejmé, ze ak bude mat prvok hodnotu 10¢;, uréite bude jeho index ¢;. Prvky
postupnosti H vsak maja byt nenulové a navzajom rozne. Preto k j-temu prvku este
pripocitame ¢islo jN. Ak by sa takto vypoé¢itana hodnota nahodou rovnala ¢islu G,

odéitame od nej ¢islo 9 (tym padom bude H[j] MOD 10 = 1, ale hodnota H[j] DIV 10

klesne o 1, takZe sicet sa zachova).

Zhrime predchadzajice tvahy do funkcie Prvok (i, j), ktord pre dany prvy index i
a poradové ¢éislo 7 urél hodnotu H[j].

Funkcia Prvok (¢,7):
Ak 5 = L vratf G, inak
o ak 10t 4+ yN = G vrat 100 + jN — 9,

e inak vrat 10z + jN.

Na zaver uvedme prehladny zapis celého algoritmu tak, ako bol popisany vyssie:
L(L-1)

1. Ak L > N alebo Cg > 5

1—|—\/1—|—8'C[(
2

, postupnost neexistuje, inak pokracuj bodom 2;

2. m:=|

|, podla hodnoty m uréi K[L]:

e akm=1L, K[L]:=L-1,
m(m — 1)
5
e akm+ 1< L, K[L]:=0ajo:=10® (—(L—-1—-K[L]));
3. K[i]:= Prvok (0,¢) prei =1,2,... ,m;

e akm+1=L, K[[]:=Cg —

m(m — 1)

4. ak m+ 1< L, tak K[m + 1] := Prvok (m — Cg + 5

,m + 1);

5. K[i]:= Prvok (jo® (1 —1),1) prei =m+2,... L.
Casové zloZitost algoritmu je linedrna (O(N)), pamétova konstantna (O(1)), kedze
hodnoty K[i] moZno rovno vypisovat.
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P-1-3

Riesenie neobsahuje prakticky Ziadne vaznejsie problémy.
P-1-4

a) Riesenim je DOL systém ({a},{a — a}, a*).
Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova a*, a teda f(n) = 4.
Dokaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati.
Nech dalej w, = a*. Potom sa uplatnenim pravidla zmeni kazdé pismeno a na a,
a teda w,11 = a*, ¢&im je tvrdenie dokizané.
b) Riesenim je DOL systém ({a,b}, {a — a,b — ab},b).
Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova a"~1b, a teda f(n) =n
Dokaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati.
Nech dalej w,, = a®'b. Potom sa uplatnenim pravidiel zmeni kazdé pismeno @ na a
a pismeno b na ab, a teda w, 1 = a" " lab = a™b, éim je tvrdenie dokdzané.
¢) Riegenim je DOL systém ({a,b},{a — a,b — a*b}, a*b).
Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova ¢®"T1b, a teda f(n) = 3n + 2.
Dokaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati.
Nech dalej w,, = a®>"T1b. Potom sa uplatnenim pravidiel zmeni kazdé pismeno a na a
a pismeno b na a®b, a teda wn4q = a*"t1a®b = > FDF1Y, &m je tvrdenie dokdzané.
d) Riefenim je DOL systém ({b,c,d},{b — b,c — be,d — bc*d}, d).
Turdenie: V n-tom kroku je tvar slova b("_1)202("_1)d, ateda f(n) = (n—1)*+2(n—
-H+1= n?.
Dokaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati.
Nech dalej w, = p(n=1%c2(n=1) g Potom po uplatneni pravidiel bude w;,+1 =

= p(n=D7p2(n=1) 2(n—1)p 29 — b"QCZ"d, ¢im je tvrdenie dokazané.

Poznamka: Ukédzeme este postup, akym mozno tento DOL systém zostrojit. Plati: (n+
+ 1)2 —n? =2n+ 1. To znamen4, Ze pri prechode od n-tého k (n 4 1)-vému slovu musi
ypribudnit® 2n 4+ 1 pismeniek. Ak by sme teda nasli systém, ktory ma rastova funkciu
f(n) = 2n+1, potom by stacilo, aby kazdé jeho pismenko v kazdom kroku vygenerovalo
nejaké ,neutralne“ pismenko (t.j. pismenko, ktoré sa v dalsich krokoch meni uZ len samo
na seba). Takyto stroj ale lahko zostrojime: ({c,d},{c — ¢,d — c*d},d) — dokaz tu
nebudeme robit, kedZe je iplne analogicky s dokazmi predchadzajtcich tvrdeni. Potom
n4s stroj bude vyzerat takto: ({b,¢,d}, {b — b,c — be,d — be*d}, d).

Takyto postup moZno takisto pouZit ako dokaz spravnosti, vo vela pripadoch je viak
jednoduchsie vzniknuty DOL systém dokézat indukciou (pozri vyssie). V skutoénosti
na konstrukeiu DOL systému v pripade e) bol pouZity obdobny postup.

e) Riefenim je DOL systém ({b,c,d,e, f}, {b — b,c — bde®f,d — bd,e — bde, f —

— bde® £}, k).

Tvrdenie: Pre n = 2 je tvar slova bk("_l)gdk(3"2_9"+7)ek<6n_7)fk. Kedze f(1) =k,

je f(n) = kn? (k((n— 1)3 + 3n? —9In+74+6n—-T7+1) = kn? pre n > 2).

Doékaz: Pre n = 1 a n = 2 tvrdenie zrejme plati.



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA P 69
Nech tvrdenie plati pre nejaké n = 2. Potom w,, = bk("_l)gdk(3"2_9"+7)ek<6n_7)fk
a po uplatneni pravidiel
Wt = bk(n—l)3bk(3n2—9n—|—7)dk(3n2—9n—|—7)bk(6n—7)dk(6n—7)ek(6n—7)bkdk€6kfk _
_ bkn3dk(3n2—3n—|—1)€k(6n—1)fk _ bkn?’dk(S(n—|—1)2—9(n—|—1)—|—7)€k(6(n—|—1)—7)fk7

¢im je tvrdenie dokazané.
P-1II-1

Uvazujme v nasej stradnicovej ststave pas trojuholnikov, ktory je vymedzeny z-ovymi

suradnicami x a x + 1. Zoberme prienik tohoto pasu s hranicou nasho n-uholnika.

Priradme kazdej hrane smer a to podla toho, v akom poradi boli zadavané jej krajné

body. Dostavame stistavu jednotkovych hran, pricom

1. pocet hran je parny (ak prejdeme cez tento péas doprava, potom aby sme n-uholnik
uzavreli, musime cez tento pas prejst aj dolava a naopak);

2. ak je smer niektorej hrany dolava, smer najbliziej niZzsej a vyssej hrany je doprava

a naopak;

3. najvyssia a najnizsia hrana ide vo vsetkych pasoch rovnakym smerom, pricom
najvyssia ide opaénym smerom ako najnizsia;

Plocha prieniku pasu a nasho n-uholnika je zrejme stcet ploch ohrani¢enych naj-
vys$ou hranou a druhou najvyssou hranou, tretou a stvrtou najvyssou hranou, ...,
druhou a prvou najnizsou hranou. Predpokladajme teraz, Ze najnizsia hrana vedie
dolava. Potom plochu prieniku n-uholnika a nasho pasu dostaneme tak, Ze plochu v pase
,pod® hranou idtcou doprava vzdy pri¢itame a ,pod“ hranou idicou dolava odé¢itame.

To vsak nemusime robit po jednotlivych pasoch. Najprv polozme plocha := 0.
Nech y je vyska aktudlneho bodu n-uholnika. Ak dalsi bod je vpravo dole (relativne
stradnice (1, —1)) pripoéitame k ploche 2y — 1, ak je vpravo (relativne stradnice (1,0))
pripo¢itame 2y. Ak je dalsi bod vlavo hore (relativne stradnice (—1,1)) odpoéitame
od plochy 2y 4 1, ak je vlavo (relativne stradnice (—1,0)) odpoéitame 2y. V ostatnych
pripadoch (relativne stiradnice (0,1) a (0, —1)) nepripoé¢itavame ni¢, kedZe tieto hrany
nepretinaju ziadny pas.

Co ak viak bola orientécia hran opacna, ako sme predpokladali? Potom dostavame
zaporné ¢islo a jeho absolttna hodnota je plocha n-uholnika.

Poznamka: V predchadzajicom sme uvazovali, ze sa cely n-uholnik nachadza len
nad osou z. Je vSak jasné, Ze algoritmus ostava bez zmeny aj ked n-uholnik lezi cely
pripadne ¢iastoéne pod osou x.

Spravnost algoritmu je zrejma z predchadzajicich uvah. Casové zlozitost algoritmu
je O(n), pamétova O(1).

P-1I-2

a) Oznaéme h(x) := (@ MOD 10 4+ « DIV 10) MOD N (definicie pozri P — 1 — 1).
Funkcia Vyhladaj pri hladani prvku x postupne prezera prvky pola P s indexmi
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h(z),(h(z) + 7) MOD N, (h(x) + 14) MOD N,...  (h(z) + 7]) MOD N. Skonéi, ked
nastane jedna z tychto troch moznosti:

1) néjde hladany prvok z;

2) néajde prvok mensi ako x;

3) néajde prazdne poli¢ko (prvok s hodnotou 0).

Ak nastala prva moznost, prvok sa v poli nachadza, inak sa nenachadza. N a 7
st nestudelitelné ¢éisla. Z toho vyplyva, Ze pre kazdé ¢ € {0,1,... N — 1} existuje j €
€ {0,1,...N — 1} také, Ze ¢ = (h(x) + 75) MOD N. V poli je aspon jedno prazdne
policko (M < N), a preto [ bude vidy mensie ako N.

Nech sa v poli P prvok a nachadza na mieste s indexom ¢. Nech j € {0,1,... N — 1}
je také éislo, ze i = (h(x) + 75) MOD N. Aby funkcia Vyhladaj prvok x nasla, musi
platit, Ze prvky s indexmi A(x), (h(z) + 7) MOD N, (h(x) + 14) MOD N,... ,(h(z) +

b) Pokial do tabulky chceme ulozit prvok z, postupujeme opat po postupnosti
indexov h(z),(h(x)+7) MOD N, (h(x)+14) MOD N,... ,(h(z)47l) MOD N, a7z kym
nenajdeme prvok mensi ako x alebo prazdne policko. Ak sme nasli prazdne policko,
prvok z tam mozeme ulozit a funkcia vyhladaj ho iste najde, lebo pred nim bude
< ), ulozime sem prvok z. Pri hladani prvku y; sa predtym funkcia vyhladaj zastavila
na indexe (h(x) 4+ 71) MOD N, ale tam je teraz prvok x vacsi ako yp, takZze funkcia
bude pokracovat dalej po indexoch (h(z)+7(I+1)) MOD N,... (h(x)+7l;) MOD N.
Prvok y; uloZime na miesto (h(z)+7l1) MOD N. Ak tam predtym bolo prazdne poli¢ko,
skonéime, ak tam bol prvok y2 (y2 < y1) tak opéf postupujeme dalej po indexoch (h(x)+
+ 7(l1 + 1)) MOD N,... ,(h(x) + 7l3) MOD N. Toto opakujeme a7 kym nenéjdeme
prvok yg, ktory sa uz ulozi na prazdne policko. Na zdklade tohto postupu mozeme
zostavit procediru zarad:

procedure zarad(X:integer);

var i:integer;

begin

i:=(X mod 10 + X div 10) mod N; {i:=h(X)}
while P[i]<>0 do begin
if P[i]<X then {nazli sme men3i prvok}
swap(P[i],X); {vymeni hodnoty P[i] a X}
i:=(i+7) mod N; {posunieme sa dalej}
end;
P[i]:=X; {na voIné poliZko ulozime X}

end;

Procedtra zarad vzdy skonéi, lebo M < N, a teda v poli je nejaké policko Pli],
ktoré je prazdne a pre ¢ existuje j tak, ze (h(x)+77) MOD N = i. Preto najneskor po j
prechodoch cyklus while skonéi. Po vykonani procedury vsetky prvky, ktoré v poli P
boli, v iom ostanti (hoci moZno na inych miestach) a pribudne jedine prvok . Sti¢asne
pre kazdy index ¢ (0 < ¢ < N) plati, Ze hodnota PJ[i] pred vykonanim procediry
zarad(x) je mensia alebo rovnaka ako hodnota P[i] po vykonani procedury. Nech teda
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po vykonani procedury zarad(x) spustime funkciu vyhladaj(y). Mozu nastat tieto

moznosti:

e Prvok y sa v poli P nenachadza. Funkcia vyhladaj(y) nemoze najst nieco, ¢o v poli
P nie je, a preto vrati spravny vysledok.

o y = x. Uz z popisu algoritmu vyplyva, ze funkcia vyhladaj prvok x najde.

e y # x, y sa nachaddza v poli P a jeho poloha sa poc¢as behu procediry za-
rad(x) nezmenila. Predtym funkcia vyhladaj prehladavala indexy h(y),(h(y) +
+7) MOD N,...,(h(y)+7) MOD N. To znamena, Ze pre kazdé 7, 0 < 7 < [ platilo
P[(R(y) + 7i) MOD N] > y. KedZe hodnota Ziadneho prvku z P sa poéas vykonania
zarad(x) nezniZila, plati to aj nadalej, a preto vyhladaj(y) bude prehladavat tie
isté indexy a tspesne y najde.

e y # x, y sa nachadza v poli P a jeho poloha sa pocas behu procediry zarad(x)
zmenila, t.]. je to jeden z prvkov y1,y2,...yk. Nech predtym vyhladaj prehladavala
indexy h(y), (h(y)+7) MOD N,... (h(y)+7]) MOD N. Rovnako ako v predchadza-
jlicom pripade ani teraz neskonéi skor, ale na mieste s indexom (h(y) + 7) MOD N
je teraz prvok vacsi ako y, preto funkcia bude pokracovat dalej. Z popisu algoritmu
vsak vyplyva, Ze prvok na ktorom sa zastavi je prave hladany prvok y.

P-1I-3

Celkovy posun pera je stc¢tom jednotlivych vektorov urcenych vstupnou postupnostou.
Ak starsie zariadenie urobi pohyb o jednotku dlhsi alebo kratsi, je to to isté, ako keby
sa okrem ur¢eného vektora posunulo este o jednotkovy vektor v smere alebo proti
smeru svojho natocenia. KedZe s¢itanie vektorov je komutativne, predstavme si, Ze
by sa tieto posuny o jednotkové vektory vykonali az nakoniec. Nech mnozina A je
mnozina obsahujtca ku kazdému vektoru zo vstupnej postupnosti dva navzajom opacné
jednotkové vektory (v smere a proti smeru tohto vektora). Ulohou teda je vybrat
z mnoziny A podmnozinu, ktore] sucet je najdlhsi. Vybrana podmnozina moze byt
Tubovolna (zariadenie sa sice vidy posunie najviac o jeden z dvojice navzajom opaénych
vektorov, ale ak by sme vybrali obidva, je to to isté, ako keby sme nevybrali ani jeden).

Podmnozina s najdlhsim stiétom iste obsahuje z kazdej dvojice opac¢nych vektorov
prave jeden. To sa lahko dokdZe sporom: nech vektor (x,y) je siétom podmnoziny
s najdlhsim siétom, ktora neobsahuje ani jeden z jednotkovych vektorov (x1,y1)
a(—x1,—y1). Potom ale jeden z vektorov (x+x1,y+y1), (x—x1,y—y1) je uréite dlhsi ako
vektor (x,y). (Plati, ze z7+yi = 1 ajedno z &isel 14+2(zz1 +yy ), 1+2(zz1 +yy; ) je uréite
kladné. Dlzka vektora (z 4+ 21,y +y1) je Va2 +y2 + 22 +y2 + 2z +yy) a dlzka
vektora (z — x1,y — y1) je /a2 +y?2 + 22 +y? —2(xxy + yy1). Jedna z tychto dlzok

nie je vektor s najvac¢sou moznou dlzkou. Podobne sa da zdovodnit, Ze ak A obsahuje
viac rovnakych dvojic vektorov, do podmnoziny s najdlhsim stc¢tom sa vyberie z kazdej
dvojice ten isty vektor.

DokaZzeme teraz nasledujicu vetu: Hladané riesenie obsahuje vsetky vektory z A
leziace v jednej polrovine urcenej niektorou priamkou vedicou cez bod (0,0). Ak st
niektoré dvojice vektorov rovnobezné s priamkou, vybert sa vektory v jednom smere.
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Dékaz: Nech (x,y) oznacuje sti¢et podmnoziny s najdlhsim stié¢tom, nech priamka p
je kolma na (x,y) a prechadza cez (0,0). Nech (x1,y1) je lubovolny vektor z polroviny,
v ktorej sa nachédza (x,y). Potom uhol vektorov (z1,y1) a (x,y) je najviac 90°. Preto
vety). Ak by naSa podmnoZina neobsahovala niektory z vektorov z tejto polroviny, jej
sucet sa po pridani tohto vektora prediéi, takze by nemohla byt hladanym riefenim.
Ak by naopak obsahovala nicktory vektor z opacnej polroviny, tak jeho ubranie je to
isté ako pridanie vektora k nemu opa¢ného (ten je uZ z nasej polroviny), ¢o vsak sicet
prediéi.

Nech aq,as,...,as, st jednotkové vektory z mnoziny A zotriedené podla smeru
(vektor a;y, je opaény k vektoru a; pre 1 < ¢ < n). Vezmime dva susedné vektory
z takto zotriedenej postupnosti. Polroviny uréené vsetkymi priamkami prechadzajicimi
ymedzi“ tymito dvoma vektormi obsahuji rovnaki podmnozinu vektorov z A, a preto
sta¢i uvazovat iba priamky so smermi vektorov z A. Polrovina uréena priamkou v smere
vektora a; obsahuje vektory a;,a;11...ai4n-1,1 < 1 < n. Stadi teda spravit vsetky
takéto stiéty a najst z nich najvacsi. Pre utriedeni postupnost vektorov je to mozné
urobit v ¢ase O(n).

KedZe smery vektorov uréenych vstupnou postupnostou sii celé ¢isla od 0 po 359,
mozeme ich zotriedit v ¢ase O(n) Counting Sortom, t.j. pre kazdy zo smerov spoéitame,
kolko vektorov je v tomto smere. Ak mame [ jednotkovych vektorov s tym istym smerom,
tak ich mozeme povazovat za jeden vektor diéky [. (Iste staéi pouzit iba pole od 0 po 179,
lebo dlika vektora so smerom j a vektora k nemu opaéného so smerom j+ 180° st vzdy
rovnaké.)

P-1I-4

a) DokéZeme sporom, ze nie je mozné zostrojit pozadovany DOL systém. Nech teda
existuje DOL systém s rastovou funkciou n”. Vezmime k rovné maximalnej hodnote
7z dlzok pravych stran pravidiel. Z toho ale vyplyva, Ze ak mame v ¢-tom kroku slovo
diéky i', v 1 + 1-vom kroku moéZe nas DOL systém vygenerovat slovo diéky najviac ki’.
Zoberme teraz slovo wy. Jeho dlzka je (k*). Pre dlzku slova w41 potom musi platit:

wig1| < klwy| = kE* = BFH < (B + 1),

¢o je spor, lebo dl7ka slova wiy1 ma byt (k4 1)1,

b) Riefenim je DOL systém ({b,c,d},{b — b*, ¢ — b*c?,d — b*c*d*}, dd).

Tvrdenie: V n-tom kroku je tvar slova (b("_l)ch("_l)d)zn, a teda f(n) = 2"((n—
—1)?+2(n—1)+1) = 2"n?

Dokaz: Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati.

Nech dalej w,, = p2" (=17 2"2(n=1) 2" Potom po uplatneni pravidiel bude w,11 =

= (b("_1)2bz("_l)cz("_l)bczd = b"QCznd)an, ¢m je tvrdenie dokdzané.
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Uvazujme v nasej suradnicove] sustave vodorovny pas trojuholnikov, ktory je vymedze-
ny y-ovymi stradnicami y a y + 1. Ak vezmeme stranu mnohouholnika s prechadzajacu
tymto pasom s koncovymi bodmi [z1,y], [x2,y + 1], tak plati, Ze x; = x5 alebo 1 +

+ 1 = x2. Ak pozname sicet x1 + w3, tak vieme uréit x1 a x2: 1 = [(v1 + 22)/2],
xg = [(21 + 22)/2]. Preto mozeme kazdi stranu, ktora nie je vodorovna, jednoznacéne
popisat usporiadanou dvojicou ¢éisel (i,7), kde ¢ = 21 + 22 a j = y. Dvojicu (i,7)

budeme nazyvat stradnicami strany. Majme stranu s so sturadnicami koncov [zy,y],
[x2,y + 1] a stranu s’ so stradnicami koncov [z],y], [z},y + 1], priom strana s je
nalavo od strany s’. Potom ¢ast pasu ohrani¢end stranami s a s’ je lichobeZnik alebo
v krajnom pripade trojuholnik a jeho obsah S = (2} — @1) + (2}, — x2) (prvy séitanec
urcuje pocet jednotkovych trojuholnikov, ktoré maja jednu zo stran na spodnej priamke
pasu, druhy pocet tych, ktoré maji jednu zo stran na vrchnej priamke pasu). Po tprave
dostaneme vztah S = (@] +25)— (21 +22), o uz je vyjadrenie priamo pomocou suradnic
stran.

Majme teraz 2 mnohouholniky A a B a sktumajme prienik A, B a nasho vodorov-
ného pasu. Tento prienik bude zrejme pozostavat z lichobeZnikov (prip. trojuholnikov)
ohranic¢enych stranami mnohouholnikov. Bod pasu patri prieniku, ak je nalavo od neho
neparny pocet stran A aj neparny pocet stran B. Teda zaciatkom nejakého takéhoto
lichobeZnika bude strana, od ktorej vlavo je parny pocet stran jej vlastného mmnoho-
uholnika a neparny pocet stran druhého mnohouholnika. Naopak koncom takéhoto
lichobeZnika bude strana, od ktorej vlavo je neparny pocet stran jej vlastného a ne-
parny pocet stran druhého mnohouholnika. Strany mnohouholnikov, ktoré prechadzaju
jednym pasom mozeme zotriedit zlava doprava, t.j. podla ich prvej stradnice. Potom
jedinym prechodom cez utriedent postupnost stran vieme plochu prieniku jednoducho
vypocitat.

Algoritmus je teda nasledovny: zotriedime strany obidvoch mnohouholnikov podla
pasu, v ktorom sa nachédzaju (druhej stiradnice), pri¢om vodorovné strany mozeme
vynechat. Strany z toho istého péasu zotriedime zlava doprava (podla druhej stradnice).
Potom prechadzame naraz obidvoma zoznamami zotriedenych stran a hladame strany,
ktoré si zadiatkami alebo koncami lichobeznikov a ich prvé stradnice odpocitavame
alebo pripocitavame k celkovému siétu.

Zostava este popisat realizaciu triedenia. Tu si treba uvedomit, Zze ak mnohouholnik
ma nejaké dva vrcholy s x-ovymi stradnicami ¢ a j (i < j), tak ma aj vrcholy
s z-ovymi stradnicami z + 1,2 + 2,... ,7 — 1, lebo dlzka kazdej strany je 1. Rozdiel
maximalnej a minimalnej x-ovej stradnice mnohouholnika je teda najviac N. To isté
samozrejme plati aj pre y-ovt suradnicu. Preto na triedenie stran sa pouziva algoritmus
Radizsort. Strany sa zotriedia najprv podla prvej stiradnice a potom podla druhe;j,
pricom v obidvoch pripadoch sa pouziva stabilné a linearne triedenie Countsort. Prvé
suradnice strany st vsak si¢tom dvoch stradnic vrcholov, rozdiel dvoch stiradnic stran
moze byt preto aj dvojnasobok rozdielu stradnic vrcholov.

Vdaka linearnemu triedeniu je pamétova aj ¢asova zlozitost algoritmu O(N + M),
kde N a M s pocty stran mnohouholnikov.
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b) KedZe 7 a N st nesudelitelné ¢isla, existuje [ také, ze 77 MOD N =N —3a 0 <
< 1 < N. Plati, ze | < N — 1, lebo ak by sa rovnali, tak by muselo platit (TN —
—7) MOD N = N — 3, ¢o pre ziadne N > 10 zjavne neplati.

Vkladajme do prazdneho pola P procedtirou zarad postupne prvky (I +2)N, (I +
+1)N,...,4N, 3N, N. Ulozia sa postupne v tomto poradi na miesta 0,7,14,... ,N —3.
V poli je teraz obsadenych [ 4+ 1 miest, a teda aspon jedno miesto je volné. Ked teraz
zavolame procediru zarad s parametrom 2N, bude premennéa ¢ postupne nadobudat
ako 2N. Ale P[i] = N, a preto dalsia hodnota indexu bude opéat 0. TakZe procedtra
bude cyklicky nadobtdat stale tieto hodnoty, a teda nie je koneéna pre kazdy vstup.

a) Majme funkciu posun, ktora nam vrati dalsiu hodnotu, ak by nadobudol index ¢
v procedire zarad (tato hodnota zavisi od povodnej hodnoty ¢, prvku = a prvku P[i]):

function posun(i:integer; x:integer):integer;

begin
if P[i]>x then

posun:=(i+7) mod N
else
posun:=(i+3) mod N;

end;

Pri uréitom stave pola P chceme vyhladavat prvok z. Definujme (nekoneéni) po-
stupnost indexov hg, hy,ha,..., kde hg =@ MOD N a h;41 = posun (h;, x).

Mozu nastat tri pripady:

1) Prvok x sa v poli P nachadza. V§imnime si, Ze procedira zarad meni iba hodnoty
nulovych prvkov pola P, a teda hodnoty na indexoch, cez ktoré prechadzala pro-
cedlra zarad (x) sa nezmenili. Sa to teda indexy hq, hq, ... hg, kde k je najmensie
¢islo také, ze Plhi] = x.

2) Prvok x sa v poli nenachadza a procedtra zarad by ho zaradila na volné miesto
P[i]. Pri tomto zaradeni by procedira prezerala prvky P s indexmi hg, hy,...hg,
kde k je najmensie ¢islo také, ze Plhg] = 0 (resp. Ze ¢ = hy).

3) Prvok  sa v poli P nenachédza a procedira zarad pre vstup = neskonéi. Aj
v tomto pripade by procedura prezerala indexy ho,hy,.... Nech k je najmen-
Sie ¢islo také, Ze existuje | < k také, ze h; = hy. Potom postupnost {h,}
zac¢ina indexmi hg, hy,...hj—1, a potom sa uz stéle periodicky opakuji indexy
hl, hl_|_1, ce hk—l-

Funkcia vyhladaj teda rozpoznava tieto tri pripady, v prvom vrati by a v druhych
dvoch —1. V prvych dvoch pripadoch sta¢i postupne vypoéitavat indexy h,, az kym
nenajdeme 0 alebo x. Ak vsak chceme zistit, ¢i nenastal treti pripad, potrebujeme
zistit, ¢1 sa prave vypocéitany index h, uz predtym v postupnosti nevyskytoval. Budeme
sa po poli posuvat dvoma indexmi ¢ a j, kazdy bude postupne nadobtdat hodnoty
postupnosti h,. Ale index ¢ budeme posuvat ,rychlejsie“, ak : nadobudne hodnotu h,,,
tak hodnota j bude i n|. V pripade, Ze sa indexy v postupnosti periodicky opakujt,
po istom ¢ase bude platit 7 = j. V okamihu, ked j nadobudne prvykrat hodnotu hy, 1
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sa nachadza tiez niekde v cykle, nech najblizsie nadobudne hodnotu h; po p posunoch.
Po kazdom posune j sa ale vzdialenost 7 a j zmen$i o 1, lebo index ¢ sa medzitym
posunul dvakrat, a tak vlastne ,dobicha® index j. Preto index j sa posunie najviac
k-kréat, a kedZe sa ¢ posiiva raz tak Casto, celkovy pocet posunov je najviac 3k.
function vyhladaj(x:integer);
var 1,j,vysledok:integer;
menitj:boolean;

begin
vysledok:=0; {v§sledok e3Zte nepozname}
i:=x mod N; {prvy index}
j:=1;
menitj:=false;
while vysledok=0 d o {kym nepozname vysledok}
if P[i]=x then {naszli sme x}
vysledok:=1
else if P[i]=0 then {x v poli nie je}

vysledok:=-1
else begin
i:=posun(i,x); {posunieme i}
if menitj then begin {ak treba, posunieme j}
j:=posun(j,x);
if j=i then vysledok:=-1; {i a j sa stretli - cyklus}
end;
menitj:=not menitj;
end;
vyhladaj:=vysledok;
end;

P-1II-3

a) DokéZeme sporom, ze nie je mozné zostrojit pozadovany DOL systém. Nech teda
existuje DOL systém s rastovou funkciou n?. Nech mé tento DOL systém iba jedno
pravidlo. Potom toto pravidlo musi mat tvar a — @' a w; = a, lebo |w;| = f(1) = 1.
Pre wy plati wy = a' a |wy| = f(2) = 4. Z toho vyplyva, ze i = 4. Ale potom pre w3
plati ws = a’ a lws| = f(3) = 9. Dostévame teda, ze 9 = i* = 42 = 16, ¢o je spor.

Nas DOL systém musi mat teda aspon 2 pravidla. Nech tieto pravidla sa a — wu,
b — v, kde u,v € {a,b}*. Bez ujmy na vseobecnosti mdZzeme predpokladat, Ze wy =
= a. Potom w; = u, a teda |u| = f(2) = 4. Nech slovo u obsahuje k znakov a. Potom
wy = uFvtF a plati, Ze |w3| = f(3) = 9. Ale stcasne plati [w3| = klu| + (4 — k)|v]
a |u| = 4. Dostavame teda rovnicu 4k + 4|v| — k|v| = 9. Ak za k postupne dosadime
vetky mozné hodnoty (0,1,2,3,4), dostdvame pre |v| nasledujice rovnosti: 4|v| = 9,
444 —1Jv] =9, 8+ 4v| —2|v| =9, 12+ 4|v] — 3lv| =9 a 16 + 4|v| — 4|v| = 9. Ani
jedna z tychto rovnosti vsak neméa nezaporné celociselné riesenie, a preto DOL systém
s pozadovanymi vlastnostami neexistuje.
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b) DOL systém s pozadovanymi vlastnostami neexistuje. DokaZeme to opét sporom,
nech teda existuje DOL systém s k-prvkovou abecedou a rastovou funkciou f(n) =
= [log 1 (n+ 1)) + 1.

Nech m > 1, oznaéme n; najmensie také ¢islo n, Ze f(n) = m, a ny najvacésie
také ¢islo. Potom ny; = (k + 1)’”_1 —1amny = (k4 1)™ — 2. Teda vsetky slova
Wiy s Wiy g1y o 5 Why Majl dlzku m. Ich podet je ng —nq+1 = k(k+1)"~1. Ale roznych
slov diéky mje k™ a k™ < k(k+1)™"1. Preto uréite existujt éisla é,1 > 0, také, ze w; =
= w;4y. Ale ak zo slova w; vznikne po [ krokoch zas w;, tak sa tsek w;, wiyq,...w—1
sa bude dalej stale periodicky opakovat. Teda DOL vyprodukuje nekone¢ne vela slov
diéky m, ¢o je spor, lebo takychto slov ma byt ny —ny + 1.

P-1I1 -4

Riesme trochu vseobecnejsiu tlohu — na zaciatku nemusia byt vsetky lampy vypnuté.
Stav lamp si bude pamétat v poli [, kde I[i] = true, ak je i-ta lampa zapnuta a I[i] =
= false, ak je zapnuta. RieSenim takejto tlohy budeme nazyvat takti podmnozinu
danych prepinacov, ze ak ich vSetky prepneme, tak vSetky lampy budu zapnuté. Ak
N = 0, rieSenim tlohy je prazdna mnozina, nech N > 1. Mozu nastat dva pripady:

o [[1] = false.

Ak Ziaden interval nezac¢ina lampou 1, tloha zjavne nema riesenie.

V opaénom pripade vezmime najkratsi interval, ktory zaéina lampou 1 (nech jeho
koniec je b). Zmenme vsetky [[i] z tohto intervalu na opaéné a vsetkym intervalom, ktoré
zacinaji lampou 1 zmenme zaciatok na b+ 1 (intervaly, ktoré sa takto stant prazdnymi
uz dalej neuvazujeme) Dostavame takto nova dlohu pre lampy 2,3,..., N, ktora ma
riedenie vtedy a len vtedy, ked ma riesenie povodna tloha.

Dokaz: Nech pozmenena tloha mé riesenie R. Potom ak prepneme lampy z povodne;]
ulohy prepina¢mi z R, budu svietit iba lampy s ¢éislom vaésim ako b. Nech R obsahuje k
intervalov, ktorym sme zac¢iatok zmenili z 1 na b+ 1. Nech R’ vznikne z R tak, Zze tymto
intervalom zmenime zadiatok spat na 1. Ak k je neparne, kazda lampu z intervalu (1, b)
sme oproti rieSeniu R prepli este neparny pocet krat, teda zostane zapnuta. V tomto
pripade je teda R’ rieSenim nasej povodnej tlohy. Ak je k parne, lampy z intervalu (1, b)
zostant vypnuté, a preto k R’ treba este pridat interval (1,b).

Naopak, nech nasa povodna tiloha ma riesenie R. Pocet intervalov z R, ktoré obsahuja
lampu 1 je iste neparny. Ked vsetkym takymto intervalom zmenime zaciatok na b + 1
a vyhodime intervaly nulove;j diéky, dostaneme riesenie zmenenej tlohy.

o [[1] = true.

KedZe lampa 1 uZ svieti, nie je potrebné, aby sa dala nejakym prepina¢om prepnut.
Ak neexistuje interval, ktory zac¢ina lampou 1, (iloha ma riesenie vtedy a len vtedy, ked
uloha pre lampy 2,3,... , N a tu isti mnozinu intervalov ma riesenie.

Ak existuje interval, ktory zac¢ina lampu 1, opat z nich vezmeme najkratsi, zmenime
zaclatky intervalov rovnako ako v predchadzajicom bode, ale nemenime hodnoty pola [.
Takato pozmenena tloha ma opat riesenie prave vtedy ako povodna tloha.

Dokaz je obdobny, ako v pripade [[1] = true (uvedomte si vSak, %e pocet intervalov,
ktoré obsahuji lampu 1 musi byt tentokrat samozrejme parny).
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Nasou tlohou vsak nie je najst riesenie, iba zistit, ¢i nejaké existuje. Treba teda
na zaciatku nastavit vietky prvky pola [ na false a podla uvedenych tivah postupovat
od prvej lampy az po poslednt, pricom modifikujeme pole [ a zacéiatky prislusnych
intervalov. Dostavame algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(nm) a paméatovou O(n+m).

P-1II-5

Je dolezité si uvedomit, ze mézeme ist iba smerom na vychod alebo na juh. Aby sme
sa dostali z krizovatky (1,1) na krizovatku (M, N), musime prejst o M ulic na juh
a o NV ulic na vychod. Je jedno v ako poradi striedame smery, pocet krizovatiek, ktoré
prejdeme, je vzdy M + N + 1.

Pocet roznych ciest tiez vypocitame jednoducho. Oznaéme afi, j] pocet roznych ciest
z (1,1) do (i¢,7). Ak sa krizovatka (i,7) opravuje, plati afi,j] = 0. Na lubovolnt
krizovatku na vychodozapadnej ulici ¢islo 1 (t.j. na najsevernejsej z nich) sa mozeme
dostat najviac jednym sposobom, tak, Ze pojdeme stale na vychod. Ak sa vsak opravuje
niekde medzi touto kriZovatkou a krizovatkou (1, 1), nemozeme sa tam dostat vobec.
To isté plati aj pre severojuznu ulicu éislo 1.

Majme teraz krizovatku (¢,7), kde 7,5 > 1 a tato kriZovatka sa neopravuje. Na tito
krizovatku mozeme prist bud z krizovatky (¢ — 1, 7), alebo z krizovatky (i,7 — 1). Takze
ak pozname hodnoty ali — 1, 7] a a[i,j — 1], potom ali, j] = a[t — 1, 5] + ali, 7 — 1].

Na zéklade tychto tvah mozeme zostrojit algoritmus, ktory bude postupne po riad-
koch vypiﬁat’ pole a. Napokon budeme mat v a[m,n] poéet roznych ciest z (1,1)
do (M, N). Ak je tento pocet 0, ziadna takd cesta neexistuje.

KedZe musime vyplnit celtt tabulku a pre kazdé policko robime konstantny pocet
operacii, zloZitost algoritmu je O(MN).



Vyberové sustredenia pred MMO a MOI

Pred medzindrodnou matematickou olympiadou (MMO) a medzindrodnou olympia-
dou v informatike (MOI) sa kazdoroéne konaji pripravné ststredenia, po ktorych UK
MO vyberie najlepsich studentov do reprezenta¢nych druzstiev Slovenska.

Na vyberovom sustredeni pred MMO sa ztc¢astnilo 9 sttaziacich, najaspesnejsich
riesitelov tretieho kola MO kategérie A. Pri pozyvani na toto ststredenie sa prihliada
a] na uspechy v minulych ro¢nikoch MO a na vysledky korespondenéného seminara UK
MO. Ststredenie sa konalo v diioch 6.-11.5.1996 v Bratislave. Stutaziaci boli ubytovani
v priestoroch EKOIUVENTY a stutazili na MFF UK. Kazdé rano dostali sériu troch az
piatich uloh, ktort riesili zvacsa 4,5 hodiny. Po obede ich zadavajici opravil a pred vece-
rou boli spoloé¢ne vyhodnotené. Poukazalo sa na najcastejsie chyby, pripadne sa douéili
chybajtce teoretické poznatky. Na konci boli body ziskané za jednotlivé dni séitané,
prihliadlo sa na vysledky III. kola MO a na zaklade tohto bolo vybrané sesté¢lenné
druzstvo na MMO.

Vysledky sustredenia:

FEugen Kovac 50,25
Ivan Cimrak 44,25
Tamas Varga 43,5
Viadimir Marko 39,5
Muroslav Dudik 37,5

Danzel Partos 28,75
Viera Ruzickova 26
Martin Jandacka 25
Peter Kozak 24,75

Gk N
© N>

[,Jlohy zadavali lektori z Bratislavy:

Richard Kollar, MFF UK, dlohy 1 — 4 (Nerovnosti),

Doc. RNDr. Pavol Cernek, CSc., MFF UK, 5 — 9 (Planimetria),
Martin Niepel, MFF UK, 10 — 13 (Dokazové tlohy v planimetrii),
RNDr. Martin Knor, StF STU, 14 — 17 (Kombinatorika),

Mgr. Martin Dindos, MFF UK, 18 — 21 (Funkcionalne rovnice),
Doc. RNDr. Tomas Hecht, CSc., MFF UK, 22 — 26 (Teéria ¢isel).

Pre vybrané druzstvo sa organizovalo este jedno pripravné sustredenie v dnoch 17.—
21. 6. 1996 v zariadeni IUVENTY na Zochovej chate. Toto ststredenie bolo zamerané
viac na vedomostnt pripravu studentov a jeho obsahom boli prednasky na vybrané
témy. Lektormi boli:

Doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FDS VSDS Zilina (Matematickd analyza),
Prof. Pavol Kostyrko, DrSec., MFF UK Bratislava (Funkcie),

Doc. RNDr. Tomas Hecht, CSc., MFF UK Bratislava (Teoria ¢isel),

Richard Kollar, MFF UK Bratislava (Nerovnosti).

Pre najlepsich riesitelov tretieho kola MO kategérie P bolo v diioch 13.-18. 5. 1996
vyberové sustredenie na MFF UK v Bratislave. Pocas stistredenia ticastnici riesili tlohy
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z programovania a na zaklade dosiahnutych vysledkov bolo na jeho koneci vybrané
druzstvo reprezentujice Slovensko na MOI. Organizaciu sustredenia zabezpecovali To-

mas Vinar a RNDr. Andrej Blaho z MFF UK s pomocou mnohych dalsich studentov
usporiadajtcej fakulty.

Vysledky sustredenia:

1. Muroslav Dudik 272,3 7. Juray Gottwers 208,8
2. Dusan Bezak 236,8 8. Viadimir Marko 205,3
3. Martin Jandacka 230,9 9. Tomas Kalab 183,2
4. Martin Hajduch — 2259 10. Peter Helecmanovsky 176,2
5. Stanislav Funiak  212,3 11. Martin Plesch 174,7
6. Ivan Strohner 211,1 12. Robert Macho 149.8

Zadania sutaznych tloh vyberového ststredenia pred MMO

1. Nech a,b,z,y € R. Dokazte, ze

lasinz + bsiny| < \/a2 + b2 — 2abcos(x + y).

Kedy nastava rovnost?
2. Dokazte, ze ak 1 < z9 < ... < x, st prirodzené c¢isla, potom plati

- - n - 4n— 1 1
VETH VB TR Y I s st

To 3 Th 2 3

1
n?’

3. Nech x1,... ,%n, y1,... ,yn st kladné realne ¢isla. Dokazte, Ze plati

3

Kedy nastava rovnost?
4. Nech ay,as,... ,a, je postupnost roznych prirodzenych ¢isel.
a) DokéZte nerovnost:

(a] +as+...+a’)+(a} +a5+...+a>) =23 + a3+ ...+ a3

b) Najdite vsetky postupnosti, pre ktoré nastava rovnost.

5. Zo vsetkych mnohouholnikov vpisanych do danej kruznice vyberte ten, ktory
ma najvacsi sucet druhych mocnin dlzok jeho stran.

6. Zistite, & existuje koneénd mnozina trojrozmernych vektorov ai.as,... ,a,
(nad R) s vlastnostou, Ze pre vsSetky dvojice roznych ¢éisel 4,7 z mnoZiny
{1,2,... ,n} existuje ind dvojica ¢isel z tejto mnoziny s, (rozna od {1, j} taka,
ze plati a; + a; = as + ay.



80

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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. Zostrojte lichobeinik ABCD, AB || CD, ak je dané |AB| = 0,6 cm, |AC| =

=2 cem, Sapep = lem?, |AC| = |BD).

. Zo vsetkych stvoruholnikov ABCD, |BC| = «,|CD| = b, [BAC| = 40°

vyberte ten, ktory mé najvacsi obsah a vypoéitajte jeho uhol |[SACB| (a,b
st dané parametre).

. Uréte vietky ostrouhlé trojuholniky ABC, pre ktoré plati (r je polomer opisanej

a o vpisanej kruznice AABC):
r+ 0= 3cm,v, = 3cm,a < b < e

V trojuholniku ABC' na strane BC' vyberme taky bod M, aby vzdialenost
taziska AMC od vrcholu B bola rovna vzdialenosti taziska AM B od vrcholu C.
Dokéazte, ze |BM| = |CD|, kde D je pata vysky na na BC.
Konvexny stvoruholnik je rozdeleny svojimi uhloprieckami na styri trojuhol-
niky. Dokazte, Ze priamka spajajica taziska protilahlych trojuholnikov je kolma
na priamku spajajucu priese¢niky vysok zvysnych dvoch trojuholnikov.
Nech BD je vyskou trojuholnika ABC. Zostrojme kruznicu, v ktorej tvori
usecka BD priemer. Tato nech pretina strany AB a BC' v bodoch K a L.
Priamky dotykajice sa kruznice v bodoch K a L sa pretinaja v bode M.
Dokazte, ze priamka BM deli stranu AC na polovice.
Dve kruznice ky a ky sa pretinaji v bodoch A a B. Vedme Iubovolnt priamku
cez bod B. Ta pretina druhykrat k; v bode C' a ky v bode D. Doty¢nice ku kq
v C a ku ky v D sa pretinaji v bode M. Priese¢nikom AM a CD vedme
rovnobezku s CM, ktora pretina AC' v bode K. Dokazte, ze K B sa dotyka k.
Majme 2n futbalovych druzstiev 1,2,...,2n, ktoré budi hrat turnaj jedno-
kolovo (t.j. bez odviet). Urobte taky rozvrh zépasov na 2n — 1 dni, aby kazdé
muzstvo hralo kazdy den prave raz, a aby po 2n — 1 dnoch hral kazdy s kazdym.
Desat Tudi si kiipilo nejaké knihy, pricom zistili nasledovné:
a) Kazdy z nich si kapil tri rozne knihy;
b) Kazda dvojica z nich si kipila aspon jednu knihu rovnak.
Uvazujme knihu, ktort si kipilo najviac (n) z tychto Iudi. Ak4 je minimélna
mozna hodnota n?
Peter ma tri dolarové konta v troch bankach, v kazdej celoéiselny pocet penazi.
Peniaze moze presuvat z jednej banky do inej len vtedy, ak sa tym presunom
pocet dolarov v tej druhej zdvojnasobi.
a) Dokazte, ze Peter mozZe vzdy popresivat peniaze tak, Ze bude mat nenulové
len dve konta.
b) Moze vzdy popresuvat peniaze tak, aby mu zostalo len jedno nenulové konto?
Dvaja hraci hraji hru na stvorcekovej sieti 5 x 5. Prvy vpisuje do prazdnych
poli jednotky a druhy nuly, pri¢om ich tahy sa striedaji (prvy zaéina), az pokial
nezaplnia celt siet. Aky najva¢si sicet poli v $tvorei o velkosti 3 x 3 Stvorcov
(takych je tu 9) moze dosiahnut prvy hraé pri lubovolnej stratégii druhého?
Dokazte, ze neexistuje taka funkcia f definovana na vsetkych realnych ¢islach,
pre ktoru plati:

f(f(x)) =a* —2.
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Funkcia f je definovana na mnozine vsetkych kladnych celych ¢isel podmien-
kami:

=3f2n+1)—2f(n), n=1,23,...

Uréte pocet takych celych éisel n,1 < n < 1996, pre ktoré f(n) = n.
Nech Q7 je mnoZina kladnych racionalnych ¢&isel. Uréte, ¢ existuje funkeia
f: Q" = Q7 takd, Ze pre lubovolnt dvojicu kladnych racionélnych éisel (z,y)

plati:
)

Fzfy)) = v

Ak takato funkcia existuje, najdite ju!
Nech f: R — R je spojita funkcia taka, ze pre kazdé = € R plati:

2f(x +1) = f(x) +4f(22).

Ukézte, Ze potom plati: f(x) = 0 pre vsetky = € R.

Nech k € N a f je polynoém s celo¢iselnymi koeficientami stupna n, pre ktory su
¢isla £(0), f(1),..., f(n) delitelné éislom k. Dokézte, Ze potom je éislo f(1996)
delitelné k.

Ak z,y a z st prirodzené éisla a 22 4+ y% + 2% = 1993, tak = +y + 2 nie je tvorec
prirodzeného ¢isla. Dokéazte!

Najdite vsetky trojice prirodzenych ¢isel x,y a z, pre ktoré plati 7% +1 = 3Y4+5°.

>0
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n > 2 je ¢islo Z(—l)k (32) delitelné
. k=0
tromi.
Nech p je prvoéislo véésie ako 4, Z, = {1,2... ,p — 1}. Dokazte, Ze pre kazdy

rozklad mnoziny Z, na tri neprazdne po dvoch disjunktné mnoziny so zjedno-
tenim Z, existuja také ¢isla a,b a ¢ z roznych mnozin rozkladu, ze a + b = ¢
(mod p).



2. ceskoslovenské stretnutie

ZILINA, 2.— 5. JUNA 1996

Po minuloroénej premiére v Jevicku v éeskej republike sa v tomto ro¢niku MO
konala medzistatna sutaz medzi druzstvami mladych matematikov po prvykrat na Slo-
vensku. Celé stretnutie prebiehalo v priestoroch SOU chemického v Ziline. Organizaciu
zabezpecoval Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSec., z VSDS v Ziline.

Ulohou tejto sutaze nie je len porovnanie sil zacastnenych druzstiev, pripadne
priprava na MMO, jej cielom je najma spoznanie sa najlepsich riesitelov olympiad
z dvoch tradiciami spriaznenych krajin. Nakolko medzi stitaziacimi nie je Ziadna ja-
zykova bariéra, cela organizacia podujatia je oproti inym medzinarodnym sutaziam
znacne zjednodusenda. Preto nie je potrebné prekladat zadania, ¢i riesenia do inych
jazykov. Po rozdeleni byvalého spolo¢ného statu Cechov a Slovakov sa mnoho kontaktov
prerusilo. Moéze nas tesit, Ze matematickt olympiadu tento vyvoj nepostihol a okrem
spolo¢nych tloh a spoluprace pri zabezpecovani MO pretrvavaju kontakty nielen medzi
vedeniami olympiad (predovsetkym Ulohové komisia MO), ale aj medzi riesitelmi.

Por. | Meno Roc¢nik, Skola 1.12.13.4.]5.|6.|Sacet
1.-2. | Michal Bene$ 4 G Zborovska, Praha T4\ TT 39
Ivan Cimrék 4 G V.Okruzna, Zilina T4\ TT 39
3.-5. | Miroslav Dudik |3 G Trebisov T 4|77 T|T| 38
Vladimir Marko | 3 G J.Hronca, Bratislava |3 |7 |7 |7 |7|6]| 38
David Opéla 4 G M.Kopernika, Bilovec |5 |5 |7 |7 |7 |7| 38
6. | Tomas Barta 4 G Zborovska, Praha T4 T| 74T 36
7. | Daniel Kral 4 G Zlin 714171737 35
8.-10. | Eugen Kovac 4 G Stropkov TS| T |71 7| 34
Tamas Varga 4 G Koméarno mad. 4T 27| 34
Robert épalek 4 G tr.kpt. Jarose, Brno 6|7(6|7|1|7] 34
11. | Jan Spévak 3 G Hellichova, Praha 71O T T T 29
12. | Viera Rizickova | 2 G V.Okruzn4, Zilina 412071026 21

Opravovanie rieseni vzdy zabezpecuje domaca strana a na koordinacii hodnotenia
sa podielaji vedici jednotlivych druZstiev. Tento rok nimi boli Doc. RNDr. Vojtech
Balint, CSc. a Richard Kollar zo Slovenska a Doc. RNDr. Jaromir gimsva, CSec. z éeskej
republiky. Potesujtcou skuto¢nostou moze byt, ze Ulohové komisia MO sa venuje
aj tejto sutazi, a tak boli vsetky predloZené tulohy povodné. Boli to najma tulohy,
ktorych naro¢nost, alebo tematické zameranie prekracuje moznosti kategorie A. Zoznam
sutaziacich aj s vysledkami siitaze je v tabulke. Rovnako ako v minulom ro¢niku lepsie
obstal tim éeskej republiky. Budtci roénik sttaze sa uskutoéni v éeskej republike.
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Zadania dloh 2. éeskoslovenského stretnutia

Uloha ¢.1
Nech Z* je mnozina vsetkych celych ¢isel roznych od nuly. Dokazte, ze celé ¢islo
p > 3 je prvodislo, prave ked pre kazda dvojicu ¢isel a,b € Z* prave jedno z ¢isel
—1 1
lea—l—b—Gab—l—pT, Ngza—l—b—l—Gab—l—z%
leZi v mnozZine Z* . (J.gimsva)
Uloha ¢é.2
Na neprazdnej mnozine M je dana operacia * , ktora kazdej usporiadanej dvojici
prvkov (a,b) € M x M priradi nejaky prvok ¢ € M, ktory oznadujeme ¢ = a * b .
Zaoberajme sa operaciami * s vlastnostou: vztahy

(axb)*xb=a a a*(a*xb)=">

platia pre fubovolné prvky a,b € M.

a) Dokazte, Ze kazda takdto operécia je komutativna, t.j. pre vSetky a,b € M plati

rovnost a x b = b * a.
b) Na ktorych koneénych mnozinach M takato operacia existuje?
(J.giméa, T.Werner)

Uloha ¢.3

Pravidelny stvorboky ihlan ma dlzku hrany podstavy 2a a dlzku boénej hrany av/17.
Vo vnttri ihlana je zvoleny bod M. Uvazujme 5 ihlanov podobnych danému, ktoré maja
hlavny vrchol v bode M, a ktorych podstavy leZia v rovinach stien daného ihlana.
Dokazte, 7ze sucet povrchov tychto ihlanov je vaési alebo rovny jednej patine povrchu
daného ihlana. Kde je potrebné zvolit bod M, aby nastala rovnost?

(P.Leischner)

Uloha ¢.4
Nech Z oznacuje mnozinu vsetkych celych ¢isel. Rozhodnite, ¢i existuje funkcia
fZ — 7Z taka, ze pre kazdé k = 0,1,2,...,1996 a pre kazdé m € Z ma rovnica

f(z) + k-2 = m aspon jedno rieSenie & v obore celych &isel.
(J. giméa)
Uloha &.5
Na priamke st dané dve mnoZiny intervalov A a B. MnozZina A obsahuje 2m — 1
intervalov, kde m € N, pricom ziadne dva intervaly z A nie st disjunktné, nemaja
spoloény iba krajny bod, a kazdy interval z A obsahuje aspon dva disjunktné intervaly
z B. Dokézte, ze v B mozno najst interval, ktory patri aspon m intervalom z A.
(P.Hlinény)
Uloha ¢.6
Vo vnutri stran AC a BC' trojuholnika ABC' si po rade zvolené body E a D.
Oznacme F' priesecnik priamok AD a BE. Dokazte, Zze podiel obsahov trojuholnikov
ABC a ABF spiﬁa vztah

Sisc  |AC| . |BC|

Sapr |AE]| |BD| ' (P.Leischner)
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Riesenia dloh 2. éeskoslovenského stretnutia

Uloha &.1

Ked je vyraz Ny nulovy, dostaneme zo zadania rovnost p = (6a—1)(6b—1). Podobne,
ak je nulovy vyraz N3, dostaneme rovnost p = —(6a + 1)(6b + 1).

Najprv dokazeme prvu cast ekvivalencie. Nech je p > 3 prvoéislo. Rozlisime dva
pripady p =1 (mod 6) ap = —1 (mod 6) (iny pripad zrejme nemoze nastat). V prvom
z nich zrejme Ny ¢ Z*. Predpokladajme, Ze pre niektorta dvojicu a,b € Z* plati aj Ny ¢
¢ 7.*, ¢ize Ny = 0. To je vSak zrejme moZné, len ak je jedno z ¢isel |6a — 1] alebo [6b—1|
rovné 1 (inak by p nebolo prvoéislom). Preto by muselo byt jedno z ¢isel a, b rovné nule,
¢o vsak nie je mozné. Obdobny spor dostavame aj v pripade p = —1 (mod 6).

Teraz predpokladajme, ze p > 3 nie je prvoéislo. Okrem pripadov p = 1,—1 (mod 6)
nemozeme dostat ani Ny, ani Ny celé. Potom vSak maja vSetky delitele ¢éisla p tvar
6k + 1. Cislo p ma teda aspon jeden z moznych rozkladov:

p=(6c+1)(6d+1), p=(6c—1)(6d—1), p=(6c+1)(6d—1),

kde ¢ a d st prirodzené ¢isla. V prvom pripade Ny nie je celé a pre a = —c a b = —d
dostavame Ny = 0, v druhom pripade opat Ny nie je celé a Ny =0 prea =ca b =d.
Napokon v tretom pripade Nj nie je celé a pre a = ¢ a b = —d dostavame Ny = 0.

V kazdom pripade sme nasli dvojicu ¢isel a,b € Z*, pre ktort nie je ziadne z ¢isel
Ny, Ny z mnoziny Z*.

Uloha &.2

a) Podla prvej identity v zadani plati [a * (a * b)] * (a * b) = a. Vyraz v hranatej
zatvorke je ale podla druhej identity v zadani rovny prvku b, ¢ize plati b (a * b) = a,
ateda bxa =0bx%[b* (a*b)]. PretoZe posledny vyraz je podla druhej identity v zadani
rovny a * b, plati b *x a = a * b a dokaz komutativity je hotovy.

b) Prvky Iubovolnej n—prvkovej mnoziny oznaé¢ime ¢éislami 1,2,... ,n a definujeme
axb = ¢ prave ked n|(a + b+ ¢). Tato definicia je korektnd (t.j. pre kazda dvojicu (a, b)
existuje prave jeden taky prvok ¢) a méa okamzity dosledok: ak plati a * b = ¢, potom
cxb=aa axc=0>b. Preto operacia x s pozadovanou vlastnostou existuje na kazdej
kone¢nej mnozine.

Uloha &.3

Viimnime si, ze obsah podstavy aj boénej steny daného ihlana je rovnaky S; = 4a?.
Spojnice bodu M s vrcholmi ihlana rozdelia ihlan na styri stvorsteny a jeden stvorboky
ihlan. Vsetky tieto telesd maju spoloény vrchol M. Sucet ich objemov je objem daného
ihlana. Ak oznaéime v;, (i = 1,...,5) vysky tychto telies z bodu M potom

5

1 1
551 ZUZ‘ = 5511),

=1
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5
z ¢oho vyplyva > v; = v, kde v je vyska daného ihlana. Teraz si uvedomme, Ze tieto
=1
vysky st zaroven aj vyskami piatich ihlanov podobnych danému zo zadania. Z toho:

pricom S je povrch daného ihlana, S; st povrchy piatich vzniknutych ithlanov a k; st ich

5
koeficienty podobnosti s danym ihlanom. Z toho dale] Z V' S; =S, ¢ po umocneni

=1

5
S=) S+ Y 2885
=1

15i<555

Ak dalej pouZijeme AG-nerovnost, éize 2,/5;5; < S; + Sj, dostaneme

déava

5

5 5
S<Y Si+4-) Si=5-) 8.
=1 =1 =1

5
1
Teda Z Si = 55. Rovnost nastava len ked st vSetky ihlany zhodné. Potom je vsak M
=1

stredom gule vpisane] danému ihlanu.

Uloha &.4

Dokazeme, Ze hladana funkcia existuje. Po kratkej ivahe moZno nahliadnut, Ze staci
najst jednoznaéné (injektivne) priradenie (k,m) — = a potom definovat f(x) = m—kuz.
Zrejme potom uZ bude funkcia f(x) spiﬁat’ zadané podmienky.

Polozme d = 1996 + 1 = 1997. Podla vety o deleni celych ¢isel mozno kazdé éislo
x € Z zapisat jedinym sposobom v tvare x = m-d+k,kdem € Zak € {0,1,... ,d—1}.
Na zéklade tohoto vyjadrenia (s pevnym d) poloZme f(x) = m —ka, t.j. f(m-d+k) =
=m—k(m-d+k). Potom kazda rovnica f(x)+ k-2 = m ma rieSenie (nie nutne jediné)

r=m-d+k.
Uloha &.5

Oznaéme si intervaly v mnoZine A ako o; = (a;,b;), 1 = 1,2,... ,2m — 1; indexy
mozeme zrejme volit tak, aby platilo

aq § as § e d2m—1. (1)

Nech dalej by, &k € {m,m+ 1,... ,2m — 1} je najmensie z ¢isel by, bty -. 5 b2m—1.
Podla zadania obsahuje interval o, € A dva disjunktné intervaly z mnoziny B. Oznac¢me
ich 01 = (e1,d1) a B2 = (c2,d3). Bez ujmy na vseobecnosti moéZzeme predpokladat, Ze

ar S ¢p < dy < ¢ <dg < by (2)
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Teraz rozlisime nasledujtice pripady:

1) dy £ b; pre vetky ¢« = 1,2,... ,m. Potom ale z (1) aj /1 C «; pre kazdé i =
=1,2,...,m, a teda 1 ma pozadovant vlastnost.

2) dy > b pre nejaké s € {1,2,... ,m}. Vdaka (2) aj ¢z > bs. Pretoze podla zadania
maji kazdé dva intervaly z A spoloény bod, plati zaroven by = a; pre vsetky i,
a teda ¢y > a; pre vietky 7. Napokon z definicie by je by < b; pre i = m,m +
+1,...,2m — 1. Celkom teda plati a; < ca < dy < by, < b;, pre kazdé 1 € {m,m +
+1,....,2m—1}, éiZe B C «; pre vsetky ¢ € {m,m+1,... ,2m — 1}. Interval /3,
ma potom pozadovant vlastnost.

Tym je dokaz ukonceny.

Uloha &.6

A /P K B

Obr. 29
Vedme bodom F' rovnobezky so stranami trojuholnika ABC a ich priese¢niky s ty-

mito stranami oznac¢me K, L, M, N,O, P (obr.29).
Ak dalej oznaéime v¢, vy vzdialenosti bodov C, F' od priamky AB, potom
Sac _ ve _ |BC| (3)
SABF UF |FI&’| '
Ked teraz pouzijeme podobnost trojuholnikov F LM, PKF a rovnolahlost tise¢iek M P
a AC so stredom v B (bod F sa v tejto rovnolahlosti zobrazi na bod E) — rovnolahlost

zachovava pomery dlzok useciek, dostaneme

LM| |FM| |EC| |AC|
IFK| ~ |FP| ~ |AC| ~ |AE

1. (4)

f)alej plati
|CM| |[NF| |CD| |BC|

\[FK| ~ |[FK| _ |BD| _ |BD|

1 (5)
a podla (3)

Sapc _ |BC| _ |BL[+|LM|+ [MC]

SABF |FI&’| |FI&’| '

Do poslednej rovnosti dosadime |BL| = |[FK| a dlzky |LM|, |CM| vyjadrené zo (4)
a (5). Tak dostaneme zadany vztah.




37. medzinarodna matematicka olympiada

V dnhoch 5. az 17. jala 1996 sa v Bombayi v Indii konala 37. medzinarodna mate-
matickd olympiada IMO’96. Zucastnilo sa jej 424 sutaziacich zo 75 krajin. Medzina-
rodna matematicka olympiada (MMO) je stitazou jednotliveov. Kazda zo zicastnenych
krajin na nu vysiela sttazné druzstvo zlozené z najviac Siestich sutaziacich, sprevadzané
dvoma vedicimi. Slovenské druzstvo tvorili Tvan Cimrdk zo 4.ro¢nika Gymnazia Velka
Okruzna v Ziline, Muroslav Dudik z 3.rocnika Gymnéazia v Trebisove, Fugen Kovdé
z 3.ro¢nika Gymnézia v Stropkove, Viadimir Marko z 3.rocnika Gymnazia J.Hronca
v Bratislave, Viera Riuzickovd z 2.ro¢nika Gymnazia Velka Okru/na v Ziline a Tamds
Varga zo 4.ro¢nika Gymnazia s vyucovacim jazykom madarskym v Komarne.

Vedtcim delegacie bol Doc. RNDr. Vojtech Balint, CSe., z VSDS v Ziline a zastup-
com veduceho Richard Kollar z MFF UK v Bratislave.

Samotna sutaz je rozdelend do dvoch sttaznych dni, pocas ktorych sutaziaci riesia
po 3 ulohy, na ktorych vyrieSenie maji vzdy 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Vysledky sloven-
ského druZstva uvadza nasledujica tabulka:

Meno 11213 |4|5 |6 |stacet |cena
Ivan Cimrak 7111216 (1|1 18 3.
Miroslav Dudik 7105 (1|1 |7 ] 21 2.
Eugen Kovac 41116 (41 |3 ] 19 3.
Vladimir Marko 4 11 (711 |17 | 21 2.
Viera Ruzickova 010 (41 ]0 |7 | 12 3.
Tamas Varga 1116 |0 |2 7| 17 3.

Pre zaujimavost uvadzame aj vysledky druzstva éeskej republiky:

Meno 11213 |4|5 |6 |stcet |cena
Tomas Barta 71116 (00 |7 | 21 2.
Michal Benes 71116 (00 |7 | 21 2.
Daniel Kral 4 1211101011 | 8 -
David Opéla 4111710 |0 (6| 18 3.
Jan Spévak 2111 (1]0 (0| 5
Robert Spalek 11015 |3 (0|1 | 10 -

Vysledky st velmi netradiéné, prekvapujtca je hlavne velmi nizka (12 bodov) hranica
na zisk tretej ceny, na druht bolo treba 20 (trom nasim tcéastnikom usla len tesne)
a na prvu len 28 bodov. To, Ze tilohy neboli iplne neriesitelné, potvrdil svojim vykonom
najma Ciprian Manolescu z Rumunska, ktory — tak ako minuly rok — aj teraz ziskal plny
pocet bodov — 42. V Kanade bol vsak len jeden zo 14 absolutnych vitazov, tentokrat
zvitazil sam s naskokom 3 bodov pred dalsim stfaZiacim z Korei. Nase druZstvo
prekvapilo. Napriek mladému zlozeniu dosiahlo najlepsi vysledok za posledné tri roky, aj
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ked tentoraz chybala vyrazna individualita. Necakany je hlavne zisk za jednotlivé tilohy.
Kym sa nam nepodarilo nadviazat na tradiéne dobré vysledky v geometrii (treba vsak
pripomentit, Ze piata tiloha bola podla celkovych vysledkov suverénne najtazsia a po nej
nasledovali druhd a tretia), vynikajici bodovy zisk priniesla siesta tloha - jednoduché
kombinatorika, v ktorej sme mali pre zmenu tradi¢ne z1€é vysledky. Vyborné hodnotenie
sme ziskali aj za tretiu dlohu (funkcionalna rovnica). Do budtceho roku zostéava len
verit, ze obaja strieborni medailisti siahnu aj po najvyssom oceneni. V neoficialnom
poradi sme obsadili 17. miesto, ¢o zaroven znamena po prvykrat umiestnenie pred ti-
mom éeskej republiky, ktory tentokrat sklamal.

Zhodnotit nematematicky priebeh medzinarodnej matematickej olympiady je nelah-
ké. Obzvlast pre ¢lena druzstva Slovenska. Celé podujatie bolo sprevadzané mnozstvom
problémov. Uz samotnd cesta do dejiska sa ukézala problematickd, nase druzstvo doces-
tovalo do Bombaya len jeden den pred stitazou po namahavej ceste cez Vieden, Frankfurt
a Dilli, kde aj pobudlo v nedychatelnom ovzdusi sest noénych hodin. Pred spinavym
vnutrostatnym letiskom v Bombayi sme potom stravili spolu s jedinym telefonnym
¢islom dalsie tri hodiny. Na spominanom ¢isle vsak nebol nik kompetentny a ani
dobre hovoriaci anglicky. Na vetu ,We need a bus.“ odpovedal otazkou ,,Bulgarian
Airlines?“. Po dlhom ¢akani sa nas napokon ujal jeden z usporiadatelov a objednal
nam do miesta sutaze taxik. V tento nadherny den sme sa eSte okrem nejedlej stravy
mohli pokochat viac ako trojhodinovym otvaracim ceremonialom obsahujtcim okrem
vynikajtacich prejavov aj dvojhodinové taneéné predstavenie. Unavu sme u skoro ani
necitili, a tak sme hned po odlozenej (neskory zaciatok) veceri sli spat. Desathodinovy
spanok pred sutazou mohol postacovat, ak by vSak nasa jedind sttaziaca nebola najprv
vyrusovana tdrzbarmi, ktorym uZ v noci nedovolila opravovat kiipelnu. To vSak nebolo
najmudrejsie, pretoze zdvorili usporiadatelia nemozu nechat hosta spat v miestnosti
s pokazenou kipelfiou ani chvilu, a tak sa musela o desiatej v noci este stahovat. Prvy
poriadny oddych si teda uzila az pocas sutaze, ¢o sa prejavilo aj na jej vysledku za prvy
sutazny den.

Dalgi priebeh uz bol lepsi, autobusy meskajice hodinu az dve, noéné navraty z ex-
kurzii bez vecere, ¢i celodenné vozenie sa v dazdi sa stali beznou zalezitostou. Tieto
nekoneéné cesty autobusmi (klimatizovanymi, ak prave nebola klimatizicia pokazend)
nam poukazovali azda vsetky chudobné predmestia tohto 13-miliénového mesta. Slumy,
ako sa miliony papierovych, plechovych a trstinovych stanov volaji, boli naozaj vsade.
A tieZ $pina, smrad a tisice Zobrakov. Velka skoda, Ze nas nezaviedli do centra mesta, kde
to podla usporiadatelov vyzera inak. Napokon sme vsak predsa navstivili luxusny hotel
v centre. Nakolko ide o jednu z najvyssich budov v tejto Casti 1 zie, bol usporiadany
banket priamo v jeho podzemi. St’astie, 7e pozname tolko matematickych hier, ktoré
sme mohli po¢as tohto zaujimavého programu predviest ostatnym vypravam. Na zaver
eSte spomenme vynikajice vystupenie indickych gymnastov na ty¢i (azda najlepsia cast
kulttrneho programu) zial nasledované vystupenim dedinského kiizelnika, ktoré vsak
bolo nastastie pre obrovsky nezaujem v polovici prerusené, a slavnostné udelovanie cien,
ktorého polovicku vsak vedenie nasej vypravy zmeskalo pre neskory prichod autobusu.

épeciélnu cast programu absolvoval nas sutaziaci Viadimir Marko, ktorému pred nie-
kolkodiiovou navstevou miestnej nemocnice nepomohli ani antimalarika. Zaltdoéné
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problémy ako on mali vsak azda vsetci sttaziaci, nielen nasi. Dlhodobejsie hospita-
lizovany bol v$ak len on. Nastastie sa onho v nemocnici naozaj prikladne starali, a tak
si dokonca mohol osobne prevziat na vyhodnoteni svoju strieborntt medailu. V takejto
situdcii mozno preto hodnotit nas vysledok ako vynikajuici.

Pred aplnym ukoncenim MMO este zastupcovia Argentiny pozvali vsetky ziéastnené
krajiny na nasledujicu, uz 38. medzinarodni matematickt olympiadu, ktord sa u nich
bude konat koncom jila na budci rok. Dalgie ro¢niky by mali usporiadat Tchaj-wan,
Rumunsko, Juzna Korea, USA, Filipiny a Japonsko.
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Vysledky 37. medzinarodnej matematickej olympiady

Krajina Pocéet |Body | l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
Albansko 4 15 0 0 0 67.—68.
Argentina 6 80 0 1 3 29.
Arménsko 6 63 0 0 1 35.
Australia 6 93 0 2 3 23.
Azerbajdzan 6 27 0 0 0 58.
Bielorusko 6 99 1 1 2 21.
Belgicko 6 75 0 0 4 31.
Bosna a Hercegovina 4 30 0 0 1 o7.
Brazilia 6 36 0 0 0 52.
Bulharsko 6 136 1 4 1 11.-12.
Cyprus 5 14 0 0 0 69.
Ceska republika 6 83 0 2 1 28.
Cina 6 160 | 3 2 1 6.
Dansko 6 44 0 0 2 48.-51.
Estonsko 6 33 0 0 0 59.
Filipiny 6 8 0 0 0 74.
Finsko 6 58 0 0 2 39.
Francazsko 6 61 0 2 0 36.
Grécko 6 95 0 1 5 22.
Gruzinsko 6 78 1 0 2 30.
Holandsko 6 26 0 0 0 59.
Hong Kong 6 84 0 1 4 27.
Chile 2 10 0 0 0 71.
Chorvatsko 6 63 0 1 1 34.-35.
India 6 118 1 3 1 14.
Indonézia 6 11 0 0 0 70.
Iran 6 143 1 4 1 9.
Island 4 31 0 0 1 56.
Izrael 6 114 1 2 2 15.
Irsko 6 24 0 0 0 61.
Japonsko 6 136 1 3 1 11.-12.
JAR 6 50 0 0 2 43.
Juhoslavia 6 87 0 1 2 24.
JuZna Korea 6 151 2 3 0 8.
Kanada 6 111 0 3 3 16.
Kazachstan 6 20 0 0 0 64.
Kirgizstan 6 15 0 0 0 67.-68.
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Krajina Pocéet |Body |1l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
Kolumbia 6 48 0 1 0 46.
Kuba 1 16 0 0 1 66.
Kuvajt 2 1 0 0 0 75.
Litva 6 66 0 0 3 33.
Lotyssko 6 68 0 1 2 32.
Macao 6 44 0 0 1 48.-51.
Macedonsko 6 44 0 0 2 48.-51.
Madarsko 6 167 3 2 1 3.
Malajzia 4 9 0 0 0 72.
Maroko 6 19 0 0 1 65.
Mexiko 6 34 0 0 0 53.-54.
Moldavsko 5 55 0 0 2 41.
Mongolsko 6 49 0 0 2 44.-45.
Nemecko 6 137 3 1 1 10.
Novy Zéland 6 60 0 0 3 37.-38.
Norsko 6 60 0 0 3 37.-38.
Polsko 6 122 0 3 3 13.
Portugalsko 6 21 0 0 0 63.
Rakusko 6 54 0 1 0 42,
Rumunsko 6 187 3 3 0 1.
Rusko 6 162 2 3 1 4.
Singapur 6 86 0 1 3 25.-26.
Slovensko 6 108 0 2 4 17.
Slovinsko 6 49 0 0 2 44.-45.
Sri Lanka 6 34 0 0 1 53.-54.
Spanielsko 6 44 | 0 0 0 48.-51.
Svajéiarsko 4 23 | 0 0 1 62.
Svédsko 6 57| 0 1 1 40.
Taliansko 6 86 0 2 2 25.-26.
Thajsko 6 47 0 0 1 47.
Tchaj-wan 6 100 0 2 3 20.
Trinidad a Tobago 6 25 0 0 0 60.
Turecko 6 104 0 2 3 19.
Turkménsko 4 9 0 0 0 73.
Ukrajina 6 105 1 0 5 18.
USA 6 185 4 2 0 2.
Velké Britania 6 161 2 4 0 5.
Vietnam 6 155 3 1 1 7.

91
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Zadania uloh 37. medzinarodnej matematickej olympiady

1. Nech ABCD je obdlmikova doska s rozmermi |[AB| = 20, |[BC| = 12. Doska je
rozdelend na 20 x 12 jednotkovych stvorcov. Nech r je dané prirodzené ¢islo. Mincou
mozno tahat z jedného $tvorca na druhy vtedy a len vtedy, ked vzdialenost stredov
tychto Stvorcov je /r. Ulohou Jje najst postupnost tahov mincou veducu zo S$tvorca
s vrcholom A do stvorca s vrcholom B.

a) Ukazte, Ze Gloha sa neda splnit, ak je r delitelné 2 alebo 3.

b) Dokazte, ze loha sa da splnit, ak r = 73.

¢) D4 sa tloha splnit pre r = 97 7 (Finsko)
2. Nech P je bod vnutri trojuholnika ABC', pre ktory plati

| APB| — |4 ACB| = |4 APC| — | ABC|.

Nech D a E st po rade stredy kruznic vpisanych trojuholnikom APB a APC'. Dokazte,
ze priamky AP, BD a C'E sa pretinaju v jednom bode.

(Kanada)
3. Nech § = {0,1,2,3,...} ozna¢uje mnoZinu vsetkych nezapornych celych éisel.
Najdite vsetky funkcie f definované na S, ktorych funkéné hodnoty st z S, s vlastnostou

flm+ f(n)) = f(f(m)) + f(n),  previetky m,n € S.
(Rumunsko)

4. Dané su prirodzené ¢isla a, b také, Ze obe ¢isla 15a 4+ 16b a 16a — 150 st druhou moc-
ninou prirodzenych ¢isel. Néjdite najmensiu moznt hodnotu, ktortt moze nadobudnt
minimum oboch druhych mocnin.

(Rusko)

5. Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik taky, ze AB je rovnobezné s DE., BC
je rovnobezné s EF a CD je rovnobeiné s AF. Oznac¢me R4, Rc a Rp po rade
polomery kruznic opisanych trojuholnikom FAB, BCD a DEF anech p je obvod daného

v 2 e I v Id p
> &
sestuholnika. Dokézte, ze plati R4 + Rc + Rp 2 5" (Arménsko)

6. Nech n, p, g st prirodzené ¢isla, pre ktoré n > p+ q. Nech xg, x1,... ,x, st celé ¢isla
splhajice nasledujice podmienky:

a) xg =, = 0;
b) pre kazdé celé éislo i, 1 £ < nje bud @; — x;—1 = p, alebo z; — v, = —q.

Ukazte, Ze existuje dvojica indexov (1, j) taka, ze i < 7, (4,7) # (0,n) a z; = x;.

(Francizsko)
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Riesenia uloh 37. medzinarodnej matematickej olympiady

Uloha &. 1 (Ivan Cimrdk)

Zavedieme suradnicovi ststavu s pociatkom v strede Stvorca s vrcholom A a tak,
aby stred Stvorca s vrcholom B mal sturadnice [19,0]. (Potom ma stredu $tvorca s vr-
cholom D zrejme stradnice [0, 11].)

a) Najprv rozoberme pripad r = 2k, k € N. Ak tah mincou mozno v nasej sirad-
nicovej ststave reprezentovat posunutim o vektor (a,b), a,b € Z, potom musi platit
a®> + b = r = 2k. Zrejme teda maji ¢isla a aj b rovnaka paritu. Kedze vychidzame
z pozicie [0, 0], stéet oboch stiradnic polohy mince po kazdom pohybe musi byt parny.
Na konci preto nemozeme dosiahnut polohu [19, 0].

V pripade r = 3k analogicky a® + b* = 3k, avsak zvysky druhych mocnin po deleni

¢islom 3 st len 0 alebo 1, preto jedina vhodna kombinacia zvyskov ¢isel a,b nastava

vtedy, ked st obe delitelné tromi. Tvrdenie potom uz lahko dokdZeme obdobnymi
argumentami ako vyssie.

b) Prikladom takejto cesty je napriklad tato: [0,0]; [8, 3]; [16, 0];[19, 8]; [11, 5]; [19, 2];
116, 10]; [8, 7); [16,4]; [8, 1) (11, 9]; [19,6]; [11,3]; [19,0].

¢) Rovnica a?+b? = 97 méa v celych éslach riesenia len (:|:4)2—|—(:|:9)2 = 97. UvaZujme
teraz vsetky pohyby, ktoré moze minca pri tejto podmienke absolvovat. Tahy mincou
mozno rozdelit na dva typy - typ G, ked sa y-ova stiradnica bodu meni o 4 a typ H , ked
sa y-ova suradnica bodu meni o 9. V8imajme si teraz mozny pocet tahov typu G medzi
dvomi susednymi (nasledujtcimi) tahmi typu H . Rozoberme niekolko pripadov.

o Oba tahy typu H zvdcsuji y-ovt suradnicu o 9 — potom pred tymito tahmi mohli byt
y-ové suradnice polohy mince len 0,1 alebo 2, z ¢oho, vzhladom na zachovavanie
zvysku y-ovej suradnice po deleni Styrmi pri tahoch typu G, vyplyva, ze tieto
suradnice museli byt rovnaké, teda tahov typu G naozaj musel byt parny pocet.

o Oba tahy typu H zmensuji y-ovt suradnicu o 9 — tento pripad je obdobny ako
predchadzajuci.

o Jeden tah typu H zvacsuje y-ovi suradnicu o 9, druhy zmensuje — potom pred tymito
tahmi mohli byt y-ové stiradnice polohy mince len 0, 1 alebo 2, resp. 9, 10, 11. Rozdiel
poloh je teda ¢islo z mnoziny {7,8,9,10,11}. Ak opat uvazime zvySok modulo 4,
do uvahy pripada len rozdiel 8. Ten vsak znamena parny pocet tahov typu G .

V kazdom pripade je poéet tahov typu G parny. Polahky sa (opét pouZitim modula 4)
ukaze, ze ak by sme mali vyjst z pozicie [0, 0] a prist do pozicie [19, 0], tak aj pred prvym
tahom typu Haj po poslednom tahu typu H musel byt parny pocet tahov typu G.
Preto bol nutne pocet vsetkych tahov typu G parny. Ak si teraz pre zmenu vsimneme
x-ové suradnice zaciatku aj konca cesty, zistime, Ze maju roznu paritu. To vsak nie je
pri parnom pocte tahov typu G mozné (fahy typu H paritu nemenia). Preto hladand
cesta neexistuje.

Iné rieSenie, ¢ast c) (Miroslav Dudik)

Sktimajme y-ovi stiradnicu pri pohybe mincou z bodu [0,0] do [19,0]. Jej zmeny st
¢isla z mnoziny {—9, —4,4,9}. KedZe za¢iname aj konéime v pozicii 0, musi byt celkova
zmena suradnic v tvare 9k + 4l, k.l € Z rovna nule. Cisla 4 a 9 st viak nesudelitelné,
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preto musi byt k = 4m,l = —9m, m € Z. Zrejme m # 0, pretoZze potom by bol celkovy
pocet pohybov oboch typov parny, ¢o nam neumoznuje zmenit z-ovi stradnicu z 0
na 19. Bez ujmy na vseobecnosti nech je m kladné. Potom je pocet pohybov so zmenou
y-ove] suradnice o +9 aspon o 4 vacsi ako pocet pohybov so zmenou o —9. Cely proces
zmeny suradnic potom musi prebichat nasledovne:

di+... +dy+94dyto+. . . Ado+94dpso+. . +dw+9t+dysot. . Fd 494 dgo+. . . Fdy,

kde dy, ... ,d, si postupne zmeny y-ovej suradnice vo vsetkych tahoch mincou a plati
di+...+dy =dyy2+.. +dy = dpsot. . Ady = dytot+. . +d. = doga+.. . +d,  (mod 4)

(Toto tvrdenie si dobre rozmyslite.) V takomto pripade sa vSak Stvrta vyznacéend
deviatka pripocitava v situécii, ked déva y-ova stiradnica zvySok 3 modulo 4, ¢o vSak
zrejme nie je mozné, pretoze tento zvysok z pripustnych poloh davajua len ¢isla 3, 7, 11,
a ani k jednému tomuto ¢islu nemozno pripocitat 9 bez toho, aby sme prekrocili 11
(teda vysli z dosky). Pripad m zaporné sa rozoberie obdobne. Preto aj tu dochadzame
k zaveru, ze hladana cesta neexistuje.

Uloha ¢&. 2

Na dokaz tvrdenia je potrebné dokazat, Ze osi
uhlov S ABP a 4 ACP sa pretinajina AP. Oznad-
me k kruZznicu opisant trojuholniku ABC a dale]
X,Y a Z po rade jej priesecniky s polpriamkami »
AP BP a CP. Podmienka |[JAPB| — |[<ACB| =
= |[SAPC| — |4 ABC| je ekvivalentna s |{PAC| +
+ |[<PBC| = |<PAB| + | PCB|, ¢o mozno zjed-

nodusit na |[JXZY| = |[9XYZ|, teda |XY| =
= |XZ|. Trojuholniky BPC a ZPY st podobné,
preto |BC|/|ZY| = |BP|/|ZP| = |PC|/|PY|. B
Nech |BP| - |PY| = t, potom |PC|-|ZP| =1t = :
= |AP|-|PX]|. Z toho (obr.30) X
|\BC| |BP| |BP|-|PC| Obr. 30
\zY|  |ZP| t ’
¢o mozno upravit na
BC|
YZ|=t| —————— ] .
¥ 2=
Cyklickou zamenou mame tiez
|AB| |AC|
XY =t ————— XZ|l=t| —————5—= ).
= (rtee) 5= (e

|AB|  |AC] o |BA|  |CA]
|\BP|  |PC| |BP|  |CP|’

teda osi uhlov sa

Kedze | XY| = |XZ|, dostdvame
pretinaji na AP.
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Iné riesenie.

Pouzijeme nasledujticu netrivialnu lemu.
LEMA: Oznaéme paty kolmic z bodu P na strany BC, CA a AB po rade X,Y a Z
(obr. 81). Potom plati |Y Z| = |PA|-sin|[4BAC| a |YXZ| = |4BPC|— |4BAC|.

Tato lemu mozno dokazat vyuZzitim tetivovych stvoruholnikov AZPY, BXPZ
a CYPX a pouzitim pravych uhlov, ktoré sa v nich
nachadzaju. Nech teraz BD a CE pretinaja AP
po rade v bodoch @ a R. Rovnako ako v predchadza-
jucom rieSeni zrejme staéi dokazat, ze |AB|/|BP| =
= |AC|/|CP|. To je viak ekvivalentné s |AB|-|CP| =
= |AC|-|BP|. Pouzitim sinusovej vety v trojuholniku
ABC je to dalej ekvivalentné s |CP|-sin|[JACB| =
= |BP)|-sin |4 ABC/|. Teraz pouZijeme lemu, staci teda
dokdzat |XY| = |XZ|. Avsak z daného |[JAPB| —
— |QYACB| = |[9APC| — |[<ABC| pomocou lemy

A

vyplyva [ XZY | = |9 XYZ]|, ¢ovediek | XY | = | XZ|,
¢o bolo treba dokazat.

Uloha ¢. 3 (Viadimir Marko)

Dosadenim m = n = 0 do zadanej rovnice dostavame f(0) = 0. Teraz dosadenim
m = 0 dostavame f(f(n)) = f(n), ¢ize f(h) = h pre kazdé h € Hy, kde h € H je obor
hodnot f.

Jedno z rieseni rovnice je f(n) = 0 pre vSetky nezaporné celé n. Inaé existuje
najmensi nenulovy prvok mnoziny h € H s, oznaéme ho ¢. Plati f(¢) = ¢. DokdZeme, Ze
pre kazdé g < ¢,q € S plati ¢|f(q). Ak by existovalo také ¢, ¢ < ¢, ¢ € S, Ze f(q) =r +
+ ke, kde ke S, re{l,2,... ,¢—1}, potom f(r 4+ ke¢) = r + ke, pretoze r + ke € Hy,

¢o mozno pomocou daného vztahu rozpisat

Obr. 31

r ke = f(r +ke) = F(r + £(0) + F(c) + oo+ £(e)) =
) Fle) - () bt Fle) = F(r) ke,

k-krat

¢ize f(r) = r, Co je spor s vyberom c. Pre kazdé ¢ > ¢ mozeme pisat ¢ = ke + [, kde

keN, 1e{0,1,... ,¢c—1}. Potom

f(q) = fll+ke)= f(1) + flke) = f(1) + ke.

Teda funkcia f je presne dand svojimi hodnotami f(0) = 0, f(1),..., f(ec — 1), ¢|f(?),
pret=1,2 ... ¢— 1. Skiskou sa overi, ze kazda takiato funkcia naozaj vyhovuje.
Uloha ¢. 4

Oznaéme 15a + 160 = r? a 16a — 15b = s%, kde r, s € N. Odtial dostavame

rt st = (157 +16%)(a® + b%) = 481(a* + b?).
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Cislo 481 = 13 x 37. Teraz vyuZijeme fakt, Ze z* neddva zvy$ok —1 ani modulo 37 ani
modulo 13. (Ak by —1 = 2* (mod 13), pre nejaké » € N, potom z Malej Fermatovej
vety (—1)*> = 1 (mod 13), €o neplati; druhd kongruencia —1 = 2* (mod 37), pre nejaké
z € N, vedie ku (—=1)? = 1 (mod 13), o tieZ neplati.) KedZe r* + s* = 0 (mod 13),
bud r = s =0 (mod 13), alebo  #£ 0, s # 0 (mod 13). Druhé moZnost nemoze nastat,
pretoze z* nikdy nedéva zvysok —1 modulo 13; preto 13|r,13|s. Obdobne 37|r, 37|s.
Preto 481|r,481|s, ¢ize r = 481,s = 481. Pre r = s = 481 lahko najdeme dvojicu
a = 481 -31,b = 481. Preto je hladané minimum rovné 4812.
Iné riesenie

Vhodnym séitanim prvych dvoch rovnic dostavame 481a = 16r% 4 15s%. Ak uva-
Zujeme ttto rovnicu modulo 13, dostdvame 3r? + 2s* = 0 (mod 13). Ak vSak preska-
mame vSetky kvadratické zvysky modulo 13, zistime, Ze tato moznost moze nastat len
pre 13|r, 13|s. Obdobne mézeme uvazovaf tito rovnicu modulo 37, teda 1672 + 15s% =
= 0 (mod 37). Teraz preskimame 15- a 16-nasobky kvadratickych zvyskov modulo 37
a zistime, Ze aj tato moZnost nastava len pre 37|r, 37|s. Dalgi postup je uz potom
rovnaky ako v prvom rieseni.

Uloha &. 5

Oznac¢me poradea,b,c,d,ea f diéky stran AB, BC,CD, DE. EF a FA. VSimnime s,
Zze zo zadania vyplyva, Ze protilahlé uhly Sestuholnika st zhodné (|[<FAB| = |<CDE|,
|SABC| = |4DEF|, |<BCD| = |4 EFA|) (obr.32). Uvazujme nasledujtce kolmice:
AP | BC,AS | EF, DQ 1 BC, DR 1 EF.Potom PQRS je pravouholnik a |BF| =
> |PS| = |QR|. Preto 2|BF| = |PS| + |QR|, ¢ize

2|BF| 2 (asin |[SABC| + fsin|{BCD|) + (csin [ BCD| + dsin | ABC]).

P B c Q

S F E R
Obr. 32
Obdobne

2|DB| 2 (esin|dFAB| + bsin |[<ABC|) + (esin [JABC| + fsin|4FAB|),
2|FD| 2 (esin |[<BCD| + dsin|{FAB|) 4 (asin [ FAB| + bsin | BCD|).
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Pre polomery kruznic opisanych trojuholnikom FAB, BCD a DEF plati

B |BF|
© 2sin|QFAB|’

B |DB|
~ 2sin |4 BCD|’

|F'D|

Ba ~ 2sin|[4ABC|

Rc RE

Odtial

4Rs+ Rc+ Rg) 2
a(sin|<}ABC| sin|<)FAB|> +b<sin|<}ABC| sin|<)BCD|>
sin |[FAB| = sin |4 ABC| sin |[BCD| = sin|4ABC|
>2a+b4+c+d+e+ f)=2P,

v

a teda Ra + Rc + Rp = g, ¢o bolo treba dokazat. Rovnost plati, ak |[JFAB| =
= |JABC| = |[<BCD| a zaroveh BF 1 BC, ... ; teda prave vtedy, ked je Sestuholnik
pravidelny.

Uloha &. 6 (Viadimir Marko)

Ak p a ¢ nie st nesudelitelné, mozeme p, g aj x;, 1 = 0,1,... ,n vydelit najvacsim
spoloénym delitelom ¢isel p a g a prevedieme cely problém na rieSenie s p, g nestdeli-
telnymi.

Teraz uZz mozeme predpokladat, Ze p, g stt nestidelitelné. Ak posledny ¢len postupnos-
ti x,, vznikol k-krat pri¢itanim ¢isla p a [-krat odéitanim éisla ¢, potom 0 = z,, = kp—Igq,
kde k41 = n. Teda trividlne ¢|k a p|l. Nech k = koq a | = lop. Potom x,, = (ko — lo)pq,
¢ize kg = lp. Z tohon =k +1 = ko(p + q).

f)alej oznacme f; = x; —¥i—p—q pret =p+¢q,p+q+1,... ,n. Ak niektoré z tychto
fi =0, potom z; = 2;_,_, a tvrdenie zrejme plati. Preto mozeme predpokladat, ze
vsetky f; # 0. Clen fp+q mozno napisat v tvare fo4q = (¢ — apyq)p — (P + aptq)q
(pretoze ¢ — an + p+ an, = ¢+ p). Toto po Uprave dava fp4, = —aptq(p + ¢). Kedze

fr+q # 0, potom aj aptq # 0. Dalej
fi=fia+oi—2iq —Tip gt Tip g1, prei=p+q+1,...,n.

Mozu preto nastat len tri moznosti

fi=fici—(p+q), fi= fi-1, fi=fici+(p+q).

Kedze vsak vieme, Ze f,44 je tvaru —apyq(p+q), potom aj kazdé f; = —a;(p+q), pret =
= p+q,...,n. Predchddzajice tri moznosti sa meniana a; = a;—1+c¢,kdec € {—1,0,1}.
Zrejme su vsetky a; # 0. Potom vSak musia mat stale rovnaké znamienko. Potom majt
rovnaké znamienko aj vietky f;, o ale znamend, Ze v, = fpig+ fo(ptq) T+ -+ Jro(p+q)s
kde kazdy ¢len stc¢tu méa rovnaké znamienko. To je vsak spor s predpokladom z,, = 0.
Preto musi existovat nejaké vhodné ¢ také, ze a; = x;,_,_,. Kedze n —p —¢ # 0, je tato
dvojica indexov rozna od (0,n).
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Iné rieSenie (Viera Rizickovd)

Pre jednoduchost opat uvazme pripad p,q nesudelitelné. Uvazujme nasledujiicu
tabulku:

— do Tavého dolného rohu umiestnime ¢&islo 0;

— do poli¢ka vzdialeného o k poli vpravo a o [ poli hore od Tavého dolného rohu

umiestnime ¢islo kp — lq.

Postupnost g, 21,...,2, si mozno predstavit v tejto tabulke ako loment ¢iaru
vychadzajicu z lavého dolného rohu vediicu do nejakého polic¢ka, v ktorom je nula
(okrem poli¢ka v (¢ + 1)-vom stipci a (p + 1)-vom riadku — pretoze n > p 4 ¢). Vetky
nuly v tabulke zrejme leZia na jednej priamke, prechadzajticej lavym dolnym rohom.
f)alej si mozeme vsimnut, Ze v tabulke sa vZdy periodicky opakuje podtabulka, ktore]
lavy dolny roh a pravy horny roh ohrani¢uji dve za sebou idtce nuly. Prva takato
podtabulka ma lavy dolny roh v lavom dolnom rohu celej tabulky a pravy horny roh
v policku v (¢ + 1)-vom stipci a (p + 1)-vom riadku (v pripade p a ¢ nestdelitelnych).

Teraz postupujme nasledovne. V tabulke zaznac¢ujeme ¢leny postupnosti z; pohybom
vzdy bud vpravo alebo nahor. Pri prechode na nové poli¢ko vzdy v tabulke preskrtneme
vsetky policka, na ktorych s ¢isla rovnaké, ako je ¢islo na novom policku. Na dokaz
tvrdenia v zadani potrebujeme dokazat, Ze vzdy, ked chceme loment ¢iaru ukondcit
v policku s nulou, musime aspon raz vstipit na preskrtnuté policko. KedZze lomena
diara nemoze skondit v prvej podtabulke, musi ju raz nadobro opustit. Bez ujmy
na vseobecnosti nech ju opusti pod dalsou podtabulkou (mohla aj nad fou). To vak
znamena, ze v kazdom stipci podtabulky je uZ vyskrtnuté aspon jedno poli¢ko. Potom
vsak nemoze existovat lomena ¢iara neprechadzajica preskrtnutym polickom vedica
do policka s nulou, pretoze nula sa nachadza vzdy az v najvy$som riadku kazdej
podtabulky a je (ak uz nebola vyskrtnutéd nula v (¢ + 1)-vom stipci a (p + 1)-vom
riadku — potom je hladané dvojica indexov (0,p + ¢)) ,,odrezana* od aktualnej polohy
neprerusenou lomenou ¢iarou vedtcou pod nou. Preto sa v postupnosti nutne musi
nachadzat dvojica ¢lenov s rovnakou hodnotou rézna od dvojice (xg, ).



Tretia Stredoeuropska olympiada v informatike

THE 3" CENTRAL EUROPEAN
OLYMPIAD IN INFORMATICS

9 - 13 October 1996, Bratislava, Slovak Republic

Treti roénik Stredoeurépskej olympiady v informatike (CEOI) sa konal v diioch
9.-13. oktobra 1996 v Bratislave na pode Matematicko-fyzikalnej fakulty Univerzity
Komenského. Je potrebné poznamenat, ze o konani CEOI v Bratislave medzinarodna
komisia rozhodla az v jili tohto roku, kedZe sa nepodarilo CEOI zorganizovat v Chor-
vatsku.

Na CEOI sa zucastnilo 28 sutaziacich zo siedmych krajin (éeské Republika, Chor-
vatsko, Madarsko, Polsko, Rumunsko, Slovensko a Slovinsko).

Slovensko na CEOTI'96 reprezentovali Styria sutaziaci: Miroslav Dudik zo 4. ro¢nika
Gymnazia v Trebisove, Stanislav Funiak zo 4. ro¢nika Gymnazia v Suc¢anoch, Martin
Hajduch zo 4. roénika Gymnazia v Povazske] Bystrici a Viadimir Marko zo 4. roénika
Gymnazia J.Hronca v Bratislave. Vedtcou slovenského druzstva bola RNDr. Gabriela
Andrejkova z Univerzity P.J.Safrika v Kogiciach.

Stutaziaci boli ubytovani v Bratislave v peknom prostredi na Kolibe. Prvy den bol
vyhradeny na ubytovanie, prezentaciu sttaziacich a slavnostné otvorenie, druhy a stvrty
den sa stutazilo, treti denr bol venovany oddychu (studenti mohli absolvovat prehliadku
mesta, zo Sportovych ¢éinnosti bolo mozné vyskusat vodnu turistiku v lodenici MFF
UK, k dispozicii bolo mnozstvo dalsich aktivit podla vyberu studentov) a piaty den sa
konalo slavnostné vyhodnotenie a ukonéenie sttaze.

Samotna sttaz sa konala na Matematicko-fyzikalnej fakulte Univerzity Komenského.
Stutaziaci mali k dispozicii pocitace PC 486DX v prostredi MS-DOS, sttaznymi prog-
ramovacimi jazykmi boli PASCAL (Borland Pascal v. 7.0) a C++ (Borland C++
v. 3.1). Oba sttazné dni sa sutazilo po pat hodin, kazdy den sttaziaci riesili tri sitazné
ulohy. [,Jlohy boli zaujimavé, aj ked z pohladu predchadzajicich roénikov CEOI a 101
trochu netradi¢né. Hlavnym rozdielom oproti predchadzajicemu ro¢niku bolo, Ze sa
dopredu nezverejnovali ¢asové limity pre beh programov. Sttaziaci boli iba oboznameni
so skutoc¢nostou, Ze ¢asovy limit sa pohybuje okolo trojnasobku ¢asu, ktory potrebuje
oficidlne riesenie. RieSenia boli vyhodnocované beZnym sposobom (testovanie spravneho
vystupu pri zadani testovacich vstupnych dat).

Medzinarodna porota sa na zaklade vysledkov stutaze a pravidiel CEOI rozhodla
udelit 13 medaili z toho 2 zlaté, 4 strieborné a 7 bronzovych. Nasi ziskali jednu zlata
(Funiak), dve strieborné (Dudik, Marko) a jednu bronzov (Hajduch) medailu. Celkové

vysledky sttaziacich, ktori ziskali medaily st v tabulke.
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Por. Meno Stat 1. | 2. ] 3. [ 4. |5 | 6. |Stcet
1. | Adam Borowski Polsko 28 |30 |30 |34 [40 |20 | 182
2. | Stanislav Funiak Slovensko 33 |17 |30 |40 |40 |20 | 180
3. | Eryk Kopczynski Polsko 40 |25 |30 |18 |40 |20 | 173
4. | Miroslav Dudik Slovensko |40 |30 |30 | 5 |40 [20 | 165
5. | Piotr Zielinski Polsko 40 |22 |20 | 2 {40 |20 | 144
6. | Vladimir Marko Slovensko |40 | 3 |10 [14 |40 |20 | 127

7.-8.| Andrzej Gasienica-Samek | Polsko 0130 |30 | 2|40 |20 | 122

Vlad Petric Rumunsko |18 |25 | 8 |11 |40 |20 | 122
9. | Martin Hajduch Slovensko |40 | 9 |12 | 2 |40 |14 | 117
10. | Mitja Slenc Slovinsko 16 |17 | 5 |14 |40 |20 | 112
11. | Zoran Majstrovié Chorvatsko [19 |10 |17 | 2 |40 [20 | 108
12. | Zvonimir Bujanovié Chorvatsko [40 |17 | 2 | 2 |29 |17 | 107
13. | Sergiu Stefanov Rumunsko |13 |25 |22 | 2 |40 | 3 | 105

V neoficidlnom hodnoteni krajin sa Slovensko umiestnilo na druhom mieste hned
za Polskom, ¢im sme len obhajili ispechy na CEOI a IOI z predchadzajtcich rokov.
Predpoklada sa, ze sktisenosti ziskané na CEQOI sttaziaci zarocia v buducich ro¢énikoch
IOI. Neoficialne poradie krajin je v nasledujicej tabulke.

1. Polsko 621 5. Ceska republika 273
2. Slovensko 589 6. Madarsko 259
3. Rumunsko 405 7. Slovinsko (len 3 stufaziaci) 177
4. Chorvatsko 362

Po organizacnej stranke prebiehala cela sutaz hladko a nevyskytli sa ziadne zavazné
problémy. Na tomto mieste je potrebné podakovat hlavnej organizatorke celého po-
dujatia RNDr. Viere Blahovej ako aj RNDr. Andrejovi Blahovi, Tomasovi Vinarou,
Bronislave Brejovej, [vone Bezakovey, Martinove Palovi, Dusanovi Bezakouvi, Jurajouvs
Gottweisovi, Martinovi Irmanovi, Miroslavouvs Siketovi a dalifm ¢lenom jednotlivych
komisii za mnozstvo prace, ktoré pre uskuto¢nenie tretieho roénika CEOI na Slovensku
urobili. Podakovanie takisto patri Matematicko-fyzikalnej fakulte Univerzity Komen-
ského, kedZe bez jej podpory by nebolo mo’né konanie celej stitaze. Stvrty roénik CEOI
sa uskutoéni v roku 1997 v Polsku.



8. medzinarodna olympiada v informatike

Osma medzinérodnd olympiada v informatike IOI’96 sa konala v dioch 25.7.—1.8.96
vo Veszpréme v Madarsku. Nad podujatim drzal zastitu prezident republiky [ rpad
Goncz. Prva medzinarodna olympiada v informatike sa uskutoénila pred 8 rokmi
a ucastnilo sa na nej 12 statov. Tento rok to uz bolo 215 sutaziacich z 56 krajin vsetkych
kontinentov. Napriek tomu, Ze ide o prestiznu medzistatnu sataz, MOI je najma siataz
jednotlivcov.

Na rozdiel od nasej kategorie P matematicke] olympiady st vsetky tlohy MOI
praktické, programovacimi jazykmi boli Pascal, C++ a QBasic. Priklady zostavuje
krajina, ktora sitaz usporadtva. Konecéné formulécie znenia tiloh tvori a schvaluje valné
zhromazdenie, ktoré je zostavené z vedtcich jednotlivych delegacii. Nakolko priklady
musia byt vyriesené na poc¢itaci, vyhodnocovanie potom prebieha automaticky. K praci
vedtceho delegacie spolu so zastupcom patri zabezpecenie prekladu tloh do slovenéiny
a prekladu otazok studentov do angli¢tiny. Sutazi sa dva dni, medzi ktorymi je jeden
den oddychovy. Kazdy stutazny den dostanu sttaziaci tri priklady, ktoré treba vyriesit
v casovom limite 5 hodin. Zadania maja k dispozicii v angli¢tine a v materinskom
jazyku.

Slovensko reprezentovali Styria gymnazisti, ktori patria k tohtoroénym vitazom MO
— kategorie P a po tyzdennom vyberovom sustredeni sa umiestnili na prvych styroch
miestach (vysledky vyberového sustredenia najdete v kapitole Vyberove sustredenia).
Boli to Dusan Bezdk zo 4. roénika Gymnazia Grosslingova v Bratislave, Miroslav Dudik
z 3. roénika Gymnazia v Trebisove, Martin Hajduch z 3. rocnika Gymnéazia v Povazskej
Bystrici a Martin Jandacka zo 4. roénika Gymnazia J.Hronca v Bratislave. Vedicou
slovenskej delegacie bola RNDr. Viera Blahova zo Statneho pedagogického tustavu
v Bratislave a jej zastupcom RNDr. Juray Balazs z PF UPJS v Kogiciach.

Otvorenie olympiady sa uskutocnilo na Hlavnom namesti v Starom meste vo Vesz-
préme vztyéenim olympijskej vlajky za pritomnosti ¢elnych predstavitelov mesta, pre-
zidenta I0I'96 pana Petra Hanaka z Madarska, prezidenta medzinarodnej komisie
pana Riesa Kocka z Holandska, dychovej hudby a dievéat na konoch v husarske]
uniforme. Olympiadou zilo celé mesto, vsetky zastavky MHD boli polepené plagatmi
s informaciami o olympiade, na ktorej sa zisiel rekordny pocet tc¢astnikov. Organizatori
sa vSak pripravili dobre, na stufaz zabezpecili neuveritelnych 500 poditacov, vietky
boli zapojené do medzinarodnej siete Internet. Kazda delegacia mala prideleny jeden
pocita¢, navyse kazdy tiéastnik dostal konto a heslo, a teda v skuto¢nosti mohol pracovat
na ktoromkolvek poéita¢i. Velmi zaujimava bola moznost ziskania najcerstvejsich sprav
z prebiehajtcich olympijskych hier v Atlante, ¢itanie slovenskych dennikov, zasielanie
sprav elektronickou postou domov, resp. pozeranie si fotografii z udalosti prave prezitého
dna.

V predvecer sutaznych dni sa zisla medzinarodna porota na prerokovanie tuloh.
Po trojhodinovej diskusii sa zacalo prekladanie iloh do materinského jazyka. Prekladalo
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sa do hlbokej noci. Boli vykonané bezpec¢nostné opatrenia ako napr. vypnutie pocita-
covej siete, zakaz telefonovania alebo uzamknutie budovy so studentmi.

Sttazné tlohy sa nam velmi pacili. Boli pripravené na vysokej profesionalnej irovni.
Na rozdiel od minulého roku, ked texty boli velmi rozsiahle, tento rok nepresiahli
jednu stranu A4. Vyhodnocovanie zacalo kratko po sutazi. Kazdy priklad prechadzal 10
testovacimi datami. Body sa ziskavali za spravne vysledky vypocitané v ¢asovom limite
20-30 sekind. Vyhodnotenie vykonal prideleny vyhodnocovatel za pritomnosti oboch
veducich a stitaziaceho. K vyhodnoteniu sa potom mohli vyjadrit, podat protest, resp.
pripomienky po anglicky, ktoré zapisal vyhodnocovatel ako komentar do vyhodnocova-
ciecho protokolu. Problémy tohto druhu potom riesila na to Specialne uréena komisia.
Vysledky slovenskych ¢astnikov st v nasledujiicej tabulke:

Poradie Meno 1. [ 2. [3. [4. |5. |6. |Stéet | Cena

4.-5. Dusan Bezak 30 |28 [32 |20 |40 |40 190 1.
8. Miroslav Dudik |30 [28 [28 [20 |40 |40 186
43.-45. | Martin Hajduch |30 |20 [26 |20 [24 |36 | 156
51. Martin Jandacka |30 |16 |26 |20 |20 |40 152

oo} =

Slovensko dosiahlo v tomto ro¢éniku mimoriadny tispech. Nase druzstvo sa s celkovym
pocé¢tom 684 bodov umiestnilo na vynikajicom 3. mieste. Poradie druzstiev na prvych
dvadsiatich miestach je uvedené v nasledujticej tabulke.

1. Cina 736 11. Thajsko 558
2. Rusko 709 12. Ceska republika 556
3. Slovensko 684 13. Bielorusko 535
4. Polsko 682 14. Chorvatsko 531
5. Rumunsko 652 15. Vietnam 515
6. Tchaj-wan 647 16. Bulharsko 507
7. Litva 611 17. Estonsko 497
8. Iran 607 Madarsko 497
9. Juhoslavia 575 19. Nemecko 469
10. Korea 565 20. Turecko 458

Celkovo bolo odovzdanych 20 zlatych, 36 striebornych a 52 bronzovych medaili.
Stutaziaci dostali aj vecné dary - sietové karty, programové baliky Windows’95, radia
s CD prehravacom. épeciélnu trofej — putovny pohar a $pecialnu cenu - pocitac¢ - dostal
absolUtny vitaz stutaze, Daniel Kral z éeskej republiky.

Stcastou olympiady je odmenenie stutaziacich za ich celoroéné tusilie, pracu, ktoru
preukazuju vynikajicimi vysledkami. Preto sa za tyzden, ktory stravia v cudzej krajine,
snazi tato ukazat nieco zo svojich prirodnych kras, pamatihodnosti, priemyslu a kultary.
Volny den sme travili Sportovanim na Balaténe. Navstivili sme klastor v Pannonhalme,
absolvovali vylet lodou v Tihany, navstivili sme zavody Videoton a IBM v Székesfe-
hérvari, arborétum v Zircu, parlament v Budapesti a pod. V skuto¢nosti sme vsetky
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tieto miesta vSetci nenavstivili, pretoze navstevy niektorych miest boli obmedzované
z kapacitnych dovodov, preto rézne skupiny ucastnikov mali odlisny program.

Olympiadu zabezpecovalo 150 organizatorov, zvacsa studentov vysokych a strednych
skol. Kazda delegacia mala prideleného jedného studenta, ktory mal zabezpecéovat
informaéacie a riesit problémy. Tato cast programu nebola uplne zvladnuta, pretoze
studenti nemali dostatocné vedomosti z angli¢tiny a slabé informécie o programe.
Prejavovalo sa to hlavne u stredoskolakov. V areali strednej skoly - Vetesi Albert -
vo volnom ¢ase mohli §tudenti aktivne $portovat. Druzstvo nagich $tudentov dokonca
zvitazilo vo volejbalovom turnaji. Mohli vSak aj surfovat po sieti Internetu, ztcastnit
sa pocitacove] vystavy Atlantis, tancovat a pod. Odovzdavanie cien sa uskutocnilo
v budove Opery za pritomnosti madarského statneho tajomnika ministerstva skolstva.
Poukazal na tamojsi novy skolsky zakon, v ktorom sa zameranie na informatiku pova-
zuje za prioritn tlohu ministerstva. Na zaver olympiady bol ohnostroj.

Delegati vyuzivali moznost na vymenu skiisenosti s organizaciou a odbornou pripra-
vou narodnych olympiad. Niektoré staty uz informacie a priklady zo svojich olympiad
dali na www stranky, a preto sa s nimi moze kazdy, kto ma pristup k Internetu zoznamit.
Na olympiade sa stretol aj vybor 3. Stredoeuropskej olympiady v informatike, ktora
organizujeme tento rok na Slovensku (tejto sifazi je venovana samostatné kapitola).
Okrem Slovenska prisltibilo Gcast 7 $tatov. Zaujem by bol aj vacsi, ale vzhladom na
nedostatok financii sme si dalsie $taty nedovolili pozvat.

Vystpenie slovenskych ti¢astnikov na MOI moZno hodnotit ako velmi tispesné. St-
taziaci podali mimoriadne pekny vykon a dostojne reprezentovali nasu republiku. Nasi
studenti si na stutaz z vlastnych prostriedkov zakupili tricka s napisom Slovakia. Niektoré
delegacie dokonca prisli v jednotnom obleceni, preto sa ukazuje ako perspektivne hladat
sponzorov na zabezpecenie reprezentacného oblecenia aj pre nasu delegaciu. Studenti
dalej vysoko ocenovali pripravu formou tyzdenného ststredenia, treba ju zabezpedit
v kratkom case pred odchodom na olympiadu. Na budici rok sa sutaz uskutoéni
netradi¢ne v dhoch 30.11.-7.12.1997 v Juhoafrickej republike. Desiaty ro¢nik usporiada
Portugalsko.

Dr. Viera Blahova

Zadania uloh 8. medzinarodnej olympiady v informatike

1. Hra (30 bodov)

Predstavte si nasledujicu hru pre dvoch hracov. Na hracej doske je napisana po-
stupnost kladnych celych ¢isel. Hradi tahaji striedavo. Ked je hra¢ na tahu, vyberie si
¢islo z lavého alebo pravého konca postupnosti. Vybrané ¢islo sa z plochy zmaze. Hra
sa kon¢i, ked na hracej doske nie st uz Ziadne ¢isla. Prvy hrac¢ vyhréava, ak stcet éisel,
ktoré pocas hry vybral, je aspon taky velky, aky je sticet vybranych ¢isel pre druhého
hraca. Druhy hrac¢ hra, ako najlepsie dokéaze. Prvy hra¢ zacina.
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Ak hracia doska obsahuje na zaciatku parny pocet ¢isel, potom méa prvy hraé
vyhravajicu stratégiu. Vasou tlohou je napisat program, ktory implementuje vyhra-
vajucu stratégiu prvého hraca. Odpovede druhého hraca st zadavané pomocou daného
poéitacového programu. Hraéi komunikuji pomocou troch procedar modulu Play,
ktory je vam k dispozicii. Tieto procedury st StartGame, MyMove a YourMove. Prvy
hra¢ musi inicializovat hru vykonanim procedury bez parametrov StartGame. Ak prvy
hra¢ vyberie ¢islo z lavého konca, vykonda procediru MyMove (’L?). Podobne vykonanie
instrukcie MyMove (’R’) posle spravu druhému hracovi o tom, ze si prvy hra¢ vybral
¢islo z pravého konca. Druhy hrac, napriklad poéita¢, okamzite odpovie a prvy hrac sa
moze jeho tah dozvediet vykonanim instrukcie YourMove(C), kde C' je premenna typu
character (v C/C++ je potrebné napisat YourMove(&C)). Hodnota C je L’ alebo
'R’ v zavislosti od toho, ¢ si druhy hraé¢ vybral ¢islo z Tavej alebo pravej strany.

Vstupny subor.

Prvy riadok stiboru INPUT.TXT obsahuje velkost N hracej dosky. N je parne a plati

2 < N £100. Zvysnych N riadkov obsahuje na kazdom riadku jedno &islo, obsah hracej
dosky v poradi zlava doprava. Velkost lubovolného ¢isla je najviac 200.

Vystupny subor.

Ked hra skonéi, vas program musi vypisat koneény vysledok hry do stitboru 0UT-
PUT.TXT. Subor bude obsahovat dve ¢isla na prvom riadku. Prvé éislo je stc¢tom cisel
vybranych prvym hracom a druhé ¢islo je sté¢tom ¢isel vybranych druhym hracom. Vas
program musi hru zohrat a vystup musi zodpovedat zohranej hre.

2. Spracovanie vyrobkov (30 bodov)

Tovaren prevadzkuje vyrobnu linku. Na kazdom vyrobku musia byt vykonané dve
operacie: najskor operacia A, potom operacia B. V tovarni maji niekolko strojov, ktoré
mozu vykonavat kazdi operdciu. Vyrobna linka funguje takto: Stroj typu A vezme
vyrobok zo vstupného kontajnera, vykona operaciu A a ulozi ho do medzikontajnera.
Stroj typu B vezme vyrobok z medzikontajnera, vykona operaciu B a vlozi vyrobok
do vystupného kontajnera. Vsetky stroje mozu pracovat sticasne a nezavisle od ostat-
nych, velkost kazdého kontajnera nie je obmedzena. Stroje maji rozne charakteristiky
vykonu, dany stroj pracuje s danym ¢asom vykonania prislusnej operacie.

Vypoéitajte najmensi mozny ¢as, za ktory mozZe byt vykonana operacia A na vset-
kych N vyrobkoch, pricom vsetky vyrobky su k dispozicii v ¢ase 0 (Podproblém A).
Taktiez vypoéitajte najmensi mozny ¢as, ktory je potrebny na vykonanie oboch operacii
na N vyrobkoch (Podproblém B).

Vstupny subor.

Stbor INPUT.TXT obsahuje kladné ¢isla v piatich riadkoch. Prvy riadok obsahuje N,
pocet vyrobkov (1 < N < 1000). Na druhom riadku sa nachadza poéet M; strojov
typu A (1 £ My < 30). Na tretom riadku sa nachadza M, celych &isel, ¢as vykonania
operacie na kazdom type stroja A. Stvrty a piaty riadok podobne obsahuje pocet M,
strojov typu B (1 £ My < 30) a ¢as vykonania operécie na kazdom stroji typu B. Cas
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vykonania operacie je merany v jednotkach ¢asu a zahrnuje ¢as potrebny na vybratie
vyrobku z kontajnera pred vykonanim a uloZenie vyrobku do kontajnera po vykonani.
Lubovolny ¢as spracovania je najmenej 1 a najviac 20.

Vystupny subor.

Vas program mé do siboru OUTPUT.TXT zapisat dva riadky. Prvy riadok obsahuje
jedno kladné ¢islo — riesenie podproblému A. Druhy riadok obsahuje riesenie podprob-
lému B.

3. Siet $kol (40 bodov)

Mnozstvo skol je zapojenych do pocitacovej siete. Medzi tymito skolami bola uzavreta
dohoda: kazda gkola obdrzala zoznam $kol, do ktorych distribuuje software (tzv. ,pri-
jimajice gkoly“). Uvedomte si, Ze ak B je na distribuénom zozname skoly A, potom A
nemusi byt nutne na zozname skoly B.

Vasou ulohou je napisat program, ktory vypoéita najmensi pocet $kol, ktoré musia
dostat kopiu nového softwaru, aby sa tento software dostal do kazdej skoly s prihliadnu-
tim k dohode (Podproblém A). Ako tlohu do budtcnosti by sme cheeli zabezpeéit, Ze ak
posleme kopiu nového softwaru do niektorej skoly, tento software dostant vsetky skoly
zapojené do siete. Aby sme tento ciel dosiahli, musime rozsirit zoznam prijimatelov
o novych ¢lenov. Vypoéitajte najmensi pocet rozsireni, ktoré musia byt urobené, aby
v pripade, Ze novy software posleme do [ubovolnej skoly, dostane sa tento na kazd skolu
(Podproblém B). Jedno rozsirenie znamena zaradenie jedného nového ¢lena do zoznamu
prijimatelov jednej skoly.

Vstupny subor.

Prvy riadok stiboru INPUT.TXT obsahuje celé éislo N: pocdet 8kol v sieti (2 £ N <
< 100). ékoly st oznacené ¢islami od 1 po N. Kazdy z nasledujacich N riadkov obsahuje
zoznam prijimatelov. Riadok ¢ 4+ 1 obsahuje zoznam prijimatelov skoly 7. Kazdy zoznam
je ukonéeny nulou. Prazdne zoznamy obsahuji na riadku samotni nulu.

Vystupny subor.

Vas program vypise dva riadky do stiboru OUTPUT.TXT. Prvy riadok bude obsaho-
vat jedno celé ¢islo: riesenie podproblému A. Druhy riadok bude obsahovat riesenie

podulohy B.

4. Triedenie trojhodnotovej postupnosti (20 bodov)

Triedenie je jedna z najcastejsich uloh rieSenych na pocitac¢i. Uvazujme S$pecialny
pripad triedenia, ked kltice triedenych zaznamov nadobtidaji nanajvys tri rozliéné
hodnoty. Toto nastane, ak triedime napriklad medailistov nejakej stitaze podla hodnoty
medaily, t.j. zlati medailisti budi prvi, nasledovani striebornymi a na koniec pridu
bronzovi.

V tejto tlohe st moZné hodnoty klica ¢isla 1,2 a 3. Vysledna utriedena postupnost
ma byt neklesajica. Triedenie ma byt vykonané ako postupnost vymen. Vymena dana
dvomi indexmi p a ¢ vymeni prvky na poziciach p a q.
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Dand je postupnost hodnot klGéov. Napiste program, ktory vypodita minimalny
pocet vymen potrebnych na utriedenie postupnosti (¢ast A). Okrem toho zostrojte
postupnost vymen pre toto triedenie (¢ast B).

Vstupny subor.

Prvy riadok stiboru INPUT.TXT obsahuje pocet zaznamov N (1 < N < 1000). Kazdy
z nasledujtcich N riadkov obsahuje hodnotu jedného kltica.

Vystupny subor.

Do prvého riadku vystupného stitboru OUTPUT.TXT vypiste najmensi pocet vymen
potrebnych na utriedenie postupnosti (¢ast A). Nasledujtcich L riadkov déva prislusnt
postupnost vymen podla poradia, v akom sa maji vykonat. Kazdy riadok obsahuje
operaciu vymeny opisani dvomi ¢islami p a ¢ uréujicimi pozicie vymenenych prvkov
(¢ast B). Pozicie st oznacené ¢islami 1 az N.

5. Najdlhsi prefix (40 bodov)

Struktira niektorych biologickych objektov je reprezentovana ako postupnost ich
zloziek. Tieto zlozky st oznacené velkymi pismenami. Biolégov zaujima rozkladanie
dlhej postupnosti na kratsie. Tieto kratke postupnosti sa nazyvaju zakladné. Hovo-
rime, ze postupnost S moze byt zloZend z danej mnoziny zédkladnych postupnosti P,
ak existuju zakladné postupnosti p;...p, z P také, Ze zloZenie py ...p, zdkladnych
postupnosti sa rovna S. ZloZenie zakladnych postupnosti py,...,p, Je ich pripojenie
jednej za druha bez medzier. Niektora zakladna postupnost sa v zloZeni moze vyskytovat
aj viackrat a nie nutne vsetky zakladné postupnosti musia byt pouzité. Napriklad
postupnost ABABACABAAB moze byt zlozena z mnoziny zakladnych postupnosti
{A,AB,BA,CA, BBC}.

Prvych K znakov postupnosti S tvori prefiz postupnosti S diéky K. Napiste program
ktory nacita mnozinu zakladnych postupnosti P a postupnost zloziek T'. Program musi
vypisat dlzku najdlhsieho prefixu zlozeného zo zakladnych postupnosti z P.

Vstupny subor.

Vstup sa nachadza v dvoch stiboroch. Stibor INPUT.TXT opisuje mnozinu zakladnych
postupnosti P, kym stibor DATA.TXT obsahuje sktimant postupnost 7. Prvy riadok
INPUT.TXT obsahuje N, pocet zakladnych postupnosti v P (1 < N < 100). Kazda
zékladna postupnost je dand dvomi po sebe nasledujicimi riadkami. Prvy riadok
obsahuje dlzku L zakladnej postupnosti (1 < L £ 20). V druhom riadku sa nachadza
retazec velkych pismen (od 'A’ po 'Z’) diéky L. Vsetkych N postupnosti je navzajom
roznych. Kazdy riadok sitboru DATA . TXT obsahuje na prvom mieste jedno velké pismeno.
Tento stubor konéi riadkom obsahujicim iba bodku (.7). Dlrka postupnosti je aspon 1

a najviac 500 000.
Vystupny subor.

Vypiste do prvého riadku stiboru QUTPUT.TXT dlzku najdlhsieho prefixu T, ktory
moze byt zlozeny z mnoziny P.
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6. Magické stvorce (40 bodov)

Po tspechu magickej kocky, pan Rubik vynasiel jej rovinna verziu, nazyvanu magické
Stvorce. Je to list pozostavajici z 6smich rovnako velkych $tvorcov:

1{2(3(4
817(6]5

Pociatocéna konfigurdcia

V tomto pripade sa budeme zaoberat verziou, kde kazdy stvorec mé int farbu. Farby
st oznacené ¢islami od 1 po 8. Konfiguracia listu je dana postupnostou farieb v poradi
postupne z lavého horného rohu v smere hodinovych rudi¢iek. Napriklad pociatoéna
konfiguraciu na obrazku je dana postupnostou (1,2,3,4,5,6,7,8).

Na list mozno pouzit tri zakladné transformaéacie, oznacené pismenami 'A’, 'B” a 'C”:
A’ : vymena spodného a vrchného riadku
‘B’ : jednoduchéa prava cyklicka rotacia oboch riadkov
'C’ : jednoducha rotacia styroch prostrednych stvorcov v smere hodinovych ruciciek.

PouZitim tychto transformacii moZno ziskat Iubovolnt konfiguraciu.

ARE A[1123 177214
11231 B: 518176 C: 5T3T6(3

A:

Zakladné transformdcie

Vasou tlohou je napisat program, ktory vypocita postupnost zakladnych transfor-
macii, ktoré transformuji poéiatoéni konfiguraciu na zadant cielovt konfiguraciu (pod-
problém A). Dalsie dva body budt pridelené za rieSenie, ktorého dlzka nepresiahne 300
(podproblém B).

Vstupny subor.

Stbor INPUT.TXT obsahuje 8 kladnych ¢isel na prvom riadku, popis cielovej konfigu-
racie.

Vystupny subor.

Do prvého riadku stiboru OUTPUT.TXT vas program zapise dlzku L transformacne;j

postupnosti. Na dal$ich L riadkoch bude postupnost identifikdtorov zakladnych trans-
formacii, jedno pismeno na prvej pozicii v kazdom riadku.



Kore$pondenény seminar UK MO

Aj v 45. ro¢niku matematickej olympiady UK MO organizovala pre najtalentova-
nejsich studentov zo Slovenska korespondenény seminar UK MO. V tomto roku zmenil
svo] tradiény nazov z KS UV MO na KS UK MO. Tento korespondenény seminar mé uz
dlhoroénu tradiciu a v 44. roéniku MO bol prvykrat zorganizovany samostatne na Slo-
vensku. Sluzi hlavne ako priprava studentov na MO, najma v kategorii A, a na MMO.
KS UK MO m4 tradiéne pat sérii, v kazdej je zadanych sedem zvacsa tazkych prikladov.
Do riesenia sa zapojilo spolu 48 studentov, ¢o je o 50 percent viac ako v minulom roc¢-
niku. Zvysil sa podiel mimobratislavskych (z Bratislavy to bolo 14, zo Zapadoslovenske;
oblasti 6, zo Stredoslovenskej oblasti 17 a z Vychodoslovenskej oblasti 11 riesitelov)
a mladsich studentov (jeden Student navstevoval stvrty roénik osemroéného gymnézia,
traja navstevovali prvy roénik a desiati druhy roénik gymnazia). Uastnikmi stfaze boli
opat aj vsetci 6 ¢lenovia slovenske] delegacie na MMO vratane vsetkych nahradnikov
(skonéili medzi prvymi trinastimi). Priklady boli tentokrat viac zamerané na témy, ktoré
st tradi¢ne nasou slabinou na medzinarodnych matematickych olympiadach. Azda aj
tato skutoc¢nost pomohla k tspesnému vysledku na tejto sttazi.

Korespondenény seminar viedol Richard Kollar a opravovanie zabezpecovali studenti
a pracovnici MFF UK (vSetko byvali olympionici).

Celkové poradie KS UK MO 1995/96

FEugen Kovaé, 4 Gymnazium Stropkov, 80,5 bodov;

Danzel Partos, 4 Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 70 bodov;
Tamas Varga, 4 Gymnéazium mad. Komarno, 66 bodov;

Alezander Erdeélyi, 4 Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 62 bodov;
Peter Kozak, 1 Gymnéazium Sucany, 55 bodov;

Ivan Cimrak, 4 Gymnazium Velka OkruZna, Zilina, 52,5 bodov.

S

Uvadzame vsetky priklady tohto ro¢nika sttaze spolu s rieseniami, prevazne stu-
dentskymi. Priklady boli vyberané z roznych zdrojov, najma z prikladov zo jury MMO
v Hong Kongu a v Kanade, zbornika kanadskych matematickych olympiad a z americke;j

sutaze USAMO.
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Zadania sataznych dloh KS UK MO

PRVA SERIA

Néjdite vsetky trojuholniky, ktorych tri strany a vyska st styri po sebe idice
prirodzené ¢isla, a ktoré tato vyska deli na dva pravouhlé trojuholniky s celo-
¢iselnymi stranami.

Dokazte, Ze ¢islo & je racionalne prave vtedy, ak mozno z postupnosti =,z +
+ 1,z 4+ 2,2+ 3,... vybrat tri ¢leny, ktoré tvoria geometrickii postupnost.

V trojuholniku ABC', st taznice na strany AB a AC navzajom kolmé. Dokazte,
Ze cotg |FCBA| + cotg |[SBCA| 2 2.

Niekolko 8kol sa ztfastnilo tenisového turnaja. Ziadni dvaja hraci z tej istej
skoly nehrali proti sebe. Kazdi dvaja hraci z roznych skol zohrali prave jeden
zapas. Zapas medzi dvomi chlapcami alebo dievéatami nazveme dvojhrou a za-
pas medzi chlapcom a dievéatom nazveme zmiesanouw dvojhrou. Celkové poéty
chlapcov a dievéat sa navzajom lisia nanajvys o 1. Celkovy pocet dvojhier sa
od celkového poctu zmiesaniych dvojhier 1i$i nanajvys o 1. Kolko najviac skol
mohlo byt reprezentovanych neparnym poc¢tom hracov?

Dokazte, ze pre kladné realne &isla x1,...,x, a ich Iubovolnii permutaciu
Y1,-.. ,Yn plati nerovnost
2 2
x x
i TR 8 TIE SP
(a1 Yn

Na nekoneénej sachovnici je polozena kocka tak, Ze jedna jej stena (oznaéme
ju F') presne pokryva jedno poli¢ko sachovnice. Kocku zaéneme na Sachovnici
preklapat okolo jej hran. V istom momente sa kocka zastavi na pociatoénom
policku a opat lezi na stene F. Moze byt stena F otoc¢enad oproti pociatoéne;j
pozicii o 90° ?

Najdite vsetky funkecie f, f : R — R, ktoré pre kazdé redlne x a y vyhovuja
rovnosti

ff@+y) = fle+y)+ fl@) fly) -2y

DRUHA SERIA

Néjdite aspon jeden koren rovnice

32
:1;3(:1; +1)(z —2) — 2z(x + 2)2 = 10
Zistite, pre ktoré ¢ € R je obor hodnot funkeie x* —42® +822 +cx interval (¢, o0).
Dokézte, Ze ak je v rovine danych n = 4 bodov, ktoré neleZia na jednej kruZnici
a ziadne tri z nich nelezia na jednej priamke, potom existuje kruznica, na ktore;j
leZia prave tri body.
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Néjdite vSetky dvojice prvoéisel (p1,p2),p1 < p2 také, Ze pre nejaké n = 1 ma
rovnica

"+ ap_12" . +ax+8=0

s celo¢iselnymi koeficientami ay, ... ,a,—1 koren 1+ /p1 + /p2.

Okolo okrthleho stola sedi 1995 dievéat, ktoré hraji nasledujicu hru s n
kartami. Na zaciatku drZi jedno z dievéat vsetky karty. V kazdom kole, pokial
ma aspon jedno dievéa aspon dve karty, musi jedno z nich poslat po karte obom
svojim susedam. Hra kondéi, prave ked ma kazdé z dievéat najviac jednu kartu.
Dokazte, ze pre n < 1995 sa hra urcite skonéi.

Nech A1A2A3A4A5A6A7, BleB3B4B5BGB7 a 01020304050607 s pravi—
delné sedemuholniky s obsahmi po rade S4,Sp a Sc. Nech dalej |41 Ay =
= |B1B;| = |C1C4|. Dokazte, Ze potom plati:

1 Sp+5Sc
;< g <2 V2.
Body A,B,C a D lezia na priamke v danom poradi. Kruznica k prechadza
bodmi B a C'a AM, AN, DK a DL st doty¢nice kruznice k.
a) Dokazte, ze poloha bodov P = MN N BC a @ = KL N BC nezavisi
na polohe kruznice k.
b) Ak |[AD| = a a |[BC| = b, (a > b) a tsetka BC sa ,hybe“ pozdls AD,

najdite minimélnu dlzku |PQ)|.

TRETIA SERIA

Do stvoréekov nekoneéného stvoréekového papiera st vpisané realne ¢éisla. Dané
st dve $ablony zlozené z koneéného pocétu stvoréekov. Tieto Sablony mozZzeme
posuvat pozdié ¢iar na stvoréekovom papieri (nemenime vsak ich orientaciu).
Vieme, Ze ak prvia sablonu prilozime na Iubovolné miesto, sticet ¢isel na po-
lickach, ktoré zakryva, je kladny. Dokazte, ze existuje také umiestnenie druhe;j
sablony, Ze stcet ¢isel na polickach, ktoré zakryva, je tiez kladny.

Kruznice ki, ks a k3 sa zvonku dotykaja kruznice & v bodoch Ay, By a C}.
Kruznica k; sa zaroven dotyka stran AB a AC trojuholnika ABC' tak, zZe
usecka AA, pretina kruznicu ky aspon v dvoch bodoch. Podobne sa kruznice ko
a k3 po rade dotykaju aj stran BC, BA a CA, CB trojuholnika tak, zZe
usecky BB; a C'Cy pretinaju po rade kg a k3 aspon v dvoch bodoch. Dokazte,
ze sa priamky AA;, BB; a C'Cy pretinaju v jednom bode.

V triede je 30 Ziakov. Kazdy z nich ma v triede rovnaky pocet priatelov. Aky
ich priatelov? (O kazdych dvoch Ziakoch je zname, ktory z nich sa uéi lepsie,
vlastnost byt lepsi je tranzitivna a priatelstva s obojstranné.)

Rieste rovnicu 1 + 5% = 2¥ + 2% . 5" s nezndmymi z,y, 2,* € N.
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Dany je stvorsten ABCD s telesovymi vyskami AA,, BB,,CCy a DD;. Tieto
vysky sa pretinaju v strede gule vpisanej stvorstenu A; By1C1D;. Dokazte, ze
stvorsten ABC' D je pravidelny.

Dand je mnoZina éisel {1,2,2%,...,2"7 1} Pre uréitd permuticiu o =
= (X1, Xs,...,X,) &sel tejto mnoZiny definujme S1(0) = X1, S3(0) = X1 +
+ Xo, o, Sn(o)=X1 4+ Xo+ ...+ X, aQ(o) = Si1(0) - Sa2(0) - ...  Sp(o).

Uréte hodnotu vyrazu
1
2 Qi)

kde séitame cez vSetky mozné permutacie danej mnoziny éisel.
d
Uloha totozna s 2.7.

STVRTA SERIA

Danej kruznici st sti¢asne opisané stvorec a trojuholnik. Dokazte, Ze aspon

polovica obvodu opisaného stvorca lezi vo vnutri trojuholnika.

V priestore je dany kvader ABC DA, B1C1D1. Ozna¢me dalej M, N, P priesec¢-

niky kolmic z bodu A na priamky A; B, A{C a Ay D s priamkami A, By, A;C,

a Al Dl.

a) Dokazte, Ze body M, N a P lezia na jednej priamke.

b) Ak je E péata kolmice z bodu A na priamku A;B a F péta kolmice
z bodu A na priamku A;D, tak maja priamky PE, MF a AN spolo¢ny
priese¢nik.

Definujme rekurentne postupnost f(n) nasledovne:

f(1) = 1; pre kazdé prirodzené n je f(n + 1) najvacésie prirodzené ¢islo m také,

7e existuje aritmetickd postupnost prirodzenych ¢isel ay < as < ... < @y = n,

pre ktoré

flar) = flaz) = ... = f(am).

Dokazte, ze potom existuji prirodzené ¢éisla a a b také, Ze f(an +0b) = n + 2
pre kazdé prirodzené n.

Na zjazde matematikov sa stretlo 12k ucastnikov, kazdy z nich sa pozdravil
presne s 3k + 6 inymi matematikmi. Pre kazda dvojicu zacastnenych je pocet
Tudi, ktori pozdravili oboch, rovnaky. Kolko Iudi sa stretlo na zjazde?

Nech k je Tubovolné prirodzené ¢islo. Dokazte, Ze existuje nekonecne vela
tiplnych $tvorcov (druhych mocnin) tvaru n - 28 — 7, kde n je prirodzené éislo.
Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Body A; a Ay na strane BC (s Ay
medzi A; a C), By a By na strane AC (s By medzi By a A), a C; a Cy
na strane AB (s Cy medzi Cy a B) st dané tak, Ze plati

| S AA; Ay| = |4 AA A | = |4 BB Bs| =
= [4BB,By| = |4 CC1Cs| = [4CCHCY).
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Priamky AA;, BB; a C'Cy ohrani¢uju jeden a priamky AA,, BB, a CC,
ohrani¢uji druhy trojuholnik. Dokazte, Ze vSetkych Sest vrcholov tychto dvoch
trojuholnikov lezi na jednej kruznici.

Dané su tri kladné realne ¢éisla a, b a ¢. Uréte vsetky realne ¢isla x, y a z, ktoré
spiﬁajﬁ zaroven nasledujice podmienky:

r+y+z=a+b+c
4:1;y2—(a2:1;—|—62y—|—022) = abe.

PIATA SERIA

Nech § je mnozina vsetkych realnych ¢isel vacsich ako —1. Najdite vsetky
funkecie f : & — S, pre ktoré plati

e+ fly) +2f(y) =y + fle) +yf(z)
f(z)

x
Dokazte, ze pre lubovolné prirodzené ¢islo n > 2 existuje mnozina 2"~ bodov
v rovine, v ktorej Ziadne tri body neleZia na jednej priamke a Ziadnych 2n
bodov netvori vrcholy konvexného 2n-uholnika.

pre véetky x,y € § a funkcia je rastica na intervaloch (—1,0) a (0, c0).

Kruznica w sa dotyka dvoch rovnobeznych priamok ¢; a {5. Druhd kruznica wy
sa dotyka ¢ v bode A a zaroven kruznice w zvonku v bode C'. Tretia kruZnica ws
sa dotyka ¢ v bode B a zaroven zvonku kruZnic w a wy; v bodoch D resp. E.
Prieseénik priamok AD a BC ozna¢me ). Dokazte, ze @ je stred kruznice
opisane] trojuholniku CDE.

Nech p je neparne prvoéislo. Uréte prirodzené ¢isla x a y, pre ktoré x < y a ¢islo
V2p — V& — \/y je nezaporné a najmensie mozné.

Nech A; Ay A3 Ay je Stvorsten, G jeho tazisko a A}, AL, AL a A} body, v ktorych

gulova plocha oplsana Ay Ay Az Ay pretina po rade polpriamky opaéné k GAl,

GAQ, GA3 a GA4 Dokazte, ze platia nasledujice dve nerovnosti:

[GAL|- |GAs| - |GAs| - [GA4| < [GAY[ - [GAY| - |GAL| - |GAL],
S S S| S S S|
GAY  |GAy]  [GAY]  |GAY| T |GALl |GAy|  |GAs|  |GALL

N

Nech a a b st lubovolné nezdporné celé éisla, pre ktoré ab > ¢2, kde ¢ je
prirodzené ¢islo. Dokazte, ze potom existuje n € N a celé Hsla a :1;1,:1;2, PR
Y1.Yz,--- Yy také, Ze

n n n

Zx?:a, Zy?:b a inyi:c.

=1 =1 =1
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5.7 Pre kazdé prirodzené éislo x oznaéme p (x) najmensie prvoéislo, ktoré nedeli x
a dalej ¢ (x) stéin vSetkych prvoéisel mensich ako p(x). Specidlne p(l) = 2.
Pre @, pre ktoré p (x) = 2 definujeme ¢ (2) = 1. Uvazujme postupnost zq, z1, . ..
definovant rekurentne predpisom: o = 1 a

pre n = 0. Najdite vietky n, pre ktoré x,, = 1995.
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RieSenia sifaznych aloh KS UK MO

PRVA SERIA

1.1 Z vlastnosti pravouhlych trojuholnikov AXC
a CXB vyplyva, 7e a > v, b > v (prepona v pravo-
na vseobecnosti uvazujme a < b. Posledna strana sa
do nerovnosti b > a > v moze vlozit na Styri miesta —
¢o nam dava 4 pripady (obr. 33):

A c X B
a) c>b>a>vw Obr. 33
Z Pytagorovej vety pre trojuholniky AXC a CXB
dostavame: ¢

AX| = @ T P = ([@— 12 =2V,
|IBX| = /a? — (a —1)? = /2a — 1.

Stéet tychto dlzok je rovny |AB| = a 4 2 (obr.34), ¢o a+1,/"a—-1] \a
vyjadruje rovnica \/2a — 1+ 2,/a = a+ 2. Jej tpravou
dostaneme rovnicu (a—1)(a*—3a*—21a—25) = 0. Prvy
mnohoc¢len ma prirodzeny koren a = 1, lenze v takom

pripade by v = 0, ¢o je nemozné. Druhy mnohoclen A \ B
a® — 3a® — 21a — 25 otestujeme na prirodzené korene at2 X
pomocou tvrdenia z teodrie ¢isel: Prirodzene cislo k Obr. 34

moze byt koreriom polynomu f(x) s celociselnymi ko-
eficientamsi, len ak k deli absolitny ¢len f(x). Dosadenim zistime, Ze 1, 5 ani 25 nie st
korenmi, a teda v tomto pripade nedostavame ziadne rieSenie.

b)b>c>a>v

Analogickym postupom ako v a) dostéavame (obr. 35):
|AX| = V6a + 3, ¢
|IBX| =+v2a—1,

V6a+3 4+ +v2a—1 = a+ 1. Jej tipravou dostaneme
rovnicu a* — 12a® — 14a4® + 12a + 13 = (a — 13)(a —

a-+2 a—1 a

— 1)(a + 1) = 0. Koretr @ = 1 zrejme nevyhovuje
podmienkam tlohy (v = 0), pre a = 13 dostdvame
rieSenie: ¢ = 13, b = 15, ¢ = 14, v = 12. Potom
|AX| =9 a divka |[BX| = 5. A

A at1 x B
Obr. 35
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c)b>a>e>v

(Vsetky vzdialenosti vyjadrujeme pomocou ¢, aby boli
nase uvahy analogické.) Postupujeme teda analogicky ¢
(obr. 36):

|AX| = v/6c +3,

BX| = 27,

Ve + 34 2y/c=c.

U'pravou dostaneme rovnicu ¢* — 18¢* — 40¢? — 30c —
— 9 = 0. Tato rovnica ma jediny celoé¢iselny koren 1,

c+2 c—1 c+1

a ten nevyhovuje nasej tlohe. \

Obr. 36

d) b>a>v>c

Podobne ako v predchadzajtcich pripadoch (obr. 37):
|AX| =20+ 1, C
|IBX|=+v2v+1,

2\/v—|—1—|—\/2v—|—1:v—1.
Po aprave vt — 1603 4+ 24v? + 16v = 0. Tato rovnica v 42 ol \o+1
ma jediny celoé¢iselny koren 0, a ten nevyhovuje na-
sej ulohe, preto v tomto pripade nedostavame Ziadne

riesenie.
Odpoved: Jediné riesenie vyhovujice zadanym pod- \
mienkam je a =13, b =15, ¢ = 14, v = 12. A v—1 X B
Obr. 37
1.2 Postupne dokazeme obe implikacie zo zadania.
»<=“Nech  + a,z + b,z + ¢ st flenmi postupnosti z,x + L,z +2,..., t.j. (z +b)* =

= (x + a)(x + ¢). Z toho Gpravou dostavame: b — ac = x(a + ¢ — 2b). Presvedéime sa,
7e a + ¢ — 2b # 0. Ak by nastala rovnost, platilo by a + ¢ — 2b = b? — ac = 0, teda
(a + ¢)* = (20)? = 4ac. Z toho dostdvame a = ¢, ¢o je spor s vyberom troch roznych
b? — ac
a—+e—2b’

vyrazov v ¢itateli a menovateli racionalne ¢islo. Tymto sme dokazali prv implikaciu.

¢lenov postupnosti x,x + 1,2 + 2,... Preto z = ¢o je vdaka celociselnosti

»= “ Nech z € Q. Potom existuje taky ¢len = + k postupnosti z,z + 1,z + 2,...,
pre ktory « +k > 0. Nech  + %k = 7 (m,n € N). Potom

(n—l—l):m—l—@
n

MERTE

) m
n+ 1) =mn+2m+ —.
n

Teda ¢leny = + k,z + k+m a z + k 4+ 2m + mn tvoria geometricka postupnost.



116 45. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

1.3 (gtefan Godis) Oznaéme 3a dlzku taznice z vreholu C' a 3b dlzku faznice z vrcho-
lu B v trojuholniku ABC a dalej uhly 31, 32,71, 72 podla obr.38. Potom plati:

2b 2b b
cotg 1 = = cotg 2 = Y
2a 2¢  a
cotg v1 = 7 cotg v2 = TR

A B
Obr. 38
Teraz vyuzijeme stétovy vzorec pre funkciu cotg @ (moZno pouZit aj vzorce pre sinus,

kosinus a tangens). Dostévame:

cotg By - cotg By — 1
cotg 1 + cotg (o

cotg (FCBA) = cotg (B + ) =

b 92 g2
cotg (JCBA) = Za—b _I_% =55
Obdobne dostaneme aj
2a* — b?
t BCA)= ——.
cots (4 BCA) = 2

Sé¢itanim tychto dvoch vztahov mame

202 — o2 2a% — b2 a? + b?
t BA t BCA) = = )
cotg (§CBA) + cotg (JBCA) 3ab | 3ab 3ab

KedZe viak trividlne plati (a — b)*> = 0, pre Iubovolné a,b € R, napokon dostdvame

(a,b > 0):

a? + b2
3ab

2
a’ +b* > 2ab = zg,

¢o bolo treba dokézat.
Iné riesenie. (Andrej Komora)

Oznacme T tazisko trojuholnika ABC', E stred strany BC' a P patu kolmice z bodu A
na stranu BC' (obr.39). KedZe je uhol ¢BTC pravy, T leii na Talesovej kruZnici
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nad priemerom BC (t.j. so stredom E). Z toho potom vyplyva, Ze |AE| = 3|TE| =
= 3|BC]|. Dalej oznaéme z = |PA|,x = |BP| a y = |CP| (v pripade, 7e B € PC,
polozime @ = —|BP|, lebo 4 ABC je tupy a obdobne ak C € BP, polozime y = —|CP|,

lebo 4 AC B je tupy). Potom ale plati cotg 3 = T a cotg v = v (Treba si uvedomit, Ze
z z

ak by sme volili + = |BP| a uhol 3 by bol tupy, tieto vztahy by neplatili; obdobne aj
v druhom pripade.)

Preto teda
y _ytx |AB

T
cotgﬁ—l—cotg’y:;—l—; . .

KedZe vsak plati |[AP| < |AE| = 2|BC|, dostévame

2
cotg 3 + cotg v = 3 Obr. 39

1.4 Nech n je poéet zucastnenych skol, nech ¢; (d;) je poéet sttaziacich chlapcov
(dievéat) i-tej skoly a dalej nech ¢ (d) je poéet vSetkych ziicastnenych chlapcov (dievéat).
Potom pocet h; dvojhier, v ktorych je zastipena skola i je

h; = ci(c — Ci) + dl(d— dl) = cc; +dd; — C? — d?

Celkovy pocet dvojhier h je potom

n n

h = %zn:hl = % (chi—l—iddi —Zcf _zn:d?) =
=1 =1 =1 =1 =1

7

L[, 2 2 ~
1=1 1=1
Pocet z; zmiesanych dvojhier, v ktorych je zastapena skola i je

Z; = Cl(d — dl) + dl(c — Ci) = cd; + dc; — 2¢;d;.

A tak je celkovy pocet z vsetkych zmiesanych dvojhier

z = %zn:,zl = % (icdl—l—i:dcl —Qicidi> = cd—zn:cidi.
=1 =1 =1 =1

=1
Potom

7

R 2 - 2 - 2 - 1 s 1 2
h—z—§<c +d —Z;ci—zgdi—ch—l—ZZ;cidi —§(c—d) —§Z(Ci—di).

=1
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Odtial

n
D (ei—di) = (c—d)* = 2(h - z).
=1
Vzhladom na nezapornost lavej strany a na to, ze (¢ —d) a (h — z) mo6zu nadobidat len
n
hodnoty 1,—1,0, plati > (c¢; — d;)? € {0,1,3}. Potom |c; — d;| = 0 alebo |¢; — d;| =1
=1
(toto moZe nastat nanajvys v troch pripadoch).

Prvy pripad vedie k parnemu poétu ziakov v i-tej skole, druhy k neparnemu poctu.
Preto sa na turnaji nemohli ztc¢astnit viac ako tri skoly s neparnym poctom ziakov.
Ak zvollme n = 3;¢1 = ¢ = d3 = 1;¢3 = di = dy = 0, tak zistime, Ze tento
pripad vyhovuje zadaniu. Tym sme dokézali, Ze maximalny pocet zicastnenych skol
s neparnym poc¢tom ziakov je 3.

1.5 (Tamas Varga, Keszegh Baldzs) Kedze v14.. .42y, = y1+. . .4+ Yn, moZeme k pravej
strane danej nerovnosti pripoéitat sticet z-ov a k lavej strane stcet y-ov. Dostavame
ekvivalentnt nerovnost

2}2—|— 2 1’2—|— 2
17%+...+"7%22(:1;1—|—...—|—xn)
iy Yn
x?—2$1y1+yf+__‘+l‘i—2wnyn+yi20
iy Yn o
. 2 2 2
(1'1 yl) _I__I_(xn yn) 20
iy Yn

Na lavej strane teraz mame len kladné ¢leny, preto posledna nerovnost plati. Kedze boli
vsetky tpravy ekvivalentné, plati aj zadana nerovnost.

Iné rieSenie. (Richard Hulin, Eugen Kovdié) Podla Cauchyho nerovnosti (obéas
nazyvanej aj Cauchy—Bunakovského, Cauchy-Schwartzova a pod.) plati pre Iubovolné
realne ¢isla ay,... ,an; b1,... ,by:

(59)- (5) = ()

KedZe zo zadania x;,y; > 0 (pre kazdé ¢ = 1,... ,n), potom moZeme zaviest substiticiu
a; = ——; b; = /yi. Potom z Cauchyho nerovnosti dostavame:
VYi
(S2) (20) 2 ().
im1 Ui i=1 i=1
KedZe vsak yi,...,y, st len permutéciou zi,... ,z,, plati >0 o, = Y.y > 0.

Po vydeleni poslednej nerovnosti tymto st¢tom dostavame zadant nerovnost.
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Iné rieSenie. (Miroslav Dudik) Tvrdenie trividlne plati pre n = 1. Predpokladajme
teraz, ze uz plati pre vsetky n < p. Ak sa d& permutacia yi,... ,y, rozlozit na dva
disjunktné cykly nenulove;j diéky, na tieto cykly mozno pouzit indukény predpoklad
a sCitanim takto obdrZanych nerovnosti dostavame hladanti nerovnost pre n = p.

Preto bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze plati y; = x2, y2 = w3, ...,
Yn = Tn+1, Yn+1 = @1 (n+1 = p). Dalej moZzeme tiez predpokladat, Ze x,41 = max{z;;
i=1,...,n4 1}. Potom polahky dokaZeme, Ze plati nerovnost

2 2 2

T T T
nop il T > (1)

LTn41 L1 L1

Tato nerovnost je totiz pre kladné xq,x,, 2,41 ekvivalentna s nerovnostou (xp41 —
— 21 )(Tpg1 — ¥p)(Tnt1 + @n). T4 v8ak vzhladom na volbu x,4; plati. Preto plati aj
nerovnost (1). Pripoditanim tejto nerovnosti k nerovnosti
2 2
x x
I ¥ T
Y1 Yn

¢o je indukény predpoklad, dostavame hladanti nerovnost pre n + 1 = p.
Iné riesenie. (Zuzana Andrassyovd) PouZijeme Cebysevovu nerovnost:

albl—l—...—l—anbn CL1—|——|—anbl—|——|—bn

Z 7
n - n n
ktora plati pre nezéaporné éisla x1,... ,2n,y1,... ,Yn (ide len o jeden z roznych tvarov
tejto nerovnosti). PoloZme a; = x;, b; = %, pre: = 1,... ,n. Dostavame:
k2

xr .172 xT xT

Z1 Zn L1 n

y1+"+yn>x1+ —|—$n‘y1—|— —I_yn

Na druhy vyraz na pravej strane teraz sta¢i pouzit AG nerovnost:

1 Zn
y1+"'+yn21
n prny 2

a po prenasobeni nerovnosti ¢islom n dostavame hladanti nerovnost.

1.6 (Martin Plesch) Ofarbime rohy poli¢ok sachovnice striedavo dvoma farbami (napr.
bielou a ¢iernou) tak, aby Ziadne dva vrcholy spojené jednotkovou tseckou Sachovnice
nemali rovnaka farbu. Polozme teraz na nejaké policko nasu jednotkova kocku. Jej
spodné vrcholy ofarbime farbou vrcholov poli¢ok sachovnice, v ktorych sa tieto vrcholy
kocky nachadzaju. Vrchné vrcholy kocky ofarbime opacne ako na spodnej podstave
(t.j. nad bielym bodom bude ¢ierny a nad ¢iernym biely). Je jasné, ze pohybom kocky
po sachovnici sa tato vlastnost ofarbenia kocky nementi, teda stale maji vrcholy spodne;j
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podstavy farbu prislichajicu ofarbeniu $achovnice a vrcholy hornej podstavy farbu
opaéni. Pri otoceni jednej steny o 90° (napr. F) je vsak zjavne ofarbenie spodne]
podstavy kocky rozne od ofarbenia prislusnych vrcholov poli¢ok sachovnice. Preto je
tato situdcia nepripustna.

Odpoved: Kocka sa popisanym sposobom do zadanej polohy dostat nemoze.

Iné riesenie. (Ondrej Lonek) Orientujme Sachovnicu v smere svetovych stran (t.j.
zavedme smery zapad, vychod, sever a juh). Aby sa kocka dostala spat na povodné
miesto, musi byt pocet jej otoceni na zapad rovnaky ako pocet jej otoceni na vychod,
obdobne pre sever a juh. Preto musi byt celkovy pocet otoceni parny.

Teraz rozdelme celé otacanie na maximalny pocet takych tsekov, na zaciatku
a na konci ktorych bola stena F' spodnou alebo vrchnou podstavou kocky. Uvazujme, ako
moze takyto jeden usek vyzerat. Na jeho zaciatku kocku oto¢ime v jednom zo smerov
(nazvime ho pévodny). Potom ju moézeme otacat len v smeroch kolmych na tento povodny
a na zaver ju opat otoéime bud v povodnom smere, alebo v smere k nemu opac¢nom.
Evidentne plati, Zze ak sa stena F pri tomto #seku otoéila o 90°, pocet otoceni v useku
bol neparny, naopak ak sa neotocila, alebo sa otocila o 180°, bol pocet otoceni parny.
KedZe je vsak celkovy pocet otoleni parny, musi byt parny aj pocet usekov, pri ktorych
sa stena F otoc¢ila o 90°. Preto po vsetkych otoceniach nemoze byt stena F otocena

o 90°.
1.7 (Miroslav Dudik) Polozme a = f(0), zo zadania potom dostavame:
F(F(0+0) = F(0+0)+ (0)- £(0) =0-0 = f(a) =a +a’
f(fla—a)) = fla—a) + f(a) - f(=a) +a-a = fla) =a+ fla) - f(~a) + o’
Pouzitim poslednych dvoch vztahov dostavame
a+a® =a+ fla) f(—a)+a® = fla) f(—a) =0,

¢ize bud f(a) = 0 alebo f(—a) = 0. Rozoberme obidva pripady.
a) Ak f(a) = 0, potom:

£0) = f(f(a+0)) = fla+0)+ f(a) - f(0) —a-0=0;
b) Ak f(—a) = 0, potom:
£0) = f(f(=a+0)) = f(—a+0)+ f(—a) - f(0) + a-0=0.
V oboch pripadoch dostavame f(0) = 0. Preto potom pre kaidé x,y # 0 plati:
f(f(x) = f(f( +0)) = f( +0) + f(z) - £(0) =2 - 0 = f(a). (1)
Dalej

f(flz+y) =Ffle+y)+ flz) - fly) —2-y  pouzitim (1)
flety)=fle+y)+flz) fly)—z-y=flz) fly) =z-y (2)
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Z (2) dostavame, ze x = 0 je jediné také x, pre ktoré plati f(x) = 0. Preto mozeme
predpokladat f(1) # 0. Z (2) potom vyplyva:

X

fla)- f() =2 = f(x)zm,

fly) - f)=y = f(y)z%- (3)

Prenasobenim poslednych dvoch rovnosti dostavame

Fz) - fly) = : (4)

Z (2) a (4) potom okamzite f*(1) = 1. MoZu nastat dva pripady.
e Ak f(1) = —1. Potom ale z (3) vyplyva, Ze pre kazdé « € R plati f(x) = —z. Tato
moznost vsak vedie k sporu, pretoZze podla (1) plati tieZ

v = f(—z) = f(f(2)) = f(z) = -,
¢o vsak pre ziadne nenulové x neplati.

e Ak f(1) = 1. Potom z (3) vyplyva, %e pre kazdé x € R plati f(x) = x. Toto naoza]
vedie k rieSeniu, sta¢i dosadit do zadanych vztahov:

flfle+y)) = fle+y) =2+,
flea+y)+flz) fly)—zv-y=a4+y+a-y—z-y=z+y,

¢o trivialne plati, pre kazdé =,y € R.
Odpoved: Danym podmienkam vyhovuje len funkcia f(z) = x, pre kazdé redlne x.

DRUHA SERIA

2.1 Danu rovnicu roznasobime. Po prenasobeni desiatimi dostavame:
102° — 10z* — 402 — 802” — 80x — 32 = 0,
¢o sa po malej Gprave da napisat ako
112° = 2° + 102" + 402® 4 8022 + 80z + 32 = (= + 2)°.

Hladdme realny koren, preto moézeme odmocnit a dostdvame z + 2 = v/1lz. To je
linearna rovnica a jej rieSenim je oc¢ividne

2 14+ V114 V112 + V113 + V114
T = = .
V11 -1 5

Takto dostavame jediny realny koren danej rovnice.
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2.2 (Daniel Partos) Kedze je dana funkcia Stvrtého stupha s kladnym prvym koefi-
cientom, jej lokalne minimum je aj jej globalnym minimom, teda sta¢i najst také z,
pre ktoré plati f/(x) =0 a zaroven f(x) = c.

Jedine v takychto bodoch & moéZe funkcia f(x) nadobidat minimum rovné c. Hla-
déame preto také realne ¢islo x, pre ktoré zaroven platia rovnosti:

:1;4—4:1;3—|—8:1;2—|—c:1;:c,

423 — 1222 + 162 + ¢ = 0.

Po prenasobeni druhej rovnice vyrazom x — 1 a drobnej iprave prvej rovnice dosta-
vame: xt — 423 4+ 822 = (x— 1)(4:1;3 — 1222+ 16x). Tato rovnica ma len dva realne korene
r = 0,z = 2, ktorym zodpovedaji po rade hodnoty ¢ = 0,¢ = —16. Tieto hodnoty su
zaroven aj rieSeniami nasej tlohy, o ¢om sa mozno presvedéit skiiskou.

2.3 Oznacéme pismenom A Iubovolny z danych n bodov a zvolme nejakt kruZnicu k
so stredom v A a polomerom r. Zobrazme si zvysnych n — 1 bodov kruhovou inver-
ziou vzhladom na k. (Kruhova inverzia dana kruZnicou k(S,r) je zobrazenie roviny,

pri ktorom sa fubovolny bod X roviny rozny od S zobrazi do bodu X' tak, ze X' € Sjk
a |[SX||SX'| = r?.) Na zéklade vlastnosti tohto zobrazenia sa kruZnice prechddzajtce
bodom A zobrazia na priamky a ostatné kruznice na kruZnice. Nakolko dané body
nelezali na jednej kruznici, nebude ani n — 1 ich obrazov lezat na jednej priamke.
Z pomerne znameho tvrdenia (dokazte si hol) vyplyva, Ze spomedzi tychto bodov teraz
mozno vybrat dva také, Ze na priamke nimi urcéenej nelezi uz ziaden iny bod. Oznac¢me
tieto body B’ a C' (ich vzory v kruhovej inverzii ozna¢me B a C). Nakolko body A,
B, C neleZali na jednej priamke, ani body A’, B', C' nie st kolinearne. Z toho vyplyva,
7e vzorom priamky B'C’ v nasom zobrazeni je kruZznica prechadzajica bodmi A, B, C
a zladnym inym z danych bodov. Tymto sme tvrdenie zo zadania dokazali. Dokazali sme
vsak este viac: pre kazdy bod A existuje kruznica prechadzajica bodom A obsahujica
este prava dva z danych bodov.

2.4 LEMA. Nech p1,p2, p1 < p2 st prvocisla. Ak a,b,c,d € Q, potom a+b\/p1+c\/p2+
—I—d\/szg:O<:>a:b:c:d:0.

DOKAZ. PouZijeme dve zndme tvrdenia (sktste si ich dokazat, ak ich nepoznate), ze
ak je ¢islo p prvoéislo, potom je ¢islo /p iracionalne a ak st a a b racionalne koeficienty,
potom je ¢islo a 4 b /p rovné 0 prave vtedy, ked st oba tieto koeficienty nulové.

Jedna cast dokazovanej ekvivalencie je trividlna, dokazujeme len jej druhu cast.
Ozna¢me M = {a 4 b\/p1, a,b € Q}. Z predpokladu lemy dostavame: (a + b\/p1) +
—I—\/p_g(c—l—d\/p_l) = 0. Ak c+d,/p1 = 0, potom a+b,/p1 =0, ztohoa =b=c=d=0.

Ak ¢ +d,/pr # 0, potom

—a—b\/p_l‘c—d\/p_leM
ctdyp  c—dyp

Existuja preto ¢isla e, f € Q také, ze /ps = e + f/p1. Potom po tuprave dostavame
(—p2 +€* + f2p1) +2ef\/p1 = 0, z Eoho potom ef = 0 a zdrovenn —py + € + f2p; = 0.

N



IKKORESPONDENCNY SEMINAR UK MO, RIESENIA 123

Ak by e = 0, potom py = f%py, z ¢oho p1|pa, €o je spor. Preto f = 0. Potom ale py = €2,

teda e = /pz ¢ Q, o je takisto spor.

Nech ay, ... ,a,—1 € Z st také, 7e rovnica f(z) = 2" + ap—12" '+ ...+ a12+8 =0
ma koren 1+ ,/p1 + /p2. Po dosadeni dostavame A + B,/p1 + C\/p2 + D/pip2 = 0,
kde A, B,C a D st celoé¢iselné koeficienty, ktoré su zavislé len od hodnot aq,... ,ay,

p1,p2. Z lemy dostavame A = B = C = D = 0. Ak teraz dosadime do f(x) postupne

¢isla 1+ \/p1 — /P2, 1 — /p1 + /P2, 1 — \/P1 — /P2, dostavame:

f(1‘|‘\/P_1_\/29_2):A‘|‘B\/P_1_C\/P_2—D\/p1292:07
fl—/p1+/p2) =A—B\/p1 +C\/p2 — D\/p1p2 =0,
f(l=/p1 —p2) = A= By\/p1 — C\/p2 + D\/p1p2 = 0,

lebo A= B =C =D = 0. Cize f(z) ma nutne aj korene 1 + /p1 — \/p2, L — \/p1 +
+ /P2, 1 — \/p1 — /P2, ¢ize polyném g(x) rovny

(# =1 =/pr=vp2)(e =1 = VP +Vp2)(e = 1+ /pr = Vp2)(@ = 1+ V1 + Vp2) =
:$4+bll’3—|—62$2—|—b3$—|—b4

s celoéiselnymi koeficientami deli f(x), teda by|8. Avsak by = (p1 —p2)? —2(p1 —I—pg) +1.
Ak pi,ps st obe neparne, potom p; + po,p; — p2 su parne, z coho vyplyva, ze by je
neparne, a ak b4|8, potom musi byt by = £1.

Ak by = —1, potom (p; —p2)? —2(p1 +p2) = —2, z éoho dostévame spor, lebo obidva
sCitance su dehtelne Styrmi.

Ak by = 1, potom po tprave dostavame py(p2 — 2(1 + p1)) = p1(2 — p1), z ¢oho bud
p2|p1 alebo p2|py — 2. V oboch pripadoch ps < py, ¢o je spor s predpokladom py > py.

Preto musi byt nutne jedno z prvoéisel py, p; parne, ¢ize p; = 2,py = 3. Potom by =
= 1—6py +p3|8, z éoho by = £1,£2, £4, £8 a py = 3+ /8 + by. Presktidanim vietkych
moznosti dostavame by = —8, py = 3;by = —4, py = 5;b4 =8, ps = 7.

Riesenim s dvojice (2,3), (2,5), ( 7).

2.5 Aby bola hra zaujimavejsia, urobme nasledujice zlepsenie. Ak da jedno dievéa
prvykrat kartu druhému, obe sa na tto kartu podpisu. Ak teraz nejaké dievéa posiela
kartu svojej susedke a ma kartu s jej podpisom, posle jej tiuto kartu. Preto kazda
podpisanad karta putuje len medzi dvoma susediacimi dievéatami, ktoré st na nej
podpisané. KedZe dvojic susediek je prave 1995 a kariet je n < 1995, existuje dvojica
dievéat, ktoré si nikdy vzajomne neposlali kartu. Preto je zrejmé, Ze jedno z tychto
dvoch dievéat nikdy kartu neposielalo.

Teraz si predstavme, Ze hra trva nekonecéne dlho. Potom existuje aspon jedno dievéa,
ktoré nekoneéne velakrat odosiela karty. Medzi takymito dievéatami (z vyssie uvedenych
dovodov) existuje takd, ktorej susedka odoslala karty len koneéne velakrat. Preto teda
musi existovat dievéa, ktoré nekonecéne vela kariet dostane, a len konecne vela odosle,
¢o vsak pri kone¢nom pocte kariet nie je mozné. Preto sa hra musi po koneé¢nom pocte
vymen kariet skonéit.
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2.6 Nakolko vsetky tri sedemuholniky st pravidelné, plati:

Sp+Sc |B1B3|* + [C1Cs|?
Sa A1 Az |7

Tiez platia rovnosti:
|A1A2| = |BlB3| = |C’1C’4| |0102| = 27“0 SlIl |C’1C’4| = 2rcsm |BlBQ| =
= 2rpsin = , |B1Bs| = 2rp sin 2% kde rp a r¢ st polomery opisanych kruzmc sedemu-

holnikov Bl ..BraCy...C5. Z toho

2rgsin 2rcsin Z

BiBs| = |B1Bs| ——— L CCol = |C Oyl 22T
| ! 2| | ! 3| 27“Bsi1r1277r7 | ! 2| | ! 4| 27“05111&377r
Takto dostavame: ) )
Sp+Sc  sin” 7 N sin” =
— 22 -2 37"
Sa sin” &5 sin” ¢
) S S, 1 . .,
Ak vyéislime teraz 2B+ oc = 0,50604079, vidime, Ze nerovnosti zo zadania su
A

splnené. Tymto sme vsak este nedokazali, Ze tieto nerovnosti platia. Museli by sme
dokazat, ze chyba, ktort spravi kalkulacka pri vypocte, neprekroéila 0, 006. Chyba, ktora
kalkulacka spravi, totiZ zavisi od poc¢tu miest, s ktorymi operuje, poc¢tom operacii, atd.
Preto uvedieme dokazy tychto nerovnosti.

a) UkaZzeme, ze |A1 As| = |B1Bs| + |C1C2|. Zrejme stadi ukazat, Ze

sm I sin 77r
|A1Aa| = [A1 Ao - + A1 As| - ——7,
sin & sin °X
7 7
teda
M s M s
sin T sin T
- 27T 37

sin = sin =

Ak pouzijeme rozkladové vzorce pre sinus, dostavame

. 37 . 27 1( s 577) 1( s 277)
s1n—s1n—:§ cos — —cos — | = = | cos = + cos —

7 7 7 7 2 7 7
3% .07 L2 . 0T 1 27 T

a SIN — SN — +sin—sinm— = — | cos— +cos— | .
7T 7T 2( 7 7)

Cize vyrazy sa rovnaju, a preto platia aj rovnosti:

sin = sin =

1= 2771' + 377'r a |A1 Az | = |B1Bz| + |C1Cy.
sin = sin %

Nakol’ko |BlBQ| 7£ |0102|, je

2 (|B1Bs|* +|C1Cal*) = (|B1Ba| 4 |C1Cs)* + (|B1Ba| — |C1Cs )" > Ay Ao
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Preto
1 - |B1B3|* 4 |C1 Cs|? _ Sp+Sc
2 | Ay As? o Sa
b) Da sa ukazaft, ze
Sg + Sc _ 1 n 1
Sa N 4cos? T (4c0s2§—1)2'

f)alej si staéi vSimnat klesajlicost funkcie cosx na intervale (0,7), z ¢oho jednoducho
dostavame
Sg + Sc 7
T <2V
Sa 12

(Prvy élen sme odhadli zlomkom %, druhy i)

2.7 Zavedme oznacenie ako na obr. 40:

A X
Obr. 40
a) Z mocnosti bodu ku kruZnici dostédvame |AX|* = |AB] - |AC|. Z podobnosti
AP A
trojuholnikov APR a ATS dalej plati :AR|| = %, teda |AP|- |AT| = |AR| - |AS].

7. Euklidovej vety o odvesne v trojuholniku AX S vyplyva |AX|?> = |AR| - |AS]. Spolu

dostavame

|AR|- |AS| _ |AX|*  |AB|-|AC]
|AT]  |AT| |AT|

¢o Je konstantné. Analogickt ivahu mozno previest aj pre bod D.

AP| =

b b
b) PoloZme |AT| = z, g <r<a—g. Zavedme funkciu

— |PQ| = a— |AP| - |DQ| =
(e=Be+d) (a—a-Ha—ath

= a — — — .
T a—x dr(a — x)
. . 7 . Id 7 a ’ ’ b
Evidentne je vyraz x(a — ) maximalny prave pre & = 3 (da sa dokazat pomocou

a b?
AG-nerovnosti). Teda |PQ| je minimélna pre « = 5@ je rovna —.
a
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Takéto riesenie je vSak eSte neuplné. Ak totiz vysetrujeme extrém funkcie na inter-

a a
vale, musime este overit ¢i hodnota 3 padne do intervalu (5 < B <a-— 5), a tiez

2

presetrit hodnoty v krajnych bodoch (f (g) =f (a — g) > b—) To sa vsak jedno-
a

ducho overi.

TRETIA SERIA

3.1 (Miroslav Dudik) Postupujme sporom. Nech teda po priloZeni prvej Sablony
na lubovolné miesto nekoneéného $tvorcekového papiera je stifet Cisel na zakrytych
polickach kladny a po Iubovolnom priloZeni druhej $ablény nekladny. Oznaéme pocet
policok, ktoré zakryva prva sablona m, druha n. Vyjadrime polohu kazdého z poli¢ok
sablony ako posunutie vzhladom na jej lubovolné pevné policko. Pre prvii $abléonu nech
st to posunutia 77 aZ Ty, a pre druhta V; aZ V,,. Bez ujmy na vseobecnosti nech Vi a Ty
st identity (prvé posunutie ukazuje na policko, vzhladom na ktoré polohu ostatnych
posudzujeme). Nech A je lubovolné poli¢ko, f(A) éislo na policku A. Oznaéme
Aij=TioVi(A)=V;oT(A); 1si=m, 1=j=n

Symbolom A; ; teda ozna¢ujeme policko, ktoré dostaneme ako vysledok posunuti 7;, V;
policka A. Polahky nahliadneme, Ze plati Ay ;1 = A; A; ; = Ti(A1 ;) = V;(Ai1). Podla
predpokladu pre lubovolné 1 < 7 < n plati:

F(A1 )+ f(Az ) + .o+ f(Am ) >0,

kedze Ay ; az A, ; st policka, ktoré prikryva prva sabléna (s prvym polickom na A; ;).
Analogicky pre druht Sablénu a fubovolné 1 < i < m dostavame:

FlAi) + F(A2) + . 4 f(Ain) S0,

Sé¢itanim nerovnosti pre prvi a druht sablonu dostavame

n m

ZZf(Ak,j)>0 a zaroven ZZf<AZ7k) <0.

j=1k=1 =1 k=1

KedZe s¢itame cez koneény pocet poli¢ok, st oba stéty zrejme zhodné, ¢im dostavame
spor.

3.2 (Tamds Varga) Kedze kruZnice k1 a k sa dotykaji v bode Ay, v istej rovnolahlosti
so stredom A; je kru’mica k obrazom kru’nice ky. V tej iste] rovnolahlosti je obraz
priamky AB priamka s nou rovnobezna, ktora sa dotyka kruznice k; ozna¢me ju p;.
Podobne obraz priamky AC v tejto rovnolahlosti oznaéme py (AC || p2) (obr.41).
Potom bod A* definovany ako prieseénik priamok p; a py je obrazom bodu A, teda
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body A, A1 a A* lezia na jednej priamke. Podobne nech p; je obraz priamky BC
v rovnolahlosti napriklad so stredom By zobrazujicej kruZnicu ke na k a body B*, C*
su definované nasledovne: B* = p; N p3, C* = py N p3. Potom analogicky plati, ze
body B, By a B* lezia na jednej priamke; rovnako aj body C, C7 a C*. Staci teda
dokazat, ze priamky AA*, BB* a C'C* sa pretinaju v jednom bode.

Obr. 41

Vieme, ze |B*Cy| = |B*A4|, |A*Cy| = |A* By, |C*B1| = |C*A4]| (dotyénice z jedného
bodu), z ¢oho vyplyva, Ze

|B*C1| - |A™B1| - |C*Ay| = |B*A4| - |A™By| - |C*4A4| =

B*Ci| |A'Bi| |C*Ai| _
IC A" " |B.C*| |ABY|

Podla Cevovej vety pre AA*B*C* a priamky A*A,, B*By, C*C; tato rovnost znamena,
ze sa priamky A*4A,, B*By, C*C; (a teda aj priamky AA,, BBy, CCy) pretinaji

v jednom bode. A to sme chceli dokazat.

3.3 (Miroslav Dudik) Mnozinu Ziakov a vztahov medzi nimi si budeme predstavovat
ako neorientovany graf G (vrcholy st Ziaci, priatelia st spojeni hranou). Ziakov (vrcholy)
mozeme oéislovat od 1 (uéi sa najhorsie) po 30 (uél sa najlepsie). Ak mame Ziakov x,y,
tak z sa udi lepsie ako y prave vtedy, ak « > y. Mnozinu ziakov, ktori sa ucia horsie
ktorych ma kazdy Ziak, nech je n.

Precislujme si teraz ziakov nasledovne: ¢islami 1,2,...,p oznac¢ime Ziakov z mno-
ziny X tak, aby sme ich mali usporiadanych vzostupne podla studijnych vysledkov.
Podobne za nimi zaradime aj ostatnych ziakov a priradime im éisla p 4 1,... , 30.
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Uvedomme si, ze musi platit tato nerovnost : p = "T"H Inak by najhorsi zo Ziakov
nepatriacich do mnoziny X mal nanajvys "T_l horsie sa uciacich znamych — ¢o zjavne

Oznacme si symbolom Gy, ¢ast grafu G tvorenu ziakmi 1,2, ... | k. Nasledujtce avahy
sa budu zaoberat prave odhadom poctu hran, ktoré vedu z G, do zvysku grafu. Oznacme
tento pocet ako hg. Zjavne h, < np. UkdZzme, Ze pre k > p plati nerovnost hjy1 < hy.

Nahliadnut ttito nerovnost je pomerne jednoduché, pokial si uvedomime, Ze pocet
hran h; sa meni nasledovne :

hit1 = hy + vystup — vstup,

kde ¢islo vstup oznacuje pocet hran medzi vrcholom k + 1 a G a ¢islo vystup znamena
pocet ostatnych hran vychadzajicich z vrcholu k4 1. Nakolko Ziak ¢islo k+1 je najslabsi
zo ziakov k+1, ... ,30 a nepatri do X, musi platit nerovnost vstup > vystup (aby nemal

.....

a hk_|_1.
Z tychto tivah dostavame, Ze pre G s parametrami p,n plati :

hag < pn— (29 —p) = (n+ 1)p — 29.
Nakolko Ziak s ¢islom 30 je poslednym, musi byt hag = n. Teda po Gprave
28=(n+1)(p—1) =2p(p—1).

n+1

Poslednti nerovnost sme dostali pouzitim p = . Dahko nahliadneme, Ze potom

p=>5 Prep=5,t) X ={1,2,3,4,5}, volme n = 9. MnoZinu hran dostaneme dez-
orientovanim nasledujtcich usporiadanych dvojic a vylicenim sluciek a viacnasobnych
hran z posledného kartézskeho sté¢inu:

{1,2,3,4,5} x {6,7,8,9,10,11,12,13, 14} U
U{6,7,8,9,10} x {15,16,17,18} U
U{11,12,13,14, 15} x {19,20,21,22} U
U{16,17,18,19,20} x {23,24,25,26} U
U{21,22,23,24,25} x {27,28,29,30} U
U{26,27,28,29,30} x {26,27,28,29,30}
Lahko zistime, Ze takto vzniknuty graf vyhovuje podmienkam pre X = {1,2,3,4,5},
n = 9. Zaroven sme ukazali, Ze neexistuje taky graf G, n > 0, aby p < 5, teda

.....

ich priatelov 25.

3.4 (Eugen Kovdic¢) Ak uvazujeme dant rovnicu (mod 5), dostavame 2¥ =1 (mod 5),
z ¢oho po presktmani zvyskov 2" (mod 5) dostavame 4|y, ¢ize y = 4a, a € N. Dalej
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uvazujme danti rovnicu (mod 4). Zrejme 5° = 1 (mod 4) a 2** = 0 (mod 4), preto
musi platif 2 = 2% - 5" (mod 4). Z toho samozrejme z = 1. Teraz uvazujme rovnicu
(mod 8). Mocniny ésla 5 déavaji len zvysky 5,1, &slo 2* je osmimi delitelné, a tak
5 =2Y +2.5' —1=1 (mod 8). Preto + = 2b, b € N.

Dalgie pouzité modulo bude 3. Mame 52 — 2. 5! =24 _ 1 = 0 (mod 3). Potom
2.5 =5 =1 (mod 3). Z toho vyplyva t =2¢c + 1, ¢ € N.

Novéa rovnica ma preto tvar

1_|_526 — 24(1 _|_2 . 520—1—1‘

Ak je ¢ = 0, rovnica mé tvar 1 + 52° = 2*® 4+ 10. Teda 5?® — 2% = 9, Tavii stranu
mozno rozlozit na (5b — 4“)(5b +4%), z toho okamzite 50 44 =9 a5 —4% = 1. 7 tejto
moznosti preto dostavame rieSenie (v,y,z,t) = (2,4,1,1).

Zostal pripad ¢ > 1, teda rovnica 25° — 10 - 25¢° = 16% — 1. UvaZujme tto rov-
nicu (mod 100). Evidentne 25" = 25 (mod 100). Preto potom po tprave 16* = 76
(mod 100). Z tabulky zvyskov mocnin 16 dostavame 5|a, ¢ize a = 5d, d € N. Rovnica
prechédza do tvaru 25° — 10-25¢ = 2207 _ 1. Po kratkom sktimani zistime, Ze je vhodné
uvazovat rovnicu este (mod 11). Evidentne 250 — 10 -25° = 250 + 25¢ (mod 11). f)alej
207—1 = (2°)4~-1 = (-1)* -1 =0 (mod 11), z ¢oho 25°4+25° = 0 (mod 11). Z tabulky
zvyskov mocnin 25 (mod 11) vSak Tahko nahliadneme, Ze tato moZnost nenastéva nikdy
(zvysky st cyklicky: 3, 9, 5, 4, 1). Preto v pripade ¢ 2 1 rovnica nemad Ziadne riesenie

v N.

3.5 (Tamas Varga) Prieseénik vySok oznaéme O

(obr.42). Teda O = BBy N CCy, z ¢oho hned vi-
dime, Ze body B, By, C, Cy, O lezia vsetky v jednej

rovine; oznacme ju g = W Potom mozeme defi-
novat bod @) ako BC; N CBy, P ako QO N BC, N
ako B1Cy N QO a nech M = A{Dy N p. Zrejme
vsetky spominané body: B, C, By, Cy, O, @, P,
N, M lezia v rovine p. Pre bod () trivialne plati
Q = AD N p, teda body @, O lezia v rovine 7 =

= 5502 Body P, N lezia na priamke QO, teda aj
v rovine w. Teda body A, D, A;, Dy, O, Q, P,
N, M lezia vsetky v rovine 7. KedZe body O, Q,

P, N, M lezia aj v rovine p aj v rovine m, musia

Obr. 42
lezat na jednej priamke. UkéZeme, Ze BC' L = (podobne DA L p):

DD, L AB@ =7 L ABi%

= BC 1 ~.

Potom vsak musi platit = L p.
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O je stred gule vpisanej stvorstenu A1 B1C1D;. Ozna¢me K a L dotykové body tejto
gule so stenami Cy1 Dy Ay a By Dy A;. Ukdzeme, ze body K, L lezia v rovine p:

OK L C,D1A, = OK L A\D ﬁ
SR e = OK J_AlDl.

OL L §1D101 — OL L AlDl

KedZe vsak aj o L A1Dy a O € p, musi byt m = . Priamky C1K, By L preti-
naju Ay Dy v bode M. Vzhladom na to, Zze O je stred vpisanej gule, lahko vidime, Ze
AOKM = ANOLM, teda

[SOMCy| = |[§OMB,| (1)

Vyuzijeme nasledovné tvrdenie (skuste si ho dokazat):
Nech trojuholnik XY Z ma vysky XXy, YY, a ZZy, potom plati, Ze v trojuholniku
X Y1 Z, su povodne vysky osami uhlov.

V trojuholniku QBC st CCy, BBy a QP vysky (CCy L ABﬁ, BB, L ACﬁ, BC L r).

Vyuzijac tvrdenie dostaneme
|<SOPB;1| = |[OPCY]. (2)

Z (1) a (2) mame AMPCy =2 AMPB,;. Z toho C1B; L PQ a |[NCy| = |[NBy]|, preto
je AQB;Cy rovnoramenny. BC, By C st kolmé na priamku QP, teda BC' || B;C; =
— AQBCy ~ AQBC. Teda AQBC je rovnoramenny. Preto |QB| = |QC|.

Kedze © L o, st 4 BQD, 4CQD pravé, a teda ABQD = ACQD — |BD| = |CD|.
Podobnym sposobom sa da dokazat o kazdej dvojici stran so spoloé¢nym vrcholom, Ze
st zhodné, teda stvorsten ABCD je pravidelny. A to sme chceli dokazat.

3.6 Ulohu trochu zovieobecnime. Majme mnozinu kladnych éisel {ay,as,... ,an}.
Obdobne definujme stéty S;(o) a suéin Q(o) pre vSetky permutacie o tejto mnoZiny.
Oznac¢me mnozinu permutacii, ktoré presivaju prvy prvok na posledné miesto ako P,
tj. o € P ak o(a,) = a1. Obdobne moZzeme zadefinovat P ako mnoZiny (triedy)
permutacii, ktoré na posledné miesto daji k-ty prvok, teda o € Py <= o(a,) = ax.
Preto kazda permutacia patri prave do jednej z mnozin Py, Ps, ..., P,.

Teraz uz mozeme vyslovit tvrdenie, ktoré nas napadne po manualnom dosadeni ¢i-
sel a; pre malé hodnoty n. A to, Ze plati:

1 1
EU:Q(O') Cajas - ...-ap

DokéZzeme toto tvrdenie indukciou vzhladom na n.
1 1
1°n=1: Z = —, lebo o(a1) = a; je jedinou permutéciou mnoziny {as }.
~ Qo) o
2° Nech nase tvrdenie plati pre vsetky mnoziny s poc¢tom prvkov n — 1, dokazeme
jeho platnost pre mnoziny s poé¢tom prvkov n.
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Pocitajme:
Y- r Y gL Y : -
- Qo) o sEP; Qo) o sEP, 51() Sn-1(o) 2 ai
P > a; =7 Si(o) Sn—1(0)
N~ L 1 _
k:lzal ar ... Ag—10k41 ... " 0p
1 " ay 1

aq [27%% ;Eal_al Cln7
pricom rovnost oznacena hviezdickou vyplyva z indukéného predpokladu pre mnoziny
{ay,... ,ap—1,a%4+1,...,ap}. Permutacie v mnoZine Py istym sposobom ,pokryvaja*
vietky permutécie tejto (n — 1) prvkovej mnoziny. Totiz, ak ¢’ je permutécia mnoziny
{ay,... ,ax—1,ak+1,... ,ap}, potom pre permuticiu o € Py, 0 = <0'/(CL1),O'/(CL2), e
U’(an_l),ak> dostavame: Sq(o’) = Si(o), S2(c’) = Sz(0), ..., Sp—1(0’) = Syp_1(0),
a teda Q(o') = Si(0)-...-Sn—1(c), z ¢oho uz lahko nahliadneme rovnost oznacent ().

Takto sme dokazali indukciou zovseobecnené tvrdenie a pre nas Specialny pripad

1 1 -(3)

dostavame: = =2 .
Z:Q(U) 1-2.....2n71

STVRTA SERIA

4.1 Ulohu si rozdelime na tri pripady:
1) niektora strana trojuholnika lezi na rovnakej priamke ako strana Stvorca,
2) niektory vrchol trojuholnika lezi vnutri $tvorca,
3) zvysok.
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K K
p M c
\ /
\ l/
A B
K

Obr. 44, Obr.45, Obr. 46

1) a 2) Ako je vidiet z obr.44 — 46, kde je zvyraznena ¢ast obvodu Stvorca vnutri
trojuholnika, tvori tato cast najmenej polovicu celého obvodu.

3) Bez ujmy na vseobecnosti nech dana situacia vyzera ako na obr.43.

Oznacme ABCD stvorec so stranou diéky 2r; S stred kruznice k s polomerom r; E, F'
po rade body dotyku stran AB a AD s kruznicou k; G, H priese¢niky priamky MK
so stranami AD a AB a I bod dotyku strany KM s kruznicou k.

Podla vety Ssu st trojuholniky SFG a SIG zhodné, podobne aj SEH a SIH st
zhodné. Plati teda

|FG| = |GI|, |IH| = |HE]|.

Teraz sa pozrime na trojuholnik AHG. Vdaka predchadzajicim rovnostiam vidiet,
. . , y : . , : 1
Ze jeho obvod je rovny 2r. Pretoze GH je prepona trojuholnika AHG, je |GH| > 3 2r,
2

takZze ¢ast obvodu $tvorca, ktora nelezi vnttri trojuholnika I LM, je najviac 3 2r.

[’Jseky, ked sa strana trojuholnika dotyka kruZnice vnttri $tvorca, s nanajvys tri. To
znamena, ze cast obvodu stvorca ABCD, ktora lezi zvonku trojuholnika K LM, meria
nanajvys 4r, ¢o je prave polovica jeho obvodu.

Tym je tvrdenie dokazané.
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Uloha sa dala riegit aj analyticky, kde sa dal dosiahnut este lepsi odhad |H G|. Mnohi
z vas ale zabudli na pripad 2).

Pripady 1) a 2) moZno ale charakterizovat lepsie: Ak dany trojuholnik obsahuje dva
z vrcholov opisaného $tvorca, je tvrdenie tlohy trivialne.

4.2 (Filip Krska)
a)

AM LA B A AM 1 BC = AM 1 A, BC = 4M 1 4,C,
AP LAD A AP LED = 4P L 4,0D = 4P 1 4,C,

t.j. priamky AM, AP a AN lezia vSetky v rovine prechadzajticej bodom A a kolme;j
na uhlopriecku A;C, preto body M, N, P lezia na priesecnici rovin A1 B1Cy a APM,
¢o je samozrejme priamka (obr.47).

Obr. 47
b) Vsetky body A, M, N, P, E, F lezia v rovine AMP (pozri a)). Oznaéme V

prieseénik priamky A;C s rovinou AMP (z predchadzajiceho uz vieme, Ze je to pita
z bodu A na priamku A;C). Naviac body P, E lezia v rovine A; BC a body F, M
v rovine A;C' D, ich spoloény bod musi teda lezat v prieniku rovin A; BC a A;CD,
¢o je uhlopriecka A;C, priesecnikom priamok PE a FM je teda bod V, ktory lezi
na priamke AN.

Iné riesenie. (Tomas Bdrta)

A M| A A , )
= . Obdobne, ked urobime rez

A1 4] |AB]

|A N| _ |AA,| . | A P| _ |AA,|

|Ads|  |AC|  |AAL[ [AD

a) Z podobnosti trojuholnikov vyplyva

rovinami AA;C', AA1 D, zistime, ze . Odtial vyplyva,

v

ze

[AAL [P = |[A1M] - |AB| = |A1N| - |[AC| = |A, P| - |AD. (1)
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| A1 M| |AC| 5 » . .
Ted = toze N 1 ke A, C MAN| = |<BAC
eda Y A a pretoze ezl na priamke A;Cq, je |4 1N | |,
takZe trojuholniky MA; N a CAB st podobné (sus), ¢o znamend, ze |[JANM| =
AN AD
= |[SABC| = 90°. Obdobne AV = | |, takZe aj trojuholniky PA; N a CAD st
4P|~ JAC]

podobné a | A; NP| = 90°.

Uhol A1 NM je pravy a uhol A1 NP je pravy, teda uhol M NP je priamy a bod N lezi
na usecke M P, ¢o bolo treba dokéazat.

b) VyuZijeme Cevovu vetu, ktora hovori, Ze tri isecky vedené z vrcholov trojuholnika
na protilahlé strany sa pretinaji v jednom bode vtedy a len vtedy, ak

INM| |PF| |AE|
INP| |FA| |EM|

1.

Budeme vychadzat z podobnosti trojuholnikov A1 M N a ACB, takze

A M| [AN]  [MN] IMN| = |BC|- |AiN]
|AC| |AB| |BC| |AB| ’
a z podobnosti trojuholnikov 41 PN a ACD, takze
AP JAIN] NP INP| = |CD| - |A1N|
|AC| |AD| |CD| |AD|

Odtial
BC

IMN| Tim| _ |AD||BC| |AD|*
INP| — 1¢DI — |AB||CD|  |AB|?’

AD
dalej zrejme plati
|EM|  |AE|
|41 M|  [AB)
a podla (1)
[EM|  |AM]  [AA ]
|AE| — |AB|  |AB|?°
Obdobne
|[PF|  |AAJ?
|FA| — |AD]?’

Celkovo teda dostiavame

EM| [FA| NP _|[AA? D] 4B
[AB| " |PF| |NM| T [AB]? A4, |ADP

Y

7z ¢oho potom podla Cevovej vety pre trojuholnik AMP vyplyva, ze tsecky PM, MF
a AN prechadzaji jednym bodom.
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4.3 Tato uloha je skiigkou trpezlivosti riesitela, z prvych 40 ¢lenov postupnosti mozno
vytusit ista struktiru a spravanie sa vysSetrovanej funkcie.

=1 fG)=2 O =1 fa3)=2 jA7N =1, f@1)=1,
F2)=1. f6)=2 F10)=2 f14) =3 j18)=3, f(22)=2,
f@) =2 fM=2 fal)=2 f15)=2 j19)=2, f(28) =2,
F4) =1, F8)=3 f12)=3, f16)=4, f(20)=5  f(24) =6,

£(25) = 1, £(20) = 1, £(33) =1, f37) = 1,

£(26) = 4, £(30) = 4, f(34) = 5, £(38) = 6,

f(27) =2, f(31) =2, £(35) =2, £(39) =2,

£(28) =17, £(32) = 8, £(36) = 9. £(40) = 10

Viimnime si, ze pre k = 7 by mohlo platit: f(4k) =k, f(4dk+1) =1, f(4dk+2) =k -3,
f(4k 4 3) = 2. Dokdzeme toto tvrdenie matematickou indukciou.

Prvy indukény krok vyplyva z vyssie uvedenej tabulky (aj s predpokladmi, ktoré
uvedieme v druhom kroku).

Majme indukény predpoklad Pre 7S 1< koplati f(4l) =1, f(4l —|— 1) =1, f(4l +

a hodnoty k -3, k—2a k — 1 sa nadobudli prave raz. Potom

o f(4k) = k: Postupnost 3,7,... ,4k—1 je aritmeticka diéky k a jej funkéné hodnoty
si1 podla indukéného predpokladu 2. Zrejme Ziadna mensia diferencia nevytvara dlhsiu
aritmetickt postupnost. Preto f(4k) = k.

e f(4k + 1) = 1. Z poslednej ¢éasti indukéného predpokladu priamo vyplyva, Ze
fl4k +1) = 1.

o f(4k +2) = k — 3: Postupnost 17,21,25,... ,4k + 1 je aritmeticka diéky k—3
a jej funkéné hodnoty st podla indukéného predpokladu 1. Diferencia, ktora by mohla
vytvarat postupnost vacse] diéky ako 1 je jedine d = 8. Pre k = 7 v8ak takto evidentne
nedostaneme dlhsiu aritmetick postupnost.

o f(4k+3) = 2: Z poslednej ¢asti indukéného predpokladu vyplyva, Ze f(4k+3) = 2.

Zostavajlca ¢ast predpokladov: Vidime, Ze pre @ £ 4k 43 je f(z) < k41 a funkéné
hodnoty & — 2,k — 1, k sa nadobudli prave raz.
Takto sme indukciou dokazali nase tvrdenie. Z toho uz vyplyva riesenie tilohy:

a=4,b=38§; fdn+8)=n+2.

4.4 Pre kazdych dvoch matematikov ozna¢me n pocet tych, ktori oboch pozdravili.
Véimnime si konkrétne matematika A. Nech B je mnozina matematikov, ktori sa
pozdravili s A a C mnozina tych, ktori sa s nim nepozdravili. Potom mé B prave 3k +6
a C prave 9k — 7 prvkov. Pre Iubovolného matematika B z B st matematici, ktori sa
pozdravili aj s A, aj s B vSetci v B. Preto sa B pozdravil prave s n matematikmi z B
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a3k +5—nzC. Pre kazdého C z C musia tiez byt matematici, ktori sa pozdravili aj
s A, aj s C v mnozZine B. Preto sa C pozdravil prave s n matematikmi z B.

Celkovy pocet vzajomnych pozdravov medzi matematikmi z B a ¢’ mozno potom
dvojako vyjadrit ako

(3k+6)(3k+5—n)= (9% — T)n,

¢o mozno upravit na 9k* — 12kn + 33k + n 4+ 30 = 0. Z toho vyplyva, ze n = 3m
?;{Lﬁ)’. Ak k 2 15, potom 12k —1 > 9k + 43,
a teda 4m nemoze byt celé &islo. Pre 1 < k < 14 len k = 3 déva celoéiselnt hodnotu
9k 4 43
12k —1°

To ale este neznamend, 7e taky graf pre k = 3 naozaj existuje. To je vSak velmi
naro¢na tloha a my vieme len tolko, Ze neexistuje Ziaden graf pozadovanych vlastnosti,
ktory by bol symetricky pri otoéeni o 10 stuptiov (ak si predstavime tych 36 vrcholov
ako vrcholy pravidelného 36-uholnika).

pre nejaké prirodzené m a 4m = k+ 3+

vyrazu Preto sa na zjazde stretlo 36 matematikov.

4.5 (Daniel Partos, Viadimir Marko) Najprv matematickou indukciou dokazeme, Ze
pre kazdé prirodzené k existuje prirodzené éislo ay, pre ktoré plati a7 = —7 (mod 2F).
1° Polahky vidime, %e ax = 1 vyhovuje podmienke pre k < 3.
2° Ak a2 = —7 (mod 2%) pre nejaké k > 3, potom pre hodnotu a? modulo 2k+1 g1
dve moznosti:

a = —7 (mod 2F 1) alebo ai =28 -7 (mod 251,

V prvom pripade polozme agiq = ar. V druhom pripade polozme apy; = ap 4+ 251
Potom (k 2 3) je ax neparne a podla indukéného predpokladu

arp1 = a3 +28ap + 2272 = a2 + 2%ap =4l +2F = -7 (mod 2FT1).

Teraz este dokazeme, Ze pre kazdé n existuje nekonecne vela takychto aj. Naozaj,
stadl zobraf jedno ay, a potom zrejme aj pre &sla ay + 2% plati

(ar + t2k)2 = -7 (mod 2k).

Iné riesenie. (Tamds Varga) Staél dokédzat nasledujice tri tvrdenia:

i) Ak existuje pre dané k jedno také ay, pre ktoré ai = n2% — 7, potom ich existuje
nekonecne vela.

ii) Ak pre dané kg existuje jedno také ay, pre ktoré aio = n2kF0 — 7, potom existuje
pre kazdé k < kg také, Ze aj = n2k — 7.

iii) Ak existuje pre dané k + 1 vhodné aj11, potom existuje aj pre 2k vhodné azy.

Tvrdenie i) je dokédzané v prvom rieSeni, tvrdenie ii) je trivialne, staéi volit ar = ag,.
No a napokon treba dokazat tvrdenie iii). Oznaéme ag41 = x. Potom podla predpokladu

22 = n2kt1 — 7. Po pripoéitani vhodnych vyrazov na obe strany dostaneme

22 42 28 (p2M T ) 2? = (p+ 222 T (1)
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Cisla p a ¢ st zatial lubovolné. Kedze st &sla  a 281 zrejme nestdelitelné, existujt
pre ne celé &sla C' a P, pre ktoré plati P - 281 — C .z = 1. Zvolme teraz p = Pn
a ¢ = C'n. Potom zrejme mame p2*~! —n = cx, ¢o po dosadeni do (1) déva

2. 9%k 1 9. 9key 4 2% = (p+ 02)22k -7,
(cZk + :1;)2 =(p+ 02)22k — 7.

Takto sme pre dané 2k nasli asp = 2% + .
Na zaver si uvedomme, ze tvrdenie plati pre k = 1,2,3. Potom k + 1 < 2k, preto
neexistuje najvacsie také k, pre ktoré by existovalo ay.

4.6 (Balazs Keszegh)
Oznacme K = AA; NCCY,

L = BB, NCCy,
M = AA, N BB,
N = A4, N COs,
O =BB, NCCy,

P =AA; N BB,.
Vyuzijeme podobnost vhodnych trojuhol-
nikov (obr.48): AAC1 K ~ AAA1B, lebo
|[SC1AK| = |4A1AB| a
|[SAC K| = 180° — |9 CC1Cy| = 180° —
— |[FAA A = [FAA B
ANAAB ~ ACC;B, lebo |[SABA| =
= |[4CBCs| a |[<AA; B| = 180°—
— |4 AAL Az| = 180° — |9 CCyCy| = |[XCCyB).

- Obr. 48
. |IC1K| _ |C2B]
Teda AACI K ~ ACCyB = = )
o ColeA ed 0 e
. CyL CiA .
Analogicky ABC,L ~ ABB;A ~ ACC1A = ./ c.C| =
nalogicky 2 2 | ) 1 | :|> |C|2|B| | 1C.C| rejme |C1C|
CyB|.|C A C1A|.|CyB
= |CyC|. Z toh ; Ci1K| = = = |CyL]|. 1
| 2 | o Omame| 1 &| |CQC| |C’1C'| | 2 | ( )
Rovnako moéZeme ukazat, ze |B1O| = |ByP|.

Z rovnosti (1) a z faktu, ze ACC1C4y je rovnoramenny lahko nahliadneme, ze KL || AB,
z ¢oho vyplyva, Ze |SPLK| = |{By;BA|. Podobne OP || AC a |[<POK| = |4 ACC|.
Zrejme NABBy; ~ AACCy (uu), z ¢oho |[4ByBA| = |[4ACC|. Preto |[SPLK| =
= |[YPOK| abody O, P, K a L leZia na kruZnici. Jej stred je prieseénik osi tseéiek KL
a OP, ¢o je priesecnik vysok V trojuholnika ABC'.

Analogicky sa da dokazat, ze body K,L, M a N lezia na kruznici so stredom V.
Z toho ale uz dostavame, ze vSetkych 6 bodov K, L, M, N, O, P lezi na jednej kruznici
so stredom V.

4.7 Oznacme dané rovnice ststavy postupne (1), (2). Pri rieSeni nasej ststavy rovnic
budeme rozlisovat tri pripady:
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1) aspon jedno z ¢isel x,y, z je rovné nule;
ii) x,y,z # 0 a aspon jedno z ¢isel x,y, z je zaporné;
iii) vsetky éisla x,y, z st kladné.
i) (Eugen Kovac¢) Nech napriklad z=0, potom dostdvame ststavu dvoch rovnic
o dvoch neznamych

r+y=a+b+e,
a2:1;—|—bzy—|—abc:0.

Dosadenim za y dostavame

azx—l—bz(a—l—b—l—c) — b?x + abe = 0,
x(az —bz) = bz(a—l—b—l—c) + abe.

Ak a = b, nemé nasa rovnica rieSenie (parametre a,b,c s kladné éisla). Ak a # b,
riesenim je trojica

- b2 — g2 ’ a2 — b2 ’

(2.9,2) = (bz(a—l—b—l—c) —|—abc‘ az(a—l—b—l—c) —|—abc‘0> ‘

Cyklickou zamenou opat dostavame riesenia pre ¢ = 0, resp. y = 0.

ii) (Peter Kozak) Vzhladom k symetrii predpokladajme, Ze x < 0. Upravujme druht
zo zadanych rovnic:

dayz — (a*x + b*y + ¢*2) = abe,
doyz — (bz(:p +y+2)+ (a2 — bz):z; + (02 — bz)z> = abe.

Pretoze x +y + z = a + b + ¢, dostavame:
doyz — ((a2 — bz):z; + (02 — bz)z> =abc+ (a + b+ c)bz.
Polozme S = a 4+ b+ ¢. Z rovnice (1) potom y = S — ( + z), teda

dez[S — (v +2)] — (a2 — bz):z; — (02 — bz)z = abc + sz,
drzS — 4%z — 4z2? — (a2 — bz):z; — (02 — bz)z = abc + Sb?,
drz? 4+ 2 <02 —b? + 42? — 4:1;5) + (a2 — bz):z; + abe + SH? = 0. (3)

Kvadratickd rovnica (3) s neznamou z ma diskriminant

D = <02 —b? 4+ 42? — 4:1:5)2 — 162 [(az — bz):z; + abc + sz] =
= (02 — 62)2 + 162* + 162252 + 8:1;2(02 — bz) — 8:1;5(02 — bz)—
—322%S — 162%a® + 162%b* — 16xabe — 162SDH°.
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f)alej ukazeme, ze pre < 0 je tento diskriminant vzdy kladny. Oznac¢me preto

l):‘/v1—|-‘/2—|—‘/37 kde
Vi = (c* —b%)? + 162" — 322°8,
Vy, = 16225% + 8:1;2(02 — bz) —162%a* + 16:1;262,
V3 = —8xS5(c* — b?) — 16zabe — 162Sb.
Pre z < 0 je V; zjavne kladné. V5, mozno upravit na tvar

V, = 8a? (252 +c? -2 —24% + 262> = 82 [2(62 + % + 2ab + 2ac + 2bc) + b2 + cz] \

kde vdaka kladnosti parametrov a,b,c je vyraz v zatvorke kladny. Preto aj V5 > 0.
A nakoniec

Vs = —8x [5(02 — bz) + 2abc + 2562] = —8:1;(502 + S + 2abe),

kde vyraz v zatvorke je opat kladny a @ < 0, teda V3 > 0, ¢ize aj D > 0. Rovnica (3)
ma teda dva realne korene zi,z9 a pre nasu stustavu rovnic dostavame parametrické
vyjadrenie rieSeni pomocou parametra x < 0:

-0 —da? + 425 — VD =2+ -4 +42S+ VD
(xlvylvzl): $<0, ; 9
8z 8z
=0 —da +42S+ VD —c2+b2 —4x? +42S — /D
($27y2722): $<0, S ; S .

Cyklickou zamenou dostaneme parametrické vyjadrenia rieseni pre predpoklady y < 0,
resp. z < 0.

iii) Koneéne sa dostavame k zaujimavejsej ¢asti tejto tlohy. Nech teda x,y,z st
kladné realne ¢éisla. Rovnicu (2) mozno zapisat v tvare

a b? c? abe
4=—4+ — )
yz zx  xy  ayz

a b ¢
iR T E T T
+ z1y121, kde 0 < 27 < 27 0 < y1 < 2; 0 < z3 < 2. Pri rieseni poslednej z rovnic
ako kvadratickej s premennou z; dostdvame diskriminant D = (4 — 2%)(4 — y?), ktory
nabada k substitucii

.Potom4:x%—|—y%—|—zf—|—

Zavedme substitiiciu z; =

. ' . s
r1 = 2sinu, 0<u<§; Y1 = 2sinv, 0<U<§.

Teraz dostavame
4 = 4sin?u +sin? v + Zf +4sinu -sinv - zy.



140 45. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY
Teda (z1 + 2sinwu - sin v)2 =4(1 - sin? u)(1l — sin? v), Cize
|21 + 2sinu - sinv| = [2cosu - cosv|.

Pretoze sinu, sinv, cosu, cosv aj z; su kladné ¢isla, mozeme odstranit absolatne
hodnoty a dostavame

z1 = 2(cosu - cosv —sinu - sinwv) = 2 cos(u + v).
Teda
2sinu - \/yz =a, 2sinv-yzzx=0>, 2(cosu-cosv —sinu-sinv),/Ty = c.
Z rovnice (1) potom dostavame
(Vacosv —fycosu)? + (Vasinv + /ysinu —/2)* =0,

odkial i
\/;:\/Esinv—l—\/y_sinu:\/g-%{-\/y_-?l

+y- teda z = “'H’ . Podobne y = “, x = b;c. Trojica

\/_

) vsak zjavne riesi zadana ststavu rovnic.

Preto vz = /z - \/_

b—l—c‘c—l—a‘a—l—b
2 7 92 7

(x,y,z) =

PIATA SERIA

5.1 Z poslednej podmienky vyplyva, Ze rovnica f(x) = x ma nanajvys 3 rieSenia, jedno
v intervale (—1,0), jedno rovné 0 a jedno v intervale (0, c0). Predpokladajme, 7Ze f(u) =
= u pre nejaké u z intervalu (—1,0). PoloZenim @ = y = u do danej funkcionalnej rovnice
dostavame f(u? +2u) = u* +2u. Naviac, u? +2u je opat z intervalu (—1,0). Preto musi
byt u? +2u = u, tato rovnica viak nemé v intervale (—1,0) riesenie. Predpoklad f(v) =

= v pre v € (0,00) vedie k obdobnému sporu. Avsak f(x+(14z)f(z)) = 24+ (1+2)f(x)
pre vetky @ € S. Preto a4+ (1+x)f(x) =0, &ze f(x) = —%. Este dokézeme, Ze tato
T

/(=)

Jje evidentne rastica na celom S.

funkcia spiﬁa vsetky zadané podmienky. Funkcia

Dosadenim sa lahko presvedéime o tom, Ze splha aj danti funkcionalnu rovnicu.
b ) b J

5.2 Najprv zavedme v rovine kartézsky stradnicovy systém. Definujme mnoZiny S,
podla nasledujtcich rekurzivnych podmienok. Nech Sy = {(0,0),(1,1)}. Pre n = 2,
vyberme M, dostato¢ne velké, aby

) - Yy > Ye — Yl (1)
x; + 271 — X T — X
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pre vietky (2;,v:), (2;,9;), (xk,yx) a (x1,y1) z Sp. Teraz nech
Ty =Sn @ (2", M) = {(x + 2"y + M,)|(2,y) € S}

a Sp+1 = Sp UT,. Mnozina S,, potom obsahuje prave 2"~ bodov. (Tymto postupom
sme vytvorili hladan mnozinu bodov, ak nerozumiete celému postupu, sktiste si ho
previest pre n = 2, 3. ZloZitd nerovnost (1) zachrahuje nekonvexnost jednotlivych
Stvoruholnikov.)

Predpokladajme, Ze existuje najmensie n = 2 také, Ze S, obsahuje tri body leZiace
na jednej priamke — Py, P>, P;. Bez ujmy na vSeobecnosti moZeme predpokladat (vdaka
minimalite), ze Py € S,_1 a Py € T,,_1. Ak P5 je z S,,_1, potom z nerovnosti (1) vy-
plyva, Ze smernica priamky P, P; prevysuje smernicu priamky P; P. Opa¢na nerovnost
plati, ak je P, z T),_1. V oboch pripadoch teda body Py, P, a P; nemozu byt kolinearne.

Teraz predpokladajme, Ze existuje najmensie také n = 2, pre ktoré S, obsahuje
vrcholy konvexného 2n-uholnika. Nakreslime v nhom uhlopriecku d spajajicu vrchol
s najmensou z-ovou suradnicou s vrcholom s najvacsou z-ovou suradnicou, tymto
rozdelime 2n-uholnik na dva konvexné Utvary. Z Dirichletovho principu vyplyva, ze
aspon jeden z nich ma n + 1 stran.

Rozoberme najprv pripad, ked tento utvar leZi pod uhloprietkou d. Potom ma
asponn n + 1 vrcholov Pi(z;,yi), 0 < i < n, pre ktoré z;_y < z; pre 1 < ¢ < n.
Vsimnime si tiez, ze plati: Vi — Y1 < Yirl — Ui pre 1 £7 < n—1. Vietky P;, 0 <

Ly — Li—1 Lit+1 — Ly
< ¢ < n— 1, patria do S,_1. Predpokladajme opak, nech Py_1 je z S,_1, kym P;
a Pyt1 stz T,—q pre nejaké k, 1 <k < n—1. Potom (g, yr) = (2}, +2" "2, y} + My—1)
a (Tk41,Yrt1) = (Thpq _|_2n—27y;€+1 + My—1) pre nejaké (2}, y;) a (¥)qy, Yptq) 2 Sn—1-
7 definicie M, _ vsak

! !
Yk —Yk—1 _ Yp+ Mao1 —yr—1 N Y41 Y5 _ Yr+1 — Yk
T — Th—1 e +2702 —agy :L';H_l — T Tk —

¢o je spor s vyberom P;. Preto vietky P; patria do S,,_1 pre 0 < ¢ <n — 1.
Opakovanim tohoto argumentu mame P; v mnozine S; pre 0 < ¢ < 2. Avsak S, ma
len 2 body, spor.
Ak lezi konvexny asponn (n + 1)-uholnik nad uhloprie¢kou d, pouzitim rovnakych
argumentov d6jdeme k sporu.

5.3 DokaZzeme, ze AD je spoloénda dotyénica ku kruZzniciam w a wq (obr.49). Oznadéme
po rade O a O; stredy a r a r; polomery kruznic w a wy. Nech sa w dotyka ¢; v bode H
a {3 v bode K. Uvazujme druht dotyénicu z bodu A ku kruznici w, ktora sa jej dotyka
v bode D'. Predlsme HD' tak, aby pretinala {3 v bode B’. Bodom B’ vedme priamku
kolmti k {5, ktora pretina priamku OD’ v bode O}. Potom O} B’ a HO st rovnobezky,
pretoze |[SOLB'D'| = |[OHD'| = |[9OD'H| = |SOLD'B'|. Preto |O,B'| = |0O,D'| =
= rh. Potom je O} stredom kruZnice w) s polomerom r}, dotykajicej sa w zvonku

v bode D’ s {5 v bode B’.
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Teraz este dokazeme, ze wh sa dotyka zvonku aj kruZnice wy, ¢iZe wl = ws. PoloZme
r = |HA| ay = |KB'|. KedZe HB'" a OA st navzajom kolmé, trojuholniky OH A
-l
a B'IKKH st podobné. Preto O] = & B, |,
|HA| |HK |
Potom 2% = (r +r1)? — (r — r1)? = 4rry. Podobne y* = 4rrl. Z toho dalej |0504]? =
=(z—y)*+(2r —r —1r})? = (r1 +r5)?, o dokazuje tvrdenie v tivode. Obdobne BC
je spolo¢na dotyénica ku kruZzniciam w a w;.

t.j. xzy = 2r?. LenZe |00 = r + rq,

H A 4
w1
C Oy
w O
By 0}
¢
K B’ 2
Obr. 49

Plati |QC| = |@D|. Hladany zaver |QC| = |QD| = |QE| uz teraz vyplyva z toho,
7e QF je spoloénéa dotyénica wy a we. Ak by to totiz neplatilo, ozna¢me prienik QF
s wy ako X a s wy ako V. KedZe FE lezi medzi X a Y, potom |QX| # |QY]. To je ale
spor, pretoze |QX| - |QE| = |QC|* = |QD|* = |QY] - |QE].

5.4 Nech p =2n+ 1, n € N. Najprv dokdzeme, ze D = /2p — \/z — /y je nenulové
pre [ubovolné prirodzené éisla x a y. Inak by 2p = x4y 4 2,/xy, ¢ize ¢islo xy je Stvorec.
2 najvacsia deliaca y a x = ab?,
potom y = ac’* a b+ ¢ = 2. Potom 2p = a(b + ¢)?, to je vsak spor, pretoze 2p nie je
delitelné Ziadnym stvorcom vac¢sim ako 1. Teraz

Preto ak b? je najvacsia druhd mocnina deliaca = a ¢

=t (2p — x — y)* — day
V2 +VEE Y (V2 Ve )(2p - -y 2yTY)

.....

2
P T )
2 1 1
D > =

3 > 3
2v4n +2(4n+2)  (4n+2)>  16n2
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pretoze 4n+2 < 6n < 165n. Ak je éitatel rovny 1, potom (2p—a—y)?* = day + 1. Teda
2p — x —y = 2m + 1 pre nejaké prirodzené ¢islo m. Oznacme dalej d najvacsi spoloény
nasobok ¢isel m a x a nech m = dh a v = dk, pre h, k nestdelitelné prirodzené ¢isla.
Nech ¢ je najvacsi spoloény nasobok ¢isel m + 1 a y. Potom m + 1 = gk a y = gh.
Teda2p=a+y+m+m+1=(d+ g)(h+ k). KedZe p je prvoéislo, musi platit bud
d=g=1,alebo h =k = 1.V prvom pripade t =k =m + 1, kym y = h = m, co je
spor s predpokladom z < y. V druhom pripade x =d =m ay = ¢ = m + 1. Potom
2p=x+y+2m+ 1, ¢ize p=2m + 1. Z toho vyplyva m = n. Napokon

1
(WA 24+ VnH+ Vet D@n+142n(n+ 1))
D < ! S
(VAn + /n 4+ /n)(2n +2y/n-n))  16nz

C e, , . , p—1 p+1
Preto minimélna kladna hodnota D sa dosahuje len v pripade (z,y) = — g )

e ] . .o (p—1p+1
Iné riesenie. (Tamds Varga) DokaZeme, Ze rieSenim je vzdy dvojica — 5 )

Stadi ukazat, Ze pre akikolvek inti dvojicu &isel je vyraz D vacsi. Tvrdenie dokazeme
sporom. Predpokladajme, Ze existuje dvojica prirodzenych éisel (z,y) taka, ze

+1 -1
V2 2 \/5+\/§>\/pT+ pT?

2p 2 x +y+ 2y >p+V/p? -1,
2p—x—y = 2y >p+/pP—1—a—y.

Po opatovnom umocneni a jednoduchych tpravach dostavame nerovnost

dpz+y—p) S (z—y)’ <2p+ VP — (= +y—p) +1.

Zavedenim substiticie g = x +y — p, ¢ € N, ¢ < p dostavame nerovnost

dpg S (x —y)? <2(p+ P2 —1)g+1 < 4dpg+1,

z ¢oho potom 4pg = (z — y)*. To je vSak spor, pretoZe ¢ < p a p je prvoéislo.

Iné riesenie. (lvan Cimrdk) Najprv podobne ako v prvom rieseni vylidime pripad

D = 0. Teraz skiimajme priebeh funkcie \/2p — \/x — \/s — & pre pevné s ako funkciu

premennej x. Na intervale (0,s) je tato funkcia konvexna a symetrickd podla osi z =
(jej graf je stétom dvoch parabol). Tato funkcia mé minimum v bode 3. Preto nam
teraz staci zistit, aké maximalne hodnoty moze nadobudat s v pripadoch x = 2

2
= 3;1, x = 3;2 a tieto hodnoty porovnat. Prichadzame opat k rovnakému zaveru ako

v predchadzajicich rieseniach.

Tr =
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5.5 (Eugen Kovdé, Tamas Varga) Vsetky sumy pouZité v tomto rieseni s pre ¢ =
= 1,2,3,4. Oznatme O stred a R polomer gulovej plochy opisanej Stvorstenu
A1A2A3 Ay, Z mocnosti bodu G k tejto guli vyplyva |GA;| - |GAY = R* — |OG)?,

pre 1 = 1,2,3.4. Teda dokazované nerovnosti su ekvivalentné s
(R? —[OG]*)* 2 |GAL] - |GAs| - |GAs| - |GAY (1)
1
(B —10GP) ) 1 2 2. 1G4l (2)

Ale (1) vyplyva okamZite z
4R —0G]*) = ) | |GA* (3)

pouzitim nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom. Na dokaz (3)

.. , —
oznacme ? vektor z bodu O do bodu P. Teraz pouzijeme rovnost vektorov A4 ; = ﬁ +

+ (XZ — @) Potom

SIAP =Y [P+ |4, -dP+2¢ -3 (4,- Q). (4)

To je uz ekvivalentné s (3), pretoZze posledny ¢len (4) je nulovy (G je tazisko). Z Cau-
chyho nerovnosti potom polahky dostavame:

4Z|GAi|2§<Z|GAi|>2 0 Z|GAZ<|Z|G—:EM§16,

¢o vedie k

1 1 1 2 1
ZZ |GAZ‘|ZZ@ Z I <Z|GAZ‘|2> Z@ > |GA.

Preto aj (2) vyplyva z (3).

5.6 Tvrdenie dokaZeme pre ¢ Iubovolné celé ¢islo. Vsimnime si, Ze tvrdenie plati
pre (a,b,c) prave vtedy, ked plati pre (a,b, —c). Preto moZeme predpokladat ¢ = 0.
KedZe je problém symetricky vzhladom na a,b, moZeme predpokladat, Ze a = b.

f)alej si véimnime, Ze tvrdenie polahky plati, ked ¢ < b. MoZeme totiz zvolit vek-
tory @ a ¥ s jednotkami na prvych ¢ miestach a s nulami alebo jednotkami na dalgich
miestach (podla potreby, tak aby na tom istom mieste nebola zaroven jednotka aj v i
aj v 7) Preto staéi tvrdenie dokazat len v pripade a > ¢ > b.

Tvrdenie dokaZzeme indukciou vzhladom na stéet a+b. Ak a+b = 0, tvrdenie trividlne
plati. Predpokladajme preto, ze plati ak a+b < N. Pre a+b = N +1 plati a +b—2c+
+b < a+bana trojicu (a + b — 2¢,b, ¢ — b) mozeme pouzit indukény predpoklad, ¢ize
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existujt vektory @, THY, Y

je rieSenie (a, b, ¢).

pre trojicu (a+b— 2¢,b, ¢ —b). Polahky overime, Ze

5.7 7 definicii p(x) a g(x) je zrejmé, Ze g(x) deli x pre kazdé = a

T p(an)
Tpt+1 = Py
q(zn)

je prirodzené &islo pre kazdé n. Indukciou sa lahko presvedéime, Ze x, nie je delitelné
ziadnym stvorcom vacsim ako 1. Teda mu mozeme priradit jedineény kod na zaklade
jeho prvoéiselnych delitelov. Oznaéme preto pg = 2, p1 = 3, po = 5, ... rasticu
postupnost vietkych prvocisel. Nech x > 1 je Tubovolné ¢islo, ktoré je sti¢inom roznych
prvoéisel (vietky s exponentom 1) a p,, najvicsie prvoéislo, ktoré ho deli. Potom kod
priradeny éislu @ bude (1, $pm—1, Sm—2,... ,51,50), kde s; = 1, ak p; deli x, v opaénom

pripade s; = 0,7 =0,1,... ,m — 1. Definujme funkciu f(x), f(z) = l’p((l‘)) Ak sa kod
q(x

¢isla @ konéi nulou, potom je x nepéarne, p(z) =2, ¢(x) = 1 a f(x) = 2z. Kod éisla f(x)

je ten isty ako kod ¢isla @ okrem poslednej nuly, ktora je nahradena jednotkou. Ak

sa kod ¢isla @ konél skupinou 011...1, potom kod éisla f(x) konél skupinou 100...0

(rovnaky pocet cifier). Ak uvazujeme tieto kody ako éisla v dvojkovej ststave, potom
kod éisla f(x) mozno ziskat z kodu éisla x pripoéitanim jednotky. KedZze 1 = 2a 2,41 =
= f(xy), kéd x, je len reprezentéacia ¢isla n v dvojkovej ststave. Preto existuje préave
jedno také n, pre ktoré z, = 1995 =3-5-7-19. Preto je kod x, rovny 10001110, ¢ize
n = 142.



Iné korespondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre studentov zakladnych aj strednych skol pocéas
skolského roka organizované aj iné matematické stutaze. Patria medzi ne predovsetkym
korespondenéné seminare. Tieto stutaze sa v detailoch istotne lisia, avsak zakladné
érty maju spoloéné: Pocas skolského roka prebiehaju dve ¢asti (letna a zimna), ktoré
pozostavaji zvacSa z troch sérii tiloh rozosielanych riesitelom do $kol alebo domov.
Riesenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaji na adresu prislusného seminéra, odkial sa po niekolkych diioch az tyZzdnoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a mene;j
skiuseni riesitelia zvacsa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové stustredenie, i¢ast na ktorom byva casto
najsilnejsou motivaciou na rieSenie uloh. Nie je ale moZzné nespomenut, Ze takyto
reprezentantov Slovenska a éeskej republiky na MMO, prip. MOI sa aktivne zapajala
do viacerych z tychto seminarov.

NiZsie uvedené korespondenéné seminare (KS) st uréené predovsetkym studentom
strednych §kol, svojim zaberom pokryvaji tzemie celého Slovenska a ¢asto maju aj
riesitelov z éeskej Republiky. Je vsak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie
sutaze podobného druhu.

Bratislava — Bratislavsky korespondenény matematicky seminar — BKMS
Tento KS je organizovany $tudentmi MFF UK v Bratislave zviaésa (80%) bratislav-
ského povodu. Série byvaji tematicky zamerané a obsahuj niekedy aj velmi narocné
ulohy. Okrem seminara UK MO sa prave tento najviac venuje priprave na MO v ka-
tegorii A. Sustredenia s pestrou celoslovenskou tc¢astou a takmer vzdy aj so vzorkou
,zahrani¢ného® d¢astnika z CR mavaju asi najbohatsi matematicky program.

BKMS

RNDr. Jaroslav Guri¢an, CSc.
KATC MFF UK

Mlynska dolina

842 15 Bratislava

e-mail: bkms@fmph.uniba.sk
URL: http://pascal.fmph.uniba.sk /www/bkms

Stredné Slovensko — Stredoslovensky korespondenény seminar — SSS
Tento KS je momentalne organizovany skupinou studentov MFF UK v Bratislave,
pochédzajtcich zo stredného, prip. vychodného Slovenska. Je pokracovatelom tradicie
stredoslovenskych KS organizovanych v minulosti zo Ziliny a Banskej Bystrice. Do st-
¢asnej podoby sa SSS prepracoval pred niekolkymi rokmi, ked sa organizacie ujala
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skupina byvalych riegitelov, v tom ¢ase studujicich v Prahe. Pre tiito stitaz je charak-
teristicky nizky vekovy priemer riesitelov, sitazné dlohy maja blizko ku kategérii B

alebo C MO.

Stredoslovensky seminar
KZaDM MFF UK
Mlynska dolina

842 15 Bratislava

e-mail: 3zabka@st.fmph.uniba.sk

Vychodné Slovensko — Koresponden¢ny seminar z matematiky STROM

Korespondenény seminar STROM je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
respondenéného seminara v byvalom Ceskoslovensku. Jednotlivé série byvaju tematicky
zamerané, témy vsak casto byvaji netradi¢né a niekedy sa obsahovo lisia od tloh v MO.
Ststredenia s najma ,, vychodoslovenskou* i¢astou maji takmer neprekonatelne druznt
atmosféru.

STROMv
PEF UPJS
Jesennd 5

040 01 Kosice

e-mail: strom@upjs.sk
URL: http://turing.upjs.sk/students’ activities/strom

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajicich KS, je KSP statazou v programovani. Vsetky jeho
sutazné ulohy su, podobne ako na MOI, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov MFF UK v Bratislave, ktori maji zaroven na starosti vsetky
ostatné sutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Stustredenia byvaji mierne
netradi¢ne na jar a na jesen.

KSP

KVI MFF UK
Mlynska Dolina
842 15 Bratislava

e-mail: ksp@fmph.uniba.sk
URL: http://www.uniba.sk/www/csp.html

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tloh prvej série v polovici septembra alebo koncom januara.
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