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O priebehu 47. ro�n¡ka matematickej olympi dyMatematick  olympi da (MO) je s£�a�ou �iakov z kladn�ch a stredn�ch ¨k�l. Jejvyhlasovate�om je Ministerstvo ¨kolstva Slovenskej republiky v spolupr ci s Jednotouslovensk�ch matematikov a fyzikov. Tento ro�n¡k MO na Slovensku riadila Slovensk komisia matematickej olympi dy (SK MO). Jednotliv� kol  odborne a organiza�nezabezpe�ovali okresn� a krajsk� komisie MO (KK MO). Cie�om s£�a�e je vyh�ad -vanie �iakov talentovan�ch v matematike, preb£dzanie a podpora ich z ujmu o ¤u,rozv¡janie ich matematick�ch schopnost¡ a ich usmer¤ovanie a vedenie k samostatnejtvorivej �innosti. Vyvrcholen¡m s£�a�e je pr¡prava na £spe¨n£ reprezent ciu Slovenskejrepubliky a £�as� na medzin rodn�ch s£�a�iach, najm� na Medzin rodnej matematickejolympi de (MMO) a Medzin rodnej informatickej olympi de (MIO). V ¨kolskom roku1997/1998 sa uskuto�nil u� 47. ro�n¡k MO, preto�e matematick  olympi da na Sloven-sku je pokra�ovate�om rovnakej s£�a�e z b�val�ho �eskoslovenska. Aj v tomto ro�n¡kuboli £lohy vo v¨etk�ch kol ch MO v �eskej republike a na Slovensku rovnak�. S pote-¨en¡m mo�no kon¨tatova�, �e MO aj tentokr t prebehla vo v¨etk�ch 79 okresoch, a tie�vo v¨etk�ch 8 krajoch Slovenskej republiky. Person lne obsadenie SK MO v 47. ro�n¡kus£�a�e bolo nasledovn�.Predsedn¡ctvo SK MO tvorili:doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc. z MFF UK Bratislava, predseda SK MO.doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc., FDS �U �ilina, podpredseda SK MO,RNDr. Pavol �ernek, CSc., MFF UK Bratislava, tajomn¡k pre odborn� ot zky,RNDr. Monika Kr llov , MFF UK Bratislava, tajomn¡k pre organiza�n� ot zky,PhDr. Oto Klostermann, z stupca M� SR,Mgr. Viera Kraj�ovi�ov , z stupca IUVENTY,RNDr. Andrej Blaho, CSc., MFF UK Bratislava, gestor kateg¢rie P,RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,doc. RNDr. Tom ¨ Hecht, CSc., TATRY a.s. Bratislava,Richard Koll r, MFF UK Bratislava,prof. RNDr. Jozef Morav�¡k, CSc., SF �U �ilina.�lenmi predsedn¡ctva s£ �alej predsedovia krajsk�ch komisi¡:doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc., FDS �U �ilina,RNDr. Jaroslava Brinckov , CSc., FHPV UMB Bansk  Bystrica,Mgr. Milan Demko, PedF PU Pre¨ov,PaedDr. Hubert Gun r, Gymn zium Tren�¡n,doc. RNDr. Pavol H¡c, CSc., FPV TU Trnava,RNDr. Vladim¡r Jodas, MC Bratislava,RNDr. Bo�ena Mihal¡kov , CSc., PF UPJ� Ko¨ice,prof. RNDr. Ondrej �ediv�, CSc., FPV UKF Nitra.



2 47. ro�n¡k matematickej olympi dySK MO �alej tvorili:RNDr. Milota Hilkov , Z� Jilemnick�ho, Rev£ca,RNDr. Anton Hn t, Gymn zium Michalovce,Mgr. Jozef M�sz ros, Gymn zium s vyu�. jaz. ma�. Galanta,RNDr. Dagmar Mikul ¨ov , Gymn zium Tren�¡n,doc. RNDr. L'udov¡t Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,RNDr. Dana Smutn , FPHV UMB Bansk  Bystrica,Tom ¨ Vina©, MFF UK Bratislava,Mgr. Dagmar Vongrejov , Z� Moskovsk  �ilina.V priebehu 47. ro�n¡ka MO sa uskuto�nilo jedno plen rne zasadnutie SK MO a trizasadnutia predsedn¡ctva SK MO. Zamerali sa na obsahov� a organiza�n� zabezpe�enieMO, �nan�n� pokrytie s£�a�e, �al¨ie aktivity (kore¨ponden�n� semin re, s£stredeniaa pod.), ako aj na pokra�ovanie v partnerskej spolupr ci s �eskou �st©edn¡ komis¡ MOpri pr¡prave s£�a�n�ch £loh a term¡novom zabezpe�ovan¡ prebiehaj£ceho i bud£cehoro�n¡ka MO. Hostite�om pri oboch zasadnutiach £lohov�ch komisi¡ bola v tomto ro�n¡ku�esk  strana. �lohy MO s£ preva�ne p�vodn�, za zadan¡m ka�dej s£�a�nej £lohy pretov �al¨om texte v z tvorke uv dzame meno autora (resp. navrhovate�a) £lohy.Organiz cia s£�a�e zostala v 47. ro�n¡ku MO zachovan : pre �iakov z kladn�ch ¨k�lbola rozdelen  do piatich kateg¢ri¡ Z4 { Z8 ur�en�ch �iakom 4. a� 9. ro�n¡ka Z� a od-povedaj£cich ro�n¡kov osemro�n�ch gymn zi¡. Pre �iakov stredn�ch ¨k�l a im zodpove-daj£cich ro�n¡kov viacro�n�ch gymn zi¡ bola s£�a� organizovan  v ¨tyroch kateg¢ri ch:C, B, A a P. Kateg¢ria C bola ur�en  pre ¨tudentov prv�ch ro�n¡kov, kateg¢ria B pre¨tudentov druh�ch ro�n¡kov a kateg¢ria A pre ¨tudentov tret¡ch a ¨tvrt�ch ro�n¡kovstredn�ch ¨k�l. Kateg¢ria P, zameran  na £lohy z programovania a matematickejinformatiky, bola ur�en  �iakom v¨etk�ch ro�n¡kov stredn�ch ¨k�l. Talentovan¡ �iacimohli po s£hlase svojho u�ite�a matematiky s£�a�i� aj vo vy¨¨ej vekovej kateg¢rii.T�kalo sa to aj �iakov Z�, ktor¡ tie� mohli s£�a�i� v niektorej z kateg¢ri¡ A, B ,Ca P.S£�a� v ka�dej z kateg¢ri¡ pozost va z nieko�k�ch postupov�ch k�l, pri�om v kate-g¢rii Z4 je najvy¨¨¡m kolom ¨kolsk� kolo, v kateg¢ri ch Z5 { Z7 je to okresn� kolo,v kateg¢ri ch Z8, C a B sa s£�a� kon�¡ krajsk�m kolo a v kateg¢ri ch A a P olympi davyvrcholila celo¨t tnym kolom.Do celo¨t tneho kola bolo pozvan�ch 41 najlep¨¡ch rie¨ite�ov krajsk�ch k�l v kateg¢-rii A a 26 najlep¨¡ch rie¨ite�ov krajsk�ch k�l v kateg¢rii P, pri�om sa postupovalo pod�aporadia zostaven�ho po koordin cii bodov�ch hodnoten¡ z jednotliv�ch krajov. V tomtokole je s£�a� rozdelen  do dvoch dn¡. V kateg¢rii A rie¨ia s£�a�iaci ka�d� de¤ tri £lohyv �asovom limite 4 hodiny, v kateg¢rii P v rovnakom limite prv� de¤ tri teoretick�a druh� de¤ dve praktick� £lohy na po�¡ta�i.Celo¨t tne kolo 47. ro�n¡ka MO kateg¢rie A sa uskuto�nilo v d¤och 22.{25.3.1998na Gymn ziu na P rovskej ulici v Nitre a celo¨t tne kolo 47. ro�n¡ka MO kateg¢rie Pv d¤och 25.{28.3.1998 na Gymn ziu na Golianovej ulici v Nitre. Na zabezpe�en¡ s£�a�evr tane spolo�ensk�ho programu a z¡skania sponzorsk�ch vecn�ch darov pre £spe¨n�chrie¨ite�ov sa okrem Centra vo�n�ho �asu IUVENTA obetavo podie�ali �lenovia krajskej



O priebehu 47. ro�n¡ka matematickej olympi dy 3komisie matematickej olympi dy v Nitre, a najm� pracovn¡ci a ¨tudenti oboch spo-m¡nan�ch gymn zi¡. Na £spe¨nom priebehu celo¨t tneho kola m  mimoriadnu z sluhupredseda KK MO prof. RNDr. Ondrej �ediv�, CSc. a taktie� vedenie UKF v Nitre.Desa� naj£spe¨nej¨¡ch rie¨ite�ov tretieho kola MO kateg¢rie A prijalo pozvaniena v�berov� s£stredenie pred 39.Medzin rodnou matematickou olympi dou, ktor� sakonalo v d¤och 29.3.{4.4.1998 na MFF UK v Bratislave. Na z klade v�sledkov to-hoto s£stredenia, v�sledkov predch dzaj£cich k�l MO a s prihliadnut¡m na £spe¨nos�v kore¨ponden�nom semin ri SK MO bolo na konci s£stredenia vybran� ¨es��lenn�dru�stvo na reprezent ciu SR na MMO na Taiwane v d¤och 12.{21.7.1998. Tentov�ber absolvoval e¨te jedno (pr¡pravn�) s£stredenie v d¤och 4.{7.6.1998 na Zochovejchate a z rove¤ n s reprezentoval na tre�om ro�n¡ku medzi¨t tneho stretnutia s �eskourepublikou, ktor� sa konalo v d¤och 15.{20.6.1998 na Zochovej chate. Medzi¨t tnemustretnutiu ako aj MMO s£ v tejto ro�enke venovan� samostatn� kapitoly.V�berov� s£stredenie pre 12 najlep¨¡ch rie¨ite�ov v kateg¢rii P sa uskuto�nilo v d¤och29.4.{2.5.1998 na MFF UK v Bratislave. V r mci n ro�n�ho s£stredenia, ktor� pribli-�ovalo podmienky medzin rodnej s£�a�e, £�astn¡ci ka�d� de¤ dopoludnia tvorili prog-ramy, ktor� v ten ist� de¤ ve�er aj spolo�ne vyhodnocovali. Na z klade dosiahnut�chv�sledkov schv lila SK MO zlo�enie ¨tvor�lenn�ho dru�stva, ktor� v d¤och 5.{12.9.1998reprezentovalo SR na MIO v Portugalsku. Toto dru�stvo pred MIO absolvovalo e¨tejedno pr¡pravn� s£stredenie v d¤och 28.8.{3.9.1998 na MFF UK v Bratislave. Rovnakobolo na z klade v�sledkov v�berov�ho s£stredenia schv len� ¨tvor�lenn� reprezenta�n�dru�stvo, ktor� sa v d¤och 20.{27.5.1998 z£�astnilo na Stredoeur¢pskej informatickejolympi de v Chorv tsku. Obom s£�a�iam s£ venovan� samostatn� kapitoly.Ako u� bolo spomenut�, s£�as�ou celoro�nej pr¡pravy na MO s£ aj r�zne kore¨pon-den�n� semin re (KS) a s£stredenia na okresnej a krajskej £rovni. Aj v tomto ro�n¡kuprebiehalo nieko�ko KS s celoslovenskou p�sobnos�ou a to:Bratislavsk� kore¨ponden�n� matematick� semin r (BKMS),Stredoslovensk� kore¨ponden�n� semin r (SSS),Ko¨ick� kore¨ponden�n� semin r (STROM),Kore¨ponden�n� semin r z programovania (KSP).Stru�n£ inform cia o t�chto aktivit ch, spolu s kontaktn�mi adresami, mo�no n js�v samostatnej kapitole.



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria A
V¡�azi1. Krist¡na �ERNEKOV� 3 G Gr�sslingov  Bratislava 7 7 7 7 7 7 42Peter KOZ�K 3 G J. Hronca Bratislava 7 7 7 7 7 7 423. Vladim¡r ZAJAC 2 G Gr�sslingov  Bratislava 6 7 7 7 7 7 414. Juraj F�LDES 4 G J. Hronca Bratislava 6 7 7 7 7 3 375. Peter HUSZ�R 3 G ma�. Kom rno 5 3 7 7 7 6 35Franti¨ek KARDO� 4 G Alejov  Ko¨ice 7 0 7 7 7 7 357. J n �PAKULA 4 G Po¨tov  Ko¨ice 6 7 0 7 7 7 348. Cyril ADAMU���N 4 G Bardejov 5 1 7 7 7 6 339. Mat£¨ MEDO 4 G Po¨tov  Ko¨ice 5 6 0 7 7 6 31�al¨¡ £spe¨n¡ rie¨itelia10. Peter NOVOTN� 3 G Ve�k  Okru�n  �ilina 7 0 7 7 2 7 30Vratko POL�K 4 G Vr£tky 5 1 5 6 7 6 3012. Richard KR��OVI� 3 G J. Hronca Bratislava 7 0 7 2 7 6 2913. Miroslava SOT�KOV� 2 G Javorov  Sp. Nov  Ves 7 6 7 6 2 0 2814. Pavol NOVOTN� 4 G Ve�k  Okru�n  �ilina 6 7 0 7 1 6 2715. Daniel NAGAJ 4 G Bardejov 7 0 2 4 7 6 26Zuzana SLOSAR��KOV� 3 G J. Hronca Bratislava 6 0 7 7 0 6 2617. Peter BOD�K 4 G Po¨tov  Ko¨ice 5 2 0 7 7 4 25Michal FORI�EK 3 G Popradsk� n b. Poprad 6 0 3 7 2 7 2519. Peter JACKO 4 G Po¨tov  Ko¨ice 7 3 0 7 1 6 24Jozef �EV��K 2 G Gr�sslingov  Bratislava 5 0 5 7 7 0 24Ostatn¡ rie¨itelia21. Tom ¨ JUR�K 2 G Po¨tov  Ko¨ice 1 1 1 7 7 5 22J n SOMOR��K 4 G P rovsk  Nitra 6 7 0 5 1 3 2223. Miroslav KLADIVA 4 G Po¨tov  Ko¨ice 7 0 3 5 0 6 21Jozef MI�KUF 3 G Po¨tov  Ko¨ice 6 0 0 7 2 6 21Slavom¡r NEM��K 4 G Kon¨tant¡nova Pre¨ov 7 5 0 7 2 0 21Viera R¦�I�KOV� 4 G Ve�k  Okru�n  �ilina 6 0 6 7 0 2 21Peter VAR�A 4 G Ve�k  Okru�n  �ilina 7 0 0 7 4 3 21Michal Z�VODN� 4 G J.G.Tajovsk�ho B.Bystrica 1 0 7 0 7 6 21



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria A 529. Martina GANC�ROV� 4 G Gr�sslingov  Bratislava 7 0 3 3 4 3 20Mari n KLEIN 4 G Po¨tov  Ko¨ice 7 0 0 6 2 5 20Peter �EF��K 4 G Gr�sslingov  Bratislava 6 0 0 7 7 0 2032. Martin HRI¥�K 3 G Alejov  Ko¨ice 7 0 0 7 2 3 19Martin POTO�N� 3 G J. Hronca Bratislava 6 7 0 1 0 5 1934. Martin ALTER 4 G �rob rov  Ko¨ice 5 0 1 7 1 3 1735. Milo¨ HA�AN 4 G J. Hronca Bratislava 7 0 2 5 1 0 1536. R¢bert AMBRI�KO 4 G Alejov  Ko¨ice 7 0 0 0 2 5 14Daniel HET�NYI 3 G P rovsk  Nitra 6 0 0 7 1 0 14Mari n VR�BEL 3 G D. Tatarku Poprad 6 0 0 5 1 2 1439. D vid P�L 3 G J. Hronca Bratislava 3 0 6 1 1 0 1140. Peter M�JEK 2 G J. Hronca Bratislava 6 0 0 0 0 3 941. Martin TAM�� 4 G Bardejov 0 0 0 0 1 4 5�spe¨nos� jednotliv�ch £loh je zaznamenan  v tabu�ke.Po�et Spolu �¡slo £lohybodov 1: 2: 3: 4: 5: 6:7 bodov 85 16 8 12 25 17 76 bodov 33 14 2 2 3 0 125 bodov 18 7 1 2 4 0 44 body 5 0 0 0 1 2 23 body 14 1 2 3 1 0 72 body 14 0 1 2 1 8 21 bod 18 2 3 2 2 9 00 bodov 59 1 24 18 4 5 7Priemer 4; 03 5; 76 2; 05 2; 95 5; 46 3; 71 4; 24



V�sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria P
V¡�azi1. Stanislav FUNIAK 5 G Su�any 10 7 7 10 9 432. Richard KR��OVI� 3 G J. Hronca Bratislava 10 8 10 5 8 413. J n V�LKY 4 G Sere� 10 8 7 5 9 394. D vid P�L 3 G J. Hronca Bratislava 10 7 3 9 0 29Pavol �ERN� 4 G J. Hronca Bratislava 10 9 3 5 2 296. Peter RAFAJ 4 G J.G.Tajovsk�ho B.Bystrica 6 7 8 5 2 28�al¨¡ £spe¨n¡ rie¨itelia7. J n SENKO 3 SP�El Ko¨ice 6 2 7 10 2 27Michal FORI�EK 3 G Popradsk� n br. Poprad 8 4 7 6 2 279. Peter BOD�K 4 G Po¨tov  Ko¨ice 7 8 7 4 0 2610. J n LUNTER 4 G J.G.Tajovsk�ho B.Bystrica 10 3 4 3 4 24Michal MATOU�EK 4 G Hlinsk  �ilina 10 4 7 2 1 2412. Michal �ANECK� 3 G Ve�k  Okru�n  �ilina 7 4 7 2 2 22Tom ¨ KEZES 3 G Nov� Z mky 10 5 4 2 1 22Michal BREZNICK� 3 G Kon¨tantinova Pre¨ov 10 0 7 3 2 22Ostatn¡ rie¨itelia15. Richard PAVLENKO 4 G Kon¨tantinova Pre¨ov 7 1 6 5 2 2116. Ivan PILI� 3 G Ve�k  Okru�n  �ilina 5 4 7 2 1 19Peter HALICK� 3 G J. Hronca Bratislava 10 0 7 1 1 19Peter VAR�A 4 G Ve�k  Okru�n  �ilina 10 3 5 1 0 1919. Jana GAJDO��KOV� 3 G J. Hronca Bratislava 8 2 6 0 1 17Branislav KATRENIAK 3 SP� Brezno 7 0 5 3 2 1721. Dana BIERNACK� 4 G Ve�k  Okru�n  �ilina 10 1 0 2 1 14J n KME� 3 G Prievidza 7 3 0 1 3 1423. Marianna PO�ACK� 3 G Trebi¨ov 4 4 2 1 0 1124. Roland BOTT 4 G ma�. Dunajsk  Streda 2 2 2 2 2 1025. Ladislav BLAHO 3 G Gr�sslingov  Bratislava 0 4 1 3 0 8Ivan MASARYK 3 G J. Hronca Bratislava 0 2 4 2 0 8



V�sledky krajsk�ch k�lZ ka�d�ho kraja a z ka�dej z kateg¢rii A, B, C, P a Z8 s£ uveden¡ v¨etci, resp. aspo¤prv�ch 10 £spe¨n�ch rie¨ite�ov. V kateg¢riach B, C, Z8, ak nie je uveden� inak, s£ v¨etci�iaci ¨tudentmi 2., resp. 1., resp. 8. ro�n¡ka. Gymn zia so zameran¡m na matematiku,¨tudijny odbor 01 s£ tieto:Gymn zium Gr�sslingov , Bratislava,Gymn zium P rovsk , Nitra,Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina,Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica,Gymn zium Alejov , Ko¨ice,Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice. Kraj BratislavaKateg¢ria A1.{2. Peter KOZ�K 3, Gymn zium J.HroncaVladim¡r ZAJAC 2, Gymn zium Gr�sslingov 3.{5. Juraj F�LDES 4, Gymn zium J.HroncaPeter M�JEK 2, Gymn zium J.HroncaMartin POTO�N� 3, Gymn zium J.Hronca6.{7. Martina GANC�ROV� 4, Gymn zium Gr�sslingov Jozef �EV��K 2, Gymn zium Gr�sslingov 8.{9. Krist¡na �ERNEKOV� 3, Gymn zium Gr�sslingov Peter �EF��K 4, Gymn zium Gr�sslingov 10.{11. Richard KR��OVI� 3, Gymn zium J.HroncaZuzana SLOSAR��KOV� 3, Gymn zium J.HroncaKateg¢ria B1.{3. Samuel IMRI�KA Gymn zium J.HroncaPeter M�JEK Gymn zium J.HroncaMiroslav MAS�R Gymn zium Gr�sslingov 4.{5. Jozef �EV��K Gymn zium Gr�sslingov Vladim¡r ZAJAC Gymn zium Gr�sslingov 



8 47. ro�n¡k matematickej olympi dy6. Peter KO�IN�R Gymn zium J.Hronca7. Mari n POTO�N� Gymn zium J.Hronca8.{10. Peter �IRKA Gymn zium Gr�sslingov Juraj LAL�K Gymn zium J.HroncaJuraj ONDER�K Gymn zium J.HroncaKateg¢ria C1. Katar¡na QUITTNEROV� 8, Gymn zium Bil¡kova2. Jana SZOLGAYOV� Gymn zium Gr�sslingov 3. Juraj OPR�AL Gymn zium Vazovova4.{6. Tom ¨ HERC Gymn zium Gr�sslingov Peter MATEJKA Gymn zium Gr�sslingov Michal POKORN� Gymn zium Gr�sslingov 7.{12. Boris BURDILIAK Gymn zium Hronsk Tom ¨ HAJAS Gymn zium J.HroncaMiroslav KRAJ�� Gymn zium Gr�sslingov Miroslav POM��R Gymn zium J.HroncaPeter PRIKRYL Gymn zium J.HroncaMichal TVARO�EK Gymn zium J.HroncaKateg¢ria Z81.{4. Martin IL��K Z� Lazaretsk Du¨an MARKO Z� Be¤adick Katar¡na QUITTNEROV� Gymn zium B¡likovaMatej ZLAT¥ANSK� Gymn zium Vazovova5.{7. Jana BAJTO�OV� Gymn zium VazovovaMichal MIKU� Z� a G Ko¨ick Roman �ARM�R Z� a G Ko¨ick 8. Martin GRAN�AY Gymn zium Mercury9. Martin SLOTA Z� Jesensk�ho10. Martin AUGUST�N Z� Nev�dzov Kateg¢ria P1. Richard KR��OVI� 3, Gymn zium J.Hronca2. D vid P�L 3, Gymn zium J.Hronca3. Ladislav BLAHO 3, Gymn zium Gr�sslingov 4. Pavol �ERN� 4, Gymn zium J.Hronca5. Peter HALICK� 2, Gymn zium J.Hronca6. Ivan MASARYK 3, Gymn zium J.Hronca



V�sledky krajsk�ch k�l 97. Jana GAJDO��KOV� 3, Gymn zium J.Hronca8.{9. Samuel IMRI�KA 2, Gymn zium J.HroncaMilo¨ HA�AN 4, Gymn zium J.Hronca10.{11. �tefan VARGA 2, Gymn zium J.HroncaVladim¡r TU�INSK� 4, Gymn zium J.HroncaKraj NitraKateg¢ria A1. Peter HUSZ�R 3, Gymn zium ma�., Kom rno2. Daniel HET�NYI 3, Gymn zium P rovsk , Nitra3. J n SOMOR��K 4, Gymn zium P rovsk , Nitra4.{6. Katar¡na FEH�ROV� 2, Gymn zium ma�., Kom rnoR¢bert LEN��� 4, Gymn zium P rovsk , NitraBe ta STEHL�KOV� 3, Gymn zium Nov� Z mky7.{8. J n KO�ENEK 4, Gymn zium P rovsk , NitraZolt n SZ�RAZ 3, Gymn zium ma�., Kom rno9. Andrej ZAJ��EK 4, Gymn zium P rovsk , Nitra10.{11. Jozef BUDINSK� 4, Gymn zium �ahyFilip V�TEK 2, Gymn zium P rovsk , NitraKateg¢ria B1. Katalin FEH�R Gymn zium ma�. Kom rno2. J£lia LACKOV� Gymn zium Levice3. Zuzana K�KELOV� Gymn zium �a�a4.{6. Istv n GY�RKI Gymn zium �eliezovceBarbora HALME�OV� Gymn zium P rovsk , NitraBarbora HE��OV� Gymn zium P rovsk , Nitra7. �ubom¡r REBEK Gymn zium Zlat� Moravce8.{11. Jana DUCHO¥OV� Gymn zium Piaristick�, NitraRenata FILOV� Gymn zium P rovsk , NitraKeve KURUCZ Gymn zium ma�. Kom rno�kos SZTANKAY Gymn zium ma�. Kom rnoKateg¢ria C1. Milo¨ MED��K Gymn zium P rovsk , Nitra2.{3. Attila DOBAI Gymn zium J.�uleka, Kom rno



10 47. ro�n¡k matematickej olympi dy�ubo¨ FAZEKA� Gymn zium Zlat� Moravce4.{5. Zolt n ADAM Gymn zium ma�., Kom rnoGergely JAKAB Gymn zium ma�., �ahy6.{8. Peter KR�AH Gymn zium P rovsk , NitraTom ¨ LAKATOS Gymn zium Nov� Z mky9. Zolt n MICS Gymn zium ma�., �ahy10.{11. Emil BARTOVIC Gymn zium �a�aZuzana MAL�KOV� Gymn zium �uranyKateg¢ria Z81.{2. J£lius KISS Z� N bre�n , Nov� Z mkyJozef MESIARKIN Z� N bre�n , Nov� Z mky3.{4. Peter ILIEV Z� B. N�mcovej, Nov� Z mkyTom ¨ STRIBULA Z� Cirkevn , Nov  Dedina5. Imre KUKEL Gymn zium H. Seleyho, Kom rno6. Adela KAJANOV� Z� Mostn , Nov� Z mky7. Daniel ZA�KO Z� Robotn¡cka, Zlat� Moravce8.{9. Martin G�LIS Z� Kru¨ovceAdrian MIH�LIK Z� ma�. Ul. pr ce, Kom rno10. Tom ¨ S�GHY Z� ma�., �a�aKateg¢ria P1. Tom ¨ KEZES 3, Gymn zium Nov� Z mky2. Tom ¨ POTOK 4, Gymn zium Golianova, Nitra3.{4. Roland FILO 3, Gymn zium P rovsk , NitraMichal KYSELICA 4, Gymn zium P rovsk , NitraKraj TrnavaKateg¢ria A1. Miroslav VRANKA 3, Gymn zium Sere�2. Peter L��KA 4, Gymn zium J.Bottu, Trnava3. J£lius WEISSENSTEINER 3, Gymn zium Pie¨�any4. J nos SIMON 4, Gymn zium Ve�k� Meder5. Zsolt BENES 4, Gymn zium ma�., Dunajsk  Streda6.{8. T¡mea NAGYOV� 4, Gymn zium ma�., Dunajsk  StredaG bor N�METH 3, Gymn zium ma�., Dunajsk  StredaPeter SID� 2, Gymn zium ma�., Dunajsk  Streda



V�sledky krajsk�ch k�l 11Kateg¢ria B1.{3. Tom ¨ ME��� Gymn zium SenicaAdri n MOLN�R Gymn zium ma�., Dunajsk  StredaDu¨an SUCHO¥ Gymn zium J.Holl�ho, Trnava4.{5. Gejza DOB�CKY Gymn zium �amor¡nR¡ha M�SZ�ROSOV� Gymn zium Galanta6.{11. Tom ¨ B�LI Gymn zium ma�., Dunajsk  StredaR¢bert CSOKA Gymn zium ma�., Dunajsk  StredaJozef HAVRAN Gymn zium GalantaTam s JUH�SZ Gymn zium �amor¡nKatar¡na SEK��OV� Gymn zium Pie¨�anyPeter SID� Gymn zium ma�., Dunajsk  StredaKateg¢ria C1. Jana KR�TKA Gymn zium Pie¨�any2. Juraj NE�AS Gymn zium Skalica3.{4. Kamil CHOVANEC Gymn zium Sere�Lenka N�METHOV� Gymn zium Dunajsk  Streda5. Go l BENEDEK Gymn zium Galanta6.{7. Roman JUR�� Gymn zium SkalicaTom ¨ SZERDA Gymn zium �amor¡n8.{9. Stanislav RUSN�K Gymn zium A.Merci, TrnavaImrich PAPP Gymn zium Galanta10. Michal KOV�� SP�E Pie¨�anyKateg¢ria Z81. Marek K��ER Z� Sere�2. Judit KONTSEKOV� Z� ma�. �amor¡n3. Michal ZSUZSKOVICS Z� ma�. V hovce4.{5. B£ss GYONGYI Z� ma�. �amor¡nZolt n CSONGA Z� ma�. Dunajsk  Streda6.{8. Peter KUCHTA Z� Hol¡�Adam MIHO�KA Z� TrnavaLenka MAL�KOV� Gymn zium Skalica9.{10. Peter SMA�ENKA Z� Hol¡�Ter�zia MILLOV� Gymn zium Senica



12 47. ro�n¡k matematickej olympi dyKateg¢ria P1. J n V�LKY 4, Gymn zium Sere�2. Roland BOTT 4, Gymn zium ma�. Dunajsk  StredaKraj Tren�¡nKateg¢ria A1.{2. Lenka BU�OV� 3, Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡nLubor LADICK� 3, Gymn zium M. R. �., Nov� Mesto nad V hom3. Andrea KMOTORKOV� 4, Gymn zium B novce nad Bebravou4. Zuzana DZUR�KOV� 3, Gymn zium Prievidza5. Michal STRATIL�K 4, Gymn zium Dubnica nad V hom6. �tefan GA�PAR 4, Gymn zium P£chov7. Marek S�S 3, Gymn zium B novce nad Bebravou8.{9. Michal HAN��EK 3, Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡nJozef �ERAV�K 3, Gymn zium P£chovKateg¢ria B1. Juraj SUCH�R Gymn zium Dubnica nad V hom2. Martin MARTI�KA Gymn zium Prievidza3.{4. Marian ERTL Gymn zium Prievidza�tefan KOSTELN� Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡n5. Andrej MINAROVI� Gymn zium Partiz nske6. Marian VELACKA Gymn zium P£chov7.{9. Barbora MUR�ROV� Gymn zium J. Braneck�ho, Tren�¡nRen� DLESK Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡nLenka PAVLASOV� Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡n10.{14. Petra KOSAROV� Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡nAnna FRANEKOV� Gymn zium Partiz nskeMichal JUR��EK Gymn zium PrievidzaMiroslav Z�ME�N�K Gymn zium M. R. �., Nov� Mesto nad V homJana REPO¥OV� Gymn zium Dubnica nad V homKateg¢ria C1. Matej �USTR Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡n2.{3. Juraj �ARINAY Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡n



V�sledky krajsk�ch k�l 13Tom ¨ KULICH Gymn zium Prievidza4. Gabriela �EV��KOV� Gymn zium M. R. �., Nov� Mesto nad V hom5.{9. Paul¡na IGAZOV� Gymn zium B novce nad BebravouTom ¨ KOTR�K Gymn zium Dubnica nad V homJ n MAZANEC Gymn zium PrievidzaMichal OS�CH Gymn zium Dubnica nad V homJarmila REGULOV� Gymn zium �. �t£ra, Tren�¡nKateg¢ria Z81.{3. Juraj PI�KO V. Z� Tren�¡nPavol SLAMKA Gymn zium PrievidzaMarek GROSO� Z� Kostoln�4.{5. Luk ¨ HUNANA Z� J. Kr �a, Nov  DubnicaMatej DUBOV� VII. Z� Tren�¡n6.{7. Radoslav CHUD� III. Z� PrievidzaMichal LICHV�R V. Z� Tren�¡n8.{12. Mat£¨ ONDREI�KA Z� Brezov  pod BradlomJuraj BR�ZDIL Z� Ve�k  Okru�n , Partiz nskePeter �VEC Z� Ml de�n¡cka, P£chovAlena KRI�KOV� Z� Handlov Katar¡na V�NIKOV� VII. Z� Tren�¡nKateg¢ria P1. J n KME� 3, Gymn zium PrievidzaKraj �ilinaKateg¢ria A1.{2. Peter NOVOTN� 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaViera R¦�I�KOV� 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3. Vratko POL�K 4, Gymn zium Vr£tky4. Pavol NOVOTN� 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina5.{6. Stanislav FUNIAK 5, Gymn zium Su�anyPeter VAR�A 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina7.{8. Andrej MINT�L 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaPeter SVR�EK 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina9. M ria KUB��KOV� 4 Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina



14 47. ro�n¡k matematickej olympi dy10. Vladim¡r KOZ�K 4, Gymn zium Su�anyKateg¢ria B1. Martin TROJ�K Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina2. Iveta HUDECOV� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3. Radoslav FULEK Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina4. Katar¡na BEHULIAKOV� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina5. Anna M�KK� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina6. D ¨a CHL�DEKOV� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina7.{9. Ren ta BROZOV� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina�ubo¨ OBLUK Gymn zium MartinAnton VA�KO Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina10.{13. Franti¨ek DEBN�R Gymn zium Liptovsk� Hr dokMichal DOROVSK� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaMiroslava CHLEPKOV� Gymn zium Ru�omberokMarek LOV�S Gymn zium sv. Franti¨ka, �ilinaKateg¢ria C1.{2. Martin GUBI� Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina�ubo¨ KIANICA Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3.{4. Jozef JUR��EK Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaJakub LEHOTSK� Gymn zium Liptovsk� Hr dok5.{8. Andrej ARBET Gymn zium Ru�omberokMichal KOPERA Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaMiroslav KRU�EJ Gymn zium Hlinsk , �ilinaMichal PE�TA Gymn zium Liptovsk� Mikul ¨9.{11. Branislav MIKUL�� Gymn zium MartinJozef �IM¦N Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaM rio VOZ�R Gymn zium Liptovsk� Mikul ¨Kateg¢ria Z81. Miroslav URB�NEK Gymn zium �adca2. Peter PETROVSK� Z� Hliny, �ilina3.{5. Jakub DAUBNER Z� Zaymusa, �ilinaMiroslav HUDEC Z� Zaymusa, �ilinaMichal KA¥OK Gymn zium �adca6.{7. Milan RU�I�KA Z� Zaymusa, �ilinaTom ¨ �KERE¥ Z� Clem., Kysuck� Nov� Mesto



V�sledky krajsk�ch k�l 158. Adriana ROTHOV� Z� Hattalu, Doln� Kub¡n9. Michal HREHA Gymn zium Liptovsk� Hr dok10.{12. Peter POLJAK Z� Hliny, �ilinaVeronika �KULAV�KOV� Z� Rado�aVeronika UJMIAKOV� Gymn zium Tvrdo¨¡nKateg¢ria P1. Stanislav FUNIAK 5, Gymn zium Su�any2. Ivan PILI� 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina3.{4. Michal �ANECK� 3, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaMichal MATOU�EK 4, Gymn zium Hlinsk , �ilina5.{6. Peter VAR�A 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaDana BIERNACK� 4, Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilinaKraj Bansk  BystricaKateg¢ria A1. Michal Z�VODN� 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica2. Pavol ZAJAC 4, Gymn zium Komensk�ho, Bansk  Bystrica3.{6. Alex �URI� 4, Ev. Gymn zium TisovecVladislav GAJDO��K 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaAndrea KR�NEROV� 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaMari n V�BOH 4, SZ� Bansk  Bystrica7.{8. Katar¡na STAJAN�OV� 3, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaMartin KOV��IK 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica9.{12. Peter GAJDO� 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaMichal KOLC�N 4, Gymn zium Bansk  �tiavnicaViera MA�OV� 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaPeter RAFAJ 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaKateg¢ria B1.{2. Zuzana KASAROV� 1, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaPeter PA��K Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica3. Roman NEDELA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica4. Jana IVANIKOV� Gymn zium Rimavsk  Sobota5.{7. J£lius LANGA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaOndrej SUCH� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica



16 47. ro�n¡k matematickej olympi dyJ n �ILKA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica8.{9. Martin MICHALISKO Ev. Gymn zium TisovecMatej VEVERKA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaKateg¢ria C1. J n ORAVEC Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica2. Martin KRUP�R Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica3.{4. Zuzana KASAROV� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaStanislav MIKL�K Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica5.{6. Peter BOHUME� Gymn zium Lu�enecMichal DE�K Gymn zium Rimavsk  Sobota7.{9. D vid HAGARA Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaJuraj KONE�N� Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  BystricaMartin ONDR�K Gymn zium �iar nad Hronom10. Tom ¨ LIPT�K Gymn zium Rimavsk  SobotaKateg¢ria Z81. Vladim¡r REPISK� Z� �upkov2. Branislav BO�ANSK� Z� Magursk , Bansk  Bystrica3. Michal �ILKA Z� Kokava nad Rimavicou4. J n �I�KA II. Z� �iar nad Hronom5. Marek TESA� Z� Hali�sk , Lu�enec6. Peter MA¥KA VI. Z� Zvolen7.{8. Michal MAL� IV. Z� �iar nad HronomKamil NEP�INSK� Z� Mazorn¡kova, Brezno9. Stanislava LEITTMANOV� Z� Golianova, Bansk  Bystrica10. Martin BO�A Z� tr. SNP, Bansk  BystricaKateg¢ria P1. J n LUNTER 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica2. Peter RAFAJ 4, Gymn zium J.G.Tajovsk�ho, Bansk  Bystrica3. Bronislav KATRENIAK 3, SP� Brezno



V�sledky krajsk�ch k�l 17Kraj Ko¨iceKateg¢ria A1. J n �PAKULA 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice2. Martin HRI¥�K 3, Gymn zium Alejov , Ko¨ice3.{4. Franti¨ek KARDO� 4, Gymn zium Alejov , Ko¨iceMiroslav KLADIVA 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice5. Mat£¨ MEDO 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice6.{7. Tom ¨ JUR�K 2, Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceMiroslava SOT�KOV� 2, Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves8.{9. R¢bert AMBRI�KO 4, Gymn zium Alejov , Ko¨iceJozef MI�KUF 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice10.{12. Peter BOD�K 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨icePeter JACKO 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceMari n KLEIN 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceKateg¢ria B1. Miroslava SOT�KOV� Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves2.{3. Tom ¨ JUR�K Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceAnna KORDULIAKOV� Gymn zium Alejov , Ko¨ice4.{6. Pavol ORAVEC Gymn zium Alejov , Ko¨iceMichal VA�KO Gymn zium Alejov , Ko¨icePeter ��RSKY Gymn zium Alejov , Ko¨ice7.{9. Tom ¨ ANDRA�INA Gymn zium Alejov , Ko¨iceJ n BU�A Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceMarek JENDREJ Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice10. Katar¡na BIRO�OV� Gymn zium Alejov , Ko¨iceKateg¢ria C1. Peter KLE�� Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice2. Veronika SK�IV�NKOV� Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice3.{4. Daniela KUBEJOV� Gymn zium Alejov , Ko¨iceJ n UHR�N Gymn zium P. Horova, Michalovce5.{10. Juraj FE�ANIN Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceMichal HRIV¥�K Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceJ£lius KO�I� Gymn zium MoldavaMartin MACKO Gymn zium Spi¨sk  Nov  VesZuzana SOPKOV� Gymn zium Alejov , Ko¨ice



18 47. ro�n¡k matematickej olympi dyMichal VARGA Gymn zium Po¨tov , Ko¨iceKateg¢ria Z81. Tom ¨ DZETKULI� I. Z� Michalovce2. Radovan BAUER Z� Park Angelinum, Ko¨ice3.{5. Mat£¨ HAL�S Z� Park Angelinum, Ko¨iceJ n KATRENI� Z� Hutn¡cka, Spi¨sk  Nov  VesJ n MAZ�K Z� Jenisejsk , Ko¨ice6. Martina VI�¥OVSK� Z� Park Angelinum, Ko¨ice7.{8. Margar�ta HIEKOV� Z� GelnicaStanislav TAK�� CZ� Bernol kova, Ko¨ice9. Tom ¨ KOHAN Z� Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves10. Michal KNAP II. Z� SobranceKateg¢ria P1. Peter BOD�K 4, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice2. J n SENKO 3, SP�E Ko¨ice3. Marianna PO�ACK� 3, Gymn zium Trebi¨ovKraj Pre¨ovKateg¢ria A1.{2. Cyril ADAMU��IN 4, Gymn zium BardejovSlavom¡r NEM��K 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov3.{4. Michal FORI�EK 3, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradDaniel NAGAJ 4, Gymn zium Bardejov5. Martin TAM�� 4, Gymn zium Bardejov6.{7. Lucia MR�ZOV� 4, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradMari n VR�BEL 3, Gymn zium D.Tatarku, Poprad8. Martin GUZI 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov9. Branislav SAXA 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov10. Martin LANG 3, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad



V�sledky krajsk�ch k�l 19Kateg¢ria B1.{2. Slavom¡r MI�KOVEC Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradAlexandra SAXOV� Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov3. Slavom¡r KATU���K Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov4. Milo¨ �ERN�K Gymn zium Ke�marok5.{7. Franti¨ek GAL��K Gymn zium StropkovHelena HOVANCOV� Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradJaroslava VERNARCOV� Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad8.{9. Martin DZURENKO Gymn zium J. A. R., Pre¨ovJuraj LACA Gymn zium Svidn¡k10.{18. Radovan �AJA Gymn zium D. Tatarku, PopradMarek GAJDO� Gymn zium D. Tatarku, PopradPeter GRILLI Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovMartin KO�ALKO Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradIvana KUP�IHOV� Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovMat£¨ SENAJ Gymn zium StropkovViliam SLODI��K Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradLuk ¨ SOHA Gymn zium Humenn�Igor TK�� Gymn zium Humenn�Kateg¢ria C1. Blanka HAJD�KOV� Gymn zium Snina2.{5. Zuzana KUNDR�KOV� Gymn zium J. A. R., Pre¨ovJuraj REVI��K Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovMartin SEDLACK� Gymn zium J. A. R., Pre¨ovJ n �TOFIRA Gymn zium Snina6.{10. Peter BENO Gymn zium Popradsk� n bre�ie, PopradErika H�NSCHOV� Gymn zium D. Tatarku, PopradVeronika HUS�ROV� Gymn zium LipanyDaniel JO���K Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovMichal STA� Gymn zium StropkovKateg¢ria Z81. Eva SKOPALOV� Z� Doln� Smokovec2.{3. Lenka BABJAKOV� Z� Spi¨sk  Star  VesJana THOMKOV� Z� Kudlovsk , Humenn�4.{5. Jozef ONDE�KO Z� M. Ne¨pora, Pre¨ovVladim¡r LIPT�K Z� �meralova, Pre¨ov



20 47. ro�n¡k matematickej olympi dy6.{8. Lenka B�TORYOV� Z� Dr. Fischera, Ke�marokNora HANCOV� Z� �tudentsk , SninaPavol RUSN�K Z� M jov� n m., Pre¨ov9.{12. D vid DEREN�K Z� Budovate�sk , SninaPeter KOV��IK Z� �meralova, Pre¨ovJana M�DRA Gymn zium sv. Mikul ¨a, Pre¨ovJozef �KRIPKO Z� �meralova, Pre¨ovKateg¢ria P1. Michal FORI�EK 3, Gymn zium Popradsk� n bre�ie, Poprad2.{3. Michal BREZNICK� 3, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ovRichard PAVLENKO 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov4. Slavom¡r KATU���K 2, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov



Zadania s£�a�n�ch £lohKateg¢ria CC { I { 1Pre �ubovo�n� trojcifern� �¡slo ur�¡me jeho zvy¨ky po delen¡ �¡slami 2, 3,4, : : : , 10 a z¡skan�ch dev�� �¡sel potom s�¡tame. Zistite najmen¨iu mo�n£ hodnotutak�hoto s£�tu. (J.�im¨a)C { I { 2N jdite v¨etky trojuholn¡ky ABC, pre ktor� plat¡ a+va = b+vb pri obvyklom ozna�en¡str n a v�¨ok trojuholn¡ka. (P.�ernek)C { I { 3Sto det¡ sa rozdelilo do troch dru�stiev A, B a C. Potom, �o jedno die�a prest£pilo z Ado B, jedno z B do C a jedno z C do A, sa priemern  hmotnos� det¡ zv�¨ila v dru�stveA o 120 g, v dru�stve B o 130 g, zatia� �o v dru�stve C sa zn¡�ila o 240 g. Ko�ko det¡bolo v jednotliv�ch dru�stv ch? (P.�ernek)C { I { 4Vo vn£tri dan�ho pravouhl�ho rovnoramenn�ho trojuholn¡ka ABC s preponou ABzvol¡me �ubovo�ne bod X. �alej zostroj¡me priamky p a q, ktor� prech dzaj£ bodomX tak, �e p k AB a q ? AB. Trojuholn¡k ABC vyt¡na na priamke p £se�ku KL,na priamke q £se�ku MN . Ur�te v¨etky body X, pre ktor� plat¡ jKLj = 2 � jMN j.(J.�im¨a)C { I { 5Rie¨te s£stavu 7[x] + 2y = 117;45x + 2[y] = 91;9kde [a] je tzv. cel  �as� re lneho �¡sla a, t.j. cel� �¡slo, pre ktor� plat¡ [a] 5 a < [a] + 1.Napr¡klad [3;7] = 3 a [�3;7] = �4. (P.�ernek)



22 47. ro�n¡k matematickej olympi dyC { I { 6Zostrojte deltoid so stranami 12 cm a 13 cm, ktor� je svojimi uhloprie�kami rozdelen�na ¨tyri trojuholn¡ky, ktor� s£ ¨tyrmi stenami nejak�ho ¨tvorstena. Zhotovte papierov�model tohoto ¨tvorstena. (S.Bedn ©ov , P.�ernek)C { S { 1V obore re lnych �¡sel rie¨te rovnicu[3x� 5] = 5x � 8;kde [a] je cel  �as� re lneho �¡sla a, t.j. cel� �¡slo, pre ktor� plat¡ [a] 5 a < [a] + 1.Napr¡klad [3;7] = 3 a [�3;7] = �4. (P.�ernek)C { S { 2N jdite najmen¨ie trojcifern� �¡slo, ktor� je delite�n� pr ve polovicou z �¡sel2; 3; 4; 6; 8; 9; 12; 16; 18; 24; 27; 36: (P.�ernek)C { S { 3Dan� je rovnoramenn� pravouhl� trojuholn¡k ABC s preponou AB. Ozna�me P stredjeho v�¨ky z vrcholu C, M priese�n¡k priamky AP s odvesnou BC a N priese�n¡kpriamky BP s odvesnou AC. Dok �te, �e pravouholn¡k KLMN , ktor�ho strana KLle�¡ na prepone AB, je ¨tvorec. (J.�im¨a)C { II { 1Z troch r�znych nenulov�ch �¡slic sme zostavili v¨etk�ch ¨es� mo�n�ch trojcifern�ch�¡sel. Tieto �¡sla sme zoradili od najv��¨ieho po najmen¨ie. Zistili sme, �e ¨tvrt� �¡slov tomto rade je aritmetick�m priemerom prv�ho a piateho �¡sla. Z ktor�ch �¡slic boli�¡sla zostaven�? Zistite v¨etky mo�nosti. (J.Zhouf)C { II { 2Dan� je rovnoramenn� pravouhl� trojuholn¡k ABC s preponou AB. Ur�te mno�inuv¨etk�ch bodov X tohoto trojuholn¡ka s nasleduj£cou vlastnos�ou: Ak vedieme bo-dom X priamku rovnobe�n£ s AB a priamku kolm£ na AB, vytne na nich trojuholn¡kABC dve zhodn� £se�ky.



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 23(J.�im¨a)C { II { 3N jdite v¨etky kladn� �¡sla x, pre ktor� je medzi desiatimi �¡slami[x]; [2x]; [3x]; [4x]; [5x]; [6x]; [7x]; [8x]; [9x]; [10x]pr ve dev�� r�znych. Symbol [a] je cel  �as� re lneho �¡sla a, t.j. cel� �¡slo, pre ktor�plat¡ [a] 5 a < [a] + 1. Napr¡klad [3;7] = 3 a [4] = 4. (J.�im¨a)C { II { 4N jdite v¨etky lichobe�n¡ky ABCD so z klad¤ami AB a CD, pre ktor� plat¡: jABj == 6cm, jCDj = 4 cm a jBCj+ dA = jADj + dB = jABj + v;kde v ozna�uje v�¨ku lichobe�n¡ka, dA vzdialenos� bodu A od priamky BC a dBvzdialenos� bodu B od priamky AD. (P. �ernek)Kateg¢ria BB { I { 1Magick� ¨tvorec je ¨tvorcov  tabu�ka prirodzen�ch �¡sel, v ktorej je s£�et v¨etk�ch �¡selv ka�dom riadku, v ka�dom st�pci aj na oboch uhloprie�kach rovnak�. N jdite v¨etkymagick� ¨tvorce 3� 3, pre ktor� je s£�in ¨tyroch �¡sel v rohov�ch poliach rovn� 3 465.(P.�ernek)B { I { 2V rovine je dan  priamka q a bod A, ktor� na nej nele�¡. Ur�te v tejto rovine mno�inustredov S v¨etk�ch ¨tvorcov ABCD tak�ch, �e bod B le�¡ na priamke q. (J.Moln r)



24 47. ro�n¡k matematickej olympi dyB { I { 3Dok �te, �e pre ka�d£ trojicu x, y, z kladn�ch �¡sel plat¡ nerovnos�pxyz� 2x+ y + 2y + z + 2z + x� 5 px+py +pz:Zistite, kedy nastane rovnos�. (J.�vr�ek)B { I { 4Dan� je ¨tvorsten, v ktorom s£ ka�d� dve proti�ahl� hrany zhodn�. Vo vn£tri ¨tvorstenaexistuje bod M , ktor� je rovnako vzdialen� od v¨etk�ch jeho stien. Dok �te, �e ka�d v�¨ka dan�ho ¨tvorstena je rovn  ¨tvorn sobku vzdialenosti bodu M od jeho stien.(P.Leischner)B { I { 5V obore re lnych �¡sel rie¨te s£stavu rovn¡cx + 2y + 3z = x2 � z2 + p;y + 2z + 3x = y2 � x2 + p;z + 2x + 3y = z2 � y2 + p;kde p je re lny parameter. Preve�te diskusiu o po�te rie¨en¡ vzh�adom na parameter p.(J.�im¨a)B { I { 6Ak� najv��¨¡ obsah m��e ma� konvexn� ¨tvoruholn¡k, v ktorom obidve £se�ky sp jaj£cestredy proti�ahl�ch str n s£ zhodn� a maj£ dan£ d��ku d? (J.Zhouf)B { S { 1Ur�te v¨etky trojice (a; b; c) re lnych �¡sel, pre ktor� plat¡a+ b+ c = 1;ab + bc+ ca = abc: (J.�vr�ek)



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 25B { S { 2Nech obidve £se�ky sp jaj£ce stredy proti�ahl�ch str n konvexn�ho ¨tvoruholn¡kaABCD maj£ rovnak£ d��ku. Dok �te, �e uhloprie�ky AC a BD s£ navz jom kolm�a �e plat¡ rovnos� jABj2 + jCDj2 = jBCj2 + jDAj2: (J.�im¨a)B { S { 3N jdite v¨etky ¨tvorcov� tabu�ky 3� 3 prirodzen�ch �¡sel, v ktor�ch je s£�in v¨etk�ch�¡sel v ka�dom riadku, v ka�dom st�pci aj na oboch uhloprie�kach rovnak�, a pre ktor�plat¡, �e s£�et ¨tyroch �¡sel v ich rohov�ch poliach je jednocifern� �¡slo. (J.T�¨¡nsk�)B { II { 1V obore re lnych �¡sel rie¨te s£stavu rovn¡cxy = ax+ ay;xz = 2x+ 2z;yz = 3y + 3z;kde a je re lny parameter. Preve�te diskusiu o po�te rie¨en¡ vzh�adom na parameter a.(J.Zhouf)B { II { 2Pop¡¨te kon¨trukciu trojuholn¡ka ABC, v ktorom pri zvy�ajnom ozna�en¡ plat¡ ta == 9cm, tb = 12 cm a 3c = 2tc. (P.�ernek)B { II { 3Dan  je ¨tvorcov  tabu�ka 3 � 3 prirodzen�ch �¡sel, v ktorej je s£�in v¨etk�ch �¡selv ka�dom riadku, v ka�dom st�pci aj na oboch uhloprie�kach rovn� �¡slu s.a) Dok �te, �e �¡slo s je tre�ou mocninou prirodzen�ho �¡sla.b) Pokia� je jedno z rohov�ch �¡sel tabu�ky rovn� 1, je s£�et v¨etk�ch ¨tyroch rohov�ch�¡sel druhou mocninou prirodzen�ho �¡sla. Dok �te. (J.Te¨¡nsk�)B { II { 4V danom ostrouhlom trojuholn¡ku ABC ozna�me A1, B1 p�ty v�¨ok z vrcholov A, B.



26 47. ro�n¡k matematickej olympi dyUr�te ve�kosti jeho vn£torn�ch uhlov pri vrcholochB a C, ak je ve�kos� uhlaBAC rovn 40� a ak s£ polomery vp¡san�ch kru�n¡c trojuholn¡kom A1B1C a ABC v pomere 1 : 2.(P.Leischner)Kateg¢ria AA { I { 1�¡slo 1 9972n � 1 je delite�n� �¡slom 2n+2 pre ka�d� prirodzen� �¡slo n. Dok �te.(P.Ka¤ovsk�)A { I { 2Dan� je �ubovo�n� trojuholn¡k ABC. Os vn£torn�ho uhla BAC pretne stranu BCv bode, ktor� ozna�¡me U . Dok �te rovnos�jAU j2 = jABj � jACj � jBU j � jCU j:M��e t to rovnos� plati�, ak nahrad¡me bod U in�m vn£torn�m bodom strany BC?(J.�im¨a)A { I { 3V istom jazyku s£ len dve p¡smena A a B. Pre slov  tohoto jazyka platia nasleduj£cepravidl :1) Jedin� slovo d��ky 1 je A.2) �ubovo�n  skupina p¡smen X1X2X3 : : :XnXn+1, kde Xi = fA;Bg pre ka�d� indexi, tvor¡ slovo d��ky n + 1, pr ve ke� obsahuje aspo¤ jedno p¡smeno A, a pritom nieje tvaru X1X2 : : :XnA, kde X1X2 : : :Xn je slovo d��ky n. N jditea) v¨etky slov  d��ky 4,b) vzorec pre po�et pn v¨etk�ch slov d��ky n. (J.Zhouf)A { I { 4Dan� ¨tvorsten ABCD m  zhodn� proti�ahl� hrany: jABj = jCDj = p, jACj = jBDj = qa jADj = jBCj = r. Ozna�me K stred hrany AB a L stred hrany CD.a) Dok �te, �e priamka KL je kolm  na obidve hrany AB a CD.b) Uk �te, �e najmen¨ia mo�n  hodnota s£�tu jAEj2 + jEF j2 + jFCj2, kde E a F s£�ubovo�n� body prie�ky KL, je rovn  2p2 + q2 + r26 . (P.Leischner)



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 27A { I { 5Gu���ky siedmych r�znych farieb s£ rozdelen� do siedmych vrec£¨ok tak, �e v ka�d�chdvoch vrec£¨kach m��eme n js� po jednej gu���ke tej istej farby. Dok �te:a) Gu���ky niektorej farby s£ zast£pen� v aspo¤ troch vrec£¨kach.b) Pokia� boli rozdelen� z ka�dej farby len 3 gu���ky, tak v �iadnom vrec£¨ku nen jdemedve gu���ky tej istej farby.Rozhodnite tie�, �i je tak�to rozdelenie gu���ok pri podmienke z tvrdenia b) v�becmo�n�. (P.Hlin�n�)A { I { 6Dan� je pravouhl� lichobe�n¡k so z klad¤ami a, c (a > c) a dlh¨¡m ramenom b. Zostrojtepriamku, ktor  dan� lichobe�n¡k rozde�uje na dva navz jom podobn� ¨tvoruholn¡ky.Preve�te diskusiu o po�te rie¨en¡ vzh�adom na d��ky a, b, c. (J.�vr�ek)A { S { 1N jdite v¨etky trojuholn¡ky ABC, pre ktor� plat¡ rovnos�jBCj � jAXj = jACj � jBY j;kde bod X je priese�n¡kom osi uhla BAC so stranou BC a bod Y priese�n¡kom osi uhlaABC so stranou AC. (P.�ernek)A { S { 2V istom jazyku s£ len dva znaky A a B. Pr¡pustn� s£ v ¤om len tak� slov , v ktor�chnestoja ved�a seba viac ako dva rovnak� znaky. Dok �te, �e po�ty pn v¨etk�ch pr¡pust-n�ch slov d��ky n mo�no ur�i� pomocou rovnost¡ p1 = 2, p2 = 4 a pk+2 = pk+1+ pk preka�d� prirodzen� �¡slo k. (J.Zhouf)A { S { 3Dok �te, �e v¨etky rie¨enia s£stavy rovn¡cux+ vy = x2 + xy;vx+ uy = y2 + xy;xy + uv = u2 + v2v obore nenulov�ch re lnych �¡sel maj£ tvar x = y = u = v. (J.�im¨a)



28 47. ro�n¡k matematickej olympi dyA { II { 1�¡slo 1 9973n + 1 je delite�n� �¡slom 3n+3 pre ka�d� prirodzen� �¡slo n. Dok �te.(J.�im¨a)A { II { 2V jednom rade je postaven�ch n st�pcov d mov�ch kame¤ov tak, �e medzi ka�d�midvoma st�pcami rovnakej v�¨ky sa nach dza st�pec vy¨¨¡. (V¨etky kamene maj£ rovnak£v�¨ku, niektor� st�pce m��u by� tvoren� aj jedn�m kame¤om.) Najvy¨¨¡ st�pec obsahujek kame¤ov. Pre dan� k ur�te najv��¨iu mo�n£ hodnotu n. (J.Kratochv¡l)A { II { 3V obore re lnych �¡sel rie¨te s£stavu rovn¡cx2 � yz = a; y2 � zx = a� 1; z2 � xy = a+ 1s re lnym parametrom a. Preve�te diskusiu o po�te rie¨en¡. (P.�ernek)A { II { 4V rovine, v ktorej je dan  £se�ka BD, n jdite mno�inu v¨etk�ch vrcholov A konvexn�ch¨tvoruholn¡kov ABCD, pre ktor� s£�asne plat¡:a) stred OC kru�nice vp¡sanej trojuholn¡ku BCD le�¡ na kru�nici op¡sanej trojuholn¡kuABD,b) stred OA kru�nice vp¡sanej trojuholn¡ku ABD le�¡ na kru�nici op¡sanej trojuholn¡kuBCD. (J.Zhouf)A { III { 1V obore kladn�ch re lnych �¡sel rie¨te rovnicux � �x � �x � [x]�� = 88;kde [a] je cel  �as� re lneho �¡sla a, t.j. cel� �¡slo, pre ktor� plat¡ [a] 5 a < [a] + 1.Napr¡klad [3;7] = 3 a [6] = 6. (J.�im¨a)A { III { 2Dok �te, �e z mno�iny �ubovo�n�ch ¨trn stich r�znych prirodzen�ch �¡sel mo�no pre nie-ktor� �¡slo k (1 5 k 5 7) vybra� dve disjunktn� k-prvkov� podmno�iny fa1; a2; : : : ; akg



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 29a fb1; b2; : : : ; bkg tak, aby sa s£�tyA = 1a1 + 1a2 + : : :+ 1ak a B = 1b1 + 1b2 + : : :+ 1bknavz jom l¡¨ili o menej ako 0,001, t.j. aby platilo jA�Bj < 0;001. (J.�im¨a)A { III { 3Do dan�ho ¨tvorstena ABCD je vp¡san  gu�a. Jej ¨tyri dotykov� roviny, ktor� s£so stenami ¨tvorstena rovnobe�n�, z neho odt¡naj£ ¨tyri men¨ie ¨tvorsteny. Dok �te,�e s£�et d��ok v¨etk�ch 24-och ich hr n je rovn� dvojn sobku s£�tu d��ok hr n cel�ho¨tvorstena ABCD. (P.Leischner)A { III { 4Do v�razu de¤mesiac � rokdosadzujeme �ubovo�n� d tum tohto roku (1998) a potom zis�ujeme najv��¨iu mocninu�¡sla 3, ktor  del¡ v�sledn� �¡slo. Napr. pre 21. apr¡l vych dza �¡slo 214 � 1 998 == 192 483 = 33 � 7 129, �o je n sobok mocniny 33, nie v¨ak mocniny 34. N jdite v¨etkydni, pre ktor� je odpovedaj£ca mocnina najv��¨ia. (R.Koll r)A { III { 5Vo vonkaj¨ej oblasti kru�nice k je dan� bod A. V¨etky lichobe�n¡ky, ktor� s£ do kru�-nice k vp¡san� tak, �e ich pred��en� ramen  sa pret¡naj£ v bode A, maj£ spolo�n�priese�n¡k uhloprie�ok. Dok �te. (P.Leischner)A { III { 6Nech a, b, c s£ kladn� �¡sla. Dok �te, �e trojuholn¡k so stranami a, b, c existuje, pr veke� m  s£stava rovn¡c yz + zy = ax; zx + xz = by ; xy + yx = czrie¨enie v obore re lnych �¡sel. (P.�ernek, J.Zhouf)



Rie¨enia s£�a�n�ch £lohKateg¢ria CC { I { 1Ozna�me S(n) s£�et spom¡nan�ch zvy¨kov trojcifern�ho �¡sla n. Vysvetl¡me, pre�oS(n) = 3.� Pre nep rne n je S(n) = 5 (uv �te zvy¨ky po delen¡ p rnymi �¡slami 2, 4, 6, 8,10). Nech je �alej n p rne.� Ak 4 - n, tak S(n) = 4 (n d va po delen¡ �¡slami 4 a 8 zvy¨ok aspo¤ 2). Nech n je�alej delite�n� ¨tyrmi.� Ak 8 - n, tak S(n) = 4 (zvy¨ok 4 po delen¡ �¡slom 8). Preto nech je �alej n delite�n��smymi.� Ak 3 - n, tak S(n) = 3 (n d va po delen¡ �¡slami 3, 6, 9 zvy¨ok aspo¤ 1). Nech�alej n je delite�n� �smymi a tromi.� Ak 9 - n, tak S(n) = 3 (zvy¨ok aspo¤ 3 po delen¡ �¡slom 9). Nech �alej 8jn a 9jn.� Ak 5 - n, tak S(n) = 3 (zvy¨ok aspo¤ 1 po delen¡ �¡slom 5 a zvy¨ok aspo¤ 2 podelen¡ �¡slom 10).Preto predpokladajme, �e 5jn, 8jn a 9jn. Potom prich dzaj£ do £vahy u� len �¡sla360 a 720, pre ktor� S(360) = 3 a S(720) = 9. T�m je nerovnos� S(n) = 3 dok zan .Z rove¤ sme zistili, �e S(n) = 3 napr. pre n = 360.In� rie¨enie. Zaoberajme sa len pr¡padom, ke� �¡slo n nie je delite�n� nanajv�¨dvoma z �¡sel 2, 3, : : : , 10 (inak S(n) = 3). Ak je tento "nedelite�\ jedin�, je to nutne�¡slo 7 (mus¡ to by� prvo�¡slo, ktor�ho dvojn sobok je v��¨¡ ako 10), tak�e 360 j n. Aks£ t¡to "nedelitelia\ dvaja, mus¡ to by� niektor  z dvoj¡c 5 a 10, 8 a 9, 7 a 8, 7 a 9, 4a 8. V ka�dom pr¡pade 6 j n, tak�e �ahko uk �eme, �e jeden z oboch kladn�ch zvy¨kovje v��¨¡ ne� 1, teda S(n) = 3. C { I { 2Pre obsah S trojuholn¡ka ABC plat¡S = a � va2 = b � vb2 : (1)Po dosaden¡ do danej rovnosti dost vame a + 2Sa = b + 2Sb . Jednoduch�mi £pravami�alej a� b = 2S a � bab , z �oho (a� b)(ab � 2S) = 0. Odtia� bu� a = b (a teda va = vb),



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 31alebo S = ab2 (�i�e va = b, uhol ACB je prav� a vb = a). Po�ahky sa presved�¡me, �eobidva pr¡pady vyhovuj£.Zadan�m podmienkam vyhovuj£ v¨etky rovnoramenn� trojuholn¡ky so z klad¤ouAB a v¨etky pravouhl� trojuholn¡ky s preponou AB (a �iadne in�).C { I { 3Ozna�me a, b a c po rade po�ty det¡ v dru�stv ch A;B a C, �alej nech a, b a c jepo rade priemern  hmotnos� (v gramoch) det¡ v dru�stv ch A;B a C pred v�menou.Napokon ozna�me a1; b1 a c1 po rade hmotnos� (v gramoch) die�a�a, ktor� prest£piloz A do B, z B do C a z C do A.Celkov  hmotnos� det¡ v dru�stve A bola pred v�menou a � a. Z podmienky v zadan¡zostav¡me nasleduj£cu rovnicua � a� a1 + c1a = a+ 120:Po jednoduchej £prave vyjde �a1 + c1 = 120a:Obdobne dostaneme aj �b1 + a1 = 130b;�c1 + b1 = �250c:S�¡tan¡m t�chto troch rovn¡c dost vame (po vydelen¡ desiatimi a �al¨¡ch £prav ch)12a+ 13b = 25c = 25(100� a � b);37a+ 38b = 2500;37(a+ b) + b = 2500 = 37 � 67 + 21:Z podmienky 0 < b < 100 a poslednej rovnice vypl�va, �e m��u nasta� len nasleduj£cetri pr¡pady:a) a+ b = 67, b = 21; b) a+ b = 66, b = 58; c) a+ b = 65, b = 95.Zrejme len prv� dva ved£ k pr¡pustn�m rie¨eniam (a > 0). E¨te over¡me, �i dve z¡skan�rie¨enia skuto�ne vyhovuj£ podmienkam £lohy. V pr¡pade a) m me a = 46, b = 21,c = 33; c1� a1 = 5520 a a1� b1 = 2730, k�m v pr¡pade b) m me a = 8, b = 58, c = 34;c1� a1 = 960 a a1� b1 = 7540. Tieto v�sledky zrejme m��u vyhovova� re lnej situ cii.Odpove� : Po�ty det¡ v dru�stv ch A, B, C boli po rade bu� 46, 21, 33 alebo 8, 58, 34.



32 47. ro�n¡k matematickej olympi dyC { I { 4Ozna�meR priese�n¡k priamky p s v�¨kou CD trojuholn¡kaABC (obr. 1) aM priese�n¡kpriamky q s preponou AB. Predpokladajme, �e bod N le�¡ na strane AC (pr¡pad,ke� le�¡ na strane BC, vyrie¨ime v�aka s£mernosti trojuholn¡ka ABC pod�a osi CDanalogicky).
A BCDK LMN RXqp�Obr. 1 A BC

EK LMNN 0 Xqp�Obr. 2Preto�e jKLj = 2�jRCj, po�adovan  rovnos� jKLj = 2�jMN j plat¡, pr ve ke� jRCj == jMN j, t.j. pr ve ke� NC k MR, t.j. pr ve ke� MDRX je ¨tvorec. Preto DX je osuhla ADC kolm  na AC, a teda X le�¡ vo vn£tri £se�ky DE, kde E je stred strany AC,alebo vo vn£tri strednej prie�ky trojuholn¡ka ABC rovnobe�nej s BC. Z uveden�hopostupu je jasn�, �e ka�d� vn£torn� bod tejto prie�ky vyhovuje zadaniu (krajn� bodyD;E nevyhovuj£, preto�e n s zauj¡maj£ len body X vo vn£tri trojuholn¡ka ABC).Obdobne pre bod N na strane BC dostaneme vn£tro strednej prie�ky DF (obr. 1).Odpove�: H�adan£ mno�inu tvoria v¨etky vn£torn� body dvoch stredn�ch prie�oktrojuholn¡ka ABC, ktor� s£ rovnobe�n� s jeho odvesnami.In� rie¨enie. Trojuholn¡k ABC dopl¤me na ¨tvorec AEBC (obr. 2). H�ad me tiebody X vo vn£tri trojuholn¡ka ABC, pre ktor� pop¡san� priamky p a q vyt¡naj£na ¨tvorci AEBC dve zhodn� £se�ky KL a NN 0. Potom ale musia by� KLC a NN 0Adva zhodn� rovnoramenn� pravouhl� trojuholn¡ky, to znamen , �e priamky p a q s£s£merne zdru�en� pod�a osi strany AC, t.j. pr ve ke� bod X le�¡ na tejto osi. Podobnepre bod N le�iaci na strane BC dostaneme, �e bod X mus¡ le�a� na osi strany BC.C { I { 5Nech x � [x] = x0 a y � [y] = y0, �i�e x0; y0 (0 5 x0; y0 < 1) s£ tzv. necel� (desatinn�)�asti �¡sel x; y. Dan  s£stava prejde do tvaru7[x] + 2[y] = 117;4� 2y0;5[x] + 2[y] = 91;9� 5x0:V oboch rovniciach mus¡ by� na pravej strane cel� �¡slo, preto y0 m��e nadob£da�



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 33hodnotu 0;2 alebo 0;7. Rozoberme tieto pr¡pady:a) Nech y0 = 0;2, teda [y] = 117� 7[x]2 .Od�¡tan¡m rovn¡c dost vame 2[x] = 25;1 + 5x0. Ke��e 0 5 5x0 < 5, tak [x] m��enadob£da� nanajv�¨ hodnoty 13; 14 a 15. Aby bolo [y] cel� mus¡ by� zrejme [x]nep rne. Potom dost vame [x] x0 [y] x y13 0;18 13 13;18 13;215 0;98 6 15;98 6;2b) Nech y0 = 0;7, teda [y] = 116� 7[x]2 .Od�¡tan¡m rovn¡c dost vame 2[x] = 24;1 + 5x0. Ke��e 0 5 5x0 < 5, tak [x] m��enadob£da� len hodnoty 13 a 14. Aby bolo [y] cel� mus¡ by� zrejme [x] p rne.Potom dost vame [x] x0 [y] x y14 0;78 9 14;78 9;7S£stava m  tri rie¨enia: x = 13;18, y = 13;2; x = 15;98, y = 6;2 a x = 14;78, y = 9;7.C { I { 6
A BCD E xx yz 1313 1212
�Obr. 3 A BE kk

mm
nn T1T2T3 xz�Obr. 4Na obr. 3 je zn zornen� po�iato�n� deltoid, na obr. 4 sie� odpovedaj£ceho ¨tvors-tena. Z pravouhl�ch trojuholn¡kov vypl�vaj£ pre £seky x, y a z uhloprie�ok deltoidunerovnosti 12 > x; 12 > y; 13 > z > y: (�)



34 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPotom nutne mus¡ by� trojuholn¡k T1 zhodn� s trojuholn¡kom AED (AB a AD s£najdlh¨ie zo v¨etk�ch str n uva�ovan�ch trojuholn¡kov). M��u nasta� dva pr¡pady:a) Nech k = z a x = m (obr. 5). Potom musia by� trojuholn¡ky so stranami x; y; 12a x; z; n zhodn�. Ke��e y < z, tak nutne y = n a z = 12. Potom x = p132 � z2 = 5.
A BE zz

xx
nn xz 13�Obr. 5 A BEV

V
V512 135

12
�Obr. 6 A BE xx

zz
nn xz 13�Obr. 7Sie� bude ma� potom tvar uveden� na obr. 6 a h�adan� ¨tvorsten AEBV zrejmeexistuje: dostaneme ho tak, �e trojuholn¡k AEV oto�¡me okolo priamky AE o 90�(telesov  v�¨ka z vrcholu V bude le�a� vo vn£tri steny AVE).Kon¨trukcia zodpovedaj£ceho deltoidu je zrejm , napr.1. 4ABE; pod�a vety sss: jABj = 13 cm, jBEj = 5cm a jEAj = 12 cm.2. 4EBC; pod�a vety Ssu: j<)CEBj = 90�, jBCj = 12 cm a C =2 �!EA.3. D; E je stred £se�ky DB.b) k = x a x = z (obr. 7). Potom musia by� rovnoramenn� trojuholn¡ky so stranamiz, z, n a x, x, m zhodn� s pravouhl�m trojuholn¡kom s odvesnami x, y a preponou 12.Odtia� vpl�va x = y = z a m = n = 12, �o je v spore s nerovnos�ami (�).�loha m  teda jedin� rie¨enie pop¡san� v �asti a).C { S { 1�¡slo k = 5x�8 je nutne cel�. Odtia� x = 15 (k+8) a po dosaden¡ do rovnice dostaneme�3k � 15 � = k:To pod�a de�n¡cie celej �asti vedie k nerovnostiamk 5 3k � 15 < k + 1;



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 35po £prave �3 < k 5 �12 . �¡slo k je v¨ak cel�, plat¡ teda bu� k = �2 (potom x = 1;2),alebo k = �1 (potom x = 1;4).Dan  rovnica m  pr ve dve rie¨enia x = 1;2 a x = 1;4. (Sk£¨ka dosaden¡m sa prevedie�ahko, pri na¨om postupe v¨ak nie je potrebn .)Rie¨enie 2. Pod�a de�n¡cie celej �asti mus¡ plati� 5x � 8 5 3x � 5 < (5x � 8) + 1,po £prave 1 < x 5 32 . Z tohoto intervalu teraz vyberieme tie x, pre ktor� je hodnota5x � 8 celo�¡seln : ak je 1 < x 5 32 , tak 5 < 5x 5 152 , tak�e �3 < 5x � 8 5 � 12 , teda5x� 8 = �2, alebo 5x� 8 = �1. Odtia� vypo�¡tame obidve rie¨enia x = 1;2 a x = 1;4.Ani pri tomto postupe nie je sk£¨ka nutn .Rie¨enie 3. Ozna�me k = [3x � 5], tak�e 3x � 5 = k + ", kde 0 5 " < 1, a �¡slo kje cel�. Vyjadr¡me odtia� x a dosad¡me do rovnice k = 5x � 8, ktor£ potom vyrie¨imevzh�adom na ":x = 13(k + "+ 5); k = 53 (k + "+ 5)� 8; " = �15 (2k + 1):H�ad me teda tie cel� �¡sla k, pre ktor� plat¡ 0 5 �15 (2k + 1) < 1. To je ekvivalentn�s nerovnos�ami �3 < k 5 �12 , tak�e bu� k = �2 (potom " = 0;6 a x = 1;2), alebok = �1 (potom " = 0;2 a x = 1;4). Sk£¨ka op�� nie je potrebn .Nazna�me e¨te ¨tvrt� mo�n� postup rie¨enia. Z danej rovnice vypl�va, �e �¡slo 5x jecel�, tak�e necel  �as� �¡sla x je rovn  jedn�mu z �¡sel 0; 0;2; 0;4; 0;6 alebo 0;8. �alejje mo�n� oddelene posudzova� t�chto p�� mo�nost¡. Tak napr. pre x = k + 0;4, kde kje cel�, vych dza 5x � 8 = 5k � 6, 3x � 5 = 3k � 3;8, tak�e [3x � 5] = 3k � 4; rovnica5k � 6 = 3k � 4 m  (celo�¡seln�) rie¨enie k = 1, ktor�mu zodpoved  x = 1;4.C { S { 2H�adan� �¡slo A m  by� delite�n� pr ve ¨iestimi z vyp¡san�ch �¡sel. Ka�d� z t�chto12 �¡sel je delite�n� len prvo�¡slami 2 a 3. Ke��e medzi t�mito �¡slami s£ len ¨tyrimocniny dvoch (2, 4, 8, 16) a len tri mocniny troch (3, 9, 27), mus¡ by� �¡slo A delite�n�aj dvoma, aj tromi (a teda aj ¨iestimi).Preto�e okrem �¡sel 2, 3 a 6 m  �¡slo A e¨te �al¨¡ch troch delite�ov medzi vyp¡san�mi�¡slami, mus¡ by� A delite�n� ¨tyrmi alebo deviatimi, nie v¨ak obidvoma �¡slami z rove¤(potom by malo osem delite�ov 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 a 36). Rozl¡¨me preto dva pr¡pady.� 4jA a 9 - A. Potom je �¡slo A delite�n� �¡slami 2, 3, 4, 6 a 12, ¨iesty vyp¡san� delite�je nutne (jedin�) z �¡sel 8, 16, 24. Preto 8jA, tak�e tie� (v spore s predch dzaj£couvetou) 24jA. Mus¡ teda nasta� druh� pr¡pad.� 9jA a 4 - A. Potom je �¡slo A delite�n� �¡slami 2, 3, 6, 9 a 18, ¨iesty vybran� delite�je nutne �¡slo 27. Preto 54jA, teda A = 54l, kde l je nep rne �¡slo (lebo 4 - A). Na druhejstrane, ka�d� tak� �¡slo 54l m  zrejme medzi vyp¡san�mi �¡slami pr ve 6 delite�ov (2,3, 6, 9, 18, 27). Najmen¨ie tak� trojcifern� �¡slo je 54 � 3 = 162.Rie¨enie 2. H�adan� trojcifern� �¡slo A nem��e by� delite�n� ani �¡slom 36 (potomby malo osem delite�ov 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36), ani �¡slom 24 (potom by malo sedem



36 47. ro�n¡k matematickej olympi dydelite�ov 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24). Preberajme zvy¨n�ch 10 vyp¡san�ch �¡sel (zostupneod najv��¨ieho) a zis�ujme, �i m��u deli� �¡slo A.� 27jA. Preto�e �¡slo A je nutne p rne (inak by malo len delitele 3, 9, 27), plat¡ 54jA.�¡slo 54 � 2 = 108 podmienke £lohy nevyhovuje, zato �¡slo 3 � 54 = 162  no. �alej u�predpokladajme, �e 27 - A.� 18jA. �¡slo A m  p�� delite�ov 2, 3, 6, 9 a 18. �iesty vyp¡san� delite� je (jedin�)z �¡sel 4, 8, 12, 16. Preto 4jA, tak�e tie� 12jA, �o je spor s predch dzaj£cou vetou.� 16jA. �¡slo A m  ¨tyri delitele 2, 4, 8 a 16, posledn� dva vyp¡san� delitele musiaby� z �¡sel 3, 6, 9, 12. Preto 3jA, tak�e tie� 24jA, a to sme v £vode vyl£�ili.� 12jA. �¡slo A m  p�� delite�ov 2, 3, 4, 6 a 12, ¨iestym vyp¡san�m delite�om mus¡by� �¡slo 8 alebo �¡slo 9. Z 8jA potom ale vypl�va 24jA (spor), z 9jA zase 18jA, a t�msme sa u� zaoberali.Keby �¡slo A nebolo delite�n� �iadnym z �¡sel 36, 24, 27, 18, 16 a 12, muselo by by�delite�n� v¨etk�mi ¨iestimi �¡slami 2, 3, 4, 6, 8 a 9, a teda aj �¡slom 18. T�m je na¨adiskusia uzavret . H�adan� �¡slo je 162.Rie¨enie 3. Rovnako ako v prvom rie¨en¡ vysvetl¡me, �e h�adan� �¡slo je delite�n�¨iestimi. Budeme preto postupne prebera� trojcifern� �¡sla delite�n� ¨iestimi (od naj-men¨ieho z nich, �¡sla 102), pokia� nen jdeme tak�, ktor� m  medzi vyp¡san�mi �¡slamipr ve ¨es� delite�ov (po�et t�chto delite�ov �alej uv dzame v�dy v z tvorke za �¡slom):102 (3), 108 (9), 114 (3), 120 (7), 126 (5), 132 (5), 138 (3), 144 (11), 150 (3), 156 (5),162 (6). H�adan� �¡slo je 162. C { S { 3Nech D je stred prepony AB a nech c = jABj (obr. 8). Zo s£mernosti pod�a osi CDvypl�va MN k AB, teda pravouholn¡k KLMN existuje. Na¨ou £lohou je dok za�, �ejKLj = jLM j.
A BCDPK LMN�Obr. 8 A BCDPK LMN ES�Obr. 9Preto�e bod P je stred odvesny pravouhl�ho rovnoramenn�ho trojuholn¡ka ACD,platia rovnosti jDP j = 12 jCDj = 12 jADj = 14c. Teraz si v¨imnime podobn� pravouhl�trojuholn¡ky ALM a ADP . Pre d��ky ich odvesien plat¡ jALj : jLM j = jADj : jDP j == (12c) : (14c) = 2, odkia� jALj = 2jLM j. Ke��e jALj = jABj � jBLj = c � jBLj =



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 37= c� jLM j (lebo BLM je rovnoramenn� trojuholn¡k), dost vame rovnicu c� jLM j == 2jLM j, pod�a ktorej jLM j = 13c. Plat¡ teda jBLj = 13c. Analogicky sa dok �e rovnos�jAKj = 13c (ktor  vypl�va tie� zo s£mernosti pod�a osi CD). Potom ale jKLj = jABj �� jAKj � jBLj = c� 13c� 13c = 13c. Rovnos� jKLj = jLM j je tak dok zan .Rie¨enie 2. Preto�e MN k AB, pravouholn¡k KLMN existuje. Vzh�adom k rov-nostiam jAKj = jKN j = jLM j = jBLj je pravouholn¡kKLMN ¨tvorec, pr ve ke� jehovrcholy K a L delia preponu AB na tri zhodn� £se�ky, teda pr ve ke� jMN j = 13 jABj.Postup zo zadania £lohy trochu obr �me: do trojuholn¡kaABC najprv vp¡¨eme vy¨¨ieur�en�m sp�sobom ¨tvorec KLMN a vysvetl¡me, pre�o sa potom £se�ky AM a BNpret¡naj£ v takom bode P , ktor� je stredom v�¨ky CD trojuholn¡ka ABC (obr. 8).Z osovej s£mernosti pod�a osi CD je vopred jasn�, �e tento priese�n¡k P na v�¨keCD skuto�ne le�¡. Pre odvesny pravouhl�ho trojuholn¡ka ALM plat¡ jMLj = 13 jABja jALj = 23 jABj, tak�e jALj = 2jMLj; preto aj pre odvesny podobn�ho trojuholn¡kaADP plat¡ jADj = 2jPDj, �o spolu s rovnos�ou jADj = jCDj u� vedie k z veru, �ejPDj = jPCj. Priese�n¡k P £se�iek AM a CN je teda skuto�ne stredom v�¨ky CD.Rie¨enie 3. Ozna�me D p�tu v�¨ky z vrcholu C na preponu AB a trojuholn¡k CDBdopl¤me na ¨tvorec CDBE so stredom S (obr. 9). V rovnobe�n¡ku ADEC je bod Pstred uhloprie�ky CD, preto body A, P ,M a E le�ia na jednej priamke. BodM je naviac�a�iskom trojuholn¡ka CDE, tak�e plat¡ jMCj = 23 jCSj = 13 jBCj. Z rovnosti jMCj == 13 jBCj a rovnobe�nosti £se�iekMN a AB vypl�va, �e trojuholn¡ky ABC a NMC s£podobn� s koe�cientom 13 . Odtia� vypl�va jMN j = 13 jABj, tak�e pravouholn¡kKLMNexistuje a je to ¨tvorec (pozri £vod druh�ho rie¨enia).C { II { 1Ozna�me h�adan� �¡slice a < b < c. Potom spom¡nan�ch ¨es� �¡sel bolo zoraden�chtakto: cba > cab > bca > bac > acb > abc:M  plati� bac = cba + acb2 :Po rozp¡san¡ dekadick�ch z pisov a £prave m me4c+ 3a = 7b; �i�e 4(c� b) = 3(b� a):Odtia� 3jc� b. Ke��e 0 < c� b < 9, tak m��u nasta� dva pr¡pady� c� b = 3, b � a = 4. Odtia� b = a + 4 a c = a+ 7. �loha m  dve rie¨enia: a = 1,b = 5, c = 8, alebo a = 2, b = 6, c = 9.� c� b = 6, b � a = 8. Odtia� c = a + 14, �o pre �¡slice a; c nem��e plati�.�¡sla boli zlo�en� z �¡slic 1, 5, 8, alebo 2, 6, 9.



38 47. ro�n¡k matematickej olympi dyC { II { 2Ozna�me D stred strany AB. Najprv nech bod X le�¡ vo vn£tri trojuholn¡ka BCDalebo na jeho obvode. K bodu X zostrojme zodpovedaj£ce £se�ky pop¡san� v zadan¡£lohy, ktor�ch koncov� body ozna�¡me P;Q; Y;Z (obr. 10). Trojuholn¡k QXY je zrejmepravouhl� a rovnoramenn�, teda jXY j = jXQj. Preto aby jY Zj = jPQj, mus¡ by�jZXj = jXP j, teda trojuholn¡k ZXP mus¡ by� tie� pravouhl� a rovnoramenn�. Zrejmeteda ZP k BC. Ozna�me �alej U p�tu v�¨ky z bodu X na AC. Zrejme 2jUP j == 2jXU j = p2jXP j = jZP j = jPAj. Preto jXU jjUAj = 13. T�m je jednozna�ne ur�en�uhol XAC, teda v¨etky vyhovuj£ce body v trojuholn¡ku BCD le�ia na priamke. Jejpriese�n¡k s BC je zrejme bod E tak�, �e 2jCEj = jEBj. �alej ozna�me F priese�n¡kEAs CD.
ABC PQ XY ZU�Obr. 10 ABC DE FG21 1 2�Obr. 11Obdobnou £vahou v trojuholn¡ku ACD nahliadneme, �e v tomto trojuholn¡ku m��uvyhovova� len body patriace £se�ke FG, kde G je tak� bod strany AC, �e 2jCGj = jGAj(obr. 11).Naopak, ka�d� bod X lomenej �iary EFG zrejme vyhovuje zadanej £lohe, preto�ev pr¡pade X 2 EF (pr¡pad X 2 FG je obdobn�) plat¡ tg j<)XACj = 13, teda existuje¨tvoruholn¡k AZXP , Z 2 AB, P 2 AC, tak�, �e XP k AB, XZ ? AB. Ke��e zrejmejXZj = jXP j, �ahko sa nahliadne, �e bod X m  vlastnos� zo zadania £lohy.C { II { 3Najprv uv �ime, �e x < 1. Pre x = 1 toti� plat¡ (k + 1)x = kx+ 1, odkia� [(k + 1)x] >> [kx], tak�e [x] < [2x] < : : : < [10x] je desa� r�znych �¡sel. Ak je 0 < x < 1, tak[x] = 0. Z nerovnost¡ kx < (k + 1)x < kx + 1 pre ka�d� prirodzen� �¡slo k vypl�va, �ebu� [(k + 1)x] = [kx] alebo [(k + 1)x] = [kx] + 1. Preto sa medzi dan�mi �¡slami mus¡nach dza� pr ve dev�� za sebou id£cich cel�ch nez porn�ch �¡sel a pr ve dve susedn��¡sla s£ rovnak�. To znamen , �e posledn� �¡slo v rade je pr ve o 8 v��¨ie ako prv�(rovn� nule), teda [10x] = 8: (1)Z rove¤ ka�d� tak�to �¡slo vyhovuje, lebo pre x < 1 mus¡ by� medzi dan�mi �¡slami



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria C 39rad za sebou id£cich �¡sel; �iadne teda nem��e by� vynechan�. Preto s£ rie¨en¡m £lohypr ve tie x, pre ktor� plat¡ (1). Teda 8 5 10x < 9, �i�e x 2 h 45 ; 910). Tieto �¡sla s£rie¨en¡m £lohy.In� rie¨enie. H�adajme tie x > 0, pre ktor� v postupnosti nerovnost¡ [x] 5 [2x] 55 : : : 5 [10x] nastane pr ve raz rovnos�. Nech teda plat¡[x] < [2x] < : : : < [nx] = [(n+ 1)x] < [(n+ 2)x] < : : : < [10x]:Op�� �ahkou £vahou zist¡me, �e x < 1 a dan� �¡sla s£ za sebou id£ce cel� �¡sla. To jeekvivalentn� s nerovnos�amii) k > kx = k � 1, teda 1 > x = k � 1k pre k 2 f1; : : : ; ng;ii) k � 1 > kx = k � 2, teda k � 1k > x = k � 2k pre k 2 fn+ 1; : : : ; 10g.V¨etky nerovnosti v i) s£ splnen� pr ve vtedy, ke� plat¡ 1 > x = n�1n . V¨etkynerovnosti v ii) s£ splnen� pr ve vtedy, ke� plat¡ nn+ 1 > x = 45 . To je mo�n�, len ke�nn+ 1 > 45 , teda ke� n = 5. Pre tak� n ale plat¡1 > nn+ 1 > n� 1n = 45 ;tak�e rie¨en¡m s£stavy nerovn¡c 1 > x = n� 1n , nn+ 1 > x = 45 je interval�n� 1n ; nn+ 1�. Pre n = 5; 6; 7; 8; 9 tak dost vame intervaly �45 ; 56�, �56 ; 67�, : : : ,�89 ; 910�. Ich zjednotenie, interval �45 ; 910�, je potom mno�ina v¨etk�ch h�adan�ch x.C { II { 4Lichobe�n¡k so z klad¤ami a; c a ramenami b; d existuje a je jedin� pr ve vtedy, ke�existuje trojuholn¡k so stranami ja � cj, b a d (obr. 12).
c a� cbcd dA BCD�Obr. 12



40 47. ro�n¡k matematickej olympi dyV¨¡majme si trojuholn¡k ABC. Ke��e pre v�¨ky na strany BC a AB plat¡ vAB = v,vBC = dA, tak pod�a predpokladujBCj+ vBC = jABj+ vAB:Potom na z klade druhej £lohy dom ceho kola plat¡ jABj = jBCj alebo j<)ABCj = 90�.Analogicky v trojuholn¡ku ABD dostaneme jADj = jABj alebo j<)DABj = 90�. Pretomus¡ nasta� jeden zo ¨tyroch pr¡padov:1. j<)ABCj = j<)DABj = 90�.Potom by ale ABCD nebol lichobe�n¡k.2. jABj = jBCj = jADj = 6cm.Ke��e jCDj = 4cm, existuje pr ve jeden tak� lichobe�n¡k ABCD, lebo existujetrojuholn¡k so stranami 6 cm, 6 cm, 2 cm.3. jABj = jBCj = 6cm; j<)DABj = 90�.Ke��e jCDj = 4cm, tak jADj =p62 � (6� 4)2 cm = p32 cm. Tak�to lichobe�n¡kexistuje pr ve jeden, lebo existuje trojuholn¡k so stranami 2 cm, 6 cm, p32 cm.4. jABj = jADj = 6 cm; j<)ABCj = 90�.Tento pr¡pad je analogick� pr¡padu 3 (v�mena ramien AD a BC).Danej £lohe vyhovuj£ pr ve tri lichobe�n¡ky uveden� v bodoch 2, 3, 4.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 41Kateg¢ria BB { I { 1 a b cd e fg h iObr. 13
Ozna�me prirodzen� �¡sla v magickom ¨tvorci p¡smenami a, b, c, d, e, f , g, h, i akona obr. 13 a ozna�me S s£�et troch �¡sel v ka�dom riadku, st�pci aj na uhloprie�ke.Uk �eme, �e S = 3e. Ak toti� s�¡tame �¡sla v prvom a tre�om riadku a od v�sledkuod�¡tame �¡sla v prostrednom st�pci, dostaneme rovnos�S + S � S = a+ c+ g + i� e:Odtia� vzh�adom k rovnostiam a + i = c+ g = S � e vypl�vaS = (S � e) + (S � e) � e; alebo S = 3e:D�sledkom s£ rovnosti a+ i = c+ g = 2e:H�adajme teda ¨tyri prirodzen� �¡sla a, i, c, g, ktor�ch s£�in je rovn� �¡slu 3 465,a pritom a+ i = c+ g. Prebra� kone�n£ mno�inu rie¨en¡ rovnice aicg = 3465 m��emetak, �e najprv vyp¡¨eme v¨etky mo�n� rozklady �¡sla 3 465 = 32 �5 �7 �11 na s£�in dvoch�inite�ov M a N (ktor� by mali odpoveda� s£�inom ai a cg):3 465 = 1 � 3 465 = 3 � 1 155 = 5 � 693 = 7 � 495 = 9 � 385 == 11 � 315 = 15 � 231 = 21 � 165 = 33 � 105 = 35 � 99 == 45 � 77 = 55 � 63:Teraz pre jednotliv� dvojice M , N �ahko n jdeme rozklady M = ai a N = cgs vlastnos�ou a + i = c+ g (pre prv�ch osem dvoj¡c tak� rozklady zrejme neexistuj£).Jedin� dva vyhovuj£ce rozklady s£3 465 = (5 � 11) � (7 � 9) = (3 � 15) � (7 � 11):V prvom pr¡pade 2e = 16, teda e = 8; v druhom 2e = 18, teda e = 9. �ahko dopo�¡tameaj ostatn� �¡sla magick�ho ¨tvorca (obr. 14).5 12 710 8 69 4 11 3 17 713 9 511 1 15Obr. 14



42 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPreto�e ¨tyri rohov� �¡sla m��eme do tabu�ky umiestni� �smymi sp�sobmi, je ka�d tabu�ka na obr zku z stupcom �smych tabuliek, ktor� z nej vznikn£ osov�mi s£mer-nos�ami magick�ho ¨tvorca. In� rie¨enia £lohy neexistuj£.B { I { 2Ozna�me P p�tu kolmice p na priamku q, ktor  prech dza bodomA. S ka�d�m ¨tvorcomdan�ch vlastnost¡ mo�no uva�ova� ¨tvorec, ktor� je s n¡m symetrick� pod�a priamky pa rovnako vyhovuje podmienkam £lohy. Odtia� vypl�va, �e vy¨etrovan  mno�ina stredovS v¨etk�ch ¨tvorcov ABCD dan�ch vlastnost¡ je rovinn� £tvar, ktor� je symetrick�pod�a priamky p. Uva�ujme teraz tak� ¨tvorec ABCD so zvy�ajn�m ozna�en¡m jehovrcholov, kde B 2 q.�alej rozl¡¨ime tri pr¡pady polohy jeho vrcholov C, D v rovine:a) obidva vrcholy C, D le�ia v polrovine qA (obr. 15),b) len vrchol D le�¡ v polrovine qA (obr. 16),c) �iaden z vrcholov C, D nele�¡ v polrovine qA (obr. 17).
P L B qAKp S CD
�Obr. 15 P L C qB Kp S DA
�Obr. 16PLB qAKpSC D�Obr. 17 P B qAp S CD oo0�Obr. 18V pr¡pade a) ozna�me K, L po rade p�ty kolm¡c zo stredu S uva�ovan�ho ¨tvorcaABCD na priamky p, q. Vzh�adom k tomu, �e plat¡ j]ASBj = j]KSLj = 90�, je



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 43pravouhl� trojuholn¡k BSL obrazom pravouhl�ho trojuholn¡ka ASK v oto�en¡ so stre-dom S o uhol 90�. Preto plat¡ jSKj = jSLj. Rovnak� z ver zd�vodn¡me podobneaj v pr¡padoch b) a c) (obr. 16 a 17). Stred S uva�ovan�ho ¨tvorca ABCD teda v�dyle�¡ na osi o uhla KPL.Naopak ku ka�d�mu bodu S priamky omo�no �ahko zostroji� ¨tvorec ABCD, ktor�hostredom je bod S a ktor�ho vrchol B le�¡ na priamke q.Z ver : H�adanou mno�inou bodov je dvojica navz jom kolm�ch priamok o a o0, ktor�prech dzaj£ bodom P a zvieraj£ s priamkami p a q uhol 45� (obr. 18).In� rie¨enie. Vyu�ijeme vlastnosti obvodov�ch uhlov, a to pre v¨etky tri vy¨¨iepop¡san� pr¡pady. Aj tu uk �eme rie¨enie len pre pr¡pad z obr. 15.Vzh�adom k tomu, �e plat¡ j]ASBj = j]APBj = 90�, m��eme ¨tvoruholn¡ku APBSop¡sa� kru�nicu. Odtia� na z klade vety o obvodov�ch uhloch dost vame j]APSj == j]ABSj = 45�. Stred S uva�ovan�ho ¨tvoruholn¡ka ABCD le�¡ teda na osi uhlaAPB. B { I { 3Nie je �a�k� nahliadnu�, �e pre ka�d� dve kladn� �¡sla a, b plat¡ nerovnos� a + b == 2pab alebo 2a+ b 5 1pab , pri�om rovnos� nast va, pr ve ke� a = b. Ak zap¡¨emet£to nerovnos� pre ka�d� z odpovedaj£cich s�¡tancov na �avej strane danej nerovnosti,dostaneme tri nerovnosti2x + y 5 1pxy ; 2y + z 5 1pyz ; 2z + x 5 1pzxa ich s�¡tan¡m nerovnos�, ktor£ po vyn soben¡ oboch str n kladn�m �¡slom pxyzprevedieme na nerovnos� zo zadania £lohy.Rovnos� nast va, len ke� plat¡ x = y = z.B { I { 4Uva�ujme ¨tvorsten ABCD, pre ktor�ho d��ky hr n pod�a zadania plat¡jABj = jCDj = p; jBCj = jDAj = q; jCAj = jBDj = r:Steny uva�ovan�ho ¨tvorstena s£ tvoren� ¨tyrmi zhodn�mi trojuholn¡kmi (so stra-nami p, q, r), teda zo vzorca pre objem ihlana vypl�va, �e v¨etky ¨tyri telesov� v�¨kymaj£ rovnak£ ve�kos� v. Uva�ujme �alej vn£tri ¨tvorstena ABCD bod M , ktor� m  odv¨etk�ch jeho stien rovnak£ vzdialenos� d. Vzh�adom k tomu, �e ¨tvorsteny ABCM ,ABDM , BCDM a CADM maj£ rovnak� objem, mus¡ sa tento objem rovna� ¨tvrtineobjemu cel�ho ¨tvorstena ABCD. Plat¡ preto v = 4d. T�m je d�kaz skon�en�.



44 47. ro�n¡k matematickej olympi dyB { I { 5S�¡tan¡m v¨etk�ch troch rovn¡c dostaneme6(x + y + z) = 3p; t.j. x + y + z = p2 :Ak dosad¡me t£to hodnotu do �av�ch str n jednotliv�ch rovn¡c s£stavy upraven�chpod�a vzoru a + 2b+ 3c = 2(a+ b + c) + c� a;dostaneme po £prave nasleduj£cu s£stavu rovn¡c (u� bez parametra p):z � x = x2 � z2; x � y = y2 � x2; y � z = z2 � y2:Z prvej rovnice �ahko zist¡me, �e plat¡ z�x = 0 alebo z+x+1 = 0. Podobne z druhej,resp. tretej rovnice dost vame x � y = 0 alebo x + y + 1 = 0, resp. y � z = 0 aleboy+z+1 = 0. Preto�e dan  s£stava rovn¡c sa nemen¡ cyklickou permut ciou nezn mychx, y, z, sta�¡ rozl¡¨i� dva pr¡pady:(i) x = y = z. Z po�iato�nej s£stavy potom �ahko ur�¡me, �e jedin�m rie¨en¡m jetrojica (x; y; z) = �p6 ; p6 ; p6� :(ii) x = y a z = �x � 1. Pre tak� trojice nezn mych je dan  s£stava ekvivalentn s jedinou rovnicou 2x = p+ 2 (o tom sa �ahko presved�¡me dosaden¡m), tak�e plat¡x = y = 1 + p2 a z = �2� p2 :Permutovan¡m trojice (x; y; z) v pr¡pade (i) �iadne �al¨ie rie¨enie nedostaneme,v pr¡pade (ii) s£ v�sledkom rie¨enia�1 + p2 ; 1 + p2 ; �2� p2� ; ��2� p2 ; 1 + p2 ; 1 + p2� ; �1 + p2 ; �2� p2 ; 1 + p2� :Rie¨enie danej s£stavy je jedin�, pr ve ke�p6 = 1 + p2 = �2� p2 :To nastane len pre p = �3. Pre ka�d� in� p m  s£stava pr ve ¨tyri rie¨enia, lebo �iadnedve z �¡sel 16p, 1 + 12p, �2� 12p sa pre p 6= �3 nerovnaj£.B { I { 6Ozna�me ABCD uva�ovan� konvexn� ¨tvoruholn¡k a K, L,M a N ozna�me po radestredy jeho str n AB, BC, CD a DA. �tvoruholn¡k KLMN je v�dy rovnobe�n¡k (nie-kedy naz�van� Varignonov rovnobe�n¡k ¨tvoruholn¡ka ABCD), lebo jeho strany KL,



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 45LM , MN , NK s£ po rade stredn�mi prie�kami v trojuholn¡koch ABC, BCD, CDA,DAB. Plat¡ teda KL k AC k MN a LM k BD k NK. Obsah rovnobe�n¡ka KLMNje pritom rovn� polovici obsahu ¨tvoruholn¡ka ABCD. Ak maj£ obe uhloprie�ky KMa LN v rovnobe�n¡ku KLMN t£ ist£ d��ku d, je KLMN pravouholn¡k, v ktoromplat¡ KL ? LM , a je teda aj AC ? BD. Dok zali sme, �e uhloprie�ky AC a BD¨tvoruholn¡ka ABCD s£ navz jom kolm�.�tvoruholn¡k ABCD m  najv��¨¡ obsah, pr ve ke� m  najv��¨¡ obsah pr¡slu¨n�pravouholn¡k KLMN . Medzi v¨etk�mi pravouholn¡kmi s danou uhloprie�kou d m najv��¨¡ obsah ¨tvorec, ktor�ho obsah je 12d2. Najv��¨¡ mo�n� obsah ¨tvoruholn¡kaABCD je teda d2. Tak� obsah m  ka�d� uva�ovan� ¨tvoruholn¡k, ktor� m  zhodn�a navz jom kolm� uhloprie�ky d��ky dp2 (napr¡klad ten na obr. 19).
D BA

C
N KLM�Obr. 19B { S { 1Druh£ rovnicu uprav¡me na tvar (1 � c)ab + (a + b)c = 0: Pod�a prvej rovnice je v¨aka+ b = 1� c, tak�e odtia� dost vame podmienku (1� c)(ab+ c) = 0: Preto�e p�vodn s£stava bola symetrick  vzh�adom k nezn mym a, b, c, pok£sime sa e¨te upravi� �inite�ab + c. Pomocou prvej rovnice tak dostanemeab + c = ab + (1� a� b) = a(b � 1) + (1� b) = (1� a)(1 � b);tak�e (1 � c)(ab + c) = (1� a)(1 � b)(1 � c) = 0:Odtia� vypl�va, �e niektor� z �¡sel a, b, c je nutne rovn� jednej, ostatn� dve z nich s£potom (z rovnosti a+ b+ c = 1) �¡sla navz jom opa�n�. Trojica (a; b; c) m  teda jedenz tvarov (1; k;�k); (k; 1;�k); (k;�k; 1);kde k je vhodn� �¡slo. Dosaden¡m sa �ahko presved�¡me, �e s£ to skuto�ne rie¨enia, a topre �ubovo�n� re lne �¡slo k.



46 47. ro�n¡k matematickej olympi dyRie¨enie 2. Pou�ijeme ¨tandardn� postup pre rie¨enie s£stav rovn¡c. Z prvej rovnicevyjadr¡me napr¡klad "nezn mu\ c = 1�a�b a dosad¡me do druhej rovnice, ktor£ potombudeme rie¨i� vzh�adom na "nezn mu\ b (pova�uj£c a za "parameter\). Dostaneme takpo rutinn�ch £prav ch kvadratick£ rovnicu(a � 1)b2 + (a2 � 2a+ 1)b + (a � a2) = 0:Jej koe�cienty, ako �ahko vid¡me, maj£ spolo�n� �inite� a�1, tak�e rovnicu pred rie¨en¡me¨te uprav¡me: (a � 1)�b2 + (a� 1)b � a� = 0:Preto�e korene troj�lena v hranat�ch z tvork ch s£ b1 = 1 a b2 = �a, mus¡ nasta�jeden z pr¡padov a = 1, b = 1, alebo b = �a. Z ver je rovnak� ako v prvom rie¨en¡.Rie¨enie 3. V oboch rovniciach vystupuj£ v�razy, ktor�, ako vieme, s£visia s koe�-cientami mnoho�lena P (x) = (x�a)(x� b)(x� c). Tak zist¡me, �e ak s£ obidve rovnicesplnen�, m  mnoho�len P (x) tvar x3 � x2 + px � p, kde p = abc. Vtedy plat¡ P (1) == 1� 1 + p� p = 0, tak�e �¡slo 1 mus¡ by� jedn�m z kore¤ov a, b, c mnoho�lena P (x).Z ver je rovnak� ako v prvom rie¨en¡.B { S { 2Ozna�me K, L,M , N po rade stredy str n AB, BC, CD, DA uva�ovan�ho konvexn�ho¨tvoruholn¡ka ABCD. �tvoruholn¡k KLMN je rovnobe�n¡k, lebo ka�d  z jeho str n jestrednou prie�kou v niektorom z trojuholn¡kov ABC, BCD, CDA a DAB, na ktor�uhloprie�ky dan� ¨tvoruholn¡k rozdelia, tak�e KL k AC k MN a LM k BD k MK(bolo to vyu�it� aj v £lohe B{I{6). Ak maj£ naviac jeho uhloprie�ky KM a LN t£ ist£d��ku, je KLMN pravouholn¡k, a preto s£ uhloprie�ky AC a BD dan�ho konvexn�ho¨tvoruholn¡ka ABCD navz jom kolm�.Ozna�me P priese�n¡k uhloprie�ok AC a BD ¨tvoruholn¡ka ABCD. Ak pou�ijemePytagorovu vetu postupne na pravouhl� trojuholn¡ky ABP , BCP , CDP a DAP , do-staneme jPAj2 + jPBj2 = jABj2;jPBj2 + jPCj2 = jBCj2;jPCj2 + jPDj2 = jCDj2;jPDj2 + jPAj2 = jDAj2:S£�tom prvej a tretej, resp. druhej a ¨tvrtej rovnosti vyjdejABj2 + jCDj2 = jPAj2 + jPBj2 + jPCj2 + jPDj2 = jBCj2 + jDAj2;�o sme mali dok za�.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 47B { S { 3Ozna�me a, b, c a d jednomiestne �¡sla v rohov�ch poliach h�adanej tabu�ky (obr. 20)a e �¡slo v jej stredovompoli. Vzh�adom k s£mernosti (preklopen¡m pod�a jednej z uhlop-rie�ok alebo stredn�ho st�pca �i riadku sa uva�ovan� vlastnosti tabu�ky nezmenia)m��eme predpoklada�, �e a 5 d, b 5 c a a + d 5 b + c, a preto�e m  plati� a ++ b + c + d 5 9, bude za uveden�ch predpokladov a + d 5 4 a b + c 5 5. Z rovnostiaed = bec vypl�va ad = bc, tak�e sta�¡ presk£ma� nasleduj£cich p�� mo�nost¡:adbc 1111 1212 1313 2214 2222 a bec dObr. 20V ka�dom z t�chto piatich pr¡padov m��eme pomocou "prostred-n�ho\ �¡sla e rovnakou met¢dou vyjadri� ostatn� �¡sla tabu�ky, a totak, �e vyu�ijeme rovnos� s£�inov �¡sel na obidvoch uhloprie�kach, voboch krajn�ch riadkoch a v oboch krajn�ch st�pcoch. Tabu�ky potomvyzeraj£ takto:1 e 1e e e1 e 1 1 2e 1e e e2 12e 2 1 3e 1e e e3 13e 3 2 2e 112e e 2e4 12e 2 2 e 2e e e2 e 2Ak teraz porovn me spom¡nan� s£�iny so s£�inom �¡sel v druhom riadku (�i v dru-hom st�pci), dostaneme v ka�dom z uveden�ch pr¡padov jedin£ rovnicue3 = (ad)e; kde postupne ad = 1; 2; 3; 4; 4:T to rovnica m  v prirodzen�ch �¡slach rie¨enie len pre ad 2 f1; 4g, ktor�mu zodpove-daj£ tri tabu�ky na obr. 21. Z poslednej tabu�ky dostaneme spom¡nan�mi s£mernos�amie¨te tri �al¨ie, ale ako �ahko zist¡me, vznikne ka�d  z nich oto�en¡m uvedenej tabu�kyo 90�. 1 1 11 1 11 1 1 2 2 22 2 22 2 2 2 4 11 2 44 1 2Obr. 21B { II { 1Z druhej a tretej rovnice, ktor� uprav¡me do tvarux(z � 2) = 2z; y(z � 3) = 3z;



48 47. ro�n¡k matematickej olympi dyvypl�va podmienka z =2 f2; 3g a vyjadreniex = 2zz � 2 ; y = 3zz � 3 : (1)Dosaden¡m do prvej rovnice s£stavy dostaneme6z2(z � 2)(z � 3) = 2azz � 2 + 3azz � 3a po £prave z�(6 � 5a)z + 12a� = 0:Odtia� vypl�va, �e je bu� z = 0 (potom x = y = 0), alebo (za predpokladu a 6= 65 )z = 12a5a� 6 ;odkia� pod�a (1) dost vame rie¨eniex = 12aa+ 6 ; y = 12a6� a ; z = 12a5a � 6 : (2)Pritom podmienka z =2 f2; 3g je ekvivalentn  s podmienkou a =2 f�6; 6g. Naviac siv¨imnime, �e pre a = 0 d va (2) rie¨enie x = y = z = 0. Toto rie¨enie zrejme s£stavevyhovuje pre �ubovo�n� re lne a.Z ver. Pre a 2 f�6; 0; 65 ; 6g m  s£stava jedin� rie¨enie x = y = z = 0, pre ostatn�re lne a m  s£stava naviac aj nenulov� rie¨enie (2).In� rie¨enie. Trojica x = y = z = 0 je rie¨en¡m danej s£stavy. Z druhej a tretejrovnice vypl�va, �e pokia� je jedno z �¡sel x, y, z rovn� nule, s£ nulov� aj ostatn� dve.Preto �alej predpokladajme, �e xyz 6= 0. Potom nutne aj a 6= 0. S£stavu prep¡¨emedo tvaru 1a = 1x + 1y ; 12 = 1x + 1z ; 13 = 1y + 1z :To je s£stava line rnych rovn¡c vzh�adom k nezn mym 1x , 1y , 1z . �ahko n jdeme jej(jedin�) rie¨enie 1x = 112 + 12a ; 1y = � 112 + 12a ; 1z = 512 � 12a:Odtia� ur�¡me trojicu x = 12aa+ 6 ; y = 12a6� a ; z = 12a5a � 6 ; (3)



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria B 49ktor  je rie¨en¡m, pokia� a =2 f�6; 6; 65g.Z ver. Pre a 2 f�6; 0; 65 ; 6g m  s£stava jedin� rie¨enie x = y = z = 0; pre ostatn�hodnoty a m  s£stava aj druh� rie¨enie (3).B { II { 2Ozna�me T �a�isko uva�ovan�ho trojuholn¡ka ABC, S stred jeho strany AB. Z pod-mienky 3c = 2tc vypl�va 13tc = 12c. Plat¡ teda jSAj = jSBj = jST j = 12c. To znamen ,�e bod S je stredom kru�nice op¡sanej trojuholn¡ku ABT , ktor  je T lesovou kru�nicouzostrojenou nad priemerom AB. Plat¡ preto j<)ATBj = 90�. Odtia� u� bezprostrednevypl�va kon¨trukcia:Najprv pod�a vety sus zostroj¡me trojuholn¡k ABT , v ktorom plat¡jAT j = 23 ta = 6cm; jBT j = 23 tb = 8cm a j<)ATBj = 90�;a �alej u� �ahko zostroj¡me trojuholn¡k ABC.�loha m  pr ve jedno rie¨enie. B { II { 3 a b cd e fg h iObr. 22Uva�ujme ¨tvorcov£ tabu�ku 3 � 3 (obr. 22) sp�¤aj£cu podmienky£lohy.a) Z tabu�ky je zjavn�, �e pre uva�ovan� s£�in s plat¡s = (aei)(def)(gec)(adg)(cfi) = e3:�¡slo s je teda tre�ou mocninou prirodzen�ho �¡sla e, ktor� je umiest-nen� uprostred tabu�ky. 1 e2 ee2 e 1e 1 e2Obr. 23b) Bez ujmy na v¨eobecnosti predpokladajme, �e a = 1 (oto�en¡mtabu�ky o 90� alebo o 180� sa uva�ovan� vlastnosti tabu�ky nezmenia).Vzh�adom na v�sledok �asti a) zo s£�inu �¡sel na oboch uhloprie�kachzist¡me, �e mus¡ by� i = e2 a c = e2g . Zo s£�inu �¡sel v tre�om riadkupotom dostaneme, �e h = eg , a zo s£�inu �¡sel v tre�om st�pci f = ge .Preto�e h i f s£ prirodzen� �¡sla, mus¡ by� e = g, a preto tie� h = f == 1. Uva�ovan  ¨tvorcov  tabu�ka je teda typovo zhodn  s tabu�kouna obr. 23. Odtia� vypl�va, �e s£�et v¨etk�ch ¨tyroch �¡sel v jej rohov�chpol¡�kach je a + c+ g + i = 1 + e+ e+ e2 = (1 + e)2;�o je druh  mocnina prirodzen�ho �¡sla. T�m je d�kaz ukon�en�.



50 47. ro�n¡k matematickej olympi dyB { II { 4Ozna�me �, �, 
 ve�kosti vn£torn�ch uhlov trojuholn¡ka ABC. P�ty v�¨ok A1 a B1(obr. 24) le�ia na T lesovej kru�nici s priemeromAB, ¨tvoruholn¡kABA1B1 je teda teti-vov� a pre jeho proti�ahl� uhly plat¡ j<)CABj+ j<)BA1B1j = 180�. Je teda j<)B1A1Cj == �, tak�e trojuholn¡ky ABC a A1B1C s£ podobn� pod�a vety uu.
A BC A1B1� 
�Obr. 24Ak ozna�¡me po rade % a %1 polomery kru�n¡c vp¡san�ch trojuholn¡kom ABCa A1B1C, zo spom¡nanej podobnosti vypl�vacos 
 = jB1CjjBCj = jA1CjjACj = %1% = 12 ;tak�e 
 = 60�. Vzh�adom na to, �e � = 40�, dost vame kone�ne � = 80�.T�m je £loha vyrie¨en .



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 51Kateg¢ria AA { I { 1Ozna�me k = 1997 a v¨imnime si, �e pre ka�d� n plat¡k2n+1 � 1 = �k2n�2 � 12 = �k2n � 1��k2n + 1�: (1)To n m umo�n¡ dokazova� uveden� tvrdenie indukciou. Za�neme s hodnotou n = 0,lebo �¡slo k�1 je delite�n� �¡slom 22. Preto�e �¡slo k2n+1 je pre ka�d� n p rne, vypl�vaz (1), �e pokia� �¡slo k2n�1 je delite�n� �¡slom 2n+2, je �¡slo k2n+1�1 delite�n� �¡slom 2 �� 2n+2, teda �¡slom 2n+3. T�m je d�kaz indukciou ukon�en�. Dodajme, �e namiesto (1)je mo�n� podobne vyu�i� aj rovnosti�k2n � 1�2 = k2n+1 � 2 � k2n + 1 = �k2n+1 � 1�� 2�k2n � 1�:In� rie¨enie. Namiesto matematickej indukcie m��eme vyu�i� binomick£ vetu a do-k za�, �e pre ka�d� cel� �¡slo k je rozdiel (4k + 1)2n � 1 delite�n� �¡slom 2n+2. (Odtia�vo�bou k = 499 dostaneme tvrdenie £lohy.) Z binomickej vety pre exponent 2n vypl�varozklad (4k + 1)2n � 1 = (4k)2n +�2n1 �(4k)2n�1 + : : :++�2nj �(4k)2n�j + : : : +� 2n2n � 1�4k: (2)Prv� s�¡tanec napravo je delite�n� mocninou 22n+1, a teda aj mocninou 2n+2, lebon+2 5 2n+1 pre ka�d� cel� n = 0 (�ahk  indukcia). Teraz pre ka�d� j 2 f1; 2; : : : ; 2n��1g zist¡me, akou mocninou �¡sla 2 je delite�n� kombina�n� �¡slo �2nj �. Na to vyu�ijemevyjadrenie �2nj � = 2nj � 2n � 11 � 2n � 22 � 2n � 33 � : : : � 2n � j + 1j � 1 ; (3)ktor� je v�hodn� preto, �e �¡sla i a 2n � i (1 5 i 5 2n � 1) maj£ vo svojich rozkladochna prvo�initele t£ ist£ mocninu �¡sla 2. Ak je preto j = 2�l, kde 0 5 � 5 n � 1 a l jenep rne, je pod�a (3) uva�ovan� �¡slo �2nj � nep rnym n sobkom mocniny 2n��. Odtia�vypl�va, �e �¡slom 2n+2 je delite�n� ka�d� s�¡tanec na pravej strane (2) pr ve vtedy,ke� pre ka�d� uva�ovan� index j plat¡ nerovnos� n + 2 5 (n � �) + 2(2n � j), alebo� + 2 5 2(2n � j). Preto�e � + 2 5 2�+1 (�ahk  indukcia), sta�¡ n m dok za� silnej¨ienerovnosti 2� 5 2n�j. Tie ale vypl�vaj£ z de�n¡cie �¡sel � = �(j): preto�e mocnina 2�del¡ �¡slo j, del¡ aj �¡slo 2n � j, tak�e ho neprevy¨uje.



52 47. ro�n¡k matematickej olympi dyA { I { 2Aby sme jedn�m postupom splnili obidve �asti £lohy, h�adajme v¨etky tak� body Dstrany BC dan�ho trojuholn¡ka ABC, pre ktor� pri ozna�en¡ z obr. 25 plat¡ a1a2+d2 == bc (porovnajte s rovnos�ou zo zadania). Z kos¡nusov�ch viet pre trojuholn¡ky ABDa ACD c2 = a21 + d2 � 2a1d cos!;b2 = a22 + d2 + 2a2d cos! B CA Da1 a2d bc !�Obr. 25vyl£�ime cos! a to tak, �e k a2-n sobku prvej rovnice pripo�¡tame a1-n sobok rovnicedruhej. Po £prave dostaneme a1b2+a2c2 = (a1a2+d2)(a1++ a2), odkia� vid¡me, �e rovnos� a1a2 + d2 = bc plat¡, pr veke� a1b2+a2c2 = bc(a1+a2), �o je algebraicky ekvivalentn�s rovnos�ou a1b(b�c) = a2c(b�c). To znamen , �e sk£man rovnos� v pr¡pade b = c plat¡ pre ka�d� bod D 2 BC (tak�eodpove� na ot zku zo z veru zadania je kladn ). Naopakv pr¡pade b 6= c plat¡ pre (jedin�) bod D 2 BC, pre ktor�a1b = a2c, alebo a1 : a2 = c : b. �ahko nahliadneme, �e je topr ve ten bod strany BC, ktor� le�¡ na osi uhla BAC.A { I { 3a) Postupne n jdeme v¨etky slov  d��ok 2, 3 a 4. Z mo�n�ch skup¡n d��ky 2 slovaminie s£ pr ve BB (neobsahuje �iadne A) a AA (je nepr¡pustn�ho tvaru). Tak�e slov d��ky 2 s£ pr ve AB a BA. Z nich vytvor¡me nepr¡pustn� tvary d��ky 3: ABA a BAA.Ostatn� skupiny d��ky 3 (s v�nimkou BBB), teda slov  s£: AAA, AAB, ABB, BAB,BBA. Ak prip¡¨eme na ich koniec v�dy p¡smeno A, dostaneme p�� nepr¡pustn�chtvarov d��ky 4: AAAA, AABA, ABBA, BABA, BBAA. Ostatn� skupiny d��ky 4(s v�nimkou BBBB) s£ teda h�adan� slov : AAAB, AABB, ABAA, ABAB, ABBB,BAAA, BAAB, BABB, BBAB, BBBA.b) Pod�a �asti a) vieme, �e p1 = 1, p2 = 2, p3 = 5 a p4 = 10. Teraz pre ka�d� n = 1vyjadr¡me po�et pn+1 pomocou po�tu pn. Rozdel¡me teda v¨etky slov  d��ky n + 1do dvoch skup¡n pod�a toho, ktor�m p¡smenom kon�ia: t�ch, ktor� s£ tvaru : : : A, jepr ve 2n � pn (pred posledn�m A stoj¡ �ubovo�n  skupina d��ky n, ktor  nie je slovo);t�ch, ktor� s£ tvaru : : : B, je pr ve 2n � 1 (pred posledn�m B stoj¡ �ubovo�n  skupinad��ky n okrem BB : : : B). Preto plat¡ pn+1 = (2n � pn) + (2n � 1) = 2n+1 � 1 � pn.Z vyjadren¡ pre pn+1 a pn+2 vypl�va: pn+2 = 2n+2� 1� pn+1 = 2n+2� 1� (2n+1� 1��pn) = pn+2n+1. Z toho budeme ur�ova� hodnoty pn oddelene pre p rne a pre nep rneindexy n: p2k�1 = p2k�3 + 22k�2 = p2k�5 + 22k�4 + 22k�2 = : : : == p1 + 22 + 24 + : : : + 22k�4 + 22k�2 == 1 + 4 + 42 + : : : + 4k�2 + 4k�1 = 4k � 13 ;



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 53p2k = p2k�2 + 22k�1 = p2k�4 + 22k�3 + 22k�1 = : : : == p2 + 23 + 25 + : : :+ 22k�3 + 22k�1 == 2 + 2 � 41 + 2 � 42 + : : :+ 2 � 4k�2 + 2 � 4k�1 = 2 � (4k � 1)3 :N jden� vzorce platia pre ka�d� k = 1. Dodajme, �e ich m��eme zap¡sa� jednotn�msp�sobom pn = 2n+2 + (�1)n+1 � 36 (n = 1; 2; 3; 4; : : : ):In� rie¨enie. Odli¨n� postup rie¨enia zalo�¡me na priamom (t.j. nerekurentnom)popise slov dan�ho jazyka. Nie je �a�k� sa dovt¡pi�, �e rozhodnutie o tom, �i je dan skupina p¡smen A, B slovom, podstatne z vis¡ na parite po�tu p¡smen A, ktor�misa t to skupina kon�¡. Najprv je jasn�, �e skupina kon�iaca p¡smenom B je slovo,pr ve ke� obsahuje aspo¤ jedno p¡smeno A. Skupina AA : : : A| {z }q-kr t (neobsahuj£ca �iadnep¡smeno B) je zrejme slovo, pr ve ke� je po�et q jeho p¡smen nep rny. "Zost va\rozhodn£� o skupin ch X1X2 : : : XrBAA : : : A| {z }q-kr t ;kde q a r s£ �ubovo�n� po�ty (nevylu�ujeme, �e r = 0). Zap¡san  skupina je slovo, pr veke� bu� q je nep rne a X1X2 : : : XrB slovo nie je (teda Xi = B pre ka�d� i), alebo qje p rne a X1X2 : : : XrB slovo je (�i�e r = 1 a Xi = A pre niektor� i). D�kaz poslednejvety sa jednoducho prevedie indukciou pod�a �¡sla q.Z¡skan� popis umo�¤uje priamo nielen vyp¡sa� v¨etky slov  danej d��ky n, ale tie�ur�i� ich po�et pn, a to pomocou rozdelenia slov do skup¡n pod�a po�tu q p¡smen A,ktor�mi jednotliv� slov  kon�ia (0 5 q 5 n). V ka�dej takejto skupine s£ v¨etky slov tvaru X1X2 : : :Xn�q AA : : : A| {z }q-kr t ;kde v pr¡pade q < n nutne Xn�q = B. Pre dan� nep rne q je tohoto tvaru jedin� slovo(odpovedaj£ce po�iato�nej skupine X1X2 : : :Xn�q = BB : : :B), pre dan� p rne q 55 n�2 je tak�chto slov pr ve 2n�q�1�1 (lebo potom Xn�q = B a X1X2 : : : Xn�q�1 je�ubovo�n  z 2n�q�1�1 skup¡n p¡smen obsahuj£cich aspo¤ jedno A), napokon pre p rneq 2 fn� 1; ng tak� slovo neexistuje (tak�e vyjadrenie 2n�q�1 � 1 plat¡ aj pre q = n �� 1). Ak spo�¡tame tieto po�ty pre q 2 f0; 1; : : : ; ng, dostaneme v pr¡pade nep rnehon = 2k � 1p2k�1 = (22k�2 � 1)| {z }q=0 + 1|{z}q=1 +(22k�4 � 1)| {z }q=2 + 1|{z}q=3 + : : :+ (20 � 1)| {z }q=2k�2 + 1|{z}q=2k�1 == 4k�1 + 4k�2 + : : :+ 4 + 1 = 4k � 13 ;



54 47. ro�n¡k matematickej olympi dyzatia� �o pre p rne n = 2k n m vyjdep2k = (22k�1 � 1)| {z }q=0 + 1|{z}q=1+(22k�3 � 1)| {z }q=2 + 1|{z}q=3+ : : :+ (21 � 1)| {z }q=2k�2 + 1|{z}q=2k�1+ 0|{z}q=2k== 2 � (4k�1 + 4k�2 + : : :+ 4 + 1) = 2 � (4k � 1)3 :A { I { 4a) �se�ka KL je �a�nicou trojuholn¡ka ABL (obr. 26). Preto vz�ah KL ? AB plat¡,pr ve ke� jALj = jBLj. �se�ky AL a BL s£ ale �a�nice v zhodn�ch trojuholn¡kochADCa BCD (veta sss), s£ teda zhodn�. Podobne sa z trojuholn¡ka CDK vysvetl¡, pre�oKL ? CD. K predch dzaj£cemu e¨te dodajme, �e pod�a Pytagorovej vety a vzorcovpre d��ky �a�n¡c plat¡jKLj2 = jALj2 � jAKj2 = 2q2 + 2r2 � p24 � p24 = q2 + r2 � p22 :Pre stru�nos� �alej ozna�ujeme d = jKLj; ur�en£ hodnotu d2 potom dosad¡me, ke� tobude vhodn�.
ABD C

K
Lp2 p2

p2 p2 qq r r�Obr. 26 ABC D
K
LEFxy p2

p2
�Obr. 27b) Pre �ubovo�n� body E, F na prie�ke KL ozna�me x = jKEj, y = jLF j (obr. 27).Potom jEF j = jd� x � yj,jAEj2+ jEF j2+ jFCj2 = (jAKj2 + x2) + (d�x� y)2 + (jLCj2+ y2) = 2 � p24 + f(x; y);kde f(x; y) = x2+(d�x�y)2+y2. Uk �eme, �e plat¡ odhad f(x; y) = f(d3 ; d3 ), z ktor�hovypl�va, �e najmen¨ia hodnota s£�tu jAEj2 + jEF j2 + jFCj2 je rovn p22 + f�d3 ; d3� = p22 + d23 = p22 + q2 + r2 � p26 = 2p2 + q2 + r26 :



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 55(T to hodnota sa dosiahne, ke� jAEj = jEF j = jFCj = 13 jKLj.) Spom¡nan� odhadvypl�va okam�ite z Cauchyho nerovnosti 3(u2 + v2 + w2) = (u + v + w)2, platnejpre �ubovo�n£ trojicu re lnych �¡sel u, v, w. Ak sa na ¤u nechceme odvol va�, m��emeprevies� algebraick� £pravy kvadratick�ch v�razov, ktor�m obvykle hovor¡me doplneniena ¨tvorec:f(x; y) = x2 + (d� x � y)2 + y2 = 2x2 � 2x(d � y) + (d� y)2 + y2 == 2�x� d� y2 �2 + 12(d � y)2 + y2 == 2�x� d� y2 �2 + 32y2 � dy + 12d2 == 2�x� d� y2 �2 + 32�y � d3�2 + 13d2:Hodnota f(x; y) je teda najmen¨ia, pokia� x = d� y2 a y = d3 , alebo x = y = d3 .
B0 A A0BD C 0 CD0

KLf epr d q�Obr. 28
In� rie¨enie. V �asti a) m��eme postupova� odli¨ne, ke� vyu�ijeme aj inokedy uplat-¤ovan� trik: dan� ¨tvorsten dopln¡me na rovnobe�nosten. Sp�sob vid¡me na obr. 28,kde je ¨tvorsten ABCD doplnen� na rovnobe�nosten AA0BB0C 0CD0D: £se�ku A0B0dostaneme posunut¡m hrany CD o vektor �!LK, £se�ku C 0D0 posunut¡m hrany ABo vektor �!KL.Zo zhodnosti hr n AB a CD vypl�va, �e stena AA0BB0je rovnobe�n¡k, ktor�ho uhloprie�ky s£ zhodn�, teda pra-vouholn¡k. Rovnak£ vlastnos� maj£ aj ostatn� steny rov-nobe�nostena AA0BB0C 0CD0D, ktor� je preto kv der(ka�d� dve z hr n AA0, AB0, AC 0 s£ toti� navz jomkolm�). T�m je tvrdenie a) dok zan�. D��ku d prie�kyKL,ktor£ potrebujeme v �asti b), teraz ur�¡me ako d��ku hranyAC 0. Ak ozna�¡me e¨te e = jAA0j a f = jAB0j, potomnezn me rozmery d; e; f n ¨ho kv dra m��eme vypo�¡ta�pomocou d��ok p; q; r jeho stenov�ch uhloprie�ok, t.j. zos£stavy troch Pytagorovych viet d2 + e2 = q2, d2 + f2 = r2, e2 + f2 = p2. Tak (bezvzorca pre d��ku �a�nice v¨eobecn�ho trojuholn¡ka) dospejeme k rovnak�mu v�sledku:d2 = q2 + r2 � p22 . A { I { 5Ozna�me vrec£¨ka �¡slami 1; 2; : : : ; 7 a symbolom bij t£ farbu, z ktorej n jdeme po jed-nej gu���ke vo vrec£¨kach i a j, 1 5 i < j 5 7. (Ak je kandid tok na niektor� bijviac, vyberieme �ubovo�n£ z nich.) Medzi t�mito �72� = 21 farbami bij je pod�a zadaniananajv�¨ 7 r�znych.a) Keby gu���ky �ubovo�nej farby boli zast£pen� nanajv�¨ v dvoch vrec£¨kach, museliby by� v¨etky spom¡nan� farby bij navz jom r�zne, a to je spor. Dodajme, �e tvrdenie a)



56 47. ro�n¡k matematickej olympi dyplat¡, aj ke� sa za�iato�n� po�et vrec£¨ok zn¡�i zo sedem na p�� (a po�et farieb rovn�sedem sa zachov ), lebo �52� > 7.b) Predpokladajme, �e z ka�dej farby boli rozdelen� len 3 gu���ky. Potom je ka�d farba zast£pen  v nanajv�¨ troch vrec£¨kach, tak�e sa ka�dej farbe rovnaj£ nanajv�¨�32� = 3 hodnoty bij . To je pod�a £vodn�ho odstavca mo�n�, len ke� v¨etk�ch 21(= �72� = 7�32�) hodn�t bij je tvoren�ch siedmymi trojicami zhodn�ch farieb, tak�egu���ky ka�dej farby s£ rozdelen� po jednej do troch r�znych vrec£¨ok.Rozdelenie za podmienky z tvrdenia b) je mo�n� (a a� na permut cie farieb a vre-c£¨ok jedin�). Pop¡¨eme ho siedmymi trojprvkov�mi mno�inami f1; 2; 3g, f1; 4; 5g,f1; 6; 7g, f2; 4; 6g, f2; 5; 7g, f3; 4; 7g a f3; 5; 6g, ur�uj£cimi, ktor� tri z vrec£¨ok1; 2; : : : ; 7 obsahuj£ gu���ky jednotliv�ch farieb. (D  sa to interpretova� aj inak: ktor�tri z farieb 1; 2; : : : ; 7 s£ zast£pen� v jednotliv�ch vrec£¨kach.) Overte, �e ka�d� dve�¡sla z f1; 2; : : : ; 7g le�ia s£�asne v jednej zo siedmych vyp¡san�ch mno�¡n (a �e ka�d�dve z t�chto mno�¡n maj£ spolo�n� pr ve jeden prvok).A { I { 6H�adan  priamka EF mus¡ pret¡na� dve proti�ahl� strany dan�ho lichobe�n¡ka ABCD.Nem��u to by� z kladne (obr. 29): aby AEFD a EBCF boli podobn� ¨tvoruholn¡ky,musel by druh� z nich ma� (rovnako ako ten prv�) dva vn£torn� uhly prav�, a to m��uby� len uhly pri vrcholoch E a F ; potom by v¨ak AEFD bol pravouholn¡k, zatia� �oEBCF nie.A BCD EF�Obr. 29 A BCDE F�Obr. 30 A BCDE Fac�Obr. 31Ak maj£ by� ¨tvoruholn¡ky ABFE a EFCD z obr. 30 podobn�, mus¡ by� uhol ABFzhodn� s jedn�m z uhlov EFC alebo FED. Tieto dve mo�nosti teraz rozl¡¨ime ako a)a b).a) j]ABF j = j]EFCj. V tomto pr¡pade s£ ABFE a EFCD pravouhl� lichobe�n¡ky(obr. 31). Zo vz�ahu jABj : jEF j = jEF j : jCDj dost vamejEF j = pac: (1)Kon¨trukcia takejto prie�ky EF je �ahk : najprv na £se�ke AB n jdeme bod F1, prektor� jAF1j = pac (t£to d��ku zostroj¡me pod�a jednej z Euklidov�ch viet); £se�kuAF1 potom dopln¡me na pravouholn¡k AF1FE. Takto zostrojen� ¨tvoruholn¡ky ABFEa EFCD s£ skuto�ne podobn�.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 57b) j]ABF j = j]FEDj. Z obr. 32 je jasn�, �e t to rovnos� nastane, pr ve ke� EF ?? BC. Podobnos� ¨tvoruholn¡kovABFE aEFCD m��e by� dvojak�ho druhu:ABFE �� FEDC alebo ABFE � DEFC. Tieto dve mo�nosti teraz rozl¡¨ime ako b1) a b2).b1) ABFE � FEDC. Z pomerov jABj : jFEj = jFEj : jDCj op�� vych dzarovnos� (1). �se�ka EF m  teda zn mu d��ku, a je kolm  na BC, tak�e sa �ahkozostroj¡. Podobnos� ABFE � FEDC sa potom zd�vodn¡ podobne ako v pr¡pade a).b2) ABFE � DEFC. Z pomerov jABj : jDEj = jAEj : jDCj m mejAEj � jDEj = ac: (2)T�m je bod E na ramene AD ur�en� a jeho kon¨trukciu mo�no zalo�i� na Euklidovejvete o v�¨ke. Bod F potom zostroj¡me ako kolm� priemet bodu E na rameno BC. Z ta-kejto kon¨trukcie vypl�va podobnos�4ABE � 4DEC (veta sus), a teda aj podobnos�ABFE � DEFC.Diskusia: Preto�e c < pac < a, rie¨enie z �asti a) je v�dy pr ve jedno.
A BCDE Fac	Obr. 32 A BCDE FGH ac ��
Obr. 33 A BCD G�Obr. 34�as� b1): �se�ka (o ktorej d��ke zatia� ni� nepredpoklad me), ktor  je kolm na priamku BC, a ktorej krajn� body le�ia vn£tri ramien AD a BC, existuje, lenke� kolm� priemet G bodu A na priamku BC padne medzi body B a C (obr. 33).Vypl�va to z toho, �e uhol � = ]ABC je ostr�. Nepriazniv  situ cia (obr. 34) sa vyl£�ipodmienkou jBGj < jBCj = b. Preto�e jBGj = a cos � = a � a� cb , dost vame po �ahkej£prave ekvivalentn£ podmienku b >pa(a � c): (3)(To je podstatn� obmedzenie, a priori toti� zrejme plat¡ len slab¨ia nerovnos� b > a�c).Uk �me, �e podmienka (3) sama o sebe u� zaru�uje, �e kon¨truovan  prie�ka EF d��kypac existuje a je jedin . Z trojuholn¡kov ABG a CHD toti� vypl�va jAGj = a sin �a jHCj = csin� , tak�e jAGj � jHCj = ac. To znamen , �e d��ka pac je geometrick�mpriemerom d��ok z kladn¡ AG a HC pravouhl�ho lichobe�n¡ka GAHC. Preto prie�kaEF existuje, je jedin , a pri jej kon¨trukcii mo�no postupova� sp�sobom z �asti a)n ¨ho rie¨enia, ak uva�ujeme lichobe�n¡k GAHC namiesto lichobe�n¡ka ABCD. In�



58 47. ro�n¡k matematickej olympi dypekn� vysvetlenie poskytuje obr. 35, na ktorom pod�a Euklidovej vety o odvesn chpravouhl�ho trojuholn¡ka ABX m me jZCj = jAXj = pac a jBXj = pa(a � c);nerovnosti jHCj < pac < jAGj preto vypl�vaj£ z tupouhl�ch trojuholn¡kov ZCHa AGX.�as� b2): Bod E ur�en� rovnos�ou (2) na ramene AD d��ky d existuje, pr ve ke�14d2 = ac (vypl�va to z priebehu kvadratickej funkcie f(x) = x(d � x) na intervalex 2 (0; d), kde x = jAEj). Preto�e d2 = b2 � (a� c)2, dost vame odtia� �ahkou £pravouexisten�n£ podmienku b = a+ c; (4)ktor  je silnej¨ia ako (3), tak�e pre £se�ku AG zais�uje potrebn£ polohu z obr. 35Pomocou vyjadrenia jDHj = c � cotg � = c � a� cd sa jednoduch�m v�po�tom over¡,�e za podmienky (4) platia obidve nerovnosti jDHj < 12d a jAHj � jDHj < ac, ktor�zaru�uj£, �e ka�d� bod E £se�ky AD sp�¤aj£ci (2) je vn£torn�m bodom £se�ky AH(tak� body s£ dva, resp. jeden, ak plat¡ v (4) ostr  nerovnos�, resp. rovnos�). Pretokolm� priemet F tak�ho bodu E na priamku BC skuto�ne padne medzi body B a C.
A BCD GH X YZ cc a�c�Obr. 35 A BCDE F
Obr. 36 A BCDE F�Obr. 37Z ver diskusie: �loha m . 1 rie¨enie, ak je a � c < b 5pa(a � c),. 2 rie¨enia, ak je pa(a � c) < b < a+ c,. 3 rie¨enia, ak je b = a+ c,. 4 rie¨enia, ak je b > a+ c.In� rie¨enie. Pop¡¨eme in� rozbor �ast¡ b1) a b2) predch dzaj£ceho postupu. V pr-vom pr¡pade dost vame z podobnosti trojuholn¡kov CED � EBF rovnos� uhlov CEDa EBF (obr. 36), �o pod�a vety o obvodovom a £sekovom uhle znamen , �e priamkaADje doty�nicou ku kru�nici op¡sanej trojuholn¡ku ECB. T£to kru�nicu vieme zostroji�,lebo m  prech dza� dan�mi bodmi B, C a dot�ka� sa danej £se�ky AD. Pr¡slu¨n�bod dotyku je h�adan� bod E, jeho kolm�m priemetom na rameno BC dostaneme bodF . Podobnos� ABFE � FEDC je potom zaru�en , ke��e 4EBF � 4CED pod�avety uu.�as� b2): Z rovnosti uhlov CEF a EBF (obr. 37) vid¡me, �e uhol BEC je prav�.Preto m��eme bod E zostroji� ako priese�n¡k £se�ky AD s T lesovou kru�nicou nad



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 59priemerom BC. Bod F potom dostaneme rovnako ako v �asti b1). Tak isto sa dok �eaj podobnos� ABFE � DEFC, tentokr t na z klade toho, �e 4EBF � 4CEF .
A BCDE F GHP C 0 a � cc d b�Obr. 38

Diskusia: Ozna�me P priese�n¡k priamok AD a BC (obr. 38) a �alej H priese�n¡kkolmice na BC v bode C s priamkou AD a G kolm� priemet vrcholu A na priamkuBC. Z podobnosti trojuholn¡kov HCP � BAP vypl�vajPCjjPHj = jPAjjPBj :Pre bod E mus¡ teda plati�jPEj2 = jPCj � jPBj = jPAj � jPHj:Odtia� vypl�va, �e h�adan� bod E existuje, pr ve ke� jPEj > jPHj (vzh�adom k pred-ch dzaj£cej rovnosti je potom aj jPHj < jPEj < jPAj). Z podobn�ch trojuholn¡kovC 0BC � CHP a ABP � DCP vyjadr¡mejPHj = bd jPCj; jPEj2 = jPBj � jPCj = ac jPCj2:Nerovnos� jPEj > jPHj je teda ekvivalentn  nerovnostib2c < ad2 = ab2 � a(a � c)2; alebo (a � c)�b2 � a(a � c)� > 0:Dost vame tak nutn£ a posta�uj£cu podmienku (3).
A B

C XY�Obr. 39V druhom pr¡pade je zrejm�, �e T lesova kru�nica nad prie-merom BC pretne stranu AD, pr ve ke� bude pre jej polomer12b plati� 12b = 12(a + c)(vzdialenos� stredu strany BC od priamky AD je ve�kos�strednej prie�ky lichobe�n¡ka ABCD).A { S { 1Sk£man£ rovnos� prep¡¨eme do tvaru jBCj : jBY j = jACj : jAXj a obidva pomeryvyjadr¡me pomocou s¡nusov�ch viet pre trojuholn¡ky BCY a ACX (v ktor�ch priobvyklom ozna�en¡ vn£torn�ch uhlov trojuholn¡ka ABC zrejme plat¡ j]BY Cj = �+ 12�a j]AXCj = � + 12�, obr. 39):jBCjjBY j = sin(�+ 12�)sin 
 a jACjjAXj = sin(� + 12�)sin
 :H�ad me preto pr ve tie trojuholn¡ky, pre ktor�sin(�+ 12�) = sin(� + 12�):



60 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPreto�e obidva argumenty le�ia medzi 0� a 180�, rovnos� ich s¡nusov nastane, len pokia��+ 12� = � + 12�, alebo (�+ 12�) + (� + 12�) = 180�. Prv  podmienka znamen  � = �,druh  �+ � = 120�, alebo 
 = 60�.Mal  obmena prvej �asti: Ak porovn me sk£man£ rovnos� s v¨eobecne platnourovnos�ou jBCj � jAP j = jACj � jBQj, kde AP a BQ s£ v�¨ky dan�ho trojuholn¡ka,dostaneme ekvivalentn£ podmienku v tvare jAP j : jAXj = jBQj : jBY j. Z pravouhl�chtrojuholn¡kov APX a BQY potom op�� vyjde rovnos� sin(� + 12�) = sin(� + 12�).Odpove�: H�adan�mi s£ pr ve tie trojuholn¡ky, pre ktor� plat¡ jACj = jBCj aleboj]ACBj = 60�. A { S { 2Rovnosti p1 = 2 a p2 = 4 s£ zrejm�, lebo pri slov ch d��ok 1 a 2 �iadne obmedzeniana susedn� znaky vlastne nie s£. Pre pevn� k = 1 rozdel¡me v¨etky pr¡pustn� slov X1X2 : : :Xk+2 d��ky k+2 do ¨tyroch skup¡n pod�a poslednej dvojice znakovXk+1Xk+2:a) Ak je Xk+1Xk+2 = AA, potom nutne Xk = B, tak�e X1X2 : : : Xk je niektor�pr¡pustn� slovo d��ky k kon�iace znakom B.b) Ak je Xk+1Xk+2 = BB, potom nutne Xk = A, tak�e X1X2 : : : Xk je niektor�pr¡pustn� slovo d��ky k kon�iace znakom A.c) Ak je Xk+1Xk+2 = AB, potom X1X2 : : :Xk+1 je niektor� pr¡pustn� slovo d��kyk + 1 kon�iace znakom A.d) Ak je Xk+1Xk+2 = BA, potom X1X2 : : :Xk+1 je niektor� pr¡pustn� slovo d��kyk + 1 kon�iace znakom B.V prv�ch dvoch skupin ch je spolu pr ve pk slov, lebo ka�d� pr¡pustn� slovo d��ky ksa v popisoch uveden�ch v bodoch a) a b) objav¡ pr ve raz. Podobne sa pomocouv¨etk�ch pr¡pustn�ch slov d��ky k+1 us£di, �e v posledn�ch dvoch skupin ch je spolupr ve pk+1 slov. T�m je rovnos� pk+2 = pk+1 + pk dok zan .A { S { 3S�¡tan¡m prv�ch dvoch rovn¡c dostaneme(u+ v)(x + y) = (x + y)2;odkia� vypl�va x + y = 0 alebo x + y = u+ v:V prvom pr¡pade po dosaden¡ y = �x do prvej rovnice dostaneme x(u � v) = 0,odkia� u = v (lebo pod�a zadania x 6= 0). Po dosaden¡ y = �x a u = v do tretej rovnicedostaneme po �ahkej £prave rovnicu x2 + u2 = 0;ktor  v na¨om obore nem  rie¨enie.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 61V druhom pr¡pade (ke� x + y = u + v) je prav  strana prvej rovnice rovn  x(x ++ y) = x(u + v), to je ux+ vx. Porovnan¡m s �avou stranou ux+ vy preto (s oh�adomna v 6= 0) vych dza x = y. V tomto pr¡pade tedax = y = 12(u+ v);po dosaden¡ do tretej rovnice �u+ v2 �2 + uv = u2 + v2;vyjde po £prave (u � v)2 = 0. Z toho u = v, teda x = y = u = v. T�m je cel� d�kazukon�en�.Pozn mka: Ani v obore v¨etk�ch re lnych �¡sel (vr tane nuly) in� rie¨enia ako x == y = u = v neexistuj£. Dok �eme to, ke� predch dzaj£ci postup dopln¡me o rozbordvoch situ ci¡:a) x+ y = 0 a x = 0. Zrejme y = 0 a z tretej rovnice s£stavy, ktor  m  teraz tvaruv = u2 + v2;u� vypl�va u = v = 0.b) x + y = u+ v a v = 0. Zrejme x + y = u a tretia rovnica s£stavy m  teraz tvarxy = u2;tak�e xy = (x+ y)2. Odtia� u� vypl�va x = y = 0, a preto aj u = 0.A { II { 1Tvrdenie dok �eme indukciou pod�a �¡sla n. M��eme za�a� od hodnoty n = 0: �¡slo1 99730 + 1 je skuto�ne n sobkom �¡sla 33 (1 998 = 27 � 74). Ak plat¡ pod�a induk�n�hopredpokladu rovnos� 1 9973n + 1 = 3n+3kn pre vhodn� prirodzen� �¡slo kn, dostanemezo vzorca A3 + B3 = (A + B)3 � 3AB(A + B) pre hodnoty A = 19973n a B = 1nasleduj£ce vyjadrenie:1 9973n+1 + 1 = �3n+3kn�3 � 3 � 1 9973n � (3n+3kn) = 3n+4�32n+5k3n � 1 9973nkn�:T�m je d�kaz ukon�en�.Dodajme, �e pri druhom induk�nom kroku bolo tie� mo�n� vyu�i� rozkladx3n+1 + 1 = �x3n�3 + 13 = �x3n + 1��x2�3n � x3n + 1�a vysvetli�, pre�o pre x = 1997 je druh� �inite� delite�n� tromi: �¡sla 1 9972�3n a 1 9973ntoti� po delen¡ tromi d vaj£ po rade zvy¨ky 1 a 2.



62 47. ro�n¡k matematickej olympi dyA { II { 2V�¨ku st�pca budeme ud va� po�tom kame¤ov, z ktor�ch je st�pec vytvoren�. Ak jev uva�ovanom rade x st�pcov tej istej v�¨ky v, mus¡ v ka�dej z x � 1 medzier medzinimi st � nejak� st�pec v�¨ky aspo¤ v+1, tak�e st�pcov v�¨ky v je nanajv�¨ o 1 viac akov¨etk�ch st�pcov v�¨ok aspo¤ v + 1. Ak vyu�ijeme tento poznatok postupne pre v = k,k� 1, k � 2, : : : , zist¡me, �e st�pec maxim lnej v�¨ky k je jedin�, st�pce v�¨ky k� 1 s£nanajv�¨ 2 (o 1 viac ako 1), st�pce v�¨ky k� 2 nanajv�¨ 4 (o 1 viac ako 1+ 2), st�pcovv�¨ky k � 3 je nanajv�¨ 8 (o 1 viac ako 1 + 2 + 4), : : :Tak sa (form lne indukciou)over¡, �e st�pcov v�¨ky k � j je nanajv�¨ 2j (o 1 viac ako 1 + 2+ � � �+ 2j�1). S�¡tan¡mpre j = 0; 1; : : : ; k � 1 dostaneme odhad pre po�et n v¨etk�ch st�pcov uva�ovan�horadu: n 5 1 + 2 + 4 + � � �+ 2k�1 = 2k � 1:Hodnotu n = 2k � 1 je mo�n� dosiahnu�, kon¨trukcia pr¡slu¨n�ho radu je nasleduj£ca:najprv postav¡me 1 st�pec v�¨ky k, potom 2 st�pce v�¨ky k � 1, potom 4 st�pce v�¨kyk � 2 at�., a� na koniec 2k�1 st�pcov v�¨ky 1, a to v�dy do v¨etk�ch medzier medzi u�postaven� kamene a na obidva kraje radu. D  sa to vyjadri� sch�mou(k)! (k�1; k; k�1)! (k�2; k�1; k�2; k; k�2; k�1; k�2)! : : :! (1; 2; 1; : : : ; 1; 2; 1):In� rie¨enie. Indukciou pod�a �¡sla k uk �eme, �e h�adan  najv��¨ia mo�n  hod-nota n, ktor£ ozna�¡me nk, existuje, a �e plat¡ rovnos� nk+1 = 2nk + 1 pre ka�d�k = 1. Preto�e st�pec maxim lnej v�¨ky je v ka�dom uva�ovanom rade zrejme jedin�,plat¡ predov¨etk�m n1 = 1. Predpokladajme teraz, �e �¡slo nk existuje a uva�ujmeo �ubovo�nom rade danej vlastnosti, v ktorom m  (jedin�) najvy¨¨¡ st�pec v�¨ku k ++1 kame¤ov. Tento st�pec rozde�uje rad na dve �asti, ktor� tie� maj£ sk£man£ vlastnos�,v¨etky st�pce v nich v¨ak obsahuj£ nanajv�¨ k kame¤ov. Preto na ka�dej strane pri st�pcis k + 1 kame¤mi stoj¡ nanajv�¨ nk st�pcov (presnej¨ie: nanajv�¨ nk0 st�pcov, kde k0 jedruh� najv��¨¡ po�et kame¤ov v jednom st�pci cel�ho uva�ovan�ho radu; zrejme v¨aknk0 5 nk, kedyko�vek k0 5 k). Preto �¡slo nk+1 existuje a plat¡ odhad nk+1 5 nk ++ nk + 1. Na druhej strane, ak vezmeme dva rovnak� rady so sk£manou vlastnos�ou,a to pr ve s nk st�pcami (z ktor�ch najvy¨¨¡ obsahuje k kame¤ov) a postav¡me medzine st�pec s k + 1 kame¤mi, dostaneme rad, ktor� potvrdzuje odhad nk+1 = 2nk + 1.Rovnos� nk+1 = 2nk + 1 je tak dok zan .Z rovnost¡ n1 = 1 a nk+1 = 2nk + 1 sa u� �ahko uh dne a indukciou over¡ vzorecnk = 2k � 1. A { II { 3Ak od�¡tame od prvej rovnice druh£, a potom od tretej rovnice prv£, dostaneme rovnosti(x � y)(x + y + z) = 1 a (z � x)(x + y + z) = 1:



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 63Vypl�va z nich, �e �¡sla x � y a z � x s£, rovnako ako x + y + z, nutne r�zne od nulya obe sa rovnaj£ �¡slu s = (x + y + z)�1. Vyjadrenie y = x � s a z = x + s dosad¡medo p�vodnej s£stavy: x2 � (x + s)(x � s) = a;(x � s)2 � x(x + s) = a� 1;(x + s)2 � x(x � s) = a+ 1: (�)�ahko zist¡me, �e t to s£stava je ekvivalentn  s dvojicou rovn¡c s2 = a a 3xs = 1,z ktor�ch vypl�va podmienka rie¨ite�nosti a > 0 (lebo s 6= 0), ale aj vyjadrenie s == �pa a x = 13s = � 13pa , tak�e y = x � s = �1� 3a3pa a z = x + s = �1 + 3a3pa(vo v¨etk�ch vzorcoch plat¡ v�dy rovnak� znamienko). Preto�e s£stava (�) bola rie¨en ekvivalentn�mi £pravami, nie je potrebn� prev dza� sk£¨ku.Odpove� : Pre a 5 0 s£stava nem  �iadne rie¨enie, pre a > 0 existuj£ pr ve dverie¨enia (x; y; z), a to trojice� 13pa; 1� 3a3pa ; 1 + 3a3pa � a � �13pa ; �1 + 3a3pa ; �1� 3a3pa � :In� rie¨enie. �leny na �av�ch stran ch rovn¡c eliminujeme tak, �e s�¡tame y-n sobok prvej rovnice so z-n sobkom druhej a x-n sobkom tretej rovnice. Dostanemetak line rnu rovnicu 0 = ay + (a � 1)z + (a + 1)x. Podobne s�¡tan¡m z-n sobku prvejrovnice s x-n sobkom druhej a y-n sobkom tretej rovnice dostaneme 0 = az + (a �� 1)x + (a + 1)y. Zo z¡skan�ch rovn¡c(a + 1)x+ ay + (a � 1)z = 0; (a � 1)x+ (a + 1)y + az = 0eliminujeme najprv premenn£ z (od�¡tan¡m (a � 1)-n sobku druhej od a-n sobkuprvej rovnice), v�sledkom je vyjadrenie y = (1 � 3a)x; potom podobnou elimin cioupremennej y dospejeme k rovnosti z = (1 + 3a)x. Ak dosad¡me tieto vyjadrenia y a zdo p�vodn�ch rovn¡c, dostaneme s£stavu9a2x2 = a;9a(a + 1)x2 = a+ 1;9a(a � 1)x2 = a� 1:T  je ekvivalentn  (bez oh�adu na hodnotu parametra a) s jedinou rovnicou 9ax2 = 1.Tak dost vame podmienku rie¨ite�nosti a > 0 a vzorce pre obidve rie¨eniax = � 13pa ; y = (1 � 3a)x = �1� 3a3pa ; z = (1 + 3a)x = �1 + 3a3pa :



64 47. ro�n¡k matematickej olympi dyA { II { 4Ozna�me � = j]BADj a 
 = j]BCDj. Plat¡j]BOCDj = 180� � (j]OCBDj+ j]OCDBj) == 180� � 12(j]CBDj+ j]CDBj) = 90� + 12
;podobne j]BOADj = 90� + 12�. Preto�e body A a OC le�ia v opa�n�ch polrovin chs hrani�nou priamkou BD, je podmienka a) £lohy ekvivalentn  s t�m, �e s£�et ve�kost¡uhlovBAD a BOCD je 180�, t.j. �+(90�+ 12
) = 180�. Podobne us£dime, �e podmienkab) je splnen , pr ve ke� 
 + (90� + 12�) = 180�. N jden  dvojica rovn¡c m  jedin�rie¨enie � = 
 = 60�. Preto body A a C le�ia ka�d� na inom z dvoch kruhov�chobl£kov, z ktor�ch je £se�ku BD vidie� pod uhlom 60�. Na druhej strane, ak si zvol¡me�ubovo�n� vn£torn� bod A jedn�ho z t�chto obl£kov, mo�no na druhom obl£ku vybra�bod C tak, aby ABCD bol konvexn� ¨tvoruholn¡k (sta�¡ napr¡klad trojuholn¡k ABDdoplni� na rovnobe�n¡k ABCD).Odpove� : H�adan£ mno�inu vrcholov A tvoria vn£torn� body dvoch kruhov�chobl£kov, z ktor�ch je £se�ku BD vidie� pod uhlom 60�.A { III { 1Ak je 0 < x < 3, tak je �av  strana rovnice men¨ia ako 34 = 81. Naopak pre x = 4 jenajmenej 44 = 256. Preto nutne [x] = 3. Pre tak� x rie¨ime rovnicu x � �x � [3x]� = 88.Preto�e x = 3, plat¡ [3x] = 9; keby sme pripustili, �e [3x] = 10, dostali by sme odhadx � �x � [3x]� = 3 � 3 � 10 = 90. Preto nutne [3x] = 9 a �alej rie¨ime rovnicu x � [9x] = 88za predpokladu 9 5 3x < 10, alebo 27 5 9x < 30. Pre 9x < 28 vych dza x � [9x] < 289 �� 27 = 84, pre 9x = 29 zase x � [9x] = 299 � 29 > 90, tak�e [9x] = 28. Vtedy z rovnicex � [9x] = 88 kone�ne vypl�va x = 8828 = 227 . Preto�e pre n jden� �¡slo x plat¡[x] = h227 i = 3; [3x] = h667 i = 9; [9x] = h1987 i = 28;je to skuto�ne (jedin�) rie¨enie. A { III { 2Uva�ujme v¨etk�ch �147 � = 3432 s£�tovS = 1x1 + 1x2 + : : :+ 1x7 ;kde x1 < x2 < : : : < x7 je �ubovo�n  sedmica vybran  z dan�ch ¨trn stich prirodzen�ch�¡sel. Pre ka�d� z t�chto s£�tov S platia nasleduj£ce odhady0 < S 5 11 + 12 + : : :+ 17 = 2 + 14 + 15 + 17 < 3;



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 65tak�e ide o 3 432 (nie nutne r�znych) �¡sel z otvoren�ho intervalu (0; 3). Preto sa niektor�dva z uva�ovan�ch s£�tov l¡¨ia o menej ako 0;001. Ak vyl£�ime z oboch pr¡slu¨n�chsedm¡c pr¡padn� spolo�n� prvky, zmen¨ia sa obidva s£�ty o rovnak£ hodnotu (tak�esa ich rozdiel nezmen¡) a v ka�dej skupine ostane rovnak� (nenulov�, lebo to boli dver�zne sedmice) po�et prvkov. T�m je tvrdenie £lohy dok zan�.A { III { 3Ozna�me % polomer vp¡sanej gule a vA, vB , vC , vD telesov� v�¨ky dan�ho ¨tvorstena(s indexmi pod�a vrcholov, z ktor�ch vych dzaj£). Od�at� ¨tvorsten AKLM (obr. 40) jerovno�ahl� pod�a stredu A s cel�m ¨tvorstenom ABCD. S£�ty d��ok ich hr n s£ pretov rovnakom pomere ako ich telesov� v�¨ky zo spolo�n�ho vrcholu A, teda v pomere(vA�2%) : vA, lebo 2% je vzdialenos� rov¡n KLM a BCD (s£ toti� rovnobe�n� a obidvesa dot�kaj£ vp¡sanej gule).
B CD

AK LM�Obr. 40
Rovnak£ £vahu m��eme zopakova� pre zvy¨n� tri od�at� ¨tvorsteny. Na¨ou £lohouje preto dok za� rovnos�vA � 2%vA + vB � 2%vB + vC � 2%vC + vD � 2%vD = 2;ktor  je ekvivalentn  s rovnos�ou%� 1vA + 1vB + 1vC + 1vD � = 1:Na to n m posl£�i nasleduj£ca £vaha o objeme V a po-vrchu S ¨tvorstena ABCD. Najprv S = SA + SB ++SC+SD (kde SX je obsah tej steny, ktor  neobsahujevrchol X), �alej V = 13SAvA = 13SBvB = 13SCvC = 13SDvDa kone�ne V = 13%S. Pod�a t�chto vzorcov plat¡%� 1vA + 1vB + 1vC + 1vD � = 3VS �SA3V + SB3V + SC3V + SD3V � = 1a t�m je d�kaz ukon�en�. A { III { 4Preto�e 1 998 = 33(3 � 24 + 2), je sk£man� rozdiel dm � 1 998 delite�n� �¡slom 34 (o in£situ ciu sa ani nemus¡me stara�), pr ve ke� je aj mocnina dm tvarudm = 33(3k + 2) (1)



66 47. ro�n¡k matematickej olympi dypre vhodn� cel� �¡slo k. Odtia� najprv vypl�va, �e 3 j d a �e exponent m je nep rne�¡slo men¨ie ako 4. Z rove¤ v¨ak m 6= 1, lebo �iadne �¡slo d 2 f1; 2; : : : ; 31g nie jetvaru pravej strany (1). Preto nutne m = 3. Potom ale z (1) vypl�va, �e 32 - d, tedad = 3(3n� 1) pre vhodn� znamienko a niektor� cel� �¡slo n. Dosaden¡m dostanemedm � 1 998 = (9n� 3)3 � 33(3 � 24 + 2) = 33 �33n3 � 33n2 + 32n� 1� 3 � 24� 2� :�ahko nahliadneme, �e hodnota v�razu v hranatej z tvorke je delite�n  tromi lenpri mo�nosti so znamienkom m¡nus, ani vtedy v¨ak nie je delite�n  deviatimi (je toti�tvaru 9N � 3 � 25). H�adan  najv��¨ia mocnina je preto 34 a zodpoved  pr ve t�mmarcov�m (m = 3) d¤om, ktor� maj£ poradov� �¡slo tvaru d = 3(3n � 1), teda 6., 15.a 24. marca. A { III { 5Z kladne KL a MN ka�d�ho z uva�ovan�ch lichobe�n¡kov KLMN s£ dve rovnobe�n�tetivy kru�nice k, tak�e maj£ spolo�n£ os s£mernosti. Na nej le�¡ stred S kru�nice k,stredy P a Q z kladn¡ KL a MN , priese�n¡k U uhloprie�ok KM a LN aj priese�n¡kA pred��en�ch ramien (teda polpriamok) KN a LM (obr. 41). A
K LMN PQR SU pq'
�Obr. 41

Preto�e polpriamka AS od vo�by lichobe�n¡kaKLMN nez vis¡, sta�¡ dok za�, �e od tejto vo�bynez vis¡ ani d��ka £se�ky AU . Vyjadr¡me ju najprvpomocou d��ok p = jAP j a q = jAQj (uk �e sa, �eje ich harmonick�m priemerom). D��ky jPU j a jQU j�ahko vypo�¡tame z dvojice rovn¡cjPU j+ jQU j = p� q a jPU jjQU j = jKLjjMN j = pq(rovnosti pomerov vypl�vaj£ z podobnost¡4KLU �� 4MNU a 4KLA � 4NMA). Vyjde n mjPU j = p(p � q)p+ q a jQU j = q(p� q)p+ q ;a pretojAU j = jAQj+ jQU j = q + q(p � q)p + q = 2pqp+ q :Teraz sem dosad¡me p = jAKj � cos' a q = jAN j �� cos', kde ' = j]PAKj, a potom pri £prave vyu�i-jeme to, �e jAKj+ jAN j = 2jARj = 2jASj � cos';



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria A 67kde R je stred tetivy KN . Dostaneme takjAU j = 2pqp+ q = 2jAKj � jAN j � cos2 '(jAKj+ jAN j) � cos' = jAKj � jAN jjASj :Zost va vyu�i� mocnos� bodu A k danej kru�nici k(S; r): s£�in jAKj � jAN j je rovn�rozdielu jASj2 � r2, teda od vo�by lichobe�n¡ka KLMN nez vis¡. Nez vislos� ve�kostijAU j je tak dok zan .Pre zauj¡mavos� e¨te dopl¤me v�po�etjUSj = jASj � jAU j = jASj � jASj2 � r2jASj = r2jASj ;z ktor�ho vypl�va rovnos� jASj � jUSj = r2. To znamen , �e body A a U s£ zdru-�en� v kruhovej inverzii pod�a kru�nice k. Tento poznatok m��eme zd�vodni� (a takvlastne vyrie¨i� cel£ £lohu) aj nasleduj£cim sp�sobom (zalo�en�m v¨ak na niektor�chz kladn�ch vlastnostiach kruhovej inverzie). Preto�ej]KAM j + j]KSM j = 2'+ 2j]KLM j = 2'+ 2(90� � ') = 180�;le�ia body K, S, M , A na jednej kru�nici. Jej obrazom v spom¡nanej kruhovej inverziije priamkaKM , lebo zobrazovan  kru�nica prech dza stredom inverzie S a body K,Ms£ samodru�n�. Obraz bodu A je teda priese�n¡k priamky KM s polpriamkou AS, �oje pr ve bod U . A
K LMNT SU�Obr. 42

In� rie¨enie. Rovnako ako v prvom rie¨en¡ vyu�ijeme osov£ s£mernos� ka�d�hoz uva�ovan�ch lichobe�n¡kovKLMN pod�a priamky SA, na ktorej preto le�¡ aj priese�-n¡k U jeho uhloprie�ok. Nech T je jeden z dvoch koncov�ch bodov tej tetivy kru�nice k,ktor  je kolm  na SA a prech dza bodom U .Preto�e £se�ka AU le�¡ na osi uhla KAM ,pod�a £lohy z dom ceho kola plat¡ v trojuholn¡ku KAM rovnos�jAU j2 = jAKj � jAM j � jKU j � jMU j:Vieme tie�, �e jAM j = jAN j a jKU j � jMU j = jTU j2(mocnos� bodu U ku kru�nici k). Z posledn�ch troch rovnost¡ dostanemejAKj � jAN j = jAKj � jAM j = jAU j2 + jKU j � jMU j = jAU j2 + jTU j2 = jAT j2:Rovnos� jAKj � jAN j = jAT j2 znamen , �e bod T je bodom dotyku jednej z t�ch dvochdoty�n¡c kru�nice k, ktor� prech dzaj£ bodom A. Tieto doty�nice, a teda aj bod U ,nez visia od vo�by lichobe�n¡ka KLMN . T�m je £loha vyrie¨en . K pr ve uveden�mupostupu e¨te dodajme, �e pod�a Euklidovej vety o odvesne ST pravouhl�ho trojuholn¡kaATS plat¡ rovnos� jST j2 = jSU j�jSAj. T  znovu potvrdzuje, �e body A a U s£ zdru�en�v kruhovej inverzii pod�a kru�nice k.



68 47. ro�n¡k matematickej olympi dyA { III { 6Prav  strana prvej rovnice m  rovnak� znamienko ako nezn ma x ( 6= 0), �av  stranaako s£�in yz ( 6= 0). �ubovo�n� rie¨enie (x; y; z) danej s£stavy preto sp�¤a podmienkuxyz > 0: (1)Ako vieme, kladn� �¡sla a, b, c tvoria strany niektor�ho trojuholn¡ka pr ve vtedy, ke�je kladn� ka�d� z troch �¡sela + b � c; a+ c� b; b + c� a: (2)Ak je (x; y; z) rie¨enie danej s£stavy, taka+ b � c = x�yz + zy�+ y� zx + xz�� z�xy + yx� = 2xyz ;�o je pod�a (1) kladn� �¡slo. Analogicky zist¡me, �ea+ c� b = 2xzy > 0 a b + c� a = 2yzx > 0:V druhej �asti rie¨enia naopak predpokladajme, �e ka�d� z �¡sel (2) je kladn� a n j-dime v¨etky rie¨enia danej s£stavy (aj ke� by sta�ilo uvies� jedno rie¨enie). Pom��un m pri tom predch dzaj£ce v�po�ty, pod�a ktor�ch mus¡ napr¡klad plati�(a + b� c)(a + c� b) = 2xyz � 2xzy = 4x2:T to a �al¨ie dve analogick� rovnosti ved£ k vyjadreniux = "12 p(a + b� c)(a + c� b)y = "22 p(a + b� c)(b + c� a)z = "32 p(a + c� b)(b + c� a)9>>>>=>>>>; ; (3)kde "i = �1 pre i 2 f1; 2; 3g, pritom "1"2"3 = 1 pod�a (1). Tak� trojice ("1; "2; "3) s£zrejme pr ve ¨tyri. Pod�a (3) tak dost vame ¨tyri trojice (x; y; z). Priamym dosaden¡ma rutinn�m v�po�tom over¡me, �e s£ to skuto�ne rie¨enia zadanej s£stavy.



Pr¡pravn� s£stredenia pred MMOPred medzin rodnou matematickou olympi dou (MMO) sa ka�doro�ne kon  jednov�berov� a jedno pr¡pravn� s£stredenie pre najlep¨¡ch rie¨ite�ov tretieho kola kateg¢-rie A. Po prvom z nich SK MO vyberie 6 najlep¨¡ch ¨tudentov do reprezenta�n�hodru�stva Slovenska a ur�¡ dvoch n hradn¡kov. Druh� s£stredenie je zameran� na pr¡p-ravu ¨es��lenn�ho reprezenta�n�ho dru�stva.Na v�berovom s£streden¡ pred MMO sa z£�astnilo 11 s£�a�iacich, naj£spe¨nej¨¡chrie¨ite�ov tretieho kola MO kateg¢rie A. S£stredenie sa konalo v d¤och 29.3.{4.4.1998v Bratislave. S£�a�iaci boli ubytovan¡ v priestoroch EKOIUVENTY a s£�a�ili na MFFUK. Ka�d� de¤ ¨tudenti rie¨ili s�riu ¨tyroch (v posledn� de¤ s£stredenia iba troch)£loh pri rovnak�ch podmienkach ako na MMO. V poobed¤aj¨¡ch hodin ch sa konalspolo�n� rozbor £loh s lektorom. Na konci s£stredenia sa z¡skan� body za jednotliv� dnis�¡tali a s prihliadnut¡m na v�sledky tretieho kola MO a in� v�sledky (predch dzaj£ca£�as� na MMO, v�sledky kore¨ponden�n�ho semin ra SK MO) bolo vybran� ¨es��lenn�dru�stvo, ktor� sa z£�astn¡ MMO.V�sledky s£stredenia:1. Peter Koz k 45,5 7. Peter Husz r 34,52. Vladim¡r Zajac 44,5 8. Mat£¨ Medo 263. Franti¨ek Kardo¨ 43 9. Miroslava Sot kov  25,54. Juraj F�ldes 42,5 10.-11. Krist¡na �ernekov  24,55. J n �pakula 39 10.-11. Cyril Adamu¨�in 24,56. Peter Novotn� 37�lohy zad vali lektori z Bratislavy:RNDr. Pavol �ernek, CSc., MFF UK, £lohy 1 { 4,Eugen Kov �, MFF UK, £lohy 5 { 8,J n B be�a, MFF UK, £lohy 9 { 12,Ivan Cimr k, MFF UK, £lohy 13 { 16,Richard Koll r, MFF UK, £lohy 17 { 20,RNDr. Pavol �ernek, CSc., MFF UK, £lohy 21 { 23.Pre vybran� dru�stvo sa organizovalo e¨te jedno pr¡pravn� s£stredenie v d¤och 15.{20.6.1998 v zariaden¡ IUVENTY na Zochovej chate. Toto s£stredenie bolo zameran�viac na vedomostn£ pr¡pravu ¨tudentov a jeho obsahom boli predn ¨ky na vybran�t�my. Lektormi boli:Richard Koll r, MFF UK Bratislava (Invarianty, Te¢ria �¡sel),doc. RNDr. �tefan Sol�an, CSc., MFF UK Bratislava (Koline rnos�)doc. RNDr. J n �i�m r, CSc., MFF UK Bratislava (Geometria),J n B be�a, MFF UK Bratislava (Nerovnosti, Polyn¢my)



70 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZadania s£�a�n�ch £loh v�berov�ho s£stredenia pred MMO1. Postupnos� (an)1n=1 je dan  rekurentne predpisoman+2 = 2n+1 � 8an+1 � 15an:Pre ktor� hodnoty �lenov a1 a a2 je t to postupnos� rast£ca?2. V istom jazyku sa na tvorbu slov pou�¡va abeceda, ktor  m  4 samohl skya 5 spoluhl sok. Slov  tohoto jazyka maj£ �ubovo�n£ d��ku a nem��u v nichnasledova� za sebou ani dve samohl sky ani tri spoluhl sky. Dok �te, �e po�etv¨etk�ch slov d��ky 1 998 tohoto jazyka je delite�n� �¡slom 20666.3. V obore re lnych �¡sel rie¨te funkcion lnu rovnicu:f(x) = 3; 2f(x � [x]) + 5; 9x� 4; 3:4. Pre ktor� �¡sla � 2 R m  funkcion lna rovnicaf (�(2x + 3y)) = f(3x � 2y) + f �132 y�netrivi lne (nenulov�) rie¨enie?5. Do obd��nika ABCD s£ vp¡san� dva r�zne obd��niky so spolo�n�m vrcholomKna strane AB. Dok �te, �e s£�et obsahov t�chto dvoch obd��nikov je rovn�obsahu obd��nika ABCD.6. Nech A1A2 : : : An je pravideln� n-uholn¡k vp¡san� do jednotkovej kru�nice.Dok �te, �e jA1A2j � jA1A3j � : : : � jA1Anj = n :7. Dok �te, �e ak do ¨tvoruholn¡ka mo�no vp¡sa� kru�nicu, tak stredy jeho uhlop-rie�ok a stred jemu vp¡sanej kru�nice le�ia na jednej priamke.8. Dok �te, �e ak n je p rne, tak rovnica1 + x+ x22 + x33 + : : : + xnn = 0nem  rie¨enie v obore re lnych �¡sel.9. Nech �¡sla a; b; c s£ d��kami str n nejak�ho trojuholn¡ka, a nech pre p; q; r 2 Rplat¡ p+ q + r = 0. Dok �te, �e potoma2pq + b2qr + c2rp 5 0 :



Pr¡pravn� s£stredenia pred MMO 7110. Rie¨te v obore cel�ch �¡sel rovnicu�x2 � y2�2 = 1+ 16y :11. Dok �te, �e pre x; y; z 2 R+ plat¡ nerovnos�x7 + z3 + y3 + y7 + x3 + z3 + z7 + y3 + x3 5 13 :12. Nech �¡sla a; b; c s£ d��kami str n nejak�ho trojuholn¡ka. Dok �te, �e potom2 ��ab + bc + ca� = ac + cb + ba + 3 :13. Nech f : h0; 1i ! h0; 1i je spojit  a monot¢nna funkcia. Dok �te, �e pre ka�d�n 2 N mo�no jej graf pokry� n obd��nikmi tak�mi, �e ich strany s£ rovnobe�n�s osami x; y a obsah ka�d�ho z nich je najviac 1n2 .14. Mno�inaM obsahuje k disjunktn�ch £se�iek na priamke p. Je zn me, �e ka�d £se�ka d��ky nanajv�¨ 1 sa d  umiestni� na priamku p tak, �e oba jej koncepatria mno�ine M . Uk �te, �e s£�et d��ok £se�iek mno�iny M je aspo¤ 1k .15. Majme dan£ kocku. V ka�dom jej vrchole je zap¡san� nejak� prirodzen� �¡slo.V jednom kroku m��eme pripo�¡ta� jednotku k dvom �¡slam, ktor� s£ zap¡san�v susedn�ch vrcholoch (teda vrcholoch spojen�ch hranou). Zistite, �i z v�cho-dzej poz¡ciea) v siedmych vrcholoch je zap¡san� �¡slo 1 a v jednom vrchole �¡slo 2,b) v dvoch vrcholoch na stenovej uhloprie�ke je zap¡san� �¡slo 2 a v ostatn�ch�¡slo 1,mo�no z¡ska� po kone�nom po�te krokov stav, ke� bude v ka�dom vrcholezap¡san� to ist� �¡slo.16. V trojuholn¡ku ABC s obsahom S s£ strany rozdelen� na tretiny dvojicamibodov (po rade) K;L; M;N ; O;P . Vypo�¡tajte obsah prieniku trojuholn¡kovKMO a LNP .17. V rovine s£ dan� body P a Q le�iace v jednej z polrov¡n ur�en�ch priamkou p.Na priamke p n jdite bod M , pre ktor� je vzdialenos� piat v�¨ok trojuholn¡kaPQM na strany PM a QM najmen¨ia.18. V trojuholn¡ku ABC ozna�me V stred vp¡sanej kru�nice aM stred strany BC.Dok �te, �e ak ozna�¡me E priese�n¡k v�¨ky AH trojuholn¡ka s priamkouMV ,tak m  AE d��ku rovn£ polomeru kru�nice vp¡sanej trojuholn¡ku ABC.



72 47. ro�n¡k matematickej olympi dy19. Dan  je kru�nica k a priamka p. Ozna�me A p�tu kolmice spusten£ zo streduk na priamku p. Zvo�me na priamke p dva r�zne body B a C tak, aby jABj == jACj a ve�me po rade bodmiB a C priamky, ktor� pretn£ kru�nicu k po radev bodoch P , Q a M , N . Dok �te, �e ak ozna�¡me po rade R a S priese�n¡kypriamky p s priamkami PM a QN , tak jARj = jASj.20. Niektor� steny bieleho konvexn�ho mnohostena s£ nafarben� na �ierno, pri�om�iadne dve �ierne steny nemaj£ spolo�n£ hranu. Dok �te, �e do mnohostenasa ned  vp¡sa� gu�ov  plocha, ak je splnen  aspo¤ jedna z nasleduj£cichpodmienok:a) �iernych stien je viac ako polovica;b) obsah �iernych stien tvor¡ viac ako polovicu povrchu mnohostena.21. Dok �te, �e pre ka�d� bod X kru�nice op¡sanej rovnostrann�mu trojuholn¡kuABC je v�raz jAXj4 + jBXj4 + jCXj4kon¨tantn�.22. N jdite v¨etky dvojice prirodzen�ch �¡sel m a n, pre ktor� plat¡: NSN (m;n) == m+ 3n+ 32.23. Ak a1; a2; : : : ; a15 s£ r�zne prvo�¡sla tvoriace 15 za sebou id£cich �lenov arit-metickej postupnosti, tak diferencia tejto postupnosti je v��¨ia ako 300 000.



4. �eskoslovensk� stretnutieZochova chata, 4.{ 7. j£na 1998V d¤och 4.{7.6.1998 sa v pr¡jemnom prostred¡ zariadenia IUVENTY na Zochovejchate uskuto�nil u� ¨tvrt� ro�n¡k matematickej s£�a�e medzi olympionikmi �eskeja Slovenskej republiky. T£to s£�a� usporad£vaj£ striedavo obidve z£�astnen� krajiny;prv� ro�n¡k sa konal v Jev¡�ku, druh� v �iline, tret¡ v B¡lovci. Ved£cimi t¡mov bolitento rok RNDr. Karel Hor k, CSc. z �eskej republiky a Richard Koll r zo Slovenska,ktor¡ z rove¤ koordinovali opravovanie £loh.T to s£�a� je spolu s v�berov�m a pr¡pravn�m s£streden¡m s£�as�ou dlhodobejpr¡pravy na medzin rodn£ matematick£ olympi du (MMO). Na rozdiel od spom¡na-n�ch s£streden¡ si tu m��u ¨tudenti precvi�i� svoje schopnosti vo ve�mi podobn�chpodmienkach, ako ich �akaj£ na MMO. Na rie¨enie £loh maj£ ¨tyri a pol hodiny,�o je o pol hodiny viac ako vo v¨etk�ch kol ch na¨ej MO. Aj tematick� zameraniea n ro�nos� £loh je ove�a bli�¨ia MMO ako napr¡klad celo¨t tnemu kolu. Okrem t�chtod�le�it�ch faktov, je toto stretnutie aj stretnut¡m v pravom slova zmysle. S£�a�iaciz dvoch historicky sp�t�ch kraj¡n sa maj£ mo�nos� spozna� a naviaza� priate�stv ,ktor� v�razne pom haj£ aklimatiz cii v cudzom a �alekom prostred¡ MMO. Totostretnutie z rove¤ prispieva k uchov vaniu trad¡cie spolo�nej �eskoslovenskej olympi dya spolu so spolo�nou tvorbou £loh je prejavom, ktor�m najvy¨¨ie org ny MO v obochrepublik ch d vaj£ najavo svoj z ujem o vz jomn£ spolupr cu. V�sledky s£�a�e s£uveden� v tabu�ke.Por. Meno Ro�n¡k, �kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£�.1. Pavel Podbrdsk� 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 7 7 7 7 5 7 402. Luk ¨ Vok©¡nek 3 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 7 7 7 7 { 7 353. Jan ��ov¡�ek 4 G Kladno 7 7 7 6 { 7 344.{6. Juraj F�ldes 4 G J.Hronca, Bratislava 7 7 1 7 0 7 294.{6. Tom ¨ Han�l 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 7 7 7 7 1 { 294.{6. Franti¨ek Kardo¨ 4 G Alejov , Ko¨ice 7 7 0 1 7 7 297. Peter Koz k 3 G J.Hronca, Bratislava 6 7 2 0 3 7 258. Martin Vi¨�or 3 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 3 6 { 7 7 { 239. Krist¡na �ernekov  3 G Gr�sslingov , Bratislava 7 2 2 4 { 7 2210.{11. J n �pakula 4 G Po¨tov , Ko¨ice { 7 { 5 2 7 2110.{11. Vladim¡r Zajac 2 G Gr�sslingov , Bratislava 7 7 { 7 { { 2112. Libor Barto 4 G Hellichova 3, Praha 1 3 6 0 0 { 7 16Po £spechu v minulom ro�n¡ku, ke� sme boli prv�kr t £spe¨nej¨¡ ako dru�stvo�eskej republiky, na¨e dru�stvo nadviazalo na trad¡ciu �ahania za krat¨¡ koniec. T toskuto�nos� je o to smutnej¨ia, �e v tradi�nom volejbalovom stretnut¡ �esk¡ olympioniciobh jili minuloro�n� v¡�azstvo, aj ke� pri¨lo po ove�a tuh¨om boji.



74 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZadania £loh 4. �eskoslovensk�ho stretnutia�loha �.1Nech P je vn£torn� bod rovnobe�n¡ka ABCD. Dok �te, �e j<)APBj + j<)CPDj == 180� pr ve vtedy, ke� j<)PDCj = j<)PBCj. (Jury MMO)�loha �.2Dan� je polyn¢m P (x) stup¤a n, n = 5, s celo�¡seln�mi koe�cientami a s n navz jomr�znymi celo�¡seln�mi kore¤mi. N jdite v¨etky celo�¡seln� korene polyn¢mu P (P (x)),ak viete, �e jeden z kore¤ov P (x) je 0. (Bulharsko, MO)�loha �.3V konvexnom ¨es�uholn¡ku ABCDEF plat¡ jABj = jBCj, jCDj = jDEj a jEF j == jFAj. Dok �te, �e potom plat¡jBCjjBEj + jDEjjDAj + jFAjjFCj = 32 : (Jury MMO)�loha �.4Nech N = f1; 2; 3; : : : g ozna�uje mno�inu prirodzen�ch �¡sel. N jdite v¨etky funkcief : N! N n f1g, pre ktor� plat¡f(n) + f(n + 1) = f(n + 2) � f(n + 3)� 168 pre ka�d� n 2 N. (1)(Jury MMO)�loha �.5Ozna�me T �a�isko trojuholn¡ka ABC, v ktorom plat¡ j<) TABj = j<)ACT j. Ak£najv��¨iu hodnotu m��e nadob£da� s£�etsin j<)CAT j+ sin j<)CBT j ? (Bulharsko, MO)�loha �.6V t bore je n diev�at D1;D2; : : : ;Dn a 2n�1 chlapcov C1; C2; : : : , C2n�1. Pritom sadiev�a Di, i = 1; 2; : : : ; n, pozn  pr ve s chlapcami C1; C2; : : : ; C2i�1. Ozna�me A(n; r)po�et v¨etk�ch mo�n�ch sp�sobov vybratia r (r = 1) p rov (chlapec - diev�a) z det¡v t bore tak, aby ka�d� vybran� diev�a poznalo svojho chlapca v p re. Dok �te, �e plat¡A(n; r) = �nr� � n!(n � r)! : (Jury MMO)



4. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 75Rie¨enia £loh 4. �eskoslovensk�ho stretnutia�loha 1. A � D0 B � C 0CD
A0 B0PP 0�Obr. 43

V posunut¡ o vektor �!DA bude obrazom rovnobe�n¡kaABCD rovnobe�n¡k A0B0C 0D0, A � D0, B � C 0 (obr. 42).Potom je zrejme rovnos�j<)APBj + j<)CPDj = 180�ekvivalentn  s rovnos�ouj<)APBj+ j<)C 0P 0D0j = 180�;a t  je ekvivalentn  s t�m, �e je ¨tvoruholn¡k AP 0BPtetivov�.Ke��e PP 0 k CC 0, tak j<)P 0PBj = j<)PBCj. Potom je v¨ak rovnos� uhlov j<)CBP j == j<)CDP j ekvivalentn  s rovnos�ou j<)BPP 0j = j<)C 0D0P 0j, a t  je ekvivalentn  s t�m,�e je ¨tvoruholn¡k AP 0BP tetivov�.Spojen¡m predch dzaj£cich £vah je tvrdenie dok zan�.�loha 2.Pod�a zadania plat¡ P (x) = a � x � (x� x2) � : : : � (x� xn);kde a je nenulov� cel� �¡slo a xi s£ navz jom r�zne cel� �¡sla r�zne od nuly. PotomP (P (x)) = a � P (x) � (P (x) � x2) � : : : � (P (x) � xn):Je teda zrejm�, �e v¨etky korene P (x) s£ aj kore¤mi P (P (x)). Pripus�me, �e existujetak� kore¤ y polyn¢mu P (P (x)), ktor� je r�zny od 0; x2; x3; : : : ; xn. Potom zrejmeP (y) = xi pre nejak� i, i 2 f2; 3; : : : ; ng. Ke��ey � xijP (y) � P (xi) a P (xi) = 0; tak y � xijxi:Preto xi = k(y � xi) pre vhodn� cel� nenulov� �¡slo k.Na druhej stranexi = P (y) = a � y � (y � x2) � : : : � (y � xn); �i�e yjxi:Preto xi = l � y pre vhodn� cel� �¡slo l r�zne od 0 a 1.Preto teda l � y = xi = k(y � xi) = k(y � l � y), �i�e k = l1� l . Z toho vypl�va, �el = 2. Preto y = xi2 , teda xi mus¡ by� p rne. Potomxi = P (y) = P �xi2 � = a � xi2 ��xi2 � x2� � : : : ��xi2 � xn� ;



76 47. ro�n¡k matematickej olympi dyodkia� dost vame 2 = a ��xi2 � x2� � : : : ��xi2 � xn� ;�o v¨ak pre n = 5 nie je mo�n�, lebo na pravej strane je s£�in aspo¤ ¨tyroch r�znychcel�ch �¡sel, ale �¡slo 2 sa d  nap¡sa� ako s£�in maxim lne troch tak�ch �¡sel (napr.2 = 1 � (�1) � (�2)). Preto kore¤ y r�zny od 0; x2; : : : ; xn neexistuje.Celo�¡seln� korene P (P (x)) s£ pr ve v¨etky korene polyn¢mu P (x).�loha 3.Ozna�me jACj = a, jCEj = b a jEAj = c (obr. 43). A B CDEF a bc�Obr. 44
Z Ptolemaiovej nerovnosti pre ¨tvoruholn¡k ACEF do-st vamejAEj � jFCj 5 jAF j � jECj+ jACj � jEF j;�i�e (ke��e jAF j = jACj)c � jFCj 5 jAF j � b+ jAF j � a:Odtia� jFAjjFCj = ca + b :Analogicky sa dok �e jBCjjBEj = ab+ c a jDEjjDAj = ba+ c :Teraz u� sta�¡ dok za� nerovnos�ab + c + ba+ c + ca + b = 32 : (1)�ahkou £pravoua+ b+ cb + c + a+ b+ ca+ c + a + b+ ca+ b = 32 + b+ cb+ c + a + ca + c + a+ ba+ b = 92 ;(a+ b + c) �� 1b+ c + 1a+ c + 1a + b� = 92 ;(a + b) + (a + c) + (b+ c)3 = 31a+ b + 1a+ c + 1b+ c ;�o je nerovnos� medzi aritmetick�m a harmonick�m priemerom. Ke��e v¨etky £pravynerovnosti (1) boli ekvivalentn�, t to nerovnos� je dok zan , a t�m aj cel� zadan�tvrdenie.



4. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 77�loha 4.Po dosaden¡ hodn�t n = k a n = k + 1 do (1) dostanemef(k) + f(k + 1) = f(k + 2) � f(k + 3)� 168 ;f(k + 1) + f(k + 2) = f(k + 3) � f(k + 4)� 168 :Od�¡tan¡m druhej z t�chto rovn¡c od prvej m mef(k + 2)� f(k) = f(k + 3)(f(k + 4)� f(k + 2)): (2)�peci lne aj f(3) � f(1) = f(4)(f(5) � f(3))a �alej pre k = 2m� 1f(2m + 1)� f(2m � 1) = f(2m+ 2)(f(2m + 3)� f(2m + 1)): (3)Ke��e f(n) > 1 pre ka�d� n 2 N, maj£ v¨etky v�razy f(3) � f(1), f(5) � f(3), : : : ,f(2m+1)�f(2m�1); : : : rovnak� znamienko. Ak nie je �iaden z t�chto �lenov nulov�,m��eme bez ujmy na v¨eobecnosti predpoklada�, �e s£ v¨etky kladn�. Potom z (3)vypl�va f(3) � f(1) = f(4)(f(5) � f(3)) > f(5) � f(3) > f(7) � f(5) > : : :Postupnos� f(3) � f(1); f(5) � f(3); : : : je teda nekone�n  klesaj£ca postupnos� pri-rodzen�ch (kladn�ch cel�ch) �¡sel. To v¨ak nie je mo�n�. Preto mus¡ by� aspo¤ jedenz t�chto �lenov nulov�, a potom s£ v¨etky nulov�. Tejto podmienke teda vyhovuj£ tiefunkcie f , pre ktor� f(2m � 1) = a, m 2 N, a 2 f2; 3; : : : g. Podobne sa dok �e, �ef(2m) = b, m 2 N, b 2 f2; 3; : : : g.Zo zadania potom dosaden¡m n = 1 dost vamef(1) + f(2) = f(3) � f(4) � 168 ; teda a + b = ab � 168:Po jednoduchej £prave m me(a � 1)(b � 1) = 169 = 132:M��u nasta� tri pr¡pady:� a� 1 = 1, b � 1 = 169, potom (a; b) = (2; 170);� a� 1 = 13, b � 1 = 13, potom (a; b) = (14; 14);� a� 1 = 169, b � 1 = 1, potom (a; b) = (170; 2).Ka�dej z t�chto mo�nost¡ prisl£cha jedno rie¨enie £lohy� f(1) = f(3) = f(5) = : : : = 2, f(2) = f(4) = f(6) = : : : = 170;� f(1) = f(2) = f(3) = f(4) = : : : = 14;� f(1) = f(3) = f(5) = : : : = 170, f(2) = f(4) = f(6) = : : : = 2.



78 47. ro�n¡k matematickej olympi dy�loha 5.Ozna�me S stred strany AB (obr. 44) a uhly a �a�nice trojuholn¡ka ABC obvykl�msp�sobom. Ke��e j<)ACT j = j<)TABj; (1)s£ trojuholn¡ky AST a CSA podobn� pod�a vety uu. Odtia�jCSjjASj = jASjjTSj ; �i�e t2c = 34c2:Potom zo vzorca pre d��ku �a�nice34c2 = t2c = 12a2 + 12b2 � 14c2dost vame rovnos�a2 + b2 = 2c2; alebo sin2 �+ sin2 � = 2 sin2 
: (2)Ke��e v¨etky na¨e predch dzaj£ce £vahy zachov vali ekvivalenciu, tvrdenia (1) a (2)s£ ekvivalentn�.
A B

C
S T�Obr. 45

Z (2) �alej dost vamejAT j = 23ta = 23s12b2 + 12c2 � 14a2 = p33 � b:Nako�ko sa obsah trojuholn¡ka ACT rovn  jednej tretineobsahu trojuholn¡ka ABC, plat¡3 � 12 jTAj � jCAj � sin(<)CAT ) = 12 jACj � jBCj � sin(<)ACB);3 � 12 � p33 b � b � sin(<)CAT ) = a � 12 � b � sin
;teda sin(<) TAC) = p33 � ab sin
:Analogicky dostanemesin(<)CBT ) = p33 � ba sin 
:Preto plat¡sin(<) TAC)+sin(<) TBC) = p33 �sin
�� ba + ab� = p33 �sin
�a2 + b2ab :



4. �eskoslovensk� stretnutie, rie¨enia 79Z (2) a kos¡nusovej vety dostanemecos 
 = a2 + b2 � c22ab = a2 + b24ab :Potom sin(<) TAC) + sin(<) TBC) = 4p33 � sin 
 � cos 
 = 2p33 � sin 2
 5 2p33 :Ak uk �eme, �e v tejto nerovnosti m��e nasta� rovnos�, h�adan� �¡slo bude 2p33 .Vzh�adom na (1) a (2) sta�¡ n js� trojuholn¡k, pre ktor� sin2
 = 1 a sin2 � + sin2 � == 2 sin2 
. Zrejme 
 = 45�. M  teda plati� sin2 � + sin2 � = 1, �i�e cos2 � = sin2 �, �onast va len ke� j�� �j = 90�. Sta�¡ teda zvoli� � = 112; 5�, � = 22; 5�, 
 = 45�.H�adan� �¡slo je 2p33 .�loha 6.Po�ahky sa presved�¡me, �e dan� vzorec plat¡ pre A(1; 1), A(2; 1), A(2; 2) a A(n; 1)�A(n; 1) = 1 + 3 + 5 + : : :+ 2n� 1 = n2 = �n1� � n!(n � 1)!�.Nech teraz n = 3 a 2 5 r 5 n. Vyberajme r p rov, ktor� vyhovuj£ po�iadavk m£lohy.� Ak medzi nimi nem  by� diev�a Dn, tak zrejme r 5 n � 1 a v¨etk�ch tak�chtomo�nost¡ je pr ve A(n � 1; r).� Ak medzi nimi m  by� diev�a Dn, tak si zvy¨n�ch r � 1 diev�at m��e vybra�partnerov A(n � 1; r � 1) sp�sobmi. Diev�a Dn si potom m��e vybra� chlapcaspomedzi zvy¨n�ch 2n� r chlapcov. Preto je v¨etk�ch mo�nost¡ v tomto pr¡pade(2n� r) �A(n � 1; r � 1).Ke��e in  mo�nos� nasta� nem��e, dost vame rekurentn� vz�ahA(n; r) = A(n � 1; r) + (2n� r) �A(n � 1; r � 1) (1)pre r = 2; 3; : : : ; n� 1 a A(n; n) = n �A(n� 1; n� 1): (2)Ke��e sme na za�iatku tvrdenie dok zali pre A(1; 1), A(2; 1), A(2; 2) a A(n; 1),hodnotaA(n; r) je pomocou (1) a (2) jednozna�ne de�novan . Sta�¡ uk za�, �e A(n; r) == �nr� � n!(n� r)! , �o sa �ahko dok �e indukciou pod�a n a r.



39. Medzin rodn  matematick  olympi da39. ro�n¡k medzin rodnej matematickej olympi dy sa uskuto�nil v d¤och 13. a� 21.j£la 1998 v Taipei na Taiwane.Medzin rodn  matematick  olympi da (MMO) je s£�a�ou jednotlivcov. Ka�d  z£-�astnen  krajina na ¤u vysiela reprezenta�n� dru�stvo zlo�en� najviac zo ¨iestich s£-�a�iacich, sprev dzan� dvoma ved£cimi. Slovensk� dru�stvo tento rok tvorili Krist¡na�ernekov  z 3. ro�n¡ka Gymn zia Gr�sslingov  v Bratislave, Juraj F�ldes zo 4. ro�n¡kaGymn zia J.Hronca v Bratislave, Franti¨ek Kardo¨ zo 4. ro�n¡ka Gymn zia Alejov v Ko¨iciach, Peter Koz k z 3. ro�n¡ka Gymn zia J.Hronca v Bratislave, J n �pakulazo 4. ro�n¡ka Gymn zia Po¨tov  v Ko¨iciach a Vladim¡r Zajac z 2. ro�n¡ka Gymn ziaGr�sslingov  v Bratislave. Ved£cim deleg cie a odborn�m ved£cim bol RNDr. Pa-vol �ernek, CSc. a pedagogick�m ved£cim doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., obajaz MFF UK v Bratislave.Pravidl  s£�a�e s£ ve�mi podobn� pravidl m n ¨ho celo¨t tneho kola. S£�a�¡ sa dvadni, ¨tudenti dostan£ ka�d� de¤ 3 £lohy v ich rodnom jazyku, na ktor�ch vyrie¨eniemaj£ 4,5 hodiny. Po skon�en¡ s£�a�e rie¨enia prezr£ ved£ci pr¡slu¨nej krajiny a svojn vrh hodnotenia pod�a vopred pripraven�ch bodovac¡ch sch�m obhajuj£ pred ko-ordin tormi. Za spr vne vyrie¨en£ £lohu m��e s£�a�iaci z¡ska� maxim lne 7 bodov.V�sledky slovensk�ho dru�stva uv dza nasleduj£ca tabu�ka:Meno 1 2 3 4 5 6 s£�et cenaKrist¡na �ernekov  0 0 1 0 0 0 1 {Juraj F�ldes 2 0 2 7 3 0 14 3.Franti¨ek Kardo¨ 2 7 7 7 7 0 30 2.Peter Koz k 4 0 0 7 3 0 14 3.J n �pakula 5 0 2 7 0 0 14 3.Vladim¡r Zajac 0 7 1 0 7 0 15 3.Na 39. ro�n¡ku MMO sa z£�astnilo spolu 419 s£�a�iacich zo 72 ¨t tov cel�ho sveta. Ajke� je MMO o�ci lne individu lnou s£�a�ou najlep¨¡ch matematick�ch talentov z cel�hosveta, s obrovsk�m z ujmom sa sleduje aj umiestnenie jednotliv�ch kraj¡n. Dru�stvoSlovenska skon�ilo v neo�ci lnom porad¡ kraj¡n tentokr t na 33.{34. mieste, takmernajhor¨ie v hist¢rii MMO. Je pravdepodobne slabou £techou, �e sme oproti predo¨l�muro�n¡ku v Argent¡ne predsa len o �osi st£pli. Napriek tomu sa piati zo s£�a�iacich vr tiliz MMO s medailou, pri�om Franti¨ka Kardo¨a delil od zisku zlatej jedin� bod.T¡m �eskej republiky, ktor� u� minul� rok jasne uk zal svoje �al¨ie smerovanie (18.),a nad ktor�m sa n m tentokr t nepodarilo zv¡�azi� ani v tradi�nom medzi¨t tnomstretnut¡, podal op�� ve�mi dobr� v�kon a skon�il na 15. mieste s troma strieborn�mia troma bronzov�mi medailami.



39. Medzin rodn  matematick  olympi da 81Naj£spe¨nej¨ie bolo dru�stvo Ir nu, poradie �al¨¡ch kraj¡n je uveden� v tabu�ke.1. Ir n 211 12. Ju�n  K¢rea 1542. Bulharsko 195 13. Austr lia 1463. Ma�arsko 186 14. Japonsko 139USA 186 15. �esk  Republika 1355. Taiwan 184 16. Nemecko 1296. Rusko 175 17. Turecko 1227. India 174 Ve�k  Brit nia 1228. Vietnam 168 19. Bielorusko 1189. Ukrajina 187 20. Kanada 11310. Juhosl via 156 21. Po�sko 11211. Rumunsko 155 33. Slovensko 88Spolu bolo udelen�ch 37 prv�ch, 66 druh�ch a 102 tret¡ch cien. Pln� po�et bodov (42)z¡skal tento rok len jeden s£�a�iaci { Omid Amini z Ir nu. Po jednom bode stratili jedens£�a�iaci z dom ceho Taiwanu a jeden Ukrajinec.39. ro�n¡k MMO prebiehal v priestoroch Taiwanskej n rodnej univerzity a te¨il sa ve�-kej pozornosti m�di¡, taiwansk�ch vl dnych i vedeck�ch kruhov, v�znamn�ch svetov�ch�riem. Sl vnostn� otvorenie i z vere�n� ceremoni l s odovzd van¡m medail¡ v¡�azomprebehli za pr¡tomnosti najvy¨¨¡ch predstavite�ov spom¡nan�ch in¨tit£ci¡ a boli spojen�s hodnotn�m kult£rno{umeleck�m programom. Olympionikom boli vytvoren� dobr�podmienky na s£�a� aj napriek nezvy�ajnej kl¡me ostrova zahª¤aj£cej mimoriadnevysok� teploty 36�{41� a nad¨tandardn£ vlhkos� vzduchu 89%{95%. S£�a�iaci pre�ilibez ujmy i zemetrasenie, ktor�ho sila v epicentre bola 6; 2 stup¤a Richterovej stupnice.Na exotickosti tohoto faktu zrejme neuber  ani ich vlastn� tvrdenie, �e v hoteli, kdeboli ubytovan¡, bolo zemetrasenie takmer nezaznamenate�n�. O nie�o n ro�nej¨ie u�bolo vyrovna� sa za tak�chto podmienok s dvojd¤ov�m bl£den¡m bato�iny n ¨ho t¡mupo medzin rodn�ch letisk ch.Organiz tori sa usilovali obozn mi� s£�a�iacich s pr¡rodn�mi kr sami, kult£rnymia historick�mi pamiatkami Taiwanu. Tak nebolo probl�mom nav¨t¡vi� n rodn� park,ale ani vysk£¨a� si boj nervov a �al£dka s jedlom, ktor� na �loveka z taniera pozer sp�sobom "kto z koho\, alebo by� jedn�m z t�ch n v¨tevn¡kov baseballov�ho z pasu,ktor¡ musia od¡s� tesne pred jeho skon�en¡m ods£den¡ nikdy sa nedozvedie�, kto vlastnezv¡�azil. V�aka skvelej sprievodkyni slovensk�ho dru�stva dostali na¨i s£�a�iaci pr¡le-�itos� ok£pa� sa v Tichom oce ne, �i z js� do mesta pokocha� sa dopravn�m ruchomv uliciach Taipei, ktor�ho dominantou je nedoh�adno mal�ch motoriek pohybuj£cich sabez n znaku existencie ak�chko�vek pravidiel cestnej prem vky. Spomedzi ¨portov�chaktiv¡t £�astn¡kov MMO n ¨mu t¡mu najviac utkvel v pam�ti no�n� volejbal, po�asktor�ho brav£rny sme� Pe�a Koz ka neminul absol£tneho v¡�aza olympi dy OmidaAmini z Ir nu.Olympi da bola aj tento rok ve�mi £spe¨n , organiz tori odviedli obrovsk� kus pr ce.Pred organiz torov nasleduj£cich ro�n¡kov postavili vysok£ latku. Bud£ci, jubilejn�40. ro�n¡k MMO usporiada Rumunsko, tie nasleduj£ce potom Ju�n  K¢rea, USA,Japonsko a Filip¡ny.



82 47. ro�n¡k matematickej olympi dyV�sledky medzin rodnej matematickej olympi dyKrajina Po�. �iakov Body 1.cena 2.cena 3.cena PoradieArgent¡na 6 97 1 0 2 29.Arm�nsko 6 100 0 2 2 26.{27.Austr lia 6 146 0 4 2 13.Azerbajd�an 5 41 0 0 1 54.Bielorusko 6 118 0 1 4 19.Belgicko 6 71 0 1 1 39.Bosna a Hercegovina 6 88 0 1 2 33.{34.Braz¡lia 6 91 1 0 1 30.{31.Bulharsko 6 195 3 3 0 2.Cyprus 4 39 0 0 1 56.�esk  republika 6 135 0 3 3 15.D nsko 6 21 0 0 0 66.Est¢nsko 6 63 0 1 1 43.Filip¡ny 4 11 0 0 0 70.{71.F¡nsko 6 30 0 0 0 63.Franc£zsko 6 100 1 0 2 26.{27.Gr�cko 6 90 0 2 1 32.Gruz¡nsko 6 78 0 0 3 36.Holandsko 6 62 0 1 0 44.{45.Hong Kong 6 102 0 1 3 25.Chorv tsko 6 110 0 0 5 22.{23.India 6 174 3 3 0 7.Indon�zia 5 16 0 0 0 68.Ir n 6 211 5 1 0 1.Island 6 42 0 0 0 52.{53.Izrael 6 104 0 0 5 24.�rsko 6 36 0 0 1 58.{60.Japonsko 6 139 1 1 3 14.Juhosl via 6 156 0 5 0 10.Ju�n  Afrika 6 98 0 1 2 28.Ju�n  K¢rea 6 154 2 2 2 12.Kanada 6 113 1 1 2 20.Kazachstan 6 81 0 0 2 35.Kirgistan 5 14 0 0 0 69.Kolumbia 6 66 1 0 0 41.Kuba 1 19 0 0 1 67.Kuvajt 3 0 0 0 0 76.



39. Medzin rodn  matematick  olympi da 83Krajina Po�. �iakov Body 1.cena 2.cena 3.cena PoradieLitva 6 74 0 1 3 37.Loty¨sko 6 40 0 0 1 55.Luxembursko 2 25 0 0 1 65.Macao 5 29 0 0 0 64.Maced¢nsko 6 69 0 0 1 40.Ma�arsko 6 186 4 2 0 3.{4.Malajzia 6 32 0 0 0 62.Maroko 6 42 0 0 0 52.{53.Mexiko 6 62 0 1 0 44.-45.Moldavsko 2 45 0 1 1 50.Mongolsko 6 91 0 2 2 30.{31.Nemecko 6 129 0 3 2 16.Nov� Z�land 6 50 0 0 2 49.N¢rsko 6 33 0 0 3 61.Paraguay 5 6 0 0 0 72.{73.Peru 3 60 0 2 0 46.Po�sko 6 112 1 1 1 21.Portugalsko 6 6 0 0 0 72.{73.Rak£sko 6 57 0 0 1 48.Rumunsko 6 155 3 0 2 11.Rusko 6 175 2 3 1 6.Singap£r 6 110 0 1 3 22.{23.Slovensko 6 88 0 1 4 33.{34.Slovinsko 6 44 0 0 1 51.�panielsko 6 36 0 0 1 58.{60.Sri Lanka 1 5 0 0 0 74.�vaj�iarsko 5 37 0 0 0 57.�v�dsko 6 58 0 0 2 47.Taliansko 6 72 0 0 3 38.Thajsko 6 65 0 0 2 42.Taiwan 6 184 3 2 1 5.Trinidad a Tobago 6 36 0 0 1 58.{60.Turecko 6 122 0 2 4 17.{18.Ukrajina 6 166 1 3 2 9.Uruguay 6 11 0 0 0 71.USA 6 186 3 3 0 3.{4.Ve�k  Brit nia 6 122 0 1 4 17.{18.Venezuela 2 1 0 0 0 75.Vietnam 6 168 1 3 2 8.



84 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZadania £loh MMOV z tvorke za £lohou je uveden  krajina,ktor  £lohu navrhla.1. V konvexnom ¨tvoruholn¡ku ABCD s£ uhloprie�ky AC a BD na seba kolm� a pro-ti�ahl� strany AB a DC r�znobe�n�. Predpokladajme, �e bod P , v ktorom sa pret¡naj£osi str n AB a CD, le�¡ vo vn£tri ABCD. Dok �te, �e ¨tvoruholn¡k ABCD je tetivov�pr ve vtedy, ke� trojuholn¡ky ABP a CDP maj£ rovnak� obsah. (Luxembursko)2. Na s£�a�i je a s£�a�iacich a b rozhodcov, kde b = 3 je nep rne cel� �¡slo. Ka�d�rozhodca ohodnot¡ ka�d�ho s£�a�iaceho zn mkou "dobre\ alebo "zle\. Nech k je tak��¡slo, pre ktor� sa hodnotenie dvoch rozhodcov zhoduje nanajv�¨ pre k s£�a�iacich.Dok �te, �e ka = b � 12b : (India)3. Pre �ubovo�n� prirodzen� �¡slo n ozna�me d(n) po�et v¨etk�ch kladn�ch delite�ov�¡sla n (vr tane 1 a n). Ur�te v¨etky prirodzen� �¡sla k tak�, �ed(n2)d(n) = kpre vhodn� n. (Bielorusko)4. Ur�te v¨etky dvojice (a; b) kladn�ch cel�ch �¡sel tak�ch, �e �¡slo ab2 + b + 7 del¡�¡slo a2b+ a+ b. (Ve�k  Brit nia)5. Ozna�me I stred kru�nice vp¡sanej trojuholn¡ku ABC, ktor  sa dot�ka jeho str nBC, CA a AB postupne v bodoch K, L a M . Priamka, ktor  prech dza vrcholom Ba je rovnobe�n  sMK, pret¡na priamky LM a LK postupne v bodoch R a S. Dok �te,�e uhol RIS je ostr�.6. Uva�ujme v¨etky funkcie z mno�iny N v¨etk�ch prirodzen�ch �¡sel do seba, ktor�sp�¤aj£ rovnos� f(t2f(s)) = s(f(t))2pre v¨etky s a t z N. Ur�te najmen¨iu mo�n£ hodnotu f(1998). (Bulharsko)



39. Medzin rodn  matematick  olympi da 85Rie¨enia £loh MMO�loha 1. Prv  implik cia pod�a Franti¨ka Kardo¨a.Najprv dok �eme jednu implik ciu: ak je ABCD tetivov� ¨tvoruholn¡k, tak plat¡S4ABP = S4CDP .Nech ¨tvoruholn¡kABCD vyhovuje v¨etk�m podmienkam v zadan¡. Strany AB a CDs£ nerovnobe�n� tetivy kru�nice op¡sanej ¨tvoruholn¡ku ABCD, a preto sa pret¡naj£v jej strede. Bod P je preto stred kru�nice op¡sanej ¨tvoruholn¡ku ABCD. Jej polomerozna�me r. Ak teraz ozna�¡me � ve�kos� uhla CAD, tak j]BADj = 90� � �. Z vetyo obvodovom a stredovom uhle pre tetivy AB a CD potom plat¡ j]DPCj = 2�a j]BPAj = 180� � 2�. Pre obsahy trojuholn¡kov ABP a CDP plat¡S4ABP = 12 � jPAj � jPBj � sin(180� � 2�) = 12 � r2 � sin2� ;S4CDP = 12 � jPCj � jPDj � sin 2� = 12 � r2 � sin2� :Vid¡me, �e S4ABP = S4CDP , �o sme chceli dok za�.In� rie¨enie. Pod�a Martina Vi¨�ora, Brno.Ozna�me M priese�n¡k uhloprie�ok dan�ho ¨tvoruholn¡ka ABCD, S1 a S2 stredyjeho str n AB a CD a "1 ve�kos� men¨ieho z oboch ostr�ch uhlov v pravouhlom
A

BCD P MS1
S2

"1
"2
�Obr. 46trojuholn¡ku ABM (na obr. 45 je to ve�kos� uhla BAM). V trojuholn¡ku ABM potomplat¡ jS1Aj = jS1M j, j]S1MAj = j]S1AM j = "1, a tie�j]PS1M j = 180� � 2"1 � 90� = 90� � 2"1: (1)



86 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPodobne, ak ozna�¡me "2 ve�kos� uhla CDM , bude v pravouhlom trojuholn¡ku CDMplati� jS2Dj = jS2M j, j]S2DM j = j]S2MDj = "2, a tie�j]PS2M j = 180� � 2"2 � 90� = 90� � 2"2: (2)Z rove¤ jednoduch� v�po�et d vaj]S1MS2j = 90� + "1 + "2:j]S1PS2j = 360� � (90� � 2"1)� (90� � 2"2) � (90� + "1 + "2) == 90� + "1 + "2 = j]S1MS2j:Ak je ¨tvoruholn¡k ABCD tetivov�, vypl�va z rovnosti obvodov�ch uhlov BACa BDC rovnos� "1 = "2, pretoj]S1MS2j+ j]PS2M j = 180�;j]S2PS1j+ j]PS1M j = 180�;¨tvoruholn¡k PS1MS2 je tie� rovnobe�n¡k a pre obsahy trojuholn¡kov BAP , CDPdost vameS4ABP = 12 jABjjS1P j = jS1M jjS1P j = jS2P jjS2M j = 12 jCDjjS2P j = S4CDP :Predpokladajme naopak, �e S4ABP = S4CDP . To v¨ak znamen , �ejS1AjjS1P j = jS2CjjS2P j; �i�e jS1P jjS2P j = jS2CjjS1Aj = jS2M jjS1M j ;odkia� v�aka rovnosti uhlov j]S1MS2j = j]S2PS1j vid¡me, �e trojuholn¡ky S1MS2a S2PS1 s£ podobn�. Preto�e ale obidva trojuholn¡ky maj£ spolo�n£ stranu S1S2,s£ dokonca zhodn�, a S1MS2P je tie� rovnobe�n¡k. Teda j]PS1M j = j]MS2P j, �opod�a (1) a (2) znamen , �e aj "1 = "2, teda ¨tvoruholn¡k ABCD je tetivov�.�loha 2. Rie¨enie pod�a Franti¨ka Kardo¨a.Zvo�me pevne jedn�ho so s£�a�iacich a v¨imnime si, ako ho hodnotili jednotliv¡rozhodcovia. Po�et b rozhodcov je nep rny, preto mo�no bez ujmy na v¨eobecnostipredpoklada�, �e dan�ho s£�a�iaceho hodnotilo jedn�m sp�sobom ("dobre\ alebo "zle\)pr ve b + 12 + h rozhodcov a druh�m sp�sobom (druh  mo�nos�) pr ve b� 12 � hrozhodcov, kde h je nez porn� cel� �¡slo. Ke��e zhoda nastala pr ve v t�ch dvojiciachrozhodcov, ktor� hodnotili rovnak�m sp�sobom, celkov� po�et dvoj¡c rozhodcov, ktor�sa zhodli na tomto s£�a�iacom je rovn�� b+12 + h2 �+� b+12 � h2 � = �b+12 + h� � b+12 + h� 1�2 + � b+12 � h� �b+12 � h� 1�2 == (b � 1)24 + h(h� 1) = (b � 1)24 :



39. Medzin rodn  matematick  olympi da 87Teda na jednom s£�a�iacom sa ur�ite zhodlo aspo¤ (b � 1)24 dvoj¡c rozhodcov.Ke��e toto tvrdenie plat¡ pre ka�d�ho s£�a�iaceho, na a s£�a�iacich sa zhodlo aspo¤a � (b � 1)24 dvoj¡c rozhodcov, pri�om ka�d  dvojica rozhodcov je zapo�¡tan  to�kokr t,ko�kokr t sa zhodla v hodnoten¡ s£�a�iacich. Dvoj¡c rozhodcov je pr ve b(b � 1)2 , pretoz Dirichletovho princ¡pu vypl�va, �e sa jedna dvojica rozhodcov zhodla v hodnoten¡aspo¤ a � (b � 1)24 : b(b � 1)2 = a(b � 1)2bs£�a�iacich. Preto zrejme k = a(b � 1)2b , �o je ekvivalentn� s nerovnos�ouka = b � 12b :Rovnos� nast va pr ve vtedy, ke� sa ka�d  dvojica rozhodcov zhodne v hodnoten¡ pr ve(b � 1)22 s£�a�iacich a z rove¤ je a(b � 1)2b cel� �¡slo.�loha 3. Rie¨enie pod�a Tom ¨a Han�la, Brno.Pre prirodzen� �¡slo n s kanonick�m rozkladom na prvo�initele n = p�11 �p�22 � : : : �p�mmplat¡ d(n) = (�1 + 1)(�2 + 1) � : : : � (�m + 1) :Zrejme potom d(n2) = (2�1 + 1)(2�2 + 1) � : : : � (2�m + 1) ;k = 2�1 + 1�1 + 1 � 2�2 + 1�2 + 1 � : : : � 2�m + 1�m + 1 :H�ad me preto v¨etky prirodzen� �¡sla k, ktor� sa daj£ zap¡sa� ako s£�in zlomkov tvaru2s+ 1s + 1 (nie nutne r�znych), kde s je prirodzen� �¡slo.Dok �eme indukciou, �e pop¡san� s£�in zlomkov existuje pre ka�d� nep rne �¡slo k.Pre k = 1 sta�¡ vzia� n = 1, pre k = 3 vyhovuje s£�in3 = 2 � 2 + 12 + 1 � 2 � 4 + 14 + 1 :Teraz predpokladajme, �e k = 5 je nep rne a �e po�adovan� s£�in zlomkov existujepre ka�d� nep rne �¡slo k0 5 k � 2. Nech 2s je najvy¨¨ia mocnina �¡sla 2, ktor  del¡�¡slo k + 1, tak�e plat¡ k = 2sL� 1, kde L je nep rne a k = 3, tak�e L < k. Polo�me�j = 3j2s�jL� 2 pre j 2 f1; 2; : : : ; s� 1g a �s = 3s�1L� 1:



88 47. ro�n¡k matematickej olympi dy�¡sla �j s£ de�novan� tak, �e k = 13(2�1 + 1),�j + 1 = 13(2�j+1 + 1) pre j 2 f1; 2; : : : ; s� 2g a �s�1 = 2�s + 1 ;teda menovate� a �itate� susedn�ch zlomkov sa takmer vykr tia (okrem faktora 3)a ostan£ len �itate� prv�ho a menovate� posledn�ho zlomku. Preto plat¡(2�1 + 1)(�1 + 1) � (2�2 + 1)(�2 + 1) : : : (2�s + 1)(�s + 1) = 3s�1 � k(�s + 1) = kL;odkia� dost vame k = (2�1 + 1)(�1 + 1) � (2�2 + 1)(�2 + 1) : : : (2�s + 1)(�s + 1) �L:Po�adovan� s£�in zlomkov pre �¡slo L v¨ak pod�a induk�n�ho predpokladu existuje(lebo L < k); ak ho dosad¡me do poslednej rovnosti, dostaneme h�adan� vyjadrenie pre�¡slo k, �¡m je zadan� tvrdenie dok zan�.�loha 4. Rie¨enie pod�a J na �pakulu.Pre h�adan£ dvojicu �¡sel (a; b) �¡slo ab2+ b+7 samozrejme del¡ samo seba a z rove¤m  deli� �¡slo a2b+ a+ b. Preto zrejme del¡ aj ak£ko�vek ich line rnu kombin ciu, tedaaj a(ab2 + b+ 7)� b(a2b+ a+ b) = 7a � b2 :�¡slo ab2+b+7 je zrejme kladn� a preto, ak je 7a�b2 z porn�, tak mus¡ deli� kladn��¡slo b2 � 7a. To v¨ak nie je mo�n�, preto�eb2 � 7a < b2 < b2 + b+ 7 < ab2 + b + 7 ;a v��¨ie �¡slo nem��e deli� men¨ie (obe �¡sla s£ kladn�).Ak je �¡slo 7a� b2 kladn�, tak existuje prirodzen� �¡slo l pre ktor� plat¡l � (ab2 + b+ 7) = 7a� b2 :Po vyjadren¡ a z tejto rovnice dost vamea = b2 + l(b + 7)7� lb2 :Ke��e a je prirodzen� �¡slo, mus¡ by� �¡slo 7� lb2 kladn�. To je v¨ak zjavne mo�n� lenpre mal� hodnoty l a b.



39. Medzin rodn  matematick  olympi da 89Pre b = 1 dost vame a = 1 + 8l7� l a po vysk£¨an¡ pr¡pustn�ch hodn�t l 22 f1; 2; 3; 4; 5; 6g dost vame rie¨enia (l; a) = (4; 11); (6; 49), ktor� ved£ k skuto�n�mrie¨eniam danej £lohy (a; b) = (11; 1); (49; 1).Pre b = 2 dost vame a = 9l + 47� 4l a vysk£¨an¡m jedinej pr¡pustnej hodnoty l = 1zist¡me, �e tak�to rie¨enie neexistuje.Pre b = 3 u� plat¡ 7� lb2 < 0.Napokon, ak je �¡slo 7a � b2 rovn� nule, plat¡ b2 = 7a a �¡slo b mus¡ by� delite�n�siedmimi. Mo�no ho teda zap¡sa� v tvare b = 7k, pre k prirodzen� �¡slo. Potom alezo vz�ahu 7a� b2 = 0 dost vame a = 7k2. Pre t£to dvojicu (a; b) plat¡a2b+ a + b = 73k5 + 7k2 + 7k = k � (73k4 + 7k + 7) = k � (ab2 + b + 7) ;teda ka�d  dvojica (7k2; 7k) je rie¨en¡m £lohy.�loha m  nekone�ne ve�a rie¨en¡ (a; b) = (11; 1); (49; 1) a (7k2; 7k) pre ka�d� priro-dzen� �¡slo k.�loha 5.Najprv si v¨imnime, �e ¨tvoruholn¡k BKIM je s£mern� pod�a osi BI (je to deltoid),tak�e £se�ka BI je kolm  na MK, a teda aj na RS (obr. 46). Teda IB je v�¨ka
A BC KL M I
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S

�Obr. 47 R SIBT�Obr. 48v trojuholn¡kuRSI. Sta�¡ uk za�, �e jej d��ka je v��¨ia ako v�¨ka TB v zodpovedaj£com



90 47. ro�n¡k matematickej olympi dypravouhlom trojuholn¡ku RST (obr. 47), pre ktor£ pod�a Euklidovej vety plat¡ jBT j2 == jBRjjBSj.Ur�me uhly v trojuholn¡ku RBM . Zrejme je j]RBM j = 90� � 12� a j]RMBj == j]AMLj = 90� � 12�. Pre zvy¨n� uhol vych dza j]MRBj = 180� � (90� � 12�) �� (90�� 12�) = 90�� 12
. Analogicky dostaneme pre uhly v trojuholn¡ku BSK rovnostij]SBKj = 90� � 12�, j]BKSj = 90� � 12
, j]BSKj = 90� � 12�, tak�e trojuholn¡kyBSK a BMR s£ podobn�. Odtia� vych dzajBRjjBM j = jBKjjBSj ; teda jBRjjBSj = jBKjjBM j = jBKj2:Z pravouhl�ho trojuholn¡ka IBK vid¡me, �e naozaj plat¡jBIj2 > jBKj2 = jBRjjBSj = jBT j2;�i�e uhol RIS je ostr�.�loha 6.Ozna�me f(1) = c. Zo zadania vypl�vaf(t2c) = f(t2 � f(1)) = 1 � f2(t) = f2(t);pre ka�d� prirodzen� �¡slo t. Potom tie�f(f2(t)) = f(12 � f(t2c)) = t2c3a f(v2t2c3) = f(v2 � f(f2(t))) = f2(t)f2(v) : (1)Dosa�me do poslednej identity namiesto dvojice (v; t) dvojicu (1; vt), dostanemef(v2t2c3) = f2(1)f2(vt) = c2f2(vt) : (2)Zo spojenia (1) a (2) potom vypl�vac2f2(vt) = f2(t)f2(v); teda cf(vt) = f(t)f(v) : (3)Teraz dok �eme, �e funkcia f je prost . Nech pre nejak� dve prirodzen� �¡sla s1; s2plat¡ f(s1) = f(s2). Potom zo zadania pre ka�d� prirodzen� �¡slo t dostanemes2f2(t) = f(t2f(s2)) = f(t2f(s1)) = s1f2(t) ;z �oho okam�ite vypl�va s1 = s2.Nech �alej c = p�11 � : : : �p�kk je kanonick� rozklad �¡sla c. Dok �eme, �e ka�d� z �lenovp�ii , i = 1; 2; : : : ; k, del¡ hodnotu f(n) pre ka�d� prirodzen� �¡slo n. Tvrdenie dok �emeindukciou pod�a m = �i.



39. Medzin rodn  matematick  olympi da 91Pre m = 1 tvrdenie plat¡, preto�e z (3) vypl�va cf(n2) = f2(n) pre ka�d� n, tedaak pjc, potom pjf(n).Nech tvrdenie plat¡ pre m, m = 1 a nech pm+1jc. Potom pod�a induk�n�ho predpo-kladu pmjf(n) pre ka�d� n. Z (3) dost vame cf(n2) = f2(n), teda �av  strana rovnice jedelite�n  aspo¤ �lenom pm+1pm, a preto n¡m mus¡ by� delite�n  aj prav  strana. Tedazrejme pm+1jf(n), �o sme chceli dok za�.Preto zrejme c del¡ v¨etky hodnoty f(n). Zave�me preto funkciu g ako f(n) = c �� g(n) pre ka�d� prirodzen� �¡slo n. Potom zrejme funkcia g zded¡ mno�stvo vlastnost¡funkcie f , napr¡klad bude prost  a vz�ah (3) prejde do podobyg(ab) = g(a)g(b) : (4)Zo vz�ahu (3) vypl�va (¨tvorn sobn�m aplikovan¡m)f(1998) = c�3 � f(2)f3(3)f(37) = cg(2)g3(3)g(37) : (5)Vzh�adom na prostos� funkcie g, hodnoty g(2), g(3) a g(37) predstavuj£ r�zne priro-dzen� �¡sla v��¨ie ako 1. Ke��e c je �ubovo�n� prirodzen� �¡slo, najmen¨iamo�n  hodnotaf(1998) by na z klade (5) mohla by� 1 � 3 � 23 � 4 (najmen¨iu mo�n£ hodnotu funkcie gzrejme prirad¡me �¡slu 3). Predpokladajme preto, �e g(3) = 2 a hodnotu tri prira�mebez ujmy na v¨eobecnosti �¡slu 2, teda g(2) = 3 (mohli sme tie� polo�i� g(37) = 3,�al¨¡ postup by bol rovnak�). Av¨ak vzh�adom na (4) plat¡ g(n2) = g2(n), a teda akg(3) = 2, tak aj g(9) = 4 a g(37) nem��e by� 4. Teda g(37) = 5. Pretof(1998) = 1 � 3 � 23 � 5 = 120 :T to hodnota sa nadob£da napr¡klad pre funkciu h:h(1) = 1; h(2) = 3; h(3) = 2; h(5) = 37; h(37) = 5;h(p) = p pre ostatn� prvo�¡sla p,a h(p�11 � : : : � p�kk ) = h�1(p1) � : : : � h�k(pk)pre zlo�en� �¡sla.Sk£¨ka pre t£to funkciu sa vykon  jednoducho.



Zadania s£�a�n�ch £lohKateg¢ria PP { I { 1Na ve�ierku sa zi¨lo nieko�ko host¡. Vieme, ktor¡ z nich sa vz jomne poznaj£ a ktor¡nie. Vz�ah "pozna� sa\ uva�ujeme z sadne ako symetrick�, t.j. pre �ubovo�n£ dvojicu�ud¡ plat¡, �e bu� sa navz jom poznaj£, alebo ani jeden z dvojice nepozn  toho druh�ho.Hostite� chce usadi� ka�d�ho hos�a bu� v hale, alebo v ob�vacej izbe. Navrhnite algo-ritmus, ktor� ur�¡, ko�k�mi sp�sobmi m��e hostite� rozmiestni� svojich host¡ do obochmiestnost¡ tak, aby sa v r mci ka�dej miestnosti v¨etci navz jom poznali.Vstupom algoritmu (programu) je po�et host¡ N (N � 100) a �alej zoznam t�chdvoj¡c host¡, ktor¡ sa spolu poznaj£. Pre jednoduch¨ie zad vanie vstupn�ch d t ozna�¡mejednotliv�ch host¡ cel�mi �¡slami od 1 po N , tak�e na vstupe bude zadan� zoznam dvoj¡c�¡sel. V�sledkom bude jedin� �¡slo ud vaj£ce po�et mo�n�ch rozdelen¡ host¡.Pr¡kladAk je N = 4 a poznaj£ sa len dvojice (1; 2) a (3; 4), m  hostite� dve mo�nosti: bu� usad¡host¡ 1 a 2 do haly a host¡ 3 a 4 do ob�vacej izby, alebo naopak, hostia 1 a 2 bud£sedie� v ob�vacej izbe a hostia 3 a 4 v hale. V�sledkom bude teda �¡slo 2.P { I { 2V�robca pon£ka N kusov v�robkov zn mych hmotnost¡. Z kazn¡k k nemu pri¨iel pretovar s n kladn�m autom danej nosnosti C. Hmotnosti v¨etk�ch v�robkov aj nosnos�auta s£ zadan� v kilogramoch a s£ celo�¡seln�. Z kazn¡k chce na auto nalo�i� v�robkytak, aby bola nosnos� auta plne vyu�it . Nap¡¨te program, ktor� zist¡, �i je to mo�n�.Program mus¡ pracova� dostato�ne r�chlo, a by� teda re lne pou�ite�n� aj pre ve�k� po�typon£kan�ch v�robkov (r dovo stovky).Program bude �¡ta� vstupn� d ta z textov�ho s£boru NAKLAD.IN. Na prvom riadkus£boru je uveden� jedno kladn� cel� �¡slo C predstavuj£ce nosnos� auta (C � 10 000).Druh� riadok obsahuje jedin� kladn� cel� �¡slo N ur�uj£ce po�et pon£kan�ch v�robkov(N � 1 000). Nasleduj£ce riadky s£boru NAKLAD.IN obsahuj£ N kladn�ch cel�ch �¡sel |hmotnosti jednotliv�ch v�robkov (men¨ie ako 10 000).Do v�stupn�ho s£boru NAKLAD.OUT program zap¡¨e jedin� riadok s v�sledkom v�-po�tu. V�sledkom bude slovo ANO, pokia� je mo�n� vybra� z ponuky tak£ skupinu v�rob-kov, aby bol s£�et ich hmotnost¡ rovn� presne C. V opa�nom pr¡pade program nap¡¨e dov�stupn�ho s£boru slovo NIE.



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 93Pr¡kladNAKLAD.IN10005300800100550100 NAKLAD.OUTANOV�sledkom je odpove� ANO, lebo auto s nosnos�ou 1 000 kg presne zapln¡me, pokia� nalo-�¡me v�robok s hmotnos�ou 800 kg a obidva pon£kan� v�robky s hmotnos�ou 100 kg.P { I { 3Na po�¡ta�i m me nain¨talovan� opera�n� syst�m MO-P-Windows pracuj£ci v gra�ckomrozl¡¨en¡ 300 � 200 bodov. Moment lne m me spusten�ch nieko�ko aplik ci¡ a na obra-zovke je zobrazen�chN ich okien. Ka�d� okno je obd��nikov� (pr¡p. ¨tvorcov�), pozn mepresn� umiestnenie a ve�kos� jednotliv�ch okien. Okn  sa m��u na obrazovke �iasto�nealebo £plne prekr�va�.Chceme spusti� �al¨iu aplik ciu, ktor  potrebuje zobrazi� jedno nov� okno. Pozn meve�kos� nov�ho okna a po�adujeme, aby na obrazovke nezakrylo ani �as� �iadneho z okien,ktor� s£ tam u� zobrazen�. Nap¡¨te program, ktor� pre nov� okno n jde vhodn� umies-tenie na obrazovke, alebo pr¡padne ozn mi, �e dostato�ne ve�k� vo�n� miesto neexistuje.Program �¡ta vstupn� d ta z textov�ho s£boru OKNA.IN. Na prvom riadku s£boruje zadan� po�et u� zobrazen�ch okien N . Nasleduje N riadkov ¨peci�kuj£cich ve�kos�a umiestenie jednotliv�ch okien. Pre ka�d� z okien s£ zadan� ¨tyri cel� �¡sla x1, y1, x2, y2predstavuj£ce s£radnice bodu na obrazovke [x1; y1], ktor� ur�uje �av� horn� roh okna,a bodu [x2; y2], v ktorom le�¡ prav� doln� roh okna. S£radnice bodov na obrazovke sazad vaj£ tak, �e bod v �avom hornom rohu celej obrazovky m  s£radnice [0; 0] a bodv pravom dolnom rohu m  s£radnice [299; 199]. Prv  s£radnica nejak�ho bodu na obra-zovke znamen  vodorovn£ vzdialenos� tohoto bodu od �av�ho okraja obrazovky, druh s£radnica ur�uje zvisl£ vzdialenos� bodu od horn�ho okraja obrazovky. Posledn� riadokvstupn�ho s£boru OKNA.IN obsahuje dve cel� �¡sla ur�uj£ce ve�kos� novoumiest¤ovan�-ho okna (najprv ¨¡rka, potom v�¨ka okna). Obidva rozmery nov�ho okna s£ vyjadren�po�tom bodov v pou�¡vanom gra�ckom zobrazen¡.V�sledok v�po�tu program zap¡¨e na jeden riadok do v�stupn�ho textov�ho s£boruOKNA.OUT. V�sledkom bude bu� dvojica �¡sel, ktor  znamen  s£radnice �av�ho horn�horohu n jden�ho pr¡pustn�ho umiestenia pre nov� okno (�ubovo�n�ho jedn�ho umiestenia,ak je viac mo�nost¡), alebo slovo NEMOZNO, pokia� tak�to okno nemo�no na obrazovkuumiesti�. Po�iadavka, aby sa nov� okno neprekr�valo so �iadnym z ostatn�ch okienznamen , �e �iaden hrani�n� ani vn£torn� bod nov�ho okna nesmie le�a� v inom okneani na jeho hranici.



94 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPr¡kladOKNA.IN210 10 280 3020 20 40 18030 160 OKNA.OUT41 31�loha pop¡san  uveden�m vstupn�m s£borom m  viacero rie¨en¡, vyhovuj£ napr¡kladtie� dvojice s£radn¡c �av�ho horn�ho rohu nov�ho okna [60; 35] alebo [270; 40]. Naopaknevyhovuje umiestenie [60; 30], lebo horn  hranica nov�ho okna by sa prekr�vala s dolnouhranicou prv�ho z uveden�ch okien. Nevyhovuje ani umiestenie [270; 41], lebo doln hranica nov�ho okna by sa o jeden bod nevo¨la na obrazovku.P { I { 4Kombina�n� sieteAbeceda je kone�n  nepr zdna mno�ina symbolov, s ktor�mi kombina�n  sie� pracuje.Obsahuje v�dy ¨peci lny symbol ; (pr zdny symbol).Z kladn�m stavebn�m prvkom kombina�n�ch siet¡ s£ kombina�n� hradl  (�alej lenhradl ). Ka�d� z nich m  dva vstupy a jeden v�stup a je jednozna�ne ur�en� svojouprechodovou funkciou. T  ka�dej kombin cii mo�n�ch hodn�t na vstupoch hradla (�os£ niektor� zo symbolov abecedy) jednozna�ne prira�uje hodnotu na v�stupe | tie�niektor� zo symbolov abecedy. Symbol ; funkcia vr ti pr ve vtedy, ke� aspo¤ jeden zovstupn�ch symbolov je ;.Kombina�n  sie� sa sklad  zo vstupov I1 a� In, v�stupov O1 a� Om a hradiel H1 a� Hk.Ka�d� zo vstupov hradla Hi je priamo pripojen� na niektor� zo vstupov siete Il alebona v�stup nejak�ho hradla Hj , j < i (v sieti teda nem��u vznikn£� cykly), pr¡padnena¤ m��e by� trvalo pripojen� �ubovo�n� zo symbolov abecedy (kon¨tanta). Rovnak�msp�sobom s£ pripojen� aj v�stupy siete.V�po�et kombina�nej siete prebieha v taktoch. V nultom takte s£ na v¨etk�ch vstu-poch siete vstupn� d ta a na v�stupoch v¨etk�ch hradiel symboly ;. V ka�dom �al¨omtakte sa nastavia v�stupy v¨etk�ch hradiel pod�a toho, ak� hodnoty boli na ich vstupochv takte predch dzaj£com. T�mto sp�sobom sa pokra�uje tak dlho, k�m je aspo¤ na jed-nom z v�stupov siete symbol ;. Potom sa v�po�et siete zastav¡ a jej v�stupy obsahuj£v�sledok v�po�tu.Pod�a toho, ako prebieha v�po�et, je mo�n� sie� rozdeli� do hlad¡n. Do i-tej hladinyzarad¡me tie hradl , ktor� v i-tom takte maj£ na svojom v�stupe platn£ hodnotu (tedain� symbol abecedy ako ;) a v predch dzaj£com kroku e¨te t£to podmienku nesp�¤ali.V�po�et teda bude prebieha� pr ve to�ko taktov, ko�ko m  sie� hlad¡n.Navrhn£� kombina�n£ sie� rie¨iacu dan£ £lohu znamen  zvoli� abecedu, pop¡sa� pre-chodov� funkcie v¨etk�ch pou�it�ch hradiel (napr¡klad tabu�kou) a ur�i� prepojenie siete(t.j. vz jomn� prepojenie hradiel, vstupov a v�stupov). Pri n vrhu siete sa sna�¡medosiahnu� �o najr�chlej¨¡ v�po�et, to znamen  minimalizova� po�et hlad¡n siete.



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 95Kombina�n� siete m��eme pre v��¨iu preh�adnos� zn zor¤ova� gra�cky | jednotliv�hradl  s£ reprezentovan� obd��nikmi (hore s£ zakreslen� vstupy, dole v�stup), pri�omhradl  v tej istej hladine sa umiest¤uj£ ved�a seba. Vo vn£tri ka�d�ho obd��nika jeozna�enie pr¡slu¨nej prechodovej funkcie. Nad v¨etk�mi hladinami s£ zakreslen� vstupysiete, celkom dole potom v�stupy siete.Pr¡klad: Navrhnite kombina�n£ sie� s abecedou f0; 1; ;g, s N vstupmi a s jedn�mv�stupom. Na v�stupe bude 0 pr ve vtedy, ak je po�et jedni�iek na vstupoch p rny,inak bude na v�stupe siete hodnota 1.Rie¨enie: Predpokladajme, �e N je mocnina dvoch. V opa�nom pr¡pade dopln¡me�kt¡vne vstupy maj£ce st le hodnotu 0 | t�m v�sledok neovplyvn¡me. De�nujmehradlo XOR s nasleduj£cou prechodovou funkciou:Y0 10 0 1X 1 1 0Toto hradlo rie¨i zadan£ £lohu pre 2 vstupy. Teraz predpokladajme, �e £lohu u� viemevyrie¨i� pre 2k vstupov a chceme ju vyrie¨i� pre po�et dvojn sobn�, teda pre 2k+1 vstupov.Vstupy �ahko rozdel¡me do dvoch rovnako ve�k�ch �ast¡ (je jedno, ak�m sp�sobom | pren zornos� napr¡klad na prv�ch 2k a zvy¨ok). Teraz ozna�me A v�sledok rie¨enia £lohypre prv£ �as� a B pre druh£. Pokia� bol v oboch poloviciach p rny po�et jednotkov�chvstupov (A = B = 0) alebo v oboch nep rny (A = B = 1), m  v�sledok by� 0, inak 1.To je v¨ak presne ten v�sledok, ak� d va prechodov  funkcia hradla XOR pre vstupyA, B. Pre 8 vstupov teda bude sie� vyzera� takto:XOR XOR XOR XORXOR XORXORI1 I2 I3 I5 I7I4 I6 I8O1T�mto sp�sobom skon¨truovan  kombina�n  sie� m  pribli�ne log2(N) hlad¡n, teda�asov  zlo�itos� v�po�tu je O(logN).S£�a�n� £lohya) Navrhnite kombina�n£ sie� s abecedou f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; ;g, ktor  m  N vstu-pov a dva v�stupy a ktor  n jde minim lnu (v�stup A) a maxim lnu (v�stup B)z hodn�t na vstupoch.



96 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPr¡klad: Ak N = 4 a na jednotliv�ch vstupoch siete s£ zadan� hodnoty 6, 3, 7, 3,mus¡ ma� v�stup A hodnotu 3 a v�stup B hodnotu 7.b) Navrhnite kombina�n£ sie� s abecedou f0; 1; ;g, s 2k�1 vstupmi o�¡slovan�mi priro-dzen�mi �¡slami 0 a� 2k�2 a s k v�stupmi. V�stupy siete bud£ po ukon�en¡ v�po�tuobsahova� najmen¨ie z �¡sel vstupov, na ktor�ch je hodnota 1, zap¡san� v dvojko-vej s£stave. Pokia� bud£ na v¨etk�ch vstupoch siete nuly, v¨etky v�stupy dostan£hodnotu 1 (t to kombin cia ako jedin  nezodpoved  �iadnemu �¡slu vstupu).Pr¡klad: Pre k = 3 bude ma� kombina�n  sie� 7 vstupov a 3 v�stupy. Vstupys£ ozna�en� �¡slami 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pokia� na jednotliv� vstupy zad me hodnoty(po rade pod�a �¡sel vstupov) 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, musia v�stupy siete nadobudn£�hodnoty po rade 0, 1, 1. Hodnota 1 je toti� na vstupoch �¡slo 3, 5 a 6, najmen¨iez t�chto �¡sel je 3 a z pis �¡sla 3 v dvojkovej s£stave je 011. Na ka�dom z v�stupovsa objav¡ jedna cifra tohoto dvojkov�ho z pisu (zachov vame poradie ci�er).P { II { 1Na ve�ierku sa zi¨lo nieko�ko host¡. Vieme, ktor¡ z nich sa vz jomne poznaj£ a ktor¡nie. Vz�ah "pozna� sa\ uva�ujeme z sadne ako symetrick�, t.j. pre �ubovo�n£ dvojicu�ud¡ plat¡, �e bu� sa navz jom poznaj£, alebo ani jeden z dvojice nepozn  toho druh�ho.Hostia sa rozhodli vytvori� tak� tane�n� p ry, aby spolu tancovali v�dy mu� so �enou,ktor¡ sa spolu poznaj£. Navrhnite algoritmus, ktor� ur�¡, ko�ko najviac p rov m��etancova� s£�asne.Vstupom programu je po�et mu�ov M , M � 100, po�et �ien Z, Z � 100 a zo-znam t�ch dvoj¡c host¡, ktor¡ sa spolu poznaj£. Pre jednoduch¨ie zad vanie vstupusi mu�ov ozna�¡me kladn�mi cel�mi �¡slami 1; 2; : : : ;M a �eny z porn�mi cel�mi �¡s-lami �1;�2; : : : ;�Z, tak�e na vstupe bude zoznam dvoj¡c cel�ch �¡sel. V�sledkom budejedin� �¡slo ur�uj£ce maxim lny po�et p rov, ktor� m��u tancova� s£�asne.Pr¡kladPre vstup M = 2, Z = 2 a dvojice zn mych (1;�1), (1; 2), (2;�1), (�1;�2) budev�sledkom �¡slo 1, lebo tancova� m��e v�dy iba jedin� p r | bu� (1;�1) alebo (2;�1).P { II { 2Budeme sa zaobera� kone�n�mi postupnos�ami cel�ch �¡sel. Podpostupnos� d��ky K vy-bran  zo zadanej postupnosti je �ubovo�n  usporiadan  K-tica �¡sel tak , �e v¨etky jej�¡sla sa nach dzaj£ v p�vodnej postupnosti, a navy¨e poradie �¡sel v K-tici je rovnak�ako poradie t�chto �¡sel v p�vodnej postupnosti.O postupnosti �¡sel a1; a2; : : : ; aN hovor¡me, �e m  nanajv�¨ jedno klesanie, ak bu�plat¡ ai � ai+1 pre i = 1; 2; : : : N � 1, alebo ak existuje jedin� index j (1 � j < N), prektor� plat¡, aj > aj+1.



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 97Nap¡¨te program, ktor� ur�¡ d��ku najdlh¨ej postupnosti vybranej zo zadanej postup-nosti cel�ch �¡sel, ktor  m  nanajv�¨ jedno klesanie. Pri n vrhu programu sa zamerajtena dosiahnutie �o najv��¨ej r�chlosti v�po�tu.Pr¡kladPre zadan£ vstupn£ postupnos� 5 9 7 3 7 8 2 4 1 bude v�sledkom �¡slo 6, lebo naj-dlh¨ia vybran  podpostupnos� s nanajv�¨ jedn�m klesan¡m je tvoren  ¨iestimi prvkami:5 7 7 8 2 4. P { II { 3Na po�¡ta�i m me nain¨talovan� opera�n� syst�m MO-P-Windows pracuj£ci v gra�c-kom rozl¡¨en¡ S � R bodov (S � 300, R � 200). Moment lne m me spusten�ch nie-ko�ko aplik ci¡ a na obrazovke je zobrazen�ch N ich okien. Ka�d� okno je obd��nikov�(pr¡p. ¨tvorcov�), pozn me presn� umiestnenie a ve�kos� jednotliv�ch okien. Okn  sam��u na obrazovke �iasto�ne alebo £plne prekr�va�.Chceme spusti� �al¨iu aplik ciu, ktor  potrebuje zobrazi� jedno nov� okno. Po�adu-jeme, aby nov� okno na obrazovke nezakrylo ani �as� �iadneho z okien, ktor� s£ tam u�zobrazen�. Nap¡¨te program, ktor� ur�¡, ak� najv��¨ie okno ide na obrazovku umiestni�a kam. Ve�kos�ou okna ch peme jeho plochu.Na vstupe je zadan� najprv po�et u� zobrazen�ch okien N a rozl¡¨enie dan� �¡s-lami R a S. �alej je pre ka�d� okno ¨peci�kovan  jeho ve�kos� a umiestenie. Pre ka�d�z okien s£ zadan� ¨tyri cel� �¡sla x1, y1, x2, y2 predstavuj£ce s£radnice bodu na ob-razovke [x1; y1], ktor� tvor¡ �av� horn� roh okna, a bodu [x2; y2], v ktorom le�¡ prav�doln� roh okna. S£radnice bodov na obrazovke sa zad vaj£ tak, �e bod v �avom hornomrohu celej obrazovky m  s£radnice [0; 0] a bod v pravom dolnom rohu m  s£radnice [S��1; R� 1]. Prv  s£radnica nejak�ho bodu na obrazovke znamen  vodorovn£ vzdialenos�tohoto bodu od �av�ho okraja obrazovky, druh  s£radnica ur�uje zvisl£ vzdialenos� boduod horn�ho okraja obrazovky.V�sledkom v�po�tu programu je ¨tvorica �¡sel, ktor  predstavuje s£radnice �av�hohorn�ho a prav�ho doln�ho rohu pr¡pustn�ho umiestnenia pre nov� okno maxim lnejve�kosti. Ak existuje viacero tak�chto umiestnen¡, sta�¡, ak n jdete �ubovo�n� z nich. Aku� nie je mo�n� na obrazovku umiestni� �iadne �al¨ie okno, program vyp¡¨e ¨tyri nuly.Po�iadavka, aby sa nov� okno neprekr�valo so �iadnym z ostatn�ch okien znamen ,�e �iaden vn£torn� ani hrani�n� bod nov�ho okna nesmie le�a� v inom okne ani na jehohranici.Pr¡kladPre po�et zobrazen�ch okien N = 2, rozl¡¨enie S = 300 a R = 200 a s£radnice okien(3; 3; 250; 100) a (200; 80; 280; 150) m  najv��¨ia vo�n  oblas� pre nov� okno s£radnice(0; 101; 199; 199).



98 47. ro�n¡k matematickej olympi dyP { II { 4�tudijn� text "Kombina�n� siete" k pr¡kladu P-II-4 mo�no n js� v zadan¡ pr¡kladu P-I-4na strane 94.S£�a�n  £lohaNavrhnite kombina�n£ sie� funguj£cu ako bin rna s�¡ta�ka. Sie� pracuje s abecedouf0; 1; ;g, m  2N vstupov (A0; : : : ; AN�1 a B0; : : : ; BN�1) a N + 1 v�stupov Q0; : : : ; QN .Skupiny vstupov A0; : : : ; AN�1 a B0; : : : ; BN�1 reprezentuj£ dve N -bitov� �¡sla zap¡san�v dvojkovej s£stave (t.j. A = PN�1i=0 2iAi, B = PN�1i=0 2iBi). Po skon�en¡ v�po�tu sietev�stupy siete reprezentuj£ dvojkov� z pis �¡sla, ktor� je s£�tom �¡sel na vstupoch (Q == A+B =PNi=0 2iQi).Hodnot¡ sa nielen spr vnos�, ale aj r�chlos� v�po�tu navrhnutej siete, sna�te sa tedadosiahnu� �o najmen¨¡ po�et hlad¡n. P { III { 1Dan  je ¨tvorcov  matica A ve�kosti N � N , ktorej prvkami s£ �¡sla 0 a 1. Jednotkov podmaticamaticeA je �ubovo�n� s£visl� ¨tvorcov� v�rez maticeA tak�, �e na jeho hlavnejdiagon le s£ sam� jednotky a v¨etky ostatn� prvky v�rezu maj£ hodnotu nula. Hlavn diagon la je uhloprie�ka ved£ca z �av�ho horn�ho do prav�ho doln�ho rohu podmatice.Nap¡¨te program, ktor� pre dan£ maticu A ur�¡ ve�kos� najv��¨ej jednotkovej podma-tice. Na vstupe je ve�kos� matice N a jednotliv� prvky matice | N riadkov po N �¡sel.V�stupom programu je jedin� �¡slo | ve�kos� strany najv��¨ej jednotkovej podmaticematice A.Pr¡kladN = 5Matica A:1 1 0 0 01 0 1 0 10 0 0 1 01 0 0 0 10 1 0 1 0 Pre uveden£ maticu je v�sledkom�¡slo 3, lebo maxim lna jednotkov  pod-matica m  ve�kos� 3 � 3 (nach dza sa vriadkoch 1 a� 3 a st�pcoch 2 a� 4).P { III { 2Pri prenose d t (t.j. postupnost¡ bitov) medzi po�¡ta�mi m��e �as od �asu d�js� ku chybe| namiesto niektor�ho vyslan�ho bitu je na konci linky prijat� in� bit. Predpoklad mev¨ak, �e nedoch dza k tomu, �e by sa nejak� bit pri prenose celkom stratil, alebo �e bynaopak nejak� bit pribudol.Pre prenos d t po nespo�ahliv�ch link ch sa pou�¡vaj£ r�zne samoopravn� k¢dy. K pre-n ¨an�m bitom b1; : : : ; bn sa pridaj£ naviac kontroln� bity c1; : : : ; cm tak, aby pod�a nichbolo mo�n� na druhej strane linky zisti�, �i sa spr va preniesla v poriadku.



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 99Najjednoduch¨¡m mo�n�m samoopravn�m k¢dom je paritn� k¢d { prid  sa jedin�bit c1 tak, aby bol celkov� po�et jedni�iek v celej spr ve p rny. Ak je po prenesen¡spr vy po komunika�nej linke po�et jedni�iek nep rny, je zrejm�, �e muselo d�js� kuchybe a spr va sa vyhl si za neplatn£. Ak m  spr va p rny po�et jedni�iek, pova�ujemespr vu za spr vne prenesen£ a odstr nime z nej kontroln� bit. V pr¡pade, �e ned�jdepri prenose ku chybe, n ¨ postup spr vne prenesie bity b1; : : : bn. Ak pri prenose d�jdek chybe v jednom bite (bu� v jednom z bitov b1; : : : ; bn alebo v samotnom bite c1), takpo�et jednotiek bude nep rny, a teda naozaj zist¡me, �e spr va nie je korektne prenesen .Paritn� k¢d v¨ak neumo�¤uje presne zisti�, ktor� bit je chybn�. Ak by sme to vedelizisti�, mohli by sme pr¡slu¨n� bit opravi� (s£ toti� iba dve hodnoty, ktor� m��e bitnadobudn£�). Takisto k¢d nevie odhali� chybn£ spr vu v pr¡pade, �e po�as prenosunastane chyba v dvoch bitoch.S£�a�n� £lohya) Navrhnite samoopravn� k¢d, ktor� k n-bitovej spr ve prid  nieko�ko kontroln�chbitov tak, aby pr¡padn£ chybu v jednom bite spr vy bolo mo�n� nielen zisti�, aleaj opravi�.b) Navrhnite samoopravn� k¢d, ktor� k n-bitovej spr ve prid  nieko�ko kontroln�chbitov tak, aby odhalil po¨kodenie spr vy za predpokladu, �e pri jej prenose do¨lok chybe v nanajv�¨ dvoch bitoch.V obidvoch pr¡padoch sa sna�te o �o najmen¨ie pred��enie spr vy (t.j. minimali-zujte po�et pridan�ch kontroln�ch bitov m) a dok �te, �e navrhnut� k¢d m  skuto�nepo�adovan� vlastnosti. P { III { 3�tudijn� text "kombina�n� siete" k pr¡kladu P-III-3 mo�no n js� v zadan¡ pr¡kladu P-I-4na strane 94.S£�a�n  £lohaNavrhnite kombina�n£ sie� s abecedou f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; ;g, s n vstupmi A1; : : : ; Ana s n v�stupmi B1; : : : ; Bn, ktor  bude pracova� ako triediaca sie� | ak umiestnimena vstupy nejak£ postupnos� �¡sel, po skon�en¡ v�po�tu sa objav¡ na v�stupoch t  ist postupnos� usporiadan  v neklesaj£com porad¡.Hodnot¡ sa nielen spr vnos�, ale aj r�chlos� v�po�tu navrhnutej siete | sna�te sateda dosiahnu� �o najmen¨¡ po�et hlad¡n.



100 47. ro�n¡k matematickej olympi dyP { III { 4Program: TUNELY.PAS/TUNELY.CPPVstup: TUNELY.INV�stup: TUNELY.OUTV istej hornatej krajine maj£ N miest ozna�en�ch �¡slami 1; : : : ; N . Mest  s£ posp -jan� cestnou sie�ou. Vzh�adom na hornatos� krajiny, cesty �asto prech dzaj£ pomernen¡zkymi tunelmi. Ka�d  cesta sp ja dvojicu miest a je zn ma maxim lna povolen  v�¨kavozidla, ak� po nej m��e prejs�. Niektor� dvojice miest nie s£ priamo prepojen� �iadnoucestou, niektor� dvojice m��u by� naopak spojen� viacer�mi cestami s r�znymi obmedze-niami maxim lnej povolenej v�¨ky. V¨etky cesty s£ obojsmern�.Nap¡¨te program, ktor� ur�¡ maxim lnu mo�n£ v�¨ku vozidla, ak� m��e po existuj£-cich cest ch prejs� z mesta X do mesta Y . Pre takto vysok� vozidlo �alej ur�ite trasu, poktorej m  z X do Y prejs�. Pokia� existuje viac mo�n�ch tr s, vyp¡¨te t£, ktor  prech dzanajmen¨¡m po�tom miest (ak je aj tak�chto tr s viac, vyp¡¨te �ubovo�n£ z nich).Vstupn� s£bor TUNELY.IN obsahuje na prvom riadku tri cel� �¡sla N;X; Y oddelen�medzerami. N ur�uje po�et miest (N � 100), X a Y s£ �¡sla koncov�chmiest po�adovanejcesty. �al¨ie riadky s£boru obsahuj£ inform cie o jednotliv�ch cest ch. Ka�d� riadokje tvoren� tromi �¡slami popisuj£cimi jednu cestu: prv� dve obsahuj£ �¡sla miest, ktor�t to cesta sp ja, tretie obsahuje maxim lnu povolen£ v�¨ku vozidla v milimetroch (cel��¡slo v rozmedz¡ od 1 po 10 000). Ak je tretia hodnota na riadku 0, znamen  to, �e v�¨kavozidiel na tejto ceste nie je obmedzen . Vstupn� s£bor je ukon�en� riadkom obsahuj£cimtri nuly.Na prvom riadku v�stupn�ho s£boru TUNELY.OUT bude zap¡san� jedin� �¡slo | n j-den  maxim lna v�¨ka vozidla, pr¡padne 0, ak existuje trasa z X do Y bez obmedzeniav�¨ky vozidla. Na druhom riadku je uveden  stanoven  trasa vozidla v tvare postupnosti�¡sel miest za�¡naj£cej �¡slom X a kon�iacej �¡slom Y . Jednotliv� mest  s£ oddelen�medzerami. Ak neexistuje cesta z mesta X do mesta Y , v�stupn� s£bor bude obsahova�jedin� riadok s �¡slom -1.Pr¡kladTUNELY.IN6 5 31 2 01 4 01 5 20002 4 50002 5 33002 6 03 4 24003 6 22004 6 60000 0 0
TUNELY.OUT24005 2 4 3



Zadania s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 101P { III { 5Program: ZLODEJ.PAS/ZLODEJ.CPPVstup: ZLODEJ.INV�stup: ZLODEJ.OUTZlodej sa pri svojej no�nej v�prave vl mal do bytu a na¨iel tam nieko�ko predmetov,ktor� by si r d odniesol. M��e si z nich ale vybra� iba to�ko, ko�ko unesie. Pritom sasamozrejme sna�¡, aby mal jeho £lovok najv��¨iu cenu. Nap¡¨te program, ktor� zlodejovipom��e rozhodn£�, ktor� predmety si m  odnies�.Je dan� po�et n jden�ch predmetov N , pri�om pozn me cenu a hmotnos� ka�d�hoz nich. �alej je dan  maxim lna hmotnos� predmetovM , ak£ zlodej unesie. Zistite, ktor�predmety si m  zlodej vybra�, aby ich s£hrnn  hmotnos� neprev�¨ila M a aby s£�et ichcien bol najv��¨¡ mo�n�. Ak tak�to s£�et cien mo�no dosiahnu� pomocou viacer�chv�berov, zvo�te ten, ktor� m  najni�¨iu celkov£ hmotnos� vybran�ch predmetov (ak ajtak�chto v�berov je viac, zvo�te �ubovo�n�).Vo vstupnom s£bore ZLODEJ.IN s£ na prvom riadku uveden� �¡sla N a M (1 � N �� 250, 1 � M � 5 000), pri�om N je po�et n jden�ch predmetov a M je maxim lnacelkov  hmotnos� vybran�ch predmetov v gramoch. Na ka�dom z �al¨¡ch N riadkovje pop¡san� jeden predmet. Riadok obsahuje v�dy dve kladn� cel� �¡sla | hmotnos�predmetu (najviac 5000) a cenu v korun ch (najviac 50 000).Do v�stupn�ho s£boru ZLODEJ.OUT program zap¡¨e dva riadky. Prv� z nich bude ob-sahova� dve cel� �¡sla oddelen� medzerou, ktor� ur�uj£ s£hrnn£ hmotnos� a celkov£ cenuv¨etk�ch vybran�ch predmetov. Na druhom riadku s£ uveden� poradov� �¡sla v¨etk�chvybran�ch predmetov oddelen� medzerami (predmety s£ o�¡slovan� od 1 po N v takomporad¡, v akom s£ uveden� na vstupe). Do v�stupn�ho s£boru m��e vypisova� �¡slavybran�ch predmetov v �ubovo�nom porad¡.Pr¡kladZLODEJ.IN8 35001000 20000800 150003000 300001500 400001000 100002000 150005000 500001400 30000
ZLODEJ.OUT3300 750001 2 4



Rie¨enia s£�a�n�ch £lohKateg¢ria PP { I { 1Ide o klasick£ £lohu te¢rie grafov. Hostia predstavuj£ vrcholy grafu, hrany zodpovedaj£vz�ahu "nepozna� sa\ medzi hos�ami. O takomto grafe zis�ujeme, �i je bipartitn�, tzn. �imo�no jeho vrcholy rozdeli� do dvoch skup¡n tak, aby v r mci ani jednej skupiny neviedla�iadna hrana. Ka�d� tak�to rozdelenie na dve skupiny ur�uje rozsadenie host¡ do dvochmiestnost¡.Pokia� graf bipartitn� nie je, £loha nem  rie¨enie. Ak graf je bipartitn�, potom po�etpr¡pustn�ch rozdelen¡ vrcholov je 2k, kde k je po�et komponentov s£vislosti grafu. V ka�-dom komponente s£vislosti m me toti� jednozna�ne dan�, ako rozdeli� vrcholy v tomtokomponente na dve skupiny, m��eme si v¨ak zvoli�, ktor£ skupinu posad¡me do ktorejmiestnosti (2 mo�nosti). Pritom umiestnenie skup¡n dan�ho komponentu do miestnost¡m��eme urobi� nez visle od rozsadenia ostatn�ch komponentov s£vislosti, tak�e celkov�po�et mo�nost¡ je 2k.Algoritmus rie¨enia tejto £lohy je zalo�en� na vhodnom preh�ad van¡ grafu (mo�nopreh�ad vanie do ¨¡rky alebo do h�bky). Po�as preh�ad vania rob¡me dve �innosti: po�¡-tame po�et komponentov k a kontrolujeme, �i je graf bipartitn�. Ak je graf bipartitn�,odpove� bude 2k, ak nie je, £loha nem  rie¨enie. Kontrolu bipartitnosti mo�no robi� tak,�e sa pok£¨ame zostroji� jedno mo�n� rozsadenie host¡. Pri preh�ad van¡ si pre ka�d�u� objaven� vrchol pam�t me, v ktorej miestnosti je pr¡slu¨n� hos� usaden�. Ak za�¡-name preh�ad va� nov� komponent, umiestnime prv� vrchol do �ubovo�nej miestnosti.Pre ka�d� objaven� vrchol v je potrebn� skontrolova� zoznam vrcholov, s ktor�mi je vspojen� hranou. Pre ka�d� vrchol zo zoznamu over¡me, �i je v opa�nej miestnosti ako v.V pr¡pade, �e je v tej istej miestnosti ako v, graf nie je bipartitn�. Ak niektor� z vrcholovv zozname e¨te v�bec nem  priraden£ miestnos�, prirad¡me mu opa�n£ miestnos�, akovrcholu v.�asov  aj priestorov  zlo�itos� uveden�ho algoritmu je O(n+m), kde n je po�et host¡a m je po�et dvoj¡c, ktor� sa navz jom nepoznaj£.P { I { 2Pou�ijeme met¢du dynamick�ho programovania. Ozna�me hmotnos� I-teho v�robku navstupe mI . Ozna�me Z[I; J ] najlep¨ie mo�n� zaplnenie auta nosnosti J (0 � J � C)pomocou prv�ch I v�robkov. V Z[N;C] je teda maxim lna hmotnos�, ktor£ je mo�n�nalo�i� do auta s nosnos�ou C. Ak je t to hodnota C, tak je mo�n� auto presne zaplni�,v opa�nom pr¡pade to nie je mo�n�.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 103Uk �eme si teraz, ako vypo�¡ta� hodnoty Z[I; J ]. Zjavne plat¡, �e Z[0; J ] = 0 prev¨etky J , lebo pomocou 0 v�robkov m��emedosiahnu� iba nulov£ hmotnos�. Ak pozn mehodnoty Z[I � 1; J ] pre v¨etky J , m��eme po�¡ta� hodnoty Z[I; J ]. Pokia� mI > J ,v�robok I do auta nosnosti J nevojde a najlep¨ie zaplnenie tak�hoto auta prv�mi Iv�robkami bude rovnak�, ako zaplnenie prv�mi I � 1 v�robkami. Ak mi � J , I-tyv�robok bu� nepou�ijeme alebo pou�ijeme. Z oboch mo�nost¡ si vyberieme t£, ktor vedie k v��¨ej hmotnosti n kladu. Ak I-ty v�robok nenalo�¡me, bude zaplnenie autave�kosti J rovnak� ako doteraz. Ak naopak I-ty v�robok nalo�¡me, zostane n m v autevo�n� priestor ve�kosti J � mI. Tento vo�n� priestor potrebujeme zaplni� �o najlep¨ieprv�mi I � 1 v�robkami, �o je Z[I; J �mI ]. Dost vame teda vz�ah pre I > 0:Z[I; J ] = ( Z[I � 1; J ] ak mI > JmaxfZ[I � 1; J ]; Z[I � 1; J �mI] +mIg ak mI � JHodnoty Z[I; J ] teda mo�no po�¡ta� dvoma vnoren�mi cyklami. Vonkaj¨¡ cykluspostupne prech dza zadan�mi N v�robkami, pre ka�d� z nich sa vo vn£tornom cykleprepo�¡tava £daj o maxim lnom mo�nom nalo�en¡  ut o nosnostiach od 0 po C. Navy¨ena v�po�et hodnoty Z[N;C] nepotrebujeme dvojrozmern� pole, preto�e pri v�po�te hod-noty Z[I; J ] potrebujeme iba hodnoty z riadku Z[I � 1], tak�e n m sta�ia dva riadky {v jednom m me odz lohovan� hodnoty pre I � 1, do druh�ho po�¡tame hodnoty pre I(cel� v�po�et je dokonca mo�n� robi� iba v jednom poli s C prvkami). �asov  zlo�itos�algoritmu je teda O(NC), pam��ov  O(C +N).P { I { 3T£to £lohu je mo�n� rie¨i� dvoma sp�sobmi, pri�om prv� m  �asov£ zlo�itos� O(NRS),pam��ov£O(RS), druh�m  �asov£ zlo�itos�O(N2), pam��ov£O(N) (R je po�et riadkov,S je po�et st�pcov a N je po�et okien na obrazovke).Prv� rie¨enie vyu�¡va pole ve�kosti R � S, v ktorom bude ka�d� prvok predstavova�jeden bod obrazovky a bude obsahova� 1, ak je tento bod vo�n�, resp. 0, ak je obsaden�oknom. V prvej f ze na�¡tame £daje o okn ch a vyzna�¡me ich plochu do n ¨ho po�a(O(NRS) oper ci¡). �alej budeme h�ada� v tomto poli h�ada� obd��nikov� miesto ve�kostiA�B tvoren� tvoren� sam�mi 1.V druhej f ze ka�d� jednotkov� prvok v poli nahrad¡me po�tom jedni�iek, ktor� le�iav s£vislej postupnosti v st�pci bezprostredne pod n¡m (nulov� prvky sa nezmenia). T todruh  f za m  �asov£ zlo�itos� O(RS). Prev dza sa toti� samostatne v ka�dom z S st�p-cov a vysta�¡me v�dy s jedn�m prechodom st�pcom zdola nahor, v ktorom ka�d£ jedni�kuzv�¨ime o �¡slo ulo�en� pod ¤ou.V tretej f ze v�po�tu vyh�ad me polohu nov�ho okna. Poloha nov�ho okna m��e by�n jden  ako s£visl� £sek hodn�t ve�kosti aspo¤ B v niektorom riadku. Tak�to £sek jemo�n� n js� v �ase O(RS) jedn�m prechodom po�a.Druh� postup ulo�¡ £daje o okn ch do po�a ve�kosti O(N), pri�om okn  utriedi vzo-stupne pod�a s£radnice �av�ho okraja okna. Sta�¡ sk£ma� tak� umiestnenia nov�ch okien,pri ktor�ch sa okno dot�ka horn�m okrajom horn�ho okraja obrazovky alebo doln�ho



104 47. ro�n¡k matematickej olympi dyokraja nejak�ho u� existuj£ceho okna (ak by sa nov� okno nedot�kalo, mo�no ho posun£�vy¨¨ie). Dostaneme takto N + 1 y-ov�ch poz¡ci¡, na ktor� mo�no umiestni� horn� rohokna. Pre ka�d£ z t�chto poz¡ci¡ zvol¡me p s ¨¡rky B nadol od tejto poz¡cie a h�ad me, �ije v ¤om miesto ¨¡rky A, do ktor�ho nezasahuje �iadne okno. Z usporiadan�ho zoznamuv¨etk�ch okien vyberieme tie, ktor� do uva�ovan�ho p su zasahuj£. V�aka utriedeniuokien m��eme z rove¤ jednoducho po�¡ta�, ak� ¨irok� medzery zostan£ v p se medzi ok-nami vo�n� a �i je niektor  ve�k  aspo¤ A bodov. K tomu si sta�¡ v pomocnej premennejpriebe�ne evidova�, ako �aleko doprava je p s u� obsaden�. Tak�to o¨etrenie jedn�hop su prevedieme v �ase O(N). P { I { 4Rie¨enie �asti a)�lohu je mo�n� rie¨i� met¢dou rozde�uj a panuj. Pop¡¨eme postup na z¡skanie maxima(minimum sa h�ad  analogicky). Pre jeden vstup je v�sledkom priamo hodnota vstupu.Pre dva vstupy budeme £lohu rie¨i� pou�it¡m hradla MAX (a; b), ktor�ho prechodovoufunkciou bude maximum z hodn�t vstupov a a b. Ak vieme probl�m rie¨i� pre menejako k vstupov a chceme ho rie¨i� pre k vstupov, rozdel¡me vstupy �ubovo�n�m sp�sobomdo dvoch pribli�ne rovnako ve�k�ch skup¡n (tak, aby sa po�ty vstupov v skupin ch l¡¨ilnajviac o 1). Pre ka�d£ skupinu n jdeme maximum a potom (pomocou hradla MAX )ur�¡me maximum z t�chto �iasto�n�ch max¡m. T�mto sp�sobom skon¨truovan  sie� m pribli�ne log2(N) hlad¡n, �asov  zlo�itos� v�po�tu je preto O(logN), kde N je po�etvstupov obvodu.Rie¨enie �asti b)Najprv si zavedieme hradl  OR, AND a ANDN tak, aby hradlo OR d valo pre vstupy xa y hodnotu zodpovedaj£cu logick�mu v�razu "x alebo y\, kde jednotka znamen  pravdua nula nepravdu. Podobne hradlo AND zodpoved  v�razu "x a s£�asne y\ a hradlo ANDNzodpoved  v�razu "x a s£�asne nie y\.Z t�chto hradiel potom zostroj¡me selektor | jednoduch£ sie� s troma vstupmi S, A0a A1 a s jedn�m v�stupom Q, ktor  na Q privedieAS (teda A0, ak S = 0 a A1, ak S = 1).Budeme zna�i� Q = SEL (A0; A1; S).B0 = ANDN (A0; S)B1 = AND (A1; S)Q = OR (B0; B1)Rie¨me teraz met¢dou rozde�uj a panuj nasleduj£cu pozmenen£ £lohu: sie� m  n == 2p vstupov X0;X1; : : : ;Xn�1 a p + 1 v�stupov, kde prv� v�stup S informuje o tom,�i niektor� vstup m  hodnotu jedna. Ak  no, v�stup S m  hodnotu jedna a ostatn�v�stupy Q0; Q1; : : : ; Qp�1 obsahuj£ najmen¨ie z �¡sel jedni�kov�ch vstupov (Q0 obsahujenajni�¨¡ bit a Qp�1 najvy¨¨¡). Ak s£ v¨etky vstupy 0, S = 0 a ostatn� v�stupy m��u ma��ubovo�n� hodnoty.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 105Pre dva vstupy t£to sie� mo�no zostroji� jednoducho (S vypo�¡tame zo vstupov po-mocou hradla OR a Q0 vypo�¡tame ako ANDN (X1;X0)). Ak m me rie¨enie pre n == 2p vstupov, pre 2n vstupov rie¨enie zostroj¡me takto: rozdel¡me vstupy do dvochskup¡n: X0 a� Xn�1 a Xn a� X2n�1, pri�om pre ka�d£ z t�chto skup¡n £lohu vyrie¨ime.V�stupy �iasto�n�ch rie¨en¡ ozna�¡meM , A0 a� Ap�1 pre prv£ skupinu a N , B0 a� Bp�1pre druh£ skupinu.Ak M = 1, prv  jedni�ka je zaru�ene v prvej skupine, teda Qp bude 0, ostatn� Qibud£ rovn� Ai a S bude 1. Ak M = 0 a N = 1, je prv  jedni�ka v druhej skupine,tak�e Qp bude 1, ostatn� Qi bud£ rovn� Bi a S bude 1. Ak jeM = 0 a N = 0, �iadny zovstupov jedni�ku neobsahuje, preto hodnoty Qi m��u by� �ubovo�n� a S bude 0. Tietopo�iadavky mo�no splni� takto:S = OR (M;N)Qp = ANDN (N;M)Qi = SEL (Ai; Bi; Qp); pre 0 � i < pZo siete rie¨iacej upraven£ £lohu vytvor¡me sie� rie¨iacu na¨e zadanie jednoducho tak,�e zadan� vstupy dopln¡me (na konci) jedn�m vstupom o �xnej hodnote 1 na mocninudvoch a ako v�stupy pou�ijeme �¡sla Q0; : : :Qp�1 (uvedomte si, �e tak to sie� naozajspr vne rie¨i £lohu aj v pr¡pade, �e v¨etky p�vodn� vstupy bud£ 0). Pre po�et vstu-pov n = 2p � 1 m  vytvoren  kombina�n  sie� h�bku 3p� 2, teda jej v�po�et m  �asov£zlo�itos� O(log n). P { II { 1Uva�ujme bipartitn� graf, kde v jednej skupine vrcholov ka�d� vrchol zodpoved  jedn�mumu�ovi, v druhej skupine s£ vrcholy zodpovedaj£ce �en m. Hrany v grafe nech ved£ odvrcholu zodpovedaj£ceho nejakej �ene k vrcholu zodpovedaj£cemu nejak�mu mu�ovi, aksa t¡to navz jom poznaj£. Dvojice �ien alebo mu�ov, ktor¡ sa navz jom poznaj£, m��emeignorova�, lebo s£ pre rie¨enie £lohy nepodstatn�. Maxim lne p rovanie bipartitn�hografu je najv��¨ia mno�ina hr n grafu tak , �e �iadne dve z nich nemaj£ spolo�n� vrchol.Ve�kos� maxim lneho p rovania v na¨om grafe teda ur�uje najv��¨¡ po�et p rov, ktor�naraz m��u tancova�.Algoritmus rie¨enia za�¡na s pr zdnym p rovan¡m. V ka�dom kroku algoritmu potomn jde p rovanie, ktor� m  o jednu hranu viac, a� k�m nedosiahne maxim lne p rovanie.Pri zv��¨ovan¡ p rovania vyu�¡va tzv. zlep¨uj£ce cesty.Zlep¨uj£ca cesta je cesta, ktorej za�iato�n� ani koncov� vrchol nie je zaraden� do p ro-vania, a na ktorej sa striedaj£ hrany, ktor� s£ v p rovan¡ a tie, ktor� nie s£. Z uveden�chpodmienok vypl�va, �e po�et hr n v ceste (n) je nep rny a teda za�iato�n� a koncov� vr-chol s£ opa�n�ho pohlavia. Z hr n na tejto ceste je n�12 je v s£�asnom p rovan¡ a n+12 nieje v s£�asnom p rovan¡. Ak z p rovania vynech me v¨etky hrany, ktor� sa nach dzali nazlep¨uj£cej ceste a naopak prid me do neho tie hrany zlep¨uj£cej cesty, ktor� v p rovan¡neboli, dost vame op�� p rovanie, ktor� v¨ak m  o jednu hranu viac.



106 47. ro�n¡k matematickej olympi dyAk �iadna zlep¨uj£ca cesta neexistuje, n jden� p rovanie je maxim lne. Toto tvrdeniedok �eme sporom: Nech B je p rovanie, pre ktor� neexistuje zlep¨uj£ca cesta a nech Aje p rovanie s v��¨¡m po�tom hr n ako B. Ofarbime hrany grafu tak, �e hrany z mno�inyA n B bud£ �erven�, hrany z mno�iny B n A bud£ modr� a ostatn� hrany bud£ biele.Z ka�d�ho vrcholu ide najviac jedna �erven  a najviac jedna modr  hrana. Preto akvyma�eme z grafu v¨etky biele hrany, dostaneme graf, ktor�ho ka�d� komponent s£vislostije bu� cesta alebo kru�nica, na ktor�ch sa striedaj£ �erven� a modr� hrany. Ke��e jAj >> jBj, �erven�ch hr n mus¡ by� viac ne� modr�ch. V ka�dej kru�nici je rovnak� po�ethr n oboch farieb. Preto mus¡ existova� cesta, na ktorej bude viac �erven�ch hr n akomodr�ch, t.j. mus¡ to by� cesta, ktor  za�¡na aj kon�¡ �ervenou hranou. Tak to cesta jev¨ak pre p rovanie B zlep¨uj£cou cestou, �o je spor s p�vodn�m predpokladom.Zost va pop¡sa�, ako h�ada� v grafe zlep¨uj£ce cesty. Zavedieme si preto pojem al-ternuj£cej cesty. Je to cesta za�¡naj£ca vo vrchole zodpovedaj£com mu�ovi, ktor� nieje zaraden� do p rovania a na ktorej sa striedaj£ hrany, ktor� s£/nie s£ zaraden� dop rovania. Mno�inu vrcholov, do ktor�ch vedie alternuj£ca cesta, n jdeme jednoduchopreh�ad van¡m grafu. Za�neme z vrcholov prisl£chaj£cich mu�om, ktor¡ e¨te nemaj£p r. Ak sme vo vrchole zodpovedaj£com �ene, pokra�ujeme po hrane p rovania (ak tak existuje), z vrcholu zodpovedaj£ceho mu�ovi pokra�ujeme naopak po hran ch, ktor� dop rovania nepatria. V grafe existuje zlep¨uj£ca cesta pr ve vtedy, ke� tak�mto preh�ad -van¡m n jdeme vrchol (zodpovedaj£ci �ene), z ktor�ho nevedie �iadna hrana z p rovania.�asov  zlo�itos� algoritmu je O(N3) (kde N = M + Z), lebo p rovanie m��e ma�najviac O(N) hr n. Pri pridan¡ ka�dej hrany potrebujeme spravi� preh�adanie grafu(v �ase O(N2)). P { II { 2Najdlh¨ia vybran  podpostupnos� s najviac jedn�m klesan¡m je v�dy bu� najdlh¨ia ne-klesaj£ca vybran  podpostupnos� (NNVP), alebo m  jedno klesanie a v tom pr¡padeexistuje index i tak�, �e v�sledn  podpostupnos� vznikne spojen¡m NNVP vybranejz A1; : : : ; Ai a NNVP vybranej z Ai+1; : : : ; AN . Ozna�me teraz B[i] d��ku NNVP vy-branej z A1, A2; : : : ; Ai a C[i] d��ku NNVP vybranej z AN�i+1, AN�i+2; : : : ; AN . Z pred-ch dzaj£cich £vah vypl�va, �e h�adan  d��ka jemaxj2f0;1;:::;Ng(B[j] + C[N � j]):Uk �me si teraz, ako vypo�¡ta� hodnoty po�a B v �ase O(N logN). Ozna�meKon(i)[j]najmen¨¡ prvok, ak� sa m��e nach dza� na konci neklesaj£cej podpostupnosti d��ky j vy-branej z A1; : : :Ai (ak podpostupnos� danej d��ky neexistuje, potom je hodnota Kon(i)[j]nede�novan ). Ak B[i] je d��ka NNVP z A1; : : :Ai, tak hodnoty Kon(i)[1]; : : : ;Kon(i)[B[i]]s£ de�novan� a ostatn� hodnoty Kon(i) de�novan� nie s£. �alej si uvedomme, �e hod-noty Kon(i)[1],: : : ,Kon(i)[B[i]] tvoria neklesaj£cu postupnos�.Pre £sek d��ky 1 je B[1] = 1 a Kon(1)[1] = A[1]. Predpokladajme teraz, �e u�m me vypo�¡tan� B[i� 1] a hodnoty po�a Kon(i�1) a chceme vypo�¡ta� B[i] a hodnoty



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 107po�a Kon(i). Prvok Ai m��eme pripoji� len na koniec tak�ch podpostupnost¡, ktor� kon-�ia prvkom neprevy¨uj£cim Ai. Nech j je d��ka najdlh¨ej takej podpostupnosti vybranejz A1; : : : ; Ai�1. Pre k � j sme u� na¨li neklesaj£cu podpostupnos� d��ky k, ktorej po-sledn� prvok je najviac Ai a preto Kon(i)[k] = Kon(i�1)[k]. Naopak pre indexy k > j + 1neexistuje v postupnosti A1; : : : ; Ai neklesaj£ca podpostupnos� d��ky k, kon�iaca prv-kom Ai, a preto aj v tomto pr¡pade Kon(i)[k] = Kon(i�1)[k]. Existuje teda nanajv�¨ jedenindex k tak�, �e Kon(i)[k] 6= Kon(i�1)[k] a to k = j + 1. Niekedy hodnota j + 1 m��eprev�¨i� B[i� 1]. V tomto pr¡pade B[i] = B[i� 1] + 1, inak B[i] = B[i� 1]. Ak tedam me v nejakom pomocnom poli vypo�¡tan� hodnoty Kon(i�1), m��eme z nich dosta�hodnoty Kon(i) zmenou jedin�ho prvku { Kon(i�1)[j + 1]. Index j vieme n js� bin rnymvyh�ad van¡m ako najv��¨¡ index tak�, �e Kon(i�1)[j] � A[i].Pre ka�d� i teda vypo�¡tame B[i] a uprav¡me pole Kon v �ase O(log n), cel� v�po�etpo�a B bude trva� O(n log n). Hodnoty po�a C vypo�¡tame analogicky (postupujeme odkonca po�a A). Potom je u� mo�n� v line rnom �ase n js� �iadan� maximum. Zlo�itos�cel�ho algoritmu je teda O(n log n). P { II { 3Obrazovku si m��eme reprezentova� ako maticu A s S�R prvkami zodpovedaj£cimi jed-notliv�m bodom obrazovky. Vo�n� bod obrazovky ozna�¡me jednotkou, zaplnen� nulou.�lohou je n js� �o najv��¨¡ obd��nik tvoren� sam�mi jednotkami. Pri na�¡tan¡ £dajovka�d� okno vyzna�¡me v matici nulami, t to f za v�po�tu vy�aduje O(RSN) oper ci¡.V druhej f ze v�po�tu si predvypo�¡tame hodnoty pomocn�ch mat¡c U a L. Ak A[i; j] == 0, potom aj U [i; j] a L[i; j] bud£ nulov�. V opa�nom pr¡pade U [i; j] obsahuje d��kus£visl�ho £seku jednotiek od prvku A[i; j] smerom nahor a L[i; j] obsahuje d��ku s£vis-l�ho £seku jednotiek od A[i; j] smerom nadol. Hodnoty po�a U mo�no vypo�¡ta� jedn�mprechodom po st�pcoch matice zhora dole a hodnoty po�a L je mo�n� vypo�¡ta� jedn�mprechodom zdola nahor. T to f za teda trv  �as O(RS).Algoritmus �alej vyu�¡va skuto�nos�, �e maxim lna jednotkov  podmatica sa mus¡svojim �av�m okrajom dot�ka� bu� �av�ho okraja celej matice, alebo nejakej nuly. V opa�-nom pr¡pade by toti� nebola maxim lna, bolo by mo�n� zv��¨i� ju smerom do�ava. Ma-ticu A budeme prech dza� postupne po riadkoch. Pre ka�d� nulov� prvok A[i; j] budemeh�ada� maxim lny jednotkov� obd��nik priliehaj£ci k tejto nule svoj¡m �av�m okrajom.Postupujme od prvku A[i; j] smerom doprava, k�m nenaraz¡me op�� na nulu. T to nulasprava ohrani�uje naj¨ir¨¡ obd��nik priliehaj£ci �avou stranou k prvku A[i; j]. Pre ka�d�prvok A[i+ b; j] = 1, na ktor� cestou naraz¡me, ur�¡me maxim lny jednotkov� obd��nikpriliehaj£ci �avou stranou k prvku A[i; j] tak�, �e jeho prav  strana je v st�pci i+ b. Jeho�av� a prav� okraj je ur�en� hodnotami i a i+ b, zost va ur�i� jeho horn� a doln� okraj.Horn� okraj sa sna�¡me posun£� �o najvy¨¨ie | bude teda od riadku j vzdialen� o mini-mum z hodn�t U [i; j]; U [i+1; j]; : : : ; U [i+ b; j]. Naopak doln� okraj sa sna�¡me posun£��o najni�¨ie a bude teda vzdialen� od riadku i o minimum z pr¡slu¨n�ch hodn�t v poli L.Minim  potrebn� na v�po�et ner tame pre ka�d� b odznovu, ale si ich priebe�ne vypo�¡-tavame z predch dzaj£cich hodn�t. T£to �as� algoritmu je teda taktie� mo�n� vykona�v �ase O(RS).



108 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPop¡san� algoritmus m  �asov£ zlo�itos� O(RSN) a pam��ov£ O(RS). Existuje ajalgoritmus s �asovou zlo�itos�ou O(N2) a pam��ovou O(N), ktor� je v�hodn�, ak po�etokien je pomerne mal� vzh�adom na R a S.P { II { 4Aj tento pr¡klad budeme rie¨i� met¢dou rozde�uj a panuj. Vstupy rozdel¡me do dvochblokov. Vypo�¡ta� s£�et ni�¨¡ch n=2 bitov nie je probl�m, ak v¨ak chceme po�¡ta� s£�etvy¨¨¡ch bitov, potrebujeme vedie� prenos z ni�¨ieho r du. Ak budeme �aka�, k�m v�po�etpre ni�¨¡ r d skon�¡, �as v�po�tu (po�et hlad¡n), bude vysok�.Zr�chlenie m��eme dosiahnu� tak, �e pre ka�d� blok bitov vypo�¡tame dve sady v�-stupov: jednu pre pr¡pad, �e ned�jde k prenosu z ni�¨ieho r du, druh� pre pr¡pad, �ed�jde k prenosu. Blok teda bude ma� vstupy A0; : : : ; An�1 a B0; : : : ; Bn�1 a v�stupy P(prenos), X0; : : :Xn�1 (v�sledok) pre pr¡pad bez prenosu a Q, Y0; : : : Yn�1 pre pr¡pads prenosom.Pri kon¨trukcii budeme okrem u� zaveden�ch hradiel AND, OR, XOR a siete SELpou�¡va� aj hradlo NXOR, ktor� je neg ciou hradla XOR. Pre n = 1 dostaneme v�stupyako P = AND (A0; B0), X0 = XOR (A0; B0), Q = XOR (A0; B0), Y0 = XOR (A0; B0).Zo s�¡ta�iek pre dan� n potom zostroj¡me s�¡ta�ku pre 2n: vstupy rozdel¡me do dvochblokov d��ky n a ka�d� blok potom s�¡tame s�¡ta�kou pre n (v�stupy prvej s�¡ta�ky ozna-�¡me P 1, X10 ; : : :X1n�1, Q1, Y 10 ; : : : Y 1n�1, v�stupy druhej s�¡ta�ky bud£ ozna�en� horn�mindexom 2). V�stupy siete ur�¡me pod�a nasleduj£cich pravidiel.Na v�po�et sady v�stupov pre pr¡pad bez prenosu pou�ijeme s£�et ni�¨¡ch n bitovbez prenosu (t.j. X10 ; : : :X1n�1) a pod�a toho, �i P 1 indikuje prenos do vy¨¨ieho r du,pou�ijeme pre zvy¨n� bity a prenos do �al¨ieho bloku bu� hodnoty P 2;X2i alebo Q2;X2i(jednoducho vyberieme hradlami SEL ). Pri v�po�te sady v�stupov pre pr¡pad s pre-nosom postupujeme rovnako ako v pr¡pade bez prenosu, iba namiesto X1i pou�ijeme Y 1ia ako prenos z ni�¨ieho r du pou�ijeme Q1 namiesto P 1.Sie� je teda mo�n� pop¡sa� takto (0 � i < n):Xi = X1iXi+n = SEL (X2i ; Y 2i ; P 1)P = SEL (P 2; Q2; P 1)Yi = Y 1iYi+n = SEL (X2i ; Y 2i ; Q1)Q = SEL (P 2; Q2; Q1)Ak chceme n js� sie� pre p�vodn£ £lohu, zostroj¡meN -bitov£ s�¡ta�ku ako je pop¡san�vy¨¨ie, pri�om za v�stupy prehl sime hodnoty X0; : : :Xn�1 a najvy¨¨¡ bit bude prenos P .Jednobitov� s�¡ta�ky maj£ jednu hladinu, s�¡ta�ka pre 2n bitov m  o dve hladiny viacako s�¡ta�ka pre n bitov (hradlo SEL vieme realizova� pomocou dvoch hlad¡n). Celkovom me teda O(log n) hlad¡n.



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 109P { III { 1Prvok matice so s£radnicami [i; j] je prav�m doln�m rohom nejakej jednotkovej podma-tice ve�kosti d > 0 pr ve vtedy, ke� s£ splnen� nasleduj£ce podmienky:� A[i; j] = 1,� na s£radniciach [i � 1; j � 1] je prav� doln� roh jednotkovej podmatice ve�kostiaspo¤ d � 1,� aspo¤ d � 1 pol¡�ok nad pol¡�kom A[i; j] s£ v matici A nuly� aspo¤ d � 1 pol¡�ok na�avo od pol¡�ka A[i; j] s£ v matici A nulyOzna�me ako m[i; j] ve�kos� najv��¨ej jednotkovej podmatice, ktor  m  prav� doln�roh v [i; j]. Ak A[i; j] = 0, potom m[i; j] = 0 a de�nujeme m[i; 0] = m[0; i] = 0 prev¨etky i = 0; 1; : : : ; N . Nech d��ka s£visl�ho s£visl�ho £seku n£l (ukon�en�ho jednotkoualebo krajommatice) na�avo od [i; j] je b[i; j] a d��ka s£visl�ho £seku n£l nad [i; j] je c[i; j].Potom m[i; j] = ( 0 ak A[i; j] = 0minfm[i� 1; j � 1]; b[i; j]; c[i; j]g+ 1 ak A[i; j] = 1Hodnoty b[i; j] a c[i; j] nie je �a�k� spo�¡ta� a ulo�i� do pomocn�ch mat¡c pre v¨etkypol¡�ka jedn�m prechodom maticou A v �ase O(N2). Potom m��eme po�¡ta� pre ka�d�prvok hodnotu m[i; j]. Ak budeme postupova� napr¡klad po riadkoch zhora nadol, bu-deme ma� pri v�po�te m[i; j] u� k dispoz¡cii hodnotu m[i�1; j�1]. Sta�¡ teda na z kladehodn�t m[i� 1; j � 1], b, c a A[i; j] v �ase O(1) ur�i� hodnotu m[i; j]. Celkov  zlo�itos�algoritmu je O(N2). P { III { 2Uk �eme k¢d, ktor� sp�¤a po�iadavky obidvoch �ast¡ £lohy (tento k¢d v¨ak nie je schopn�rie¨i� obidve �asti s£�asne | nie je schopn� rozhodn£�, �i do¨lo k jednej chybe alebok dvom chyb m).N ¨ k¢d pre n = 2k � 1 prid  k + 1 bitov, �o je O(log n). V popise k¢du budemeuva�ova� iba k¢dovanie pre n uveden�ho tvaru. Ak chceme pou�i� k¢d pre n, ktor� nieje tohoto tvaru, n jdeme najbli�¨ie v��¨ie n0, ktor� sa d  p¡sa� v tvare n0 = 2k � 1. Akchceme prenies� re�azec b1; : : : ; bn, dopln¡me ho nulami na d��ku n0 a zak¢dujeme (do-staneme b1; : : : ; bn; 0; 0; : : :0; c1; : : : cm). K¢dom n ¨ho re�azca bude b1; : : : ; bn; c1; : : : cm.Po prenesen¡ k¢du po linke k nemu prid me vynechan� nuly a dek¢dujeme ho postu-pom ur�en�m pre n0. Plat¡, �e n0 � 3n a teda po�et pridan�ch bitov nie je v��¨¡ akolog(3n) + 2 = log n + log 3 + 2, �o je O(log n).Majme spr vu b1 : : : bn, pri�om n = 2k � 1. Bity spr vy zarad¡me do k blokovA0; : : : ; Ak�1, pri�om bit bi zarad¡me do bloku Aj, pr ve vtedy, ke� m  i v bin rnomz pise jednotku v j-tom r de. Ka�d� bit je takto zaraden� do aspo¤ jedn�ho bloku.Navy¨e, ak vieme o nezn mom bite, do ktor�ch blokov je zaraden�, vieme zisti�, ktor�v porad¡ to je, lebo pozn me jeho bin rny z pis.



110 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPri k¢dovan¡ dopln¡me spr vu o centr lny paritn� bit p (rovnako ako v uk �kovompr¡klade uvedenom v zadan¡) a kontroln� bity c0 a� ck�1, pri�om ci je paritn� bit bloku Ai.�as� a)Po prijat¡ spr vy vypo�¡tame pod�a prijat�ch d tov�ch bitov v¨etky kontroln� bity (pa c0; : : : ; ck�1). Ak vypo�¡tan� kontroln� bity s£hlasia s kontroln�mi bitmi, ktor� boliprijat�, vyhl sime, �e spr va bola prijat  bezchybne. Ak do¨lo ku pr ve jednej chybe,mohla nasta� bu� v d tovom bite, v centr lnom paritnom bite alebo v paritnom biteniektor�ho bloku. Pre ka�d� z t�chto pr¡padov uk �eme, �e aspo¤ jeden vypo�¡tan�kontroln� bit nesed¡ s pr¡slu¨n�m prijat�m bitom a tie� ako mo�no jednoducho opravi�chybu:� Chyba v jednom d tovom bite bi: nes£hlas¡ paritn� bit p a tie� tie z blokov�chparitn�ch bitov cj, ktor� prisl£chaj£ blokom, do ktor�ch bit bi patr¡. Ke��e v¨akpozn me �¡sla t�chto blokov, vieme jednozna�ne ur�i� aj jeho �¡slo i.� Chyba v jednom kontrolnom bite ci: s£hlas¡ centr lny paritn� bit p, �¡m tento pr¡padjednoducho odl¡¨ime. Sta�¡ opravi� ten blokov� paritn� bit, ktor� nesed¡ s vypo�¡-tanou hodnotou.� Chyba v centr lnom paritnom bite p: nes£hlas¡ bit p, ale s£hlasia v¨etky ostatn�kontroln� bity. Oprav¡me bit p.�as� b)Ak nedo¨lo k �iadnej chybe, s£hlasia v¨etky kontroln� bity s ich vypo�¡tan�mi hodnotami.Ak do¨lo k pr ve jednej chybe, aspo¤ jeden kontroln� bit nes£hlas¡ (pozri vy¨¨ie). Sta�¡teda dok za�, �e ak do¨lo k dvom chyb m, tie� bude existova� aspo¤ jeden kontroln� bit,ktor� sa bude l¡¨i� od vypo�¡tanej hodnoty. Vo v¨etk�ch pr¡padoch teda zist¡me, �e do¨loku chybe pri prenose spr vy. Pri pr ve dvoch chyb ch m��u nasta� nasleduj£ce pr¡pady:� Chyba v dvoch r�znych d tov�ch bitoch: aspo¤ jeden blokov� paritn� bit nes£hlas¡.Ka�d� d tov� bit je toti� jednozna�ne ur�en� kombin ciou blokov, do ktor�ch patr¡.Ke��e s£ v¨ak chybn� dva r�zne d tov� bity, patria do r�znych kombin ci¡ blokova teda existuje aspo¤ jeden blok do ktor�ch jeden chybn� bit patr¡ a druh� nie.Blokov� paritn� bit pre tento blok nebude s£hlasi�.� Chyba v dvoch r�znych blokov�ch paritn�ch bitoch: nes£hlasia obidva chybn� blokov�paritn� bity.� Chyba v jednom d tovom bite a jednom blokovom paritnom bite: nes£hlas¡ centr lnyparitn� bit.� Chyba v jednom d tovom bite a centr lnom paritnom bite: p s£hlas¡, ale aspo¤ jedenz blokov�ch paritn�ch bitov nes£hlas¡ (ka�d� d tov� bit je v aspo¤ jednom bloku).



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 111� Chyba v centr lnom paritnom bite a jednom z blokov�ch bitov: nes£hlas¡ centr lnyparitn� bit p. P { III { 3Pre ka�d� symbol s 2 f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g ozna�¡me Cs po�et vstupov Ai, na ktor�chje hodnota men¨ia alebo rovn  s. Utrieden  postupnos� potom bude za�¡na� C0 nulami,potom a� po poz¡ciu C1 bud£ jednotky, : : : , a� po poz¡ciu C9 = n bud£ deviatky.Ke��e Cs � n, v¨etky Cs je mo�n� vyjadri� v dvojkovej s£stave pomocoum = dlog2 nebitov. Na¨a sie� najprv zo vstupov vypo�¡ta hodnoty Cs v bin rnom z pise. Potom sapre ka�d� v�stup Bi vykon  porovnanie jeho poradov�ho �¡sla i a hodn�t Cs, pri�om san jde najmen¨ie s, pre ktor� Cs � i. Toto s bude potom hodnotou na v�stupe Bi. Prirealiz cii tejto kombina�nej siete budeme vyu�¡va� nasleduj£ce podsiete:� TEST�(s; x) = t { hradlo, ktor� vr ti v�sledok t = 1, ak x � s a t = 0 ak x > s.� ADD t(X1:::t; Y1:::t) = Z1:::t { s�¡ta�ka s�¡taj£ca t-bitov� bin rne �¡sla X a Y s v�-sledkom Z (v rie¨eniach krajsk�ho kola kon¨trukcia s h�bkou O(log t)).� CMP t(A1:::t; B1:::t) = R { kompar tor porovn vaj£ci dve t-bitov� bin rne �¡sla a d -vaj£ci v�sledok R = 8><>: 0 ak A = B1 ak A < B2 ak A > BPre CMP t skon¨truujeme sie� h�bky O(log t) u� zn mym sp�sobom:{ Pre t = 1 m��eme pou�i� priamo hradlo tak�, �e CMP1(0; 0) = CMP1(1; 1) == 0, CMP1(0; 1) = 1, CMP1(1; 0) = 2.{ Pre t = 2t0: rozdel¡me obe �¡sla na polovice: A = AHAL, B = BHBL, po-mocou t0-bitov�ch kompar torov vypo�¡tame hodnoty CH = CMP t0(AH; BH)a CL = CMP t0(AL; BL) a ak CH 6= 0, pou�ijeme ako v�sledok CH , inak jev�sledok CL (pre t£to funkciu op�� de�nujeme hradlo).� FIRST (x0; : : : ; x9) { v�stupom je najmen¨ie s tak�, �e xs 6= 1. Sie� FIRST s h�bkou9 m��eme skon¨truova� takto:{ FIRST (x9) = 9{ FIRST (xs�1; xs; : : : ; x9) = ( FIRST (xs; : : : ; x9) ak xs�1 = 1s� 1 ak xs�1 6= 1V�po�et hodnoty FIRST pre s� 1 budeme realizova� hradlom, ktor� dostanevstupy FIRST (xs; : : : ; x9) a xs�1. Samotn  hodnota s � 1 nebude vstupomhradla, ale bude napevno zabudovan  v jeho prechodovej funkcii (t.j. preka�d� s pou�ijeme hradlo s trochu inou prechodovou funkciou).



112 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPri kon¨trukcii v�slednej siete si v�dy najprv vypo�¡tame pomocn� premenn� Xs;i == TEST�(s;Ai), ktor� bud£ ma� hodnotu 1 pr ve vtedy, ke� Ai � s, inak 0. Tentov�po�et je mo�n� vykona� sie�ou h�bky 1. Ka�d£ z t�chto premenn�ch roz¨¡rime nulamina m-bitov� �¡slo.Potom vypo�¡tame hodnoty Cs, �o je s£�et tak�chto roz¨¡ren�ch �¡selXs;i pre v¨etky i == 1; : : : ; n. Pri ur�ovan¡ tohto s£�tu najsk�r s�¡tame v¨etky dvojice Xs;2k +Xs;2k+1, po-tom dvojice t�chto dvoj¡c at�. a� k�m nedostaneme iba jedin� s£�et | �¡slo Cs. Tak tosie� bude ma� dlog2 ne = m £rovn¡, pri�om ka�d  £rove¤ sa sklad  z m-bitov�ch s�¡ta�iek(ADDm) h�bkyO(logm). Celkov  h�bka siete ur�uj£cej Cs je teda O(m�logm) = O(log n�� log log n).Potom spo�¡tame pre ka�d£ v�stupn£ poz¡ciu i a ka�d� symbol s hodnotu Zs;i == CMPm(Cs; i), ktor  bude 1 pr ve vtedy, ke� hodnota v�stupu Bi m  by� v��¨ia ako s.Podsie� CMPm m  h�bku O(logm). V�stup siete Bi je teraz najmen¨ie s tak�, �e Zs;i 6=6= 1. Na to m��eme pou�i� sie� FIRST (t.j. Bi = FIRST (Z0;i; : : : ; Z9;i)), pri�om t£toz vere�n£ f zu mo�no vykona� sie�ou s h�bkou 9.Sie� sa sklad  zo ¨tyroch �ast¡ s h�bkami O(1), O(log n � log log n), O(log log n) a O(1)v tomto porad¡, jej celkov  h�bka je preto O(log n � log log n).P { III { 4Najprv pomocou Dijkstrovho algoritmu zist¡me v�¨ku V najvy¨¨ieho vozidla, ak� m��eprejs� z mesta X do mesta Y (pr¡padne zist¡me, �e tieto mest  v�bec nie s£ spojen�mestami). Postupne budeme preh�ad va� mest  dostupn� z mesta X. Pre ka�d� mesto usi v H[u] pam�t me maxim lnu n jden£ v�¨ku v�¨ku vozidla, ak� sa do mesta m��edosta�. Pre ka�d� mesto naviac rozli¨ujeme, �i jemu priraden  hodnota H je do�asn (m��e sa e¨te zlep¨i�), alebo �i je u� trval  (ur�uje v�sledn£ maxim lnu v�¨ku).Pred za�at¡m preh�ad vania bude ma� mestoX priraden£ do�asn£ hodnotu nekone�no(do X sa dostane sa vozidlo �ubovo�nej v�¨ky) a v¨etky ostatn� mest  maj£ do�asn£hodnotu 0 (zatia� do nich nepozn me �iadne cesty). Cel� v�po�et potom bude prebieha�v krokoch tak dlho, k�m nebude cie�ov�mu mestu Y stanoven  trval  hodnota, pr¡padnek�m nebude priraden  trval  hodnota v¨etk�m dostupn�m vrcholom a Y medzi niminebude (potom nie je mesto Y z mesta X v�bec dostupn�). V ka�dom kroku v�po�tu savykonaj£ nasleduj£ce �innosti:� Ur�¡me mesto u s maxim lnou do�asnou hodnotou H[u].� Do�asn£ hodnotu mesta u prehl sime za trval£.� Pre ka�d£ cestu ved£cu z mesta u do nejak�ho mesta v, ktor�ho hodnota H[v] jee¨te do�asn , skontrolujeme, �i v�aka tejto ceste nie je mo�n� H[v] zv�¨i�.Indukciou vzh�adom na po�et krokov algoritmu dok �eme, �e v ka�dom kroku algo-ritmu plat¡: ak mesto u m  trval£ hodnotu H[u], tak H[u] je v�¨ka najvy¨¨ieho auta, ak�sa do u z X dostane, ak mesto u m  do�asn£ hodnotu H[u], tak H[u] je v�¨ka najvy¨¨ieho



Rie¨enia s£�a�n�ch £loh, kateg¢ria P 113auta, ak� sa z X do u dostane, pri�om nebude prech dza� cez �iadne mest  s do�asnouhodnotou (okrem u).�ahko sa over¡, �e na za�iatku v�po�tu tvrdenie plat¡. Predpokladajme teraz, �etvrdenie platilo pred vykonan¡m niektor�ho kroku v�po�tu, dok �eme, �e plat¡ aj po jehovykonan¡. Medzi mest  s trvalou hodnotou pribudlo mesto u, ktor�ho do�asn  hodnotabola predt�mmaxim lna. Predpokladajme sporom, �e do mesta u vedie trasa t, po ktorejm��e prejs� auto v�¨ky h > H[u]. Trasa t prech dza cez aspo¤ jedno mesto s do�asnouhodnotou, lebo H[u] je pod�a induk�n�ho predpokladu v�¨ka najvy¨¨ieho auta, ak� sa z Xdo u dostane cez mest  s trvalou hodnotou. Nech v je prv� mesto s do�asnou hodnotouna trase t. �sek trasy t z X do v neprech dza cez �iadne mest  s do�asnou hodnotoua vie po ¤om prejs� auto v�¨ky h. Preto z induk�n�ho predpokladu m me h � H[v]. Nadruhej strane z algoritmu vypl�va, �e H[v] � H[u], lebo inak by sme vybrali v namiestou. Dostali sme teda H[u] < h � H[v] a s£�asne H[v] � H[u], �o je spor.Druh  �as� tvrdenia sa over¡ jednoducho { ak v je vrchol s do�asnou hodnotou, popridan¡ vrcholu u medzi vrcholy s trvalou hodnotou sa m��e sta�, �e sa zv�¨i v�¨kanajvy¨¨ieho auta, ak� sa dostane z X do v id£c len cez vrcholy s trvalou hodnotou. Tentopr¡pad v¨ak nastane len ak v s u sused¡ a je v algoritme o¨etren�.Druh  �as� rie¨enia n jde cestu pre vozidlo (u� vypo�¡tanej) v�¨ky V z X do Y , ktor ide cez minim lny po�et miest. T£to £lohu budeme rie¨i� preh�ad van¡m do ¨¡rky. Pripreh�ad van¡ budeme uva�ova� iba tie cesty, po ktor�ch m��e auto s v�¨kou V prejs�.Pri preh�ad van¡ do ¨¡rky pou�¡vame pomocn£ frontu, v ktorej s£ v ka�dom okam�ikuulo�en� �¡sla t�ch miest, do ktor�ch sme u� do¨li, ale z ktor�ch sme e¨te nepokra�ovaliv preh�ad van¡ �alej. V druhom poli si mus¡me evidova� u� nav¨t¡ven� mest  (aby smesa do nich zbyto�ne nevracali) a v tre�om poli si ku ka�d�mu mestu zaznamen me, od-kia� sme do neho prv�kr t pri¨li. Na za�iatku do fronty vlo�¡me mesto X. Ke� po�aspreh�ad vania doraz¡me do mesta Y , m��eme ho ukon�i�.V�sledn£ trasu potom z¡skame tak, �e postupujeme z vrcholu Y po predchodcochvrcholov vypo�¡tan�ch po�as preh�ad vania, a� k�m sa nedostaneme do vrcholu X. Po-stupnos� vrcholov, cez ktor� sme takto pre¨li sta�¡ vyp¡sa� v opa�nom porad¡ (za�¡naj£cvrcholom X).V Dijkstrovom algoritme sa v ka�dom kroku prirad¡ trval  hodnota jedn�mu vrcholu.V�po�et teda skon�¡ najnesk�r po N krokoch, kde N je po�et miest. V ka�dom krokusa mus¡ vyh�ada� mesto s maxim lnou do�asnou hodnotou, na �o je potrebn�ch O(N)oper ci¡. �alej sa prepo�¡tavaj£ do�asn� hodnoty v¨etk�ch susedov vybran�ho vrcholu,ktor�ch je menej ako N . Celkovo sa teda vykon  nanajv�¨ O(N2) oper ci¡. Pri preh�a-d van¡ do ¨¡rky nav¨t¡vime a zarad¡me do fronty ka�d� z N miest najviac raz a pri jehoodstr nen¡ z fronty mus¡me spracova� jeho susedov, ktor�ch je menej ako N . Cel� preh�a-d vanie do ¨¡rky preto taktie� vy�aduje nanajv�¨ O(N2) oper ci¡. Vyh�adanie v�slednejcesty sa vykon  v line rnom �ase. Celkovo m  na¨e rie¨enie £lohy kvadratick£ �asov£zlo�itos�.



114 47. ro�n¡k matematickej olympi dyP { III { 5�lohu budeme rie¨i� pomocou dynamick�ho programovania. Ozna�me si hmotnosti pred-metov v1; v2; : : : ; vN a ich ceny c1; c2; : : : ; cN . Najprv uk �eme, ako ur�i� v�sledn£ opti-m lnu cenu a hmotnos� vybran�ch predmetov. Ozna�me Si;j pre i = 0; : : : ; N , j == 0; : : : ;M maxim lnu cenu predmetov, ktor� je mo�n� vybra� z prv�ch i predmetovtak, aby celkov  hmotnos� vybran�ch predmetov bola nanajv�¨ j. S0;j = 0 pre v¨etky jod 0 po M , lebo cena nula predmetov je 0. Ur�¡me teraz Si;j pre i > 0. Optim lnyv�ber z prv�ch i predmetov s hmotnostn�m limitom j predmet i bu� obsahuje, alebo nie.Ak ho obsahuje (v tomto pr¡pade mus¡ by� j � vi), tak po jeho odstr nen¡ dost vameoptim lny v�ber z prv�ch i� 1 predmetov pre hmotnostn� limit j� vi. Ak naopak tentopredmet neobsahuje, tak tento v�ber je s£�asne optim lnym v�berom aj pre prv�ch i�1predmetov a hmotnostn� limit j. Dost vame teda vz�ah:Si;j = �Si�1;j ak vi > jmaxfci + Si�1;j�vi ; Si�1;jg ak vi � jHodnoty Si;j je mo�n� po�¡ta� postupne pre i rast£ce od 0 do N . Pri po�¡tan¡ hodn�tpre i potrebujeme iba hodnoty pre i� 1, preto nie je potrebn� si pam�ta� cel£ maticu S,ale sta�ia iba dva riadky (sta�¡ aj jeden riadok, ak pre dan� i po�¡tame od najv��¨¡chhodn�t j po najmen¨ie).Maxim lna dosiahnute�n  cena je pod�a de�n¡cie SN;M . Zadanie £lohy vy�aduje ur�i�aj minim lnu hmotnos�, s akou sa d  t to cena dosiahnu�. Sta�¡ teda n js� najmen¨ie ktak�, �e SN;k = SN;M .Pop¡san� rie¨enie teraz roz¨¡rime o sp�sob ako n js� predmety patriace do optim lnehov�beru. Pre ka�d� i od 1 do N , j od 0 do M si ulo�¡me hodnotu Pi;j , kde Pi;j = 1, aksa vo v�bere z prv�ch i predmetov pre hmotnostn� limit j pou�ije predmet i, inak Pi;j == 0. Tieto hodnoty si budeme uklada� u� po�as v�po�tu hodn�t Si;j. Nech je terazn jden  najmen¨ia hmotnos� optim lneho v�beru k. Ak PN;k = 1, predmet N bol vov�bere pou�it�, vyp¡¨eme ho a h�ad me prvky najlep¨ieho v�beru z predmetov 1 a� N �� 1 pre hmotnostn� limit k � vN . Ak PN;k = 0, tak predmet N nebol vo v�bere pou�it�,pokra�ujeme teda h�adan¡m v�beru pre predmety 1 a� N � 1 a pre hmotnostn� limit k.�asov  aj pam��ov  zlo�itos� pop¡san�ho algoritmu je O(NM). �o sa t�ka pam��ovejzlo�itosti, vzh�adom na povolen� rozsahy vstupn�ch d t nie je mo�n� ma� pole M � Ncel�ch �¡sel. N ¨ algoritmus v¨ak pre ka�d£ dvojicu vy�aduje iba jeden bit. Manipul cius bitmi mo�no vyrie¨i� napr¡klad pomocou mno�¡n. Spotreba pam�te je aj tak pomernevysok , tak�e je potrebn� alokova� pam�� dynamicky.



5. Stredoeur¢pska informatick  olympi daPiata Stredoeur¢pska informatick  olympi da sa konala v d¤och 20.{27.5.1998 v chor-v tskom meste Zadar. Z£�astnilo sa na nej 36 stredo¨kol kov z 9 kraj¡n (Bosna a Herce-govina, �esk  Republika, Chorv tsko, Ma�arsko, Nemecko, Po�sko, Rumunsko, Slovenskoa Slovinsko). Okrem o�ci lnej s£�a�e prebiehala po internete neo�ci lna �as�, ktorej saz£�astnili s£�a�iaci z �al¨¡ch 12 kraj¡n.Dru�stvo Slovenska v zlo�en¡ J n Senko (SP�E Ko¨ice), Michal Fori¨ek (Gymn ziumPoprad, Popradsk� n bre�ie), J n V lky (Gymn zium Sere�) a J n Lunter (Gymn -zium J.G. Tajovsk�ho Bansk  Bystrica) pod veden¡m Martina P la a Ivony Bez kovej(Matematicko-fyzik lna fakulta Univerzity Komensk�ho, Bratislava) z¡skalo tri medailov�umiestnenia: Por. Meno Body Medaila3. J n Senko 191 Zlat 5. J n V lky 164 Strieborn 7. Michal Fori¨ek 158 Strieborn 23. J n Lunter 61V neo�ci lnej s£�a�i dru�stiev obsadilo Slovensko druh£ prie�ku, hne� za v¡�azn�mi Po-liakmi.Slovensko sa s£�a�e z£�astnilo aj v�aka sponzorskej podpore Slovenskej informatickejspolo�nosti, ktor  zaplatila cestovn� n klady pre v¨etk�ch ¨iestich z£�astnen�ch.Ivona Bez kov , Martin P lZadania £loh 5. Stredoeur¢pskej informatickej olympi dy1. �tvorce (30 bodov)V rovine je dan�ch N ¨tvorcov v s£radnicovej s£stave. Strany ¨tvorcov s£ rovnobe�n� sos£radnicov�mi osami, v¨etky vrcholy ¨tvorcov maj£ celo�¡seln� s£radnice. �tvorce sa na-vz jom neprekr�vaj£ ani nedot�kaj£. Va¨ou £lohou je spo�¡ta� po�et ¨tvorcov vidite�n�chzo za�iatku s£radnicovej s£stavy O = (0; 0). �tvorec je vidite�n� z bodu O, ak existuj£dva r�zne body A a B na jednej zo str n ¨tvorca tak�, �e vn£tro trojuholn¡ka OAB nem �iadny spolo�n� bod so �iadnym zo zvy¨n�ch ¨tvorcov.Na prvom riadku vstupn�ho s£boru SQUARES.IN je cel� �¡slo N , 1 � N � 1 000,ktor� ud va po�et ¨tvorcov. Ka�d� z �al¨¡ch N riadkov obsahuje cel� �¡sla X,Y a L,(1 � X;Y;L � 10 000) oddelen� jednou medzerou, popisuj£ce jeden ¨tvorec. X a Y s£s£radnice �av�ho doln�ho rohu (rohu s najmen¨ou X-ovou aj Y -ovou s£radnicou) a L jed��ka strany ¨tvorca.V�stupn� s£bor SQUARES.OUT pozost va z jedin�ho riadku obsahuj£ceho po�et ¨tvor-cov vidite�n�ch z bodu O.



116 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPr¡kladSQUARES.IN32 6 31 4 13 4 1 SQUARES.OUT32. Karty (30 bodov)Alica a Bob maj£ N kariet ozna�en�ch �¡slami 1 : : : N (tak, �e �iadne dve karty nie s£ozna�en� rovnak�m �¡slom) a stroj na mie¨anie kariet. Predpokladajme, �e N je nep rne�¡slo. Ak do stroja na mie¨anie kariet vlo�¡me sadu kariet v �ubovo�nom porad¡, vykon na nej nasleduj£cu oper ciu double shu�e: pre v¨etky poz¡cie i, 1 � i � N , nech kartana poz¡cii i m  �¡slo j a karta na poz¡cii j m  �¡slo k, potom po vykonan¡ oper cie doubleshu�e bude na poz¡cii i karta s �¡slom k.Alica a Bob hraj£ hru. Alica si najsk�r nap¡¨e �¡sla od 1 po N v nejakom n hodnomporad¡ a1; a2; : : : ; aN . Potom pouklad  karty nasledovn�m sp�sobom: pre ka�d� i, 1 �� i � N � 1, d  na poz¡ciu ai kartu s �¡slom ai+1. Na poz¡ciu aN d  kartu s �¡slom a1.Tak�mto sp�sobom dostane nejak� poradie kariet x1; x2; : : : ; xN , kde xi je �¡slo kartyna i-tej poz¡cii.Na tomto usporiadan¡ kariet postupne S kr t pou�ije stroj na mie¨anie kariet sp�-sobom op¡san�m vy¨¨ie. Po S oper ci ch double shu�e bud£ karty usporiadan� v po-rad¡ p1; p2; : : : ; pN , ktor� Alica prezrad¡ Bobovi spolu s �¡slom S. Bobovou £lohou jeuh dnu� poradie kariet x1; x2; : : : ; xN , v akom Alica p�vodne vlo�ila karty do mie¨aciehostroja.Prv� riadok vstupn�ho s£boru CARDS.IN obsahuje dve cel� �¡sla oddelen� jednoumedzerou: nep rne �¡slo N , 1 � N � 1 000, ozna�uj£ce po�et kariet, a cel� �¡slo S, 1 �� S � 1 000, ozna�uj£ce po�et oper ci¡ double shu�e. Nasleduj£cich N riadkov popisujekone�n� poradie kariet po vykonan¡ v¨etk�ch oper ci¡ double shu�e tak, �e na (i+1)-vomriadku (1 � i � N) vstupn�ho s£boru je �¡slo pi (karta na poz¡cii i, po vykonan¡ v¨etk�choper ci¡ double shu�e).V�stupn� s£bor CARDS.OUT m  obsahova� N riadkov, ktor� popisuj£ poradie kariettesne pred vlo�en¡m do stroja na mie¨anie kariet. Pre ka�d� i, 1 � i � N , na i-tom riadkuv�stupn�ho s£boru bude �¡slo xi (�¡slo karty na poz¡cii i pred vykonan¡m oper ci¡ doubleshu�e).Pr¡kladCARDS.IN5 241532 CARDS.OUT25413



5. Stredoeur¢pska informatick  olympi da, zadania 1173. Od�¡tanie (40 bodov)Je dan  postupnos� N kladn�ch cel�ch �¡sel a = [a1; a2; : : : ; aN ], na ktorej m��eme vy-kon va� oper cie kontrakcie. Jedna oper cia kontrakcie pozost va z nahradenia dvochsusedn�ch prvkov ai a ai+1 ich rozdielom ai � ai+1. Pre postupnos� N cel�ch �¡sel m�-�eme vykona� presne N � 1 r�znych oper ci¡ kontrakcie. Ka�d  z t�chto oper ci¡ vytvor¡nov£ (N � 1)-prvkov£ postupnos�. Presnej¨ie, nech con(a; i) ozna�uje (N � 1)-prvkov£postupnos� z¡skan£ z postupnosti [a1; a2; : : : ; aN ] z menou prvkov ai a ai+1 jedin�m �¡s-lom ai � ai+1: con(a; i) = [a1; : : : ; ai�1; ai � ai+1; ai+2; : : : ; aN ]Vykonan¡m N � 1 kontrakci¡ na danej postupnosti N cel�ch �¡sel dostaneme jedin� cel��¡slo.Va¨ou £lohou je pre dan£ postupnos� a1; a2; : : : ; aN a v�sledn� �¡slo T , n js� postup-nos� N � 1 kontrakci¡, ktor�ch aplikovan¡m na p�vodn£ postupnos� dostaneme �¡slo T .Prv� riadok vstupn�ho s£boru SUBTRACT.IN obsahuje dve cel� �¡sla oddelen� jednoumedzerou: �¡slo N , 1 � N � 100, ozna�uj£ce po�et cel�ch �¡sel v p�vodnej postupnostia v�sledn� cel� �¡slo T , �10 000 � T � 10 000. �al¨¡ch N riadkov obsahuje za�iato�n£postupnos�: pre ka�d� i, 1 � i � N , je na (i + 1)-vom riadku vstupn�ho s£boru cel��¡slo ai, 1 � ai � 100.V�stupn� s£bor SUBTRACT.OUTm  obsahova� N � 1 riadkov popisuj£cich postupnos�kontrakci¡, ktor  transformuje p�vodn£ postupnos� na jednoprvkov£ postupnos� pozos-t vaj£cu z �¡sla T . Na i-tom riadku v�stupn�ho s£boru m  by� jedno cel� �¡slo ozna�u-j£ce i-tu kontrakciu, ktor£ treba vykona�. M��ete predpoklada�, �e v�dy existuje aspo¤jedna postupnos� kontrakci¡ pre dan� vstup.Pr¡kladSUBTRACT.IN4 510252 SUBTRACT.OUT1214. Vojaci (30 bodov)V krajine Gridland je n hodne roztr£sen�ch N vojakov. Poz¡cia v Gridlande je dan dvojicou celo�¡seln�ch s£radn¡c (x; y). Vojaci sa m��u h�ba� | v jednom �ahu m��e jedenvojak ¡s� jeden krok hore, dole, do�ava alebo doprava (teda, m��e zmeni� bu� svoju x-ov£alebo y-ov£ s£radnicu o 1 alebo -1). Vojaci sa chc£ rozmiestni� do vodorovn�ho radujeden ved�a druh�ho tak, �e ich v�sledn� s£radnice bud£ (x; y); (x+ 1; y); : : : ; (x+ N �� 1; y), pre vhodn� x a y. Cel� �¡sla x a y, ako aj v�sledn� poradie vojakov v rade je�ubovo�n�. Cie�om je minimalizova� celkov� po�et �ahov v¨etk�ch vojakov, ktor�mi sadostan£ do op¡sanej cie�ovej form cie. V �iadnom okamihu nem��u dvaja alebo viacer¡vojaci st � na tom istom mieste.



118 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPrv� riadok vstupn�ho s£boru SOLDIERS.IN obsahuje cel� �¡slo N , 1 � N � 10 000,ozna�uj£ce po�et vojakov. Nasleduj£cich N riadkov vstupn�ho s£boru obsahuje po�ia-to�n� poz¡cie vojakov: pre ka�d� i, 1 � i � N , je na (i+1)-vom riadku vstupn�ho s£borudvojica cel�ch �¡sel x[i] a y[i] oddelen�ch jednou medzerou, ozna�uj£cich s£radnice i-tehovojaka, �10 000 � x[i]; y[i]� 10 000.Prv� a jedin� riadok v�stupn�ho s£boru SOLDIERS.OUTm  obsahova� najmen¨¡ mo�n�celkov� po�et �ahov, ktor�mi sa vojaci dostan£ do vodorovn�ho radu jeden ved�a druh�ho.Pr¡kladSOLDIERS.IN31 02 43 2 SOLDIERS.OUT45. Cesty (30 bodov)N miest ozna�en�ch �¡slami 1 : : : N je spojen�ch jednosmern�mi cestami. Ka�d  cestam  dva parametre: d��ku cesty a poplatok, ktor� mus¡ by� zaplaten� pri pou�it¡ cesty(vyjadren� v po�te minc¡). Bob a Alica b�vali v meste 1. Potom, ako Bob zistil, �eAlica podv dzala v kartovej hre, ktor£ radi hr vali, Bob sa s ¤ou rozi¨iel a rozhodol sapres�ahova� do mesta N . Chce sa tam dosta� tak r�chlo, ako je to len mo�n�, ale nem ve�a pe¤az¡. Chceme pom�c� Bobovi n js� najkrat¨iu cestu z mesta 1 do mesta N , ktor£si m��e dovoli� s t�m mno�stvom pe¤az¡, ktor� m .Prv� riadok vstupn�ho s£boru ROADS.IN obsahuje cel� �¡sloK, 0 � K � 10 000, ozna-�uj£ce maxim lny po�et minc¡, ktor� m��e Bob za cestu min£�. Druh� riadok obsahujecel� �¡slo N , 2 � N � 100, ozna�uj£ce celkov� po�et miest. Tret¡ riadok obsahuje cel��¡slo R, 1 � R � 10 000, ozna�uj£ce celkov� po�et ciest. Ka�d� z nasleduj£cich R riadkovpopisuje jednu cestu udan¡m cel�ch �¡sel S, D, L a T oddelen�ch jednou medzerou: Sje za�iato�n� mesto, 1 � S � N ; D je cie�ov� mesto, 1 � D � N ; L je d��ka cesty,1 � L � 100; T je poplatok (vyjadren� v po�te minc¡), 0 � T � 100. V¨imnite si, �er�zne cesty m��u ma� rovnak� za�iato�n� aj cie�ov� mesto.Prv� a jedin� riadok v�stupn�ho s£boru ROADS.OUTm  obsahova� celkov£ d��ku naj-krat¨ej cesty z mesta 1 do mesta N , na ktorej je s£�et poplatkov men¨¡ alebo rovn� Kminc¡. Ak tak to cesta neexistuje, v�stupn� s£bor obsahuje jedin� �¡slo -1.



5. Stredoeur¢pska informatick  olympi da, zadania 119Pr¡kladROADS.IN5671 2 2 32 4 3 33 4 2 41 3 4 14 6 2 13 5 2 05 4 3 2
ROADS.OUT11

6. Lopta (40 bodov)Profesor Baltaz r je ve�k� futbalov� fan£¨ik. Iba nieko�ko dn¡ pred odchodom na WorldCup Football '98 vo Franc£zsku mal narodeniny. Jeho priatelia mu darovali hlavolam| dvan s�sten, aby mal nejak£ z bavu, ke� bude pozera� na t£ nudn£ hru. Hlavolamm  12 rovnak�ch p��uholn¡kov�ch stien, ozna�en�ch �¡slami 1 : : : 12. Na obr zku dole s£dve polovice dvan s�stena spolu s ozna�en¡m stien pou�it�m v tejto £lohe. Polovice s£"zlepen�" dokopy tak�m sp�sobom, �e stena s �¡slom 7 sused¡ so stenami 8, 12, 11, 2 a 6(steny s£ susedn�, ak maj£ spolo�n£ hranu). �peci lne, hrany a a b na �avej polovicibud£ zlepen� s hranami a a b na pravej polovici na obr zku.�a b1 2 345 6 �b a7 891011 12Naviac m me 12 p��uholn¡kov�ch dielov o�¡slovan�ch 1 a� 12. Ka�d  hrana na ka�domdieli je ozna�en  �¡slom z mno�iny f0; 1; 2g. Ka�d� diel m��e by� umiestnen� na ka�dejz dvan stich stien dvan s�stena v �ubovo�nej z piatich pol�h, ktor� dostaneme oto�en¡mdielu okolo jeho stredu. Na vyrie¨enie hlavolamu je potrebn� umiestni� ka�d� diel nanejak£ z dvan stich stien v nejakej polohe tak, aby dva susedn� diely mali spolo�n£hranu ozna�en£ rovnak�m �¡slom. Pom��te profesorovi Baltaz rovi vyrie¨i� hlavolam!Vstupn� s£bor BALL.IN obsahuje 12 riadkov. Pre ka�d� i, 1 � i � 12, i-ty riadokpopisuje i-ty diel udan¡m 5 �¡sel z mno�iny f0, 1, 2g oddelen�ch jednou medzerou. T topostupnos� ur�uje ozna�enie hr n i-teho dielu po�¡naj£c �ubovo�nou hranou (t£to hranubudeme vola� i-ta referen�n  hrana) v smere hodinov�ch ru�i�iek.V�stupn� s£bor BALL.OUTm  obsahova� popis vyrie¨en�ho hlavolamu, na 12 riadkochbud£ na ka�dom dve cel� �¡sla. Pre ka�d� i, 1 � i � 12, i-ty riadok bude obsahova� cel��¡sla t[i] a n[i] oddelen� jednou medzerou popisuj£ce diel a jeho polohu na i-tej stene:Na i-tej stene bude diel s �¡slom t[i]. Diel m��e by� polo�en� na i-tej stene v niektorejz piatich pol�h. Presn  poloha je dan  �¡slom n[i], ktor� ozna�uje �¡slo steny, susediacej



120 47. ro�n¡k matematickej olympi dys t[i]-tou referen�nou hranou. Presnej¨ie, t[i]-ta referen�n  hrana je umiestnen  na hranedvan s�stena, ktor  je spolo�n  sten m ozna�en�m �¡slami i a n[i]. Ak nie je mo�n�hlavolam vyrie¨i�, v�stupn� s£bor m  obsahova� jedin� �¡slo -1.Pr¡kladBALL.IN0 0 1 1 20 2 1 0 12 0 1 0 10 0 1 2 10 2 1 1 22 0 1 2 10 2 1 2 12 2 1 0 11 2 2 0 00 2 1 0 20 2 1 2 02 0 1 2 0
BALL.OUT1 23 712 47 99 111 88 24 65 42 126 310 7



10. Medzin rodn  informatick  olympi daV d¤och 5.{12.9.1998 sa v Portugalsku, v meste Set£bal konala 10. Medzin rodn  in-formatick  olympi da (MIO). S£�a�e sa z£�astnilo 241 £�astn¡kov zo 67 kraj¡n. Dru�stvoSlovenskej republiky na t£to olympi du bolo vybran� na z klade v�sledkov celo¨t tnehokola Matematickej olympi dy, kateg¢rie P a v�berov�ho s£stredenia, ktor� sa konalov d¤och 26.4.{2.5 1998 na Matematicko-fyzik lnej fakulte Univerzity Komensk�ho.V�sledky v�berov�ho s£stredenia1. Stanislav Funiak 569.7 7. Peter Bod¡k 431.82. Michal Fori¨ek 554.3 8. D vid P l 411.03. J n Senko 513.3 9. Michal Matou¨ek 404.04. Richard Kr �ovi� 470.6 10. Peter Rafaj 319.65. J n V lky 467.4 11. Pavol �ern� 199.16. J n Lunter 466.7Slovensko teda na s£�a�i reprezentovali Stanislav Funiak z Gymn zia Su�any, MichalFori¨ek z Gymn zia Poprad, Popradsk� n bre�ie, J n Senko zo SP�E Ko¨ice, Komen-sk�ho a Richard Kr �ovi� z Gymn zia Jura Hronca, Bratislava. Ved£cim dru�stva bolTom ¨ Vina© a z stupky¤ou ved£ceho dru�stva bola Bronislava Brejov , obaja z Katedryvyu�ovania informatiky Matematicko-fyzik lnej fakulty Univerzity Komensk�ho v Brati-slave.Samotn  s£�a� bola rozdelen  do 2 dn¡, pri�om ka�d� de¤ rie¨ili s£�a�iaci po 3 £lohyv �istom �ase 5 hod¡n. �lohy boli algoritmick�ho charakteru v duchu predch dzaj£cicholympi d, ich n ro�nos� v¨ak bola o nie�o ni�¨ia ako obvykle. To sp�sobilo, �e sa v ko-ne�nom porad¡ viacero £�astn¡kov nach dzalo v�dy na tom istom mieste. Na¨e dru�stvona s£�a�i dosiahlo vynikaj£ce v�sledky a to konkr�tne:Por. Meno Body Medaila5. Michal Fori¨ek 680 Zlat 5. Stanislav Funiak 680 Zlat 5. J n Senko 680 Zlat 16. Richard Kr �ovi� 660 Zlat V neo�ci lnom hodnoten¡ kraj¡n sa Slovensko umiestnilo na prvom mieste pred �¡nou(3 zlat�, 1 strieborn  medaila), Po�skom (3 zlat�, 1 strieborn  medaila), K¢reou (2 zlat�,2 strieborn� medaily) a Ruskom (1 zlat , 2 strieborn , 1 bronzov  medaila).Okrem s£�a�e organiz tori pripravili aj �al¨¡, neodborn� program (ako napr¡klad n v-¨teva EXPO'98, pozn vacie exkurzie, ¨portov� aktivity, spolo�ensk� ve�ery). Programcelej olympi dy v¨ak nebol ve�mi dobre zorganizovan�, �ast� prestoje uberali �as deleg -tom ako i £�astn¡kom, ktor� by bol mohol by� vyu�it� na nadv�zovanie medzin rodn�chkontaktov.



122 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPo�as MIO'98 sa konalo aj zasadnutie v�boru Stredoeur¢pskej informatickej olym-pi dy (SIO). Bolo ozn men�, �e �al¨¡ ro�n¡k SIO sa bude kona� 3.{9.9.1999 v Brne a SIO2000 sa bude kona� v Rumunsku. MIO'99 sa bude kona� koncom okt¢bra 1999 v Turecku.Tom ¨ Vina©, Bronislava Brejov Zadania £loh 10. Medzin rodnej informatickej olympi dy1. Kontakt (100 bodov)Doktorka Astro Nebesk  ned vno zaznamenala ve�mi zvl ¨tny druh mikrovlnn�ho �iare-nia prich dzaj£ceho priamo zo stredu galaxie. Pom��te jej vytvori� n stroj na anal�zuopakuj£cich sa vzoriek v z znamoch. Doktorka Nebesk  chce n js� tak� vzorky d��kyod A po B (vr tane), ktor� sa v z znamoch naj�astej¨ie opakuj£. Uva�uje iba N na-vz jom r�znych najvy¨¨¡ch frekvenci¡ vzoriek. Frekvencia vzorky je po�et jej v�skytovv z zname, pri�om v�skyty sa m��u prekr�va�. Zaober me sa pri tom iba vzorkami,ktor� sa v z zname vyskytuj£ aspo¤ raz.S£bor CONTACT.IN obsahuje £daje v nasleduj£com form te: Prv� riadok obsahujecel� �¡slo A ud vaj£ce najmen¨iu uva�ovan£ d��ku vzorky; druh� riadok cel� �¡slo Bud vaj£ce najv��¨iu uva�ovan£ d��ku vzorky (0 < A � B � 12); tret¡ cel� �¡slo Nud vaj£ce po�adovan� po�et r�znych frekvenci¡ v�skytu vzoriek (0 < N � 20). �tvrt�riadok obsahuje postupnos� znakov 0 a 1, ukon�en£ znakom 2. Vstupn� s£bor m��e ma�a� 2 megabajty.Pr¡klad vstupu:245010100100100010001111011000010100110011110000100100111100100000002V tomto pr¡klade po�adujeme 5 najv��¨¡ch r�znych frekvenci¡ v�skytu vzoriek d��okod 2 do 4. Vzorka 100 m  frekvenciu 12, vzorka 1000 sa vyskytuje 5 kr t. Vzorkas najvy¨¨ou frekvenciou je 00.Do s£boru CONTACT.OUT vyp¡¨te nanajv�¨ N riadkov, obsahuj£cich N najvy¨¨¡ch r�z-nych frekvenci¡ a im zodpovedaj£ce vzorky. V�stup mus¡ by� usporiadan� zostupne pod�afrekvencie, pri�om jednotliv� riadky maj£ nasleduj£ci tvar:frekvencia vzorka vzorka : : : vzorkakde frekvencia je po�et v�skytov vzoriek, ktor� za ¤ou v riadku nasleduj£. Vzorky v ka�-dom riadku usporiadajte zostupne pod�a d��ky, pri�om vzorky s rovnakou d��kou usporia-dajte zostupne pod�a ich �¡selnej hodnoty. V pr¡pade, �e celkov� po�et r�znych frekvenci¡je men¨¡ ako N , v�stup bude obsahova� menej ako N riadkov.



10. Medzin rodn  informatick  olympi da, zadania 123Pr¡klad v�stupu:23 0015 10 0112 10011 001 000 1110 0102. Sl vnostn� osvetlenie (100 bodov)Na osvetlenie sl vnostnej ve�ere bolo pou�it�ch N farebn�ch l mp o�¡slovan�ch �¡slamiod 1 po N . Lampy s£ napojen� na ¨tyri prep¡na�e:prep¡na� 1 | po stla�en¡ tohoto prep¡na�a zmenia v¨etky lampy svoj stav, t.j. lampy,ktor� svietili, zhasn£ a lampy, ktor� boli zhasnut�, sa rozsvietia.prep¡na� 2 | zmen¡ stav v¨etk�ch l mp s nep rnymi �¡slami.prep¡na� 3 | zmen¡ stav v¨etk�ch l mp s p rnymi �¡slami.prep¡na� 4 | zmen¡ stav v¨etk�ch l mp, ktor�ch �¡slo m  tvar 3K + 1 (pre K � 0)Na zariadenie je pripojen� po�¡tadlo C, ktor� zaznamen va celkov� po�et stla�en¡ pre-p¡na�ov. Na za�iatku ve�ere s£ v¨etky lampy rozsvieten� a po�¡tadlo C je nastaven� nanulu.Dan  je hodnota po�¡tadla C a inform cie o v�slednom stave niektor�ch l mp. Nap¡¨teprogram, ktor� zist¡ v¨etky mo�n� v�sledn� kon�gur cie N l mp, ktor� s£ konzistentn�so zadan�mi £dajmi. Ka�d£ kon�gur ciu vyp¡¨te raz.V s£bore PARTY.IN sa nach dzaj£ ¨tyri riadky obsahuj£ce �¡slo N { po�et l mp, po�etstla�en¡ prep¡na�ov C a stavy niektor�ch l mp vo v�slednej kon�gur cii. Prv� riadokobsahuje �¡slo N a druh� riadok �¡slo C (10 � N � 100, 1 � C � 10 000). Tret¡ riadokobsahuje zoznam �¡sel l mp, o ktor�ch viete, �e maj£ by� na konci rozsvieten�. Jednotliv��¡sla v zozname s£ oddelen� medzerami a zoznam je ukon�en� �¡slom -1. �tvrt� riadokobsahuje zoznam l mp, o ktor�ch viete, �e maj£ by� na konci zhasnut�. Jednotliv� �¡slav zozname s£ oddelen� medzerami a zoznam je ukon�en� �¡slom -1. V �iadnom z t�chtozoznamov neobsahuje viac ako dve lampy. Pre ka�d� testovac¡ vstupn� s£bor existujeaspo¤ jedna mo�n  v�sledn  kon�gur cia.Do s£boru PARTY.OUT zap¡¨te v¨etky mo�n� v�sledn� kon�gur cie l mp konzistentn�so zadan¡m v �ubovo�nom porad¡ (ka�d£ pr ve raz). Ka�d£ kon�gur ciu vyp¡¨te nazvl ¨tny riadok, pri�om tento riadok obsahuje N znakov. Prv� znak reprezentuje stavlampy �¡slo 1 a posledn� znak reprezentuje stav lampy �¡slo N . Znak 0 predstavujevypnut£ lampu, znak 1 zapnut£ lampu.Pr¡klad vstupu:101-17 -1 Pr¡klad v�stupu:000000000001101101100101010101



124 47. ro�n¡k matematickej olympi dy3. Hviezdna noc (150 bodov)Na no�nej oblohe sa vyskytuj£ hviezdy v s£hvezdiach najr�znej¨¡ch tvarov. S£hvezdie jenepr zdna s£visl  skupina hviezd, ak uva�ujeme susednos� v horizont lnom, vertik lnoma diagon lnom smere. �iadne s£hvezdie nie je s£�as�ou in�ho s£hvezdia.S£hvezdia sa m��u navz jom podoba�. Dve s£hvezdia s£ podobn�, ak maj£ rovnak�tvar a po�et hviezd bez oh�adu na oto�enie a osov£ s£mernos�.No�n  obloha je reprezentovan  hviezdnou mapou, �o je dvojrozmern  matica n£la jednotiek. Prvok matice obsahuje cifru 1, ak sa na tom mieste nach dza hviezdaa cifru 0 inak.Dan  je hviezdna mapa, ozna�te na nej v¨etky s£hvezdia mal�mi p¡smenami abecedy,pri�om podobn� s£hvezdia bud£ ozna�en� t�m ist�m p¡smenom. S£hvezdia, ktor� nie s£podobn�, ozna�te r�znymi p¡smenami. Ozna�enie s£hvezdia znamen  nahradenie ka�dejcifry 1 v s£hvezd¡ pr¡slu¨n�m mal�m p¡smenom.S£bor STARRY.IN obsahuje na prv�ch dvoch riadkoch ¨¡rku W a v�¨ku H hviezdnejmapy (0 � W;H � 100). Na �al¨¡ch H riadkoch sa nach dza po W znakov. Tietoriadky reprezentuj£ hviezdnu mapu. Po�et s£hvezd¡ je najviac 500, po�et nie podobn�chs£hvezd¡ je najviac 26 (a: : :z) a po�et hviezd v ka�dom s£hvezd¡ je najviac 160.S£bor STARRY.OUT obsahuje t£ ist£ mapu ako s£bor STARRY.IN, s t�m rozdielom, �es£hvezdia s£ ozna�en� tak, ako je po�adovan� v zadan¡.4. Stretnutie (150 bodov)D vno, prad vno sa ka�doro�ne kr � Artu¨ stret val so svojimi rytiermi okr£hleho stolu,aby spolu osl vili Nov� rok. Na pamiatku t�chto osl v vznikla hra pre jedn�ho hr �a,v ktorej s£ na za�iatku jedna �g£rka kr �a a nieko�ko �g£rok jazdcov (rytierov na ko¤och)n hodne umiestnen� na rozli�n� pol¡�ka.Hrac¡m pl nom je ¨achovnica s 8 � 8 ¨tvorcov�mi pol¡�kami. Kr � m��e v jednom�ahu prejs� na �ubovo�n� susedn� pol¡�ko, ak pritom nespadne z ¨achovnice. Jazdec sam��e v jednom �ahu pohn£� t�m ist�m sp�sobom, ako jazdec v ¨achovej hre, ak pritomnespadne z ¨achovnice. Po�as hry m��e hr � na jedno pol¡�ko polo�i� aj viacero �g£roknaraz. Pol¡�ka s£ dostato�ne ve�k�, aby sa na ne zmestil potrebn� po�et �g£rok.Cie�om hr �a je premiestni� v¨etky �g£rky na jedno pol¡�ko pomocou najmen¨iehomo�n�ho po�tu �ahov. Mo�no pou�¡va� iba uveden� �ahy. Navy¨e, ke� sa kr � a jedenalebo nieko�ko jazdcov ocitne naraz na tom istom pol¡�ku, hr � sa m��e rozhodn£�, �eodteraz a� do konca hry bude pohybova� kr �om a jedn�m z jazdcov spolo�ne ako jednou�g£rkou, pri�om t to �g£rka sa pohybuje ako jazdec. �ah takouto spojenou �g£rkou sazapo�¡tava ako jeden �ah.Nap¡¨te program, ktor� n jde najmen¨¡ mo�n� po�et �ahov, potrebn�ch na to, abyhr � docielil presunutie v¨etk�ch �g£rok na jedno miesto.S£bor CAMELOT.IN obsahuje po�iato�n£ kon�gur ciu ¨achovnice ako re�azec znakov.Tento re�azec obsahuje postupnos� nanajv�¨ 64 r�znych pol¡�ok ¨achovnice, pri�om naprvom pol¡�ku sa nach dza kr � a na ostatn�ch sa nach dzaj£ jazdci (po�et jazdcov jenanajv�¨ 63). Ka�d� pol¡�ko je ur�en� dvojicou p¡smeno-�¡slica. P¡smeno ozna�uje st�peca �¡slica riadok ¨achovnice.



10. Medzin rodn  informatick  olympi da, zadania 125Do s£boru CAMELOT.OUT vyp¡¨te jedin� riadok, na ktorom bude cel� �¡slo ur�uj£ceminim lny po�et �ahov potrebn�ch na presunutie v¨etk�ch �g£rok na jedno pol¡�ko.Pr¡klad vstupu:D4A3A8H1H8 Pr¡klad v�stupu:105. Obr zok (100 bodov)Na stene je nalepen�ch nieko�ko obd��nikov�ch plag tov, fotogra�¡ a in�ch obr zkov. Ichstrany s£ rovnobe�n� s okrajom steny. Ka�d� obd��nik m��e by� �iasto�ne alebo £plnepokryt� in�mi obd��nikmi. D��ku hranice zjednotenia v¨etk�ch obd��nikov nazvime ichobvodom. Nap¡¨te program, ktor� vypo�¡ta obvod. Vrcholy obd��nikov maj£ celo�¡seln�s£radnice.Prv� riadok vstupn�ho s£boru PICTURE.IN obsahuje po�et obd��nikov nalepen�chna stene. Ka�d� z nasleduj£cich riadkov obsahuje s£radnice �av�ho doln�ho a prav�hohorn�ho rohu jedn�ho obd��nika. Tieto s£radnice s£ dan� ako usporiadan� dvojice po-zost vaj£ce z x-ovej a y-ovej s£radnice. Po�et obd��nikov je nanajv�¨ 5 000. S£radnices£ z rozsahu [�10 000; 10 000] a ka�d� obd��nik m  kladn� obsah. V�sledok m��e vy�a-dova� 32-bitov£ reprezent ciu �¡sla.Do s£boru PICTURE.OUT vyp¡¨te jedin� riadok obsahuj£ci nez porn� cel� �¡slo, ktor�zodpoved  obvodu mno�iny obd��nikov na vstupe.Pr¡klad vstupu:7-15 0 5 10-5 8 20 2515 -4 24 140 -6 16 42 15 10 2230 10 36 2034 0 40 16 Pr¡klad v�stupu:228
6. Cykl �ik (100 bodov)Cykl �ik je hra pre jedn�ho hr �a, v ktorej po�iato�n£ poz¡ciu tvor¡ cyklus s N vrcholmi.Ka�d� vrchol cyklu je ozna�en� cel�m �¡slom a ka�d  hrana je ozna�en  symbolom +(s�¡tanie) alebo symbolom * (n sobenie). Hrany s£ o�¡slovan� �¡slami od 1 po N .V prvom �ahu hr � z cyklu odoberie jednu hranu. Ka�d� z nasleduj£cich �ahov sasklad  z dvoch krokov:� vezmeme hranu E a dva vrcholy V1 a V2, ktor� s£ spojen� hranou E� nahrad¡me ich nov�m vrcholom, ktor� ozna�¡me v�sledkom oper cie, ktorou je ozna-�en  hrana E, aplikovanej na ozna�enia vrcholov V1 a V2.Hra kon�¡, ke� nezostane �iadna hrana a v�sledkom hry nazveme ozna�enie jedin�hovrcholu, ktor� zostal.



126 47. ro�n¡k matematickej olympi dyNap¡¨te program, ktor� pre dan� cyklus vypo�¡ta najvy¨¨¡ mo�n� v�sledok hry a vy-p¡¨e v¨etky hrany, z ktor�ch ak jednu odstr nime v prvom �ahu, m��e hra vies� k tomutov�sledku.S£bor POLYGON.IN obsahuje popis cyklu s N vrcholmi. S£bor obsahuje dva riadky.Na prvom riadku sa nach dza �¡slo N (3 � N � 50). Druh� riadok obsahuje ozna-�enia hr n 1; : : : ; N striedavo s ozna�eniami vrcholov (najprv vrchol medzi hranami 1a 2, potom vrchol medzi hranami 2 a 3, at�. a� vrchol medzi hranami N a 1). Jednot-liv� ozna�enia s£ oddelen� medzerou. Ozna�enie hrany je bu� t (namiesto +) alebo x(namiesto *). Pre ka�d£ postupnos� �ahov s£ ozna�enia vrcholov po�as hry v�dy v roz-sahu [�32 768; 32 767].Na prv� riadok s£boru POLYGON.OUT vyp¡¨te najvy¨¨¡ mo�n� v�sledok, ktor� je mo�n�dosiahnu� pre cyklus na vstupe. Na druh� riadok vyp¡¨te zoznam v¨etk�ch hr n, z ktor�chak jednu odstr nime v prvom �ahu, m��e hra vies� k tomuto v�sledku. Hrany musia by�vyp¡san� vzostupne a oddelen� jednou medzerou.Pr¡klad vstupu:4t -7 t 4 x 2 x 5 Pr¡klad v�stupu:331 2



Kore¨ponden�n� semin r SK MOV 47. ro�n¡ku matematickej olympi dy SK MO prebiehal pre naj£spe¨nej¨¡ch olym-pionikov predch dzaj£ceho ro�n¡ka MO zo Slovenska kore¨ponden�n� semin r SK MO.Tento kore¨ponden�n� semin r vznikol u� v 24. ro�n¡ku MO preto, aby bolo umo�nen�venova� individu lnu starostlivos� aj t�m ¨tudentom, ktor¡ nenav¨tevovali triedy sozameran¡m na matematiku. V s£�asnosti, preto�e existuje ve�k� mno�stvo in�ch ma-tematick�ch kore¨ponden�n�ch semin rov (napr¡klad krajsk�ch, ktor�m je venovan samostatn  kapitola), a preto�e po�et ¨k�l so zameran¡m na matematiku st£pol, semin rSK MO sa zameriava na zlep¨enie pr¡pravy v¨etk�ch ¨tudentov, ktor¡ preuk zali svojeschopnosti v predch dzaj£cich ro�n¡koch MO. Ke��e £lohy tohoto semin ra svojoun ro�nos�ou prevy¨uj£ ak£ko�vek in£ matematick£ s£�a� pre stredo¨kol kov, semin rsa st va d�le�itou s£�as�ou pr¡pravy aj na medzin rodn£ matematick£ olympi du.V 44. ro�n¡ku MO bol KS SK MO prv�kr t zorganizovan� samostatne na Slovensku.Pozost va tradi�ne z piatich s�ri¡ po sedem £loh. Do rie¨enia sa v tomto ro�n¡ku zapojilospolu 42 ¨tudentov zo v¨etk�ch krajov. Medzi desiatimi naj£spe¨nej¨¡mi rie¨ite�mi bolipiati �lenovia slovenskej deleg cie na MMO.Kore¨ponden�n� semin r viedol Richard Koll r a opravovanie zabezpe�ovali ¨tudentia pracovn¡ci MFF UK (v¨etko b�val¡ olympionici).Celkov� poradie KS SK MO 1997/981. Juraj F�ldes, 4 Gymn zium J. Hronca, Bratislava, 86; 5 bodu;2. Peter Novotn�, 3 Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina, 84; 5 bodu;3. Krist¡na �ernekov , 3 Gymn zium t©. Kpt. Jaro¨e, Brno, 69; 5 bodu;J n �pakula, 4 Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice, 69; 5 bodu;5. Martin Hri¤ k, 3 Gymn zium Alejov , Ko¨ice, 64 bodov;6. Tom ¨ Jur¡k, 2 Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice, 51; 5 bodu;7. Pavol Novotn�, 3 Gymn zium Ve�k  Okru�n , �ilina, 49 bodov;8. Miroslava Sot kov , 2 Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves, 46 bodov;9. Peter Koz k, 2 Gymn zium Su�any, 43 bodov;10. Franti¨ek Kardo¨, 4 Gymn zium Alejov , Ko¨ice, 31; 5 bodu.Uv dzame v¨etky pr¡klady tohto ro�n¡ka s£�a�e spolu s rie¨eniami, preva�ne ¨tudent-sk�mi. Pr¡klady boli vyberan� z pr¡kladov zo jury MMO a z n rodn�ch olympi d, �iin�ch s£�a�¡ t�chto kraj¡n: Bielorusko, Ir n, Rumunsko, Ve�k  Brit nia, Rak£sko, SRN,�rsko, Bulharsko, Ju�n  Afrika a Po�sko.



128 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZadania s£�a�n�ch £loh KS SK MOPrv  s�ria1.1 Dok �te, �e neexistuje kone�n  mno�ina M pozost vaj£ca z aspo¤ troch r�z-nych kladn�ch re lnych �¡sel tak , �e pre �ubovo�n� dve r�zne �¡sla a 2 M ab 2 M aj �¡slo a2 + b2 patr¡ do M. (Bielorusko, MO 96/97)1.2 Nech n je prirodzen� �¡slo. Dok �te, �e existuj£ polyn¢my f(x) a g(x) s celo�¡-seln�mi koe�cientami tak�, �ef(x)(x + 1)2n + g(x)(x2n + 1) = 2:(Ir n, MO 96/97 Final R. 1)1.3 Dan� je prvo�¡slo p, p = 5. Pre ka�d� �¡slo k, k 2 f0; 1; : : : ; p� 1g, ur�te maxi-m lnu d��ku nekon¨tantnej aritmetickej postupnosti prirodzen�ch �¡sel, ktorej�iaden �len neobsahuje v p-adickom z pise (z pis v s£stave so z kladom p)cifru k. (Rumunsko 97, Selection test)1.4 Dan� je trojuholn¡k ABC. Uva�ujme v¨etky mo�n� trojice bodov P , Rp a Sp,ktor� s£ dan� nasledovne: P je �ubovo�n� bod na obl£ku BC kru�nice op¡sanejtrojuholn¡ku ABC, Rp a Sp s£ stredy kru�n¡c vp¡san�ch po rade do trojuhol-n¡kov PAB a PAC. Dok �te, �ea) v¨etky kru�nice, op¡san� trojuholn¡kom PRpSp, prech dzaj£ jedn�m bodom;b) v¨etky kru�nice, ktor�ch priemerom s£ £se�ky RpSp, prech dzaj£ jedn�mbodom;c) v¨etky stredy £se�iek RpSp le�ia na jednej kru�nici. (Ir n, MO 96/97)1.5 Dan�ch je k r�znych re lnych �¡sel w1; : : : ; wk, ktor�ch s£�et nie je nulov�.Dok �te, �e existuj£ cel� �¡sla n1; : : : ; nk tak�, �e kXi=1 niwi > 0, a pre ka�d£permut ciu � r�znu od identity na mno�ine f1; : : : ; kg plat¡ kXi=1 n1w�(i) < 0.(Ir n, MO 96/97)1.6 V ostrouhlom trojuholn¡ku ABC ozna�me F p�tu v�¨ky z bodu C a M stredstrany CA. Dok �te, �e ak plat¡ jBM j = jCF j a j<)MBCj = j<)FCAj, tak jetrojuholn¡k ABC rovnostrann�. (Ve�k  Brit nia, MO 97)1.7 Nech n = 3 je prirodzen� �¡slo a x re lne �¡slo tak�, �e �¡sla x, x2 a xn maj£rovnak£ necel£ �as� (rozvoj �¡sla za desatinnou �iarkou). Dok �te, �e x je cel��¡slo. (Rumunsko, MO 97)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, zadania 129Druh  s�ria2.1 Dan� s£ kladn� re lne �¡sla A a B. Uva�ujme v¨etky ¨tvorice nez porn�chre lnych �¡sel a; b; c; d, pre ktor� plat¡ a2 + b2 = A2 a c + d = B. Ak  jenajmen¨ia a najv��¨ia mo�n  hodnota v�razu (a + d)2 + (b � c)2 ?(Rak£sko, MO 96)2.2 N jditea) v¨etky p rneb) v¨etky nep rnefunkcie f : R! R tak�, �e pre ka�d� cel� �¡slo x plat¡ f(x) = f(x2 + x+ 1).(Rak£sko, MO 96)2.3 Vo ¨tvorci so stranou 100 sa nach dzaj£ kruhy s polomerom 1 tak, �e1) �iadne dva kruhy sa nepret¡naj£ ani nedot�kaj£,2) ka�d  £se�ka d��ky 10 cel  le�iaca vo vn£tri ¨tvorca m  spolo�n� bod s aspo¤jedn�m kruhom.Dok �te, �e sa vo ¨tvorci nach dza aspo¤ 400 kruhov. (Nemecko, MO 95)2.4 Nad stranami dan�ho trojuholn¡ka ABC zostrojme obd��niky ABB1A1,BCC1B2 a CAA2C2. Dok �te, �e osi £se�iek A1A2, B1B2 a C1C2 sa pret¡naj£v jednom bode. (Nemecko, MO 96)2.5 Ozna�me S mno�inu v¨etk�ch nep rnych prirodzen�ch �¡sel v��¨¡ch ako 1. Preka�d� x 2 S ozna�me �(x) jedin� cel� �¡slo vyhovuj£ce nerovnosti2�(x) < x < 2�(x)+1:Pre a; b 2 S de�nujmea � b = 2�(a)�1(b� 3) + a:Dok �te, �e pre ka�d£ trojicu a; b; c 2 S plat¡a) a � b 2 S;b) (a � b) � c = a � (b � c). (�rsko, MO 97)2.6 Nech m a n s£ prirodzen� �¡sla. Nechm+ i = aib2i pre i = 1; 2; : : : ; n;kde ai; bi s£ prirodzen� �¡sla, pri�om ai nie je delite�n� druhou mocninou�iadneho prirodzen�ho �¡sla v��¨ieho ako 1. N jdite v¨etky hodnoty n, prektor� existuje m tak�, �e a1 + a2 + : : :+ an = 12. (Bulharsko, MO 97)2.7 Dan� je trojuholn¡k ABC. Nech BM a CN (M 2 AC, N 2 AB) s£ osi uhlovABC a ACB. Polpriamka MN pret¡na kru�nicu op¡san£ trojuholn¡ku ABCv bode D. Dok �te, �e 1jBDj = 1jADj + 1jCDj : (Bulharsko, MO 97)



130 47. ro�n¡k matematickej olympi dyTretia s�ria3.1 Pre ka�d� re lne �¡slo a ur�te po�et rie¨en¡ s£stavyx + y2 + z2 = a;x2 + y + z2 = a;x2 + y2 + z = a:Rie¨en¡m s£stavy rozumieme usporiadan£ trojicu re lnych �¡sel (x; y; z).(Rak£sko, MO 95)3.2 Prirodzen� �¡slo n nazveme kore¨ponden�n�, ak existuj£ prirodzen� �¡sla a; b; xa y, pre ktor� plat¡ a + b = n a xa + yb = 1 . N jdite v¨etky kore¨ponden�n��¡sla. (Nemecko, MO 95)3.3 Nech n = 2 je prirodzen� �¡slo. Uva�ujme polyn¢mPn(x) = �n2�+�n5�x +�n8�x2 + : : :+� n3k + 2�xk ;kde k = �n�23 �.a) Dok �te, �e Pn+3(x) = 3Pn+2(x) � 3Pn+1(x) + (x + 1)Pn(x).b) N jdite v¨etky prirodzen� �¡sla a tak�, �e pre ka�d� prirodzen� n = 3 je3[n�12 ] delite�om Pn �a3�. (Bulharsko, MO 97)3.4 Ozna�me k polkru�nicu so stredom O a priemerom AB. Nech bod M le�¡na pred��en¡ AB tak, �e jMAj > jMBj. Priamka prech dzaj£ca bodom Mpret¡na k v bodoch C a D tak, �e jMCj > jMDj. Druh� priese�n¡k kru�n¡cop¡san�ch trojuholn¡kom AOC a BOD (r�zny od O) ozna�me K. Dok �te, �eOK ?MK. (Ir n, MO 97)3.5 Nech a; b; c s£ kladn� re lne �¡sla tak�, �e abc = 1. Dok �te, �e plat¡11 + a + b + 11 + b+ c + 11 + c+ a 5 12 + a + 12 + b + 12 + c :(Bulharsko, MO 97)3.6 Nech X je (n + 1)-prvkov  mno�ina, kde n = 2. Usporiadan� n-tice(a1; a2; : : : ; an) a (b1; b2; : : : ; bn) r�znych prvkov mno�iny X nazvemerozh dan�, ak existuj£ r�zne indexy i a j tak�, �e ai = bj . N jdite maxim lnymo�n� po�et navz jom r�znych rozh dan�ch n-t¡c. (Bulharsko, MO 97)3.7 V rovine je dan�ch 10 r�znych bodov s nasleduj£cou vlastnos�ou: spomedzika�d�ch 5 z nich mo�no vybra� 4 tak�, ktor� tvoria tetivov� ¨tvoruholn¡k. Ko�konajmenej z t�chto bodov mus¡ le�a� na kru�nici? (Ir n, MO 96/97)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, zadania 131�tvrt  s�ria4.1 Nekone�n  postupnos� fang prirodzen�ch �¡sel m  nasleduj£cu vlastnos� a1 == 2, a2 = 7 a �12 < an+1 � a2nan�1 5 12pre ka�d� n = 2. Dok �te, �e an je nep rne pre ka�d� n > 1.(Ju�n  Afrika, MO 96)4.2 Nech ABCD je ¨tvoruholn¡k so stranami jABj = jBCj = jCDj = jDAj. NechMN a PQ s£ dve £se�ky kolm� na BD a tak�, �e ich vzdialenos� (vzdialenos�ich najbli�¨¡ch bodov) je d > jBDj2 , M 2 AD, N 2 DC, P 2 AB a Q 2 BC.Dok �te, �e obvod ¨es�uholn¡ka AMNCQP nez vis¡ od polohy £se�iek MNa PQ, ale len od ich vzdialenosti d. (Asian Paci�c olymp. 96)4.3 Dan� s£ prirodzen� �¡sla m;n, n 5m. Dok �te, �e plat¡2nn! 5 (m+ n)!(m� n)! 5 (m2 +m)n: (Asian Paci�c olymp. 96)4.4 Dan� s£ ¨tyri body P1; P2; P3 a P4 le�iace na jednej kru�nici. Ozna�me po radeI1, I2, I3 a I4 stredy kru�n¡c vp¡san�ch trojuholn¡kom P2P3P4, P1P3P4, P1P2P4a P1P2P3. Dok �te, �e I1; I2; I3 a I4 s£ vrcholmi obd��nika.(Asian Paci�c olymp. 96)4.5 Ak 2x+ y +p8x2 + 4xy + 32y2 = 3 + 3p2, tak plat¡ x2y 5 1. Dok �te.(Ju�n  Afrika, MO 96)4.6 N rodn  komisia pre man�elstvo (NKM) prizvala n man�elsk�ch p rov na vy-tvorenie 17 diskusn�ch skup¡n. Je potrebn� zabezpe�i� nasleduj£ce predpisy:� V¨etci �lenovia ka�dej skupiny musia by� rovnak�ho pohlavia.� Rozdiel po�tu �lenov ka�d�ch dvoch r�znych skup¡n mus¡ by� bu� 0 alebo 1.� Ka�d  skupina m  aspo¤ jedn�ho �lena.� Ka�d� mu� aj �ena z vybran�ch 17 p rov mus¡ by� pr ve v jednej diskusnejskupine.N jdite v¨etky n, n 5 1998, pre ktor� m��e NKM tieto diskusn� skupinyvytvori�. (Asian Paci�c olymp. 96)4.7 Nech a; b a c s£ d��ky str n trojuholn¡ka. Dok �te, �e plat¡pa+ b � c+pb + c� a +pc+ a � b 5 pa+pb+pc:Zistite, kedy nast va rovnos�. (Asian Paci�c olymp. 96)



132 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPiata s�ria5.1 Pre n-ticu r�znych re lnych �¡sel x1; x2; : : : ; xn (n = 4) plat¡: Pni=1 xi = 0a Pni=1 x2i = 1. Dok �te, �e spomedzi nich mo�no vybra� ¨tyri �¡sla a; b; c; dtak, aby platili nerovnostia+ b+ c+ nabc 5 nXi=1 x3i 5 a+ b+ d+ nabd : (Po�sko, MO 94/95)5.2 Body A1; A2; : : : ; A8 s£ vrcholmi rovnobe�nostena so stredom O. Dok �te, �eplat¡ 4 � 8Xi=1 jOAij2 5  8Xi=1 jOAij!2 : (Po�sko, MO 94/95)5.3 Dan  je kru�nica k so stredom O a jej tetiva PQ, ktor  nie je jej priemerom.Vn£tri £se�ky PQ le�¡ bod A. Nech p; q s£ doty�nice ku kru�nici k v bodochP;Q. Priamka l prech dzaj£ca bodom A je kolm  na OA, a pret¡na priamkyp; q postupne v bodoch K;L. Dok �te, �e plat¡ jAKj = jALj.(Po�sko, MO 94/95)5.4 Pre kladn� re lne �¡sla p; q plat¡ p+q = 1. Dok �te, �e pre �ubovo�n� prirodzen��¡sla m;n plat¡ nerovnos�(1� pm)n + (1� qn)m = 1 : (Po�sko, MO 94/95)5.5 Na zjazde sa z£�astnilo 2n poslancov. Ka�d� poslanec poznal spomedzi os-tatn�ch poslancov aspo¤ n (poznanie sa je vz jomn�). Dok �te, �e v¨etk�chposlancov mo�no ubytova� v dvojposte�ov�ch izb ch tak, aby ka�d� b�valso svoj¡m zn mym. (Po�sko, MO 94/95)5.6 Dan� je prvo�¡slo p. Dok �te, �e nasleduj£ce tvrdenia s£ ekvivalentn�:1) Existuje tak� cel� �¡slo n, �e �¡slo n2 � n+ 3 je delite�n� �¡slom p.2) Existuje tak� cel� �¡slo m, �e �¡slo m2 �m+ 25 je delite�n� �¡slom p.(Po�sko, MO 94/95)5.7 Nech f : R ! R je spojit  funkcia. Dok �te, �e ak pre ka�d� re lne �¡slo xexistuje tak� prirodzen� �¡slo n, �e (f � f � : : : � f| {z }n ) (x) = 1, tak f(1) = 1.(Po�sko, MO 94/95)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 133Rie¨enia s£�a�n�ch £loh KS SK MOPrv  s�ria1.1 Predpokladajme, �e po�adovan  kone�n  mno�ina M existuje. Nech m  n = 3kladn�ch prvkov a1 < a2 < : : : < an. Potom �¡slaa21 + a22 < a21 + a23 < : : : < a21 + a2n < a22 + a2n < : : : < a2n�1 + a2nur�ite v¨etky patria doM a s£ r�zne. Ich po�et je v¨ak 2n�3. Ak m  plati� 2n�3 5 n,na¨a mno�inaM m��e ma� jedine 3 prvky. Nech s£ to teda a1 < a2 < a3. Potom v�akaa21 + a22 < a21 + a23 < a22 + a23 vid¡me, �e mus¡ plati�a21 + a22 = a1; (1)a21 + a23 = a2; (2)a22 + a23 = a3: (3)Od�¡tan¡m vz�ahov (1) a (3) dost vame a21�a23 = a1�a3; �o pre a1 6= a3 nast va pr vevtedy, ke� a1 + a3 = 1: (4)S�¡tan¡m rovn¡c (1) a (3) dost vamea21 + 2a22 + a23 = 1; teda a21 + a22 + a23 = 1� a22;zatia� �o s�¡tan¡m v¨etk�ch troch rovn¡c (1) a� (3) potoma21 + a22 + a23 = 12(a1 + a2 + a3) (4)= 12(1 + a2):Porovnan¡m posledn�ch dvoch rovn¡c dost vame kvadratick£ rovnicu pre a2, ktorej je-din�m kladn�m kore¤om je a2 = 12 . �alej u� len dosaden¡m napr¡klad do (3) a vyu�it¡mvz�ahu (4) dost vame, �e jedin�m rie¨en¡m s£stavy (1) a� (3) v R+�R+�R+ je trojica(12 ; 12 ; 12 ), ktor  v¨ak nesp�¤a predpoklad r�znosti prvkov kladen� na mno�inuM . T�mtosme podali vy�erp vaj£ci d�kaz o tom, �e mno�inaM po�adovan�ch vlastnost¡ nem��eby� kone�n .1.2 Posunom x o jedna pretransformujeme £lohu na n jdenie polyn¢mov, pre ktor�plat¡ f(x)x2n + g(x)�(x � 1)2n + 1� = 2;alebo ekvivalentne na £lohu n js� polyn¢m g(x) s celo�¡seln�mi koe�cientami, pre ktor�je polyn¢m g(x) �(x � 1)2n + 1� � 2 delite�n� polyn¢mom x2n . Predpokladajme, �e



134 47. ro�n¡k matematickej olympi dyg(x) m  tvar g(x) = 2n�1Xi=0 cixi. Zrejme potom po dosaden¡ a porovnan¡ koe�cientov prirovnak�ch mocnin ch x mus¡ by� c0 = 1 (kon¨tanty) a2ck ��2n1 �ck�1 +�2n2 �ck�2 � : : :+ (�1)k�2nk � = 0 (1)pre 1 5 k 5 2n � 1 (porovnanie pri mocnine k). Z rekurentn�ch rovn¡c (1) m��emepotom postupne vypo�¡ta� c1; c2; : : : c2n. T�mito line rnymi rovnicami s£ koe�cienty cijednozna�ne ur�en�. E¨te treba overi�, �i naozaj bude ka�d� ci celo�¡seln�. Len�e v¨etkykombina�n� �¡sla �2nk � s£ pre 1 5 k 5 2n�1 p rne, a teda ka�d£ rovnicu mo�no vydeli�dvoma. Potom po vyjadren¡ ck z (1) bude v�dy na druhej strane rovnosti vystupova�s£�et a rozdiel cel�ch �¡sel, �o mo�no po�ahky dok za� indukciou.1.3 Majme nejak£ aritmetick£ postupnos� prirodzen�ch �¡sel a1; a2; : : : ; am. Nech jejdiferencia je d. Nech prv  nenulov  �¡slica (odzadu) v d je na i-tom mieste (mysl¡met�m i-te miesto odzadu v p-adickom z pise). T£to �¡slicu ozna�me b. V¨¡majme si �¡slicena i-tom mieste v na¨ej postupnosti. Nech a je �¡slica na i-tom mieste �¡sla a1. Zrejmesa postupnosti �¡slic na posledn�ch i � 1 miestach nemenia a neovplyv¤uj£ ostatn�.Teda �¡slica na i-tom mieste �¡sla an je(a+ bn)MOD p;kde xMOD y znamen  zvy¨ok �¡sla x po delen¡ �¡slom y. Uk �eme, �e pre n == 0; 1; : : : ; p� 1 d va v�raz (a+ bn)MOD p r�zne, a teda v¨etky �¡slice (samozrejmev p-adickej s£stave). Dok �eme to sporom. Predpokladajme, �e existuj£ n1; n2 22 f0; 1; : : : ; p�1g, n1 6= n2 tak�, �e a+n1b � a+n2b (mod p). Bez ujmy na v¨eobecnostinech n1 > n2. Potom b(n1 � n2) � 0 (mod p). Ale preto�e p je prvo�¡slo a 0 < b < p,tak 0 < n1 � n2 < p, �o je spor.Dostali sme teda, �e v ka�dej p-�lennej aritmetickej postupnosti sa vyskytuj£ na pr-vom nenulovom mieste v¨etky �¡slice. Maxim lna d��ka aritmetickej postupnosti, ktor neobsahuje �¡slicu k 2 f1; : : : ; p � 1g, je teda najviac p � 1. Jedin£ v�nimku tvor¡�¡slica 0, ktor  ke� je na za�iatku, nep¡¨e sa. Potom pre k = 0 m��e ma� postupnos�d��ku najviac p. Postupnosti t�chto d��ok naozaj existuj£:k = 0 : 1; 11; 21; 31; : : : ; (p� 1)1 ;k = 1 : 22; 23; 24; : : : ; 2(p � 1); 30 ;k 6= 0; 1 : k + 1; k + 2; : : : ; p� 1; 10; 11; : : : ; 1(k � 1) ;teda pre k 2 f1; : : : ; p � 1g je maxim lna d��ka po�adovanej aritmetickej postupnostip� 1 a pre k = 0 je jej maxim lna d��ka p.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 1351.4 Ozna�me B1 a C1 po rade stredy obl£kov kru�nice op¡sanej trojuholn¡ku ABCmedzi bodmi AC a AB, neobsahuj£ce vrchol B, resp. C (obr. 48). Ke��e Rp a Sp s£stredy kru�n¡c vp¡san�ch trojuholn¡kom ABP a ACP , plat¡jC1Aj = jC1Bj = jC1Rpj; jB1Aj = jB1Cj = jB1Spj:(K�m prv� polovice rovnost¡ s£ zrejm�, druh� sa �ahko dok �u pomocou uhlov.)Ozna�me O stred kru�nice k op¡sanej trojuholn¡ku ABC a ozna�me Q druh� priese�n¡kk s kru�nicou lP op¡sanou trojuholn¡ku PRpSp. Ke��e C1Rp a B1Sp prech dzaj£ cezP , dost vame j<)PC1Qj = j<)PB1Qj (obvodov� uhly kru�nice k);j<)B1SpQj = � � j<)QSpP j = � � j<)QRpP j = j<)C1RpQj (obvodov� uhly v lP ):Preto s£ trojuholn¡ky QRpC1 a QSpB1 podobn�, a tedajQC1jjQB1j = jC1RpjjB1Spj = jC1AjjB1Aj ;kde posledn� pomer je kon¨tantn� (vzh�adom na polohu bodu P ). Preto sa Q pohybujepo kru�nici (Appol¢niovej). Na druhej strane Q le�¡ na kru�nici k, preto mus¡ by�priese�n¡kom k a spom¡nanej Appol¢niovej kru�nice. Bod A je zrejme jedn�m z t�chtopriese�n¡kov, ale zjavne nevyhovuje podmienke na bod Q. Preto m  bod Q kon¨tantn£polohu a nez vis¡ od polohy bodu P , je teda rie¨en¡m �asti a) tejto £lohy.A BC PQC1B1 RpSp�Obr. 49 A BC PRpSpS�Obr. 50 A BC PRpSpS S0�Obr. 51Ozna�me S stred kru�nice vp¡sanej trojuholn¡ku ABC (obr. 49). V druhej �astinajprv dok �eme, �e ¨tvoruholn¡k ASRpB je tetivov�. Z vlastnost¡ stredu vp¡sanejkru�nice (le�¡ na priese�n¡ku os¡ uhlov) toti� okam�ite vypl�va, �e pre uhly <)ASBa <)ARpB plat¡ j<)ASBj = j<)ARpBj = �2 + j<)ACBj2 ;�¡m je tvrdenie o tetivovom ¨tvoruholn¡ku dok zan�. Obdobne sa uk �e, �e aj ¨tvoruhol-n¡k ASSpC je tetivov�. Ak teraz ozna�¡me j<)RpBAj = ' a j<)SpCAj =  , dost vame



136 47. ro�n¡k matematickej olympi dypostupne j<)ABP j = 2' a j<)ACP j = 2 . Z tetivov�ho ¨tvoruholn¡ka ABPC potom'+  = �2 . Pre obvodov� uhly tetivov�ho ¨tvoruholn¡ka ASRpB plat¡ j<)ASRpj = � ��', a podobne j<)ASSpj = � � . Preto potom j<)SpSRpj = '+  = �2 , a teda bod Svyhovuje �asti b).Ozna�me S0 stred kru�nice vp¡sanej trojuholn¡ku BPC (obr. 50). V �asti b) smedok zali, �e j<)RpSSpj = �2 . Zo symetrie analogicky vypl�vaj<)SRpSj = j<)RpS0Spj = j<)S0SpSj = j<)SpSRpj = �2 :Z toho potom okam�ite dost vame, �e SRpS0Sp je obd��nik a jeho uhloprie�ky RpSpa SS0 sa teda rozpo�uj£. Ich priese�n¡k ozna�me U . Ke��e ve�kos�<)CS0B je kon¨tantn �rovn  �2 � j<)BACj2 �, bod S0 sa pohybuje po nejakej kru�nici s. Bod U je v¨akobrazom bodu S0 v rovno�ahlosti so stredom S a koe�cientom 12. Bod U teda le�¡ nakru�nici, ktor  je obrazom kru�nice s v tejto rovno�ahlosti. T�m je tvrdenie dok zan�.1.5 (Krist¡na �ernekov ) Dok �eme najprv nasledovn£ Lemu:Lema. Nech a1 < a2 < : : : < ak; b1 < b2 < : : : < bk s£ re lne �¡sla a nech � je nejak permut cia mno�iny f1; 2; : : : ; kg r�zna od identity. Potom plat¡:a1b1 + a2b2 + : : : akbk > a1b�(1) + a2b�(2) + : : :+ akb�(k) :D�kaz. Dokazujeme matematickou indukciou pod�a k.1� Ak k = 1, potom neexistuje �iadna permut cia jednoprvkovej mno�iny f1g r�znaod identity.Ak k = 2, tak jedin  pr¡pustn  permut cia je �(1) = 2, �(2) = 1. Potom nerovnos�a1b1 + a2b2 > a1b2 + a2b1 je ekvivalentn  s nerovnos�ou (a2 � a1)(b2 � b1) > 0,ktor  zrejme plat¡.2� Predpokladajme, �e nerovnos� plat¡ pre k = n. Uk �eme, �e plat¡ aj pre k == n + 1. Majme teda nejak£ permut ciu � mno�iny f1; 2; : : : ; n; n + 1g r�znuod identity. Ak �(n+1) 6= n+1, vezmime tak� p, q z mno�iny f1; 2; : : : ; n; n+1g,�e �(n + 1) = p, �(q) = n+ 1. Potom plat¡ nerovnos�an+1bn+1 + aqbp > aqbn+1 + an+1bp ; (1)preto�e je ekvivalentn  s nerovnos�ou (an+1 � aq) (bn+1 � bp) > 0, ktor  zrejmeplat¡. Vezmime teraz nov£ permut ciu ' na mno�ine f1; 2; : : : ; n; n + 1g tak£,�e '(n + 1) = n + 1, '(q) = p a '(i) = i pre ka�d� i 2 f1; 2; : : : ; ng, i 6= q



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 137(len vymen¡me hodnoty v p a n + 1). Ak by bolo �(n + 1) = n + 1, vezmemepermut ciu ' � �. Potom n m ' indukuje permut ciu '0 mno�iny f1; 2; : : : ; ng(pri�om '0(i) = '(i) pre ka�d� i 2 f1; 2; : : : ; ng). Ak '0 nie je identita, potompod�a induk�n�ho predpokladu plat¡:a1b1 + : : :+ anbn + an+1bn+1 > a1b'0(1) + : : :+ anb'0(n) + an+1bn+1 == a1b'(1) + : : :+ anb'(n) + an+1b'(n+1) (1)> a1b�(1) + : : :+ anb�(n) + an+1b�(n+1) :Ak '0 je identita, tak prv  nerovnos� sa zmen¡ na rovnos�.T�m je d�kaz Lemy skon�en�.Vr �me sa teraz k d�kazu samotn�ho tvrdenia zo zadania. Pre k = 1 tvrdenie zrejmeplat¡, preto�e na mno�ine f1g neexistuje permut cia r�zna od identity. �alej nech jek = 2. Majme teraz re lne �¡sla w1 < w2 < : : : < wk a vezmime si �ubovo�n� cel� �¡slam1 < m2 < : : : < mk.Ozna�me K = kXi=1miwi, W = kXi=1 wi a vezmime mno�inuA = ( kXi=1miw�(i); � je permut cia mno�iny f1; 2; : : : ; kg r�zna od identity) :PotomA je nepr zdna a kone�n . NechM je maxim lny prvok mno�inyA. Pod�a Lemypotom plat¡M < K. Zrejme existuje L 2 R,M < L < K, �e �¡slo L+K2W je racion lne.Nech je to �¡slo pq , kde p 2 Z, q 2 N. Vezmime teraz ni = qmi � p, pre i = 1; 2; : : : ; k.Uk �eme, �e �¡sla n1; n2; : : : ; nk s£ na¨e h�adan�. Plat¡kXi=1 niwi = q � kXi=1miwi � p � kXi=1 wi = qK � pW = qK � q � L+K2W �W == q ��K � L+K2 � = q � K � L2 > 0 :Ak � je permut cia mno�iny f1; 2; : : : ; kg r�zna od identity, potomkXi=1 niw�(i) = q � kXi=1miw�(i) � p � kXi=1 w�(i) 5 qM � pW < qL� q � L+K2W �W == q ��L� L+K2 � = q � L�K2 < 0 :Teda �¡sla n1; n2; : : : ; nk naozaj vyhovuj£ zadaniu.



138 47. ro�n¡k matematickej olympi dy1.6 Ozna�me S priese�n¡k BM a FC a � ve�kos� uhlovMBC a FCM (obr. 51). Ke��etrojuholn¡k ACF je pravouhl� a M je stredom strany AC, plat¡ jMCj = jMF j, a tedaj<)MCF j = j<)MFCj = �. Potom s£ v¨ak trojuholn¡ky FSM a BSC podobn�, �i�e:jFSjjBSj = jSM jjSCj ; a teda jFSjjSM j = jBSjjSCj:To v¨ak znamen , �e aj trojuholn¡ky FBS a MCS s£ podobn�, z �oho vypl�va, �ej<)SMCj = j<)SFBj = 90�. T�m sme dok zali, �e BM je z rove¤ �a�nicou aj v�¨kouna stranu b, �o je ekvivalentn� s jBCj = jBAj. �alej plat¡:2PABC = c � vc = jABj � jFCj = jACj � jBM j = b � vb :Ke��e jFCj = jBM j (zo zadania), zjavne aj jACj = jABj. Z rove¤ v¨ak jBCj = jBAj,tak�e trojuholn¡k ABC je rovnostrann�.
A BCFM S ����Obr. 521.7 (Peter Novotn�) Zrejme ak x > 0 a vyhovuje podmienkam, tak podmienkamvyhovuje aj �¡slo �x, lebo desatinn  �as� sa so znamienkom nemen¡. Uva�ujme lenpr¡pad x > 0. M  plati� x2 � x = l, xn � x = k, kde k; l s£ nejak� cel� �¡sla. Teda xvyhovuje rovniciam x2 � x � l = 0 ; (1)xn � x� k = 0 : (2)Z rovnice (1) dost vame, �e x = 12 �1�p1 + 4l�. To znamen , �e l = 0 (preto�e aby xbolo re lne, mus¡ by� l = �14 , ale l 2Z). Mo�nos�ou x = 12 �1�p1 + 4l� sa nebudemezaobera�, lebo vtedy x < 0. Ozna�me si m = 1 + 4l. Potom z rovnice (2) m me�1 +pm2 �n � 1 +pm2 = k :Ak m je ¨tvorec, tak zrejme pm je nep rne, a teda �¡slo x = 12 (1 +pm) je cel�. �alejnech m nie je ¨tvorec (potom aj m > 1). Potom je �¡slo pm zrejme iracion lne.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 139Rozl¡¨ime dva pr¡pady:(1) n je p rne. Nech n = 2s, kde s 2 N. Po�¡tajmexn = �1 +pm2 �2s = 122s 2sXi=0�2si ��pm�i == 122s " sXi=0�2s2i�mi +pm s�1Xi=0 � 2s2i + 1�mi# :Porovnan¡m iracion lnych �ast¡ v rovnosti x+ k = xn dost vame (preto�e n > 1):12 = 122s s�1Xi=0 � 2s2i+ 1�mi > 122s s�1Xi=0� 2s2i+ 1� = 122s � 22s�1 = 12 ;�o je spor.(2) n je nep rne. Nech n = 2s+ 1, kde s 2 N. Potomxn = �1 +pm2 �2s+1 = 122s+1 2s+1Xi=0 �2s+ 1i ��pm�i == 122s+1 " sXi=0�2s+ 12i �mi +pm sXi=0 �2s+ 12i+ 1�mi# :Porovnan¡m iracion lnych �ast¡ v rovnosti x+ k = xn dost vame (preto�e n > 1):12 = 122s+1 sXi=0 �2s + 12i + 1�mi > 122s+1 sXi=0 �2s + 12i+ 1� = 122s+1 � 22s = 12 ;�o je op�� spor.T�m sme dok zali, �e m je ¨tvorec, a teda x je cel� �¡slo.Pozn mka: V oboch �astiach sme pou�ili rovnos� �n1� + �n3� + �n5� + : : : = 2n�1. Jejplatnos� vypl�va z identity 12 [(1 + 1)n � (1� 1)n] = 2n�1.Druh  s�ria2.1 Jednoduchou £pravou dost vame:V = (a + d)2 + (b � c)2 = A2 +B2 + 2(ad� bc� cd) :Vo�me pevn� c a d. Evidentne V bude maxim lne pr ve vtedy, ke� ad bude maxim lnea bc minim lne. To znamen , �e a = A, b = 0. V�raz V m  teda maximum rovn�A2 + 2AB +B2 = (A +B)2 (pre d = B, c = 0).



140 47. ro�n¡k matematickej olympi dyH�adajme teraz minimum. Pri pevn�ch c a d nadob£da V minimum, ak a = 0, b = A.H�ad me teda minimum funkcie f(c) = A2 +B2 � 2 �bc+ cB � c2�. Z jej grafu vid¡me:1) Ak B = A, tak f m  minimum v bode c = 12 (A +B), a to je rovn� 12 (A �B)2.2) Ak B < A, tak f m  minimum v bode c = B, a to je rovn� (A �B)2.2.2 Vyu�it¡m f(x) = f �x2 + x + 1� pre x 2Zdost vamef(�x � 1) = f �(�x � 1)2 + (�x � 1) + 1� = f �x2 + x + 1� = f(x) :To znamen , �e pre ka�d� x 2Zplat¡f(�x � 1) = f(x) : (1)a) Ak f je p rna funkcia, tak plat¡ f(x) = f(�x), a teda aj f(�x � 1) = f(x + 1).Dosaden¡m do (1) dost vame f(x) = f(x+1) pre ka�d� x 2Z. To ale znamen , �ef(x) = a pre ka�d� x 2Z. Rie¨en¡m je teda ka�d  p rna funkcia tak , �e f(x) = apre ka�d� x 2Z.b) Ak f je nep rna funkcia, tak plat¡ f(x) = �f(�x), a teda aj f(�x � 1) = ��f(x + 1). Dosaden¡m do (1) dost vame f(x) = �f(x + 1) pre ka�d� x 2 Z.Z toho vypl�va f(0) = �f(1). Z rove¤ v¨ak (zo zadania) m me f(0) = f(1). Toznamen , �e f(1) = �f(1), a teda f(�1) = f(0) = f(1) = 0. Potom ale f(x) = 0pre ka�d� x 2 Z. Rie¨en¡m je teda ka�d  nep rna funkcia tak , �e f(x) = 0 preka�d� x 2Z.Zrejme v¨etky n jden� funkcie s£ naozaj rie¨en¡m £lohy. �Obr. 532.3 Ozna�me K obd��nik s v�¨kou 2; 01 a ¨¡rkou 12; 01. Na jehovodorovnej osi uva�ujme £se�ku d��ky 10 rovnako vzdialen£ od zvis-l�ch str n obd��nika (nazvime ju stredov  £se�ka). Vzdialenos��ubovo�n�ho bodu tejto £se�ky od obvodu obd��nika je viac ako 1.Ak teda umiestnime do roviny 2 neprekr�vaj£ce sa obd��niky K,vzdialenos� �ubovo�n�ch dvoch bodov na ich stredov�ch £se�k ch jeviac ako 2. Preto do roviny nemo�no umiestni� kruh s polomerom 1,ktor� m  spolo�n� bod s dvoma tak�mito £se�kami.Do ¨tvorca 100�100 umiestnime 49 neprekr�vaj£cich sa riadkov, v ka�dom 8 neprek-r�vaj£cich sa obd��nikov K. Ke��e v¨ak 8 � 12; 01 + 2; 01 < 100, mo�no e¨te umiestni�do ¨tvorca �al¨¡ch aspo¤ 8 obd��nikov (obr. 52). Ka�d  z ich 400 stredov�ch £se�iekmus¡ ma� spolo�n� bod s aspo¤ jedn�m kruhom, preto sa vo ¨tvorci mus¡ nach dza�aspo¤ 400 kruhov.2.4 Zrejme �iadne z os¡ str n obd��nikov nie s£ rovnobe�n�. Pou�ijeme nasleduj£culemu:Lema. Ak trojuholn¡k A0B0C 0 le�¡ vo vn£tri trojuholn¡ka ABC, kde AB k A0B0, BC kk B0C 0, CA k C 0A0, potom maj£ priamky AA0, BB0 a CC 0 spolo�n� priese�n¡k.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 141D�kaz. Sta�¡ pou�i� rovno�ahlos� so stredom Q { spolo�n�m priese�n¡kom priamok AA0a BB0.Ozna�me osi £se�iek BB2, CC2, AA1 po rade a, b, c a ich priese�n¡ky MA, MB,MC (obr. 53). V�aka tejto kon¨trukcii maj£ trojuholn¡ky ABC a MAMBMC rovno-be�n� strany. Pou�it¡m lemy maj£ teda priamky AMA, BMB a CMC jeden spolo�n�priese�n¡k S le�iaci vn£tri trojuholn¡ka ABC.
A BCSA1 B1 B2C1C2A2 MB

MC
MA Sc SaSb�Obr. 54Ozna�me teraz Sa, Sb, Sc po rade obrazy bodu S v osov�ch s£mernostiach pod�apriamok a, b, c. Preto�e s£ body MA, A a S koline rne, musia by� aj ich obrazy (osov s£mernos� pod�a b) Ma, A2, Sb koline rne. Analogicky musia by� koline rne aj bodyMA, A1 a Sc.Preto�e jMAA2j = jMAAj = jMAA1j a jMASbj = jMASj = jMAScj, s£ trojuholn¡kyA1A2MA a ScSbMA rovnoramenn�. �tvoruholn¡k A1ScSbA2 je teda rovnoramenn�lichobe�n¡k. Odtia� dost vame, �e osi £se�iek A1A2 a SbSc splyn£. Z rovnak�ch d�vodovsplyn£ aj osi £se�iek B1B2 a ScSa, resp. C1C2 a SaSb. Preto s£ osi £se�iek A1A2, B1B2,C1C2 osami str n trojuholn¡ka SaSbSc a maj£ teda jedin� spolo�n� priese�n¡k.2.5 (Franti¨ek Kardo¨)a) Ke��e a = 3, �(a) = 1 a 2�(a)�1 je prirodzen� �¡slo. �¡sla a; b s£ nep rne, �¡slob� 3 je p rne nez porn�, teda 2�(a)�1(b� 3) + a je nep rne a v��¨ie alebo rovn� trom,teda z mno�iny S.b) Najprv uk �eme, �e �(a � b) = �(a) + �(b) � 1: (1)Toti� 2�(a) < a < 2�(a)+1, teda 2�(a) 5 a � 1 a a + 1 5 2�(a)+1. Podobne 2�(b) 5 b � 1a b+ 1 5 2�(b)+1. Potoma � b = 2�(a)�1(b � 3) + a > 2�(a)�1 �2�(b) � 2�+ 2�(a) = 2�(a)+�(b)�1;a � b = 2�(a)�1(b � 3) + a < 2�(a)�1 �2�(b) � 4�+ 2�(a)+1 = 2�(a)+�(b):



142 47. ro�n¡k matematickej olympi dyKe��e 2�(a)+�(b)�1 < a � b < 2�(a)+�(b);plat¡ (1). Potom £pravami dost vame aj po�adovan� tvrdenie b):(a � b) � c = 2�(a�b)�1(c� 3) + (a � b) = 2�(a)+�(b)�2(c� 3) + 2�(a)�1(b � 3) + a == 2�(a)�1 �2�(b)�1(c� 3) + b � 3�+ a = 2�(a)�1((b � c)� 3) + a = a � (b � c):2.6 (Krist¡na �ernekov ) Zrejme pre ka�d� i = 1; 2; : : : ; n je ai = 1, a teda mus¡ by�n 5 12. Rozoberieme nieko�ko ¨peci lnych pr¡padov.� Ak n = 1, potom a1 = 12, �o nem��e nasta�, lebo 22 j 12 :� Ak n = 2, potom pre m = 98 plat¡98 + 1 = 11 � 32 ; 98 + 2 = 1 � 102 :� Ak n = 3, potom pre m = 3 plat¡3 + 1 = 1 � 22 ; 3 + 2 = 5 � 12 ; 3 + 3 = 6 � 12 :�alej uk �eme, �e pre p�� za sebou id£cich �¡sel musia by� �¡sla ai po dvoch r�zne.Dok �eme to sporom. Nech ai = aj = a, pri�om i < j a j � i 5 4. Potoma � (2bi + 1) = a � �(bi + 1)2 � b2i� 5 a � �b2j � b2i � = (m + j)� (m+ i) 5 4 (1)Ak a = 1, tak mus¡ by� bi = 2 (preto�e aib2i = m+ i = 1 + 1 = 2), �o je ale spor s (1).Ak a = 2, op�� dost vame spor s (1) (preto�e bi = 1).To znamen , �e pre n = 5 s£ a1; : : : ; a5 po dvoch r�zne prirodzen� �¡sla. Potom alea1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15, �o je spor.Zost va u� len vy¨etri� pr¡pad n = 4. Preto�e musia by� �¡sla a1; a2; a3; a4 po dvochr�zne, mus¡ plati� fa1; a2; a3; a4g = f1; 2; 3; 6g (lebo nem��e by� ai = 4). Preto�e dvez �¡sel m+1;m+2;m+3;m+4 s£ delite�n� �¡slom 3, musia to by� �¡sla m+1 a m+4.Potom fm+ 1;m+ 4g = f3; 6g a fm+ 2;m+ 3g = f1; 2g. Odtia� dost vame2 = (m+ 2)(m+ 3)� (m+ 1)(m+ 4) == 2b22b23 � 18b21b24 = 2(b2b3)2 � 2(3b1b4)2 ;1 = (b2b3)2 � (3b1b4)2 :To ale nie je mo�n� (zrejme rovnica x2 � y2 = 1 nem  v N rie¨enie).Na z ver sta�¡ len poveda�, �e jedin�mi rie¨eniami £lohy s£ n = 2 a n = 3.2.7 (Juraj F�ldes) Ozna�me d��ky str n a uhly trojuholn¡ka ABC ako oby�ajne. NechX je priese�n¡k AB a CD (obr. 54). �alej nech d = jCDj, k = jADj, l = jBDj, b1 == jAM j, b2 = jCM j, c1 = jAN j, c2 = jBN j, p1 = jAXj, p2 = jBXj, d1 = jDXj,d2 = jCXj a � = j<)AMBj.



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 143
A B

C
DM N X�Obr. 55Treba dok za�, �e plat¡ 1l = 1k + 1d :Z Menelaovej vety pre body M;N a D na stran ch trojuholn¡ka AXC dost vamejCM jjAM j � jAN jjXN j � jXDjjCDj = 1; teda c1p1 � c1 = b2b1 � dd1 : (1)Z podobnosti trojuholn¡kov ACX a DBX pod�a vetu uu (obvodov� uhly j<)BXDj == j<)CXAj a j<)CABj = j<)CDBj) a z podobnosti trojuholn¡kov AXD a CXB (obdobn�d�vody) vypl�va d1p1 = lb a d1p2 = ka :Spojen¡m t�chto vz�ahov lp1v = d1 = k(c� p1)a :Z toho potom p1 = bckla+ kb a d1 = lbp1 = lckla+ kb : (2)Ke��e BM a CN s£ osi uhlov trojuholn¡ka ABC, zrejme plat¡b2b1 = ca a c1 = bca + b : (3)Po dosaden¡ (2) a (3) do (1) dost vame po jednoduch�ch £prav chkl = dk � al; teda 1d + 1k = 1l ;�o bolo treba dok za�.



144 47. ro�n¡k matematickej olympi dyTretia s�ria3.1 Od�¡tame druh£ rovnicu do prvej a uprav¡mex� y � �x2 � y2� = 0 ;(x � y)(1 � x� y) = 0 : (1)Analogicky (y � z)(1 � y � z) = 0 ; (2)(z � x)(1 � z � x) = 0 : (3)Rovnice (1), (2) a (3) s£ zrejme nutnou podmienkou na to, aby trojica (x; y; z) bolarie¨en¡m p�vodnej s£stavy.1) Predpokladajme najprv, �e x 6= y 6= z 6= x. Potom pod�a (1), (3) plat¡ x + y == 1 = y + z, �i�e aj x = z, �o je spor.2) Predpokladajme, �e pr ve dve z �¡sel x; y; z s£ rovnak� (nech teda x = y 6= z).Z (3) vieme, �e z = 1� x, �i�e aj x 6= 1� x, a teda x 6= 12 . Inak m��eme uva�ova�rie¨enie s£stavy v tvare (x; x; 1� x). Dosad¡me do p�vodn�ch rovn¡c a dost vamejedin£ podmienku 2x2 � x+ 1� a = 0 : (4)Rie¨ime teda kvadratick£ rovnicu s parametrom a:x1;2 = 1�p8a � 74 ; pri�om a = 78 :�ahko vypo�¡tame, �e x = 12 iba pre a = 1 (aj to len x1). Obr tene to znamen ,�e pre a = 1 sp�¤a podmienky len x2 = 0. Sk£¨kou sa �ahko presved�¡me, �erie¨enia (x1; x1; 1�x1) a (x2; x2; 1�x2) naozaj vyhovuj£ zadaniu. Analogicky (akvezmeme y = z alebo z = x) dost vame cyklickou z menou �al¨ie ¨tyri rie¨enia.3) Predpokladajme, �e x = y = z. Dosad¡me do p�vodn�ch rovn¡c a dost vamepodmienku 2x2 + x� a = 0 ;�i�e x3;4 = �1�p8a + 14 ; pri�om a = �18 :T�m sme vy�erpali v¨etky mo�nosti. V�sledky £vah si ale e¨te raz zosumarizujeme:� a 2 ��1;�18�. Ke��e diskriminanty oboch kvadratick�ch rovn¡c s£ z porn�,s£stava nem  rie¨enie.� a = �18 . S£stava m  jedin� rie¨enie ��14 ;�14 ;�14�� a 2 ��18 ; 78�. S£stava m  dve rie¨enia (x3; x3; x3), (x4; x4; x4).



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 145� a = 78 . S£stava m  p�� rie¨en¡ ��1�p84 ; �1�p84 ; �1�p84 �, � 14 ; 14 ; 34�, � 14 ; 34 ; 14�,�34 ; 14 ; 14�.� a 2 �78 ; 1� [ (1;1). S£stava m  osem rie¨en¡ (x3; x3; x3), (x4; x4; x4), (x1; x1; 1 ��x1), (x1; 1�x1; x1), (1�x1; x1; x1), (x2; x2; 1�x2), (x2; 1�x2; x2), (1�x2; x2; x2).� a = 1. S£stava m  5 rie¨en¡ � 12 ; 12 ; 12�, (1; 1; 1), (0; 0; 1), (0; 1; 0) (1; 0; 0).3.2 Zrejme ak n = 1, tak n sa ned  nap¡sa� ako s£�et dvoch prirodzen�ch �¡sel.Rozoberieme teraz dva pr¡pady:1) Najprv dok �eme, �e ka�d� zlo�en� �¡slo je kore¨ponden�n�. Nech teda n = pq,kde p; q s£ prirodzen� �¡sla v��¨ie ako 1. Zvo�me a = p, x = 1, b = p(q � 1),y = (p � 1)(q � 1). Potom zrejme plat¡xa + yb = 1p + (p � 1)(q � 1)p(q � 1) = 1 ;a+ b = p+ p(q � 1) = pq = n :2) Nech n je prvo�¡slo. Sporom dok �eme, �e n nie je kore¨ponden�n�. Nech a; b; x; ys£ tak� prirodzen� �¡sla, �e plat¡a+ b = n ; xa + yb = 1 :Ozna�me d najv��¨¡ spolo�n� delite� �¡sel a; b. Potom d 5 a < n, d j a + b = n.Ale n je prvo�¡slo. Teda mus¡ by� d = 1, �o znamen , �e �¡sla a; b s£ nes£delite�n�.Zrejme bx+ ya = ab. Z toho vypl�va a j xb a b j ya. Nako�ko s£ a; b nes£delite�n�,plat¡ a j x, b j y. Polo�me x = ax0, y = by0, kde x0; y0 2 N. Potomxa + yb = ax0a + by0b = x0 + y0 = 1 + 1 = 2 ;�o je v spore s predpokladom.Z uveden�ch skuto�nost¡ vypl�va, �e kore¨ponden�n�mi �¡slami s£ v¨etky zlo�en� �¡slaa �iadne in�.3.3 (Krist¡na �ernekov )a) Vytvorme postupnos� funkci¡ An(x) = (1 + 3px)n3px2 . Zrejme potom pre n = 2 plat¡An(x) = Bn(x)+Cn(x) 3px+Dn(x) 3px2, kde Bn(x); Cn(x) a Dn(x) s£ jednozna�ne ur-�en� racion lne lomen� funkcie (a� na prv� �len polyn¢my). Z binomickej vety okam�itevypl�va, �e Bn(x) � Pn(x). Ak dok �eme, �e An(x) vyhovuje zadan�mu rekurentn�muvz�ahu, bude mu vyhovova� aj Bn(x), teda aj Pn(x). To, �e plat¡ An+3(x) = 3An+2(x)�� 3An+1(x) + (x + 1)An(x) sa �ahko over¡ v�po�tom. T�m je �as� a) dok zan .b) Matematickou indukciou dok �eme, �e v¨etky �¡sla tvaru a = 3k � 1, k 2 Nvyhovuj£ zadanej podmienke.



146 47. ro�n¡k matematickej olympi dy1� Pre n = 3 a n = 4 tvrdenie trivi lne plat¡. Pre n = 5 je P5(x) = 10 + x, tedapre a = 3k � 1 plat¡ P5(a3) = 10 + (3k � 1)3. Po�ahky sa over¡, �e 9jP5(a3).2� Nech tvrdenie plat¡ pre v¨etky prirodzen� �¡sla l, l 5 n+ 2, n = 3, l = 3. Najprvuva�ujme pr¡pad ke� je n nep rne. Pod�a induk�n�ho predpokladu 3l+1jPn+2(a3),3ljPn+1(a3) a 3ljPn(a3). Nako�ko 9ja3 + 1, plat¡3l+1 j 3Pn+2(a3)� 3Pn+1(a3) + (a3 + 1)Pn(a3); teda 3l+1 jPn+3(a3):Nech je teraz n p rne. Pod�a induk�n�ho predpokladu 3ljPn+2(a3), 3ljPn+1(a3)a 3l�1jPn(a3). Nako�ko 9ja3 + 1, tak3l+1 j 3Pn+2(a3)� 3Pn+1(a3) + (a3 + 1)Pn(a3); teda 3l+1 jPn+3(a3):T�m sme dok zali, �e v¨etky �¡sla tvaru a = 3k � 1, k 2 N vyhovuj£ zadaniu £lohy.E¨te treba dok za�, �e �iadne in� u� nevyhovuj£, ale to vypl�va z toho, �e tvrdenie mus¡plati� pre n = 5, teda 9j10 + a3. �ahk�m rozdiskutovan¡m zvy¨kov�ch tried modulo 3zist¡me, �e vyhovuj£ len spom¡nan� �¡sla a.3.4 (Juraj F�ldes) Ozna�me ve�kosti uhlov � = j<)ODCj, � = j<)OCAj (obr. 55).Postupne mo�no vypo�¡ta� ve�kosti uhlov (pou�it¡m vlastnost¡ rovnoramenn�ch troju-holn¡kov):j<)DCOj = � ; j<)OBDj = j<)BDOj = 12 ( � j<)BODj) =  � �� � ;j<)CODj =  � 2� ; j<)MBDj =  � j<)OBDj = � + � ;j<)CAOj = � ; j<)MDBj =  � j<)BDOj � j<)ODCj = � ;j<)CODj =  � 2� ; j<)BMDj =  � j<)DBM j � j<)MDBj =  � �� 2� ;j<)BODj =  �j<)CODj�j<)AOCj = 2�+2�� :
A BC DK MO kk2 k1�Obr. 56Ozna�me<)BKC ten z uhlov BKC, v ktorom le�¡ bod D. Jeho doplnok (le�¡ v ¤ombod A) ozna�me <)BKC 0. Potomj<)BKCj = 2 � j<)BKC 0j = 2 � (j<)BKOj+ j<)OKAj + j<)AKCj) == 2 � (j<)BDOj + j<)OCAj + j<)AOCj) = 2 � ( � �� � + � +  � 2�) == �+ 2�



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 147(druh£ rovnos� sme dostali z vety o obvodovom uhle). Zrejme tie� plat¡ � + 2� <  ,lebo 0 < j<)BMDj =  � � � 2�.V¨imnime si teraz ¨tvoruholn¡k BMCK. Plat¡ v ¤om j<)BMCj + j<)CKBj =  ����2�+�+2� =  . To znamen , �e je tetivov�. Ozna�me preto k3 kru�nicu op¡san£BMCK. Z vety o stredovom a obvodovom uhle dost vame j<)BKM j = j<)BCM j == j<)BCDj = 12 j<)BODj = � + � + 12 . Potom alej<)OKM j = j<)OKBj+ j<)BKM j = j<)BDOj + j<)BKM j ==  � �� � + �+ � � 12 = 12 :No a odtia� vypl�va OK?MK, �o sme mali dok za�.3.5 Zave�me substit£ciu x = a + b + c, y = ab + bc + ac. Potom mo�no nerovnos�upravi� na tvar (vyu�ij£c a2 + b2 + c2 = x2 � 2y a abc = 1)1 + 3 + 2x� xy2x + y + x2 + xy 5 1 + 3� y9 + 4x + 2y ;�o (s prihliadnut¡m na x > 0, y > 0) je ekvivalentn� s nerovnos�ou(3 + 2x � xy)(9 + 4x+ 2y) 5 (3� y) �2x+ y + x2 + xy�27 + 24x+ 3y + 5x2 + y2 5 6xy + 3x2y + xy2 :Z AG-nerovnosti vypl�va x = a + b + c = 3 3pabc = 3, a tie� y = 3 3pa2b2c2 = 3. Potomy2 5 13xy2 ; 18x 5 6xy ; 5x2 5 53yx2 ;6x 5 23xy2 ; 3y 5 13x2y ; 27 5 x2y :S�¡tan¡m t�chto nerovnost¡ z¡skame dokazovan£ nerovnos�. Zrejme rovnos� nast vapr ve vtedy, ke� x = y = 3, a teda a = b = c = 1.3.6 (J n �pakula) Ka�dej usporiadanej n-tici r�znych prvkov mno�iny X mo�nopridan¡m jedin�ho ch�baj£ceho prvku na (n + 1)-v� miesto jednozna�ne priradi� per-mut ciu (usporiadan£ (n + 1)-ticu) prvkov mno�iny X. Z rove¤ z ka�dej permut cieprvkov mno�inyX z¡skame pr¡slu¨n£ usporiadan£ n-ticu. Namiesto usporiadan�ch n-t¡cteda m��eme pracova� s permut ciami (majme v¨ak na pam�ti, �e posledn� prvok je�kt¡vny).Lema. R�zne permut cie  ;' mno�iny X nie s£ rozh dan� pr ve vtedy, ke�  mo�nodosta� z ' v�menou (n+ 1)-v�ho a i-teho prvku, kde 1 5 i 5 n (�o mo�no zap¡sa� ako'(j) =  (j) pre j 2 f1; : : : ; ng; j 6= i a  (i) = '(n+ 1),  (n + 1) = '(i)).D�kaz. Ak  ;' nie s£ rozh dan�, tak pre ka�d£ dvojicu indexov (i; j), 1 5 i < j 5 nplat¡  (i) 6= '(j). Potom ale pre ka�d� i 2 f1; : : : ; ng bu� '(i) =  (i), alebo '(i) ==  (n + 1). Nech '(i) =  (n + 1). Ak by bolo i = n + 1, tak ' =  , �o by bol spor.



148 47. ro�n¡k matematickej olympi dyTeda mus¡ by� 1 5 i 5 n. Potom ale pre ka�d� j 2 f1; : : : ; ng, j 6= i plat¡ '(j) =  (j).To znamen , �e  (i) = '(n+ 1).Obr tene ak '; maj£ vymenen� prvky na i-tom a (n+1)-vom mieste, tak jedin�midvojicami r�znych indexov, na ktor�ch by boli v  a ' rovnak� prvky s£ (i; n + 1)a (n + 1; i). To znamen , �e neexistuje dvojica indexov (i; j), 1 5 i < j 5 n, pre ktor�'(i) =  (j), a teda permut cie '; nie s£ rozh dan�. T�m je d�kaz Lemy ukon�en�.�alej uva�ujmeX = f1; 2; : : : ; n+1g a zave�me si nieko�ko ozna�en¡ a pojmov. Mno-�inu permut ci¡ mno�iny X ozna�me S. Mohutnos� mno�iny obsahuj£cej maxim lnypo�et navz jom r�znych rozh dan�ch permut ci¡ ozna�me xn. Inverziou permut cie' 2 S nazvime tak£ dvojicu indexov (i; j), 1 5 i < j 5 n+ 1, �e '(i) > '(j). Permu-t ciu nazveme p rna (nep rna), ak obsahuje p rny (nep rny) po�et inverzi¡. Paritoupermut cie ' 2 S naz�vame paritu po�tu jej inverzi¡. Mno�inu p rnych permut ci¡ozna�me S+, mno�inu nep rnych permut ci¡ ozna�me S�.�ahko mo�no dok za�, �e v�menou dvoch prvkov v permut cii sa jej parita zmen¡.Potom plat¡ jS+j = jS�j (v�mena posledn�ch dvoch prvkov n m ur�uje bijekciu medzit�mito dvoma mno�inami). Ke��e S+, resp. S� neobsahuje �iadnu dvojicu permut ci¡tak£, �e jednu mo�no dosta� z druhej jedinou v�menou, tak v¨etky permut cie v S+,resp. S� s£ navz jom rozh dan�. To znamen , �exn = jS+j = jS�j = jSj2 = (n + 1)!2 :�alej uk �eme, �e plat¡ xn 5 (n+ 1)!2 :Nech K je �ubovo�n  mno�ina navz jom rozh dan�ch permut ci¡ mno�iny X. Ka�dejpermut cii ' 2 K mo�no v�menou posledn�ch dvoch prvkov jednozna�ne priradi�permut ciu  , ktor  je s ¤ou nerozh dan , a teda  2 S � K, pri�om �iadnym dvomr�znym permut ci m z K neprirad¡me rovnak� permut cie z S � K. PotomjKj = (jKj+ jKj)2 5 (jKj+ jS � Kj)2 = jSj2 = (n + 1)!2 :To ale znamen , �e xn = (n + 1)!2 , �o je h�adan� maxim lny mo�n� po�et rozh dan�chn-t¡c.3.7 (Eugen Kov �) Pre jednoduchos� nazvime body s�korkami. Ozna�me si s�korky�¡slicami 1; : : : ; 9; 0. Z pis K(a1; a2; : : : ; an) bude znamena�, �e s�korky a1; a2; : : : ; an(le�ia) sedia na jednej kru�nici.Lema 1. Existuje 5 s�koriek sediacich na jednej kru�nici.D�kaz. Sporom. Predpokladajme, �e �iadnych 5 s�koriek nesed¡ na jednej kru�nici. Bezujmy na v¨eobecnosti K(1; 2; 3; 4) a K(5; 6; 7; 8). Z p�tice 1; 2; 3; 9; 0 ¨tyri s�korky sedia



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 149na kru�nici. Ak K(1; 2; 3; 9), tak aj K(1; 2; 3; 4; 9), spor. Obdobne sa dok �e, �e nem��eby� K(1; 2; 3; 0). Tak�e m��eme bez ujmy na v¨eobecnosti predpoklada�, �e K(1; 2; 9; 0).Uva�ujme teraz p�ticu 2; 3; 4; 9; 0. Nutne K(3; 4; 9; 0) (�ubovo�n  in  ¨tvorica bysi u� vyn£tila aj piatu s�korku na jednej kru�nici). Podobne z 5; 6; 7; 9; 0 m meK(5; 6; 9; 0), a z 6; 7; 8; 9; 0 tie� K(7; 8; 9; 0). P�tica 1; 3; 5; 9; 0 si vynucuje K(1; 3; 5; 9)alebo K(1; 3; 5; 0). Bez ujmy na v¨eobecnosti, nech K(1; 3; 5; 9). P�tica 1; 3; 7; 9; 0 sivynucuje K(1; 3; 7; 0) a napokon p�tica 3; 5; 7; 9; 0 ned va �iadnu mo�nos� ¨tvorice, ktor by si u� nevynucovala p�� s�koriek na jednej kru�nici.Lema 2. Aspo¤ 9 s�koriek sed¡ na jednej kru�nici.D�kaz. Nech 1; 2; 3; 4; 5 sedia na jednej kru�nici (m��eme to predpoklada� na z kladeLemy 1). Sta�¡ uk za�, �e aspo¤ jedna zo s�koriek 6; 7 sed¡ na tej istej kru�nici (preto�eto ist� potom bude plati� pre �ubovo�n� dve s�korky z 6; 7; 8; 9; 0). Predpokladajme, �enie.Uva�ujme p�ticu 1; 2; 3; 6; 7. Potom bu� K(1; 2; 6; 7); K(1; 3; 6; 7) alebo K(2; 3; 6; 7).Bez ujmy na v¨eobecnosti, nech K(1; 2; 6; 7). Teraz uva�ujme p�ticu 3; 4; 5; 6; 7. Op��bez ujmy na v¨eobecnosti K(3; 4; 6; 7). E¨te uva�ujme p�ticu 1; 3; 5; 6; 7. Ak K(1; 3; 6; 7),tak K(1; 2; 3; 6; 7), a tie� K(1; 2; 3; 4; 5; 6; 7), spor. Podobne nem��e by� ani K(1; 5; 6; 7),aniK(3; 5; 6; 7). Potom ale bu�K(1; 3; 5; 6) aleboK(1; 3; 5; 7), �i�e bu� s�korka 6, alebo 7sed¡ na kru�nici spolu s 1; 2; 3; 4; 5.Ke��e zrejme m��e by� 9 s�koriek na jednej kru�nici a desiata mimo nej, odpove�je 9. �udn  party. �tvrt  s�ria4.1 (J n �pakula) Najprv dok �eme, �e postupnos� fang1n=1 je prv�mi �lenmi a vz�a-hom (1) ur�en  jednozna�ne. Zrejme je (1) ekvivalentn�a2nan�1 + 12 � 1 < an+1 5 a2nan�1 + 12 :Je vidie�, �e posledn�mu vz�ahu vyhovuje pr ve jedno cel� �¡slo an+1 = � a2nan�1 + 12�.Teraz dok �eme, �e pre ka�d� n 2 N plat¡an+2 = 3an+1 + 2an : (2)Z jednozna�nosti vypl�va, �e sta�¡ dok za�, �e postupnos�, ktor  vyhovuje vz�ahu (2),pri�om a1 = 2, a2 = 7 (zrejme ide o postupnos� prirodzen�ch �¡sel) sp�¤a nerovnosti (1).Tvrdenie dok �eme indukciou.1� Zrejme pre a1 = 2, a2 = 7, a3 = 3 � 7 + 2 � 2 = 25 plat¡ vz�ah (1) .2� Predpokladajme, �e (1) plat¡ pre n = k � 1 (k = 3). Dok �eme, �e (1) plat¡ ajpre n = k. Nech teda �12 < ak � a2k�1ak�2 5 12 :



150 47. ro�n¡k matematickej olympi dyDosaden¡m (2) za ak a £pravami dost vame�1 5 2a2k�1 � 6ak�1ak�2 � 4a2k�2ak�2 < 1 : (3)Naviac plat¡ ak�1 = 3ak�2 + 2ak�3 > 2ak�2, a tedaak�2ak�1 < 12 : (4)�alej po�¡tajme ak+1 = 3ak +2ak�1 = 3(3ak�1+2ak�2)+2ak�1 = 11ak�1+6ak�1.To znamen , �eak+1 � a2kak�1 = 11ak�1 + 6ak�2 � (3ak�1 + 2ak�2)2ak�1 == 2a2k�1 � 6ak�1ak�2 � 4a2k�2ak�1 :Sta�¡ teda dok za�, �e plat¡�12 < 2a2k�1 � 6ak�1ak�2 � 4a2k�2ak�1 5 12 : (5)Rozoberieme tri pr¡pady1) Ak 2a2k�1 � 6ak�1ak�2 � 4a2k�2 > 0, vtedy �av  nerovnos� v (5) plat¡ trivi l-ne. Prav£ nerovnos� dostaneme vyn soben¡m (4) a pravej nerovnosti z (3) (�om��eme).2) Ak 2a2k�1 � 6ak�1ak�2 � 4a2k�2 < 0, vtedy prav  nerovnos� v (5) plat¡ tri-vi lne, a �av£ nerovnos� (pren soben£ �¡slom �1) dostaneme vyn soben¡m (4)a (�1)-n sobku �avej nerovnosti z (3).3) Ak 2a2k�1 � 6ak�1ak�2 � 4a2k�2 = 0, tak (5) trivi lne plat¡.T�m sme dok zali, �e postupnos� fang1n=1 vyhovuje rekurentn�mu vz�ahu an+2 == 3an+1 + 2an. Ak uv �ime, �e a1 = 2, a a2 = 7, tak �ahko indukciou dok �eme, �epre n > 1 je �¡slo an nep rne.4.2 (Miroslava Sot kov  a Martina Ganc rov ) Bez ujmy na v¨eobecnosti nech s£zvolen� pod�a zadania bodyM1;N1; P1 a Q1 a in� bodyM2;N2; P2 a Q2 ako na obr. 56.Ozna�me d vzdialenos� rovnobe�n�ch priamok M1N1 a M2N2 (teda aj P1Q1 a P2Q2).Ke��e ¨tvoruholn¡k zo zadania je zrejme koso¨tvorec alebo ¨tvorec, zrejme s£ v¨etkytieto priamky rovnobe�n� s AC. Ozna�me o1 obvod ¨es�uholn¡ka AM1N1CQ1P1 a o2obvod ¨es�uholn¡ka AM2N2CQ2P2. �alej ozna�meMp, Np po rade priemety bodovM1a N1 na priamku M2N2 a Pp, Qp po rade priemety bodov P2 a Q2 na priamku P1Q1.Potom plat¡ (obr. 56)o2 = o1�jM1M2j+jM2Mpj�jN1N2j+jN2Npj+jQ1Q2j�jQ1Qpj+jP1P2j�jP1Ppj : (1)



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 151Pod�a vety usu s£ trojuholn¡ky P1P2Pp, Q1Q2Qp, N2N1Np a M2M1Mp zhodn�. Pretoplat¡jP1P2j = jQ1Q2j = jN1N2j = jM1M2j ; jP1Ppj = jQ1Qpj = jN2Npj = jM2Mpj :Dosaden¡m do (1) dost vame o1 = o2, �o bolo treba dok za�.
A B CDM1M2 MpN1 N2NpP1 P2Pp Q1Q2Qp�Obr. 57 A B CDM NP QX YSx y	Obr. 58In� rie¨enie. (Franti¨ek Kardo¨) Ozna�meX stred £se�kyMN , Y stred £se�ky PQa X stred £se�ky AC. �alej nech x = jXSj, y = jY Sj, zrejme tie� x + y = d (obr. 57).Ozna�me a stranu koso¨tvorca a jeho uhloprie�ky jBDj = 2e a jACj = 2f . ZrejmejAP j = jCQj a jAM j = jCN j. Potom pre obvod o ¨es�uholn¡ka AMNCQP plat¡o = 2jAP j+2jAM j+2jPY j+2jMXj = 2(a�jBP j)+2(a�jDM j)+2jPY j+2jMXj : (2)Z podobnosti trojuholn¡kov BPY , BAS, DAS a DMX dost vamejBP j = jABj � jBY jjBSj = ae� ye ; jDM j = jABj � jDXjjDSj = ae � xe ;jPY j = jASj � jBY jjBSj = f e� ye ; jMXj = jASj � jDXjjDSj = f e� xe :Potom po dosaden¡ do (2) m meo = 4f � 2d(a� f)e :Ke��e tento obvod nez vis¡ od vo�by bodov P;Q;M a N , okam�ite z toho vypl�vadokazovan� tvrdenie.4.3 (Krist¡na �ernekov ) Dok �eme najprv �av£ nerovnos�. Jej predelen¡m �¡slom n!dost vame ekvivalentn£ nerovnos�2n 5 (m+ n)(m+ n� 1) : : : (m+ 1) � m!n!(m� n)! == (m+ n)(m+ n� 1) : : : (m+ 1) ��mn� : (�)



152 47. ro�n¡k matematickej olympi dyZjavne �mn� = 1. Tie� pre i = 1; 2; : : : ; n plat¡m+i = 2. Vyn soben¡m t�chto nerovnost¡(�o m��me urobi�) dost vame presne nerovnos� (�).Dok �eme teraz prav£ nerovnos�. Najprv ju uprav¡me do tvaru(m + n)(m + n� 1) : : : (m � n+ 1) 5 [m(m+ 1)]n :Preusporiadan¡m �inite�ov na �avej strane dost vamenYk=1(m+ n� k + 1)(m � n+ k) 5 [m(m+ 1)]n :Zrejme sta�¡ dok za� pre k = 1; 2; : : : ; n nerovnos�(m + n� k + 1)(m � n+ k) 5 m(m+ 1) :Ak si ¨ikovne ozna�¡me x = m+ 12 , a = n� k+ 12 , tak posledn£ nerovnos� mo�no p¡sa�v tvare (x + a)(x � a) 5 �x� 12� �x+ 12�, �o je ekvivalentn� s x2 � a2 5 x2 � � 12�2. Toale plat¡, preto�e zrejme a = 12 . T�m sme dok zali aj prav£ nerovnos�.4.4 Uk �eme najprv, �e ¨tvoruholn¡ky P1I3I4P2, P1I3I2P4, P4I2I1P3 a P3I1I4P2 s£tetivov�. Zaoberajme sa ¨tvoruholn¡kom P1I3I4P2. Preto�e stred kru�nice vp¡sanejtrojuholn¡ku je priese�n¡kom os¡ jeho vn£torn�ch uhlov, okam�ite vid¡me, �e plat¡j<)P1I3P2j = �2 + j<)P1P4P2j2 = �2 + j<)P1P3P2j2 = j<)P1I4P2j :Prostredn  rovnos� vypl�va zo skuto�nosti, �e uhly <)P1P4P2 a <)P1P3P2 s£ oba obvo-dov� uhly nad tetivou P1P2. Z rovnak�ch d�vodov teraz vid¡me, �e body P1; P2; I3; I4musia le�a� na spolo�nej kru�nici a ¨tvoruholn¡k P1I3I4P2 je teda tetivov�. Analogickys£ aj ¨tvoruholn¡ky P1I3I2P4, P4I2I1P3 a P3I1I4P2 tetivov�.P1 P2P4 P3I4I2I3 I1
Obr. 59Ozna�me j<) I4P2P1j = ' a j<) I2P4P1j =  . Potom zrejme aj j<) I2P4P3j =  a j<) I4P2P3j = '. V tetivovom ¨tvoruholn¡ku P1P2P3P4 plat¡ 2'+2 = �, �i�e '+ == �2 . V tetivovom ¨tvoruholn¡ku P1P2I3I4 plat¡ j<)P1I3I4j = � � j<)P1P2I4j = � � '.Analogicky plat¡ aj j<)P1I3I2j = � �  . Potom ale



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 153dost vamej<) I2I3I4j = 2� � j<)P1I3I2j � j<)P1I3I4j = 2� � (� � ')� (� �  ) = '+  = �2 :Vzh�adom na symetriu maj£ aj zvy¨n� vn£torn� uhly ¨tvoruholn¡ka I1I2I3I4 rovnak£ve�kos� a tento ¨tvoruholn¡k je naozaj obd��nikom, �o sme chceli uk za�.4.5 (Juraj F�ldes) Pou�it¡m AG-nerovnosti pre �¡sla x; x; y dost vame2x+ y3 = 3px2y :Pou�it¡m AG-nerovnosti pre �¡sla x2; x2; x2; x2; 12xy; 12xy; 12xy; 12xy; 16y2 dost vame4x2 + 2xy + 16y29 = 9px12y6 = 3q(x2y)2 :Po pren soben¡ druhej nerovnosti �¡slom 18, jej odmocnen¡ a pripo�¡tan¡ trojn sobkuprvej nerovnosti dost vame2x + y +p8x2 + 4xy + 32y2 = 3 3px2y + 3p2 � 3px2y = �3 + 3p2� 3px2y :V�raz na �avej strane je ale rovn� 3+3p2. Tak�e po predelen¡ t�mto �¡slom, a umocnen¡na tretiu dost vame dokazovan£ nerovnos�.4.6 Nech n a k s£ prirodzen� �¡sla. Sporom �ahko dok �eme, �e ak chceme n �ud¡rozdeli� do k skup¡n tak, aby bol rozdiel po�tu �lenov ka�d�ch dvoch r�znych skup¡n 0alebo 1, skupiny musia ma� minim lne �nk � a maxim lne �nk � �lenov, pri�om bqc, dqeznamen  doln£ a horn£ cel£ �as� re lneho �¡sla q.Ozna�me teraz m po�et skup¡n v ktor�ch sa nach dzaj£ iba mu�i. Mu�sk� skupinyteda bud£ obsahova� najmenej � nm� a najviac � nm� �lenov, �ensk� skupiny najmenejj n17�mk a najviac l n17�mm �lenov. Bez ujmy na v¨eobecnosti nech je mu�sk�ch skup¡nmenej ako �ensk�ch, t.j. nech m 5 8. Potom v¨ak � nm� = j n17�mk, ako aj � nm� == l n17�mm. To ale znamen , �e zo v¨etk�ch 17 diskusn�ch skup¡n bude najpo�etnej¨iaobsahova� � nm� mu�ov, a najmenej po�etn  j n17�mk �ien. Aby teda platila podmienkav zadan¡, mus¡ by� l nmm 5 � n17�m�+ 1 :Potom v¨ak ln8 m 5 l nmm 5 � n17�m�+ 1 5 jn9 k + 1 ;



154 47. ro�n¡k matematickej olympi dya teda aj �n8 � 5 �n9 �+1. T�m sme dok zali, �e ak sa n p rov d  rozdeli� nam mu�sk�cha 17�m �ensk�ch skup¡n, potom sa d  n p rov rozdeli� aj na 8 mu�sk�ch a 9 �ensk�chskup¡n. Sta�¡ teda rie¨i� nerovnicu ln8 m 5 jn9 k+ 1 :Ak 8 - n, dost vame �n8 � = �n9 �. Mno�ina rie¨en¡ tejto rovnice jeK1 = f0; 1; : : : ; 7; 9; 10; : : : ; 15; 18; 19; : : : ; 23; 27;28; : : : ; 31; 36; 37; 38; 39; 45; 46; 47; 54; 55; 63g :Ak 8 j n, dost vame rovnicu n8 = �n9 �+ 1. Mno�ina jej rie¨en¡ jeK2 = f8; 16; 24; 32; 40; 48; 64; 72g :Ost va u� iba zaru�i�, aby ka�d  skupina mala aspo¤ jedn�ho �lena. To v¨ak znamen ,�e n = 9. Mno�ina v¨etk�ch rie¨en¡ £lohy potom jeK = f9; 10; : : : ; 16; 18; 19; : : : ; 24; 27; 28; : : : ; 32; 36;37; : : : ; 40; 45; 46; 47; 48; 54; 55; 56; 63; 64; 72g :4.7 Zave�me si substit£ciux = a+ b� c ; y = c+ a� b ; z = c+ c� a : (1)Z trojuholn¡kovej nerovnosti potom vid¡me, �e x; y; z 2 R+. �ahko mo�no zisti�, �e plat¡a = x + y2 ; b = x+ z2 ; c = y + z2 :Pou�ijeme nerovnos� ru2 + v22 = u+ v2 : (2)Ak u; v > 0, je (2) ekvivalentn  s nerovnos�ou (u� v)2 = 0. Preto rovnos� v (2) nast vapr ve vtedy, ke� u = v. Z (1) potom vypl�vaj£ nerovnostipx +py2 5rx+ y2 ; py +pz2 5ry + z2 ; pz +px2 5rz + x2 : (3)Ich s�¡tan¡m dost vame nerovnos�px +py +pz 5rx + y2 +ry + z2 +rz + x2 ;



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 155ktor  je po dosaden¡ (1) dokazovanou nerovnos�ou. Pri�om rovnos� nast va pr ve vtedy,ke� nast va rovnos� vo v¨etk�ch nerovnostiach v (3), �i�e x = y = z. Ale to jeekvivalentn� s a = b = c. Piata s�ria5.1 Vyberme spomedzi x1; : : : ; xn ¨tyri �¡sla a; b; c; d �ubovo�ne. Ozna�meP (x) = (x � a)(x � b)(x � c) = x3 � (a + b+ c)x2 + (ab + ac+ bc)x � abc;Q(x) = (x � a)(x � b)(x � d) = x3 � (a + b+ d)x2 + (ab + ad + bd)x � abd:S�¡tan¡m prv�ch rovnost¡ pre x = x1; x2; : : : ; xn dost vamenXi=1 P (xi) = nXi=1 x3i � (a + b+ c) nXi=1 x2i + (ab + ac+ bc) nXi=1 xi � nabc == nXi=1 x3i � (a + b+ c+ nabc);�i�e nXi=1 x3i = (a + b+ c+ nabc) + nXi=1 P (xi):Analogicky sa dok �e nXi=1 x3i = (a+ b + d+ nabd) + nXi=1Q(xi):Na d�kaz zadan�ho tvrdenia treba n js� tak� a; b; c; d, aby platilonXi=1 P (xi) = 0 = nXi=1Q(xi):Na to samozrejme sta�¡ n js� tak£ ¨tvoricu, aby nerovnos�(xi � a)(xi � b)(xi � c) = P (xi) = 0 = Q(xi) = (xi � a)(xi � b)(xi � d) (2)platila pre ka�d� i 2 f1; 2; : : : ; ng.Bez ujmy na v¨eobecnosti nech x1 < : : : < xn. Pop¡¨eme dva mo�n� sp�soby.Najprv polo�me a = x1, b = xn, c = xn�1 a d = x2. Pre ka�d� i 2 f1; 2; : : : ; ngje zrejme v�raz (xi � a)(xi � b) nekladn�. Pre i 2 f2; 3; : : : ; n � 1g je v�raz (xi � c)nekladn� a (xi � d) nez porn�, teda nerovnos� (2) je splnen . Av¨ak pre i = 1 aleboi = n je nerovnos� (2) splnen  trivi lne.



156 47. ro�n¡k matematickej olympi dyDruh£ mo�nos� predstavuje vo�ba a = xj , b = xj+1, c = x1 a d = xn, kde j 22 f2; 3; : : : ; n� 2g. Jednoduch� d�kaz si �itate� m��e spravi� s m.5.2 (Peter Koz k) Ke��e jA1Oj = jA7Oj, jA2Oj = jA8Oj, jA3Oj = jA5Oj a jA4Oj == jA6Oj, dokazovan  nerovnos� je ekvivalentn  s nerovnos�ou8 � 4Xi=1 jOAij2 5 4 � 8Xi=1 jOAij!2 ;�o po jednoduchej £prave prejde do tvaru4Xi=1 jOAij2 5 2 �Xi 6=j jOAij � jOAj j : (1)Ozna�me �!a1 = ��!OA1, �!a2 = ��!OA2, �!a3 = ��!OA3 a �!a4 = ��!OA4. Nech je bez ujmy na v¨e-obecnosti d��ka �!a1 najmen¨ia spomedzi t�chto vektorov. Ke��e A1A2A3A4A5A6A7A8je rovnobe�nosten, plat¡ aj �!a1 = �!a2 + �!a4 � �!a3 . Potom (z pis (~x; ~y) znamen  skal rnys£�in vektorov ~x a ~y).j�!a1 j2 = (�!a1 ;�!a1 ) = (�!a2 +�!a4 ��!a3 ;�!a2 +�!a4 ��!a3 ) == j�!a2 j2 + j�!a3 j2 + j�!a4 j2 + 2(�!a2 ;�!a4 )� 2(�!a2 ;�!a3 ) � 2(�!a3 ;�!a4 ):Preto 4Xi=1 jOAij2 = 2 + j�!a1 j2 � 2(�!a2 ;�!a4 ) + 2(�!a2 ;�!a3 ) + 2(�!a3 ;�!a4 ):Vzh�adom na usporiadanie potom plat¡4Xi=1 jOAij2 5 2jOA1j2 +2jOA2jjOA4j+ 2jOA2jjOA3j+2jOA3jjOA4j 5Xi 6=j jOAijjOAj j;�o je dokazovan  nerovnos� (1), ktor  je ekvivalentn  so zadanou.In� rie¨enie. (J n �pakula) Tie� budeme dokazova� nerovnos� (1). Z trojuholn¡ko-v�ch nerovnost¡ vypl�va jOA4j+ jOA3j > jA3A4j = jA1A2j a jOA2j+ jA1A2j > jOA1j.Ich s�¡tan¡m dost vame jOA2j+ jOA3j+ jOA4j > jOA1j:Analogicky dost vame jOA1j+ jOA3j+ jOA4j > jOA2j ;jOA1j+ jOA2j+ jOA4j > jOA3j ;jOA1j+ jOA2j+ jOA3j > jOA4j :



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 157Potom2Xi 6=j jOAijjOAj j = jOA1j (jOA2j+ jOA3j+ jOA4j) + jOA2j (jOA1j+ jOA3j+ jOA4j) ++ jOA3j (jOA1j+ jOA2j+ jOA4j) + jOA4j (jOA1j+ jOA2j+ jOA3j) >> jOA1j2 + jOA2j2 + jOA3j2 + jOA4j2;�o je nerovnos� (1).5.3 (J n �pakula) Ak A je stred £se�ky PQ, tvrdenie £lohy je trivi lne splnen�. �alejnech bez ujmy na v¨eobecnosti jQAj < jPAj.Ke��e PQ nie je priemer k, m��eme ozna�i� Z priese�n¡k priamok p a q (obr. 58).Z vlastnost¡ doty�n¡c vypl�va j<)OQZj = j<)OPZj = 90�. Ke��e j<)OAKj = j<)OPKj == 90�, body A a P le�ia na T lesovej kru�nici nad OK. Obdobne body A a Q le�iana T lesovej kru�nici nad OL. Z vety o obvodovom uhle v prvej T lesovej kru�nicidost vame j<)OQAj = j<)OLAj a v druhej kru�nici j<)OPAj = j<)OKAj. Potoms£ trojuholn¡ky OPQ a OKL podobn� pod�a vety uu, a teda trojuholn¡k OKL jerovnoramenn� trojuholn¡k so z klad¤ou KL a jeho v�¨ka OA je z rove¤ jeho �a�nicou.T�m je tvrdenie dok zan�. A K
LO P

Q Zpq�Obr. 605.4 Uva�ujme ¨achovnicu s n riadkami a m st�pcami. Nech je pre ka�d� jej polepravdepodobnos� jeho ofarbenia na bielo p (pravdepodobnos� jeho ofarbenia na �iernoje zrejme q).Uva�ujme teraz �ubovo�n� riadok tejto ¨achovnice. Pravdepodobnos�, �e s£ v¨etkyjeho polia ofarben� na bielo je pm, teda pravdepodobnos�, �e je aspo¤ jedno poleofarben� na �ierno je 1�pm. Potom je pravdepodobnos� javu A, �e je v ka�dom riadkuaspo¤ jedno �ierne pole zrejme (1 � pm)n. Doplnkov� jav A0, �e existuje aspo¤ jedenriadok cel� ofarben� na �ierno, m  teda pravdepodobnos� 1� (1� pm)n.



158 47. ro�n¡k matematickej olympi dyPodobnou £vahou pre opa�n� farby a st�pce zist¡me, �e pravdepodobnos� javu B, �eje v ka�dom st�pci aspo¤ jedno pole ofarben� na �ierno je (1� qn)m a pravdepodobnos�javu B0, �e existuje jeden st�pec cel� ofarben� na bielo, je 1� (1� qn)m.Javy A0 a B0 sa navz jom vylu�uj£, preto s£�et ich pravdepodobnost¡ nem��epresiahnu� 1. Plat¡ teda(1� (1� pm)n) + (1� (1� qn)m) 5 1;z �oho u� trivi lne vypl�va dokazovan  nerovnos�.In� rie¨enie. Ke��e p+ q = 1, m��eme zavies� nasleduj£cu substit£ciu: p = 1 + t2 ,q = 1� t2 , t 2 (�1; 1). Potom sta�¡ dok za� nerovnos�f(t) = �1��1 + t2 �m�n+ = 1; pre t 2 (�1; 1).Ur�me znamienko deriv cie f 0(t) na tomto intervale. Po nieko�k�ch jednoduch�ch £p-rav ch a prechode k p�vodn�m premenn�m dost vamef 0(t) = mn2 � pm�1qn�1 �1� qnp �m�1 ��1� pmq �n�1! == mn2 � pm�1qn�1 �1� qn1� q �m�1 ��1� pm1� p �n�1! == mn2 � pm�1qn�10B@ n�1Xi=0 qi!m�1 �0@m�1Xj=0 pj1An�11CA :Prechodom k premennej t zist¡me, �ef 0(t) = mn2 ��1 + t2 �m�1�1� t2 �n�1 � g(t) ;kde g(t) =  n�1Xi=0 �1� t2 �i!m�1 �0@m�1Xj=0 �1 + t2 �j1An�1 :Ako funkcia f(t), tak aj funkcia g(t) je de�novan  aj pre t = �1 a je na intervale h�1; 1ispojit . V tomto intervale je ka�d  funkcia �1� t2 �i nerast£ca a nez porn  a ka�d 



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 159funkcia �1 + t2 �i neklesaj£ca a nez porn . Preto je g(t) na tomto intervale nerast£ca.V krajn�ch bodoch intervalu plat¡ g(�1) = 0 = g(1), a ke��e ide o spojit£ funkciu,existuje tak� c 2 (�1; 1), �e g(c) = 0 (zrejme je tak�to c na intervale (�1; 1) ur�en�jednozna�ne). Potom je funkcia g(t) = 0 na intervale h�1; ci a g(t) 5 0 na intervalehc; 1i. Pre f(x) potom plat¡� na intervale h�1; ci je f(x) neklesaj£ca;� na intervale hc; 1i je f(x) nerast£ca.Ke��e plat¡ f(�1) = 1 a f(1) = 1, okam�ite dost vame dokazovan£ nerovnos�zo zadania.In� rie¨enie. Uvedieme len n znak postupu, vynechan� kroky nech vame na d�kaz�itate�ovi. Ozna�mePm;n(x) = (1 + x+ : : :+ xm�1)n pre m;n 2 N a x 2 R: (1)Zrejme m��eme Pm;n(x) p¡sa� v tvarePm;n(x) = xmQm;n(x) +Rm;n(x) ; (2)kde Qm;n(x) je polyn¢m s kladn�mi celo�¡seln�mi koe�cientami a Rm;n(x) je polyn¢mdan� vzorcom Rm;n(x) = m�1Xj=0 �n+ j � 1j �xj :Po�ahky odvod¡me rekurentn� vzorce na v�po�et polyn¢mov Rm;n:Rm+1;n(x) = Rm;n +�n+m� 1m �xm ; (3)Rm;n+1(x) = Rm;n + m�1Xj=1 �n+ j � 1j � 1 �xj : (4)Z (1) a (2) dost vame(1� xm)n = (1 � x)nPm;n = (1 � x)n (xmQm;n(x) +Rm;n(x)) ;(1 � yn)m = (1 � y)m (ynQn;m(y) +Rn;m(y)) :Pou�it¡m x + y = 1 dost vame(1�xm)n+(1�yn)m = xmyn (Qm;n(x) +Qn;m(y))+(ynRm;n(x) + xmRn;m(y)) : (5)A naostatok treba e¨te indukciou (pomocou rekurentn�ch vzorcov (3), (4)) dok za�, �eynRm;n(x) + xmRn;m(y) = 1; pre x+ y = 1.Z toho u� tvrdenie po dosaden¡ do (5) okam�ite vypl�va.



160 47. ro�n¡k matematickej olympi dy5.5 (J n �pakula) Zave�me funkciu H, ktor  �ubovo�n�mu rozmiestneniu poslancovdo dvojposte�ov�ch izieb prirad¡ po�et zle ubytovan�ch dvoj¡c, teda po�et tak�ch dvoj¡cposlancov, ktor¡ s£ ubytovan¡ na jednej izbe a nepoznaj£ sa. Zrejme nadob£da H lencelo�¡seln� hodnoty od 0 po n.Teraz rozmiestnime poslancov do dvojposte�ov�ch izieb �ubovo�ne. Ak u� ka�d� b�vaso svoj¡m zn mym, teda H = 0, h�adan� rozubytovanie je n jden�. Nech teda H > 0.Potom existuje tak  dvojica poslancov A a B, ktor¡ s£ spolu ubytovan¡, ale nepoznaj£sa. Uva�ujme spomedzi zvy¨n�ch 2n� 2 poslancov tieto dve mno�iny:� mno�ina poslancov b�vaj£cich so zn mymi A. V tejto mno�ine s£ spolub�vaj£civ¨etk�ch zn mych A, teda m  aspo¤ n prvkov.� mno�ina zn mych B, t to mno�ina m  zo zadania tie� mohutnos� aspo¤ n.Ke��e s£�et mohutnost¡ t�chto dvoch mno�¡n je aspo¤ 2n, maj£ nepr zdny prienik.Teda existuje tak  izba, v ktorej je ubytovan� zn my poslanca A (ozna�me ho A0)spolu so zn mym poslanca B (ozna�me ho B0). Ubytujme teraz A s A0 a B s B0.Hodnota H sa n m zmen¨¡ aspo¤ o jedna. Po kone�nom po�te t�chto zmien ubytovaniamus¡ H klesn£� na nulu, �o znamen  vyhovuj£ce rozubytovanie. T�m je tvrdenie £lohydok zan�.5.6 (Peter Novotn�) Najprv dok �eme, �e z prv�ho tvrdenia vypl�va druh�. Predpo-kladajme teda, �e existuje n 2 Z, �e p j n2 � n + 3. Potom zrejme p j 9(n2 � n + 3)Uprav¡me: 9(n2 � n+ 3) = (3n � 1)2 � (3n� 1) + 25:Sta�¡ teda polo�i� m = 3n � 1 a ur�ite p j m2 � m + 25. T�m sme dok zali prv£implik ciu.Teraz dok �eme, �e z prv�ho tvrdenia vypl�va druh�. Predpokladajme, �e existujem 2 Z, �e p j m2 � m + 25. Pre cel� �¡sla m a p potom ur�ite plat¡ pr ve jednaz nasleduj£cich podmienok:1) m � 0 (mod 3) a p � 1 (mod 3); alebo m � 1 (mod 3) a p � 2 (mod 3);2) m � 0 (mod 3) a p � 2 (mod 3); alebo m � 1 (mod 3) a p � 1 (mod 3);3) m � 2 (mod 3) a p =� 0 (mod 3); alebo m � 1 (mod 3) a p � 2 (mod 3);4) p � 0 (mod 3).Rozoberieme v¨etky pr¡pady. Za�nime prv�m. Vieme, �e p j m2 �m + 25. Potomur�ite p j m2 �m+ 25 + 4p2 + 4mp� 2p, t.j. existuje c 2Z, �e:cp =m2 �m+ 25 + 4p2 + 4mp� 2p = 9 �m+ 1+ 2p3 �2 ��m+ 1 + 2p3 �+ 3! :Teda m + 2p � 2 (mod 3). V�raz m+ 1 + 2p3 je cel�m �¡slom. M��eme teda polo�i�n = m+ 1 + 2p3 . Potom v¨ak p j 9(n2 � n + 3). Navy¨e 3 - p, tak�e dokonca p j n2 �� n + 3, �o bolo treba dok za�. V druhom a tre�om pr¡pade postupujeme analogicky,



Kore¨ponden�n� semin r SK MO, rie¨enia 161pri�om polo�¡me n = m+ 1 + p3 v druhom (vyu�ijemem+p � 2 (mod 3)) a n = m+ 13v tre�om pr¡pade (vyu�ijeme m � 2 (mod 3)). Aby to bolo mo�n�, treba v�raz m2 ��m + 25 roz¨¡ri� o p2 + 2pm � p v druhom pr¡pade, v tre�om sta�¡ pr¡slu¨ne upravi�m2 �m + 25. Zost va teda pr¡pad, �e p � 0 (mod 3). Jedin�m tak�m prvo�¡slom je�¡slo 3. Sta�¡ zvoli� n = 1 a vid¡me, �e p j n2 � n + 3. T�m sme dok zali aj opa�n£implik ciu.5.7 Pri rie¨en¡ vyu�ijeme tzv. Vetu o medzihodnote zn mu z matematickej anal�zy:Veta. Nech f : I ! R (kde I je interval) je spojit  funkcia. Ak pre nejak� �¡sla a; b 2 I,a < b plat¡ f(a) � f(b) < 0, potom existuje c 2 (a; b) tak�, �e f(c) = 0.Ozna�me f (n) n-t£ iter ciu funkcie f . Najprv dok �eme, �e pre ka�d� x 2 R, x 6= 1plat¡ f(x) 6= x. Nech teda pre nejak� x0 2 R plat¡ f(x0) = x0. Potom pre ka�d� n 2 Nplat¡ f (n)(x0) = x0. Ale zo zadania vypl�va, �e nutne mus¡ by� x0 = 1.�alej si zave�me nov£ funkciu g : R! R, g(x) = f(x) � x pre ka�d� x 2 R. Zrejmeje spojit  (je rozdielom dvoch spojit�ch funkci¡). Sporom dok �eme, �e bu� pre ka�d�x 2 R plat¡ f(x) > x, alebo pre ka�d� x 2 R plat¡ f(x) < x. Ak by toti� pre nejak�a; b 2 R platilo f(a) < a, f(b) > b, tak g(a) < 0, g(b) > 0, a pod�a Vety o medzihodnoteexistuje c 2 R tak�, �e g(c) = 0, a teda f(c) = c. To je ale spor.Predpokladajme teraz, �e f(1) 6= 1. Ak by pre ka�d� x 2 R bolo f(x) > x, potom saindukciou �ahko dok �e, �e pre ka�d� n 2 N plat¡ f (n)(1) > 1, �o je spor so zadan¡m.Analogicky dospejeme k sporu v druhom pr¡pade. Tak�e n m nezost va ni� in� akof(1) = 1.



In� kore¨ponden�n� semin reOkrem matematickej olympi dy s£ pre ¨tudentov z kladn�ch aj stredn�ch ¨k�l po�as¨kolsk�ho roka organizovan� aj in� matematick� s£�a�e. Patria medzi ne predov¨etk�mkore¨ponden�n� semin re. Tieto s£�a�e sa v detailoch istotne l¡¨ia, av¨ak z kladn��rty maj£ spolo�n�: po�as ¨kolsk�ho roka prebiehaj£ dve �asti (letn  a zimn ), ktor�pozost vaj£ zv��¨a z troch s�ri¡ £loh rozosielan�ch rie¨ite�om do ¨k�l alebo domov.Rie¨enia s£�a�iaci vypracov vaj£ rovnakou formou ako v MO a v ur�enom term¡ne ichodosielaj£ na adresu pr¡slu¨n�ho semin ra, odkia� sa po nieko�k�ch d¤och a� t��d¤ochvr tia opraven� spolu so vzorov�mi rie¨eniami a v�sledkovou listinou. Mlad¨¡ a menejsk£sen¡ rie¨itelia zv��¨a nemusia rie¨i� tie najzlo�itej¨ie pr¡klady, aby aj oni mali ¨ancuovplyvni� poradie na prv�ch miestach. Na konci oboch �ast¡ s£�a�e s£ pribli�ne tridsiatinaj£spe¨nej¨¡ rie¨itelia poz�van¡ na t��d¤ov� s£stredenie, £�as� na ktorom b�va �astonajsilnej¨ou motiv ciou na rie¨enie £loh. Nie je ale mo�n� nespomen£�, �e tak�topravideln� tr�ning sa odr �a aj na v�sledkoch dosahovan�ch v MO, a �e drviv  v��¨inareprezentantov Slovenska a �eskej republiky na MMO, pr¡p. MIO sa akt¡vne zap jalado viacer�ch z t�chto semin rov.Ni�¨ie uveden� kore¨ponden�n� semin re (KS) s£ ur�en� predov¨etk�m ¨tudentomstredn�ch ¨k�l, svojim z berom pokr�vaj£ £zemie cel�ho Slovenska a �asto maj£ ajrie¨ite�ov z �eskej Republiky. Je v¨ak mo�n�, �e vo svojom okol¡ n jdete aj men¨ies£�a�e podobn�ho druhu.Bratislava | Bratislavsk� kore¨ponden�n� matematick� semin r | BKMSTento KS je organizovan� ¨tudentmi MFF UK v Bratislave zv��¨a (80%) bratislav-sk�ho p�vodu. S�rie b�vaj£ tematicky zameran� a obsahuj£ niekedy aj ve�mi n ro�n�£lohy. Okrem semin ra �K MO sa pr ve tento najviac venuje pr¡prave na MO v ka-teg¢rii A. S£stredenia s pestrou celoslovenskou £�as�ou a takmer v�dy aj so vzorkou"zahrani�n�ho\ £�astn¡ka z �R m vaj£ asi najbohat¨¡ matematick� program.BKMSRNDr. Jaroslav Guri�an, CSc.KAT� MFF UKMlynsk  dolina842 15 Bratislavae-mail: bkms@fmph.uniba.skURL: http://www.st.fmph.uniba.sk/www/bkms xStredn� Slovensko | Stredoslovensk� kore¨ponden�n� semin r | SSSTento KS je moment lne organizovan� skupinou ¨tudentov MFF UK v Bratislave,poch dzaj£cich zo stredn�ho, pr¡p. v�chodn�ho Slovenska. Je pokra�ovate�om trad¡ciestredoslovensk�ch KS organizovan�ch v minulosti zo �iliny a Banskej Bystrice. Do s£-�asnej podoby sa SSS prepracoval pred nieko�k�mi rokmi, ke� sa organiz cie ujala



In� kore¨ponden�n� semin re 163skupina b�val�ch rie¨ite�ov, v tom �ase ¨tuduj£cich v Prahe. Pre t£to s£�a� je charak-teristick� n¡zky vekov� priemer rie¨ite�ov, s£�a�n� £lohy maj£ bl¡zko ku kateg¢rii Balebo C MO. Stredoslovensk� semin rKZDM MFF UKMlynsk  dolina842 15 Bratislavae-mail: jan.zabka@fmph.uniba.skV�chodn� Slovensko | Kore¨ponden�n� semin r z matematiky STROMKore¨ponden�n� semin r STROM je organizovan� z PF UPJ� v Ko¨iciach skupinounad¨encov, v��¨inou b�val�ch rie¨ite�ov semin ra. Je pokra�ovate�om najstar¨ieho ko-re¨ponden�n�ho semin ra v b�valom �eskoslovensku. Jednotliv� s�rie b�vaj£ tematickyzameran�, t�my v¨ak �asto b�vaj£ netradi�n� a niekedy sa obsahovo l¡¨ia od £loh v MO.S£stredenia s najm� "v�chodoslovenskou\ £�as�ou maj£ takmer neprekonate�ne dru�n£atmosf�ru. STROMPF UPJ�Jesenn  5040 01 Ko¨icee-mail: strom@upjs.skKore¨ponden�n� semin r z programovania | KSPNa rozdiel od predch dzaj£cich KS, je KSP s£�a�ou v programovan¡. V¨etky jehos£�a�n� £lohy s£, podobne ako na MIO, praktick�. KSP je organizovan� zanietenouskupinkou ¨tudentov MFF UK v Bratislave, ktor¡ maj£ z rove¤ na starosti v¨etkyostatn� s£�a�e v programovan¡ od COFAX-u a� po MO{P. S£stredenia b�vaj£ miernenetradi�ne na jar a na jese¤. KSPKVI MFF UKMlynsk  Dolina842 15 Bratislavae-mail: ksp@fmph.uniba.skURL: http://www.st.fmph.uniba.sk/www/cspAk ste sa rozhodli do niektor�ho zo semin rov zapoji�, najrozumnej¨ie je po�iada�o zaslanie £loh prvej s�rie v polovici septembra alebo koncom janu ra.
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