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O priebehu 47. rocnika matematickej olympiady

Matematicka olympiada (MO) je stfazou ziakov zakladnych a strednych skol. Jej
vyhlasovatelom je Ministerstvo skolstva Slovenskej republiky v spolupraci s Jednotou
slovenskych matematikov a fyzikov. Tento roénik MO na Slovensku riadila Slovenska
komisia matematickej olympiady (SK MO). Jednotlivé kola odborne a organiza¢ne
zabezpeCovali okresné a krajské komisie MO (KK MO). Cielom sutaZe je vyhlada-
vanie ziakov talentovanych v matematike, prebudzanie a podpora ich zaujmu o nu,
rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich usmernovanie a vedenie k samostatne;j
tvorivej ¢innosti. Vyvrcholenim stutaze je priprava na uspesnt reprezentaciu Slovenske]
republiky a i¢ast na medzinarodnych sttaziach, najma na Medzinarodnej matematicke;j
olympiade (MMO) a Medzinarodnej informatickej olympiade (MIO). V skolskom roku
1997/1998 sa uskutoénil uz 47. roénik MO, pretoZe matematickd olympiada na Sloven-
sku je pokracovatelom rovnakej stitaze z byvalého Ceskoslovenska. Aj v tomto roéniku
boli tlohy vo vsetkych kolach MO v éeskej republike a na Slovensku rovnaké. S pote-
senim mozno konstatovat, ze MO aj tentokrat prebehla vo vsetkych 79 okresoch, a tiez
vo vsetkych 8 krajoch Slovenskej republiky. Personalne obsadenie SK MO v 47. ro¢niku
sutaze bolo nasledovné.

Predsednictvo SK MO tvorili:

doc. RNDr. Viadislav Rosa, CSc. z MFF UK Bratislava, predseda SK MO.
doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc., FDS ZU Zilina, podpredseda SK MO,

RNDr. Pavol éernek, CSec., MFF UK Bratislava, tajomnik pre odborné otazky,
RNDr. Monika Krallova, MFF UK Bratislava, tajomnik pre organizacné otazky,
PhDr. Oto Klostermann, zastupca MS SR,

Mgr. Viera Krajéovicova, zastupca IUIVENTY,

RNDr. Andrej Blaho, CSc., MFF UK Bratislava, gestor kategorie P,

RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,

doc. RNDr. Tomas Hecht, CSc., TATRY a.s. Bratislava,

Richard Kollar, MFF UK Bratislava,

prof. RNDr. Jozef Moravcik, CSe., SF ZU Zilina.

Clenmi predsednictva st dalej predsedovia krajskych komisii:

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FDS ZU Zilina,

RNDr. Jaroslava Brinckova, CSc., FHPV UMB Banska Bystrica,
Mgr. Milan Demko, PedF PU Presov,

PaedDr. Hubert Gunar, Gymnéazium Trenéin,

doc. RNDr. Pavol Hic, CSc., FPV TU Trnava,

RNDr. Viadimir Jodas, MC Bratislava,

RNDr. Bozena Mihalikova, CSe., PF UPJS Kosice,

prof. RNDr. Ondrej gedivgj, CSec., FPV UKF Nitra.
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SK MO dalej tvorili:

RNDr. Milota Hilkova, ZS Jilemnického, Revtca,

RNDr. Anton Hnat, Gymnazium Michalovce,

Mygr. Jozef Mészaros, Gymnazium s vyud. jaz. mad. Galanta,
RNDr. Dagmar Mikuldsova, Gymnazium Trenéin,

doc. RNDr. L'udovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,
RNDr. Dana Smutna, FPHV UMB Banska Bystrica,

Tomas Vinar, MFF UK Bratislava,

Mgr. Dagmar Vongrejova, 7S Moskovska Zilina.

V priebehu 47.ro¢nika MO sa uskutoé¢nilo jedno plenarne zasadnutie SK MO a tri
zasadnutia predsednictva SK MO. Zamerali sa na obsahové a organizacné zabezpecenie
MO, finanéné pokrytie sutaze, dalsie aktivity (korespondenéné semindre, sistredenia
a pod.), ako aj na pokracovanie v partnerskej spolupraci s éeskou Ustiedn{ komisi MO
pri priprave sutaznych tloh a terminovom zabezpecovani prebiehajiceho i budiceho
ro¢nika MO. Hostitelom pri oboch zasadnutiach ilohovych komisii bola v tomto ro¢niku
Ceska strana. [,Jlohy MO st prevazne povodné, za zadanim kazdej sttaznej tlohy preto
v dalSom texte v zatvorke uvddzame meno autora (resp. navrhovatela) tlohy.

Organizacia sutaze zostala v 47.ro¢éniku MO zachovana: pre ziakov zakladnych skol
bola rozdelena do piatich kategorii Z4 — Z8 urcenych ziakom 4. az 9. ro¢nika ZS a od-
povedajucich roénikov osemrocénych gymnézii. Pre ziakov strednych skol a im zodpove-
dajtcich ro¢nikov viacroénych gymnazii bola sttaz organizovana v styroch kategoriach:
C, B, A a P. Kategoria C bola ur¢ena pre studentov prvych roc¢nikov, kategéria B pre
studentov druhych ro¢nikov a kategoria A pre studentov tretich a stvrtych rocénikov
strednych skol. Kategoria P, zamerana na ulohy z programovania a matematickej
informatiky, bola uréena ziakom vsetkych roc¢nikov strednych skol. Talentovani Ziaci
mohli po sthlase svojho uditela matematiky sttazitf aj vo vyssej vekovej kategorii.
Tykalo sa to aj ziakov ZS, ktori tiez mohli sttazit v niektorej z kategorii A, B ,C
a P.

Sttaz v kazdej z kategdrii pozostava z niekolkych postupovych kol, pricom v kate-
gorii Z4 je najvyssim kolom skolské kolo, v kategoriach 7Z5 — Z7 je to okresné kolo,
v kategoriach Z8, C a B sa sttaz konéi krajskym kolo a v kategoriach A a P olympiada
vyvrcholila celostatnym kolom.

Do celogtatneho kola bolo pozvanych 41 najlepsich riesitelov krajskych kol v katego-
rii A a 26 najlepsich riesitelov krajskych kol v kategorii P, pricom sa postupovalo podla
poradia zostaveného po koordinacii bodovych hodnoteni z jednotlivych krajov. V tomto
kole je suitaz rozdelena do dvoch dni. V kategorii A riesia stutaziaci kazdy den tri dlohy
v casovom limite 4 hodiny, v kategérii P v rovnakom limite prvy den tri teoretické
a druhy den dve praktické tilohy na pocitaci.

Celostatne kolo 47.ro¢nika MO kategorie A sa uskutocnilo v dnoch 22.-25.3.1998
na Gymndziv na Pdrovskej ulici v Nitre a celostatne kolo 47. ro¢nika MO kategorie P
v dnoch 25.-28.3.1998 na Gymndziu na Golianovej ulici v Nitre. Na zabezpeceni sutaze
vratane spolocenského programu a ziskania sponzorskych vecnych darov pre uspesnych
riesitelov sa okrem Centra volného ¢asu IUVENTA obetavo podielali ¢lenovia krajske]
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komisie matematickej olympiady v Nitre, a najma pracovnici a studenti oboch spo-
minanych gymnazii. Na uspesnom priebehu celostatneho kola ma mimoriadnu zasluhu
predseda KK MO prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc. a taktiez vedenie UKF v Nitre.

Desat najuspesnejsich riesitelov treticho kola MO kategorie A prijalo pozvanie
na vyberové sustredenie pred 39. Medzinarodnou matematickou olympiadou, ktoré sa
konalo v dhoch 29.3.-4.4.1998 na MFF UK v Bratislave. Na zaklade vysledkov to-
hoto sustredenia, vysledkov predchadzajicich kol MO a s prihliadnutim na tspesnost
v koresponden¢énom seminari SK MO bolo na konci ststredenia vybrané sestélenné
druzstvo na reprezentaciu SR na MMO na Taiwane v dhoch 12.-21.7.1998. Tento
vyber absolvoval este jedno (pripravné) ststredenie v dhoch 4.-7.6.1998 na Zochovej
chate a zaroven nas reprezentoval na trefom ro¢niku medzistatneho stretnutia s Ceskou
republikou, ktoré sa konalo v dnoch 15.-20.6.1998 na Zochovej chate. Medzistatnemu
stretnutiu ako aj MMO st v tejto roc¢enke venované samostatné kapitoly.

Vyberové stistredenie pre 12 najlepsich riesitelov v kategorii P sa uskutoénilo v diioch
29.4.-2.5.1998 na MFF UK v Bratislave. V ramci naro¢ného ststredenia, ktoré pribli-
zovalo podmienky medzinarodnej sutaze, iéastnici kazdy den dopoludnia tvorili prog-
ramy, ktoré v ten isty den vecer aj spolo¢ne vyhodnocovali. Na zaklade dosiahnutych
vysledkov schvélila SK MO zlozenie stvorélenného druzstva, ktoré v dioch 5.-12.9.1998
reprezentovalo SR na MIO v Portugalsku. Toto druzstvo pred MIO absolvovalo este
jedno pripravné ststredenie v dnoch 28.8.-3.9.1998 na MFF UK v Bratislave. Rovnako
bolo na zaklade vysledkov vyberového stistredenia schvalené stvorélenné reprezentacné
druzstvo, ktoré sa v dnoch 20.-27.5.1998 ztucastnilo na Stredoeuropske] informatickej
olympiade v Chorvatsku. Obom sutaziam st venované samostatné kapitoly.

Ako uz bolo spomenuté, sicastou celoro¢nej pripravy na MO st aj rozne korespon-
denéné seminare (KS) a stistredenia na okresnej a krajskej trovni. Aj v tomto roéniku
prebiehalo niekolko KS s celoslovenskou posobnostou a to:

Bratislavsky korespondencny matematicky semindr (BKMS),
Stredoslovensky korespondenény semindr (SSS),

Kosicky korespondenény semindr (STROM),
Korespondenény semindr z programovania (KSP).

Struént informacia o tychto aktivitach, spolu s kontaktnymi adresami, mozno najst
v samostatnej kapitole.
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15.
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23.

Vysledky celostatneho kola, kategoria A

Kristina CERNEKOVE

Peter KOZEK
Vladimi'r' ZAJAC
Juraj FOLDES

. Peter HUSZER

Frantisek KARDOS
Jan SPAKULA
Cyril ADAMUSCIN
Mats MEDO

Peter NOVOTNE
Vratko POLEK
Richard KRELOVIC

Miroslava SOTEKOVE

Pavol NOVOTNE
Daniel NAGAJ

Zuzana SLOSARCIKOVE

Peter BODIK
Michal FORISEK
Peter JACKO
Jozef SEVCIK

Tom#s JURIK

Jan SOMORCIK
Miroslav KLADIVA
Jozef MISKUF
Slavomir NEMSEK
Viera RUZICKOVE
Peter VARSA
Michal ZEVODNE

Vitazi
3 G Grosslingova Bratislava
3 G J. Hronca Bratislava
2 G Grosslingova Bratislava
4 G J. Hronca Bratislava
3 G mad. Komérno
4 G Alejova Kosice
4 G Postova Kosice
4 G Bardejov
4 G Postova Kosice

Dalsi uspesni riesitelia

3 G Velké Okruina Zilina

4 G Vratky

3 G J. Hronca Bratislava

2 G Javorova Sp. Nova Ves
4 G Velké Okruima Zilina

4 G Bardejov

3 G J. Hronca Bratislava

4 G Postova Kosice

3 G Popradské nab. Poprad
4 G Postova Kosice

2 G Grosslingova Bratislava

Ostatni riesitelia

2 G Postova Kosice
4 G Parovska Nitra
4 G Postova Kosice
3 G Postova Kosice
4 G Konstantinova Presov
4 G Velkd Okrumé Zilina
4 G Velkd Okruimé Zilina

4 G J.G.Tajovského B.Bystrica
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29.

32.

34.
35.
36.

39.
40.
41.

Martina GANCEROVE 4 G Grosslingova Bratislava 70
Marian KLEIN 4 G Postova Kosice 70
Peter SEFCIK 4 G Grosslingova Bratislava 6 0
Martin HRINEK 3 G Alejova Kogice 70
Martin POTOCNE 3 G J. Hronca Bratislava 6 7
Martin ALTER 4 G Srobéarovéa Kogice 5 0
Milos HASAN 4 G J. Hronca Bratislava 70
Rébert AMBRISKO 4 G Alejova Kogice 70
Daniel HETENYT 3 G Parovska Nitra 6 0
Marisn VREBEL 3 G D. Tatarku Poprad 6 0
Dévid PEL 3 G J. Hronca Bratislava 30
Peter MEJEK 2 G J. Hronca Bratislava 6 0
Martin TAMES 4 G Bardejov 00
[’Jspeénost’ jednotlivych dloh je zaznamenana v tabulke.

Poéet |Spolu Cislo ulohy

bodov 1. 2. 3. 4. 5. 6.

7 bodov| 85 16 8 12 | 25 17 7

6 bodov| 33 14 2 2 3 0 12

5 bodov| 18 7 1 2 4 0 4

4 body 5 0 0 0 1 2 2

3 body 14 1 2 3 1 0 7

2 body 14 0 1 2 1 8 2

1 bod 18 2 3 2 2 9 0

0 bodov| 59 1 24 | 18 4 5 7

Priemer| 4,03 |5,76]2,05|2,95(5,46|3,71|4,24

VYSLEDKY CELOSTATNEHO KOLA, KATEGORIA A
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Vysledky celostatneho kola, kategoria P

Stanislav FUNTAK
Richard KRELOVIC
Jan VELKY

David PEL

Pavol CERNE

Peter RAFAJ

Jain SENKO 5
Michal FORISEK
Peter BODIK

. Jan LUNTER

Michal MATOUSEK
Michal CANECKE
Tom#s KEZES
Michal BREZNICKE

Richard PAVLENKO
Tvan PILIS

Peter HALICKE
Peter VARSA

Jana GAJDOSIKOVE

Branislav KATRENIAK

Dana BIERNACKE
Jan KMET
Marianna POLACKE
Roland BOTT
Ladislav BLAHO
Ivan MASARYK

Vitazi
5 G Sucany
3 G J. Hronca Bratislava
4 G Sered
3 G J. Hronca Bratislava
4 GG J. Hronca Bratislava
4 G J.G.Tajovského B.Bystrica

Dalsi uspesni riesitelia

3 SPSEI Kogice

3 G Popradské nabr. Poprad

4 G Postova Kosice

4 G J.G.Tajovského B.Bystrica
4 G Hlinské Zilina

3 G Velkd Okruzna Zilina

3 G Nové Zamky

3 G Konstantinova Presov

Ostatni riesitelia

4 G Konstantinova Presov
3 G Velkd Okruzna Zilina
3 G J. Hronca Bratislava
4 G Velkd Okruimé Zilina
3 G J. Hronca Bratislava
3 SPS Brezno

4 G Velkd Okruimé Zilina
3 G Prievidza

3 G Trebisov

4 G mad. Dunajska Streda
3 G Grosslingova Bratislava
3 G J. Hronca Bratislava
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Vysledky krajskych kol

Z kazdého kraja a z kazdej z kategorii A, B, C, P a Z8 st uvedeni vsetci, resp. aspon
prvych 10 tspesnych riesitelov. V kategoriach B, C, Z8, ak nie je uvedené inak, st vsetci
ziaci Studentmi 2., resp. 1., resp. 8. ro¢nika. Gymnazia so zameranim na matematiku,
studijny odbor 01 su tieto:

Gymnazium Grosslingova, Bratislava,

Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymndazium Velkd Okruzn4, Zilina,

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,

Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnazium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1.-2. Peter KOZEK 3, Gymnéazium J.Hronca
Vladimir ZAJAC 2, Gymnazium Grosslingova

3.-5. Juraj FOLDES 4, Gymnéazium J.Hronca

Peter MEJEK 2, Gymnéazium J.Hronca

Martin POTOCNE 3, Gymnéazium J.Hronca
6.—7. Martina GANCEROVE 4, Gymnéazium Grosslingova
Jozef SEVCIK 2, Gymnazium Grosslingova
8.-9. Kristina CERNEKOVE 3, Gymnazium Grosslingova
Peter SEFCIK 4, Gymnéazium Grosslingova

10.-11. Richard KRELOVIC 3, Gymnéazium J.Hronca

Zuzana SLOSARCIKOVE 3, Gymnéazium J.Hronca

KATEGORIA B

1.-3. Samuel IMRISKA Gymnazium J.Hronca
Peter MEJEK Gymnazium J.Hronca
Miroslav MASER Gymnazium Grosslingova

4.-5. Jozef SEVCIK Gymnazium Grosslingova

Vladimir ZAJAC Gymnazium Grosslingova
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Peter KOSINER
Maridn POTOCNE

. Peter CIRKA

Juraj LALIK
Juraj ONDERIK

Katarina QUITTNEROVE
Jana SZOLGAYOVE
Juraj OPRSAL

Tomas HERC

Peter MATEJKA

Michal POKORNE

. Boris BURDILIAK

Tomas HAJAS
Miroslav KRAJCI
Miroslav POMSER
Peter PRIKRYL
Michal TVAROZEK

Martin ILCIK

Dusan MARKO

Katarina QUITTNEROVE
Matej ZLATNANSKE

. Jana BAJTOSOVE

Michal MIKUS
Roman SARMIR
Martin GRANCAY
Martin SLOTA

. Martin AUGUSTIN

Richard KRELOVIC
David PEL

Ladislav BLAHO
Pavol CERNE

Peter HALICKE
Ivan MASARYK

Gymnazium J.Hronca
Gymnazium J.Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium J.Hronca
Gymnazium J.Hronca

KATEGORIA C

8, Gymnazium Bilikova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Vazovova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Hronska
Gymnazium J.Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium J.Hronca
Gymnazium J.Hronca
Gymnazium J.Hronca

KATEGORIA Z8

7S Lazaretské

7S Betiadicks
Gymnazium Bilikova
Gymnazium Vazovova
Gymnazium Vazovova
7S a G Kosickd

7S a G Kosickd
Gymnazium Mercury
ZS Jesenského

7S Nevidzova

KATEGORIA P

3, Gymnazium J.Hronca
3, Gymnazium J.Hronca
3, Gymnazium Grosslingova
4, Gymnéazium J.Hronca
2, Gymnéazium J.Hronca
3, Gymnazium J.Hronca
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Jana GAJDOSIKOVE

. Samuel IMRISKA

Milos HASAN
Stefan VARGA
Vladimir TUZINSKE

Peter HUSZER
Daniel HETENYT

Jan SOMORCIK
Katarina FEHEROVE
Rébert LENCES
Beita STEHLIKOVE

. Jan KORENEK

Zoltin SZERAZ

. Andrej ZAJICEK
. Jozef BUDINSKE

Filip VITEK

Katalin FEHER

Jalia LACKOVE
Zuzana KUKELOVE
Istvan GYURKI
Barbora HALMESOVE
Barbora HESSOVE

. Lubomir REBEK
. Jana DUCHONOVE

Renata FILOVE
Keve KURUCZ
Ekos SZTANKAY

. Milos MEDRIK
. Attila DOBAI

3, Gymnéazium J.Hronca
2, Gymnéazium J.Hronca
4, Gymnéazium J.Hronca
2, Gymnéazium J.Hronca
4, Gymnéazium J.Hronca

Kraj Nitra

KATEGORIA A

3, Gymnazium mad., Komérno
3, Gymnazium Parovska, Nitra
4, Gymnéazium Péarovska, Nitra
2, Gymnazium mad., Komérno
4, Gymnéazium Péarovska, Nitra
3, Gymnazium Nové Zamky

4, Gymnéazium Péarovska, Nitra
3, Gymnazium mad., Komérno
4, Gymnéazium Péarovska, Nitra
4, Gymnéazium éahy

2, Gymnazium Parovska, Nitra

KATEGORIA B

Gymnéazium mad. Komérno
Gymnazium Levice
Gymndazium Sala
Gymnazium Zeliezovee
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium Zlaté Moravce
Gymnazium Piaristické, Nitra
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnéazium mad. Komérno
Gymnéazium mad. Komérno

KATEGORIA C

Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium J.Suleka, Koméarno
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Lubos FAZEKAS

. Zoltan ADAM
Gergely JAKAB

. Peter KRCAH
Tomas LAKATOS

. Zoltan MICS

. Emil BARTOVIC
Zuzana MALIKOVE

. Jalius KISS

Jozef MESTARKIN
. Peter ILIEV
Tom#s STRIBULA
. Imre KUKEL

. Adela KAJANOVE
. Daniel ZATKO

. Martin GELIS
Adrian MIHELIK

. Toma$ SEGHY

. Tomas KEZES

. Tomas POTOK

. Roland FILO
Michal KYSELICA

Miroslav VRANKA
Peter LISKA

Jalius WEISSENSTEINER

Jénos SIMON
Zsolt BENES
Timea NAGYOVE
Gabor NEMETH
Peter SIDO

Gymnazium Zlaté Moravce
Gymnéazium mad., Komérno
Gymndazium mad., Sahy
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium Nové Zamky
Gymndazium mad., Sahy
Gymndazium Sala
Gymnazium Surany

KATEGORIA Z8

ZS Nabrezna, Nové Zamky

ZS Nabrezna, Nové Zamky

ZS B. Némcovej, Nové Zamky

ZS Cirkevna, Nova Dedina
Gymnazium H. Seleyho, Komarno
ZS Mostna, Nové Zamky

ZS Robotnicka, Zlaté Moravce

ZS Krugovee

7S mad. Ul préce, Komérno

ZS mad., Sala

KATEGORIA P

3, Gymnazium Nové Zamky

4, Gymnéazium Golianova, Nitra
3, Gymnazium Parovska, Nitra
4, Gymnéazium Péarovska, Nitra

Kraj Trnava

KATEGORIA A

3, Gymnazium Sered

4, Gymnazium J.Bottu, Trnava

3, Gymnazium Piestany

4, Gymnazium Velky Meder

4, Gymnazium mad., Dunajska Streda
4, Gymnazium mad., Dunajska Streda
3, Gymnazium mad., Dunajska Streda
2, Gymnazium mad., Dunajska Streda
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Tomas MECIR
Adrian MOLNER
Dugan SUCHON

. Gejza DOBOCKY

Riha MESZEROSOVE

. Tomas BELI

Robert CSOKA

Jozel HAVRAN
Tamés JUHESZ
Katarina SEKECOVE
Peter SIDO

Jana KRETKA

Juraj NECAS

Kamil CHOVANEC
Lenka NEMETHOVE
Go#l BENEDEK

. Roman JURES

Tomas SZERDA

. Stanislav RUSNEK

Imrich PAPP

. Michal KOVEC

Marek KECER

Judit KONTSEKOVE
Michal ZSUZSKOVICS
Biiss GYONGYI
Zoltin CSONGA

. Peter KUCHTA

Adam MIHOCKA
Lenka MALIKOVE

. Peter SMAZENKA

Terézia MILLOVE

KATEGORIA B

Gymnazium Senica

Gymnéazium mad., Dunajska Streda
Gymnazium J.Hollého, Trnava
Gymnazium Samorin

Gymnazium Galanta

Gymnéazium mad., Dunajska Streda
Gymnéazium mad., Dunajska Streda
Gymnazium Galanta

Gymnazium Samorin

Gymnazium Piestany

Gymnéazium mad., Dunajska Streda

KATEGORIA C

Gymnazium Piestany
Gymnazium Skalica
Gymnazium Sered
Gymnazium Dunajska Streda
Gymnazium Galanta
Gymnazium Skalica
Gymnazium Samorin
Gymnazium A.Merci, Trnava
Gymnazium Galanta

SPSE Picitany

KATEGORIA Z8

7S Sered

7S mad. Samorin

7S mad. Vahovee

7S mad. Samorin

7S mad. Dunajské Streda
7S Holi¢

7S Trnava

Gymnazium Skalica

7S Holi¢

Gymnazium Senica
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. Jan VELKY

2. Roland BOTT

10.-14.

Ll

© o o

Lenka BUSOVE
Lubor LADICKE

Andrea KMOTORKOVE

Zuzana DZUREKOVE
Michal STRATILIK
Stefan GASPAR
Marek SES

Michal HANECEK
Jozef ZERAVIK

Juraj SUCHER
Martin MARTISKA
Marian ERTL

Stefan KOSTELNE
Andrej MINAROVIC
Marian VELACKA
Barbora MUREROVE
René DLESK

Lenka PAVLASOVE
Petra KOSAROVE
Anna FRANEKOVE
Michal JURICEK
Miroslav ZEMECNIK
Jana REPONOVE

. Matej SUSTR
. Juraj SARINAY

KATEGORIA P

4, Gymnazium Sered
4, Gymnazium mad. Dunajska Streda

Kraj Trenéin

KATEGORIA A

3, Gymnazium L. Stﬁra, Trencin

3, Gymnazium M. R. S., Nové Mesto nad Vahom
4, Gymnéazium Banovce nad Bebravou

3, Gymnazium Prievidza

4, Gymnéazium Dubnica nad Vahom

4, Gymnézium Pachov

3, Gymnazium Banovce nad Bebravou

3, Gymnézium L. Stﬁra, Trenéin

3, Gymnazium Puachov

KATEGORIA B

Gymnazium Dubnica nad Vdhom
Gymnazium Prievidza

Gymnazium Prievidza

Gymnazium L. Stﬁra, Trencin
Gymnazium Partizanske
Gymnazium Puchov

Gymnazium J. Braneckého, Trené¢in
Gymnazium L. Stﬁra, Trencin
Gymnazium L. Stﬁra, Trencin
Gymnazium L. Stﬁra, Trencin
Gymnazium Partizanske
Gymnazium Prievidza

Gymnazium M. R. S., Nové Mesto nad Vahom
Gymnazium Dubnica nad Vdhom

KATEGORIA C

Gymnéazium L. Sttra, Trenéin
Gymnéazium L. Sttra, Trenéin
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Tomas KULICH
Gabriela SEVCIKOVE

. Paulina IGAZOVE

Tom#s KOTRIK
Jan MAZANEC
Michal OSUCH
Jarmila REGULOVE

. Juraj PISKO

Pavol SLAMKA
Marek GROSOS

. Lukdas HUNANA

Matej DUBOVE

. Radoslav CHUDE

Michal LICHVER

. Matts ONDREICKA

Juraj BREZDIL
Peter SVEC

Alena KRISKOVE
Katarina VENIKOVE

. Jin KMET

Peter NOVOTNE
Viera RUZICKOVE
Vratko POLEK
Pavol NOVOTNE
Stanislav FUNTAK
Peter VARSA

. Andrej MINTEL

Peter SVRCEK

. Maria KUBICKOVE

Gymnazium Prievidza

Gymnazium M. R. S., Nové Mesto nad Vahom
Gymnazium Banovce nad Bebravou
Gymnazium Dubnica nad Vdhom

Gymnazium Prievidza

Gymnazium Dubnica nad Vdhom

Gymnazium L. Stﬁra, Trencin

KATEGORIA Z8

V. ZS Trenéin
Gymnazium Prievidza

7S Kostolné

7S J. Krala, Nova Dubnica
VIL ZS Trenéin

I11. ZS Prievidza

V. ZS Trenéin

ZS Brezové pod Bradlom
7S Velké Okruzna, Partizanske
ZS Mladeznicka, Pachov
7S Handlové

VIL ZS Trenéin

KATEGORIA P

3, Gymnéazium Prievidza

Kraj Zilina
KATEGORIA A

3, Gymnéazium Velkd Okruin4, Zilina
4, Gymnézium Velkd Okruzna, Zilina
4, Gymnéazium Vratky

4, Gymnézium Velkd Okruzna, Zilina
5, Gymnéazium Sucany

4, Gymnézium Velkd Okruzna, Zilina
4, Gymnézium Velkd Okruzna, Zilina
4, Gymnézium Velkd Okruzna, Zilina
4 Gymnéazium Velkd Okruzna, Zilina
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Vladimir KOZEK

Martin TROJEK
Iveta HUDECOVE
Radoslav FULEK

Katarina BEHULIAKOVE

Anna MAKKE

Daga CHLEDEKOVE
Renéta BROZOVE
Lubos OBLUK
Anton VASKO
Frantisek DEBNER
Michal DOROVSKE

Miroslava CHLEPKOVE

Marek LOVES

. Martin GUBIS

Lubos KIANICA

. Jozef JURICEK

Jakub LEHOTSKE

. Andrej ARBET

Michal KOPERA
Miroslav KRUZEJ
Michal PESTA

. Branislav MIKULES

Jozef SIMUN
Mario VOZER

Miroslav URBENEK
Peter PETROVSKE
Jakub DAUBNER
Miroslav HUDEC
Michal KANOK

. Milan RUZICKA

Tom#s SKEREN

4, Gymnéazium Sucany

KATEGORIA B

Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Martin

Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Liptovsky Hradok
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Ruzomberok
Gymnazium sv. Frantiska, Zilina

KATEGORIA C

Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Liptovsky Hradok
Gymnazium Ruzomberok
Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Hlinska, Zilina
Gymnazium Liptovsky Mikulas
Gymnazium Martin

Gymnazium Velkd Okruin4, Zilina
Gymnazium Liptovsky Mikulas

KATEGORIA Z8

Gymnazium Cadca
7S Hliny, Zilina

ZS Zaymusa, Zilina
ZS Zaymusa, Zilina
Gymnazium Cadca
ZS Zaymusa, Zilina

ZS Clem., Kysucké Nové Mesto
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8. Adriana ROTHOVE ZS Hattalu, Dolny Kubin
9. Michal HREHA Gymnazium Liptovsky Hradok
10.-12. Peter POLJAK 7S Hliny, Zilina

Veronika SKULAVIKOVE ~ Z$ Radola
Veronika UJMIAKOVE Gymnazium Tvrdosin

KATEGORIA P

1. Stanislav FUNTAK 5, Gymnéazium Sucany
2. Ivan PILIS 3, Gymnazium Velka Okru’na, Zilina
3.-4. Michal CANECKE 3, Gymnazium Velka Okru’na, Zilina
Michal MATOUSEK 4, Gymnéazium Hlinska, Zilina
5.-6. Peter VARSA 4, Gymnazium Velka OkruZna, Zilina
Dana BIERNACKE 4, Gymnazium Velka OkruZna, Zilina
Kraj Banska Bystrica
KATEGORIA A
1. Michal ZEVODNE 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
2. Pavol ZAJAC 4, Gymnéazium Komenského, Banska Bystrica
3.-6. Alex DURIS 4, Ev. Gymnazium Tisovec
Vladislav GAJDOSIK 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Andrea KRENEROVE 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Maridn VEBOH 4, SZS Banské Bystrica
7.-8. Katarina STAJANCOVE 3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Martin KOVECIK 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
9.-12. Peter GAJDOS 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Michal KOLCUN 4, Gymnazium Banska Stiavnica
Viera MATOVE 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Peter RAFAJ 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
KATEGORIA B
1.-2. Zuzana KASAROVE 1, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Peter PAZEK Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3. Roman NEDELA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
4. Jana IVANIKOVE Gymnazium Rimavska Sobota
5.—7. Julius LANGA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Ondrej SUCHE Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
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Jén ZILKA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
8.-9. Martin MICHALISKO Ev. Gymnéazium Tisovec
Matej VEVERKA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
KATEGORIA C
1. Jan ORAVEC Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
2. Martin KRUPER Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3.—4. Zuzana KASAROVE Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Stanislav MIKLIK Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
5.—6. Peter BOHUMEL Gymnazium Lucenec
Michal DEEK Gymnazium Rimavska Sobota
7.-9. David HAGARA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Juraj KONECNE Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Martin ONDRIK Gymnazium Ziar nad Hronom
10. Tomas LIPTEK Gymnazium Rimavska Sobota
KATEGORIA Z8
1. Vladimir REPISKE 7S Zupkov
2. Branislav BOSANSKE ZS Magurska, Banska Bystrica
3. Michal ZILKA 7S Kokava nad Rimavicou
4. Jan ZIZKA I1. ZS Ziar nad Hronom
5. Marek TESAR ZS Haliéska, Lucenec
6. Peter MANKA V1. ZS Zvolen
7.—8. Michal MALE ) IV. ZS Ziar nad Hronom
Kamil NEPSINSKE ZS Mazornikova, Brezno
9. Stanislava LEITTMANOVE ZS Golianova, Banska Bystrica
10. Martin BODA ZS tr. SNP, Banska Bystrica
KATEGORIA P
1. Jan LUNTER 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
2. Peter RAFAJ 4, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica

. Bronislav KATRENTAK 3, SPS Brezno
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Kraj Kosice

KATEGORIA A

Jén SPAKULA 4, Gymnéazium Postova, Kosice
Martin HRINEK 3, Gymnazium Alejova, Kosice
Frantisek KARDOS 4, Gymnéazium Alejova, Kosice
Miroslav KLADIVA 4, Gymnéazium Postova, Kosice
Matus MEDO 4, Gymnéazium Postova, Kosice
. Tomés JURIK 2, Gymnazium Postova, Kosice
Miroslava SOTEKOVE 2, Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves
. Rébert AMBRISKO 4, Gymnéazium Alejova, Kosice
Jozef MISKUF 3, Gymnazium Postova, Kosice
. Peter BODIK 4, Gymnéazium Postova, Kosice
Peter JACKO 4, Gymnéazium Postova, Kosice
Marian KLEIN 4, Gymnéazium Postova, Kosice

KATEGORIA B

. Miroslava SOTEKOVE Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves

. Tomés JURIK Gymnazium Postova, Kosice
Anna KORDULIAKOVE Gymnazium Alejova, Kosice
. Pavol ORAVEC Gymnazium Alejova, Kosice
Michal VASKO Gymnazium Alejova, Kosice
Peter ZERSKY Gymnazium Alejova, Kosice
. Tom4s ANDRASINA Gymnazium Alejova, Kosice
Jén BUSA Gymnazium Postova, Kosice
Marek JENDREJ Gymnazium Postova, Kosice
Katarina BIROSOVE Gymnazium Alejova, Kosice

KATEGORIA C

Peter KLESC Gymnazium Postova, Kosice

Veronika SKRIVENKOVE Gymnazium Postova, Kosice

Daniela KUBEJOVE Gymnazium Alejova, Kosice

Jén UHRIN Gymnazium P. Horova, Michalovce
. Juraj FECANIN Gymnazium Postova, Kosice

Michal HRIVNEK Gymnazium Postova, Kosice

Jilius KOCIS Gymnazium Moldava

Martin MACKO Gymnazium Spisska Nova Ves

Zuzana SOPKOVE Gymnazium Alejova, Kosice
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Michal VARGA

Tomés DZETKULIC
Radovan BAUER
Matts HALES

Jan KATRENIC

Jan MAZEK

Martina VISNOVSKE

. Margaréta HIEKOVE

Stanislay TAKEC
Tomas KOHAN

. Michal KNAP

. Peter BODIK

2. Jan SENKO

. Marianna POLACKE

. Cyril ADAMUSCIN

Slavomir NEMSEK

. Michal FORISEK

Daniel NAGAJ
Martin TAMES

. Lucia MROZOVE

Marian VREBEL
Martin GUZI
Branislav SAXA

. Martin LANG

Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA Z8

I. ZS Michalovce

7S Park Angelinum, Kosice
7S Park Angelinum, Kosice
ZS Hutnicka, Spisska Nova Ves
ZS Jenisejska, Kosice

7S Park Angelinum, Kosice
ZS Gelnica

CZS Bernolakova, Kosice

ZS Javorova, Spisska Nova Ves

I1. ZS Sobrance

KATEGORIA P

4, Gymnéazium Postova, Kosice
3, SPSE Kosice

3, Gymnéazium Trebisov

Kraj Presov

KATEGORIA A

4, Gymnéazium Bardejov

4, Gymnéazium Konstantinova, Presov

3, Gymnazium Popradské nébrezie, Poprad
4, Gymnéazium Bardejov

4, Gymnéazium Bardejov

4, Gymnéazium Popradské nabrezie, Poprad
3, Gymnazium D.Tatarku, Poprad

4, Gymnéazium Konstantinova, Presov

4, Gymnéazium Konstantinova, Presov

3, Gymnazium Popradské nébrezie, Poprad
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Slavomir MISKOVEC
Alexandra SAXOVE
Slavomir KATUSCEK
Milog CERNEK

Frantifek GALCIK
Helena HOVANCOVE
Jaroslava VERNARCOVE

. Martin DZURENKO

Juraj LACA
Radovan CAJA
Marek GAJDOS
Peter GRILLI
Martin KOSALKO
Ivana KUPCIHOVE
Mats SENAJ
Viliam SLODICEK
Luka$ SOHA

Igor TKEC

. Blanka HAJDUKOVE
. Zuzana KUNDRIKOVE

Juraj REVILEK
Martin SEDLACKE
Jan STOFIRA

. Peter BENO

Erika HONSCHOVE
Veronika HUSEROVE
Daniel JOSCEK
Michal STAS

. Eva SKOPALOVE
. Lenka BABJAKOVE

Jana THOMKOVE

. Jozef ONDECKO

Vladimir LIPTEK

KATEGORIA B

Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Kezmarok

Gymnazium Stropkov

Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium J. A. R., Presov
Gymnazium Svidnik

Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Stropkov

Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium Humenné

Gymnazium Humenné

KATEGORIA C

Gymnazium Snina

Gymnazium J. A. R., Presov
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium J. A. R., Presov
Gymnazium Snina

Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium Lipany

Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Stropkov

KATEGORIA Z8

ZS Dolny Smokovec

ZS Spisska Stara Ves

ZS Kudlovska, Humenné
ZS M. Nespora, Presov
ZS émeralova, Presov

19
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. Lenka BETORYOVE

Nora HANCOVE
Pavol RUSNEK

. David DERENIK

Peter KOVECIK
Jana MUDRA
Jozef SKRIPKO

. Michal FORISEK
. Michal BREZNICKE

Richard PAVLENKO
Slavomir KATUSCEK

7S Dr. Fischera, Kezmarok

ZS étudentské, Snina

ZS Majové nam., Presov

7S Budovatelsk4, Snina

ZS émeralova, Presov
Gymnazium sv. Mikulasa, Presov
ZS émeralova, Presov

KATEGORIA P

3, Gymnazium Popradské nébrezie, Poprad
3, Gymnazium Konstantinova, Presov
4, Gymnéazium Konstantinova, Presov
2, Gymnazium Konstantinova, Presov



Zadania safaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Pre Tubovolné trojciferné ¢&islo uréime jeho zvysky po deleni ¢éislami 2, 3,
4, ..., 10 a ziskanych devat ¢isel potom séitame. Zistite najmensiu moznt hodnotu
takéhoto suctu.

(J.gimsva)
C-1-2

Najdite vsetky trojuholniky ABC', pre ktoré plati a +v, = b+ vy pri obvyklom oznaceni
stran a vysok trojuholnika.

(P.C'ernek)
CcC-1-3

Sto deti sa rozdelilo do troch druzstiev A, B a C'. Potom, ¢o jedno dieta prestupilo z A
do B, jedno z B do C' a jedno z C do A, sa priemerna hmotnost deti zvysila v druzstve
A 0 120g, v druzstve B o 130g, zatial ¢o v druistve C sa znizila o 240 g. Kolko deti
bolo v jednotlivych druzstvach?

(P. C'ernek)

C-1-4

Vo vnutri daného pravouhlého rovnoramenného trojuholnika ABC' s preponou AB
zvolime Tubovolne bod X. f)alej zostrojime priamky p a ¢, ktoré prechadzaji bodom
X tak, Zze p || AB a ¢ L AB. Trojuholnik ABC vytina na priamke p tse¢ku KL,
na priamke ¢ tsecku MN. Uréte vsetky body X, pre ktoré plati |[KL| =2 - |MN|.
(J.gimsva)

C-1-5

Rieste ststavu
Ta]+ 2y =1174
Sx +2[y] = 91,9
kde [a] je tzv. cela ¢ast redlneho &isla a, t.j. celé &islo, pre ktoré plati [a] < a < [a] + 1.
Napriklad [3,7] =3 a [-3,7] = —4.
(P. C'ernek)
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C-1-6

Zostrojte deltoid so stranami 12 cm a 13 cm, ktory je svojimi uhloprieckami rozdeleny
na $tyri trojuholniky, ktoré st styrmi stenami nejakého stvorstena. Zhotovte papierovy
model tohoto Stvorstena.

(S.Bednarova, P. C'ernek)
C-S-1

V obore realnych ¢isel rieste rovnicu
[3x — 5] = bz — 8§,

kde [a] je cela Cast redlneho Eisla a, t.j. celé &islo, pre ktoré plati [a] £ a < [a] + 1.

Napriklad [3,7] =3 a [-3,7] = —4.

(P.C'ernek)
C-S-2
Najdite najmensie trojciferné ¢islo, ktoré je delitelné prave polovicou z ¢isel
2, 3,4, 6, 8 9, 12, 16, 18, 24, 27, 36.
(P.C'ernek)

C-S-3

Dany je rovnoramenny pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB. Oznac¢me P stred
jeho vysky z vrcholu C'; M priese¢nik priamky AP s odvesnou BC' a N priesecnik
priamky BP s odvesnou AC. Dokazte, ze pravouholnik K LM N, ktorého strana KL
leZi na prepone AB, je $tvorec.

(J.gimsva)
C-11-1

Z troch roznych nenulovych ¢islic sme zostavili vSetkych Sest moznych trojecifernych
¢isel. Tieto ¢isla sme zoradili od najva¢sicho po najmensie. Zistili sme, Ze $tvrté ¢islo
v tomto rade je aritmetickym priemerom prvého a piateho éisla. Z ktorych ¢islic boli
Cisla zostavené? Zistite vsetky moznosti.

(J.Zhout)
C-11-2

Dany je rovnoramenny pravouhly trojuholnik ABC' s preponou AB. Uréte mnozinu
vsetkych bodov X tohoto trojuholnika s nasledujicou vlastnostou: Ak vedieme bo-
dom X priamku rovnobeznii s AB a priamku kolmi na AB, vytne na nich trojuholnik

ABC dve zhodné tsecky.
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(J.Simsa)

C-1I1-3

Néjdite vSetky kladné ¢isla x, pre ktoré je medzi desiatimi éislami

(], [22], [3z], [4z], [5x], [6x], [7x], [8z], [9z], [10x]

prave devat roznych. Symbol [a] je celd Cast redlneho éisla a, t.j. celé éislo, pre ktoré
plati [a] £ a < [a] + 1. Napriklad [3,7] = 3 a [4] = 4.
(J.gimsva)

C-11-4

Najdite vsetky lichobezniky ABCD so zékladhami AB a CD, pre ktoré plati: |AB| =
=6cm, |CD|=4cm a

|BC|+da =|AD|+dp = |AB| + v,

kde v oznacuje vysku lichobeznika, d4 vzdialenost bodu A od priamky BC a dp
vzdialenost bodu B od priamky AD.
(P. Cernek)

KATEGORIA B

B-1I-1

Magicky stvorec je Stvorcova tabulka prirodzenych ¢isel, v ktorej je sticet vietkych ¢isel
v kazdom riadku, v kazdom stBci aj na oboch uhloprieckach rovnaky. Najdite vsetky
magické stvorce 3 x 3, pre ktoré je stc¢in styroch ¢isel v rohovych poliach rovny 3 465.

(P. Cern ek)

B-1-2

V rovine je dana priamka g a bod A, ktory na nej nelezi. Uréte v tejto rovine mnozinu
stredov S vsetkych $tvorcov ABCD takych, ze bod B lezi na priamke g.
(J.Molnar)
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B-1-3

Dokazte, Ze pre kazdu trojicu x, y, z kladnych ¢isel plati nerovnost

2 2 2
TYyz + + < T+ +\z.
y<$+y i1 Z+x>_\f VY +Vz

Zistite, kedy nastane rovnost.

(J.gvréek)
B-1-4
Dany je $tvorsten, v ktorom st kazdé dve protilahlé hrany zhodné. Vo vnutri stvorstena
existuje bod M, ktory je rovnako vzdialeny od vsetkych jeho stien. Dokazte, Ze kazda
vyska daného Stvorstena je rovna stvornasobku vzdialenosti bodu M od jeho stien.
(P.Leischner)
B-1-5

V obore realnych ¢isel rieste ststavu rovnic

:1;—|—2y—|—3Z::1;2—22—|—p,
y+ 2z + 3z =y* — 2% + p,
2422 +3y =22 —y? +p,

kde p je realny parameter. Prevedte diskusiu o poéte rieseni vzhladom na parameter p.

(J.gimsva)
B-1-6
Aky najvacsi obsah moze mat konvexny stvoruholnik, v ktorom obidve tisecky spajajice
stredy protilahlych stran st zhodné a maji dant dBku d?
(J.Zhout)
B-S-1

Uréte vSetky trojice (a, b, ¢) redlnych ¢isel, pre ktoré plati

a+b+c=1,
ab + be + ca = abe.

(J. S vréek)
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B-S-2

Nech obidve tsecky spajajtice stredy protilahlych stran konvexného stvoruholnika
ABCD maju rovnaki dBku. Dokazte, ze uhlopriecky AC a BD st navzajom kolmé
a ze plati rovnost

|ABJ”> 4+ |CD|* = |BC|* + |DAJ".

(J.gimsva)

B-S-3
Najdite vsetky stvorcové tabulky 3 x 3 prirodzenych &isel, v ktorych je stiéin vsetkych
¢isel v kazdom riadku, v kazdom sthci aj na oboch uhloprieckach rovnaky, a pre ktoré

plati, Ze sticet Styroch ¢isel v ich rohovych poliach je jednociferné éislo.

(J. Tésinsky)

B-1II-1

V obore realnych ¢isel rieste ststavu rovnic

Ty = axr + ay,
rz = 2r + 2z,
yz = 3y + 3z,

kde a je realny parameter. Prevedte diskusiu o poéte rieseni vzhladom na parameter a.

(J.Zhout)
B-1I-2

Popiste konstrukeiu trojuholnika ABC', v ktorom pri zvy¢ajnom oznaceni plati ¢, =
=9cm, tp = 12cm a 3¢ = 21,.
(P.Cernek)

B-1II-3

Dand je $tvorcova tabulka 3 x 3 prirodzenych ¢isel, v ktorej je stéin vietkych ¢isel

v kazdom riadku, v kazdom st]i»ci aj na oboch uhloprieckach rovny ¢islu s.

a) Dokazte, Ze ¢islo s je tretou mocninou prirodzeného éisla.

b) Pokial je jedno z rohovych éisel tabulky rovné 1, je stéet vsetkych styroch rohovych
¢isel druhou mocninou prirodzeného ¢isla. Dokézte.

(J. Tesinsky)
B-1I-4

V danom ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me A, By paty vysok z vrcholov A, B.
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Urcte velkosti jeho vnttornych uhlov pri vrcholoch B a C, ak je velkost uhla BAC rovna
40° a ak st polomery vpisanych kruznic trojuholnikom A; B1C a ABC v pomere 1 : 2.
(P.Leischner)

KATEGORIA A

A-1-1

Cislo 19972" — 1 je delitelné ¢islom 2712 pre kazdé prirodzené éislo n. Dokazte.

(P.Katiovsky)
A-1-2

Dany je Iubovolny trojuholnik ABC. Os vnttorného uhla BAC pretne stranu BC
v bode, ktory oznac¢ime U. Dokazte rovnost

|AU|?> = |AB| - |AC| — |BU| - |CU]|.

Moze tato rovnost platit, ak nahradime bod U inym vnutornym bodom strany BC'?

(J.gimsva)
A-T1T-3

V istom jazyku st len dve pismena A a B. Pre slova tohoto jazyka platia nasledujice

pravidla:

1) Jediné slovo dBky 1 je A.

2) Lubovolné skupina pismen X1 X0 X3 ... X, Xpnt1, kde X; = {A, B} pre kaZzdy index
7, tvori slovo dEky n + 1, prave ked obsahuje aspon jedno pismeno A, a pritom nie
je tvaru X1 X5 ... XA, kde X1 X5 ... X, je slovo dEky n. Najdite

a) vsetky slova dEky 4,

b) vzorec pre pocet p, vsetkych slov dEky n.

(J.Zhout)

A-1-4

Dany s$tvorsten ABCD mé zhodné protilahlé hrany: |AB| = |CD| = p, |AC| = |BD| = ¢
a |AD| = |BC| =r. Oznaé¢me K stred hrany AB a L stred hrany CD.
a) Dokazte, Ze priamka KL je kolméa na obidve hrany AB a CD.
b) UkdZzte, Ze najmensia mo’né hodnota suétu |AE|* + |[EF|? + |FC|?, kde FE a F st
: ,, N 2P+
lubovolné body priecky K L, je rovna 5 .

(P.Leischner)
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A-1-5

Gulocky siedmych roznych farieb st rozdelené do siedmych vrectsok tak, Ze v kazdych
dvoch vrectiskach mozeme najst po jednej gulocke tej istej farby. DokazZte:
a) Gulocky niektorej farby st zastipené v aspon troch vreciskach.
b) Pokial boli rozdelené z kazdej farby len 3 gulocky, tak v Ziadnom vrectisku nenéjdeme
dve gulocky tej istej farby.
Rozhodnite tiez, ¢éi je takéto rozdelenie gulo¢ok pri podmienke z tvrdenia b) vobec
mozné.

(P.Hlinény)
A-1-6

Dany je pravouhly lichobeZnik so zékladiami a, ¢ (a > ¢) a dlhsim ramenom b. Zostrojte
priamku, ktora dany lichobeznik rozdeluje na dva navzajom podobné $tvoruholniky.
Prevedte diskusiu o pocte rieseni vzhladom na dEky a, b, c.

(J.gvréek)
A-S-1
Najdite vsetky trojuholniky ABC', pre ktoré plati rovnost
|BC|-[AX] = |AC]|- |BY|,

kde bod X je priesecnikom osi uhla BAC' so stranou BC' a bod Y priese¢nikom osi uhla
ABC so stranou AC. 5
(P.Cernek)

A-S-2

V istom jazyku st len dva znaky A a B. Pripustné si v nom len také slova, v ktorych
nestoja vedla seba viac ako dva rovnaké znaky. Dokazte, Ze poéty p, vsetkych pripust-
nych slov dEky n mozno urcéit pomocou rovnosti py = 2, po =4 a prt2 = pr+1 + Pk pre
kazdé prirodzené ¢islo k.

(J.Zhout)
A-S-3
Dokazte, ze vsetky rieSenia stistavy rovnic

u:z;—l—vy::1;2+:1;y,
vr 4+ uy = y° + vy,
:1;y—|—uvzu2+v2

v obore nenulovych realnych ¢isel maju tvar @ =y = u = v.

(J. giméa)
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A-1II-1

Cislo 1997%" +1 je delitelné ¢islom 313 pre kazdé prirodzené éislo n. Dokazte.
(J.Simsa)
A—-1I-2
V jednom rade je postavenych n st]‘ia)cov damovych kamenov tak, Ze medzi kazdymi
dvoma stBpcami rovnakej vysky sa nachddza stlhec vyssi. (Vetky kamene maji rovnaka

vysku, niektoré st]‘ia)ce mozu byt tvorené aj jednym kamenom.) Najvyssi st]‘ia)ec obsahuje
k kamenov. Pre dané k uréte najvacésiu mozni hodnotu n.

(J.Kratochvil)
A-1I-3
V obore realnych ¢isel rieste ststavu rovnic
? —yz =a, Yy  —zx=a—1, 2 —gy=a+1
s realnym parametrom a. Prevedte diskusiu o pocte rieseni. 5
(P.Cernek)

A-1I -4

V rovine, v ktorej je dana tisecka BD, najdite mnozinu vsetkych vrcholov A konvexnych
stvoruholnikov ABCD, pre ktoré sticasne plati:
a) stred O¢ kruznice vpisanej trojuholniku BCD lezi na kruZnici opisanej trojuholniku
ABD,
b) stred O 4 kruZnice vpisanej trojuholniku ABD lezi na kruZnici opisanej trojuholniku
BCD.
(J.Zhout)

A-1III -1
V obore kladnych realnych ¢isel rieste rovnicu
T - [:1; [:1; . [:1;]” = 88,
kde [a] je cela Cast redlneho Eisla a, t.j. celé &islo, pre ktoré plati [a] £ a < [a] + 1.
Napriklad [3,7] = 3 a [6] = 6.
(J.gimsva)
A—-1I1 -2

Dokazte, Ze z mnoziny [ubovolnych strnastich roznych prirodzenych ¢isel mozno pre nie-
ktoré éislo k (1 £ k £ 7) vybrat dve disjunktné k-prvkové podmnoziny {ay,as,... ,ax}
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a {by,ba,... b} tak, aby sa stuéty

1 1 1 1 1 1
aq a9 ag bl bZ bk

navzajom ligili o menej ako 0,001, t.j. aby platilo |A — B| < 0,001.
(J.gimsva)

A-1IIT-3

Do daného Stvorstena ABCD je vpisana gula. Jej styri dotykové roviny, ktoré st
so stenami Stvorstena rovnobezné, z neho odtinaju styri mensie stvorsteny. Dokazte,
ve stcet dBok vsetkych 24-och ich hran je rovny dvojnasobku stiétu dEBok hran celého
stvorstena ABCD.

(P.Leischner)

A-1I1 -4

Do vyrazu
deﬁmeslac _ rok

dosadzujeme fubovolny datum tohto roku (1998) a potom zistujeme najvaésiu moceninu
¢isla 3, ktora deli vysledné éislo. Napr. pre 21. april vychédza éislo 21* — 1998 =
= 192483 = 3% - 7129, ¢éo je nasobok mocniny 3%, nie viak mocniny 3*. N4jdite vietky
dni, pre ktoré je odpovedajiica mocnina najvacsia.

(R.Kollar)
A-1III -5
Vo vonkajsej oblasti kruznice k je dany bod A. Vsetky lichobezniky, ktoré st do kruz-
nice k vpisané tak, Ze ich predEené ramend sa pretinaji v bode A, maju spoloény
priese¢nik uhlopriecok. Dokazte.
(P.Leischner)
A-1III -6

Nech a, b, ¢ st kladné ¢isla. Dokazte, Ze trojuholnik so stranami a, b, ¢ existuje, prave
ked ma stistava rovnic

_|_

SIS
2 Q

| w
8

riesenie v obore realnych ¢isel.

(P. Cernek, J. Zhouf)



Riesenia sufaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Oznaéme S(n) stéet spominanych zvyskov trojciferného éisla n. Vysvetlime, preco

e Pre neparne n je S(n) 2 5 (uvazte zvysky po deleni parnymi ¢éislami 2, 4, 6, 8,

10). Nech je dalej n parne.

e Ak 41 n, tak S(n) = 4 (n dava po deleni ¢islami 4 a 8 zvySok asponr 2). Nech n je

dalej delitelné $tyrmi.

e Ak 8¢t n,tak S(n) = 4 (zvySok 4 po deleni ¢islom 8). Preto nech je dalej n delitelné

osmymi.

e Ak 31 n, tak S(n) = 3 (n dava po deleni ¢islami 3, 6, 9 zvysok aspon 1). Nech

dalej n je delitelné 6smymi a tromi.

e Ak 91 n, tak S(n) = 3 (zvySok aspon 3 po deleni éislom 9). Nech dalej 8|n a 9|n.

e Ak 5t n, tak S(n) = 3 (zvysok aspon 1 po deleni ¢éislom 5 a zvysok aspon 2 po

deleni ¢éislom 10).

Preto predpokladajme, Zze 5|n, 8|n a 9|n. Potom prichadzaji do tvahy uZ len ¢isla
360 a 720, pre ktoré S(360) = 3 a S(720) = 9. Tym je nerovnost S(n) = 3 dokdzand.
Zaroven sme zistili, ze S(n) = 3 napr. pre n = 360.

Iné riesenie. Zaoberajme sa len pripadom, ked ¢islo n nie je delitelné nanajvys
dvoma z ¢isel 2, 3, ..., 10 (inak S(n) = 3). Ak je tento ,nedelitel“ jediny, je to nutne
¢islo 7 (musi to byt prvoéislo, ktorého dvojnasobok je vaési ako 10), takze 360 | n. Ak
su tito ,nedelitelia® dvaja, musi to byt niektora z dvojic 5 a 10,8 a9, 7a 8, 7a 9, 4
a 8. V kazdom pripade 6 | n, takze Tahko ukaZeme, Ze jeden z oboch kladnych zvyskov
je vacsi nez 1, teda S(n) = 3.

C-1-2

Pre obsah § trojuholnika ABC' plati

- = 1
5= 5 (1)
, : : . 25 25 L :
Po dosadeni do danej rovnosti dostavame a + — = b + - Jednoduchymi tpravami
a
—b
dalej a —b =25 272 5 éoho (a —b)(ab —25) = 0. Odtial bud a = b (a teda v, = vp),

ab
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b
alebo § = % (¢ize vy = b, uhol ACB je pravy a v, = a). Polahky sa presvedéime, Ze

obidva pripady vyhovujt.
Zadanym podmienkam vyhovuja vsetky rovnoramenné trojuholniky so zakladnou
AB a vietky pravouhlé trojuholniky s preponou AB (a Ziadne iné).

C-1-3

Oznaéme a, b a ¢ po rade poéty deti v druzstvach A, B a C, dalej nech @, b a ¢ je
po rade priemerna hmotnost (v gramoch) deti v druzstvach A, B a C pred vymenou.
Napokon oznaéme aq,b; a ¢; po rade hmotnost (v gramoch) dietata, ktoré prestupilo
zAdo B,z BdoCazC do A.

Celkova hmotnost deti v druzstve A bola pred vymenou a-@. Z podmienky v zadani
zostavime nasledujiicu rovnicu

a-a—a; +c

=a+ 120.
a
Po jednoduchej aprave vyjde
—aq + ¢1 = 120a.
Obdobne dostaneme aj
—bl + ay — 130[),

—C1 + bl = —250c.
Séitanim tychto troch rovnic dostavame (po vydeleni desiatimi a dalsich tpravach)

12a + 13b = 25¢ = 25(100 — a — b),
37a + 38b = 2500,
37(a +b) + b = 2500 = 37- 67 + 21.

Z podmienky 0 < b < 100 a poslednej rovnice vyplyva, Ze mozu nastat len nasledujiice
tri pripady:

a) a+b=67b=21; b) a +b =66, b = 58; ¢) a+b=265b=095.
Zrejme len prvé dva veda k pripustnym rieseniam (a > 0). Este overime, ¢ dve ziskané
rieSenia skutoéne vyhovuju podmienkam tulohy. V pripade a) mame a = 46, b = 21,
¢ =33; ¢; —ap = 5520 a a3 — by = 2730, kym v pripade b) méme a = 8, b = 58, ¢ = 34;
c1 —a; =960 a a; — by = 7540. Tieto vysledky zrejme mozu vyhovovat realnej situacii.

Odpoved: Polty deti v druzstvach A, B, C boli po rade bud 46, 21, 33 alebo 8, 58, 34.
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C-1-4

Oznaéme R prieseénik priamky p s vyskou CD trojuholnika ABC (obr. 1) a M prieseénik
priamky ¢ s preponou AB. Predpokladajme, Ze bod N lezi na strane AC (pripad,
ked lezi na strane BC, vyrieSime vdaka stumernosti trojuholnika ABC podla osi CD
analogicky).

C
N
K R L
p o X
A M] D B
q q E
Obr. 1 Obr.2

Pretoze |KL| = 2-|RC|, poZadovand rovnost |K L| = 2-|MN| plati, prave ked |RC| =
= |MN]|, t.j. prave ked NC || MR, t.j. prave ked MDRX je $tvorec. Preto DX je os
uhla ADC kolma na AC', a teda X lezi vo vnutri tsecky DE, kde E je stred strany AC,
alebo vo vnutri strednej priecky trojuholnika ABC' rovnobeine] s BC. Z uvedeného
postupu je jasné, ze kazdy vndtorny bod tejto priecky vyhovuje zadaniu (krajné body
D, E nevyhovuji, pretoZe nas zaujimaji len body X vo vnitri trojuholnika ABC).
Obdobne pre bod N na strane BC dostaneme vnitro strednej priecky DF (obr. 1).

Odpoved: Hladant mnoZinu tvoria vsetky vnitorné body dvoch strednych priecok
trojuholnika ABC, ktoré st rovnobezné s jeho odvesnami.

Iné riesenie. Trojuholnik ABC doplime na $tvorec AEBC (obr.2). Hladame tie
body X vo vnutri trojuholnika ABC', pre ktoré popisané priamky p a ¢ vytinaja
na Stvorci AEBC dve zhodné tsec¢ky KL a NN'. Potom ale musia byt KLC a NN'A
dva zhodné rovnoramenné pravouhlé trojuholniky, to znamena, Ze priamky p a ¢ sa
sumerne zdruzené podla osi strany AC, t.j. prave ked bod X leZi na tejto osi. Podobne
pre bod N leziaci na strane BC' dostaneme, Ze bod X musi lezat na osi strany BC'.

C-1-5

Nech x — [2] = 29 a y — [y] = yo, ¢iZe x0,y0 (0 < 2o,y < 1) st tzv. necelé (desatinné)
casti ¢isel x,y. Dana stustava prejde do tvaru

Sla] +2[y] = 91,9 — bay.

V oboch rovniciach musi byt na pravej strane celé ¢islo, preto yo moéze nadobudat
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hodnotu 0,2 alebo 0,7. Rozoberme tieto pripady:
117 -7
a) Nech yo = 0,2, teda [y] = ?M
Odéitanim rovnic dostavame 2[z] = 25,1 4+ Sxg. KedZe 0 < bxg < 5, tak [z] moze
nadobidat nanajvys hodnoty 13,14 a 15. Aby bolo [y] celé musi byt zrejme [z]
neparne. Potom dostavame

[51?] o [y] &z )
13 10,1813 13,18 13,2
1510,98| 6 [15,98] 6,2

116 — 7[«]

—

Odéitanim rovnic dostavame 2[z] = 24,1 + 5zq. KedZe 0 < 59 < 5, tak [z] moze
nadobidat len hodnoty 13 a 14. Aby bolo [y] celé musi byt zrejme [z] parne.
Potom dostavame

b) Nech yo = 0,7, teda [y] =

[51?]‘51?0 HyH L ‘y
140,78 9 14,78 (9,7

Ststava ma tri riesenia: = 13,18, y = 13,2; + = 15,98, y = 6,2 a x = 14,78, y = 9,7.

C-1-6

12 12

13 13

A
Obr.3 Obr. 4

Na obr.3 je znazorneny pociatoény deltoid, na obr.4 siet odpovedajiceho Stvors-
tena. Z pravouhlych trojuholnikov vyplyvaji pre tseky x, y a z uhlopriecok deltoidu
nerovnosti

12 > =, 12 >y, 13> 2 >y. (%)
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Potom nutne musi byt trojuholnik 77 zhodny s trojuholnikom AED (AB a AD st
najdlhsie zo vetkych stran uvazovanych trojuholnikov). Moézu nastat dva pripady:

a) Nech k = z a « = m (obr.5). Potom musia byt trojuholniky so stranami z,y, 12
a x,z,n zhodné. KedZe y < z, tak nutne y = n a 2 = 12. Potom z = /132 — 22 = 5.

v

12

A 5V
Obr.5 Obr.6 Obr.7

Siet bude mat potom tvar uvedeny na obr.6 a hladany $tvorsten AEBV zrejme
existuje: dostaneme ho tak, Ze trojuholnik AEV otoc¢ime okolo priamky AFE o 90°
(telesova vyska z vrcholu V' bude lezat vo vnutri steny AVE).

Konstrukcia zodpovedajiceho deltoidu je zrejma, napr.

1. AABE; podla vety sss: |AB| = 13 cm, |BE| =5cm a |[EA| = 12cm.

2. AEBC; podla vety Ssu: [JCEB|=90°, |BC|=12cm a C ¢ EA.

3. D; E je stred tsecky DB.

b) k=2 a x = z (obr.7). Potom musia byt rovnoramenné trojuholniky so stranami
z, z,n ax, xr, m zhodné s pravouhlym trojuholnikom s odvesnami x, y a preponou 12.
Odtial vplyva @ =y = z a m = n = 12, ¢o je v spore s nerovnostami ().

Uloha m4 teda jediné riesenie popisané v Casti a).
C-S-1
Cislo k = 5z — 8 je nutne celé. Odtial v = +(k+8) a po dosadeni do rovnice dostaneme

St

To podla definicie celej ¢asti vedie k nerovnostiam

k—1
kg?’ 5 <k+1,




RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA C 35

po tprave —3 < k < —%. Cislo k je viak celé, plat{ teda bud k = —2 (potom = = 1,2),
alebo k = —1 (potom x = 1,4).

Dana rovnica ma prave dve riesenia @ = 1,2 a & = 1,4. (Skiiska dosadenim sa prevedie
lahko, pri nasom postupe vsak nie je potrebné.)

RieSenie 2. Podla definicie celej ¢asti musi platit bz — 8 < 3z — 5 < (5o — 8) + 1,
po tprave 1 < x < % Z tohoto intervalu teraz vyberieme tie x, pre ktoré je hodnota
S5x — 8 celodiselnd: ak je 1 < z < %, tak 5 < br < 12—5, takze —3 < bar — 8 < —%, teda
br — 8 = —2, alebo 5 — 8 = —1. Odtial vypocitame obidve riesenia v = 1,2 a x = 1,4.
Ani pri tomto postupe nie je sktska nutna.

Riesenie 3. Oznacme k = [3z — 5], takZe 3 — 5 =k +¢,kde 0 S e < 1, aéislo k
je celé. Vyjadrime odtial # a dosadime do rovnice k = 5z — 8, ktort potom vyriesime
vzhladom na e:

z=1(k+e+45), k=32(k+e+45)-8, e=—1(2k+1).

Hladame teda tie celé &isla k, pre ktoré plati 0 < —%(2]{ + 1) < 1. To je ekvivalentné
s nerovnostami —3 < k < —%, takze bud k = —2 (potom ¢ = 0,6 a « = 1,2), alebo
k= —1 (potom ¢ = 0,2 a x = 1,4). Skiiska opét nie je potrebna.

Naznaéme este stvrty mozny postup riesenia. Z danej rovnice vyplyva, ze ¢éislo 5z je
celé, takze neceld cast ¢isla x je rovna jednému z ¢isel 0; 0.2; 0,4; 0,6 alebo 0,8. f)alej
Jje mozné oddelene posudzovat tychto pat moznosti. Tak napr. pre + = k + 0.4, kde k
je celé, vychadza bx — 8 = 5k — 6, 32 — 5 = 3k — 3.8, takZe [3z — 5] = 3k — 4; rovnica

5k — 6 = 3k — 4 ma (celoéiselné) riesenie k = 1, ktorému zodpoveda = = 1.4.
C-S-2

Hladané ¢islo A ma byt delitelné prave Siestimi z vypisanych ¢isel. Kazdé z tychto
12 &isel je delitelné len prvodislami 2 a 3. KedZe medzi tymito ¢islami st len Styri
mocniny dvoch (2, 4, 8, 16) a len tri mocniny troch (3, 9, 27), musi byt ¢islo A delitelné
aj dvoma, aj tromi (a teda aj Siestimi).

Pretoze okrem ¢isel 2, 3 a 6 ma ¢islo A este dalich troch delitelov medzi vypisanymi
¢islami, musi byt A delitelné $tyrmi alebo deviatimi, nie vsak obidvoma ¢islami zaroven
(potom by malo osem delitelov 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 a 36). RozliSme preto dva pripady.

o 4|A a 91 A. Potom je ¢islo A delitelné éislami 2, 3, 4, 6 a 12, Siesty vypisany delitel
je nutne (jediné) z &isel 8, 16, 24. Preto 8| A, takZe tieZ (v spore s predchadzajicou
vetou) 24|A. Musi teda nastat druhy pripad.

e 9|A a4t A. Potom je ¢islo A delitelné ¢islami 2, 3, 6, 9 a 18, Siesty vybrany delitel
je nutne &islo 27. Preto 54| A, teda A = 541, kde [ je neparne ¢islo (lebo 4 1 A). Na druhej
strane, kazdé také ¢islo 541 mé zrejme medzi vypisanymi ¢islami prave 6 delitelov (2,
3,6, 9, 18, 27). Najmensie také trojciferné ¢islo je 54 - 3 = 162.

Riesenie 2. Hladané trojciferné ¢islo A nemoze byt delitelné ani ¢islom 36 (potom
by malo osem delitelov 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36), ani ¢islom 24 (potom by malo sedem
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delitelov 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24). Preberajme zvysnych 10 vypisanych &isel (zostupne
od najvacsieho) a zistujme, ¢i mozu delit éislo A.

e 27| A. Pretoze ¢islo A je nutne parne (inak by malo len delitele 3, 9, 27), plati 54| A.
Cislo 54 -2 = 108 podmienke tlohy nevyhovuje, zato ¢islo 3 - 54 = 162 ano. f)alej uz
predpokladajme, Ze 27 1 A.

o 18|A. Cislo A m4 pat delitelov 2, 3, 6, 9 a 18. Siesty vypisany delitel je (jediné)
z Cisel 4, 8, 12, 16. Preto 4|A, takze tiez 12| A, ¢o je spor s predchadzajicou vetou.

o 16|A. Cislo A méa styri delitele 2, 4, 8 a 16, posledné dva vypisané delitele musia
byt z ¢isel 3, 6, 9, 12. Preto 3| A, takZe tiez 24| A, a to sme v tvode vylaéili.

o 12|A. Cislo A ma pat delitelov 2, 3, 4, 6 a 12, iestym vypisanym delitelom musi
byt éislo 8 alebo ¢éislo 9. Z 8|A potom ale vyplyva 24|A (spor), z 9]A zase 18| A4, a tym
sme sa uz zaoberali.

Keby ¢islo A nebolo delitelné Ziadnym z ¢isel 36, 24, 27, 18, 16 a 12, muselo by byt
delitelné vsetkymi Siestimi ¢islami 2, 3, 4, 6, 8 a 9, a teda aj ¢islom 18. Tym je nasa
diskusia uzavreta. Hladané ¢islo je 162.

Riesenie 3. Rovnako ako v prvom rieseni vysvetlime, Ze hladané ¢islo je delitelné
Siestimi. Budeme preto postupne preberat trojciferné éisla delitelné Siestimi (od naj-
mensieho z nich, éisla 102), pokial nendjdeme také, ktoré ma medzi vypisanymi ¢islami
prave Sest delitelov (pocet tychto delitelov dalej uvadzame vzdy v zatvorke za ¢islom):
102 (3), 108 (9), 114 (3), 120 (7), 126 (5), 132 (5), 138 (3), 144 (11), 150 (3), 156 (5),
162 (6). Hladané ¢islo je 162.

C-S-3

Nech D je stred prepony AB a nech ¢ = |AB]| (obr.8). Zo stmernosti podla osi CD
vyplyva M N || AB, teda pravouholnik K LM N existuje. Nasou lohou je dokézat, ze
|KL| = |LM]|.

C C FE
N M N M
S
P P
A K D L B A K D L B
Obr. 8 Obr.9

Pretoze bod P je stred odvesny pravouhlého rovnoramenného trojuholnika ACD,
platia rovnosti |[DP| = £|CD| = $|AD| = fc. Teraz si viimnime podobné pravouhlé
trojuholniky ALM a ADP. Pre dEky ich odvesien plat{ |AL| : |LM| = |AD| : |DP| =
= (Le): (Ye) = 2, odkial |AL| = 2|LM|. Ked?e |AL| = |AB| — |BL| = ¢ — |BL| =

2 4
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= c¢— |LM| (lebo BLM je rovnoramenny trojuholnik), dostavame rovnicu ¢ — |LM| =
= 2|LM], podla ktorej |[LM| = i c. Plati teda |[BL| = 1¢. Analogicky sa dokaZe rovnost
|AK| = ¢ (ktora vyplyva tieZ zo stmernosti podla osi CD). Potom ale |[KL| = |AB| —
— |AK| — |BL| = ¢ — 3¢ — ¢ = 3¢. Rovnost |[KL| = |LM] je tak dokézana.

RieSenie 2. Pretoze M N || AB, pravouholnik KLMN existuje. Vzhladom k rov-
nostiam |[AK| = |KN| = |LM| = |BL| je pravouholnik K LM N $tvorec, prave ked jeho
vrcholy K a L delia preponu AB na tri zhodné secky, teda prave ked |[MN| = %|AB|.

Postup zo zadania tlohy trochu obratme: do trojuholnika ABC' najprv vpiseme vyssie
urcenym sposobom $tvorec K LM N a vysvetlime, preco sa potom tsecky AM a BN
pretinaji v takom bode P, ktory je stredom vysky CD trojuholnika ABC (obr.8).
Z osovej stmernosti podla osi CD je vopred jasné, Ze tento priese¢nik P na vyske
CD skuto¢ne lezi. Pre odvesny pravouhlého trojuholnika ALM plati [ML| = $|AB]
a |AL| = 2|AB|, takze |AL| = 2|ML|; preto aj pre odvesny podobného trojuholnika
ADP plati |AD| = 2|PD|, ¢o spolu s rovnostou |AD| = |CD| uz vedie k zaveru, Ze
|PD| = |PC|. Prieseénik P usec¢iek AM a CN je teda skutocéne stredom vysky CD.

Riesenie 3. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C na preponu AB a trojuholnik CDB
dopliime na $tvorec CDBE so stredom S (obr.9). V rovnobeiniku ADEC je bod P
stred uhlopriecky CD, preto body A, P, M a F lezia na jednej priamke. Bod M je naviac
faziskom trojuholnika CDE, takze plati |[MC| = 2|CS| = £|BC|. Z rovnosti |MC| =
= %|BC| a rovnobeznosti use¢iek M N a AB vyplyva, ze trojuholniky ABC a NMC' sa
podobné s koeficientom &. Odtial vyplyva |[MN| = %|AB|, takZe pravouholnik K LM N
existuje a je to Stvorec (pozri ivod druhého rieSenia).

C-1I-1

Oznaéme hladané ¢islice a < b < ¢. Potom spominanych Sest ¢isel bolo zoradenych
takto:

cba > cab > bea > bac > acb > abe.
Ma platit

cba + ach
TRt

bac =

Po rozpisani dekadickych zapisov a iprave mame
4e + 3a = 7b, éize 4(c —b) = 3(b— a).

Odtial 3|c¢ — b. Kedze 0 < ¢ — b < 9, tak mozu nastat dva pripady
e c—b=3b—a=4.0Odtialb=a+4ac=a+T. Uloha mé dve rieSenia: ¢ = 1,
b=5,¢=28,alehoa=2,b=6,¢c=09.
e c—b=0,b—a=_8. Odtial ¢ = a + 14, ¢o pre ¢islice a, ¢ nemdZe platit.
Cisla boli zlozené z &slic 1, 5, 8, alebo 2, 6, 9.
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C-11-2

Oznacme D stred strany AB. Najprv nech bod X lezi vo vnutri trojuholnika BCD
alebo na jeho obvode. K bodu X zostrojme zodpovedajice tsecky popisané v zadani
tlohy, ktorych koncové body oznaéime P, Q,Y, Z (obr. 10). Trojuholnik QXY je zrejme
pravouhly a rovnoramenny, teda |XY| = |X@Q|. Preto aby |[YZ| = |PQ|, musi byt

|ZX| = |XP|, teda trojuholnik ZX P musi byt tieZ pravouhly a rovnoramenny. Zrejme
teda ZP || BC. Ozna¢me dalej U pétu vysky z bodu X na AC. Zrejme 2|UP| =

X 1
= 2|XU| = V2|XP| = |ZP| = |PA|. Preto XU _

—. Tym je jednoznac¢ne urcéeny

\UA| 3
uhol X AC, teda vsetky vyhovujice body v trojuholniku BCD lezia na priamke. Jej
prieseénik s BC' je zrejme bod E taky, ze 2|CE| = |EB|. Dalej ozna¢me F prieseénik EA
s CD.

B B
2
D
Q¢
Ec F
1
Y O o b
c U P A cC 1 G 2 A
Obr. 10 Obr. 11

Obdobnou tvahou v trojuholniku ACD nahliadneme, Ze v tomto trojuholniku mézu
vyhovovat len body patriace secke FG, kde G je taky bod strany AC, Ze 2|CG| = |GA]|
(obr.11).

Naopak, kazdy bod X lomenej ¢iary EFG zrejme vyhovuje zadanej tlohe, pretoze
1
v pripade X € EF (pripad X € FG je obdobny) plati tg |4 XAC| = 3 teda existuje

stvoruholnik AZXP, Z € AB, P € AC, taky, ze XP || AB, XZ 1 AB. Kedze zrejme
|XZ| = | X P|, lahko sa nahliadne, Ze bod X mé vlastnost zo zadania tlohy.

C-1I1-3

Najprv uvazime, %e ¢ < 1. Pre 2 1 totiz plati (k + 1)z = kx + 1, odkial [(k + 1)z] >
> [kx], takze [x] < [22] < ... < [10z] je desaf roznych éisel. Ak je 0 < o < 1, tak
[x] = 0. Z nerovnosti kx < (k + 1)z < kx + 1 pre kazdé prirodzené &islo k vyplyva, Ze
bud [(k + 1)x] = [kz] alebo [(k + 1)x] = [kx] + 1. Preto sa medzi danymi éislami musi
nachédzat prave devat za sebou iducich celych nezapornych ¢isel a prave dve susedné

.....

(rovné nule), teda

[102] = 8. (1)

Zaroven kazdé takéto ¢islo vyhovuje, lebo pre # < 1 musi byt medzi danymi ¢éislami
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rad za sebou idtcich éisel; Ziadne teda nemoze byt vynechané. Preto st riesenim tilohy
prave tie x, pre ktoré plati (1). Teda 8 £ 10z < 9, éiZe x € <%, %). Tieto ¢isla st
riesenim tulohy.

Iné riesenie. Hladajme tie x > 0, pre ktoré v postupnosti nerovnosti [z] < [2z] <
< ... £ [10z] nastane préave raz rovnost. Nech teda plati

[] < [2z] < ... <[nz]=[(n+ 1)a] < [(n+2)z] <...<[10z].

Opat lahkou tvahou zistime, Ze + < 1 a dané &isla st za sebou idtce celé éisla. To je
ekvivalentné s nerovnostami

kE—1
1) k>kx 2k—1, teda 1>:L'§T pre ke {l,... . n};

i) k—1>kx 2k—2, teda %>x§kk;2 pre ke {n+1,...,10}.

Vietky nerovnosti v i) st splnené prave vtedy, ked plati 1 > = > 21 Vietky

7

I > —. To je mozné, len ked
+1 5

nerovnosti v ii) st splnené préave vtedy, ked plati

n 4
> —, teda ked n = 5. Pre také n ale plati
n+1 5%
n n—1_4
1> > _—
n+1 n — 5
I , , n—1 n 4 . .
takZe riesenim ststavy nerovnic 1 > a2 2 , > x 2 = je interval
- n n+1 )

n_l, " . Pre n = 5,6,7,8,9 tak dostavame intervaly %,§ , §7§ ) eees
n n+1l 5 6 6 7

8 9 4 9
<§, E) Ich zjednotenie, interval <5’ E) , je potom mnozina vsetkych hladanych z.
C-1I—-4

Lichobeznik so zékladhiami a,c a ramenami b, d existuje a je jediny prave vtedy, ked
existuje trojuholnik so stranami |a — ¢|, b a d (obr. 12).

D c C
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Vsimajme si trojuholnik ABC'. KedZe pre vysky na strany BC a AB plati vap = v,
vpe = dy, tak podla predpokladu

|BC| +vpc = |AB| +vaB.

Potom na zéklade druhej ilohy doméceho kola plati |AB| = |BC| alebo | ABC| = 90°.
Analogicky v trojuholniku ABD dostaneme |AD| = |AB| alebo |[SDAB| = 90°. Preto
musi nastat jeden zo $tyroch pripadov:
1. [XABC| = |4DAB]| =90°.
Potom by ale ABCD nebol lichobeznik.
2. |AB| = |BC|=|AD| =6 cm.
KedZe |CD| = 4 cm, existuje prave jeden taky lichobeinik ABCD, lebo existuje
trojuholnik so stranami 6 cm, 6 cm, 2 cm.
3. |AB| = |BC| =6cm; |[<DAB| = 90°.
KedZe |CD| = 4 cm, tak |AD| = /6% — (6 — 4)2 cm = /32 cm. Takyto lichobeznik
existuje prave jeden, lebo existuje trojuholnik so stranami 2 cm, 6 cm, /32 cm.
4. |AB| = |AD| =6cm; |[<ABC|=90°.
Tento pripad je analogicky pripadu 3 (vymena ramien AD a BC').
Danej tlohe vyhovuja préave tri lichobezniky uvedené v bodoch 2, 3, 4.
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KATEGORIA B

B-1I-1

Oznacme prirodzené ¢éisla v magickom stvorci pismenami a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1 ako
na obr.13 a oznacme S stcet troch ¢cisel v kazdom riadku, st]i»ci aj na uhlopriecke.
Ukazeme, ze S = 3e. Ak totiz séitame ¢isla v prvom a tretom riadku a od vysledku
odéitame ¢isla v prostrednom st]i»ci, dostaneme rovnost

S+S—-S=a+c+g+i1—e a|b|c
. dlelf
Odtial vzhladom k rovnostiam a +1=c+¢g =S — e vyplyva
g | h |
S=(5— S—e€)— lebo S = 3e.
( e)+ ( e) —e, alebo e Obe. 13

Dosledkom st rovnosti
a+1=c+g=2e.

Hladajme teda styri prirodzené &isla a, 1, ¢, g, ktorych stéin je rovny ¢islu 3465,
a pritom a 4+ ¢ = ¢ + g. Prebrat koneé¢nt mnozinu rieseni rovnice aicg = 3465 mozeme
tak, Ze najprv vypiseme vietky mozné rozklady ¢&isla 3465 = 3%-5-7-11 na stéin dvoch
¢initelov M a N (ktoré by mali odpovedat stiéinom ai a cg):

3465 =1-3465=3-1155=5-693=7-495=9-385 =
=11-315=15-231=21-165=33-105=35-99 =
=45-77=155-63.

Teraz pre jednotlivé dvojice M, N lahko najdeme rozklady M = ai a N = cg

s vlastnostou a + i = ¢ + ¢ (pre prvych osem dvojic také rozklady zrejme neexistuji).
Jediné dva vyhovujtce rozklady sa

3465 = (5-11)- (7-9) = (3-15) - (7 - 11).

V prvom pripade 2e = 16, teda e = 8; v druhom 2¢ = 18, teda e = 9. Lahko dopoéitame
aj ostatné ¢isla magického Stvorca (obr. 14).

5 [12] 7 3|17 7
10} 8|6 131915
91411 1111115

Obr. 14
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PretoZe styri rohové ¢isla mozeme do tabulky umiestnit osmymi sposobmi, je kazda
tabulka na obrazku zastupcom osmych tabuliek, ktoré z nej vzniknii osovymi stimer-
nostami magického stvorca. Iné rieSenia tilohy neexistuju.

B-1-2

Oznacme P patu kolmice p na priamku ¢, ktora prechadza bodom A. S kazdym stvorcom
danych vlastnosti mozno uvazovat stvorec, ktory je s nim symetricky podla priamky p
a rovnako vyhovuje podmienkam tlohy. Odtial vyplyva, Ze vySetrovana mnozina stredov
S vsetkych stvorcov ABCD danych vlastnosti je rovinny atvar, ktory je symetricky
podla priamky p. Uvazujme teraz taky stvorec ABCD so zvyc¢ajnym oznacenim jeho
vrcholov, kde B € q.

f)alej rozlisime tri pripady polohy jeho vrcholov C'; D v rovine:

a) obidva vrcholy C, D lezia v polrovine ¢A (obr. 15),

b) len vrchol D leZi v polrovine ¢A (obr. 16),
¢) ziaden z vrcholov C', D nelezi v polrovine gA (obr. 17).

p
p D A
C
K[ S
A B
P L B q
Obr. 15
p
A p D o
q C
, A
D o
P B q
Obr. 17 Obr. 18

V pripade a) oznaéme K, L po rade péty kolmic zo stredu S uvazovaného $tvorca

ABCD na priamky p, ¢. Vzhladom k tomu, ze plati |{ASB| = |{KSL| = 90°, je
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pravouhly trojuholnik BSL obrazom pravouhlého trojuholnika ASK v otoceni so stre-
dom S o uhol 90°. Preto plati |SK| = |SL|. Rovnaky zaver zdovodnime podobne
aj v pripadoch b) a ¢) (obr. 16 a 17). Stred S uvazovaného stvorca ABCD teda vzdy
lezi na osi o uhla K PL.

Naopak ku kazdému bodu S priamky o mozno lahko zostrojit $tvorec ABCD), ktorého
stredom je bod S a ktorého vrchol B lezi na priamke q.

Zaver: Hladanou mnoZinou bodov je dvojica navzajom kolmych priamok o a o, ktoré
prechadzaji bodom P a zvieraju s priamkami p a ¢ uhol 45° (obr. 18).

Iné riesenie. VyuZijeme vlastnosti obvodovych uhlov, a to pre vsetky tri vyssie
popisané pripady. Aj tu ukdZeme riesenie len pre pripad z obr. 15.

Vzhladom k tomu, Ze plati |{ASB| = |{APB| = 90°, mozeme $tvoruholniku APBS
opisat kruznicu. Odtial na zaklade vety o obvodovych uhloch dostdvame |{APS| =
= |LABS| = 45°. Stred S uvaZovaného s$tvoruholnika ABCD le7i teda na osi uhla
APB.

B-1-3
Nie je tazké nahliadnut, Ze pre kazdé dve kladné ¢isla a, b plati nerovnost a + b =
2 1
> 2v/ab alebo < ——, pri¢om rovnost nastdva, prave ked a = b. Ak zapiSeme
a+b v ab

tito nerovnost pre kazdy z odpovedajtcich sé¢itancov na lavej strane danej nerovnosti,
dostaneme tri nerovnosti

2<1 2<1 2 1

vy = Jry y+z = JSyz z4x T Jzw

a ich sc¢itanim nerovnost, ktort po vynéasobeni oboch stran kladnym ¢éislom /ryz
prevedieme na nerovnost zo zadania tlohy.

Rovnost nastava, len ked plati + = y = z.
B-1-4
Uvazujme stvorsten ABCD, pre ktorého dEky hran podla zadania plati

|AB| = |CD|=p, [BC|=|DA[=gq, [CA[=[BD|=r.

Steny uvazovaného $tvorstena s tvorené Styrmi zhodnymi trojuholnikmi (so stra-
nami p, ¢, r), teda zo vzorca pre objem ihlana vyplyva, ze vsetky styri telesové vysky
maji rovnaki velkost v. Uvazujme dalej vnutri stvorstena ABCD bod M, ktory ma od
vietkych jeho stien rovnakt vzdialenost d. Vzhladom k tomu, Ze Stvorsteny ABC M,
ABDM, BCDM a CADM majt rovnaky objem, musi sa tento objem rovnat stvrtine
objemu celého stvorstena ABCD. Plati preto v = 4d. Tym je dokaz skonceny.
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B-1I-5
Sé¢itanim vsetkych troch rovnic dostaneme

6(x +y+ z) = 3p, t.j. :1;—|—y—|—z::g.
Ak dosadime tito hodnotu do lavych stran jednotlivych rovnic ststavy upravenych
podla vzoru

a+2b+3c=2(a+b+¢)+c—a,
dostaneme po tprave nasledujicu ststavu rovnic (uz bez parametra p):

z—a =z — 22, r—y =y — a2’ y—z =22 —y>.

Z prvej rovnice lahko zistime, Ze plati z—x = 0 alebo z+x+1 = 0. Podobne z druhe;j,
resp. trete] rovnice dostavame x —y = 0 alebo ¢ +y + 1 = 0, resp. y — z = 0 alebo
y+z+1 = 0. Pretoze dana ststava rovnic sa nemeni cyklickou permutaciou neznamych
x, y, z, stacl rozlisit dva pripady:

(i) + = y = z. Z poliatoénej ststavy potom lahko uréime, Ze jedinym riesenim je

(.9,2) = (5.2,2).
M 67676

(ii) * =y a z = —x — 1. Pre také trojice neznamych je dana ststava ekvivalentna

trojica

s jedinou rovnicou 2x = p + 2 (o tom sa lahko presvedéime dosadenim), takze plati

a Z:—Q—Z—).

—_= :]_
T y + 2

N3

Permutovanim trojice (x,y,z) v pripade (i) Ziadne dal$ie riesenie nedostaneme,
v pripade (ii) st vysledkom rieSenia

p o, Pp P P, P P P p o, Pp
142 142 —2——), <—2——,1 P —), <1 LU S —).
<+2 s 2 ot ity s SR

Riegenie danej ststavy je jediné, prave ked

p p p
—=14+==-2—-=.
6 + 2 2
To nastane len pre p = —3. Pre kazdé iné p ma ststava prave styri riesenia, lebo ziadne

dve z ¢isel ép, 1+ %p, -2 — %p sa pre p # —3 nerovnaju.
B-1-6

Oznacme ABCD uvazovany konvexny stvoruholnik a K, L, M a N oznac¢me po rade
stredy jeho stran AB, BC, CD a DA. Stvoruholnik K LMN je vidy rovnobeznik (nie-
kedy nazyvany Varignonov rovnobe’nik stvoruholnika ABCD), lebo jeho strany KL,
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LM, MN, NK st po rade strednymi prieckami v trojuholnikoch ABC, BCD, CDA,
DAB. Plati teda KL || AC || MN a LM || BD || NK. Obsah rovnobeznika K LMN
je pritom rovny polovici obsahu stvoruholnika ABCD. Ak maju obe uhlopriecky KM
a LN v rovnoberniku KLMN t istt dBku d, je KLMN pravouholnik, v ktorom
platt KL | LM, a je teda aj AC 1 BD. Dokazali sme, ze uhlopriecky AC a BD
stvoruholnika ABCD st navzajom kolmé.

Stvoruholnik ABCD mé4 najvacsi obsah, prave ked ma najvacsi obsah prislusny
pravouholnik K LMN. Medzi vsetkymi pravouholnikmi s danou uhloprieckou d ma
najvacsi obsah $tvorec, ktorého obsah je %dz. Najvacsi mozny obsah stvoruholnika
ABCD je teda d*. Taky obsah méa kazdy uvazovany $tvoruholnik, ktory mé zhodné
a navzajom kolmé uhlopriecky dEky dv/2 (napriklad ten na obr. 19).

C
M L
D B
N K
A
Obr. 19
B-S-1

Druht rovnicu upravime na tvar (1 — ¢)ab + (a 4+ b)e = 0. Podla prvej rovnice je vsak
a+b=1-— ¢, takZe odtial dostavame podmienku (1 — ¢)(ab + ¢) = 0. PretoZe povodna
ststava bola symetrickd vzhladom k neznamym a, b, ¢, pokiisime sa eSte upravit ¢initel
ab + ¢. Pomocou prvej rovnice tak dostaneme

ab+c=ab+(1—a—-0b)=ab—1)+(1—-5b)=(1—a)(l-0),
takze
(I—c¢)ab+c)=(1—-a)(l—=0)(1—-¢)=0.

Odtial vyplyva, %e niektoré z ¢isel a, b, ¢ je nutne rovné jednej, ostatné dve z nich st
potom (z rovnosti a + b+ ¢ = 1) éisla navzajom opacéné. Trojica (a,b, ¢) méa teda jeden
7 tvarov

(1,k,—k), (k,1,—k), (k,—k,1),

kde k je vhodné ¢islo. Dosadenim sa lahko presvedéime, Ze si1 to skutocéne riegenia, a to
pre Iubovolné realne ¢islo k.
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Riesenie 2. PouZijeme $tandardny postup pre riesenie stistav rovnic. Z prvej rovnice
vyjadrime napriklad ,neznamu* ¢ = 1 —a—»b a dosadime do druhej rovnice, ktori potom
budeme riesit vzhladom na ,neznamu® b (povazujic a za ,parameter®). Dostaneme tak
po rutinnych upravach kvadratickt rovnicu

(a—l)bz—l—(az—2a—|—1)b—|—(a—a2):0.

Jej koeficienty, ako lahko vidime, maji spolo¢ny ¢initel a—1, takZe rovnicu pred rieenim
este upravime:

(a—l)[bz—l—(a—l)b—a] =0.

Pretoze korene trojélena v hranatych zatvorkach si by = 1 a by = —a, musi nastat
jeden z pripadov a = 1, b = 1, alebo b = —a. Zaver je rovnaky ako v prvom rieseni.

Riesenie 3. V oboch rovniciach vystupuju vyrazy, ktoré, ako vieme, stivisia s koefi-
cientami mnohoé¢lena P(z) = (v —a)(x —b)(x — ¢). Tak zistime, Ze ak st obidve rovnice
splnené, ma mnohoélen P(xz) tvar 2* — 2% + pz — p, kde p = abe. Vtedy plati P(1) =
=1—14p—p=0, takZe ¢&slo 1 musi byt jednym z korenov a, b, ¢ mnohoélena P(z).
Zaver je rovnaky ako v prvom rieseni.

B-S-2

Oznacme K, L, M, N po rade stredy stran AB, BC, CD, DA uvazovaného konvexného
$tvoruholnika ABCD. Stvoruholnik K LMN Jje rovnobeznik, lebo kazda z jeho stran je
strednou prieckou v niektorom z trojuholnikov ABC', BCD, CDA a DAB, na ktoré
uhlopriecky dany Stvoruholnik rozdelia, takze KL || AC || MN a LM || BD | MK
(bolo to vyuzité aj v tilohe B-I-6). Ak maji naviac jeho uhlopriecky KM a LN ti istt
dEku, je KLMN pravouholnik, a preto st uhlopriecky AC' a BD daného konvexného
stvoruholnika ABCD navzajom kolmé.

Oznacme P prieseénik uhlopriecok AC' a BD stvoruholnika ABCD. Ak pouzijeme
Pytagorovu vetu postupne na pravouhlé trojuholniky ABP, BCP, CDP a DAP, do-
staneme

|PA|? + |PBJ* = |AB)?,
|PB|? + |PC|? = |BC|?,
|PC|* 4+ |PD|* = |CD|?,
|PD|? 4+ |PA|? = |DAJ?.

Stuctom prvej a tretej, resp. druhej a stvrtej rovnosti vyjde
|AB|* 4+ |CD|* = |PA]* + |PB* + |PC|* + |PD|* = |BC|* + |DAP,

¢o sme mali dokézat.
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B-S-3

Oznaéme a, b, ¢ a d jednomiestne ¢isla v rohovych poliach hladanej tabulky (obr. 20)
a e ¢islo v jej stredovom poli. Vzhladom k stimernosti (preklopenim podla jednej z uhlop-
riecok alebo stredného st]i»ca ¢i riadku sa uvazované vlastnosti tabulky nezmenia)
moZzeme predpokladat, 7e a < d, b < ca a+d < b+ ¢, a pretoZze ma platit a +
+b+c+d =<9, bude za uvedenych predpokladov a +d < 4 a b+ ¢ < 5. Z rovnosti
aed = bec vyplyva ad = be, takze staci presktimat nasledujtcich pat moznosti:

a|ll 1 1 2 2
d|1 2 3 2 2
b1 1 1 1 2
c|1 2 3 4 2
a b
V kazdom z tychto piatich pripadov moéZzeme pomocou ,prostred- .
ného“ ¢isla e rovnakou metddou vyjadrit ostatné ¢isla tabulky, a to
tak, Ze vyuzijeme rovnost stic¢inov ¢isel na obidvoch uhloprieckach, v c d
oboch krajnych riadkoch a v oboch krajnych stFococh. Tabulky potom
vyzeraju takto: Obr. 20
1]e|l 1 ]2 1 13| 1 2 2] 1 2 1e |2
el e e e |e|e e | ele %e e | 2e e | ele
1 1 1
11ell 2 |ge| 2 3 13¢el3 4 |ze| 2 21 e |2

Ak teraz porovname spominané stéiny so stuéinom éisel v druhom riadku (& v dru-
hom stBei), dostaneme v kazdom z uvedenych pripadov jedind rovnicu

¢* = (ad)e, kde postupne ad =1,2,3,4,4.

Tato rovnica mé v prirodzenych ¢islach riesenie len pre ad € {1,4}, ktorému zodpove-
dajt tri tabulky na obr. 21. Z poslednej tabulky dostaneme spominanymi simernostami
este tri dalsie, ale ako Tahko zistime, vznikne kaZzda z nich otofenim uvedenej tabulky

o 90°.

111 1 21212 21411
111 1 21212 1124
111 1 21212 4 11| 2
Obr. 21
B-1I-1

Z druhej a tretej rovnice, ktoré upravime do tvaru

x(z —2) =2z, y(z —3) = 3z,
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vyplyva podmienka z ¢ {2,3} a vyjadrenie

Dosadenim do prvej rovnice ststavy dostaneme

622 2az 3az

(z—2)(2—-3) =z—-2 =z-3

_|_

a po uprave

2((6 — 5a)z + 12a) = 0.

Odtial vyplyva, ze je bud z = 0 (potom @ =y = 0), alebo (za predpokladu a # g)

12a
2= —,
5a — 6
odkial podla (1) dostéavame riesenie
12a 12a 12a
T = y = (2)

at6 6-a = 5a—6
Pritom podmienka z ¢ {2,3} je ekvivalentnd s podmienkou a ¢ {—6,6}. Naviac si
v8imnime, Ze pre a = 0 dava (2) rieSenie ©+ = y = z = 0. Toto rieSenie zrejme ststave
vyhovuje pre lubovolné realne a.

Zaver. Pre a € {—6,0, 2,6} ma sustava jediné riesenie x = y = z = 0, pre ostatné
realne a mé ststava naviac aj nenulové riesenie (2).

Iné riesenie. Trojica © = y = z = 0 je rieSenim danej sustavy. Z druhej a tretej
rovnice vyplyva, Ze pokial je jedno z ¢isel x, y, z rovné nule, sit nulové aj ostatné dve.
Preto dalej predpokladajme, Ze zyz # 0. Potom nutne aj a # 0. Ststavu prepiSeme
do tvaru

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—= -4, s=—+- 5=+
a T Yy 2 x =z 3y =z
L o , s . 1 1 1 . .
To je ststava linearnych rovnic vzhladom k neznamym —, —, —. Lahko najdeme jej
'y z

(jediné) riesenie

Odtial uréime trojicu
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ktora je riesenim, pokial a ¢ {—6,6, g :
Zaver. Pre a € {—6,0, 2,6} ma sustava jediné riesenie x = y = z = 0; pre ostatné
hodnoty a mé ststava aj druhé riesenie (3).

B-1II-2

Oznacme T tazisko uvazovaného trojuholnika ABC, S stred jeho strany AB. Z pod-
mienky 3¢ = 2¢, vyplyva it, = c. Plati teda |SA| = |SB| = |ST| = 1c. To znamené,
ze bod 9 je stredom kruZnice opisanej trojuholniku ABT, ktora je Talesovou kruznicou
zostrojenou nad priemerom AB. Plati preto |JATB| = 90°. Odtial uz bezprostredne
vyplyva konstrukcia:

Najprv podla vety sus zostrojime trojuholnik ABT. v ktorom plati
2 2 ]
|AT| = §ta =6cm, |BT|= §tb =8cm a [JATB|=90°,

a dalej uz lahko zostrojime trojuholnik ABC.
Uloha ma prave jedno riesenie.

B-1I-3
Uvazujme stvorcova tabulku 3 x 3 (obr.22) spHajicu podmienky
ulohy. a | b|c
a) Z tabulky je zjavné, Ze pre uvazovany stéin s plati dle|f
(aet)(def)(gec) g |h]i
— - — e".
(adg)(cfi) Obr. 22

Cislo s Je teda tretou mocninou prirodzeného ¢isla e, ktoré je umiest-
nené uprostred tabulky.

b) Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, 7e a = 1 (otofenim
tabulky o 90° alebo o 180° sa uvazované vlastnosti tabulky nezmenia).

, « . ,oue o’ .. 2
Vzhladom na vysledok ¢asti a) zo siéinu ¢isel na oboch uhloprieckach L]e | e
2
< v ’ . € ’ e v/ . 2
zistime, Ze musi byt ¢ = ¢? a ¢ = —. Zo stéinu &sel v trefom riadku e“ e |1
g 2
€ ’ g € 1 €
y PSPy . )
potom dostaneme, Ze h = —, a zo st¢inu ¢isel v tretom sthei f = =
€
Obr. 23

Pretoze h i1 f st prirodzené ¢isla, musi byt e = ¢, a preto tiez h = f =
= 1. UvaZovana stvorcova tabulka je teda typovo zhodna s tabulkou
na obr. 23. Odtial vyplyva, ze sticet vsetkych styroch ¢isel v jej rohovych
polickach je

a—l—c—l—g—l—i:1—|—e—|—e—|—e2 :(1—|—e)2,

¢o je druhd mocnina prirodzeného ¢isla. Tym je dokaz ukonceny.
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B-1I1 -4

Oznalme a, 3, v velkosti vnitornych uhlov trojuholnika ABC. Paty vysok A; a B
(obr. 24) leZia na Talesovej kruZnici s priemerom AB, stvoruholnik ABA; By je teda teti-
vovy a pre jeho protilahlé uhly plati |[CAB|+ | BA;1 By| = 180°. Je teda | B1 A1 C| =
= a, takZe trojuholniky ABC a A B1C st podobné podla vety wu.

C

By

A B
Obr. 24

Ak oznac¢ime po rade p a p; polomery kruznic vpisanych trojuholnikom ABC
a A1 B1C, zo spominanej podobnosti vyplyva

[B:C| _ |AC] o1
cosy = = = = =_

BC] ~ JAC] o 2

takZe v = 60°. Vzhladom na to, Ze a = 40°, dostavame koneéne 3 = 80°.
Tym je tloha vyriesena.
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KATEGORIA A

A-T1-1
Oznacme k& = 1997 a vSimnime si, ze pre kazdé n plati
o= () -1 = (7 - ) (2 4 1), (1)

To nam umozni dokazovat uvedené tvrdenie indukciou. Za¢neme s hodnotou n = 0,
lebo &slo k—1 je delitelné &slom 22. Pretoze &slo k2" 41 je pre kazdé n parne, vyplyva
z (1), 7e pokial &slo k2" —1 je delitelné &slom 212, je &slo £2"" 1 delitelné ¢islom 2-
- 2"F2 teda éislom 2", Tym je dokaz indukciou ukonéeny. Dodajme, Ze namiesto (1)
je mozné podobne vyuzit aj rovnosti

(B2 =) =k 2 R 1= (BT — 1) —2(k% - 1),

Iné riesenie. Namiesto matematickej indukcie méZzeme vyuZit binomick vetu a do-
kizat, ze pre kazdé celé &slo k je rozdiel (4k + 1)2" — 1 delitelny éslom 2742, (Odtial
volbou k = 499 dostaneme tvrdenie Gilohy.) Z binomickej vety pre exponent 2" vyplyva
rozklad

7

(4k +1)%" —1 = (4k)*" + (21 )(4k>2"—1 . F

) (2 )

Prvy séitanec napravo je delitelny mocninou 22n+1, a teda aj mocninou 2772, lebo
n+2 < 27t pre kazdé celé n = 0 (Tahkd indukeia). Teraz pre kazdé j € {1,2,...,2" —

n
— 1} zistime, akou mocninou éisla 2 je delitelné kombinaéné ¢éislo (2]‘ ) Na to vyuzijeme

(2)

vyjadrenie

2" 2 2m—1 2" -2 2" —3 2" —7+41 3
(j)‘j' 12 3 -1 3)
ktoré je vyhodné preto, Ze ¢islai a 2™ —i (1 £ ¢ < 2" — 1) maji vo svojich rozkladoch
na prvocinitele t1 istt mocninu &isla 2. Ak je preto j = 2%, kde0 S a<n—1alje
neparne, je podla (3) uvazované ¢islo (2;> neparnym nasobkom mocniny 2", Odtial
vyplyva, ze éislom 27F2 je delitelny kazdy séitanec na pravej strane (2) prave vtedy,
ked pre kazdy uvaZovany index j plati nerovnost n +2 < (n — a) 4+ 2(2" — j), alebo
a+2 < 2(2" — j). Pretoze o + 2 < 2°F! (Tahkd indukeia), staél ndm dokdzat silnejsie
nerovnosti 2% < 2" — j. Tie ale vyplyvaju z definicie ¢éisel o = a(j): pretoZe mocnina 2¢
deli ¢islo g, deli aj ¢islo 2™ — 5, takZze ho neprevysuje.
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A-1-2

Aby sme jednym postupom splnili obidve ¢asti tilohy, hladajme vsetky také body D
strany BC daného trojuholnika ABC, pre ktoré pri oznac¢eni z obr. 25 plati ajas +d* =
= be (porovnajte s rovnostou zo zadania). Z kosinusovych viet pre trojuholniky ABD

a ACD

= a% +d? - 2a1d cos w,

b? = ag + d*® + 2asd cos w

vyliéime cosw a to tak, Ze k as-nasobku prvej rovnice pripoéitame aq-nasobok rovnice
druhej. Po tiprave dostaneme a1 b* +azc? = (ajas +d*)(ay +
+ ay), odkial vidime, Ze rovnost ajas + d* = be plati, prave
ked a1b* + azc? = be(ay + az), ¢o je algebraicky ekvivalentné
s rovnostou a;b(b—¢) = aze(b—c¢). To znamend, ze skiimana
rovnost v pripade b = ¢ plati pre kazdy bod D € BC (takze
odpoved na otazku zo zaveru zadania je kladna). Naopak
v pripade b # ¢ plati pre (jediny) bod D € BC, pre ktory
a1b = asc, alebo ay : ay = ¢ : b. Lahko nahliadneme, Ze je to
prave ten bod strany BC, ktory lezi na osi uhla BAC'.

A-1I-3

) Postupne najdeme vsetky slova dBok 2, 3 a 4. Z moznych skupin dEky 2 slovami
nie st prave BB (neobsahuje Ziadne A) a AA (je neprlpustneho tvaru). TakZe slova
dEky 2 st prave AB a BA. 7 nich vytvorime nepripustné tvary dEky 3: ABA a BAA.
Ostatné skupiny dEky 3 (s vynimkou BBB), teda slova st: AAA, AAB, ABB, BAB,
BBA. Ak pripiSeme na ich koniec vzdy pismeno A, dostaneme pat nepripustnych
tvarov dBky 4: AAAA, AABA, ABBA, BABA, BBAA. Ostatné skupiny dEky 4
(s vynimkou BBBB) st teda hladané slova: AAAB, AABB, ABAA, ABAB, ABBB,
BAAA, BAAB, BABB, BBAB, BBBA.

b) Podla ¢asti a) vieme, Ze py = 1, p» =2, p3 =5 a py = 10. Teraz pre kazdé n = 1
vyjadrime poc¢et p,4+1 pomocou poctu p,. Rozdelime teda vsetky slova dEky n+1
do dvoch skupin podla toho, ktorym pismenom konéia: tych, ktoré st tvaru ... A, je
prave 2™ — p, (pred poslednym A stoji lubovolna skupina dEky n, ktord nie je slovo);
tych, ktoré st tvaru ... B, je prave 2" — 1 (pred poslednym B stoji lubovolna skupina
dEky n okrem BB...B). Preto plati pp41 = (2" —p,) + (2" — 1) = 2"t — 1 — p,.
Z vyjadreni pre p,41 a ppi2 vyplyva: ppie = 2772 —1—p,1 =2"T2 1 (27t 1 —
—pn) = pn+2"11 Z toho budeme uréovat hodnoty p,, oddelene pre parne a pre neparne
indexy n:

P2k—1 = P2k—3 + 22k=2 — Pok—s + 92k—4 4 92k=2 _
= 492 4ot 4 po2k—4 4 92k=2 _
ak 1

— 1444424 44F72 gkt = 5
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Pok = Pok—g + 22K = pop_y 422K 422 = =
=py+2° 4204 427 22 =
2. (4% — 1)

Néjdené vzorce platia pre kazdé k = 1. Dodajme, Ze ich moZzeme zapisat jednotnym
sposobom

2n—|—2 _I_ (_1)n—|—1 _ 3
N 6

Pn (n=1,2,3,4,...).

Iné riesenie. Odlisny postup riesenia zaloZime na priamom (t.j. nerekurentnom)
popise slov daného jazyka. Nie je tazké sa dovtipit, Ze rozhodnutie o tom, ¢i je dana
skupina pismen A, B slovom, podstatne zavisi na parite poc¢tu pismen A, ktorymi
sa tato skupina koné¢i. Najprv je jasné, ze skupina konéiaca pismenom B je slovo,
prave ked obsahuje asporn jedno pismeno A. Skupina AA... A (neobsahujica Ziadne

—_—
g-krat
pismeno B) je zrejme slovo, prave ked je pocet ¢ jeho pismen nepdrny. ,Zostava“
rozhodnut o skupinéach

X1Xo...X,BAA... A,
—

g-krat

kde ¢ a r st [ubovolné poéty (nevyluéujeme, ze r = 0). Zapisana skupina je slovo, prave
ked bud ¢ je neparne a X1 X5 ... X, B slovo nie je (teda X; = B pre kazdé i), alebo ¢
je parne a X1 X5 ... X, B slovo je (¢iZze r 2 1 a X; = A pre niektoré 7). Dokaz posledne]
vety sa jednoducho prevedie indukciou podla ¢isla q.

Ziskany popis umoznuje priamo nielen vypisat vSetky slova danej dEky n, ale tiez
urc¢it ich pocet p,, a to pomocou rozdelenia slov do skupin podla poc¢tu ¢ pismen A,
ktorymi jednotlivé slova kondia (0 £ ¢ £ n). V kazdej takejto skupine st vsetky slovd
tvaru

XXy, X, AA. A

g-krat

kde v pripade ¢ < n nutne X,,_, = B. Pre dané neparne ¢ je tohoto tvaru jediné slovo
(odpovedajice poéiatocénej skupine X1 X,...X,,_, = BB...B), pre dané parne ¢ <
< n—2 je takychto slov prave 2" 777! —1 (lebo potom X,_, = Ba X1Xs... X,_4_1 je
Tubovolnd z 2" =4~ — 1 skupin pismen obsahujtcich aspon jedno A), napokon pre parne
q € {n —1,n} také slovo neexistuje (takZe vyjadrenie 2"~¢~! — 1 plat{ aj pre ¢ = n —
— 1). Ak spoéitame tieto poéty pre ¢ € {0,1,... ,n}, dostaneme v pripade neparneho
n=2k—-1

Pk =22 )4+ 1 +2* D+ 1 4.+ 21+ 1
q=0 g=1 q=2 g=3 g=2k—2 g=2k—1
k

3 Y

—gb Tl gk 401 =
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zatial ¢o pre parne n = 2k nam vyjde

prr =¥ D+ 1+ P+ 1+ 42 -+ 1 + 0 =
S— N —— N~ S—— S~~~ S~~~
q=0 =1 q=2 q=3 q=2k-2  ¢=2k—1 q¢=2k
2. (4F -1
=2.(4F a4 ) = (3 )
A-1-4

a) Usetka KL je tarnicou trojuholnika ABL (obr.26). Preto vztah KL 1 AB plati,
prave ked |AL| = |BL|. Use¢ky AL a BL st ale taznice v zhodnych trojuholnikoch ADC
a BCD (veta sss), su teda zhodné. Podobne sa z trojuholnika CDIK vysvetli, preco
KL 1 CD. K predchadzajicemu este dodajme, ze podla Pytagorovej vety a vzorcov
pre dEky taznic plati
2 2 2 2 2 .2 2
KLP = |ALP - |AK]? = L2020 B CET o

Pre struénost dalej ozna¢ujeme d = |K L|; uréentt hodnotu d? potom dosadime, ked to

bude vhodné.

[Nelos}
!

L E
I

K

P

Obr. 27

b) Pre lubovolné body E, F na priecke KL oznaéme « = |KE|, y = |LF| (obr.27).
Potom |EF|=|d—x — vy,

[AE]* +|EF|* + |[FC|* = (JAK|* + 2%) + (d — 2 —y)* + ([ILC] +y*) = 2

NI

+ f(z,y),

kde f(z,y) = 2* +(d—x—y)* +y*. UkdZeme, Ze plati odhad f(z,y) = f(%, g
vyplyva, Ze najmensia hodnota stétu [AE|* 4+ |[EF|? + |FC|? je rovnd

7 ktorého

~—

Y

2

i f(d d)—p_2+d2 Ll el ) e ol
=L _ |

3’3 5 2" 6 6
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(Tato hodnota sa dosiahne, ked |AE| = |EF| = |FC| = 3|KL|.) Spominany odhad
vyplyva okamZite z Cauchyho nerovnosti 3(u? 4+ v? + w?) = (u + v + w)?, platnej
pre Iubovolnt trojicu redlnych ¢isel u, v, w. Ak sa na nu nechceme odvolavat, mozeme

previest algebraické upravy kvadratickych vyrazov, ktorym obvykle hovorime doplnenze
na stvorec:

f(:z;,y)::1;2+(d—:1;—y)2—|—y2:2:1;2—2:1;(d—y)—|—(d—y)2—|—y2:

- <x—d;—y>2+%(d—y)2+y2 =
T RS (o g
Hodnota f(x,y) je teda najmensia, pokial @ = d ; Y a y = g, alebo v =y = g

Iné rieSenie. V ¢asti a) mozeme postupovat odlisne, ked vyuZijeme aj inokedy uplat-
novany trik: dany stvorsten doplnime na rovnobeZnosten. Sposob vidime na obr. 28,

kde je stvorsten ABCD doplneny na rovnobeznosten AA’'BB'C’'CLD; {ised !
—
dostaneme posunutim hrany CD o vektor LK, tsecku C'D' plsupwsp K "UB

D

o vektor ﬁ

Zo zhodnosti hran AB a CD vyplyva, Ze stena AA' BB’
je rovnobeznik, ktorého uhlopriecéky st zhodné, teda pra-
vouholnik. Rovnaka vlastnost maji aj ostatné steny rov-
nobe’nostena AA’BB'C'CD'D, ktory je preto kvdder
(kazdé dve z hran AA', AB', AC' st totiz navzajom
kolmé). Tym je tvrdenie a) dokazané. DEku d priecky KL,

ktort potrebujeme v ¢asti b), teraz uréime ako dBku hrany
AC'. Ak oznalime este ¢ = |AA'| a f = |AB'|, potom B’

nezname rozmery d, e, f nasho kvadra moézeme vypocitat

Obr. 28

pomocou dBok p,q,r jeho stenovych uhlopriecok, t.j. zo
stistavy troch Pytagorovych viet d* + e* = ¢*, d* + f* = r?, € + f* = p?. Tak (bez
vzorca pre dBku taZnice vSeobecného trojuholnika) dospejeme k rovnakému vysledku:

o ¢ + 7 _pz'
2
A-1-5
Oznac¢me vrectska ¢islami 1,2, ... ,7 a symbolom b;; ta farbu, z ktorej najdeme po jed-
nej gulocke vo vrectskach 7 a j, 1 <7 < j = 7. (Ak je kandidatok na niektoré b;;

viac, vyberieme Iubovolni z nich.) Medzi tymito (;) = 21 farbami b;; je podla zadania
nanajvys 7 roznych.
a) Keby gulocky lubovolnej farby boli zasttipené nanajvys v dvoch vrectiskach, museli

by byt vSetky spominané farby b;; navzajom rozne, a to je spor. Dodajme, Ze tvrdenie a)
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plati, aj ked sa zadiatoény pocet vrectiok znizi zo sedem na pét (a pocet farieb rovny
sedem sa zachova), lebo (;) > 7.

b) Predpokladajme, ze z kazdej farby boli rozdelené len 3 gulocky. Potom je kazda
farba zastipena v nanajvys troch vrectskach, takze sa kazdej farbe rovnaji nanajvys

(g) = 3 hodnoty b;;. To je podla Gvodného odstavca mozné, len ked vsetkych 21

(= (;) = 7(2)) hodnot b;; je tvorenych siedmymi trojicami zhodnych farieb, takze
gulocky kazdej farby st rozdelené po jednej do troch roznych vrectisok.

Rozdelenie za podmienky z tvrdenia b) je moZzné (a aZ na permutacie farieb a vre-
cisok jediné). Popiseme ho siedmymi trojprvkovymi mnoZinami {1,2,3}, {1,4,5},
{1,6,7}, {2,4,6}, {2,5,7}, {3,4,7} a {3,5,6}, uréujicimi, ktoré tri z vrectisok
1,2,...,7 obsahuju guloéky jednotlivych farieb. (Dé sa to interpretovat aj inak: ktoré
tri z farieb 1,2,... ,7 s zastipené v jednotlivych vrectigkach.) Overte, Ze kazdé dve
¢isla z {1,2,...,7} leZia stfasne v jednej zo siedmych vypisanych mnozin (a ze kazdé
dve z tychto mnozin maji spoloény prave jeden prvok).

A-1I-6

Hladana priamka EF musi pretinat dve protilahlé strany daného lichobesnika ABCD.
Nemozu to byt zakladne (obr.29): aby AEFD a EBCF boli podobné stvoruholniky,
musel by druhy z nich mat (rovnako ako ten prvy) dva vnttorné uhly pravé, a to mozu
byt len uhly pri vrcholoch E a F'; potom by vsak AEFD bol pravouholnik, zatial ¢o
EBCF nie.

D F C
[/
™\
A FE B
Obr. 29 Obr. 30 Obr. 31

Ak maja byt stvoruholniky ABFE a EFCD z obr. 30 podobné, musi byt uhol ABF
zhodny s jednym z uhlov EFC alebo FED. Tieto dve moZnosti teraz rozlisime ako a)
ab).

a) |{ABF| = |{EFC|.V tomto pripade st ABFE a EFCD pravouhlé lichobezniky
(obr.31). Zo vztahu |AB| : |EF| = |EF|: |CD| dostavame

|EF| = \ac. (1)

Konstrukcia takejto priecky EF je lahka: najprv na tisecke AB najdeme bod F}, pre
ktory |AFy| = y/ac (tito dEku zostrojime podla jednej z Euklidovych viet); usecku
AF) potom doplnime na pravouholnik AF) FE. Takto zostrojené stvoruholniky ABFE
a EFCD st skutoéne podobné.
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b) |{ABF| = |{FED]|. Z obr.32 je jasné, %e tato rovnost nastane, prave ked EF L
1 BC'. Podobnost stvoruholnikov ABFE a EFCD méze byt dvojakého druhu: ABFE ~
~ FEDC alebo ABFE ~ DEFC'. Tieto dve moznosti teraz rozlisime ako bl) a b2).
bl) ABFE ~ FEDC. Z pomerov |AB| : |FE| = |FE| : |DC| opét vychadza
rovnost (1). Usetka EF mé teda znému dBku, a je kolmé na BC, takZe sa lahko
zostroji. Podobnost ABFE ~ FEDC sa potom zdovodni podobne ako v pripade a).
b2) ABFE ~ DEFC. Z pomerov |AB|: |DE| = |AE| : |DC| mame

|AE| - |DE| = ac. (2)

Tym je bod E na ramene AD uréeny a jeho konstrukciu mozno zalozit na Euklidove;j
vete o vyske. Bod F potom zostrojime ako kolmy priemet bodu E na rameno BC'. Z ta-
kejto konstrukeie vyplyva podobnost AABE ~ ADEC (veta sus), a teda aj podobnost
ABFE ~ DEFC.

Diskusia: Pretoze ¢ < \/ac < a, rieSenie 7 Casti a) je vidy prave jedno.

D c C
H & F D . /& C
E AG ~
4 g 4
A a B A B
Obr. 32 Obr. 33 Obr. 34

Cast bl): Usecka (o ktorej dBke zatial nié nepredpokladame), ktora je kolma
na priamku BC', a ktorej krajné body lezia vnutri ramien AD a BC' existuje, len
ked kolmy priemet G bodu A na priamku BC padne medzi body B a C (obr.33).
Vyplyva to z toho, Ze uhol 3 = LABC je ostry. Nepriazniva situacia (obr.34) sa vylaéi
podmienkou |BG| < |BC| = b. Pretoze |BG| = acosf = a- %, dostavame po lahkej

uprave ekvivalentni podmienku

b> /a(a - c). (3)

(To je podstatné obmedzenie, a priori totiz zrejme plati len slabsia nerovnost b > a—c).
UkéZme, Ze podmienka (3) sama o sebe uz zarucuje, Ze konstruovana priecka EF dBky
Vac existuje a je jedina. Z trojuholnikov ABG a CHD totiz vyplyva |AG| = asinf
c .
a |HC| = g takze |AG|- |HC| = ac. To znamena, ze dBka /ac je geometrickym
sin
priemerom dBok zékladni AG a HC pravouhlého lichobeznika GAHC'. Preto priecka
EF existuje, je jedind, a pri jej konstrukeii moZno postupovat sposobom z Casti a)
nasho riesenia, ak uvazujeme lichobeznik GAHC' namiesto lichobeznika ABCD. Iné
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pekné vysvetlenie poskytuje obr.35, na ktorom podla Euklidovej vety o odvesnach
pravouhlého trojuholnika ABX mame |ZC| = |AX| = ac a |[BX| = /a(a — ¢);
nerovnosti |HC| < y/ac < |AG| preto vyplyvaji z tupouhlych trojuholnikov ZCH
a AGX.

Cast b2): Bod E uréeny rovnostou (2) na ramene AD dEky d existuje, prave ked
Td* Z ac (vyplyva to z priebehu kvadratickej funkcie f(z) = 2(d — ) na intervale
z € (0,d), kde x = |AE|). Pretoze d* = b* — (a — ¢)?, dostévame odtial Tahkou tpravou
existenéna podmienku

b2a+ec, (4)

ktora je silnejsia ako (3), takZe pre tsetku AG zaistuje potrebnt polohu z obr. 35

a
Pomocou vyjadrenia |DH| = ¢-cotg f = ¢ - sa jednoduchym vypoctom overi,

ze za podmienky (4) platia obidve nerovnosti |[DH| < 1d a |AH|- |DH| < ac, ktoré
zarucuju, ze kazdy bod E tsecky AD sp]ﬁajﬁci (2) je voitornym bodom tsecky AH
(také body s dva, resp. jeden, ak plati v (4) ostra nerovnost, resp. rovnost). Preto
kolmy priemet F' takého bodu E na priamku BC' skuto¢ne padne medzi body B a C.

D C

D c C D ¢

>
H x \Y
Z \G ) \ E

P ) >
i a— B AvB A B
Obr. 35 Obr. 36 Obr. 37

Zaver diskusie: Uloha méa

> 1 rieSenie, ak je a — ¢ < b < /a(a — ¢),
> 2 rieSenia, ak je \/a(a —¢) <b < a+c,
> 3 rieSenia, ak je b = a + ¢,
> 4 rieSenia, ak je b > a + c.

Iné riesenie. PopiSeme iny rozbor ¢asti bl) a b2) predchédzajtceho postupu. V pr-
vom pripade dostavame z podobnosti trojuholnikov C ED ~ EBF rovnost uhlov CED
a EBF (obr.36), ¢o podla vety o obvodovom a tisekovom uhle znamena, Ze priamka AD
je doty¢énicou ku kruznici opisanej trojuholniku ECB. Tato kruznicu vieme zostrojit,
lebo ma prechadzat danymi bodmi B, C' a dotykat sa danej asecky AD. Prislusny
bod dotyku je hladany bod F, jeho kolmym priemetom na rameno BC' dostaneme bod
F. Podobnost ABFE ~ FEDC je potom zarucena, kedze ANEBF ~ ACED podla
vety uu.

Cast b2): Z rovnosti uhlov CEF a EBF (obr.37) vidime, ze uhol BEC je pravy.

Preto mozeme bod FE zostrojit ako prieseénik tsecky AD s Talesovou kruznicou nad
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priemerom BC'. Bod F potom dostaneme rovnako ako v ¢asti bl). Tak isto sa dokaze

aj podobnost ABFE ~ DEFC, tentokrat na zaklade toho, ze AEBF ~ ANCEF.

Diskusia: Oznaé¢me P prieseénik priamok AD a BC (obr.38) a dalej H prieseénik
kolmice na BC v bode C s priamkou AD a G kolmy priemet vrcholu A na priamku
BC'. Z podobnosti trojuholnikov HC' P ~ BAP vyplyva

|PC|  |PA
|PH| ~ |PB| P

Pre bod E musi teda platit
DI_¢ \NC

|PE|* = |PC|- |PB| = |PA| - |PH|. 7
Odtial vyplyva, Ze hladany bod E existuje, prave ked |PE| > |PHIF vzh,l’éct[“lom  Gred-
chadzajicej rovnosti je potom aj |PH| < |PE| < |PA|). Z podo@lyc/h trgydholzikov
C'BC ~CHP a ABP ~ DCP vyjadrime

C' a—c¢c B

b
pr|="|pPC|. (PP = |PB|-|PC| = ° |PCI!
¢ Obr. 38

Nerovnost |PE| > |PH| je teda ekvivalentna nerovnosti

Ve < ad® = ab® — a(a —¢)?, alebo (a —c¢) <62 —ala — c)) > 0.

Dostavame tak nutni a postacujicu podmienku (3). ¢
V druhom pripade je zrejmé, ze Talesova kruznica nad prie-
merom BC pretne stranu AD, prave ked bude pre jej polomer
%b platit , , v
55 Z B (a+c) X
(vzdialenost stredu strany BC od priamky AD je velkost
strednej priecky lichobeznika ABCD).
A-S-1 A Obr. 39 B

Sktimanti rovnost prepiSseme do tvaru |BC| : |BY| = |AC| : |AX]| a obidva pomery
vyjadrime pomocou sinusovych viet pre trojuholniky BCY a ACX (v ktorych pri
obvyklom oznaceni vnutornych uhlov trojuholnika ABC' zrejme plati |[{ BY C'| = a+ %[3
a |[{AXC| =+ ja, obr.39):

|BC|  sin(a + 35) |AC|  sin(B+ La)
|BY| sin : |AX] sin~y

Hladame preto prave tie trojuholniky, pre ktoré

sin(o + %[3) = sin(f + %oz).
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Pretoze obidva argumenty lezia medzi 0° a 180°, rovnost ich sinusov nastane, len pokial
o+ %[3 =0+ %oz, alebo (o + %[3) +(6+ %oz) = 180°. Prva podmienka znamena a = (3,
druhéa o + = 120°, alebo v = 60°.

Mala obmena prvej c¢asti: Ak porovname sktimana rovnost s vSeobecne platnou
rovnostou |BC| - |AP| = |AC| - |BQ|, kde AP a BQ st vysky daného trojuholnika,
dostaneme ekvivalentni podmienku v tvare |[AP|: |AX| = |BQ|: |BY|. Z pravouhlych
trojuholnikov APX a BQY potom opat vyjde rovnost sin(a + %[3) = sin(f + %oz).

Odpoved: Hladanymi st préave tie trojuholniky, pre ktoré plati |AC| = |BC| alebo
|{AC B| = 60°.

A-S-2

Rovnosti p; = 2 a po = 4 st zrejmé, lebo pri slovach dBok 1 a 2 ziadne obmedzenia
na susedné znaky vlastne nie sti. Pre pevné k = 1 rozdelime vsetky pripustné slova
X1 Xo . Xigo dEky k+2 do styroch skupin podla poslednej dvojice znakov X1 Xj1o:

a) Ak je Xp41Xpq42 = AA, potom nutne X = B, takZe X1X»... Xy je niektoré
pripustné slovo dEky k kon¢iace znakom B.

b) Ak je Xiy1Xky2 = BB, potom nutne X = A, takze XX, ... X} je niektoré
pripustné slovo dEky k konciace znakom A.

¢) Ak je Xyy1Xky2 = AB, potom X1X5 ... Xj11 je niektoré pripustné slovo dEky
k + 1 kondiace znakom A.

d) Ak je Xgy1Xky2 = BA, potom X1 X5 ... Xg41 je niektoré pripustné slovo dEky
k + 1 kondiace znakom B.

V prvych dvoch skupinach je spolu prave py slov, lebo kazdé pripustné slovo dEky k
sa v popisoch uvedenych v bodoch a) a b) objavi prave raz. Podobne sa pomocou
vsetkych pripustnych slov dEky k + 1 usudi, ze v poslednych dvoch skupinach je spolu
prave pgy1 slov. Tym je rovnost pgyo = pry1 + pr dokazana.

A-S-3
Sé¢itanim prvych dvoch rovnic dostaneme
(utv)(z +y) = (z+y)*

odkial vyplyva
r+y=0 alebo r+y=u+o.

V prvom pripade po dosadeni y = —a do prvej rovnice dostaneme z(u — v) = 0,
odkial u = v (lebo podla zadania @ # 0). Po dosadeni y = —x a u = v do tretej rovnice
dostaneme po lahkej (iprave rovnicu

ktord v nasom obore nema riesenie.
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V druhom pripade (ked @ + y = u 4 v) je prava strana prvej rovnice rovna x(x +
+y) = 2(u 4+ v), to je ux + va. Porovnanim s lavou stranou ux 4+ vy preto (s ohladom
na v # 0) vychadza @ = y. V tomto pripade teda

1
x:y:§(u—|—v),

po dosadeni do tretej rovnice

<u+v>2—|—uv:u2—|—v2,

2

vyjde po tprave (u — v)? = 0. Z toho u = v, teda = y = u = v. Tym je cely dokaz
ukonceny.

Poznamka: Ani v obore vsetkiyjch redlnych ¢isel (vratane nuly) iné rieSenia ako x =
= y = u = v neexistuji. DokdZeme to, ked predchadzajici postup doplnime o rozbor
dvoch situacii:

a) t+y=0ax=0.Zrejme y = 0 a z tretej rovnice ststavy, ktord ma teraz tvar

uv:u2+v2,

uz vyplyva v = v = 0.
b)x4+y=u+vav=0. Zrejme r +y = u a tretia rovnica ststavy méa teraz tvar

xy :uz,

takze zy = (x + y)%. Odtial uz vyplyva x = y = 0, a preto aj u = 0.
A-1II-1

Tvrdenie dokaZeme indukciou podla ¢isla n. MoZeme zacat od hodnoty n = 0: éislo
19973 +1 je skutoéne nésobkom ¢isla 3% (1998 = 27 - 74). Ak plati podla indukéného
predpokladu rovnost 19973 4+ 1 = 3"*+3k,, pre vhodné prirodzené &slo ky,, dostaneme
70 vzorca A% + B3 = (A + B)3 — 3AB(A + B) pre hodnoty A = 19973" a B = 1

nasledujiice vyjadrenie:
1997%" " 41 = (3"%k,)° —3-1997%" . (3"+3k,,) = 374 (32" 513 — 19973 k).

Tym je dokaz ukonceny.
Dodajme, Ze pri druhom indukénom kroku bolo tiez mozné vyuzit rozklad

AT 1= () P = (P ) (@ - 1)

a vysvetlit, preco pre @ = 1997 je druhy &nitel delitelny tromi: ésla 199723" a 19973"
totiz po deleni tromi davaji po rade zvysky 1 a 2.
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A-—1I -2

Vysku st]i»ca budeme udavat poc¢tom kamenov, z ktorych je st]‘ia)ec vytvoreny. Ak je
v uvazovanom rade x st]‘ia)cov tej istej vysky v, musi v kazdej z + — 1 medzier medzi
nimi stat nejaky st]‘ia)ec vysky aspon v+ 1, takze stl:l?cov vysky v je nanajvys o 1 viac ako
vsetkych stl:l?cov vysok aspon v + 1. Ak vyuzijeme tento poznatok postupne pre v = =k,
k—1,k—2,..., zistime, Ze st];?;)ec maximalnej vysky k je jediny, st];?;)ce vysky k—1 st
nanajvys 2 (o 1 viac ako 1), stBee vigky k — 2 nanajvys 4 (o 1 viac ako 1+ 2), stBcov
vysky k — 3 je nanajvys$ 8 (o 1 viac ako 1+ 2 + 4), ... Tak sa (formalne indukciou)
overi, ze st]‘ia)cov vysky k — j je nanajvys 2/ (o 1 viac ako 1 424 --- + 2971, Séitanim
pre y = 0,1,... &k — 1 dostaneme odhad pre pocet n vsetkych st]‘ia)cov uvazovaného
radu:

n<14+2+4+44.-.-42F1=09F_1,

Hodnotu n = 2% — 1 Je mozné dosiahnut, konstrukcia prislusného radu je nasledujuca
najprv postavime 1 st];?;)ec vysky k, potom 2 st];?;)ce vysky k — 1, potom 4 st];?;)ce vysky
k —2 atd., aZ na koniec 2F~! stE)cov vysky 1, a to vzdy do vsetkych medzier medzi uz
postavené kamene a na obidva kraje radu. Da sa to vyjadrit schémou

(k) = (k=1,k,k=1) = (h—=2,k—1,k—2,k, k=2, k—1,k—2) > ... — (1,2,1,... ,1,2,1).

Iné riesenie. Indukciou podla ¢isla k ukazeme, Ze hladana najva¢sia mozna hod-
nota n, ktort oznac¢ime nyg, existuje, a ze plati rovnost ngi; = 2ni + 1 pre kazdé
k = 1. Pretoze st]‘ia)ec maximalnej vysky je v kazdom uvazovanom rade zrejme jediny,
plati predovsetkym ny = 1. Predpokladajme teraz, Ze ¢islo nj existuje a uvazujme
o lubovolnom rade danej vlastnosti, v ktorom ma (jediny) najvyssi sthhec viiku k +
+1 kamenov. Tento st]‘ia)ec rozdeluje rad na dve ¢asti, ktoré tiez maji skiimaniti vlastnost,
vsetky st]‘ia)ce v nich v8ak obsahuji nanajvys k kamenov. Preto na kazdej strane pri st]i»ci
s k 4+ 1 kamenmi stoji nanajvys ng st]‘ia)cov (presnejsie: nanajvys ng st]‘ia)cov, kde £’ je
druhy najvacsi pocet kamenov v jednom st]i»ci celého uvazovaného radu; zrejme vsak
ngp < ng, kedykolvek &' < k). Preto éislo ngyy existuje a plati odhad ngyy < ngp +
+ ni + 1. Na druhej strane, ak vezmeme dva rovnaké rady so skiimanou vlastnostou,
a to prave s ny st]i»cami (z ktorych najvyssi obsahuje k kamehov) a postavime medzi
ne st]‘ia)ec s k + 1 kamenmi, dostaneme rad, ktory potvrdzuje odhad njiq = 2ng + 1.
Rovnost ng41 = 2ng + 1 je tak dokazana.

Z rovnosti ny = 1 a ngy1 = 2ng + 1 sa w2 lahko uhadne a indukciou overi vzorec

ng =28 — 1.
A-1II-3

Ak odé¢itame od prvej rovnice druhi, a potom od tretej rovnice prvii, dostaneme rovnosti

(r—y)la+y+2z)=1 a (z—a)(e+y+2z)=1.
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Vyplyva z nich, ze ¢isla © — y a z — x st, rovnako ako = + y + z, nutne rézne od nuly
a obe sa rovnaji &slu s = (z +y + 2z)7!. Vyjadrenie y = 2 — s a 2 = 2 + s dosadime
do povodnej sustavy:

(r —5)? —x(z+s)=a—1, (%)

Lahko zistime, Ze tato ststava je ekvivalentnd s dvojicou rovnic s? = a a 3zs = 1,

z ktorych vyplyva podmienka riesitelnosti a > 0 (lebo s # 0), ale aj vyjadrenie s =

1 1 1-3 1+3
:iﬁang—sziﬁ,takéey:x—szzt3\/aaazz:li+82:|:3—l:/aa

(vo v8etkych vzorcoch plati vzdy rovnaké znamienko). PretoZe ststava (*) bola rieSend
ekvivalentnymi tipravami, nie je potrebné prevadzat skasku.

Odpoved: Pre a < (0 ststava nemé Ziadne rieSenie, pre a > 0 existuju prave dve
rieSenia (x,y, ), a to trojice

1 1—3a 1+ 3a -1 —-14+3a¢ —1-—3a
a .
3Va' 3ya ' 3\a 3Va' 3ya 7 3\

Iné rieSenie. Cleny na lavych stranidch rovnic eliminujeme tak, Ze séitame y-
nasobok prvej rovnice so z-nasobkom druhej a x-nasobkom tretej rovnice. Dostaneme
tak linedrnu rovnicu 0 = ay + (@ — 1)z 4 (a + 1)x. Podobne séitanim z-nasobku prve;
rovnice s x-nasobkom druhej a y-nasobkom tretej rovnice dostaneme 0 = az + (a —
— 1)z 4 (a + 1)y. Zo ziskanych rovnic

(a+ 1z +ay+(a—1)z=0, (a—lz+(a+1l)y+az=0

eliminujeme najprv premenni z (odéitanim (a — 1)-nasobku druhej od a-nasobku
prvej rovnice), vysledkom je vyjadrenie y = (1 — 3a)x; potom podobnou eliminaciou
premennej y dospejeme k rovnosti z = (1 4+ 3a)x. Ak dosadime tieto vyjadrenia y a z
do povodnych rovnic, dostaneme ststavu

9a%2* = a,
9ala + 1):1;2 =a+1,
9a(a — 1)a? = a — 1.

T4 je ekvivalentna (bez ohladu na hodnotu parametra @) s jedinou rovnicou 9az? = 1.
Tak dostavame podmienku riesitelnosti @ > 0 a vzorce pre obidve rieSenia

1 1—3a 1+ 3a

=+— =(1-3 =+ —F =(1+4+3 =+ ——.
x NG y = a)x N z=(143a)x NG
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A-1I -4
Oznaéme o = |[{BAD| a v = |{BCD)|. Plati

|L{BOcD| = 180° — (|£0cBD| + |£OcDB|) =
1 1
= 180° — §(|KCBD| + |KCDB|) = 90° + 577

podobne |[{BO4D| = 90° + %oz. Pretoze body A a O¢ lezia v opaénych polrovinach
s hraniénou priamkou BD, je podmienka a) tlohy ekvivalentné s tym, Ze stucet velkosti
uhlov BAD a BO¢D je 180°, t.j. oz—l—(90°—|—%’y) = 180°. Podobne ustdime, Ze podmienka
b) je splnena, prave ked v + (90° + %oz) = 180°. Néjdena dvojica rovnic méa jediné
rieSenie o = v = 60°. Preto body A a C lezia kazdy na inom z dvoch kruhovych
oblukov, z ktorych je tisecku BD vidiet pod uhlom 60°. Na druhej strane, ak si zvolime
Iubovolny vnttorny bod A jedného z tychto oblikov, moZno na druhom obltku vybrat
bod C tak, aby ABCD bol konvezny stvoruholnik (sta¢i napriklad trojuholnik ABD
doplnit na rovnobeznik ABCD).

Odpoved: Hladani mnoZinu vrcholov A tvoria vnttorné body dvoch kruhovych
oblukov, z ktorych je tsecku BD vidiet pod uhlom 60°.

A-1IIT-1

Ak je 0 < z < 3, tak je lava strana rovnice mensia ako 3* = 81. Naopak pre z = 4 je
najmenej 4* = 256. Preto nutne [z] = 3. Pre také z riesime rovnicu z - [z - [32]] = 88.
Pretoze x 2 3, plati [3z] = 9; keby sme pripustili, Ze [3z] = 10, dostali by sme odhad
v [2-[3z]] Z3-3-10 = 90. Preto nutne [3z] = 9 a dalej riefime rovnicu = - [9z] = 88
za predpokladu 9 < 3z < 10, alebo 27 < 9z < 30. Pre 9z < 28 vychadza x - [9z] < % :
<27 = 84, pre 9z = 29 zase x - [9z] = 29—9 29 > 90, takze [9z] = 28. Vtedy z rovnice

z - [92] = 88 koneéne vyplyva @ = % = % Pretoze pre najdené ¢islo = plati
22 66 198
2] = | =] =3, 2= || =9, [9a]= =] =28,

je to skutoéne (jediné) riesenie.
A —-1III -2

14
Uvazujme vsetkych ( 7) = 3432 stctov

1 1 1
S=—+—+...+—,
1 iz ited
kde 71 < w9 < ... < 7 je [ubovolna sedmica vybrana z danych $trnastich prirodzenych

¢isel. Pre kazdy z tychto stc¢tov S platia nasledujice odhady

0<S§l+l+m+l:2+l+l+l<&
-1 2 T 4 5 7
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takZe ide 0 3432 (nie nutne roznych) éisel z otvoreného intervalu (0, 3). Preto sa niektoré
dva z uvazovanych stuctov lisia o menej ako 0,001. Ak vyla¢ime z oboch prislusnych
sedmic pripadné spolo¢né prvky, zmensia sa obidva siéty o rovnakd hodnotu (takze
sa ich rozdiel nezmeni) a v kazdej skupine ostane rovnaky (nenulovy, lebo to boli dve
rozne sedmice) pocet prvkov. Tym je tvrdenie (lohy dokazané.

A-1IIT-3

Oznacme p polomer vpisanej gule a v4, vy, vo, vp telesové vysky daného stvorstena
(s indexmi podla vrcholov, z ktorych vychadzaji). Odtaty stvorsten AK LM (obr. 40) je
rovnolahly podla stredu A s celym $tvorstenom ABCD. Stéty dBok ich hran st preto
v rovnakom pomere ako ich telesové vysky zo spoloéného vrcholu A, teda v pomere
(va—2p):va, lebo 2p je vzdialenost rovin K LM a BCD (st totiz rovnobeZné a obidve
sa dotykaju vpisanej gule).

Rovnakta tivahu mozeme zopakovat pre zvysné tri odtaté stvorsteny. Nasou tlohou
je preto dokézat rovnost

UA—QQ_I_UB—?Q_I_Uc—?Q_I_UD—?Q:
VA vB vo UD

ktora je ekvivalentna s rovnostou

Na to nam poslazi nasledujiica tivaha o objeme V' a po-
vrchu S stvorstena ABCD. Najprv S = S4 + Sp + B
+Sc+ Sp (kde Sx je obsah tej steny, ktora neobsahuje Obr. 40

vrchol X), dalej

1 1 1 1
V = §SAUA = §SBUB = §chc = §SDUD

1
a kone¢ne V = 595. Podla tychto vzorcov plati

a tym je dokaz ukonceny.
A-1I1 -4

Pretoze 1998 = 3%(3 - 24 + 2), je skiimany rozdiel d™ — 1998 delitelny é¢islom 3* (o int
situdciu sa ani nemusime starat), prave ked je aj mocnina d™ tvaru

d™ = 3%(3k + 2) (1)
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pre vhodné celé éislo k. Odtial najprv vyplyva, Ze 3 | d a Ze exponent m je nepéarne
¢islo mensie ako 4. Zaroven vsak m # 1, lebo Ziadne ¢éislo d € {1,2,...,31} nie je
tvaru pravej strany (1). Preto nutne m = 3. Potom ale z (1) vyplyva, ze 3? 1 d, teda
d = 3(3n + 1) pre vhodné znamienko a niektoré celé ¢islo n. Dosadenim dostaneme

d™ —1998 = (In£3)° —3°(3-24+2) =3 [3°n° £3°n” +3*n 4+ 1-3-24 - 2].

Lahko nahliadneme, Ze hodnota vyrazu v hranatej zatvorke je delitelnd tromi len
pri moznosti so znamienkom minus, ani vtedy vsak nie je delitelnd deviatimi (je totiz
tvaru 9N — 3 - 25). Hladand najvi¢sia mocnina je preto 3* a zodpovedd prave tym
marcovym (m = 3) dhom, ktoré maji poradové éislo tvaru d = 3(3n — 1), teda 6., 15.
a 24. marca.

A-1III-5

Zakladne KL a M N kazdého z uvazovanych lichobeZnikov K LM N st dve rovnobezné

tetivy kruznice k, takze maji spolo¢nt os simernosti. Na nej lezi stred S kruznice k,

stredy P a @) zakladni KL a M N, priesecnik U uhlopriecok KM a LN aj priesecnik

A predEenych ramien (teda polpriamok) KN a LM (obr.41).
Pretoze polpriamka AS od volby lichobeZnika

KLMN nezéavisi, stadi dokazat, ze od tejto volby A

nezévis{ ani dBka usecky AU. Vyjadrime ju najprv

pomocou dEok p = |AP| a g = |AQ| (ukazZe sa, ze e

je ich harmonickym priemerom). DEky |PU| a |QU| q

lahko vypocitame z dvojice rovnic

|PU | | K L| P
PU|+|QU|=p—q a = ==
PUI+ QU] QU ~ MIN] g

(rovnosti pomerov vyplyvaju z podobnosti AKX LU ~
~ AMNU a AKLA ~ ANMA). Vyjde nam

|PU“:MP—® . WU“:%p—w

Y

p+aq p+aq
a preto
qlp—q) _ 2pq
AUl = |AQ| + |QU| = ¢ + — .
|AU| = [AQ| + |QU| = q s P Obr. 41

Teraz sem dosadime p = |AK|-cosp a ¢ = |[AN] -
-cosp, kde ¢ = |{PAK|, a potom pri iprave vyuzi-
jeme to, ze

|AK| 4 |AN| = 2|AR| = 2|AS| - cos ¢,
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kde R je stred tetivy K N. Dostaneme tak

2pq  2|AK|-]AN|-cos®’¢  |AK|-|AN]
p+aq (JAK|+[AN|)-cose — |AS]

AU| =

Zostava vyuzit mocnost bodu A k danej kruZnici k(S,r): stéin |AK| - |AN| je rovny
rozdielu |AS|* — r?, teda od volby lichobeznika K LM N nezavisi. Nezdvislost velkosti
|AU| je tak dokazana.

Pre zaujimavost este dopliime vypocet

|AS|? — r? r?

US| = |AS| — |AU| = |AS| — =
US| = 14S] — |4U] = |4S] - e = e

z ktorého vyplyva rovnost |AS| - |US| = r?. To znamené, %e body A a U st zdru-
zené v kruhovej inverzii podla kruZznice k. Tento poznatok moéZeme zdovodnit (a tak
vlastne vyriesit celd (lohu) aj nasledujicim sposobom (zaloZenym vsak na niektorych
zakladnych vlastnostiach kruhovej inverzie). Pretoze

|LIKAM| + |[LKSM| = 2p + 2|4 KLM| = 2 + 2(90° — ) = 180°,

lezia body K, S, M, A na jednej kruznici. Jej obrazom v spominanej kruhovej inverzii
je priamka K M. lebo zobrazovana kruznica prechadza stredom inverzie S a body K, M
st samodruzné. Obraz bodu A je teda priesecnik priamky KM s polpriamkou AS. ¢o
je prave bod U.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieSeni vyuZijeme osovi simey
z uvazovanych lichobeznikov K LM N podla priamky S A, na ktorej pretg
nik U jeho uhlopriecok. Nech T je jeden z dvoch koncovych bodov tej téfi
ktora je kolma na SA a prechadza bodom U.Pretoze usecka AU lezi
podla tlohy z domaéaceho kola plati v trojuholniku K AM rovnost

|AU|? = |AK|- |AM| - |KU| - |MU)|.
Vieme tiez, ze
|AM| = |AN| a |KU|-|MU| = |/

(mocnost bodu U ku kruZnici k). Z poslednych troch rovnos

|AK| - |AN| = |AK|-|AM| = |AU|* + |KU| - |MU| = |A

Rovnost |AK|-|AN| = |AT|? znamen4, Ze bod T je bodom (Ii&oty u jednej z tych bk
dotyénic kruznice k, ktoré prechadzaja bodom A. Tieto dotyénice; r’bod U,

nezavisia od volby lichobeznika KX LM N. Tym je tloha vyrieSena. K prave uvedgpéum
postupu este dodajme, Ze podla Euklidovej vety o odvesne ST pravouhlého trojuholnika
ATS plati rovnost |ST|* = |SU|-|SA|. T4 znovu potvrdzuje, Ze body A a U st zdruZené

v kruhovej inverzii podla kruZnice k.
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A—1III -6

Prava strana prvej rovnice ma rovnaké znamienko ako neznama = (# 0), lava strana
ako sié¢in yz (# 0). Lubovolné riefenie (z,y, z) danej sistavy preto spHia podmienku

xyz > 0. (1)

Ako vieme, kladné ¢isla a, b, ¢ tvoria strany niektorého trojuholnika prave vtedy, ked
je kladné kazdé z troch ¢isel

a+b—c, a+c—b, b+c—a. (2)

Ak je (x,y, z) rieSenie danej ststavy, tak
z z x 2z
a—l—b—c::l/'(g—l-—) —|—y<——|——> —Z<——|- y> = —y,
z oy r oz

¢o je podla (1) kladné ¢éislo. Analogicky zistime, Ze

2 2
a—l—c—b:£>0 a b—l—c—a:£>0.
Yy T

V druhej ¢asti rieSenia naopak predpokladajme, ze kazdé z éisel (2) je kladné a néj-
dime vsetky rieSenia danej ststavy (aj ked by stacilo uviest jedno riesenie). Pomozu
nam pri tom predchadzajice vypocty, podla ktorych musi napriklad platit

20y 2xz

(a+b—c)lat+c—0)= p y = 422,
Tato a daldie dve analogické rovnosti ved k vyjadreniu
z = %\/(a—l—b—c)(a—l—c—b)
y=sV{a+rb—cb+c—a) ¢, (3)
€3

ZZE (a+c—=b)(b+c—a)

kde ¢; = £1 pre ¢ € {1,2,3}, pritom e1e2e5 = 1 podla (1). Také trojice (¢1,e2,¢3) st
zrejme prave styri. Podla (3) tak dostavame Styri trojice (z,y, z). Priamym dosadenim
a rutinnym vypoctom overime, Ze s to skutoc¢ne riesenia zadanej stustavy.



Pripravné sustredenia pred MMO

Pred medzinadrodnou matematickou olympiadou (MMO) sa kaZdoroéne koné jedno
vyberové a jedno pripravné sistredenie pre najlepsich riesitelov tretieho kola kategd-
rie A. Po prvom z nich SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezentacného
druzstva Slovenska a urci dvoch nahradnikov. Druhé stustredenie je zamerané na prip-
ravu Sestélenného reprezentacného druzstva.

Na vyberovom ststredeni pred MMO sa zucastnilo 11 sutaziacich, najuspesnejsich
rieSitelov tretieho kola MO kategérie A. Ststredenie sa konalo v diioch 29.3.-4.4.1998
v Bratislave. Sttaziaci boli ubytovani v priestoroch EKOIUVENTY a satazili na MFF
UK. Kazdy den studenti riesili sériu styroch (v posledny den sustredenia iba troch)
uloh pri rovnakych podmienkach ako na MMO. V poobednajsich hodinach sa konal
spoloény rozbor tloh s lektorom. Na konci stistredenia sa ziskané body za jednotlivé dni
sé¢itali a s prihliadnutim na vysledky tretieho kola MO a iné vysledky (predchadzajica
tcast na MMO, vysledky korespondenéného semindra SK MO) bolo vybrané sestélenné
druzstvo, ktoré sa zucastni MMO.

Vysledky sustredenia:

1. Peter Kozak 45,5 7. Peter Huszar 34,5
2. Vladimir Zajac 445 8. Matus Medo 26
3. Frantisek Kardos 43 9. Muroslava Sotakova 25,5
4. Juray Foldes 42.5 10.-11. Kristina Cernekovd 24.5
5. Jan Spakula 39 10.-11. Cyril Adamuscin 245
6. Peter Novotny 37

[,Jlohy zadavali lektori z Bratislavy:

RNDr. Pavol éernek, CSec., MFF UK, ulohy 1 — 4,
FEugen Kovaé, MFF UK, ulohy 5 — 8,

Jan Babela, MFF UK, lohy 9 — 12,

Ivan Cimrak, MFF UK, tlohy 13 — 16,

Richard Kollar, MFF UK, dlohy 17 — 20,

RNDr. Pavol éernek, CSec., MFF UK, ulohy 21 — 23.

Pre vybrané druzstvo sa organizovalo este jedno pripravné sustredenie v dnoch 15.—
20.6.1998 v zariadeni IUVENTY na Zochovej chate. Toto sustredenie bolo zamerané
viac na vedomostnt pripravu studentov a jeho obsahom boli prednasky na vybrané
témy. Lektormi boli:

Richard Kollagr, MFF UK Bratislava (Invarianty, Tedria ¢isel),

doc. RNDr. Stefan Soléan, CSc., MFF UK Bratislava (Kolinearnost)
doc. RNDr. Jin Cizmdr, CSc., MFF UK Bratislava (Geometria),
Jan Babela, MFF UK Bratislava (Nerovnosti, Polynémy)
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Zadania sutaznych tloh vyberového ststredenia pred MMO

. Postupnost (a,)52, je dana rekurentne predpisom

Ap42 = 2n—|—1 — 8an_|_1 — 15an

Pre ktoré hodnoty ¢lenov a; a as je tato postupnost rastica?

. V istom jazyku sa na tvorbu slov pouziva abeceda, ktora ma 4 samohlasky

a b spoluhlasok. Slova tohoto jazyka maji Iubovolnti dEku a nemozu v nich
nasledovat za sebou ani dve samohlasky ani tri spoluhlasky. Dokazte, Ze pocet
vietkych slov dBky 1998 tohoto jazyka je delitelny éislom 20°6°,

. V obore realnych ¢isel rieste funkcionalnu rovnicu:

flz) =3,2f(x —[z]) + 5,92 — 4, 3.

. Pre ktoré ¢isla o € R mé funkcionilna rovnica

Fla(2e+30) = f(30-2) + 7 ()

netrividlne (nenulové) riesenie?

. Do obdBnika ABCD st vpisané dva rozne odeniky so spolo¢nym vrcholom K

na strane AB. Dokazte, Ze sticet obsahov tychto dvoch obdEnikov je rovny

obsahu obdBnika ABCD.

. Nech A1A,... A, je pravidelny n-uholnik vpisany do jednotkovej kruzZnice.

Dokazte, ze

|A1A2| . |A1A3| el |A1An| =n.

. Dokazte, ze ak do $tvoruholnika mozno vpisat kruznicu, tak stredy jeho uhlop-

riecok a stred jemu vpisanej kruznice lezia na jednej priamke.

. Dokazte, Ze ak n je parne, tak rovnica

2 1’3 n

4o+ S+ .+ =0

nema riesenie v obore realnych ¢isel.

. Nech disla a, b, ¢ st dBkami stran nejakého trojuholnika, a nech pre p,q,r € R

plati p + ¢ + r = 0. Dokazte, Ze potom

a’pg+b2qr+cfrp 0.
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Rieste v obore celych ¢isel rovnicu
(:1;2 — y2>2 =1+ 16y.
Dokézte, ze pre x,y,z € RT plati nerovnost

x Yy z

T4 2% +y3 +7—|—$3—|—Z3 +7—|—y3—|—:1;3

A

1
5"
Nech ¢isla a, b, ¢ st dBkami stran nejakého trojuholnika. Dokéazte, Ze potom

a b ¢ a ¢ b

2 (s +-+-) 2+ +-+3.
b ¢ «a ¢c b a

Nech f:(0,1) — (0,1) je spojitd a monoténna funkcia. Dokazte, Ze pre kazdé

n € N mozno jej graf pokryt n obdEnikmi takymi, ze ich strany st rovnobezné

s osami 7,y a obsah kazdého z nich je najviac —.
n

Mnozina M obsahuje k disjunktnych tseéiek na priamke p. Je zname, ze kazda

usecka dEky nanajvys 1 sa da umiestnit na priamku p tak, Ze oba jej konce

patria mnozine M. Ukazte, ze sucet dBok tseciek mnoziny M je aspon T

Majme dant kocku. V kazdom jej vrchole je zapisané nejaké prirodzené ¢islo.
V jednom kroku mozeme pripocitat jednotku k dvom ¢islam, ktoré si zapisané
v susednych vrcholoch (teda vrcholoch spojenych hranou). Zistite, ¢ z vycho-
dzej pozicie

a) v siedmych vrcholoch je zapisané ¢islo 1 a v jednom vrchole éislo 2,

b) v dvoch vrcholoch na stenovej uhlopriecke je zapisané éislo 2 a v ostatnych
¢islo 1,

mozno ziskat po koneénom poéte krokov stav, ked bude v kazdom vrchole
zapisané to isté ¢islo.

V trojuholniku ABC' s obsahom S st strany rozdelené na tretiny dvojicami
bodov (po rade) K, L; M,N; O, P. Vypoéitajte obsah prieniku trojuholnikov
KMO a LNP.

V rovine st dané body P a @) leziace v jednej z polrovin urcenych priamkou p.
Na priamke p najdite bod M, pre ktory je vzdialenost piat vysok trojuholnika
PQM na strany PM a QM najmensia.

V trojuholniku ABC oznacme V stred vpisanej kruznice a M stred strany BC'.
Dokazte, ze ak oznacime F priesecnik vysky AH trojuholnika s priamkou MV,
tak ma AE dEBku rovnu polomeru kruznice vpisanej trojuholniku ABC'.
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Dana je kruznica k a priamka p. Oznaéme A patu kolmice spustent zo stredu
k na priamku p. Zvolme na priamke p dva rozne body B a C tak, aby |AB| =
= |AC| a vedme po rade bodmi B a C priamky, ktoré pretnt kruznicu k po rade
v bodoch P, ) a M, N. Dokazte, ze ak oznac¢ime po rade R a S priesecniky
priamky p s priamkami PM a QN, tak |[AR| = |AS]|.

Niektoré steny bieleho konvexného mnohostena sit nafarbené na ¢ierno, pri¢om
ziadne dve ¢ierne steny nemaji spoloéni hranu. Dokazte, Ze do mnohostena
sa neda vpisat gulova plocha, ak je splnena aspon jedna z nasledujicich
podmienok:

a) Clernych stien je viac ako polovica;

b) obsah ¢éiernych stien tvori viac ako polovicu povrchu mnohostena.

Dokazte, 7ze pre kazdy bod X kruZnice opisanej rovnostrannému trojuholniku
ABC je vyraz
|AX|* + |BX|* + |[CX|*

konstantny.

N4jdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel m a n, pre ktoré plati: NSN (m,n) =
=m -+ 3n + 32.

Ak ay,aq,... a5 st rozne prvoéisla tvoriace 15 za sebou iducich ¢lenov arit-

.....



4. éeskoslovenské stretnutie

ZOCHOVA CHATA, 4.— 7. JUNA 1998

V dnoch 4.-7.6.1998 sa v prijemnom prostredi zariadenia IUVENTY na Zochovej
chate uskuto¢nil uz stvrty ro¢énik matematickej stutaze medzi olympionikmi éeskej
a Slovenskej republiky. Tato sutaz usporaduvaju striedavo obidve ztcastnené krajiny;
prvy roc¢nik sa konal v Jevicku, druhy v Ziline, treti v Bilovei. Vedtcimi timov boli
tento rok RNDr. Karel Horak, CSc. z éeskej republiky a Richard Kollar zo Slovenska,
ktori zaroven koordinovali opravovanie tiloh.

Tato sutaz je spolu s vyberovym a pripravnym sustredenim sucastou dlhodobe;j
pripravy na medzinarodnt matematicka olympiadu (MMO). Na rozdiel od spomina-
nych ststredeni si tu mozu studenti precviéit svoje schopnosti vo velmi podobnych
podmienkach, ako ich ¢akaji na MMO. Na riesenie tloh maju styri a pol hodiny,
¢o je o pol hodiny viac ako vo vsetkych koldch nase; MO. Aj tematické zameranie
a narocnost tloh je ovela blizgia MMO ako napriklad celostatnemu kolu. Okrem tychto
dolezitych faktov, je toto stretnutie aj stretnutim v pravom slova zmysle. Sttaziaci
z dvoch historicky spatych krajin sa maji moZnost spoznat a naviazat priatelstva,
ktoré vyrazne pomahaji aklimatizacii v cudzom a dalekom prostredi MMO. Toto
stretnutie zaroven prispieva k uchovavaniu tradicie spolo¢nej ¢eskoslovenskej olympiady
a spolu so spolo¢nou tvorbou tloh je prejavom, ktorym najvyssie organy MO v oboch
republikach davaji najavo svoj zaujem o vzajomnu spolupracu. Vysledky stataze su
uvedené v tabulke.

Por. | Meno Roc¢nik, Skola 1.12.]3.|4.]5.|6.|Suc.
1. Pavel Podbrdsky 4 G tr. Kpt. Jarose, Brno LTI 75740
2. Lukas Vokiinek 3 G tr. Kpt. Jarose, Brno TLTIT| T -1 T35
3 Jan Stovitek 4 G Kladno {776 -|7]|34
4.6 Juraj Foldes 4 G J.Hronca, Bratislava LTI 7T0]7]29
4.6 Tomas Hanzl 4 G tr. Kpt. Jarose, Brno L7771 —129
4.6 Frantisek Kardos 4 G Alejova, Kosice TLT7TI0 1| T7T]T7]29
7. Peter Kozdk 3 G J.Hronca, Bratislava 61712103725
8. Martin Viscor 3 G tr. Kpt. Jarose, Brno 316 T7T|—-123
9. Kristina Cernekové |3 G Grosslingova, Bratislava |7 |2 24| - | 7] 22
10.-11. | Jan Spakula 4 G Postova, Kosice —|7|=1512|7]|21
10.-11. | Vladimir Zajac 2 G Grosslingova, Bratislava | 7|7 |- |7 |- |- 21
12. Libor Barto 4 G Hellichova 3, Praha 1 3/16(0|0|—-1]7]16

Po tspechu v minulom roéniku, ked sme boli prvykrat tspesnejsi ako druZstvo

éeskej republiky, nase druzstvo nadviazalo na tradiciu tahania za kratsi koniec. Téato
skutocnost je o to smutnejsia, ze v tradi¢nom volejbalovom stretnuti ¢eski olympionici
obhajili minuloroéné vitazstvo, aj ked prislo po ovela tuhsom boji.
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Zadania dloh 4. ¢eskoslovenského stretnutia

Uloha &.1
Nech P je vnutorny bod rovnobeinika ABCD. Dokazte, ze |[SAPB| + |[<CPD| =
= 180° prave vtedy, ked | PDC| = |4 PBC|.

(Jury MMO)
Uloha &.2
Dany je polyném P(x) stupiia n, n 2 5, s celo¢iselnymi koeficientami a s n navzajom
roznymi celoéiselnymi korenmi. Najdite vSetky celoéiselné korene polynému P(P(x)),
ak viete, Ze jeden z korehov P(z) je 0.
(Bulharsko, MO)
Uloha ¢.3
V konvexnom Sestuholniku ABCDEF plati |AB| = |BC|, |CD| = |DE| a |EF| =
= |FA|. Dokézte, Ze potom plati

BC| IDE| _|FA 3
|BE|  |DA| |FC| = 2
(Jury MMO)
Uloha ¢.4
Nech N = {1,2,3,...} ozna¢uje mnozinu prirodzenych ¢isel. Najdite vsetky funkcie

f:N—= N\ {1}, pre ktoré plati
fn)+ f(n+1)=f(n+2)- f(n+3)—168 pre kazdé n € N. (1)
(Jury MMO)
Uloha ¢.5
Oznaéme T tazisko trojuholnika ABC, v ktorom plati |[STAB| = |JACT|. Aka
najvacsiu hodnotu moze nadobudat sicet

sin |[CAT| +sin |[SCBT| ?

(Bulharsko, MO)

Uloha ¢.6
V tabore je n dievéat D1, Do, ... Dy, a2n—1 chlapcov C,Cs, ..., Cy,—1. Pritom sa
dievéa D;, 1 = 1,2,... ,n, pozna prave s chlapcami Cy,Cs, ... ,Cy;—1. Oznaéme A(n,r)

pocet vietkych moZnych sposobov vybratia r (r 2 1) parov (chlapec - dievéa) z deti
v tabore tak, aby kazdé vybrané dievéa poznalo svojho chlapca v pare. Dokazte, Ze plati

Aln,r) = (Z) (n Tr)!'

(Jury MMO)
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Riesenia dloh 4. éeskoslovenského stretnutia

Uloha 1.

V posunuti o vektor 1721 bude obrazom rovnobeznika
ABCD rovnobeznik A’B'C'D', A= D', B = C' (obr.42).

Potom je zrejme rovnost

|SAPB| + |4CPD| = 180° A=
ekvivalentna s rovnostou

IXAPB| + |4C'P'D'| = 180°,

p A

a ta je ekvivalentna s tym, Ze je stvoruholnik AP’'B
tetivovy.

Kedze PP' || CC', tak | P'PB| = | PBC/|. Potom je v8ak rovnost uhlov |[{CBP| =
= |{CDP]| ekvivalentna s rovnostou | BPP’'| = | C'D'P’'|, a té je ekvivalentna s tym,
ze je stvoruholnik AP'BP tetivovy.

Spojenim predchadzajtcich tvah je tvrdenie dokazané.

Uloha 2.
Podla zadania plati
Pla)=a-x-(x—x2) ... (x —xp),
kde a je nenulové celé ¢islo a x; st navzajom rozne celé ¢éisla rozne od nuly. Potom
P(P(z))=a-P(x) - (P(x)—a2)-...- (Plz) — ap).

Je teda zrejmé, Ze vsetky korene P(x) st aj korenmi P(P(x)). Pripustme, Ze existuje
taky koren y polynému P(P(z)), ktory je rézny od 0,xq,23,... ,2,. Potom zrejme
P(y) = x; pre nejaké i, ¢ € {2,3,... ,n}. Kedze

y — x| P(y) — P(x;) a P(x;)=0, tak y — |z

Preto x; = k(y — ;) pre vhodné celé nenulové ¢islo k.
Na druhej strane

v, =Ply)=a-y-(y—x2) ... - (y —xn), éize yla;.
Preto x; =1y pre vhodné celé ¢islo [ rozne od 0 a 1.

l
Pretoteda |-y = a; = k(y —a;) = k(y — 1 - y), &ize k = 7 Z toho vyplyva, Ze

T
[ =2. Pretoy = 517 teda x; musi byt parne. Potom
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2:a-<ﬁ—x2>-...-<ﬁ—xn>,
2 2

¢o viak pre n = 5 nie je mozné, lebo na pravej strane je siéin aspon styroch réznych

odkial dostédvame

celych ¢isel, ale ¢islo 2 sa da napisatf ako stéin maximalne troch takych éisel (napr.
2=1-(=1)-(—2)). Preto koren y rozny od 0, x2,... ,x, neexistuje.

Celodiselné korene P(P(x)) st prave vsetky korene polynému P(z).
Uloha 3.

Oznaéme |AC|=a, |[CE|=ba |EA| = ¢ (obr.43).
Z Ptolemaiovej nerovnosti pre stvoruholnik ACEF do-
stavame

|AE| - |[FC| < [AF|- |EC|+ |AC| - |EF],

¢ize (kedZe |AF| = |AC))
c-|FC| < |AF|-b+ |AF| - a.

Odtial
|F Al ¢

|FC| = a+b

v

Analogicky sa dokaze

BC| . a IDE| _ b Obr. 44
—_ = a .
BE| = b+ec DA = a+c

Teraz uz staéi dokdzat nerovnost

a b c 3
> —, 1
b+c+a—|—c+a—|—b_2 (1)
Lahkou Gpravou
a+b+ec a+b+ec a—l—b—l—cz§_|_b—l—c_l_a—l—c_l_a—l—b:97
b+ c a—+c a—+b 2 b4+ec a+ec¢ a+bd 2
1 1 1 9
b . > 2
(a+b+c) (b—l—c—l_a—l—c—l_a—l—b>_27
(a—l—b)—l—(a—l—c)—l—(b—l—c)> 3
3 = 1 1 1 7

a+b+a+c+b+c

¢o je nerovnost medzi aritmetickym a harmonickym priemerom. KedZe vietky tpravy
nerovnosti (1) boli ekvivalentné, tato nerovnost je dokdzand, a tym aj celé zadané
tvrdenie.
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Uloha 4.
Po dosadeni hodnot n =k an =k + 1 do (1) dostaneme

fk)+ fk+1) = f(k+2)- f(k+3)— 168,
Fle+1)+ f(k+2) = f(k+3)- f(k+4) —168.

Odc¢itanim druhej z tychto rovnic od prvej mame
Flke +2) = f(k) = f(k +3)(f(k +4) = f(k+2)). (2)

épeciélne aj

a dalej pre k = 2m — 1
F@2m+1) = f(2m —1) = f2m +2)(f(2m + 3) — f(2m + 1)). (3)

Kedze f(n) > 1 pre kazdé n € N, maja vsetky vyrazy f(3) — f(1), f(5) — f(3), ...,
f2m+1)— f(2m—1),... rovnaké znamienko. Ak nie je Ziaden z tychto ¢lenov nulovy,
mozeme bez ujmy na vseobecnosti predpokladat, Ze st vsetky kladné. Potom z (3)

vyplyva
FB) = f(1) = fH(F) = £3) > f(5) = f(3) > F(7) = f(5) > ...

Postupnost f(3) — f(1), f(5) — f(3),... je teda nekoneéna klesajica postupnost pri-
rodzenych (kladnych celych) éisel. To vSak nie je moZné. Preto musi byt aspon jeden
z tychto ¢lenov nulovy, a potom si vetky nulové. Tejto podmienke teda vyhovuju tie
funkcie f, pre ktoré f(2m — 1) = a, m € N, a € {2,3,...}. Podobne sa dokaze, Ze
f@2m)=b,meN be {23, ...}

Zo zadania potom dosadenim n = 1 dostavame
F()+ f(2) = f(3) - f(4) — 168, teda a+b=ab— 168.
Po jednoduchej aprave mame
(a—1)(b—1) =169 = 13°.

Mozu nastat tri pripady:
e a—1=1b—1=169, potom (a,b) = (2,170);
e a—1=13,b—1=13, potom (a,b) = (14, 14);
e a—1=169,b—1=1, potom (a,b) = (170,2).

Kazdej z tychto moznosti prisltiicha jedno riesenie tlohy
o f()=f(3)=Ff(B)=...=2, f(2) = f(4) = f(6) = ... = 170;
o () =/(2)=fB)=f4)=...=14
o F(1) = £(3) = F(5) = ... = 170, f(2) = f(4) = f(6) = ... =2
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Uloha 5.

Oznaéme S stred strany AB (obr.44) a uhly a taznice trojuholnika ABC obvyklym
sposobom. Kedze

[LACT| = [4TAB|, (1)
su trojuholniky AST a CSA podobné podla vety wu. Odtial

CS| |AS| . 3
lAs| ~ TS Y ey

Potom zo vzorca pre dEku taznice

St =1 = Zd? P
4 2 2 4
dostavame rovnost
a? + b =22, alebo sin o + sin? B=2 sin? ~. (2)

KedZe vsetky nase predchadzajtice tvahy zachovavali ekvivalenciu, tvrdenia (1) a (2)
su ekvivalentné.
Z (2) dalej dostavame

2 2 /1 1 1 3
|AT| = —t, = —\/—bz—l——cz— —a? = \/_-b.

3 3V2" T2 4 T3
. , .. . ) C
Nakolko sa obsah trojuholnika ACT rovna jednej tretine
obsahu trojuholnika ABC', plati
1 1
3 §|TA| |CA|-sin(qCAT) = §|AC| -|BC| - sin(4 ACB),
1 V3 . 1
3 3 ?b-b-s1n(<)CAT) =a- §-b-s1n7,
teda sin(qTAC) = g : %sin .
Analogicky dostaneme A S B
Obr. 45
b
sin(4CBT) = g - —siny.
a

Preto plati

sin(4TAC)+sin(4TBC) = g-sim’y-<é + ﬁ) = —-sin~y-
a
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Z (2) a kosinusovej vety dostaneme

cosy = = .

2ab 4ab

Potom

4 2 2
sin(4QTAC) + sin(¢TBC) = T\/g siny - cosy = T\/g -sin 2y < T\/g

: C : - Ay 2v3
Ak ukadzeme, Ze v tejto nerovnosti moze nastat rovnost, hladané c¢islo bude ;/_
Vzhladom na (1) a (2) staéi néjst trojuholnik, pre ktory sin2y = 1 a sin® a + sin® 3 =
= 2sin? . Zrejme v = 45°. M4 teda platif sin® o + sin? 3 = 1, éize cos? a = sin® 3, ¢o
nastéava len ked | — 8| = 90°. Stadi teda zvolit a = 112,5°, § = 22,5°, v = 45°.

2V/3

Hladané ¢islo je 7

Uloha 6.
Polahky sa presvedéime, Ze dany vzorec plati pre A(1,1), A(2,1), A(2,2) a A(n,1)

(A(n,1):1+3+5+...+2n—1:n2: (Z‘)ﬁ)

Nech teraz n = 3 a 2 < r < n. Vyberajme r parov, ktoré vyhovujt poZiadavkam

ulohy.

e Ak medzi nimi nemé byt dievéa D,, tak zrejme r < n — 1 a vietkych takychto
moznosti je prave A(n — 1,r).

e Ak medzi nimi ma byt dievéa D,, tak si zvysSnych r — 1 dievéat moze vybrat
partnerov A(n — 1,7 — 1) sposobmi. Dievéa D, si potom moze vybrat chlapca
spomedzi zvysnych 2n — r chlapcov. Preto je vSsetkych moZnosti v tomto pripade
(2n—r)-An —1,r —1).

KedZe ind moZnost nastat nemoze, dostavame rekurentny vztah
An,r) =An—1,r)+2n—r)- A(n —1,r = 1) (1)
prer=23,...,n—1a
An,n)=n-An—1,n—-1). (2)

KedZe sme na zaciatku tvrdenie dokazali pre A(1,1), A(2,1), A(2,2) a A(n,1),
hodnota A(n,r) je pomocou (1) a (2) jednoznacéne definovana. Staéi ukazat, ze A(n,r) =

!
—("). L, ¢o sa lahko dokaze indukciou podla n a r.
r) (n—r)!



39. Medzinarodna matematicka olympiada

39. ro¢nik medzinarodnej matematickej olympiady sa uskutocnil v dnoch 13. az 21.
jula 1998 v Taipei na Taiwane.

Medzinarodné matematickd olympiada (MMO) je stitazou jednotlivecov. Kazda za-
castnena krajina na nu vysiela reprezentacné druzstvo zloZené najviac zo Siestich st-
taziacich, sprevadzané dvoma vedacimi. Slovenské druzstvo tento rok tvorili Kristina
Cernekovd z 3.roénika Gymnazia Grosslingova v Bratislave, Juraj Foldes zo 4.roc¢nika
Gymnazia J.Hronca v Bratislave, Frantisek Kardos zo 4.roc¢nika Gymnazia Alejova
v Kosiciach, Peter Kozdk z 3.roénika Gymnazia J.Hronca v Bratislave, Jan gpakula
zo 4.ro¢nika Gymnazia Postova v Kosiciach a Viadimir Zajac z 2.roénika Gymnazia
Grosslingova v Bratislave. Veducim delegacie a odbornym veducim bol RNDr. Pa-
vol éernek, CSe. a pedagogickym vedtcim doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., obaja
z MFF UK v Bratislave.

Pravidla stitaze st velmi podobné pravidlam nasho celostatneho kola. Sttazi sa dva
dni, studenti dostant kazdy den 3 tlohy v ich rodnom jazyku, na ktorych vyriesenie
maju 4,5 hodiny. Po skonceni sttaze rieSenia prezru veduci prislusnej krajiny a svoj
navrh hodnotenia podla vopred pripravenych bodovacich schém obhajuji pred ko-
ordinatormi. Za spravne vyriesent ulohu moze sttaziaci ziskat maximalne 7 bodov.
Vysledky slovenského druZstva uvadza nasledujica tabulka:

Meno 112134 ]| 5] 6| sucet | cena
Kristina Cernekova 0O(o0o|1{0|0]|O0 1 —
Juraj Foldes 21012171310 14 3.
Frantisek Kardos 207771710 30 2.
Peter Kozak 4 1010|7310 14 3.
Jén Spakula 5002700 14 3.
Vladimir Zajac o710 71|0 15 3.

Na 39. ro¢éniku MMO sa ztcastnilo spolu 419 sttaziacich zo 72 statov celého sveta. Aj
ked je MMO oficialne individualnou stitazou najlepsich matematickych talentov z celého
sveta, s obrovskym zaujmom sa sleduje aj umiestnenie jednotlivych krajin. Druzstvo
Slovenska skoné¢ilo v neoficidlnom poradi krajin tentokrat na 33.—34. mieste, takmer
najhorsie v historiit MMO. Je pravdepodobne slabou titechou, Ze sme oproti predoslému
roéniku v Argentine predsa len o ¢osi stupli. Napriek tomu sa piati zo sttaziacich vratili
z MMO s medailou, pricom Frantiska Kardosa delil od zisku zlate] jediny bod.

Tim éeskej republiky, ktory uz minuly rok jasne ukazal svoje dalsie smerovanie (18.),
a nad ktorym sa nam tentokrat nepodarilo zvitazit ani v tradi¢nom medzistatnom
stretnuti, podal opat velmi dobry vykon a skoné¢il na 15. mieste s troma striebornymi
a troma bronzovymi medailami.
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Najuspesnejsie bolo druZstvo Iranu, poradie dalsich krajin je uvedené v tabulke.

1. Iran 211 12. Juzna Korea 154
2. Bulharsko 195 13. Australia 146
3. Madarsko 186 14. Japonsko 139

USA 186 15. Ceskd Republika 135
5. Taiwan 184 16. Nemecko 129
6. Rusko 175 17. Turecko 122
7. India 174 Velké Britania 122
8. Vietnam 168 19. Bielorusko 118
9. Ukrajina 187 20. Kanada 113
10. Juhoslavia 156 21. Polsko 112
11. Rumunsko 155 33. Slovensko 88

Spolu bolo udelenych 37 prvych, 66 druhych a 102 tretich cien. Plny poéet bodov (42)
ziskal tento rok len jeden sttaziaci — Omid Amini z Iranu. Po jednom bode stratili jeden
sutaziaci z domaceho Taiwanu a jeden Ukrajinec.

39. roénik MMO prebiehal v priestoroch Taiwanskej narodnej univerzity a tesil sa vel-
kej pozornosti médii, taiwanskych vladnych i vedeckych kruhov, vyznamnych svetovych
firlem. Slavnostné otvorenie i zavereény ceremonial s odovzdavanim medaili vitazom
prebehli za pritomnosti najvyssich predstavitelov spominanych institicii a boli spojené
s hodnotnym kultirno—umeleckym programom. Olympionikom boli vytvorené dobré
podmienky na sttaz aj napriek nezvyéajnej klime ostrova zahfhajicej mimoriadne
vysoké teploty 36°-41° a nadstandardnt vlhkost vzduchu 89%-95%. Sttaziaci prezili
bez wymy 1 zemetrasenie, ktorého sila v epicentre bola 6,2 stupna Richterovej stupnice.
Na exotickosti tohoto faktu zrejme neubera ani ich vlastné tvrdenie, Ze v hoteli, kde
boli ubytovani, bolo zemetrasenie takmer nezaznamenatelné. O nieo narocénejsie uz
bolo vyrovnat sa za takychto podmienok s dvojdiovym blidenim batoziny nasho timu
po medzinarodnych letiskach.

Organizatori sa usilovali oboznamit sttaziacich s prirodnymi krasami, kultGrnymi
a historickymi pamiatkami Taiwanu. Tak nebolo problémom navstivit narodny park,
ale ani vyskusat si boj nervov a zaludka s jedlom, ktoré na ¢loveka z taniera pozera
sposobom ,kto z koho*, alebo byt jednym z tych navstevnikov baseballového zapasu,
ktori musia odist tesne pred jeho skoncenim odstdeni nikdy sa nedozvediet, kto vlastne
zvitazil. Vdaka skvelej sprievodkyni slovenského druZstva dostali nasi sitaziaci prile-
zitost okuipat sa v Tichom oceane, ¢i zajst do mesta pokochat sa dopravnym ruchom
v uliciach Taipei, ktorého dominantou je nedohladno malych motoriek pohybujicich sa
bez naznaku existencie akychkolvek pravidiel cestnej premavky. Spomedzi sportovych
aktivit tcastnikov MMO nasmu timu najviac utkvel v pamati noény volejbal, pocas
ktorého bravirny smec¢ Peta Kozdka neminul absolitneho vitaza olympiady Omida
Amini z [ranu.

Olympiada bola aj tento rok velmi tispesna, organizatori odviedli obrovsky kus prace.
Pred organizatorov nasledujicich roénikov postavili vysokt latku. Buduci, jubilejny
40.roénik MMO usporiada Rumunsko, tie nasledujice potom Juzna Korea, USA,
Japonsko a Filipiny.
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Vysledky medzinarodnej matematickej olympiady
Krajina Poé. ziakov |Body | l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
Argentina 6 97 1 0 2 29.
Arménsko 6 100 0 2 2 26.-27.
Australia 6 146 0 4 2 13.
Azerbajdzan 5 41 0 0 1 54.
Bielorusko 6 118 0 1 4 19.
Belgicko 6 71 0 1 1 39.
Bosna a Hercegovina 6 88 0 1 2 33.-34.
Brazilia 6 91 1 0 1 30.-31.
Bulharsko 6 195 3 3 0 2.
Cyprus 4 39 0 0 1 56.
Ceské republika 6 135 0 3 3 15.
Dansko 6 21 0 0 0 66.
Estonsko 6 63 0 1 1 43.
Filipiny 4 11 0 0 0 70.-71.
Finsko 6 30 0 0 0 63.
Francazsko 6 100 1 0 2 26.-27.
Grécko 6 90 0 2 1 32.
Gruzinsko 6 78 0 0 3 36.
Holandsko 6 62 0 1 0 44.-45.
Hong Kong 6 102 0 1 3 25.
Chorvatsko 6 110 0 0 5 22.-23.
India 6 174 3 3 0 7.
Indonézia 5 16 0 0 0 68.
Iran 6 211 5 1 0 1.
Island 6 42 0 0 0 52.-53.
Izrael 6 104 0 0 5 24,
Irsko 6 36 0 0 1 58.-60.
Japonsko 6 139 1 1 3 14.
Juhoslavia 6 156 0 5 0 10.
JuZna Afrika 6 98 0 1 2 28.
JuZna Korea 6 154 2 2 2 12.
Kanada 6 113 1 1 2 20.
Kazachstan 6 81 0 0 2 35.
Kirgistan 5) 14 0 0 0 69.
Kolumbia 6 66 1 0 0 41.
Kuba 1 19 0 0 1 67.
Kuvajt 3 0 0 0 0 76.
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Krajina Poé. Ziakov |Body |l.cena |2.cena |3.cena |Poradie
Litva 6 74 0 1 3 37.
Lotyssko 6 40 0 0 1 55.
Luxembursko 2 25 0 0 1 65.
Macao 5 29 0 0 0 64.
Macedonsko 6 69 0 0 1 40.
Madarsko 6 186 | 4 2 0 3.-4.
Malajzia 6 32 0 0 0 62.
Maroko 6 42 0 0 0 52.-53.
Mexiko 6 62 0 1 0 44.-45.
Moldavsko 2 45 0 1 1 50.
Mongolsko 6 91 0 2 2 30.-31.
Nemecko 6 129 0 3 2 16.
Novy Zéland 6 50 0 0 2 49.
Norsko 6 33 0 0 3 61.
Paraguay 5) 6 0 0 0 72.-73.
Peru 3 60 0 2 0 46.
Polsko 6 112 1 1 1 21.
Portugalsko 6 6 0 0 0 72.-73.
Raktsko 6 57 0 0 1 48.
Rumunsko 6 155 3 0 2 11.
Rusko 6 175 2 3 1 6.
Singaptr 6 110 0 1 3 22.-23.
Slovensko 6 88 0 1 4 33.-34.
Slovinsko 6 44 0 0 1 51.
Spanielsko 6 36 | 0 0 1 58.-60.
Sri Lanka 1 5 0 0 0 74.
Svajéiarsko 5 37| 0 0 0 57.
Svédsko 6 58 0 0 2 47.
Taliansko 6 72 0 0 3 38.
Thajsko 6 65 0 0 2 42,
Taiwan 6 184 3 2 1 5.
Trinidad a Tobago 6 36 0 0 1 58.-60.
Turecko 6 122 0 2 4 17.-18.
Ukrajina 6 166 1 3 2 9.
Uruguay 6 11 0 0 0 71.
USA 6 186 3 3 0 —4.
Velké Britania 6 1221 0 1 4 17.-18.
Venezuela 2 1 0 0 0 75.
Vietnam 6 168 1 3 2 8.
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Zadania 1lloh MMO

V zatvorke za tlohou je uvedena krajina,
ktora tlohu navrhla.

1. V konvexnom stvoruholniku ABCD st uhlopriecky AC' a BD na seba kolmé a pro-
tilahlé strany AB a DC roznobe’né. Predpokladajme, Ze bod P, v ktorom sa pretinaji
osi stran AB a CD, lezi vo vnutri ABCD. Dokazte, ze stvoruholnik ABCD je tetivovy
prave vtedy, ked trojuholniky ABP a CDP maji rovnaky obsah.

(Luxembursko)

2. Na satazi je a sttaZziacich a b rozhodcov, kde b = 3 je neparne celé ¢islo. Kazdy
rozhodca ohodnoti kazdého stutaziaceho znamkou ,dobre* alebo ,zle“. Nech k je také
¢islo, pre ktoré sa hodnotenie dvoch rozhodcov zhoduje nanajvys pre k sttaziacich.
Dokazte, ze

b—1

2b

Q| &
v

(India)

3. Pre lubovolné prirodzené éislo n oznaéme d(n) pocet vSetkych kladnych delitelov
¢isla n (vratane 1 a n). Uréte vietky prirodzené ¢éisla k také, Ze

pre vhodné n.

(Bielorusko)

4. Uréte vietky dvojice (a,b) kladnych celych é&isel takych, ze &slo ab® + b+ 7 deli
¢islo a?b + a + b.

(Velké Britania)

5. Ozna¢me [ stred kruznice vpisane] trojuholniku ABC', ktora sa dotyka jeho stran

BC, CA a AB postupne v bodoch K, L a M. Priamka, ktora prechadza vrcholom B

a je rovnobezna s MK, pretina priamky LM a LK postupne v bodoch R a S. Dokazte,
ze uhol RIS je ostry.

6. Uvazujme vsetky funkcie z mnoziny N vsetkych prirodzenych ¢isel do seba, ktoré
sphaji rovnost

F(t £(s)) = s(f(1))*

pre vsetky s a t z N. Uréte najmensiu moznti hodnotu f(1998).

(Bulharsko)
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Riesenia uloh MMO

Uloha 1. Prvd implikacia podla Frantiska Kardosa.

Najprv dokazeme jednu implikiaciu: ak je ABCD tetivovy stvoruholnik, tak plati
SaAaBp = Sacpp-

Nech stvoruholnik ABCD vyhovuje vSetkym podmienkam v zadani. Strany AB a CD
st nerovnobezné tetivy kruznice opisanej stvoruholniku ABCD, a preto sa pretinaju
v jej strede. Bod P je preto stred kruznice opisanej stvoruholniku ABCD. Jej polomer
oznac¢me r. Ak teraz oznaéime « velkost uhla CAD, tak |[{BAD| = 90° — a. Z vety
o obvodovom a stredovom uhle pre tetivy AB a CD potom plati |{DPC| = 2«
a |{ BPA| = 180° — 2a. Pre obsahy trojuholnikov ABP a CDP plati

Saapp = = - |PA| - |PB|-sin(180° — 2a) = = - r? - sin2a,

.r? . sin2a .

N = N~
N = N~

Sacpp = = - |PC|-|PD|-sin2«a =

Vidime, ze Saapp = Sacpp, ¢o sme cheeli dokazat.

Iné riesenie. Podla Martina Viscora, Brno.

Oznacme M priesecnik uhloprieéok daného stvoruholnika ABCD, Sy a S, stredy
jeho stran AB a CD a e; velkost mensieho z oboch ostrych uhlov v pravouhlom

Obr. 46

trojuholniku ABM (na obr.45 je to velkost uhla BAM). V trojuholniku ABM potom
plati |51A| = |51_Z\4|7 |451MA| = |451AM| = &1, a tiez

|LPSy M| = 180° — 221 — 90° = 90° — 2¢;. (1)
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Podobne, ak ozna¢ime ey velkost uhla CDM, bude v pravouhlom trojuholniku CDM
platlt’ |52D| = |52_Z\4|7 |KSQDM| = |KSQMD| = &2, a tiez
|{PSyM| = 180° — 2e5 — 90° = 90° — 2e,. (2)
Zaroven jednoduchy vypocet dava
|451M52| = 900 + &1 4 9.
|451P52| = 3600 — (900 — 251) — (900 — 252) — (900 +e1 + 52) =
= 900 —|— &1 —|— Eo = |451M52|

Ak je stvoruholnik ABCD tetivovy, vyplyva z rovnosti obvodovych uhlov BAC
a BDC rovnost ¢; = 9, preto
|£S1 M Sy |+ |£PSyM| = 180°,
|£SaPS |+ |£PS{ M| = 180°,

stvoruholnik PS1M S, je tiez rovnobeznik a pre obsahy trojuholnikov BAP, CDP
dostavame

1 1
SaaBp = §|AB||51P| = |S1M||S1P| = |S2P||S: M| = §|CD||52P| = SacDp.

Predpokladajme naopak, ze Saapp = Sacpp. To vsak znamend, ze

|51 P| _ |52 C| _ |So M|
|52 P| |51 A| |S1 M|’
odkial vdaka rovnosti uhlov |£S1M S| = |£S53PS1| vidime, Ze trojuholniky S1M S,
a S2PS; st podobné. Pretoze ale obidva trojuholniky maji spoloéni stranu 5.5,

st dokonca zhodné, a S1MS3P je tiez rovnobeznik. Teda |{PS1M| = |AMS,P|, ¢o
podla (1) a (2) znamena, Ze aj ¢; = e2, teda Stvoruholnik ABCD je tetivovy.

Uloha 2. Riesenie podla Frantiska Kardosa.

Zvolme pevne jedného so sttfaziacich a vdimnime si, ako ho hodnotili jednotlivi
rozhodcovia. Pocet b rozhodcov je neparny, preto mozno bez ujmy na vseobecnosti
predpokladat, Ze daného sitaziaceho hodnotilo jednym sposobom (,,dobre* alebo ,,zle*)

bt b1
+ _

+ h rozhodcov a druhym sposobom (druhd moznost) prave

prave

rozhodcov, kde h je nezdporné celé ¢islo. KedZe zhoda nastala prave v tych dvojiciach
rozhodcov, ktoré hodnotili rovnakym sposobom, celkovy pocet dvojic rozhodcov, ktoré
sa zhodli na tomto sttaziacom je rovny

By AR (R (R ahon) (o) (o he)
(4 () - e enen Loy
:(b_l)z+h(h—1)g(b_1)2
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(b—1)°

Teda na jednom stutaziacom sa urcite zhodlo aspon dvojic rozhodcov.

KedZe toto tvrdenie plati pre kazdého sttaziaceho, na a sttaziacich sa zhodlo aspon

(b— 1)’

a - ——— dvojic rozhodcov, pricom kazda dvojica rozhodcov je zapocitana tolkokrat,

4
b(b — 1)

kolkokrat sa zhodla v hodnoteni stitaziacich. Dvojic rozhodcov je prave , preto

z Dirichletovho principu vyplyva, ze sa jedna dvojica rozhodcov zhodla v hodnoteni
aspon

(b—12  bb—-1) alb—1)
T ' 2 2
b—1
stutaziacich. Preto zrejme k 2> %, ¢o je ekvivalentné s nerovnostou
k > b—1
a— 2b

Rovnost nastava prave vtedy, ked sa kazda dvojica rozhodcov zhodne v hodnoteni prave
(b—1) a(b—1)
2 2b

sutaziacich a zaroven je celé ¢islo.
~. N v N = v v
Uloha 3. Riesenie podla Tomasa Hanzla, Brno.

Pre prirodzené ¢éislo n s kanonickym rozkladom na prvoéinitele n = pi* -p52-...-pSm

plati
dn)= (a1 +1)(az+1)-...- (am+1).

Zrejme potom

dn?) = (2a1 + 1)(200 + 1) - ... - (20, + 1),
201 +1 2a+1 20, +1
S art+l az+l T ap 4l

Hladame preto vietky prirodzené ¢isla k, ktoré sa daji zapisat ako sti¢in zlomkov tvaru

25+ 1

S

(nie nutne roznych), kde s je prirodzené ¢islo.

Dokazeme indukciou, Ze popisany sucéin zlomkov existuje pre kazdé neparne ¢islo k.
Pre k =1 sta¢i vziat n = 1, pre £ = 3 vyhovuje stéin
2:241 2-4+41
241 441

Teraz predpokladajme, Ze k = 5 je neparne a Ze pozadovany stéin zlomkov existuje
pre kazdé nepérne éislo k' < k — 2. Nech 2% je najvy$sia mocnina éisla 2, ktord deli
¢islo k + 1, takZe plati k = 2°L — 1, kde L je neparne a k = 3, takze L < k. PoloZme

a; =329 -2 preje{l,2,...,s—1} a a,=3"'L-1
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Cisla aj st definované tak, ze k = (201 + 1),

1
ozj—|—1:§(20zj_|_1—|—1) prej€{1,2,... ,s—2} a a1 =2a,+1,

teda menovatel a éitatel susednych zlomkov sa takmer vykratia (okrem faktora 3)
a ostant len ¢itatel prvého a menovatel posledného zlomku. Preto plati

(201 +1) (2a3+1) (205 + 1) a1 k

2
(a1 +1)  (az4+1) " (as+1) (o + 1) L7

odkial dostédvame

(201 + 1) ‘ (202 + 1) (205 + 1) ‘
(a1 +1) (az4+1) " (as+1)

k=

PoZzadovany sucin zlomkov pre ¢islo L viak podla indukéného predpokladu existuje
(lebo L < k); ak ho dosadime do poslednej rovnosti, dostaneme hladané vyjadrenie pre
¢islo k, ¢im je zadané tvrdenie dokazané.

Uloha 4. Riesenie podla Jana Spakulu.

Pre hladanti dvojicu &sel (a,b) &slo ab® + b+ 7 samozrejme deli samo seba a zdroven
ma delit ¢islo a?b 4 a + b. Preto zrejme deli aj akiikolvek ich linearnu kombinaciu, teda
aj

a(abz—l—b+7)—b(azb—|—a—|—b):7a—bz.

Cislo ab? +b+7 je zrejme kladné a preto, ak je 7a—b* zaporné, tak musi delit kladné
¢islo b* — Ta. To viak nie je moné, pretoze

bV —Ta<b <b®+b+7<ab® +b+7,

.....

Ak je ¢islo Ta — b? kladné, tak existuje prirodzené éislo [ pre ktoré plati
l-(abz—l—b—|—7):7a—bz.
Po vyjadreni a z tejto rovnice dostavame

D HI(b4T)
T

KedZe a je prirodzené ¢islo, musi byt ¢islo 7 — [b? kladné. To je viak zjavne mozné len
pre malé hodnoty [ a b.
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148l
Pre b = 1 dostavame a = 7+l a po vyskusani pripustnych hodnot [ €
€ {1,2,3,4,5,6} dostavame rieSenia (/,a) = (4,11),(6,49), ktoré veda k skutoénym
rieSeniam danej ulohy (a,b) = (11,1),(49,1).
, 9 +4 T T .
Pre b = 2 dostavame a = — @ vysktsanim jedinej pripustnej hodnoty [ = 1

zistime, ze takéto rieSenie neexistuje.
Pre b > 3 uz plati 7 — [b* < 0.

Napokon, ak je ¢islo 7a — b? rovné nule, plati b2 = 7a a ¢islo b musi byt delitelné
siedmimi. Mozno ho teda zapisat v tvare b = 7k, pre k prirodzené ¢islo. Potom ale
zo vztahu Ta — b = 0 dostdvame a = Tk?. Pre tito dvojicu (a,b) plati

b+ a+b=Tk + TR + Tk =k (TP 4+ Tk +7) =k (ab® + b+ 7),
teda kazda dvojica (7k?,7k) je riesenim tlohy.

Uloha mé4 nekone¢ne vela riegent (a,b) = (11,1),(49,1) a (7k?,7k) pre kazdé priro-
dzené ¢islo k.

Uloha 5.

Najprv si v8imnime, ze stvoruholnik BKIM je simerny podla osi BI (je to deltoid),
takZze Usecka BI je kolmé na MI, a teda aj na RS (obr.46). Teda IB je vyska

R R B S
Obr. 47 Obr. 48

.....
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pravouhlom trojuholniku RST (obr. 47), pre ktort podla Euklidovej vety plati |BT|* =
= |BR||BS]|.

Uréme uhly v trojuholniku RBM. Zrejme je |{RBM| = 90° — %[3 a |[{RMB| =
= |{AML| = 90° — o. Pre zvyiny uhol vychddza |[{MRB| = 180° — (90° — 23) —
—(90° — %oz) = 90° — %’y. Analogicky dostaneme pre uhly v trojuholniku BS K rovnosti
|£SBK| = 90° — 13, |[{BKS| = 90° — 1~, |[{BSK| = 90° — a, takze trojuholniky
BSK a BMR st podobné. Odtial vychadza

IBR| _ |BK]|
\BM| — |BS|’

teda |BR||BS|= |BK||BM| = |BK|*.

7 pravouhlého trojuholnika IBIK vidime, %e naozaj plati

|BI|* > |BK|* = |BR||BS| = |BT?,
&ize uhol RIS je ostry.
Uloha 6.

Oznaéme f(1) = ¢. Zo zadania vyplyva
f(tPe) = f(t*- f(1)) = 1- f(t) = F(1),
pre kazdé prirodzené &slo ¢. Potom tiex
() = f(17 - f(HPe)) = €7
a  f(o*) = fo? - F(F2(1) = F) P (v). (1)

Dosadme do poslednej identity namiesto dvojice (v,t) dvojicu (1,vt), dostaneme

ft?e) = f2A(1) f2 (vt) = ¢ f2(vt). (2)
Zo spojenia (1) a (2) potom vyplyva

Pt = PO 0), teda  cf(vt) = f(1)f(v). (3)

Teraz dokazeme, ze funkcia f je prosta. Nech pre nejaké dve prirodzené ¢isla sy, s9
plati f(s1) = f(s2). Potom zo zadania pre kazdé prirodzené ¢islo ¢ dostaneme

s2f*(t) = f(t* f(s2)) = F(E f(s1)) = s1 f7 (1),
z ¢oho okamZite vyplyva s; = ss.

Nech dalej ¢ = p{™* -...-pp* je kanonicky rozklad ¢isla c. Dokazeme, Ze kazdy z ¢lenov
pit, 1 =1,2,... k, deli hodnotu f(n) pre kazdé prirodzené ¢islo n. Tvrdenie dokdZeme
indukciou podla m = a;.
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Pre m = 1 tvrdenie plati, pretoze z (3) vyplyva cf(n?) = f*(n) pre kazdé n, teda
ak ple, potom p|f(n).

Nech tvrdenie plati pre m, m = 1 a nech p™*!|c. Potom podla indukéného predpo-
kladu p™|f(n) pre kazdé n. Z (3) dostévame cf(n?) = f?(n), teda lava strana rovnice je
delitelné aspon ¢lenom p™T1p™ . a preto nim musi byt delitelna aj prava strana. Teda

zrejme p™ 1| f(n), éo sme cheeli dokdzat.

Preto zrejme ¢ deli vetky hodnoty f(n). Zavedme preto funkciu g ako f(n) = ¢-
- g(n) pre kazdé prirodzené ¢islo n. Potom zrejme funkcia ¢ zdedi mnozstvo vlastnosti
funkcie f, napriklad bude prostd a vztah (3) prejde do podoby

glab) = g(a)g(b). (4)

Zo vztahu (3) vyplyva (Stvornasobnym aplikovanim)

F(1998) = ™ - f(2)f*(3)£(37) = cg(2)g°(3)g(37) . (3)

Vzhladom na prostost funkcie g, hodnoty ¢(2), ¢(3) a ¢(37) predstavuji rozne priro-
£(1998) by na zdklade (5) mohla byt 1-3-2% -4 (najmensiu moznt hodnotu funkcie ¢
zrejme priradime ¢éislu 3). Predpokladajme preto, Ze ¢(3) = 2 a hodnotu tri priradme
bez ujmy na vseobecnosti ¢islu 2, teda ¢(2) = 3 (mohli sme tiez poloZit ¢(37) = 3,
dalsi postup by bol rovnaky). Aviak vzhladom na (4) plati g(n?) = ¢g*(n), a teda ak
g9(3) =2, tak aj ¢(9) = 4 a ¢(37) nemoze byt 4. Teda ¢(37) = 5. Preto

f(1998) 2 1-3-2%.5 =120,

Tato hodnota sa nadobtida napriklad pre funkciu h:

h(1)=1, h(2)=3, h(3)=2, h(5)=37, h(37)=5,
h(p) =p pre ostatné prvoéisla p,
a h(pi"-...-p*)=h"(p1)-... - K% (pi)pre zlozené &isla.

Sktuska pre tuto funkciu sa vykona jednoducho.



Zadania sufaznych aloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Na vecierku sa zislo niekolko hosti. Vieme, ktori z nich sa vzajomne poznaji a ktori
nie. Vztah ,poznat sa“ uvazujeme zasadne ako symetricky, t.j. pre Tubovolna dvojicu
Iudi plati, ze bud sa navzajom poznaji, alebo ani jeden z dvojice nepozna toho druhého.
Hostitel chce usadit kazdého hosta bud v hale, alebo v obyvacej izbe. Navrhnite algo-
ritmus, ktory urdi, kolkymi sposobmi moze hostitel rozmiestnit svojich hosti do oboch
miestnosti tak, aby sa v rameci kazdej miestnosti vietci navzajom poznali.

Vstupom algoritmu (programu) je pocet hosti N (N < 100) a dalej zoznam tych
dvojic hosti, ktori sa spolu poznaji. Pre jednoduchsie zadavanie vstupnych dat oznacime
jednotlivych hosti celymi ¢islamiod 1 po N, takze na vstupe bude zadany zoznam dvojic
¢isel. Vysledkom bude jediné ¢islo udavajtice pocet moznych rozdeleni hosti.

Priklad

Ak je N =4 a poznaji sa len dvojice (1,2) a (3,4), mé hostitel dve moznosti: bud usadi
hosti 1 a 2 do haly a hosti 3 a 4 do obyvacej izby, alebo naopak, hostia 1 a 2 budu
sediet v obyvacej izbe a hostia 3 a 4 v hale. Vysledkom bude teda ¢islo 2.

P-1-2

Vyrobca ponuka N kusov vyrobkov znamych hmotnosti. Zakaznik k nemu prisiel pre
tovar s nakladnym autom danej nosnosti . Hmotnosti vsetkych vyrobkov aj nosnost
auta s zadané v kilogramoch a st celo¢iselné. Zakaznik chce na auto nalozit vyrobky
tak, aby bola nosnost auta plne vyuzita. Napiste program, ktory zisti, ¢i je to mozné.
Program musi pracovat dostatoc¢ne rychlo, a byt teda realne pouZitelny aj pre velké pocty
pontkanych vyrobkov (radovo stovky).

Program bude ¢itat vstupné data z textového siboru NAKLAD.IN. Na prvom riadku
stiboru je uvedené jedno kladné celé ¢islo C' predstavujice nosnost auta (C' < 10000).
Druhy riadok obsahuje jediné kladné celé ¢islo N urcujice pocet pontkanych vyrobkov
(N <1000). Nasledujice riadky siboru NAKLAD. IN obsahuji N kladnych celych ¢isel —
hmotnosti jednotlivych vyrobkov (mensie ako 10000).

Do vystupného stiboru NAKLAD.QUT program zapise jediny riadok s vysledkom vy-
poctu. Vysledkom bude slovo ANO, pokial je mozné vybrat z ponuky tak( skupinu vyrob-
kov, aby bol suicet ich hmotnosti rovny presne . V opa¢nom pripade program napise do
vystupného siboru slovo NIE.
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Priklad

NAKLAD.IN NAKLAD.OUT
1000 ANO

5

300

800

100

550

100

Vysledkom je odpoved ANO, lebo auto s nosnostou 1000 kg presne zaplnime, pokial nalo-
zime vyrobok s hmotnostou 800kg a obidva pontkané vyrobky s hmotnostou 100 kg.

P-1-3

Na poc¢itaci mame nainstalovany operacny systém MO-P-Windows pracujici v grafickom
rozliseni 300 x 200 bodov. Momentalne mame spustenych niekolko aplikacii a na obra-
zovke je zobrazenych N ich okien. Kazdé okno je obdlznikové (prip. Stvorcové), pozname
presné umiestnenie a velkost jednotlivych okien. Okna sa moZu na obrazovke ¢iastocne
alebo uplne prekryvat.

Chceme spustit dalsiu aplikaciu, ktora potrebuje zobrazit jedno nové okno. Pozname
velkost nového okna a pozadujeme, aby na obrazovke nezakrylo ani ¢ast ziadneho z okien,
ktoré st tam uz zobrazené. Napiste program, ktory pre nové okno najde vhodné umies-
tenie na obrazovke, alebo pripadne oznami, Ze dostato¢ne velké volné miesto neexistuje.

Program ¢ita vstupné data z textového suboru O0KNA.IN. Na prvom riadku stboru
je zadany pocet uZ zobrazenych okien N. Nasleduje N riadkov $pecifikujicich velkost
a umiestenie jednotlivych okien. Pre kazdé z okien st zadané styri celé ¢isla x1, y1, 22, ¥2
predstavujice stradnice bodu na obrazovke [xy,y1], ktory urc¢uje Tavy horny roh okna,
a bodu [z3,ys], v ktorom leZi pravy dolny roh okna. Stradnice bodov na obrazovke sa
zadéavaju tak, Ze bod v Tavom hornom rohu celej obrazovky mé stradnice [0,0] a bod
v pravom dolnom rohu mé saradnice [299,199]. Prva stradnica nejakého bodu na obra-
zovke znamend vodorovni vzdialenost tohoto bodu od lavého okraja obrazovky, druha
suradnica urcuje zvislt vzdialenost bodu od horného okraja obrazovky. Posledny riadok
vstupného sitboru OKNA.IN obsahuje dve celé ¢isla urcujice velkost novoumiestiiované-
ho okna (najprv Sirka, potom vyska okna). Obidva rozmery nového okna st vyjadrené
poctom bodov v pouzivanom grafickom zobrazeni.

Vysledok vypoctu program zapise na jeden riadok do vystupného textového stboru
OKNA . 0UT. Vysledkom bude bud dvojica ¢isel, ktora znamend stradnice lavého horného
rohu najdeného pripustného umiestenia pre nové okno (Iubovolného jedného umiestenia,
ak je viac mozZnosti), alebo slovo NEMOZNO, pokial takéto okno nemoZno na obrazovku
umiestit. Poziadavka, aby sa nové okno neprekryvalo so Ziadnym z ostatnych okien
znamena, ze ziaden hrani¢ny ani vnatorny bod nového okna nesmie lezat v inom okne
ani na jeho hranici.



94 47. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Priklad

OKNA.IN OKNA.OUT
2 41 31

10 10 280 30

20 20 40 180

30 160

Uloha popisana uvedenym vstupnym suborom ma viacero rieseni, vyhovuji napriklad
tiez dvojice stradnic Tavého horného rohu nového okna [60,35] alebo [270,40]. Naopak
nevyhovuje umiestenie [60, 30], lebo horna hranica nového okna by sa prekryvala s dolnou
hranicou prvého z uvedenych okien. Nevyhovuje ani umiestenie [270,41], lebo dolna
hranica nového okna by sa o jeden bod nevosla na obrazovku.

P-1—-4
Kombinaéné siete

Abeceda je koneéna neprazdna mnozina symbolov, s ktorymi kombinac¢na siet pracuje.
Obsahuje vzdy $pecidlny symbol ) (prazdny symbol).

Zakladnym stavebnym prvkom kombinaénych sieti s kombinacné hradld (dalej len
hradld). Kazdé z nich mé& dva vstupy a jeden vystup a je jednoznaéne urcené svojou
prechodovou funkeiou. Ta kazdej kombinacii moznych hodnot na vstupoch hradla (¢o
st niektoré zo symbolov abecedy) jednoznacne priraduje hodnotu na vystupe — tiez
niektory zo symbolov abecedy. Symbol () funkcia vrati prave vtedy, ked aspont jeden zo
vstupnych symbolov je (.

Kombinacna siet sa sklada zo vstupov [y az [,,, vystupov Oy az O,, a hradiel H, az Hy.
Kazdy zo vstupov hradla H; je priamo pripojeny na niektory zo vstupov siete I; alebo
na vystup nejakého hradla H;, j < i (v sieti teda nemo6zu vzniknut cykly), pripadne
nan moze byt trvalo pripojeny lubovolny zo symbolov abecedy (konstanta). Rovnakym
sposobom st pripojené aj vystupy siete.

Vypocet kombinacnej siete prebieha v taktoch. V nultom takte s na vsetkych vstu-
poch siete vstupné data a na vystupoch vsetkych hradiel symboly (. V kazdom dalsom
takte sa nastavia vystupy vSetkych hradiel podla toho, aké hodnoty boli na ich vstupoch
v takte predchadzajicom. Tymto sposobom sa pokracuje tak dlho, kym je aspon na jed-
nom z vystupov siete symbol ). Potom sa vypodet siete zastavi a jej vystupy obsahujt
vysledok vypoctu.

Podla toho, ako prebieha vypocet, je mozné siet rozdelit do hladin. Do i-tej hladiny
zaradime tie hradla, ktoré v i-tom takte maji na svojom vystupe platni hodnotu (teda
iny symbol abecedy ako @) a v predchadzajicom kroku este tito podmienku nesplnali.
Vypocet teda bude prebiehat prave tolko taktov, kolko ma siet hladin.

Navrhnat kombina¢nt siet rieSiacu dant tlohu znamena zvolit abecedu, popisat pre-
chodové funkcie vietkych pouzitych hradiel (napriklad tabulkou) a uréit prepojenie siete
(t.j. vzajomné prepojenie hradiel, vstupov a vystupov). Pri navrhu siete sa snazime
dosiahnut ¢o najrychlejsi vypocet, to znamena minimalizovat pocet hladin siete.
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Kombinac¢né siete moZzeme pre vacsiu prehladnost znazornovat graficky — jednotlivé
hradla st reprezentované obdlznikmi (hore st zakreslené vstupy, dole vystup), pricom
hradla v tej istej hladine sa umiestiiujit vedla seba. Vo vnitri kazdého obdlznika je
oznacenie prislusnej prechodovej funkcie. Nad vsetkymi hladinami st zakreslené vstupy
siete, celkom dole potom vystupy siete.

Priklad: Navrhnite kombina¢ni siet s abecedou {0,1,0}, s N vstupmi a s jednym
vystupom. Na vystupe bude 0 prave vtedy, ak je pocet jedniciek na vstupoch parny,
inak bude na vystupe siete hodnota 1.

RieSenie: Predpokladajme, Ze N je mocnina dvoch. V opaénom pripade doplnime

fiktivne vstupy majtce stale hodnotu 0 — tym vysledok neovplyvnime. Definujme
hradlo XOR s nasledujiicou prechodovou funkciou:

Y

0
0
1

O || =

XO
1

Toto hradlo riesi zadant tlohu pre 2 vstupy. Teraz predpokladajme, Ze tlohu uz vieme
vyriesit pre 2% vstupov a chceme ju vyriesit pre pocet dvojnasobny, teda pre 28! vstupov.
Vstupy lahko rozdelime do dvoch rovnako velkych ¢asti (je jedno, akym spésobom — pre
nazornost napriklad na prvych 2% a zvysok). Teraz oznaé¢me A vysledok riegenia tilohy
pre prvi Cast a B pre druhti. Pokial bol v oboch poloviciach parny pocet jednotkovych
vstupov (A = B = 0) alebo v oboch neparny (A = B = 1), ma vysledok byt 0, inak 1.
To je vsak presne ten vysledok, aky dava prechodova funkcia hradla XOR pre vstupy
A, B. Pre 8 vstupov teda bude siet vyzerat takto:

L Iy s 1y s Is 17 Is
L L L L
XOR| |XOR| |XOR| | XOR

XOR XOR

XOR
|
O

Tymto sposobom skonstruovana kombina¢na siet ma priblizne log,(N) hladin, teda
casova zlozitost vypoctu je O(log N).

Satazné ulohy

a) Navrhnite kombina¢na siet s abecedou {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}, ktorda ma N vstu-
pov a dva vystupy a ktora najde minimalnu (vystup A) a maximalnu (vystup B)
z hodnot na vstupoch.
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Priklad: Ak N =4 ana jednotlivych vstupoch siete sit zadané hodnoty 6, 3, 7, 3,
musi mat vystup A hodnotu 3 a vystup B hodnotu 7.

b) Navrhnite kombinaént siet s abecedou {0, 1,0}, s 28 —1 vstupmi oéislovanymi priro-
dzenymi ¢islami 0 az 2F —2 a s k vystupmi. Vystupy siete budii po ukonéeni vypocétu
obsahovat najmensie z ¢isel vstupov, na ktorych je hodnota 1, zapisané v dvojko-
vej suistave. Pokial budt na vsetkych vstupoch siete nuly, vsetky vystupy dostant
hodnotu 1 (tato kombinéacia ako jedina nezodpoveda Ziadnemu &islu vstupu).

Priklad: Pre k£ = 3 bude mat kombinac¢na siet 7 vstupov a 3 vystupy. Vstupy
st oznacené Cislami 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pokial na jednotlivé vstupy zadame hodnoty
(po rade podla ¢isel vstupov) 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, musia vystupy siete nadobudnt
hodnoty po rade 0, 1, 1. Hodnota 1 je totiz na vstupoch ¢islo 3, 5 a 6, najmensie
z tychto ¢isel je 3 a zapis cisla 3 v dvojkovej ststave je 011. Na kazdom z vystupov
sa objavi jedna cifra tohoto dvojkového zapisu (zachovavame poradie cifier).

P-1II-1

Na vecierku sa zislo niekolko hosti. Vieme, ktori z nich sa vzajomne poznaji a ktori
nie. Vztah ,poznat sa“ uvazujeme zasadne ako symetricky, t.j. pre Tubovolna dvojicu
Iudi plati, ze bud sa navzajom poznaji, alebo ani jeden z dvojice nepozna toho druhého.
Hostia sa rozhodli vytvorit také tane¢né pary, aby spolu tancovali vidy muz so Zenou,
ktori sa spolu poznaju. Navrhnite algoritmus, ktory urdi, kolko najviac parov moze
tancovat sucasne.

Vstupom programu je pocet muzov M, M < 100, pocet zien Z, Z < 100 a zo-
znam tych dvojic hosti, ktori sa spolu poznaji. Pre jednoduchsie zadavanie vstupu
si muzov oznac¢ime kladnymi celymi ¢islami 1,2,..., M a Zeny zapornymi celymi ¢is-
lami —1,—=2,...,—Z, takze na vstupe bude zoznam dvojic celych ¢isel. Vysledkom bude
jediné ¢islo urcujtice maximalny pocet parov, ktoré mézu tancovat sucasne.

Priklad

Pre vstup M = 2, Z = 2 a dvojice znamych (1,—1), (1,2), (2,—1), (—1,—2) bude
vysledkom ¢&islo 1, lebo tancovat moéZze vzdy iba jediny par — bud (1, —1) alebo (2, —1).

P-1II-2

Budeme sa zaoberat kone¢nymi postupnostami celych ¢isel. Podpostupnost diéky K vy-
brand zo zadanej postupnosti je [ubovolna usporiadana K-tica Cisel takd, Ze vietky jej
¢isla sa nachadzaji v pévodnej postupnosti, a navyse poradie ¢isel v K-tici je rovnaké
ako poradie tychto ¢isel v povodnej postupnosti.

O postupnosti ¢isel ay,as,...,ay hovorime, Ze ma nanajvys jedno klesanie, ak bud
plati a; < a;41 pre ¢t = 1,2,... N — 1, alebo ak existuje jediny index j (1 < j < N), pre
ktory plati, a; > a;41.
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Napiste program, ktory urci dizku najdlhsej postupnosti vybranej zo zadanej postup-
nosti celych ¢isel, ktora ma nanajvys jedno klesanie. Pri navrhu programu sa zamerajte
na dosiahnutie ¢o najvacsej rychlosti vypoctu.

Priklad

Pre zadant vstupnt postupnost 56 9 7 3 7 8 2 4 1 bude vysledkom ¢islo 6, lebo naj-
dlhsia vybrana podpostupnost s nanajvys jednym klesanim je tvorena Siestimi prvkami:
5778 2 4.

P-1I-3

Na pocita¢i mame nainstalovany operacny systém MO-P-Windows pracujtci v grafic-
kom rozliseni S x R bodov (S < 300, R < 200). Momentalne mame spustenych nie-
kolko aplikacii a na obrazovke je zobrazenych N ich okien. Kazdé okno je obdlznikové
(prip. Stvorcové), pozname presné umiestnenie a velkost jednotlivych okien. Okné sa
mozu na obrazovke ¢iastocne alebo uplne prekryvat.

Chceme spustit dalsiu aplikaciu, ktora potrebuje zobrazit jedno nové okno. Pozadu-
jeme, aby nové okno na obrazovke nezakrylo ani ¢ast Ziadneho z okien, ktoré st tam uz
zobrazené. Napiste program, ktory urc¢i, aké najvacsie okno ide na obrazovku umiestnit
a kam. Velkostou okna chapeme jeho plochu.

Na vstupe je zadany najprv pocet uz zobrazenych okien N a rozliSenie dané ¢is-
lami R a 5. f)alej je pre kazdé okno Specifikovand jeho velkost a umiestenie. Pre kazdé
z okien su zadané Styri celé cisla xy, y1, x2, y2 predstavujice stradnice bodu na ob-
razovke [xy,y1], ktory tvori lavy horny roh okna, a bodu [z3,yz], v ktorom lezi pravy
dolny roh okna. Stradnice bodov na obrazovke sa zadavaju tak, Ze bod v favom hornom
rohu celej obrazovky ma stradnice [0, 0] a bod v pravom dolnom rohu ma stradnice [S' —
—1, R—1]. Prvé stradnica nejakého bodu na obrazovke znamené vodorovni vzdialenost
tohoto bodu od Tavého okraja obrazovky, druha stiradnica uréuje zvislt vzdialenost bodu
od horného okraja obrazovky.

Vysledkom vypoc¢tu programu je $tvorica ¢isel, ktora predstavuje stradnice Tavého
horného a pravého dolného rohu pripustného umiestnenia pre nové okno maximalnej
velkosti. Ak existuje viacero takychto umiestneni, staci, ak najdete lubovolné z nich. Ak
uz nie je mozné na obrazovku umiestnit ziadne dalsie okno, program vypise styri nuly.

Poziadavka, aby sa nové okno neprekryvalo so Zziadnym z ostatnych okien znamena,
ze ziaden vnutorny ani hrani¢ny bod nového okna nesmie lezat v inom okne ani na jeho
hranici.

Priklad

Pre pocet zobrazenych okien N = 2, rozlisenie S = 300 a £ = 200 a stradnice okien
(3,3,250,100) a (200,80,280,150) mé najvicsia volna oblast pre nové okno stradnice
(0,101,199, 199).
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P-1I -4

gtudijng text "Kombinacné siete” k prikladu P-1I-4 mozno ndajst v zadani prikladu P-1-4
na strane 94.

Sttazna tloha

Navrhnite kombina¢ni siet fungujicu ako binarna sc¢itacka. Siet pracuje s abecedou
{0,1,0}, ma 2N vstupov (Ag,...,Anv_1 a Bo,...,By_1) a N + 1 vystupov Qo,...,Qn.
Skupiny vstupov Ag, ..., An_1 a By, ..., By_1 reprezentuji dve N-bitové cisla zapisané
v dvojkovej stistave (t.j. A = SV 124, B = SN;12'B;). Po skondeni vypoltu siete
vystupy siete reprezentuji dvojkovy zapis ¢isla, ktoré je sactom &isel na vstupoch (Q =
= A+ B=x1L,2'Q)).

Hodnoti sa nielen spravnost, ale aj rychlost vypoctu navrhnutej siete, snazte sa teda
dosiahnut ¢o najmensi pocet hladin.

P-III-1

Dana je Stvorcova matica A velkosti N x N, ktorej prvkami st ¢isla 0 a 1. Jednotkovd
podmatica matice A je lubovolny stivisly stvorcovy vyrez matice A taky, Ze na jeho hlavne;
diagonale st samé jednotky a vsetky ostatné prvky vyrezu maji hodnotu nula. Hlavnd
diagondla je uhlopriecka vediica z lavého horného do pravého dolného rohu podmatice.
Napiste program, ktory pre danit maticu A uréi velkost najvacsej jednotkovej podma-
tice. Na vstupe je velkost matice N a jednotlivé prvky matice — N riadkov po N ¢&isel.

Vystupom programu je jediné ¢islo — velkost strany najvacsej jednotkove] podmatice
matice A.
Priklad
N=5
Matica A: Pre uvedent maticu je vysledkom
1 1.0 0 0 ¢islo 3, lebo maximalna jednotkova pod-
1 01 0 1 matica ma velkost 3 x 3 (nachadza sa v
00 0 1 0 riadkoch 1 aZ 3 a stlpcoch 2 az 4).
1 0 0 0 1
01 0 1 0

P-1III -2

Pri prenose dat (t.j. postupnosti bitov) medzi poditaémi moze ¢as od ¢asu dojst ku chybe
— namiesto niektorého vyslaného bitu je na konci linky prijaty iny bit. Predpokladame
vsak, ze nedochadza k tomu, Ze by sa nejaky bit pri prenose celkom stratil, alebo Ze by
naopak nejaky bit pribudol.

Pre prenos dat po nespolahlivych linkach sa pouZivaji rozne samoopravné kédy. K pre-
nasanym bitom b,...,b, sa pridaji naviac kontrolné bity ¢y, ..., ¢, tak, aby podla nich
bolo moZné na druhej strane linky zistit, ¢i sa sprava preniesla v poriadku.
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Najjednoduchsim moZznym samoopravnym koédom je paritny kod — prida sa jediny
bit ¢; tak, aby bol celkovy pocet jedniciek v celej sprave parny. Ak je po preneseni
spravy po komunikacnej linke pocet jedni¢iek neparny, je zrejmé, Ze muselo dojst ku
chybe a sprava sa vyhlasi za neplatni. Ak ma sprava parny pocet jedniciek, povazujeme
spravu za spravne prenesenu a odstranime z nej kontrolny bit. V pripade, Ze nedojde
pri prenose ku chybe, nas postup spravne prenesie bity by,...b,. Ak pri prenose déjde
k chybe v jednom bite (bud v jednom z bitov by,...,b, alebo v samotnom bite ¢), tak
pocet jednotiek bude neparny, a teda naozaj zistime, Ze sprava nie je korektne prenesena.

Paritny kod vsak neumoznuje presne zistit, ktory bit je chybny. Ak by sme to vedeli
zistit, mohli by sme prislusny bit opravit (s totiz iba dve hodnoty, ktoré moze bit
nadobudnit). Takisto kéd nevie odhalit chybnt spravu v pripade, Ze pocas prenosu
nastane chyba v dvoch bitoch.

Satazné ulohy
a) Navrhnite samoopravny kéd, ktory k n-bitovej sprave prida niekolko kontrolnych

bitov tak, aby pripadna chybu v jednom bite spravy bolo mozné nielen zistit, ale
aj opravit.

b) Navrhnite samoopravny kéd, ktory k n-bitovej sprave prida niekolko kontrolnych
bitov tak, aby odhalil poskodenie spravy za predpokladu, Ze pri jej prenose doslo
k chybe v nanajvys dvoch bitoch.

V obidvoch pripadoch sa snazte o ¢o najmensie prediéenie spravy (t.j. minimali-
zujte pocet pridanych kontrolnych bitov m) a dokazte, Ze navrhnuty kod mé skutoéne
pozadované vlastnosti.

P-1III-3

gtudijng text "kombinacné siete” k prikladu P-I111-3 mozZno najst v zadant prikladu P-1-4
na strane 94.

Sttazna tloha

Navrhnite kombinaéni siet s abecedou {0,1,2,3,4,5.6,7,8,9,0}, s n vstupmi Ay,..., A,
a s n vystupmi By,...,B,, ktora bude pracovat ako triediaca siet — ak umiestnime
na vstupy nejaku postupnost ¢isel, po skonceni vypoctu sa objavi na vystupoch ta ista
postupnost usporiadana v neklesajicom poradi.

Hodnoti sa nielen spravnost, ale aj rychlost vypoctu navrhnutej siete — snazte sa
teda dosiahnut ¢o najmensi pocet hladin.
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P-1III -4

Program: TUNELY.PAS/TUNELY.CPP
Vstup: TUNELY.IN
Vystup: TUNELY.OUT

V istej hornatej krajine maji N miest oznacenych ¢islami 1,..., N. Mesta st pospa-
jané cestnou sietou. Vzhladom na hornatost krajiny, cesty casto prechadzaji pomerne
nizkymi tunelmi. Kazda cesta spaja dvojicu miest a je znama maximalna povolend vyska
vozidla, aké po nej moéze prejst. Niektoré dvojice miest nie st priamo prepojené Ziadnou
cestou, niektoré dvojice mézu byt naopak spojené viacerymi cestami s roznymi obmedze-
niami maximalne] povolenej vysky. Vsetky cesty s obojsmerné.

Napiste program, ktory uréi maximalnu moznt vysku vozidla, aké moze po existuju-
cich cestach prejst z mesta X do mesta Y. Pre takto vysoké vozidlo dalej urcite trasu, po
ktorej mé z X do Y prejst. Pokial existuje viac moznych tras, vypiste ti, ktora prechadza
najmensim po¢tom miest (ak je aj takychto tras viac, vypiste fubovolnt z nich).

Vstupny sibor TUNELY.IN obsahuje na prvom riadku tri celé ¢isla N, X, Y oddelené
medzerami. N ur¢uje pocet miest (N < 100), X a Y st &isla koncovych miest pozadovane;j
cesty. Daliie riadky stiboru obsahuju informacie o jednotlivych cestach. Kazdy riadok
je tvoreny tromi ¢islami popisujicimi jednu cestu: prvé dve obsahuju ¢isla miest, ktoré
tato cesta spaja, tretie obsahuje maximalnu povolent vysku vozidla v milimetroch (celé
¢islo v rozmedzi od 1 po 10000). Ak je tretia hodnota na riadku 0, znamena to, Ze vyska
vozidiel na tejto ceste nie je obmedzena. Vstupny stibor je ukonceny riadkom obsahujtcim
tri nuly.

Na prvom riadku vystupného siboru TUNELY.OUT bude zapisané jediné ¢islo — naj-
dena maximalna vyska vozidla, pripadne 0, ak existuje trasa z X do Y bez obmedzenia
vysky vozidla. Na druhom riadku je uvedena stanovena trasa vozidla v tvare postupnosti
¢isel miest zacinajtce] ¢islom X a konciacej ¢islom Y. Jednotlivé mesta st oddelené
medzerami. Ak neexistuje cesta z mesta X do mesta Y, vystupny subor bude obsahovat
jediny riadok s ¢islom -1.

Priklad

TUNELY . IN TUNELY.OUT
53 2400

0 5243

0

2000

5000

3300

2400
2200
6000
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P-III-5

Program: ZLODEJ.PAS/ZLODEJ.CPP
Vstup: ZLODEJ.IN
Vystup: ZLODEJ.OUT

Zlodej sa pri svojej nocnej vyprave vlamal do bytu a nasiel tam niekolko predmetov,
ktoré by si rad odniesol. Moze si z nich ale vybrat iba tolko, kolko unesie. Pritom sa
samozrejme snazi, aby mal jeho tlovok najvacsiu cenu. Napiste program, ktory zlodejovi
pomoze rozhodntt, ktoré predmety si ma odniest.

Je dany pocet najdenych predmetov N, pricom pozname cenu a hmotnost kazdého
z nich. f)alej je dana maximalna hmotnost predmetov M, akt zlodej unesie. Zistite, ktoré
predmety si ma zlodej vybrat, aby ich sthrnna hmotnost neprevysila M a aby sucet ich
cien bol najvac¢si mozny. Ak takyto stcet cien mozno dosiahnut pomocou viacerych
vyberov, zvolte ten, ktory mé najnizsiu celkovii hmotnost vybranych predmetov (ak aj
takychto vyberov je viac, zvolte Tubovolny).

Vo vstupnom stibore ZLODEJ. IN s( na prvom riadku uvedené ¢isla N a M (1 < N <
< 250, 1 < M < 5000), pricom N je pocet najdenych predmetov a M je maximalna
celkova hmotnost vybranych predmetov v gramoch. Na kazdom z dalsich N riadkov
je popisany jeden predmet. Riadok obsahuje vzdy dve kladné celé ¢isla — hmotnost
predmetu (najviac 5000) a cenu v korunach (najviac 50 000).

Do vystupného stiboru ZLODEJ.QUT program zapise dva riadky. Prvy z nich bude ob-
sahovat dve celé ¢isla oddelené medzerou, ktoré urcuja sthrnnt hmotnost a celkov cenu
vsetkych vybranych predmetov. Na druhom riadku st uvedené poradové cisla vsetkych
vybranych predmetov oddelené medzerami (predmety st odislované od 1 po N v takom
poradi, v akom st uvedené na vstupe). Do vystupného siboru moZe vypisovat ¢isla
vybranych predmetov v fubovolnom poradi.

Priklad

ZLODEJ.IN ZLODEJ.OUT
8 3500 3300 75000
1000 20000 124

800 15000

3000 30000

1500 40000

1000 10000

2000 15000

5000 50000

1400 30000



Riesenia sufaznych aloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Ide o klasicktl illohu tedrie grafov. Hostia predstavujt vrcholy grafu, hrany zodpovedaju
vztahu ,nepoznat sa“ medzi hostami. O takomto grafe zistujeme, ¢i je bipartitny, tzn. ¢i
mozno jeho vrcholy rozdelit do dvoch skupin tak, aby v ramci ani jednej skupiny neviedla
ziadna hrana. Kazdé takéto rozdelenie na dve skupiny urcuje rozsadenie hosti do dvoch
miestnosti.

Pokial graf bipartitny nie je, iloha nema riesenie. Ak graf je bipartitny, potom pocet
pripustnych rozdeleni vrcholov je 2%, kde k je pocet komponentov stvislosti grafu. V kaz-
dom komponente stvislosti mame totiZz jednoznacne dané, ako rozdelit vrcholy v tomto
komponente na dve skupiny, moézeme si vsak zvolit, ktort skupinu posadime do ktorej
miestnosti (2 moZnosti). Pritom umiestnenie skupin daného komponentu do miestnosti
mozeme urobit nezavisle od rozsadenia ostatnych komponentov stvislosti, takze celkovy
pocet moznosti je 2%,

Algoritmus riesenia tejto alohy je zaloZeny na vhodnom prehladédvani grafu (mozno
prehladavanie do sirky alebo do hibky). Pocas prehladdvania robime dve ¢innosti: podi-
tame pocet komponentov k a kontrolujeme, ¢i je graf bipartitny. Ak je graf bipartitny,
odpoved bude 2*_ ak nie je, tiloha nema riesenie. Kontrolu bipartitnosti mozno robit tak,
7e sa poktSame zostrojit jedno mozné rozsadenie hosti. Pri prehladavani si pre kazdy
uz objaveny vrchol pamatame, v ktorej miestnosti je prislusny host usadeny. Ak zaci-
name prehladavat novy komponent, umiestnime prvy vrchol do Tubovolnej miestnosti.
Pre kazdy objaveny vrchol v je potrebné skontrolovat zoznam vrcholov, s ktorymi je v
spojeny hranou. Pre kazdy vrchol zo zoznamu overime, ¢i je v opacnej miestnosti ako v.
V pripade, Ze je v tej istej miestnosti ako v, graf nie je bipartitny. Ak niektory z vrcholov
v zozname este vobec nema priradent miestnost, priradime mu opa¢ni miestnost, ako
vrcholu v.

Casové aj priestorova zloZitost uvedeného algoritmu je O(n +m), kde n je pocet hosti
a m je pocet dvojic, ktoré sa navzajom nepoznaju.

P-1-2

Pouzijeme metéodu dynamického programovania. Oznac¢me hmotnost /-teho vyrobku na
vstupe my. Oznaéme Z[I,.J] najlepsie mozné zaplnenie auta nosnosti J (0 < J < ()
pomocou prvych [ vyrobkov. V Z[N, (] je teda maximalna hmotnost, ktort je mozné
nalozit do auta s nosnostou C'. Ak je tato hodnota €', tak je mozné auto presne zaplnit,
v opacnom pripade to nie je mozné.
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Ukazeme si teraz, ako vypocitat hodnoty Z[I,.J]. Zjavne plati, Ze Z[0,J] = 0 pre
vsetky J, lebo pomocou 0 vyrobkov mozeme dosiahnut iba nulovit hmotnost. Ak pozname
hodnoty Z[I — 1,J] pre vietky J, moZeme pocitat hodnoty Z[I,.J]. Pokial m; > J,
vyrobok I do auta nosnosti J nevojde a najlepsie zaplnenie takéhoto auta prvymi [
vyrobkami bude rovnaké, ako zaplnenie prvymi I — 1 vyrobkami. Ak m; < J, [-ty
vyrobok bud nepouzijeme alebo pouZijeme. 7 oboch mozZnosti si vyberieme ti, ktora
vedie k vacse] hmotnosti nakladu. Ak I-ty vyrobok nenalozime, bude zaplnenie auta
velkosti J rovnaké ako doteraz. Ak naopak [-ty vyrobok naloZime, zostane nam v aute
volny priestor velkosti J — my. Tento volny priestor potrebujeme zaplnit ¢o najlepsie
prvymi [ — 1 vyrobkami, ¢o je Z[I,J — m;]. Dostavame teda vztah pre [ > 0:

200,0] = Z[—1,J] ak my > J
U max{Z[l = 1,J,Z[I = 1,J —mi]+ms} akm; <J

Hodnoty Z[I,J] teda moZno pocitat dvoma vnorenymi cyklami. Vonkajsi cyklus
postupne prechadza zadanymi N vyrobkami, pre kazdy z nich sa vo vnatornom cykle
prepocitava idaj o maximalnom moznom nalozeni aut o nosnostiach od 0 po C'. Navyse
na vypocet hodnoty Z[N, C] nepotrebujeme dvojrozmerné pole, pretoze pri vypocte hod-
noty Z[I,J] potrebujeme iba hodnoty z riadku Z[I — 1], takZe nam stacia dva riadky —
v jednom mame odzalohované hodnoty pre I — 1, do druhého pocitame hodnoty pre [
(cely vypocet je dokonca mozné robit iba v jednom poli s €' prvkami). Casova zloZitost

algoritmu je teda O(NC'), pamatova O(C + N).

P-1-3

Tato dlohu je moZné riesit dvoma spdsobmi, pricom prvy ma ¢asovi zlozitost O(NRS),
pamatovi O(RS), druhy méa ¢asovii zloZitost O(N?), pamétovit O(N) (R je pocet riadkov,
S je pocet stipcov a N je pocet okien na obrazovke).

Prvé riesenie vyuZiva pole velkosti R x S, v ktorom bude kazdy prvok predstavovat
jeden bod obrazovky a bude obsahovat 1, ak je tento bod volny, resp. 0, ak je obsadeny
oknom. V prvej faze nacitame tdaje o oknach a vyznacime ich plochu do nasho pola
(O(NRS) operacii). Dalej budeme hladat v tomto poli hladat obdl#nikové miesto velkosti
A x B tvorené tvorené samymi 1.

V druhej faze kazdy jednotkovy prvok v poli nahradime poc¢tom jedniciek, ktoré lezia
v suvislej postupnosti v stipci bezprostredne pod nim (nulové prvky sa nezmenia). Tato
druha faza ma casovi zlozitost O(RYS). Prevadza sa totiz samostatne v kazdom z S stip—
cov a vystacime vzdy s jednym prechodom stipcom zdola nahor, v ktorom kazdu jednicku
zvysime o ¢islo ulozené pod nou.

V tretej faze vypoctu vyhladame polohu nového okna. Poloha nového okna moze byt
najdena ako stvisly isek hodnot velkosti asponi B v niektorom riadku. Takyto tisek je
mozné najst v ¢ase O(RS) jednym prechodom pola.

Druhy postup ulozi tdaje o oknach do pola velkosti O(N), pricom okna utriedi vzo-
stupne podla stradnice lavého okraja okna. Staci skiimat také umiestnenia novych okien,
pri ktorych sa okno dotyka hornym okrajom horného okraja obrazovky alebo dolného
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okraja nejakého uz existujiceho okna (ak by sa nové okno nedotykalo, moZno ho posunat
vyssie). Dostaneme takto N + 1 y-ovych pozicii, na ktoré moZno umiestnit horny roh
okna. Pre kazdl z tychto pozicii zvolime pas Sirky B nadol od tejto pozicie a hladame, ¢i
je v nom miesto sirky A, do ktorého nezasahuje Ziadne okno. 7 usporiadaného zoznamu
vietkych okien vyberieme tie, ktoré do uvazovaného pasu zasahuji. Vdaka utriedeniu
okien moézeme zaroven jednoducho pocitat, aké siroké medzery zostant v pase medzi ok-
nami volné a ¢i je niektora velka aspon A bodov. K tomu si stadi v pomocnej premenne;j
priebezne evidovat, ako daleko doprava je pas uZ obsadeny. Takéto osetrenie jedného
pasu prevedieme v ¢ase O(N).

P-1-4

RieSenie ¢asti a)

Ulohu je mozné riesit metdédou rozdeluj a panuj. PopiSeme postup na ziskanie maxima
(minimum sa hladéa analogicky). Pre jeden vstup je vysledkom priamo hodnota vstupu.
Pre dva vstupy budeme lohu riesit pouzitim hradla MAX (a,b), ktorého prechodovou
funkciou bude maximum z hodnét vstupov a a b. Ak vieme problém riesit pre menej
ako k vstupov a chceme ho riesit pre k vstupov, rozdelime vstupy lubovolnym spésobom
do dvoch priblizne rovnako velkych skupin (tak, aby sa pocty vstupov v skupinach 1isil
najviac o 1). Pre kazd skupinu najdeme maximum a potom (pomocou hradla MAX)
uréime maximum z tychto ¢iastoénych maxim. Tymto spésobom skonstruovana siet ma
priblizne log,(/N) hladin, ¢asova zlozitost vypoctu je preto O(log N), kde N je pocet
vstupov obvodu.

Riesenie ¢asti b)
Najprv si zavedieme hradla OR, AND a ANDN tak, aby hradlo OR davalo pre vstupy =
a y hodnotu zodpovedajicu logickému vyrazu .,z alebo y“, kde jednotka znamena pravdu
a nula nepravdu. Podobne hradlo AND zodpoveda vyrazu ,,x a sucasne y“ a hradlo ANDN
zodpoveda vyrazu ,x a sucasne nie y“.

7 tychto hradiel potom zostrojime selektor — jednoducht siet s troma vstupmi S, Ag
a A; as jednym vystupom @, ktord na @) privedie Ag (teda Ag, ak S = 0a Ay, ak S =1).
Budeme znadit ) = SEL (Ao, A1, 5).

BO — ANDN(A(),S)
Bl — AND (Al,S)
Q - OR (Bo,Bl)

Riedme teraz metodou rozdeluj a panuj nasledujiicu pozmenent tlohu: siet ma n =
= 2P vstupov Xo, Xy,...,X,—1 a p+ 1 vystupov, kde prvy vystup S informuje o tom,
¢i niektory vstup ma hodnotu jedna. Ak ano, vystup S ma hodnotu jedna a ostatné
vystupy Qo, @1, .., Q,—1 obsahujli najmensie z ¢isel jednickovych vstupov (Qo obsahuje
najnizsi bit a Q,—1 najvyssi). Ak st vSetky vstupy 0, S = 0 a ostatné vystupy moézu mat
Iubovolné hodnoty.
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Pre dva vstupy ttto sief moZno zostrojit jednoducho (S vypoéitame zo vstupov po-
mocou hradla OR a Qo vypocitame ako ANDN (X1, Xo)). Ak mame rieSenie pre n =
= 2P vystupov, pre 2n vstupov rieSenie zostrojime takto: rozdelime vstupy do dvoch
skupin: X az X,_; a X,, az X,,_1, pricom pre kazdu z tychto skupin tlohu vyriesime.
Vystupy ¢iastocnych rieseni oznacime M, Ag az A,_; pre prva skupinu a N, By az B,
pre druhta skupinu.

Ak M =1, prva jednicka je zarucene v prvej skupine, teda (), bude 0, ostatné @),
budi rovné A; a S bude 1. Ak M = 0 a N = 1, je prva jednicka v druhej skupine,
takze (), bude 1, ostatné (); bud rovné B; a S bude 1. Ak je M =0 a N = 0, ziadny zo
vstupov jedni¢ku neobsahuje, preto hodnoty ¢); mozu byt Tubovolné a S bude 0. Tieto
poziadavky mozno splnit takto:

S = OR(M,N)
Q, = ANDN(N,M)
Qi = SEL(A“B“QP), preO§i<p

70 siete riesiacej upravent ulohu vytvorime siet riesiacu nase zadanie jednoducho tak,
ze zadané vstupy doplnime (na konci) jednym vstupom o fixnej hodnote 1 na mocninu
dvoch a ako vystupy pouzijeme &isla Qo,...Q,-1 (uvedomte si, ze takato siet naoza]
spravne riesi tlohu aj v pripade, ze vsetky povodné vstupy buda 0). Pre pocet vstu-
pov n = 2P — 1 méa vytvorena kombinacna siet hibku 3p — 2, teda jej vypocet ma casovi
zlozitost O(logn).

P-1II-1

Uvazujme bipartitny graf, kde v jednej skupine vrcholov kazdy vrchol zodpoveda jednému
muzovi, v druhej skupine st vrcholy zodpovedajtice Zenam. Hrany v grafe nech vedi od
vrcholu zodpovedajiceho nejakej Zene k vrcholu zodpovedajiicemu nejakému muzovi, ak
sa tito navzajom poznaju. Dvojice Zien alebo muZzov, ktori sa navzajom poznaj, mozeme
ignorovat, lebo st pre riesenie ulohy nepodstatné. Mazimdlne pdarovanie bipartitneho
grafu je najvacsia mnozina hran grafu taka, ze ziadne dve z nich nemaju spolo¢ny vrchol.
Velkost maximalneho parovania v nasom grafe teda urcuje najvacsi pocet parov, ktoré
naraz mozu tancovat.

Algoritmus rieSenia zacina s prazdnym parovanim. V kazdom kroku algoritmu potom
najde parovanie, ktoré ma o jednu hranu viac, az kym nedosiahne maximalne parovanie.
Pri zvacsovani parovania vyuziva tzv. zlepsujtce cesty.

Zlepsujuca cesta je cesta, ktorej zaciatocny ani koncovy vrchol nie je zaradeny do paro-
vania, a na ktorej sa striedaju hrany, ktoré st v parovani a tie, ktoré nie st. 7 uvedenych
podmienok vyplyva, Ze pocet hran v ceste (n) je neparny a teda zaciatoény a koncovy vr-
chol st opacného pohlavia. 7 hran na tejto ceste je ”2;1 je v sucasnom parovani a ”zll nie
je v sucasnom parovani. Ak z parovania vynechame vsetky hrany, ktoré sa nachadzali na
zlepsujicej ceste a naopak pridame do neho tie hrany zlepsujtcej cesty, ktoré v parovani
neboli, dostavame opat parovanie, ktoré viak ma o jednu hranu viac.
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Ak Ziadna zlepsujuca cesta neexistuje, najdené parovanie je maximalne. Toto tvrdenie
dokééeme sporom: Nech B je pérovanie pre ktoré neexistuje zlepéujﬁca cesta a nech A
A\ B budt ¢ervené, hrany z mnoZiny B \ A budi modré a ostatne hrany buda biele.
7. kazdého vrcholu ide najviac jedna cervena a najviac jedna modra hrana. Preto ak
vymazeme z grafu vsetky biele hrany, dostaneme graf, ktorého kazdy komponent stivislosti
je bud cesta alebo kruZnica, na ktorych sa striedaju ¢ervené a modré hrany. KedZze |A| >
> |B|, ¢ervenych hran musi byt viac nez modrych. V kazdej kruznici je rovnaky pocet
hran oboch farieb. Preto musi existovat cesta, na ktorej bude viac ¢ervenych hran ako
modrych, t.j. musi to byt cesta, ktora zacina aj kon¢i ¢ervenou hranou. Takato cesta je
vsak pre parovanie B zlepsujticou cestou, ¢o je spor s povodnym predpokladom.

Zostava popisat, ako hladat v grafe zlepsujice cesty. Zavedieme si preto pojem al-
ternujucej cesty. Je to cesta zacinajica vo vrchole zodpovedajicom muzovi, ktory nie
je zaradeny do parovania a na ktorej sa striedaji hrany, ktoré sii/nie s zaradené do
parovania. Mnozinu vrcholov, do ktorych vedie alternujtca cesta, najdeme jednoducho
prehladavanim grafu. Zacéneme z vrcholov prislichajicich muZom, ktori este nemaji
par. Ak sme vo vrchole zodpovedajticom Zene, pokra¢ujeme po hrane parovania (ak taka
existuje), z vrcholu zodpovedajiiceho muzovi pokra¢ujeme naopak po hranach, ktoré do
parovania nepatria. V grafe existuje zlepsujica cesta prave vtedy, ked takymto prehlada-
vanim najdeme vrchol (zodpovedajici Zene), z ktorého nevedie Ziadna hrana z parovania.

Casova zlozitost algoritmu je O(N?) (kde N = M + Z), lebo parovanie moZze mat
najviac O(N) hran. Pri pridani kazdej hrany potrebujeme spravit prehladanie grafu

(v ¢ase O(N?)).

P-1II-2

Najdlhsia vybrana podpostupnost s najviac jednym klesanim je vZdy bud najdlhsia ne-
klesajica vybrana podpostupnost (NNVP), alebo ma jedno klesanie a v tom pripade
existuje index ¢ taky, Zze vysledna podpostupnost vznikne spojenim NNVP vybranej
z Ar,..., Ay a NNVP vybranej z A;4q,..., Ay. Oznacme teraz Bli] dizku NNVP Vy-
branej z Ay, Az, ..., A; a Cli] dizku NNVP vybranej z Ay _iv1, AN_iv2,..., An. Z pred-
chadzajicich vah vyplyva, Ze hladana dlzka je

max  (B[j]+ C[N —j]).

je{0,1,.. ., N}

Ukazme si teraz, ako vypocitat hodnoty pola B v ¢ase O(N log V). Oznacme Kon[j]
najmensi prvok, aky sa moze nachadzat na konci neklesajticej podpostupnosti dlzky Jvy-
branej z Ay, ... A; (ak podpostupnost danej dlzky neexistuje, potom je hodnota Konl )[ ]
nedefinovana). Ak B[] je dizka NNVP z Ay, ... A;, tak hodnoty Kon™[1],..., Kon™[BJi]]
st definované a ostatné hodnoty Kon'” definované nie st. f)alej si uvedomme, ze hod-
noty Kon[1],...,Kon™[B[i]] tvoria neklesajicu postupnost.

Pre fisek dizky 1 je B[1] = 1 a KonW[1] = A[1]. Predpokladajme teraz, Ze uZ
mame vypolitané B[i — 1] a hodnoty pola Kon'™ a chceme vypoéitat B[i] a hodnoty
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pola Kon'Y. Prvok A; mdZeme pripojit len na koniec takych podpostupnosti, ktoré kon-
¢la prvkom neprevysujucim A;. Nech j je dlzka najdlhsej takej podpostupnosti vybranej
z Ar,...,A;_1. Pre k < j sme uz nasli neklesajicu podpostupnost diéky k, ktorej po-
sledny prvok je najviac A; a preto Kon!” [k] = Kon(i_l)[k]. Naopak pre indexy k> 74+ 1
neexistuje v postupnosti Ay,..., A; neklesajica podpostupnost diéky k, konciaca prv-
kom A;, a preto aj v tomto pripade KonW[k] = Kon'Y[k]. Existuje teda nanajvys jeden
index k taky, ze Kon[k] # Kon' Y[k] a to k = j 4+ 1. Niekedy hodnota j + 1 moze
prevysit B[i — 1]. V tomto pripade B[i] = B[t — 1] + 1, inak B[i] = B[ — 1]. Ak teda
méme v nejakom pomocnom poli vypoéitané hodnoty Kon'™", méZeme z nich dostat
hodnoty Kon' zmenou jediného prvku — Kon(i_l)[j + 1]. Index j vieme najst binarnym
vyhladdvanim ako najvacsi index taky, ze Kon®V[j] < A[i].

Pre kaZzdé i teda vypocditame Bli] a upravime pole Kon v ¢ase O(logn), cely vypocet
pola B bude trvat O(nlogn). Hodnoty pola C' vypocitame analogicky (postupujeme od
konca pola A). Potom je uz moZné v linearnom Case najst ziadané maximum. Zlozitost
celého algoritmu je teda O(nlogn).

P-1I-3

Obrazovku si mézeme reprezentovat ako maticu A s S x R prvkami zodpovedajtcimi jed-
nothvym bodom obrazovky. Volny bod obrazovky oznac¢ime jednotkou, zaplneny nulou.
Ulohou ] je najst ¢o najvacsi obdlznik tvoreny samymi jednotkami. Pri nacitani tdajov
kazdé okno vyznac¢ime v matici nulami, tato faza vypoctu vyZzaduje O(RSN) operacii.
V druhej faze vypoctu si predvypocitame hodnoty pomocnych matic U a L. Ak Afr, j] =
= 0, potom aj Uli, j] a L[i,j] budd nulové. V opac¢nom pripade Ui, j] obsahuje dlzku
suvislého tseku jednotiek od prvku Alfi, 7] smerom nahor a L[i, j] obsahuje dlzku stvis-
1ého tseku jednotiek od Az, j] smerom nadol. Hodnoty pola U moZno vypoditat jednym
prechodom po stipcoch matice zhora dole a hodnoty pola L je mozné vypocitat jednym
prechodom zdola nahor. Téato faza teda trva ¢as O(RS).

Algoritmus dalej vyuZiva skuto¢nost, Ze maximélna jednotkova podmatica sa musi
svojim l’avym okraj om dotykat’ bud’ l’avého okraja Celej matice alebo nejakej nuly V opac-
ticu A budeme prechadzat postupne po rladkoch. Pre kaZzdy nulovy prvok Alz, j] budeme
hladat maximalny jednotkovy obdlznik priliehajtci k tejto nule svojim lavym okrajom.
Postupujme od prvku Ali, 7] smerom doprava kym nenarazime opat na nulu Tato nula
prvok Ali 4+ b, 7] = 1, na ktory cestou narazime, uréime maximalny Jednotkovy obdlznik
priliehajtci lavou stranou k prvku Alfi, 7] taky, Ze jeho prava strana je v stipci 1+b. Jeho
lavy a pravy okraj je urceny hodnotami 7 a 1 + b, zostava urc¢it jeho horny a dolny okraj.
Horny okraj sa snazime posunit ¢o najvyssie — bude teda od riadku j vzdialeny o mini-
mum z hodnét Ule, ], Ule+ 1, 7], ..., Ui + b, j]. Naopak dolny okraj sa snazime posuntit
¢o najnizsie a bude teda vzdialeny od riadku ¢ o minimum z prislusnych hodnét v poli L.
Minima potrebné na vypocet neratame pre kazdé b odznovu, ale si ich priebezne vypoci-
tavame z predchadzajtcich hodnot. Tuato cast algoritmu je teda taktiez mozné vykonat

v ¢ase O(RS).
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Popisany algoritmus ma ¢asovia zloZitost O(RSN) a pamatova O(RS). Existuje aj
algoritmus s ¢asovou zloZitostou O(N?) a pamatovou O(N), ktory je vyhodny, ak polet
okien je pomerne maly vzhladom na R a S.

P-1I -4

Aj tento priklad budeme riesit metodou rozdeluj a panuj. Vstupy rozdelime do dvoch
blokov. Vypocitat stcet nizsich n/2 bitov nie je problém, ak viak chceme pocitat stucet
vyssich bitov, potrebujeme vediet prenos z nizsieho radu. Ak budeme ¢akat, kym vypocet
pre nizsi rad skondi, ¢as vypoctu (pocet hladin), bude vysoky.

Zrychlenie méZzeme dosiahnut tak, Ze pre kazdy blok bitov vypocitame dve sady vy-
stupov: jednu pre pripad, Ze nedéjde k prenosu z nizsieho radu, druhy pre pripad, zZe
doéjde k prenosu. Blok teda bude mat vstupy Aq,..., 4,1 a Bg,..., B,_1 a vystupy P
(prenos), Xo,...X,—1 (vysledok) pre pripad bez prenosu a @), Yo,...Y,_; pre pripad
S prenosom.

Pri konstrukcii budeme okrem uz zavedenych hradiel AND, OR, XOR a siete SEL
pouzivat aj hradlo NXOR, ktoré je negaciou hradla XOR. Pre n = 1 dostaneme vystupy
ako P = AND (Ao, By), Xo = XOR (Ao, By), Q@ = XOR (Aq, By), Yo = XOR (Ao, Bo).

70 scitaciek pre dané n potom zostrojime sc¢itacku pre 2n: vstupy rozdelime do dvoch
blokov diéky n a kazdy blok potom sé¢itame s¢itackou pre n (vystupy prvej séitacky ozna-
¢ime P, Xg, ... X1 QY YE, .. YL vystupy druhej séitacky bud oznafené hornym
indexom 2). Vystupy siete uré¢ime podla nasledujtcich pravidiel.

Na vypocet sady vystupov pre pripad bez prenosu pouzijeme stcet nizsich n bitov
bez prenosu (t.j. Xj3,... X! |) a podla toho, & P' indikuje prenos do vysgieho radu,
pouZijeme pre zvysné bity a prenos do dalsieho bloku bud hodnoty P?, X? alebo Q?%, X?
(jednoducho vyberieme hradlami SEL). Pri vypocte sady vystupov pre pripad s pre-
nosom postupujeme rovnako ako v pripade bez prenosu, iba namiesto X! pouzijeme Y:!
a ako prenos z nizSieho rddu pouZijeme Q' namiesto P*.

Siet je teda mozné popisat takto (0 <7 < n):

X, = Xx!
Xiyn = SEL(XZYZ P

P = SEL(P2,Q*P")
v, o=V
Yip, = SEL(X},YZ Q')

Q = SEL(P%Q%Q"Y

Ak chceme najst siet pre pévodni tlohu, zostrojime N-bitovu s¢itacku ako je popisané
vyssSie, pricom za vystupy prehlasime hodnoty Xg,... X, _; a najvyssi bit bude prenos P.

Jednobitové s¢itacky maju jednu hladinu, s¢itacka pre 2n bitov ma o dve hladiny viac
ako s¢itacka pre n bitov (hradlo SEL vieme realizovat pomocou dvoch hladin). Celkovo
mame teda O(logn) hladin.
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P-III-1

Prvok matice so stradnicami [z, j] je pravym dolnym rohom nejakej jednotkovej podma-
tice velkosti d > 0 prave vtedy, ked st splnené nasledujiice podmienky:

e na suradniciach [¢ — 1,7 — 1] je pravy dolny roh jednotkovej podmatice velkosti
aspon d — 1,

e aspon d — 1 policok nad polickom Al7, 7] st v matici A nuly
e aspon d — 1 policok nalavo od policka A7, 7] st v matici A nuly

Oznaéme ako m[i, j] velkost najvicsej jednotkovej podmatice, ktord ma pravy dolny
roh v [¢,7]. Ak Ali, 7] = 0, potom m[i,j] = 0 a definujeme m[i,0] = m[0,i] = 0 pre
vsetky 1 = 0,1,..., N. Nech dl#ka stvislého stvislého aseku nil (ukonéeného jednotkou
alebo krajom matice) nalavo od [z, j] je b1, j] a dlzka stvislého tiseku nil nad [z, 7] je €[z, 7]

i ,]_{ 0 ak Ali,j] =0
T min{mli — 1,5 — 10,606, §], c[i, 5]} + 1 ak A1, j] =1

Potom

Hodnoty bz, j] a [z, j] nie je tazké spocitat a uloZit do pomocnych matic pre vSetky
poli¢ka jednym prechodom maticou A v ¢ase O(N?). Potom mdZeme poéitat pre kazdy
prvok hodnotu mli, 7]. Ak budeme postupovat napriklad po riadkoch zhora nadol, bu-
deme mat pri vypocte mli, j] uz k dispozicii hodnotu m[i —1, j — 1]. Stadi teda na zaklade
hodnét m[i — 1,7 — 1], b, ¢ a A1, j] v ¢ase O(1) uréit hodnotu mli, j|. Celkova zlozitost
algoritmu je O(N?).

P-1III -2

Ukéazeme kod, ktory spiﬁa poziadavky obidvoch ¢asti tilohy (tento kdd vsak nie je schopny
riesit obidve casti stiCasne — nie je schopny rozhodnut, ¢i doslo k jednej chybe alebo
k dvom chybam).

N&s kéd pre n = 2% — 1 pridd k + 1 bitov, ¢o je O(logn). V popise kédu budeme
uvazovat iba kédovanie pre n uvedeného tvaru. Ak chceme pouzit kod pre n, ktoré nie
chceme preniest retazec by,...,b,, doplnime ho nulami na dlzku n' a zakodujeme (do-
staneme by,...,b,,0,0,...0,¢1,...¢p). Kédom nésho refazca bude by,...,b,,¢1,...¢p.
Po preneseni kédu po linke k nemu pridame vynechané nuly a dekédujeme ho postu-
log(3n) + 2 =logn + log3 + 2, ¢o je O(logn).

Majme spravu by ...b,, pricom n = 2¥ — 1. Bity spravy zaradime do k blokov
Aoy ..., Ag_1, pricom bit b; zaradime do bloku A;, prave vtedy, ked ma ¢ v binarnom
zapise jednotku v j-tom rade. Kazdy bit je takto zaradeny do aspon jedného bloku.
Navyse, ak vieme o neznamom bite, do ktorych blokov je zaradeny, vieme zistit, ktory
v poradi to je, lebo pozname jeho binarny zapis.
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Pri kédovani doplnime spravu o centralny paritny bit p (rovnako ako v ukazkovom
priklade uvedenom v zadani) a kontrolné bity ¢y aZ ¢x—1, pri¢om ¢; je paritny bit bloku A,.

Cast a)

Po prijati spravy vypocitame podla prijatych datovych bitov vsetky kontrolné bity (p
a co,...,ck—1). Ak vypocitané kontrolné bity sihlasia s kontrolnymi bitmi, ktoré boli
prijaté, vyhlasime, Ze sprava bola prijata bezchybne. Ak doslo ku prave jednej chybe,
mohla nastat bud v datovom bite, v centralnom paritnom bite alebo v paritnom bite
niektorého bloku. Pre kazdy z tychto pripadov ukazeme, Ze aspon jeden vypocitany
kontrolny bit nesedi s prislusnym prijatym bitom a tiez ako mozno jednoducho opravit

chybu:

o Chyba v jednom ddatovom bite b;: nesthlasi paritny bit p a tiez tie z blokovych
paritnych bitov ¢;, ktoré prislichajia blokom, do ktorych bit b; patri. Kedze vsak
pozname c¢isla tychto blokov, vieme jednoznacne urcit aj jeho ¢islo s.

o Chyba v jednom kontrolnom bite ¢;: suhlasi centralny paritny bit p, ¢im tento pripad
jednoducho odlisime. Staci opravit ten blokovy paritny bit, ktory nesedi s vypoci-
tanou hodnotou.

o Chyba v centrdalnom paritnom bite p: nesuhlasi bit p, ale sthlasia vSetky ostatné
kontrolné bity. Opravime bit p.

Cast b)

Ak nedoslo k Ziadnej chybe, stithlasia vsetky kontrolné bity s ich vypocitanymi hodnotami.
Ak doslo k préave jednej chybe, aspon jeden kontrolny bit nesthlasi (pozri vyssie). Stac
teda dokazat, ze ak doslo k dvom chybam, tiez bude existovat aspon jeden kontrolny bit,

ktory sa bude lisit od vypoc¢itanej hodnoty. Vo vsetkych pripadoch teda zistime, ze doslo
ku chybe pri prenose spravy. Pri prave dvoch chybach mo6zu nastat nasledujice pripady:

o Chyba v dvoch roznych datovych bitoch: aspon jeden blokovy paritny bit nesthlasi.
Kazdy datovy bit je totiz jednoznacne uréeny kombinaciou blokov, do ktorych patri.
KedZe s viak chybné dva rozne datové bity, patria do roznych kombinéacii blokov
a teda existuje aspon jeden blok do ktorych jeden chybny bit patri a druhy nie.
Blokovy paritny bit pre tento blok nebude sihlasit.

o Chyba v dvoch roznych blokovijch paritnich bitoch: nestihlasia obidva chybné blokové
paritné bity.

o Chyba v jednom datovom bite a jednom blokovom paritnom bite: nesihlasi centralny
paritny bit.

o Chyba v jednom datovom bite a centralnom paritnom bite: p stihlasi, ale aspon jeden
z blokovych paritnych bitov nestihlasi (kazdy datovy bit je v aspon jednom bloku).
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o Chyba v centralnom paritnom bite a jednom z blokoviych bitov: nesuhlasi centralny
paritny bit p.

P-1III-3

Pre kazdy symbol s € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} oznac¢ime C; pocet vstupov A;, na ktorych
je hodnota mensia alebo rovna s. Utriedena postupnost potom bude zacinat Cy nulami,
potom az po poziciu Cy budu jednotky, ..., az po poziciu Cy = n budu deviatky.

Kedze Cs < n, vsetky C; je mozné vyjadrit v dvojkovej stistave pomocou m = [log, n|
bitov. Nasa siet najprv zo vstupov vypoc¢ita hodnoty C v binarnom zapise. Potom sa
pre kazdy vystup B; vykona porovnanie jeho poradového ¢isla i a hodnét Cy, pricom sa
najde najmensie s, pre ktoré s > 7. Toto s bude potom hodnotou na vystupe B;. Pri
realizécii tejto kombinacnej siete budeme vyuzivat nasledujice podsiete:

o TEST(s,x) =1 - hradlo, ktoré vrati vysledok t =1, ak  <sat=0ak z > s.

o ADD(X1 +,Y1.4) = Z1..+ — séitacka séitajlica {-bitové binarne &isla X a Y s vy-
sledkom Z (v rieseniach krajského kola konstrukcia s hlbkou O(logt)).

o CMP(A1. 4+, Bi.:) = R—komparéator porovnavajici dve t-bitové binarne ¢isla a da-
vajuci vysledok

0 ak A=10B
R=<{1 ak A< B
2 ak A>B

Pre CMP; skonstruujeme siet hibky O(log t) uz znamym sposobom:

— Pre t = 1 mozeme pouzit priamo hradlo také, ze CMP(0,0) = CMP4(1,1) =
=0, CMP,(0,1) = 1, CMP,(1,0) = 2.

— Pre ¢ = 2t": rozdelime obe &isla na polovice: A = AFAY, B = BBY, po-
mocou #-bitovych komparatorov vypoéitame hodnoty C*# = CMP. (A", B)
a Ct = CMPu (AL, BY) a ak CH # 0, pouzijeme ako vysledok C' inak je
vysledok CF (pre tito funkciu opat definujeme hradlo).

o [IRST (xo,...,x9) — vystupom je najmensie s také, Ze x; # 1. Siet FIRST s hibkou
9 mozeme skonstruovat takto:

— FIRST (x9) =9

FIRST (xs,...,29) ak xs_q =1

s—1 ak x5y £ 1

Vypocet hodnoty FIRST pre s — 1 budeme realizovat hradlom, ktoré dostane
vstupy FIRST (xs,...,29) @ x5_1. Samotna hodnota s — 1 nebude vstupom

- F]RST (x5—17x57“‘7x9) =

hradla, ale bude napevno zabudovana v jeho prechodovej funkcii (t.j. pre
kazdé s pouZijeme hradlo s trochu inou prechodovou funkciou).
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Pri konstrukeii vyslednej siete si vzdy najprv vypocitame pomocné premenné X, ; =
= TEST (s, A;), ktoré budi maf hodnotu 1 prave vtedy, ked A; < s, inak 0. Tento
vypocet je mozné vykonat sietou hibky 1. Kazda z tychto premennych rozsirime nulami
na m-bitové ¢islo.

Potom vypocitame hodnoty C, €o je stucet takychto rozsirenych ¢isel X ; pre vietky 1 =
=1,...,n. Pri urcovani tohto stctu najskor sc¢itame vsetky dvojice X 2 + X, 2541, po-
tom dvojice tychto dvojic atd. az kym nedostaneme iba jediny sticet — ¢islo Cy. Takato
siet bude mat [log, n] = m Grovni, pricom kazda roven sa sklada z m-bitovych séitaciek
(ADD,,) hibky O(logm). Celkova hibka siete urcujicej Cs je teda O(m-log m) = O(log n-
-loglogn).

Potom spocitame pre kazdt vystupna poziciu i a kazdy symbol s hodnotu Z,; =
= CMP,,(Cs, 1), ktord bude 1 prave vtedy, ked hodnota vystupu B; ma byt vacsia ako s.
Podsiet CMP,, mé hlbku O(logm). Vystup siete B, je teraz najmensie s také, ze Z,; #
# 1. Na to mozeme pouzit siet FIRST (t.j. B, = FIRST (Zo,,...,Zs,;)), pricom tiato
zaverecni fazu mozno vykonat sietou s hibkou 9.

Siet sa sklad4 zo §tyroch asti s hibkami O(1), O(logn -loglog n), O(loglogn) a O(1)
v tomto poradi, jej celkova hibka je preto O(logn - loglog n).

P-1III -4

Najprv pomocou Dijkstrovho algoritmu zistime vysku V' najvyssieho vozidla, aké méze
prejst z mesta X do mesta Y (pripadne zistime, Ze tieto mesta vobec nie s spojené
mestami). Postupne budeme prehladavat mesta dostupné z mesta X. Pre kazdé mesto u
si v H[u] pamétame maximalnu najdent vysku vysku vozidla, aké sa do mesta moze
dostat. Pre kazdé mesto naviac rozlisujeme, ¢i jemu priradend hodnota H je docasna
(moze sa este zlepsit), alebo ¢ je uz trvald (uréuje vysledntt maximéalnu vysku).

Pred zacatim prehladavania bude mat mesto X priradentt doc¢asnt hodnotu nekonecno
(do X sa dostane sa vozidlo Tubovolnej vysky) a vietky ostatné mestd maji docasnt
hodnotu 0 (zatial do nich nepozname Ziadne cesty). Cely vypocet potom bude prebiehat
v krokoch tak dlho, kym nebude cielovému mestu Y stanovena trvala hodnota, pripadne
kym nebude priradena trvala hodnota vSetkym dostupnym vrcholom a Y medzi nimi
nebude (potom nie je mesto Y z mesta X vobec dostupné). V kazdom kroku vypoétu sa
vykonaj nasledujtce ¢innosti:

e Urdime mesto u s maximalnou doc¢asnou hodnotou H{u].

e Docasnt hodnotu mesta u prehlasime za trvali.

o Pre kazdi cestu vediicu z mesta u do nejakého mesta v, ktorého hodnota Hlv] je
este docasna, skontrolujeme, ¢i vdaka tejto ceste nie je mozné H[v] zvysit.

Indukciou vzhladom na pocet krokov algoritmu dokazeme, 7ze v kazdom kroku algo-
ritmu plati: ak mesto u ma trvali hodnotu H{u], tak H[u] je vyska najvyssicho auta, aké
sa do u z X dostane, ak mesto u ma doc¢asntt hodnotu H{u], tak H]u] je vyska najvyssieho
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auta, aké sa z X do u dostane, pricom nebude prechadzat cez Ziadne mesta s do¢asnou
hodnotou (okrem w).

Lahko sa overi, Ze na zaciatku vypoctu tvrdenie plati. Predpokladajme teraz, Ze
tvrdenie platilo pred vykonanim niektorého kroku vypoctu, dokazeme, Ze plati aj po jeho
vykonani. Medzi mesta s trvalou hodnotou pribudlo mesto u, ktorého do¢asna hodnota
bola predtym maximalna. Predpokladajme sporom, Ze do mesta u vedie trasa ¢, po ktorej
moze prejst auto vysky h > H[u]. Trasa ¢ prechadza cez aspon jedno mesto s docasnou
hodnotou, lebo Hlu] je podla indukéného predpokladu vyska najvyssieho auta, aké sa z X
do u dostane cez mesta s trvalou hodnotou. Nech v je prvé mesto s docasnou hodnotou
na trase t. Usek trasy ¢t z X do v neprechadza cez Ziadne mesta s do¢asnou hodnotou
a vie po iom prejst auto vysky h. Preto z indukéného predpokladu mame h < H[v]. Na
druhej strane z algoritmu vyplyva, ze H[v] < Hl[u], lebo inak by sme vybrali v namiesto
u. Dostali sme teda H[u] < h < H[v] a sacasne H[v] < HJ[u], ¢o je spor.

Druha c¢ast tvrdenia sa overi jednoducho — ak v je vrchol s docasnou hodnotou, po
pridani vrcholu u medzi vrcholy s trvalou hodnotou sa mozZe stat, Ze sa zvysi vyska
najvyssieho auta, aké sa dostane z X do v idtc len cez vrcholy s trvalou hodnotou. Tento
pripad vsak nastane len ak v s u susedi a je v algoritme osetreny.

Druha Cast riesenia najde cestu pre vozidlo (uz vypocitanej) vysky V z X do Y, ktora
ide cez minimalny pocet miest. Tato tlohu budeme riesit prehladavanim do $irky. Pri
prehladavani budeme uvaZzovat iba tie cesty, po ktorych moZe auto s vyskou V' prejst.

Pri prehladavani do $irky pouzivame pomocni frontu, v ktorej sit v kazdom okamziku
ulozené cisla tych miest, do ktorych sme uz dosli, ale z ktorych sme este nepokracovali
v prehladavani dalej. V druhom poli si musime evidovat uz navstivené mesta (aby sme
sa do nich zbyto¢ne nevracali) a v trefom poli si ku kazdému mestu zaznamename, od-
kial sme do neho prvykrat prigli. Na zaciatku do fronty vlozime mesto X. Ked pocas
prehladavania dorazime do mesta Y, mozeme ho ukon¢it.

Vyslednt trasu potom ziskame tak, ze postupujeme z vrcholu Y po predchodcoch
vrcholov vypoéitanych pocas prehladavania, az kym sa nedostaneme do vrcholu X. Po-
stupnost vrcholov, cez ktoré sme takto presli staci vypisat v opa¢nom poradi (zacinajic

vrcholom X).

V Dijkstrovom algoritme sa v kazdom kroku priradi trvala hodnota jednému vrcholu.
Vypocet teda skon¢i najneskér po N krokoch, kde N je pocet miest. V kazdom kroku
sa musi vyhladat mesto s maximalnou do¢asnou hodnotou, na ¢o je potrebnych O(N)
operacii. f)alej sa prepocitavaji doc¢asné hodnoty vsetkych susedov vybraného vrcholu,
ktorych je menej ako N. Celkovo sa teda vykon& nanajvys O(N?) operacii. Pri prehla-
davani do Sirky navstivime a zaradime do fronty kazdé z N miest najviac raz a pri jeho
odstraneni z fronty musime spracovat jeho susedov, ktorych je menej ako N. Celé prehla-
davanie do $irky preto taktiez vyzaduje nanajvys O(N?) operacii. Vyhladanie vyslednej
cesty sa vykona v linearnom c¢ase. Celkovo ma nase riesenie ulohy kvadratickti ¢asovt
zlozitost.
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P-III-5

Ulohu budeme riesit pomocou dynamického programovania. Oznac¢me si hmotnosti pred-
metov vy, vq,...,vN a ich ceny ¢, ¢, ..., cn. Najprv ukdzeme, ako urc¢it vysledni opti-
malnu cenu a hmotnost vybranych predmetov. Oznacme 5;; pre 1 = 0,...,N, 5 =
= 0,..., M maximalnu cenu predmetov, ktoré je mozné vybrat z prvych ¢ predmetov
tak, aby celkova hmotnost vybranych predmetov bola nanajvys j. Sp; = 0 pre vsetky j
od 0 po M, lebo cena nula predmetov je 0. Uréime teraz S;; pre ¢ > 0. Optimalny
vyber z prvych ¢ predmetov s hmotnostnym limitom j predmet 7 bud obsahuje, alebo nie.
Ak ho obsahuje (v tomto pripade musi byt j > v;), tak po jeho odstraneni dostavame
optimalny vyber z prvych ¢ — 1 predmetov pre hmotnostny limit j — v;. Ak naopak tento
predmet neobsahuje, tak tento vyber je sticasne optimalnym vyberom aj pre prvych ¢ —1
predmetov a hmotnostny limit j. Dostavame teda vztah:

g {Si—l,j ak v; >j
P L max{e; + Sic1 v, Sic1; ) ak v, <

Hodnoty 5; ; je mozné pocitat postupne pre ¢ rastice od 0 do N. Pri pocitani hodnot
pre ¢ potrebujeme iba hodnoty pre ¢ — 1, preto nie je potrebné si pamatat celtt maticu .5,
ale stacia iba dva riadky (staci aj jeden riadok, ak pre dané i poditame od najvicsich
hodnét j po najmensie).

Maximalna dosiahnutelna cena je podla definicie Sy as. Zadanie tlohy vyZzaduje uréit
aj minimalnu hmotnost, s akou sa da tato cena dosiahnut. Stac¢i teda najst najmensie k
také, ze SNJg == S]\QM.

Popisané riesenie teraz rozsirime o sposob ako najst predmety patriace do optimalneho
vyberu. Pre kazdé 1 od 1 do N, j od 0 do M si ulozime hodnotu P, ;, kde P,; = 1, ak
sa vo vybere z prvych 7 predmetov pre hmotnostny limit j pouzije predmet ¢, inak P, ; =
= 0. Tieto hodnoty si budeme ukladat uz pocas vypoctu hodnét 5;;. Nech je teraz
najdend najmensia hmotnost optimalneho vyberu k. Ak Pyj; = 1, predmet N bol vo
vybere pouzity, vypiseme ho a hladame prvky najlepsieho vyberu z predmetov 1 az N —
— 1 pre hmotnostny limit £ — vy. Ak Py = 0, tak predmet N nebol vo vybere pouzity,
pokracujeme teda hladanim vyberu pre predmety 1 az N — 1 a pre hmotnostny limit k.

Casové aj paméatova zlozitost popisaného algoritmu je O(N M). Co sa tyka pamatovej
zlozitosti, vzhladom na povolené rozsahy vstupnych dat nie je mozné mat pole M x N
celych cisel. Nas algoritmus vsak pre kazdt dvojicu vyzaduje iba jeden bit. Manipulaciu
s bitmi mozno vyriesit napriklad pomocou mnozin. Spotreba pamate je aj tak pomerne
vysoka, takze je potrebné alokovat pamat dynamicky.



5. Stredoeurodpska informaticka olympiada

Piata Stredoeurépska informaticka olympiada sa konala v dioch 20.-27.5.1998 v chor-
vatskom meste Zadar. Zacastnilo sa na nej 36 stredoskolakov z 9 krajin (Bosna a Herce-
govina, Ceska Republika, Chorvatsko, Madarsko, Nemecko, Polsko, Rumunsko, Slovensko
a Slovinsko). Okrem oficialnej stitaze prebiehala po internete neoficialna cast, ktorej sa
zucastnili sttaziaci z dal$ich 12 krajin.

Druzstvo Slovenska v zloZeni Jan Senko (SPSE Kosice), Michal Forisek (Gymnézium
Poprad, Popradské néabrezie), Jan Vélky (Gymnézium Sered) a Jan Lunter (Gymna-
zium J.G. Tajovského Banska Bystrica) pod vedenim Martina Pala a Ivony Bezdkove]
(Matematicko-fyzikalna fakulta Univerzity Komenského, Bratislava) ziskalo tri medailové

umiestnenia:
Por. | Meno Body | Medaila
3. | Jan Senko 191 | Zlata
5. | Jan Valky 164 | Strieborna
7. | Michal Forisek 158 | Strieborna
23. | Jan Lunter 61

V neoficialnej stitazi druzstiev obsadilo Slovensko druht priecku, hned za vitaznymi Po-
liakmi.

Slovensko sa sutaze zcastnilo aj vdaka sponzorske] podpore Slovenskej informaticke]
spolo¢nosti, ktora zaplatila cestovné naklady pre vsetkych Siestich zucastnenych.

Ivona Bezéakova, Martin Pal

Zadania uloh 5. Stredoeurdpskej informatickej olympiady

1. Stvorce (30 bodov)

V rovine je danych N Stvorcov v suradnicovej sustave. Strany stvorcov sit rovnobezné so
suradnicovymi osami, vsetky vrcholy stvorcov maju celociselné stradnice. Stvorce sa na-
vzajom neprekryvaji ani nedotykaji. Vasou tilohou je spocitat pocet Stvorcov viditelnych
zo zaciatku stradnicovej ststavy O = (0,0). Stvorec je viditelny z bodu O, ak existujt
dva rozne body A a B na jednej zo stran stvorca také, ze vnutro trojuholnika O AB nema
ziadny spolo¢ny bod so ziadnym zo zvysnych $tvorcov.

Na prvom riadku vstupného siboru SQUARES.IN je celé cislo N, 1 < N < 1000,
ktoré udava pocet $tvorcov. Kazdy z dalsich N riadkov obsahuje celé ¢isla XY a L,
(1 < X,Y,L <10000) oddelené jednou medzerou, popisujiice jeden $tvorec. X a Y st
stradnice Tavého dolného rohu (rohu s najmensou X-ovou aj Y-ovou stradnicou) a L je
dlzka strany Stvorca.

Vystupny stibor SQUARES . OUT pozostava z jediného riadku obsahujticeho pocet stvor-
cov viditelnych z bodu O.
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Priklad

SQUARES.IN SQUARES.QUT
3 3

26 3

141

341

2. Karty (30 bodov)

Alica a Bob maji N kariet oznacenych ¢éislami 1... N (tak, ze Ziadne dve karty nie st
oznacené rovnakym ¢islom) a stroj na mieSanie kariet. Predpokladajme, Ze N je neparne
¢islo. Ak do stroja na miesanie kariet vloZzime sadu kariet v Tubovolnom poradi, vykona
na nej nasledujticu operaciu double shuffle: pre vsetky pozicie 1, 1 <1 < N, nech karta
na pozicii ¢ ma ¢islo 7 a karta na pozicii § ma ¢islo k, potom po vykonani operacie double
shuffle bude na pozicii 7 karta s ¢islom k.

Alica a Bob hraj hru. Alica si najskor napise ¢isla od 1 po N v nejakom nahodnom
poradi ay,das,...,ay. Potom pouklada karty nasledovnym sposobom: pre kazdé 7, 1 <
<1 < N —1, dé& na poziciu a; kartu s ¢islom a;11. Na poziciu ay da kartu s ¢islom a;.
Takymto sposobom dostane nejaké poradie kariet xq,xs,..., x5, kde x; je éislo karty
na i-tej pozicii.

Na tomto usporiadani kariet postupne S krat pouzije stroj na miesanie kariet spo-
sobom opisanym vyssie. Po S operaciach double shuffle budu karty usporiadané v po-

radi py,pe,...,pN, ktoré Alica prezradi Bobovi spolu s ¢islom S. Bobovou ulohou je
uhadnut poradie kariet a1, xs,...,xxN, v akom Alica poévodne vlozila karty do miesacieho
stroja.

Prvy riadok vstupného stiboru CARDS.IN obsahuje dve celé ¢isla oddelené jednou
medzerou: neparne ¢islo N, 1 < N < 1000, oznacujice pocet kariet, a celé ¢islo 5, 1 <
< 5 <1000, oznacujtce pocet operacii double shuffle. Nasledujticich N riadkov popisuje
koneéné poradie kariet po vykonani vSetkych operacii double shuffle tak, Ze na (i+1)-vom
riadku (1 < ¢ < N) vstupného stiboru je ¢islo p; (karta na pozicii ¢, po vykonani vsetkych
operéacii double shuffle).

Vystupny stibor CARDS.OUT ma obsahovat N riadkov, ktoré popisuju poradie kariet
tesne pred vlozenim do stroja na miesanie kariet. Pre kazdé 7,1 <1 < N, na i-tom riadku
vystupného stiboru bude ¢islo x; (éislo karty na pozicii ¢ pred vykonanim operacii double

shuffle).

Priklad
CARDS.IN CARDS.OUT
5 2 2
4

5
4
1
3

N W o=
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3. Odcitanie (40 bodov)

Je dana postupnost N kladnych celych éisel a = [ay, as, ..., an], na ktorej méZeme vy-
konavat operacie kontrakcie. Jedna operacia kontrakcie pozostava z nahradenia dvoch
susednych prvkov a; a a;4q ich rozdielom a; — a;11. Pre postupnost N celych ¢isel méo-
zeme vykonat presne N — 1 roznych operacii kontrakcie. Kazda z tychto operacii vytvori
novi (N — 1)-prvkovil postupnost. Presnejsie, nech con(a,i) oznacuje (N — 1)-prvkovi
postupnost ziskantt z postupnosti [ay, az, ..., ay] zamenou prvkov a; a a;41 jedinym &is-
lom a; — a;y1:

con(a,i) =[ay,...,ai—1,a; — Qit1, Git2, ..., AN]

Vykonanim N — 1 kontrakcii na danej postupnosti N celych cisel dostaneme jediné celé
cislo.

Vasou ulohou je pre danti postupnost ay, as,...,ay a vysledné ¢islo T', najst postup-
nost NV — 1 kontrakcii, ktorych aplikovanim na povodnit postupnost dostaneme ¢islo 7'.

Prvy riadok vstupného stiboru SUBTRACT.IN obsahuje dve celé ¢isla oddelené jednou
medzerou: ¢islo N, 1 < N < 100, oznacujice pocet celych ¢isel v povodne] postupnosti
a vysledné celé ¢islo T', —10000 < 7" < 10000. Dalgich N riadkov obsahuje zaciato¢ni
postupnost: pre kazdé 7, 1 < ¢ < N, je na (¢ + 1)-vom riadku vstupného siboru celé
¢islo a;, 1 < a; < 100.

Vystupny stibor SUBTRACT.OUT ma obsahovat N — 1 riadkov popisujtcich postupnost
kontrakcii, ktora transformuje povodnt postupnost na jednoprvkovi postupnost pozos-
tavajucu z ¢isla T'. Na ¢-tom riadku vystupného stiboru ma byt jedno celé ¢islo oznacu-
juce i-tu kontrakciu, ktort treba vykonat. Moézete predpokladat, Ze vzdy existuje aspon
jedna postupnost kontrakcii pre dany vstup.

Priklad
SUBTRACT . IN SUBTRACT .OUT
4 5 1
10 2
2 1
5
2

4. Vojaci (30 bodov)

V krajine Gridland je nahodne roztriusenych N vojakov. Pozicia v Gridlande je dana
dvojicou celoé¢iselnych stiradnic (x,y). Vojaci sa mézu hybat — v jednom tahu moéZe jeden
vojak ist jeden krok hore, dole, dolava alebo doprava (teda, méZe zmenit bud svoju x-ovi
alebo y-ovl stradnicu o 1 alebo -1). Vojaci sa chcl rozmiestnit do vodorovného radu
jeden vedla druhého tak, Ze ich vysledné stradnice buda (z,y),(x 4+ 1,y),...,(x + N —
— 1,y), pre vhodné = a y. Celé &isla  a y, ako aj vysledné poradie vojakov v rade je
[ubovolné. Cielom je minimalizovat celkovy pocet tahov vietkych vojakov, ktorymi sa
dostantt do opisanej cielovej forméacie. V Ziadnom okamihu nemozu dvaja alebo viaceri
vojaci stat na tom istom mieste.
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Prvy riadok vstupného sitboru SOLDIERS.IN obsahuje celé ¢islo N, 1 < N < 10000,
oznacujuce pocet vojakov. Nasledujicich N riadkov vstupného siboru obsahuje pocia-
tocné pozicie vojakov: pre kazdé ¢, 1 <i < N, jena (1 + 1)-vom riadku vstupného stiboru
dvojica celych ¢isel x[i] a y[i] oddelenych jednou medzerou, oznac¢ujicich saradnice i-teho
vojaka, —10000 < x[:], y[:] < 10000.

Prvy a jediny riadok vystupného siboru SOLDIERS.OUT ma obsahovat najmensi mozny
celkovy pocet tahov, ktorymi sa vojaci dostantt do vodorovného radu jeden vedla druhého.

Priklad

SOLDIERS.IN SOLDIERS.OUT
3 4

10

24

3 2

5. Cesty (30 bodov)

N miest oznacenych ¢islami 1... N je spojenych jednosmernymi cestami. Kazda cesta
ma dva parametre: dizku cesty a poplatok, ktory musi byt zaplateny pri pouziti cesty
(vyjadreny v pocte minci). Bob a Alica byvali v meste 1. Potom, ako Bob zistil, Ze
Alica podvadzala v kartovej hre, ktora radi hravali, Bob sa s nou rozisiel a rozhodol sa
prestahovat do mesta N. Chce sa tam dostat tak rychlo, ako je to len mozné, ale nema
vela penazi. Chceme pomoct Bobovi ndjst najkratsiu cestu z mesta 1 do mesta N, ktorl
si moze dovolit s tym mnozstvom penazi, ktoré ma.

Prvy riadok vstupného stiboru ROADS . IN obsahuje celé ¢islo K, 0 < K < 10000, ozna-
¢ujice maximalny pocet minci, ktoré méze Bob za cestu minat. Druhy riadok obsahuje
celé ¢islo NV, 2 < N < 100, oznacujice celkovy pocet miest. Treti riadok obsahuje celé
¢islo R, 1 < R < 10000, oznacujtce celkovy pocet ciest. Kazdy z nasledujicich R riadkov
popisuje jednu cestu udanim celych ¢isel S, D, L a T oddelenych jednou medzerou: S
je zaliatoné mesto, 1 < S < N; D je cielové mesto, 1 < D < N; L je dizka cesty,
1 < L <100; T je poplatok (vyjadreny v pocte minci), 0 < T < 100. VsSimnite si, Ze
rozne cesty mozu mat rovnaké zaciatoéné aj cielové mesto.

Prvy a jediny riadok vystupného stiboru ROADS.QUT ma obsahovat celkovi dizku naj-
kratsej cesty z mesta 1 do mesta N, na ktorej je stcet poplatkov mensi alebo rovny A
minci. Ak takdto cesta neexistuje, vystupny stbor obsahuje jediné ¢islo -1.
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Priklad

ROADS.IN ROADS.OQUT
5 11
6

7

1223

24 3 3

3424

1341

46 21

3520

54 3 2

6. Lopta (40 bodov)

Profesor Baltazar je velky futbalovy fantsik. Iba niekolko dni pred odchodom na World
Cup Football 98 vo Franctzsku mal narodeniny. Jeho priatelia mu darovali hlavolam
— dvanaststen, aby mal nejak(i zdbavu, ked bude pozerat na ti nudnt hru. Hlavolam
ma 12 rovnakych patuholnikovych stien, oznacenych ¢islami 1...12. Na obrazku dole st
dve polovice dvanaststena spolu s oznacenim stien pouzitym v tejto ulohe. Polovice st
"zlepené” dokopy takym spésobom, Ze stena s ¢islom 7 susedi so stenami 8, 12, 11, 2 a 6
(steny st susedné, ak maji spoloéntt hranu). Speciélne, hrany a a b na lavej polovici
budt zlepené s hranami a a b na pravej polovici na obrazku.

o

Naviac mame 12 patuholnikovych dielov o¢islovanych 1 az 12. Kazda hrana na kazdom
dieli je oznacena ¢islom z mnozZiny {0, 1,2}. Kazdy diel moéze byt umiestneny na kaZdej
z dvanastich stien dvanaststena v Iubovolnej z piatich poloh, ktoré dostaneme otoc¢enim
dielu okolo jeho stredu. Na vyriesenie hlavolamu je potrebné umiestnit kazdy diel na
nejaktt z dvanastich stien v nejakej polohe tak, aby dva susedné diely mali spolo¢nt
hranu oznacenti rovnakym ¢islom. Pomozte profesorovi Baltazarovi vyriesit hlavolam!

Vstupny stibor BALL.IN obsahuje 12 riadkov. Pre kazdé 7, 1 < ¢ < 12, i-ty riadok
popisuje i-ty diel udanim 5 éisel z mnoziny {0, 1, 2} oddelenych jednou medzerou. Tato
postupnost urcuje oznacenie hran i-teho dielu po¢inajic fubovolnou hranou (tato hranu
budeme volat i-ta referenéné hrana) v smere hodinovych ruéic¢iek.

Vystupny stibor BALL . QUT ma obsahovat popis vyrieseného hlavolamu, na 12 riadkoch
buda na kazdom dve celé ¢isla. Pre kazdé ¢, 1 < <12, ¢-ty riadok bude obsahovat celé
¢isla t[2] a nfi] oddelené jednou medzerou popisujice diel a jeho polohu na i-tej stene:
Na i-tej stene bude diel s ¢éislom ¢[i]. Diel moéZe byt poloZeny na i-tej stene v niektorej
z piatich poloh. Presnd poloha je dané ¢islom nli], ktoré oznacuje ¢islo steny, susediacej
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s t[i]-tou referenénou hranou. PresnejSie, ¢[i]-ta referenénd hrana je umiestnend na hrane
dvanaststena, ktord je spolond stenam oznacenym ¢islami ¢ a nfi]. Ak nie je moZné
hlavolam vyriesit, vystupny stibor méa obsahovat jediné ¢islo -1.

Priklad

BALL.IN BALL.OUT
00112 12
02101 37
20101 12 4
00121 79
02112 91
20121 11 8
02121 8 2
22101 4 6
12200 5 4
02102 2 12
02120 6 3
20120 10 7



10. Medzinarodna informaticka olympiada

V dnoch 5.-12.9.1998 sa v Portugalsku, v meste Setubal konala 10. Medzinarodna in-
formaticka olympidda (MIO). SttaZe sa ztcastnilo 241 G¢astnikov zo 67 krajin. Druzstvo
Slovenskej republiky na tiato olympiadu bolo vybrané na zaklade vysledkov celostatneho
kola Matematickej olympiady, kategérie P a vyberového sustredenia, ktoré sa konalo
v dnoch 26.4.-2.5 1998 na Matematicko-fyzikalnej fakulte Univerzity Komenského.

Vysledky vyberového sustredenia

1. Stanislav Funiak 569.7 7. Peter Bodik 431.8
2. Michal Forisek 554.3 8. David Pal 411.0
3. Jan Senko 513.3 9. Michal Matousek 404.0
4. Richard Kralovi¢ 470.6 10.  Peter Rafaj 319.6
5. Jan Valky 467.4  11. Pavol Cerny 199.1
6. Jan Lunter 466.7

Slovensko teda na sttazi reprezentovali Stanislav Funiak z Gymnazia Su¢any, Michal
Forisek z Gymnazia Poprad, Popradské nabrezie, Jan Senko zo SPSE Kosice, Komen-
ského a Richard Kralovi¢ z Gymnazia Jura Hronca, Bratislava. Vedicim druZstva bol
Tomas Vinar a zastupkynou vediceho druzstva bola Bronislava Brejova, obaja z Katedry
vyucovania informatiky Matematicko-fyzikalnej fakulty Univerzity Komenského v Brati-
slave.

Samotna sutaz bola rozdelena do 2 dni, pricom kazdy den riesili sitaziaci po 3 tlohy
v ¢istom case 5 hodin. Ulohy boli algoritmického charakteru v duchu predchadzajtcich
olympiad, ich naroc¢nost vsak bola o nieco nizsia ako obvykle. To sposobilo, ze sa v ko-
necnom poradi viacero ucastnikov nachadzalo vzdy na tom istom mieste. Nase druzstvo
na sutazi dosiahlo vynikajice vysledky a to konkrétne:

Por. | Meno Body | Medaila
5. | Michal Forisek 680 | Zlata
5. | Stanislav Funiak 680 | Zlata
5. | Jan Senko 680 | Zlata
16. | Richard Krélovié 660 | Zlata

V neoficialnom hodnoteni krajin sa Slovensko umiestnilo na prvom mieste pred C{nou
(3 zlaté, 1 strieborna medaila), Polskom (3 zlaté, 1 strieborna medaila), Koreou (2 zlaté,
2 strieborné medaily) a Ruskom (1 zlata, 2 strieborna, 1 bronzova medaila).

Okrem sataze organizatori pripravili aj dalsi, neodborny program (ako napriklad nav-
Steva EXPO’98, poznavacie exkurzie, Sportové aktivity, spolo¢enské vecery). Program
celej olympiady vsak nebol velmi dobre zorganizovany, ¢asté prestoje uberali ¢as delega-
tom ako i ucastnikom, ktory by bol mohol byt vyuzity na nadvazovanie medzinarodnych
kontaktov.
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Pocas MIO’98 sa konalo aj zasadnutie vyboru Stredoeurépskej informatickej olym-
piady (SIO). Bolo oznamené, Ze dalsi ro¢nik SIO sa bude konat 3.-9.9.1999 v Brne a SIO
2000 sa bude konat v Rumunsku. MIO’99 sa bude konat koncom oktébra 1999 v Turecku.

Tomas Vinar, Bronislava Brejova

Zadania uloh 10. Medzinarodnej informatickej olympiady

1. Kontakt (100 bodov)

Doktorka Astro Nebeska nedavno zaznamenala velmi zvlastny druh mikrovlnného Ziare-
nia prichadzajiceho priamo zo stredu galaxie. Pomézte jej vytvorit nastroj na analyzu
opakujtcich sa vzoriek v zaznamoch. Doktorka Nebeska chce najst také vzorky diéky
od A po B (vratane), ktoré sa v zaznamoch najcastejsie opakujia. UvaZzuje iba N na-
vzajom réznych najvyssich frekvencii vzoriek. Frekvencia vzorky je pocet jej vyskytov
v zazname, pricom vyskyty sa moézu prekryvat. Zaoberame sa pri tom iba vzorkami,
ktoré sa v zazname vyskytuju aspon raz.

Stbor CONTACT.IN obsahuje tidaje v nasledujicom forméate: Prvy riadok obsahuje
celé ¢islo A udavajice najmensiu uvazovanu dizku vzorky; druhy riadok celé ¢islo B
udavajice najvacsiu uvazovani dizku vzorky (0 < A < B < 12); treti celé &islo N
udavajice pozadovany pocet roznych frekvencii vyskytu vzoriek (0 < N < 20). Stvrty
riadok obsahuje postupnost znakov 0 a 1, ukon¢enti znakom 2. Vstupny stibor méze mat
az 2 megabajty.

Priklad vstupu:

2

4

5
010100100100010001111011000010100110011110000100100111100100000002

V tomto priklade pozadujeme 5 najvacsich roznych frekvencii vyskytu vzoriek dlzok
od 2 do 4. Vzorka 100 ma frekvenciu 12, vzorka 1000 sa vyskytuje 5 krat. Vzorka
s najvyssou frekvenciou je 00.

Do stiboru CONTACT . OUT vypiste nanajvys N riadkov, obsahujucich N najvyssich roz-
nych frekvencii a im zodpovedajice vzorky. Vystup musi byt usporiadany zostupne podla
frekvencie, pricom jednotlivé riadky majt nasledujuci tvar:

frekvencia vzorka vzorka ... vzorka

kde frekvencia je pocet vyskytov vzoriek, ktoré za nou v riadku nasleduju. Vzorky v kaz-
dom riadku usporiadajte zostupne podla diéky, pricom vzorky s rovnakou dizkou usporia-
dajte zostupne podla ich ¢iselnej hodnoty. V pripade, Ze celkovy pocet roznych frekvencii
je mensi ako N, vystup bude obsahovat menej ako N riadkov.
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Priklad vystupu:
23 00

15 10 01

12 100

11 001 000 11

10 010

2. Slavnostné osvetlenie (100 bodov)

Na osvetlenie slavnostnej vecere bolo pouzitych N farebnych lamp ocislovanych ¢islami
od 1 po N. Lampy st napojené na $tyri prepinace:

prepinaé¢ 1 — po stlaceni tohoto prepinaca zmenia vsetky lampy svoj stav, t.j. lampy,
ktoré svietili, zhasnt a lampy, ktoré boli zhasnuté, sa rozsvietia.

prepina¢ 2 — zmeni stav vSetkych lamp s neparnymi ¢islami.
prepinaé¢ 3 — zmeni stav vSetkych lamp s parnymi ¢islami.
prepina¢ 4 — zmeni stav vietkych lamp, ktorych ¢islo mé tvar 3K + 1 (pre K > 0)

Na zariadenie je pripojené pocitadlo €', ktoré zaznamenava celkovy pocet stlaceni pre-
pinacov. Na zaciatku vecere si vsetky lampy rozsvietené a pocitadlo €' je nastavené na
nulu.

Dana je hodnota pocitadla C' a informacie o vyslednom stave niektorych lamp. Napiste
program, ktory zisti vsetky mozné vysledné konfiguracie N lamp, ktoré s konzistentné
so zadanymi tdajmi. Kazdu konfiguraciu vypiste raz.

V stbore PARTY . IN sa nachadzaju styri riadky obsahujtice ¢islo N — pocet lamp, pocet
stlaceni prepinacov C a stavy niektorych lamp vo vyslednej konfiguracii. Prvy riadok
obsahuje ¢islo N a druhy riadok ¢islo ' (10 < N < 100, 1 < € < 10000). Treti riadok
obsahuje zoznam ¢isel lamp, o ktorych viete, ze maju byt na konci rozsvietené. Jednotlivé
Cisla v zozname st oddelené medzerami a zoznam je ukonceny ¢islom -1. Stvrty riadok
obsahuje zoznam lamp, o ktorych viete, ze maji byt na konci zhasnuté. Jednotlivé ¢isla
v zozname s oddelené medzerami a zoznam je ukonceny ¢islom -1. V zZiadnom z tychto
zoznamov neobsahuje viac ako dve lampy. Pre kazdy testovaci vstupny subor existuje
aspon jedna mozna vysledna konfiguracia.

Do stboru PARTY.QUT zapiste vsetky mozné vysledné konfiguracie lamp konzistentné
so zadanim v lubovolnom poradi (kazda prave raz). Kazd( konfigurdciu vypiste na
zvlastny riadok, pricom tento riadok obsahuje N znakov. Prvy znak reprezentuje stav
lampy cislo 1 a posledny znak reprezentuje stav lampy cislo N. Znak 0 predstavuje
vypnuta lampu, znak 1 zapnutt lampu.

Priklad vstupu: Priklad vystupu:
10 0000000000
1 0110110110
-1 0101010101

7 -1
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3. Hviezdna noc (150 bodov)

Na nocnej oblohe sa vyskytuju hviezdy v sihvezdiach najréznejsich tvarov. Sthvezdie je
neprazdna suvisla skupina hviezd, ak uvazujeme susednost v horizontalnom, vertikalnom
a diagonalnom smere. Ziadne stthvezdie nie je stifastou iného stthvezdia.

Sthvezdia sa mézu navzajom podobat. Dve suhvezdia si podobné, ak maju rovnaky
tvar a pocet hviezd bez ohladu na otolenie a osovii stimernost.

Noc¢na obloha je reprezentovana hviezdnou mapou, ¢o je dvojrozmerna matica nul
a jednotiek. Prvok matice obsahuje cifru 1, ak sa na tom mieste nachadza hviezda
a cifru 0 inak.

Dana je hviezdna mapa, oznacte na nej vietky sihvezdia malymi pismenami abecedy,
pricom podobné stthvezdia budt oznacené tym istym pismenom. Sthvezdia, ktoré nie su
podobné, oznacte roznymi pismenami. Oznacenie stihvezdia znamena nahradenie kazde;j
cifry 1 v sthvezdi prislusnym malym pismenom.

Stbor STARRY.IN obsahuje na prvych dvoch riadkoch sirku W a vysku H hviezdnej
mapy (0 < W, H < 100). Na dalsich H riadkoch sa nachddza po W znakov. Tieto
riadky reprezentuj hviezdnu mapu. Pocet sihvezdi je najviac 500, pocet nie podobnych
stthvezdi je najviac 26 (a...z) a pocet hviezd v kazdom stthvezdi je najviac 160.

Stbor STARRY.OUT obsahuje ti ist mapu ako sitbor STARRY.IN, s tym rozdielom, ze
sthvezdia si oznacené tak, ako je pozadované v zadani.

4. Stretnutie (150 bodov)

Davno, pradavno sa kazdorocne kral Artus stretaval so svojimi rytiermi okrithleho stolu,
aby spolu oslavili Novy rok. Na pamiatku tychto oslav vznikla hra pre jedného hraca,
v ktorej st na zaciatku jedna figiirka krala a niekolko figirok jazdcov (rytierov na konoch)
nahodne umiestnené na rozli¢né policka.

Hracim planom je sachovnica s 8 x 8 $tvorcovymi polickami. Kral moZe v jednom
tahu prejst na Iubovolné susedné policko, ak pritom nespadne z Sachovnice. Jazdec sa
moze v jednom tahu pohnat tym istym spésobom, ako jazdec v Sachovej hre, ak pritom
nespadne z sachovnice. Po¢as hry moze hra¢ na jedno policko polozit aj viacero figiurok
naraz. Policka st dostatocne velké, aby sa na ne zmestil potrebny pocet figtirok.

Cielom hraca je premiestnit vsetky figarky na jedno poli¢ko pomocou najmensieho
mozného poctu tahov. MoZno pouzivat iba uvedené tahy. Navyse, ked sa kral a jeden
alebo niekolko jazdcov ocitne naraz na tom istom policku, hra¢ sa moze rozhodnit, ze
odteraz az do konca hry bude pohybovat kralom a jednym z jazdcov spolo¢ne ako jednou
figirkou, pricom tato figirka sa pohybuje ako jazdec. Tah takouto spojenou figirkou sa
zapocitava ako jeden tah.

Napiste program, ktory najde najmensi mozny pocet tahov, potrebnych na to, aby
hra¢ docielil presunutie vsetkych figtirok na jedno miesto.

Stbor CAMELOT. IN obsahuje pociato¢nu konfiguraciu sachovnice ako retazec znakov.
Tento retazec obsahuje postupnost nanajvys 64 roznych policok sachovnice, pricom na
prvom poli¢ku sa nachadza kral a na ostatnych sa nachadzaji jazdci (pocet jazdcov je
nanajvys 63). Kazdé policko je uréené dvojicou pismeno-¢islica. Pismeno oznacuje stipec
a ¢islica riadok Sachovnice.
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Do stiboru CAMELOT.OUT vypiste jediny riadok, na ktorom bude celé ¢islo urcéujice
minimalny pocet tahov potrebnych na presunutie vetkych figirok na jedno policko.

Priklad vstupu: Priklad vystupu:
D4A3A8H1H8 10

5. Obrazok (100 bodov)

Na stene je nalepenych niekolko obdiénikovych plagatov, fotografii a inych obrazkov. Ich
strany st rovnobezné s okrajom steny. Kazdy obdlznik moze byt ¢iastocne alebo tplne
pokryty inymi obdlznikmi. DI#ku hranice zjednotenia vsetkych obdlznikov nazvime ich
obvodom. Napiste program, ktory vypocita obvod. Vrcholy obdlznikov maju celociselné
suradnice.

Prvy riadok vstupného sitboru PICTURE.IN obsahuje pocet obdlznikov nalepenych
na stene. Kazdy z nasledujtcich riadkov obsahuje stiradnice lavého dolného a pravého
horného rohu jedného obdiznika. Tieto stradnice s dané ako usporiadané dvojice po-
zostavajice z x-ove] a y-ovej suradnice. Pocet obdlznikov je nanajvys 5000. Suradnice
st z rozsahu [—10000, 10 000] a kazdy obdlznik ma kladny obsah. Vysledok moze vyza-
dovat 32-bitovt reprezentaciu cisla.

Do stiboru PICTURE.OUT vypiste jediny riadok obsahujici nezaporné celé ¢islo, ktoré
zodpoveda obvodu mnoziny obdl#nikov na vstupe.

Priklad vstupu: Priklad vystupu:
7 228

-15 0 5 10

-5 8 20 25

15 -4 24 14

0 -6 16 4

2 15 10 22

30 10 36 20

34 0 40 16

6. Cyklaéik (100 bodov)

Cyklacik je hra pre jedného hraca, v ktorej poc¢iato¢nt poziciu tvori cyklus s N vrcholmi.
Kazdy vrchol cyklu je oznaceny celym c¢islom a kazda hrana je oznacena symbolom +
(s¢itanie) alebo symbolom * (nasobenie). Hrany st oéislované ¢islami od 1 po N.

V prvom tahu hra¢ z cyklu odoberie jednu hranu. Kazdy z nasledujicich tahov sa

sklada z dvoch krokov:
e vezmeme hranu £ a dva vrcholy Vi a V4, ktoré st spojené hranou F

e nahradime ich novym vrcholom, ktory oznac¢ime vysledkom operacie, ktorou je ozna-
¢ena hrana F, aplikovanej na oznacenia vrcholov V| a V5.

Hra kondi, ked nezostane Ziadna hrana a vysledkom hry nazveme oznacenie jediného
vrcholu, ktory zostal.
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Napiste program, ktory pre dany cyklus vypocita najvyssi mozny vysledok hry a vy-
pise vsetky hrany, z ktorych ak jednu odstranime v prvom tahu, méze hra viest k tomuto
vysledku.

Stbor POLYGON. IN obsahuje popis cyklu s N vrcholmi. Stubor obsahuje dva riadky.
Na prvom riadku sa nachadza &islo N (3 < N < 50). Druhy riadok obsahuje ozna-
¢enia hran 1,..., N striedavo s oznaceniami vrcholov (najprv vrchol medzi hranami 1
a 2, potom vrchol medzi hranami 2 a 3, atd. aZ vrchol medzi hranami N a 1). Jednot-
livé oznacenia st oddelené medzerou. Oznacenie hrany je bud t (namiesto +) alebo x
(namiesto *). Pre kazd postupnost tahov st oznacenia vrcholov pocas hry vzdy v roz-
sahu [—32768,32767].

Na prvy riadok siboru POLYGON . QUT vypiste najvyssi mozny vysledok, ktory je mozné
dosiahnut pre cyklus na vstupe. Na druhy riadok vypiste zoznam vsetkych hran, z ktorych
ak jednu odstranime v prvom tahu, moze hra viest k tomuto vysledku. Hrany musia byt
vypisané vzostupne a oddelené jednou medzerou.

Priklad vstupu: Priklad vystupu:
4 33
t-7T7t4x2x5 12



Korespondenény seminar SK MO

V 47. ro¢niku matematickej olympiady SK MO prebiehal pre najuspesnejsich olym-
pionikov predchadzajiceho ro¢nika MO zo Slovenska korespondenény seminar SK MO.
Tento korespondenény seminar vznikol uz v 24. ro¢niku MO preto, aby bolo umoznené
venovat individualnu starostlivost aj tym S$tudentom, ktori nenavstevovali triedy so
zameranim na matematiku. V stcasnosti, pretoZe existuje velké mnoZstvo inych ma-
tematickych korespondenénych seminédrov (napriklad krajskych, ktorym je venovana
samostatna kapitola), a pretoze pocet $kol so zameranim na matematiku stipol, seminar
SK MO sa zameriava na zlepsenie pripravy vsetkych studentov, ktori preukazali svoje
schopnosti v predchadzajicich roénikoch MO. KedZe tlohy tohoto seminara svojou
naroc¢nostou prevysuji aktkolvek int matematickt stitaz pre stredoskolakov, seminar
sa stava dolezitou stcastou pripravy aj na medzinarodnt matematickii olympiadu.
V 44. roéniku MO bol KS SK MO prvykrat zorganizovany samostatne na Slovensku.
Pozostava tradi¢ne z piatich sérii po sedem tloh. Do rieSenia sa v tomto roéniku zapojilo
spolu 42 studentov zo vietkych krajov. Medzi desiatimi najispesnej$imi riesitelmi boli
piati ¢lenovia slovenskej delegacie na MMO.

Korespondenény seminar viedol Richard Kollar a opravovanie zabezpecovali studenti
a pracovnici MFF UK (vSetko byvali olympionici).

Celkové poradie KS SK MO 1997/98

1. Juray Foldes, 4 Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 86,5 bodu;
2. Peter Novotny, 3 Gymnazium Velka Okruznd, Zilina, 84,5 bodu;
Kristina Cernekova, 3 Gymnazium ti. Kpt. Jarose, Brno, 69,5 bodu;

b

Jan gpakula, 4 Gymnazium Postova, Kosice, 69,5 bodu;
. Martin Hrindk, 3 Gymnazium Alejova, Kosice, 64 bodov;
. Tomas Jurik, 2 Gymnazium Postova, Kosice, 51,5 bodu;

. Miroslava Sotakova, 2 Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves, 46 bodov;
Peter Kozak, 2 Gymnéazium Sucany, 43 bodov;

5
6
7. Pavol Novotny, 3 Gymnazium Velkd Okruzna, Zilina, 49 bodov;
8
9.
10. Frantisek Kardos, 4 Gymnéazium Alejova, Kos1ce 31,5 bodu.

Uvadzame vsetky priklady tohto ro¢nika stitaze spolu s rieSeniami, prevazne student-
skymi. Priklady boli vyberané z prikladov zo jury MMO a z narodnych olympiad, ¢i
inych stitazi tychto krajin: Bielorusko, Iran, Rumunsko, Velka Britania, Rakisko, SRN,
irsko, Bulharsko, Juzna Afrika a Polsko.
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Zadania sataznych uloh KS SK MO

PRVA SERIA

Dokazte, ze neexistuje koneéna mnozina M pozostavajica z aspon troch roz-
nych kladnych redlnych &isel taka, Ze pre lubovolné dve rozne éisla a € M a
b c M aj ¢&islo a® + b? patri do M.
(Bielorusko, MO 96/97)
Nech n je prirodzené ¢éislo. Dokézte, ze existuji polynémy f(x) a g(x) s celoéi-
selnymi koeficientami také, ze
fla)(@ +1)" +g(2)(«* +1) = 2.
(Irdn, MO 96/97 Final R. 1)
Dané je prvoéislo p, p 2 5. Pre kazdé &éislo k, k € {0,1,... ,p— 1}, uréte maxi-
malnu dBku nekonstantnej aritmetickej postupnosti prirodzenych ¢éisel, ktorej
ziaden ¢len neobsahuje v p-adickom zépise (zapis v ststave so zakladom p)
cifru k.
(Rumunsko 97, Selection test)
Dany je trojuholnik ABC. Uvazujme vsetky mozné trojice bodov P, R, a Sy,
ktoré st dané nasledovne: P je lubovolny bod na obliku BC kruZnice opisane;j
trojuholniku ABC', R, a S, st stredy kruznic vpisanych po rade do trojuhol-
nikov PAB a PAC'. Dokazte, ze
a) vSetky kruZnice, opisané trojuholnikom PR,S,, prechadzaji jednym bodom;
b) vsetky kruZnice, ktorych priemerom su tsecky R,S,, prechadzaji jednym
bodom;
c) vsetky stredy useéiek R,S, lezia na jednej kruznici.

(Irdn, MO 96/97)

Danych je k roznych realnych éisel wq,... ,wg, ktorych stéet nie je nulovy.
k
Dokazte, ze existuju celé éisla nq,... ,ng také, ze Zniwi > 0, a pre kazda
=1
k
permutaciu 7 roznu od identity na mnozine {1,... , k} plati Z niwa < 0.
=1

(Irdn, MO 96/97)

V ostrouhlom trojuholniku ABC' ozna¢me F' patu vysky z bodu C' a M stred

strany CA. Dokazte, Ze ak plati |BM| = |CF| a [SMBC| = | FCA|, tak je
trojuholnik ABC' rovnostranny.

(Velka Britéania, MO 97)

2 a 2™ maju

rovnakl neceld ¢ast (rozvoj ¢isla za desatinnou ¢iarkou). Dokézte, Ze x je celé

Nech n 2 3 je prirodzené &islo a x realne ¢islo také, Ze &isla x,

¢islo.

(Rumunsko, MO 97)
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DRUHA SERIA

Dané su kladné realne ¢isla A a B. Uvazujme vsetky stvorice nezapornych
redlnych éisel a,b, c,d, pre ktoré plati a® + 0> = A2 a c+d = B. Akd je
najmensia a najvacdia moZné hodnota vyrazu (a + d)* + (b —¢)?* ?

(Rakusko, MO 96)
Néajdite
a) vSetky parne
b) vSetky nepéarne
funkcie f : R — R také, Ze pre kazdé celé &islo @ plati f(z) = f(2? + 2 + 1).

(Rakusko, MO 96)
Vo stvorei so stranou 100 sa nachadzaju kruhy s polomerom 1 tak, ze
1) ziadne dva kruhy sa nepretinaji ani nedotykaju,
2) kazda tsecka dEky 10 cela leziaca vo vnutri stvorca méa spolo¢ny bod s aspon
jednym kruhom.
Dokazte, ze sa vo $tvorel nachadza aspon 400 kruhov.

(Nemecko, MO 95)
Nad stranami daného trojuholnika ABC' zostrojme odeniky ABB; A,
BCC{Bs; a CAA,C5. Dokaite, 7ze osi useCiek Aj Ay, B1 By a CCy sa pretinaju
v jednom bode.

(Nemecko, MO 96)
Oznacme S mnozinu vsetkych neparnych prirodzenych ¢isel vacsich ako 1. Pre
kazdé « € S oznaéme 6(x) jediné celé éislo vyhovujice nerovnosti

20 < g < 22@OFT,

Pre a,b € S definuyme
axb=20"1p_3) +a.
Dokazte, ze pre kazdu trojicu a,b,c € S plati
a) axbeS;
b) (a*b)*c=ax*(bx*c).
(Irsko, MO 97)
Nech m a n st prirodzené ¢isla. Nech
m+i=ab; pre 1=1,2... n,

kde a;,b; st prirodzené d&isla, pricom a; nie je delitelné druhou mocninou
ktoré existuje m také, ze a; + as + ...+ a, = 12.
(Bulharsko, MO 97)
Dany je trojuholnik ABC. Nech BM a CN (M € AC, N € AB) st osi uhlov
ABC a ACB. Polpriamka M N pretina kruznicu opisant trojuholniku ABC
v bode D. Dokazte, ze
1 1 1

BD| ~ [AD| T [¢D|’

(Bulharsko, MO 97)
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TRETIA SERIA

Pre kazdé reédlne ¢islo a uréte pocet rieseni stustavy

2 2
T +y + 20 =a,
2 2
" +y+z =a,
22 + y2 + 2z = a.
RieSenim ststavy rozumieme usporiadant trojicu realnych éisel (z,y, 2).

(Rakusko, MO 95)

Prirodzené ¢islo n nazveme korespondencné, ak existuju prirodzené ¢isla a, b,

a y, pre ktoré plati a4+b=n a L + % = 1. Najdite vsetky korespondencné
a

¢isla.
(Nemecko, MO 95)

Nech n 2 2 je prirodzené &islo. Uvazujme polyndém

Po(z) = (g) + <Z>x + <g>x2 ot (31!1 2>:z:k,

kde k = ["T_Z]
a) Dokazte, Ze Pnys(x) = 3Py4a(x) — 3Ppq1(2) 4+ (x + 1) Py (x).
b) Najdite vSetky prirodzené ¢isla a také, Ze pre kazdé prirodzené n = 3 je
3[717_1] delitelom P, <a3>.

(Bulharsko, MO 97)
Oznacme k polkruznicu so stredom O a priemerom AB. Nech bod M lezi
na predBeni AB tak, 7e |MA| > |MB|. Priamka prechadzajiica bodom M
pretina k v bodoch C a D tak, ze |[MC| > |MD)|. Druhy priese¢nik kruznic
opisanych trojuholnikom AOC a BOD (rézny od O) oznaéme K. Dokéite, ze
OK 1L MK.

(Irdn, MO 97)

Nech a, b, ¢ st kladné realne ¢isla také, ze abe = 1. Dokazte, ze plati
1 N 1 N 1 1 N 1 N 1
l4a+4+b 14b+c l4c+a™2+4+a 24b 2+4c’
(Bulharsko, MO 97)

A

Nech X je (n + 1)-prvkovda mnozina, kde n = 2. Usporiadané n-tice
(ar,a3,...,an) a (b1,b2,...,b,) réznych prvkov mnoZiny X nazveme
rozhadane, ak existuju rozne indexy 7 a j také, ze a; = b;. Najdite maximalny

mozny pocet navzajom roznych rozhadaniych n-tic.

(Bulharsko, MO 97)
V rovine je danych 10 roznych bodov s nasledujicou vlastnostou: spomedzi
kazdych 5 z nich moZno vybrat 4 také, ktoré tvoria tetivovy stvoruholnik. Kolko
najmenej z tychto bodov musi lezat na kruznici?

(Irdn, MO 96/97)
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STVRTA SERIA

Nekoneéna postupnost {a,} prirodzenych ¢isel ma nasledujicu vlastnost a; =
=2,a3="7a

1 a?
2 n+1

A
N | —

n—1

pre kazdé n = 2. DokdZte, Ze a, je neparne pre kazdé n > 1.
(Juzna Afrika, MO 96)
Nech ABCD je stvoruholnik so stranami |[AB| = |BC| = |CD| = |DA|. Nech
MN a PQ st dve Gsecky kolmé na BD a také, Ze ich vzdialenost (vzdialenost
ich najblizgich bodov) je d > B2l M € AD, N e DC, P € AB a Q € BC.
Dokazte, ze obvod Sestuholnika AMNCQP nezavisi od polohy tseciek M N
a P(@), ale len od ich vzdialenosti d.
(Asian Pacific olymp. 96)

Dané st prirodzené éisla m,n, n < m. Dokazte, Ze plati
DI Uil L M
e

(Asian Pacific olymp. 96)
Dané su styri body Py, Py, P; a Py leziace na jednej kruznici. Oznac¢me po rade
Iy, I7, I3 a I, stredy kruZnic vpisanych trojuholnikom Py, P3Py, P P3Py, Py P, P,
a Py P, Ps. Dokazte, ze Iy, 15, I3 a I, st vrcholmi obdBnika.

(Asian Pacific olymp. 96)
Ak 22 +y + /822 + 4oy + 3292 = 3+ 3V/2, tak plati 22y < 1. Dokéite.

(Juzna Afrika, MO 96)

Nérodna komisia pre manzelstvo (NKM) prizvala n manzelskych parov na vy-
tvorenie 17 diskusnych skupin. Je potrebné zabezpecit nasledujtce predpisy:
e Vsetci ¢lenovia kazdej skupiny musia byt rovnakého pohlavia.
¢ Rozdiel poc¢tu ¢lenov kazdych dvoch roznych skupin musi byt bud 0 alebo 1.
e Kazda skupina ma aspon jedného ¢lena.
o Kazdy muz aj Zena z vybranych 17 parov musi byt prave v jednej diskusne;j
skupine.
Najdite vsetky n, n < 1998, pre ktoré moze NKM tieto diskusné skupiny
vytvorit.

(Asian Pacific olymp. 96)
Nech a,b a ¢ st dEky stran trojuholnika. Dokéazte, Ze plati

Vatb—c+Vbte—a+Veta—-b<Va+Vo+ e

Zistite, kedy nastava rovnost.

(Asian Pacific olymp. 96)
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PIATA SERIA

Pre n-ticu roznych redlnych &sel @y, z2,... .2, (n 2 4) plati: Y0 2 = 0
a y ., x? = 1. Dokdzte, Ze spomedzi nich moZno vybrat styri ésla a,b, ¢, d
tak, aby platili nerovnosti

a—l—b—l—c—l—nabc§z:p? Sa+b+d+ nabd.

=1

(Polsko, MO 94/95)
Body A;, A, ..., Ag st vrcholmi rovnobeznostena so stredom O. Dokézte, zZe
plati

8 8 2
4-) oA £ <Z|0Ai|> :
=1 =1

(Polsko, MO 94/95)
Dana je kruznica k so stredom O a jej tetiva PQ, ktora nie je jej priemerom.
Vnutri asecky PQ lezi bod A. Nech p, ¢ st dotyénice ku kruznici k£ v bodoch
P, (). Priamka [ prechadzajica bodom A je kolma na OA, a pretina priamky
p, ¢ postupne v bodoch K, L. Dokézte, Ze plati |AK| = |AL|.

(Polsko, MO 94/95)
Pre kladné redalne ¢isla p, ¢ plati p+¢ = 1. DokaZte, Ze pre lubovolné prirodzené
¢isla m,n plati nerovnost

(I-p™)"+(1-¢")" 21.

(Polsko, MO 94/95)
Na zjazde sa zucastnilo 2n poslancov. Kazdy poslanec poznal spomedzi os-
tatnych poslancov aspoil n (poznanie sa je vzajomné). Dokazte, Ze vsetkych
poslancov mozno ubytovat v dvojpostelovych izbach tak, aby kazdy byval
SO svojlm znamyim.

(Polsko, MO 94/95)
Dané je prvocislo p. Dokazte, Ze nasledujtice tvrdenia st ekvivalentné:
1) Existuje také celé ¢islo n, Ze éslo n? —n + 3 je delitelné &slom p.
2) Existuje také celé &slo m, ze éislo m? —m + 25 je delitelné éislom p.

(Polsko, MO 94/95)
Nech f : R — R je spojita funkcia. Dokéazte, ze ak pre kazdé realne ¢islo «
existuje také prirodzené ¢islo n, Ze (fo fo...o f)(z) =1, tak f(1) = 1.

S

7

(Polsko, MO 94/95)
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Riesenia sutaznych uloh KS SK MO
PRVA SERIA

1.1 Predpokladajme, %e pozadovana koneéna mmnozina M existuje. Nech ma n = 3
kladnych prvkov a; < as < ... < a,. Potom ¢isla

a%—l—ag < a%—l—ag < ... < a%—l—ai < ag—l—ai < ... < ai_l—l—ai
urdite vietky patria do M a st rozne. Ich pocet je vsak 2n — 3. Ak ma platit 2n —3 < n,

nasa mnozina M moZze mat jedine 3 prvky. Nech st to teda a; < as < as. Potom vdaka
a?+ai < afi +a2 < a3+ a: vidime, Ze musi platif

af—l_ag = A, (1)

CL%—FCLg = az, (2)

ag—l—ag = as. (3)
2 2

Odéitanim vztahov (1) a (3) dostavame aj — a5 = a1 — as, ¢o pre a; # az nastava prave
vtedy, ked
a; +az =1. (4)

Séitanim rovnic (1) a (3) dostéavame
ai +2a3+a; =1, teda af+a5+a3=1—a3,
zatial ¢o séitanim vsetkych troch rovnic (1) az (3) potom

1 1
a%—l—ag—l—ag = §(a1—|—a2—|—a3) @ 5(1—|—a2).

Porovnanim poslednych dvoch rovnic dostavame kvadratick rovnicu pre as, ktorej je-
dinym kladnym korenom je as = % Dalej uz len dosadenim napriklad do (3) a vyuZitim
vzfahu (4) dostdvame, Ze jedinym riegenim ststavy (1) a% (3) v RT x RT x R™ je trojica
(3203
sme podali vycéerpavajici dokaz o tom, ze mnozina M pozadovanych vlastnosti nemoze

), ktora vsak nesp]%la predpoklad roznosti prvkov kladeny na mnozinu M. Tymto
byt kone¢na.

1.2 Posunom z o jedna pretransformujeme tilohu na najdenie polynémov, pre ktoré
plati

ﬂ@ﬁ"+¢@<@—mf+¢>:z

alebo ekvivalentne na lohu najst polyném g(x) s celoéiselnymi koeficientami, pre ktory
je polyném ¢g(x) ((:1; — 1) + 1) — 2 delitelny polynémom 22" . Predpokladajme, Ze
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27 —1

g(x) ma tvar g(z) = Z c;x'. Zrejme potom po dosadeni a porovnani koeficientov pri
=0

rovnakych mocninach @ musi byt ¢o = 1 (konstanty) a

2, — (2:) Ch1 + (2;) Choz — ...+ (=1)F (2;) =0 (1)

pre 1 £ k £ 2" — 1 (porovnanie pri mocnine k). Z rekurentnych rovnic (1) moézeme
potom postupne vypocéitat ¢y, ca,...con. Tymito linedrnymi rovnicami su koeficienty ¢;
jednoznacne urcené. Este treba overit, ¢i naoza]j bude kazdé ¢; celociselné. Lenze vsetky
kombinaéné ¢isla <2kn> siprel < k < 2" —1 parne, a teda kazdt rovnicu moZno vydelit
dvoma. Potom po vyjadreni ¢ z (1) bude vzdy na druhej strane rovnosti vystupovat
stucet a rozdiel celych ¢isel, ¢o mozno polahky dokazat indukciou.

1.3 Majme nejaka aritmetickii postupnost prirodzenych ¢éisel aq,as,... ,amy,. Nech jej
diferencia je d. Nech prva nenulova éislica (odzadu) v d je na i-tom mieste (myslime
tym i-te miesto odzadu v p-adickom zépise). Tto éislicu ozna¢me b. Vsimajme si éislice
na ¢-tom mieste v nasej postupnosti. Nech «a je ¢islica na i-tom mieste ¢isla aq. Zrejme
sa postupnosti ¢islic na poslednych ¢ — 1 miestach nemenia a neovplyviuji ostatné.
Teda ¢islica na i-tom mieste ¢isla a,, je

(a + bn) MOD p,

kde  MODy znamena zvysok ¢isla z po deleni ¢islom y. Ukazeme, Ze pre n =
=0,1,...,p—1dava vyraz (a+bn)MOD p rozne, a teda vietky ¢islice (samozrejme
v p-adickej ststave). Dokazeme to sporom. Predpokladajme, Ze existuji ni,ng €
€ {0,1,... ,p—1}, ny # no také, Ze a+n1b = a+nsb (mod p). Bez ujmy na vieobecnosti
nech ny > ng. Potom b(ny — ny) =0 (mod p). Ale pretoze p je prvoéislo a 0 < b < p,
tak 0 < ny —ng < p, ¢o je spor.

Dostali sme teda, Ze v kazdej p-¢lennej aritmetickej postupnosti sa vyskytuji na pr-
vom nenulovom mieste vetky ¢islice. Maximalna dEka aritmetickej postupnosti, ktora
neobsahuje ¢éislicu k& € {1,...,p — 1}, je teda najviac p — 1. Jedin( vynimku tvori
¢islica 0, ktora ked je na zac1atku neplse sa. Potom pre k = 0 moze mat postupnost
dBku najviac p. Postupnosti tychto dBok naozaj existuju:

E=0: 1,11,21,31, ..., (p— 1)1,
E=1: 22,23,24,...,2(p—1), 30,
E#£0,1: k+1,k+2,...,p—1,10,11, ..., 1(k—-1),
teda pre k € {1,...,p — 1} je maximalna dEka pozadovanej aritmetickej postupnosti

p—1apre k=0 je jej maximalna dEBka p.
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1.4 Oznac¢me By a (7 po rade stredy oblukov kruznice opisanej trojuholniku ABC
medzi bodmi AC a AB, neobsahujice vrchol B, resp. C' (obr.48). Kedze R, a S, st
stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABP a ACP, plati

|CLA] = [C1B| = |C1R,|, |BiA| = |B1C| = [B15y|.

(Kym prvé polovice rovnosti st zrejmé, druhé sa lahko dokdzu pomocou uhlov.)
Oznacme O stred kruznice k opisanej trojuholniku ABC' a oznaé¢me () druhy priesec¢nik
k s kruznicou [p opisanou trojuholniku PR,S,. Kedze C1R, a B1S, prechadzaji cez
P, dostavame

|[<PC1Q| = |4 PB1Q)| (obvodové uhly kruznice k),
|[9<B1S,Q| =7 — |[4QS,P| =7 — |<QR,P| = |[4C1R,Q)| (obvodové uhly v Ip).

Preto st trojuholniky QR,C: a QS,B; podobné, a teda

1QCH | _ |C1 R, | _ |C1 Al
QB1|  [B1S,|  |BiAl

kde posledny pomer je konstantny (vzhladom na polohu bodu P). Preto sa @) pohybuje
po kruznici (Appoloniovej). Na druhej strane @ lezi na kruznici k, preto musi byt
priese¢nikom k a spominanej Appoloniovej kruznice. Bod A je zrejme jednym z tychto
priese¢nikov, ale zjavne nevyhovuje podmienke na bod (). Preto ma bod ) konstantni
polohu a nezavisi od polohy bodu P, je teda riesenim ¢asti a) tejto tlohy.

Oznaéme S stred kruZnice vpisanej trojuholniku ABC (obr.49). V druhej éasti
najprv dokazeme, ze stvoruholnik ASR,B je tetivovy. Z vlastnosti stredu vpisanej
kruznice (lezi na prieseéniku osi uhlov) totiZz okamzite vyplyva, Ze pre uhly <ASB
a JAR,B plati

ACB
| lzac)

v
SASB| = [9AR,B| = 5 + 1,

¢im je tvrdenie o tetivovom stvoruholniku dokazané. Obdobne sa ukaze, ze aj stvoruhol-

nik ASS,C je tetivovy. Ak teraz oznacime |[JR,BA| = ¢ a |[J5,CA| = ¢, dostavame
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postupne |[JABP| = 2¢ a |[JACP| = 2. Z tetivového stvoruholnika ABPC potom
o+ = g Pre obvodové uhly tetivového stvoruholnika ASR,B plati [ ASR,| == —

— ¢, a podobne [ASS,| =m — 1. Preto potom |[4S,SR,| = ¢+ ¢ = g, a teda bod S
vyhovuje ¢asti b).

Oznaéme S’ stred kruZnice vpisanej trojuholniku BPC (obr.50). V ¢asti b) sme
dokézali, ze |4 R,SS,| = . Zo symetrie analogicky vyplyva

s
|<ISRPS| = |<IRPS/SP| = |<15/Sp5| = |<ISPSRP| = 5

Z toho potom okamzite dostavame, ze SR,S'S, je obdEnik a jeho uhlopriecky R,9,
a S5’ sa teda rozpoluju. Ich prieseénik oznaéme U. KedZe velkost 4 CS’B je konstantna

BAC
(rovné g — |<127|>, bod S’ sa pohybuje po nejakej kruznici s. Bod U je vsak

1
obrazom bodu S’ v rovnolahlosti so stredom S a koeficientom 3 Bod U teda lezi na

kruZnici, ktora je obrazom kruZnice s v tejto rovnolahlosti. Tym je tvrdenie dokazané.

1.5 (Kristina éernekovd) Dokéazeme najprv nasledovnt Lemu:

Lema. Nech a1 < as < ... < ap; by <by <...< by sureédlne ¢isla a nech 7 je nejaka
permutécia mnoziny {1,2,...  k} rézna od identity. Potom plati:

aiby + agby + ... agby > arbr) + a2bgo) + ..+ arbrry -

Dokaz. Dokazujeme matematickou indukciou podla k.

1° Ak k = 1, potom neexistuje Ziadna permutacia jednoprvkovej mnoZiny {1} rozna
od identity.
Ak k = 2, tak jedina pripustnd permutacia je 7(1) = 2, 7(2) = 1. Potom nerovnost
arby + azby > a1by + azby je ekvivalentna s nerovnostou (ag —aq)(by —by) > 0,
ktora zrejme plati.

2° Predpokladajme, Ze nerovnost plati pre k& = n. UkaZeme, ze plati aj pre k =
= n + 1. Majme teda nejak permutdciu 7 mnoziny {1,2,... ,n,n + 1} roéznu
od identity. Ak 7(n+1) # n+ 1, vezmime také p, ¢ z mnoziny {1,2,... ,n,n—+1},
ze m(n 4+ 1) = p, 7(q) = n+ 1. Potom plati nerovnost

Apg1bny1 +agby > agbpyi + anyiby, (1)

pretoZe je ekvivalentna s nerovnostou (an41 — ag) (b1 — bp) > 0, ktora zrejme
plati. Vezmime teraz novi permutaciu ¢ na mnozine {1,2,... ,n,n + 1} takq,
Ze pln+1) =n+1, ¢(q) = pa i) =1ipre kazdé i € {1,2,... ,;n}, 1 # ¢
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(len vymenime hodnoty v p a n + 1). Ak by bolo #(n + 1) = n + 1, vezmeme
permutéaciu ¢ = 7. Potom nam ¢ indukuje permutéaciu ¢’ mnoziny {1,2,... ,n}
(pricom ¢'(1) = (i) pre kazdé ¢ € {1,2,... ,n}). Ak ¢’ nie je identita, potom
podla indukéného predpokladu plati:

arby + ...+ apb, + an_|_1bn_|_1 > alb@/(l) + ...+ anb@/(n) + an_|_1bn_|_1 =
(1)
= alb@(l) + ...+ anb@(n) + an+1b@(n+1) > albﬂ.(l) +...+ anbﬂ.(n) + an_|_1bﬂ.(n+1) .

Ak ¢’ je identita, tak prva nerovnost sa zmeni na rovnost.
Tym je dokaz Lemy skonceny.

Vratme sa teraz k dokazu samotného tvrdenia zo zadania. Pre k = 1 tvrdenie zrejme
plati, pretoZe na mnozine {1} neexistuje permuticia rozna od identity. f)alej nech je
k = 2. Majme teraz redlne éisla wy; < wy < ... < wy a vezmime si lubovolné celé éisla
mp < mg <...<mg.

k k
Oznacéme K = g miw;, W = g w; a vezmime mnozinu

k
A= {Z Miwa(;); T je permutacia mnoziny {1,2,... ,k} rozna od identity} .
=1

Potom A je neprazdna a kone¢na. Nech M je maximalny prvok mnoziny A. Podla Lemy

L+ K

potom plati M < K. Zrejme existuje L € R, M < L < K, Ze ¢islo je racionalne.

Nech je to ¢islo Z—), kde p € Z, g € N. Vezmime teraz n; = gm; —p, pret = 1,2, ... k.
q

UkaZeme, ze ¢isla ny,na, ... ,ng st nase hladané. Plati

k k k L_I_I(
Zniwi:q-Zmiwi—p-Zwi:qK—pW:qK—q- W =
i=1 i=1

— 2w
L+ K K—-L
:q-<K— —; >:q- 5 >0
Ak 7 je permutédcia mnoziny {1,2,... ,k} rozna od identity, potom
k k k
L+ K

Zniwﬂ'(i) = Q'Zmiwﬂ'(i) —p'zwn(i) = gM —pW <qL—gq- X W=
=1 =1 =1

L+ K L-—K

Teda ¢isla ny,nso,... ,ng naozaj vyhovuju zadaniu.
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1.6 Oznacme S prieseénik BM a FC a o velkost uhlov M BC a FCM (obr.51). Kedze
trojuholnik ACF je pravouhly a M je stredom strany AC, plati |MC| = |MF|, a teda
|[SMCF|=|d4MFC| = a. Potom st vsak trojuholniky FSM a BSC podobné, ¢ize:

|[F'S|  |SM|

|[F'S|  |BS)|
|BS| — |SC|’

ted _ .
N 5 VR Te]

To vsak znamena, ze aj trojuholniky FBS a MCS st podobné, z ¢oho vyplyva, ze
|[<SMC| = | SFB| = 90°. Tym sme dokazali, ze BM je zaroven taznicou aj vyskou
na stranu b, ¢o je ekvivalentné s |[BC| = |BA|. Dalej plati:

2Pspc = c-v. = |AB| - |FC|=|AC|-|BM|=0b-v;.

Kedze |FC| = |BM]| (zo zadania), zjavne aj |AC| = |AB|. Zaroven vsak |BC| = |BA]|,
takze trojuholnik ABC' je rovnostranny.

Obr. 52

1.7 (Peter Novotny) Zrejme ak x > 0 a vyhovuje podmienkam, tak podmienkam
vyhovuje aj ¢islo —x, lebo desatinnd ¢ast sa so znamienkom nemeni. Uvazujme len
pripad z > 0. M4 platit 22 — 2 = [, 2" — 2 = k, kde k,[ st nejaké celé ¢isla. Teda z
vyhovuje rovniciam

P —x—1=0, (1)
2" —x—-k=0. (2)

Z rovnice (1) dostdvame, ze © = % (1 +vV1+ 4l>. To znamena, ze [ 2 0 (pretoZe aby
bolo reélne, musi byt [ = —i, ale [ € Z). Moznostou « = % (1 —v1+ 4l> sa nebudeme
zaoberat, lebo vtedy © < 0. Oznaéme si m = 1 4 4/. Potom z rovnice (2) mame

Ak m je stvorec, tak zrejme \/m je neparne, a teda ¢islo x = % (1++/m) je celé. f)alej
nech m nie je stvorec (potom aj m > 1). Potom je ¢éislo /m zrejme iracionalne.
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Rozlisime dva pripady:
(1) n je parne. Nech n = 2s, kde s € N. Poéitajme

(- -

- zis [Z @f) '+ \/E%_O <2¢2j 1) m] '

=0

k

_|_

Porovnanim iracionalnych ¢asti v rovnosti x " dostavame (pretoZze n > 1):

s—1
1 1 2s : 1
= 228—1 i
2~ 2% ; (2@' + 1) 228 ‘ (2@ + 1) 225 2’

¢o je spor.
(2) n je neparne. Nech n = 2s 4 1, kde s € N. Potom

o= ()T G S (-

- 2
=0

Z<28+1> \/_Z (ZsiDm] |

=0

1
~ 92s+1

Porovnanim iracionalnych ¢asti v rovnosti @ + k = «™ dostavame (pretoze n > 1):

1 1 25 +1\ 1 (25 +1 1 s 1
§:z2s+1;<2@'+1>m >22s+1;<2i+1>:228+1'2 27

¢o je opat spor.
Tym sme dokazali, Ze m je stvorec, a teda x je celé ¢islo.

Poznamka: V oboch ¢astiach sme pouzili rovnost (’f) + (g) + (Z) + ..o =271 Jej

platnost vyplyva z identity £ [(1+1)" — (1 —1)"] =271,
DRUHA SERIA

2.1 Jednoduchou tpravou dostavame:
V=(a+d)’+(b—c) =A%+ B*+2(ad —be — cd).

Volme pevné ¢ a d. Evidentne V' bude maximalne prave vtedy, ked ad bude maximélne
a bc minimalne. To znamena, ze a = A, b = 0. Vyraz V ma teda maximum rovné

A2—|—2AB—|—32:(A—|—B)2 (pre d = B, ¢ =0).



140 47. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Hladajme teraz minimum. Pri pevnych ¢ a d nadobtida V minimum, ak « = 0, b = A.
Hladéme teda minimum funkcie f(c) = A* + B? —2 (bc +cB — cz>. Z jej grafu vidime:
1) Ak B = A, tak f ma minimum v bode ¢ = %(A + B), a to je rovné %(A — B)Z.

2) Ak B < A, tak f mé minimum v bode ¢ = B, a to je rovné (A — B)z.

2.2 Vyuwitim f(z) = f (:1;2 +az+ 1) pre @ € Z dostavame

flre =1 = F((—o =P+ (ce =) +1) = F (2 42 +1) = f(o).
To znamena, ze pre kazdé x € Z plati

flme=1) = f(z). (1)

a) Ak f je parna funkcia, tak plati f(x) = f(—=z), a teda aj f(—x —1) = f(x +1).
Dosadenim do (1) dostavame f(x) = f(x+1) pre kazdé @ € Z. To ale znamend, ze
f(z) = a pre kazdé x € Z. RieSenim je teda kazdd parna funkcia takd, ze f(z) = a
pre kazdé © € Z.

b) Ak f je nepéarna funkecia, tak plati f(x) = —f(—=z), a teda aj f(—z — 1) = —
—f(x + 1). Dosadenim do (1) dostavame f(x) = —f(x 4+ 1) pre kazdé = € Z.
Z toho vyplyva f(0) = —f(1). Zaroven vsak (zo zadania) mame f(0) = f(1). To
znamena, ze f(1) = —f(1), a teda f(—1) = f(0) = f(1) = 0. Potom ale f(x
pre kazdé x € Z. RieSenim je teda kazda neparna funkcia také, ze f(x) =
kazdé v € Z.

Zrejme vsetky najdené funkcie s naozaj riesenim ulohy.

) =0
0 pre

2.3 Oznaéme K obdEnik s vyskou 2,01 a sirkou 12,01. Na jeho
vodorovnej osi uvazujme usecku dEky 10 rovnako vzdialent od zvis-
lych stran obdEnika (nazvime ju stredova usecka). Vzdialenost
Iubovolného bodu tejto tisecky od obvodu obdEnika je viac ako 1.

Ak teda umiestnime do roviny 2 neprekryvajice sa odeniky K,
vzdialenost lubovolnych dvoch bodov na ich stredovych tiseckach je
viac ako 2. Preto do roviny nemozno umiestnit kruh s polomerom 1, Obr. 53

ktory ma spolo¢ny bod s dvoma takymito tiseckami.

Do stvorca 100 x 100 umiestnime 49 neprekryvajucich sa riadkov, v kazdom 8 neprek-
ryvajucich sa obdEnikov K. Kedze viak 8 - 12,01 4+ 2,01 < 100, mozno este umiestnit
do $tvorca dalsich asponr 8 obdEnikov (obr.52). Kazda z ich 400 stredovych tsediek
musi mat spoloény bod s aspon jednym kruhom, preto sa vo $tvorci musi nachadzat
aspon 400 kruhov.

2.4 Zrejme ziadne z osi stran obdEnikov nie s rovnobezné. PouZijeme nasledujiicu
lemu:

Lema. Ak trojuholnik A'B'C’ lezi vo vnutri trojuholnika ABC, kde AB || A'B’, BC ||
| B'C', CA || C'A!, potom maji priamky AA', BB' a CC’ spolo¢ny priesecnik.
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Dokaz. Staci pouZit rovnolahlost so stredom () — spoloénym priese¢nikom priamok AA’

a BB'.

Oznacme osi useciek BBy, C'Cy, AA; po rade a, b, ¢ a ich prieseéniky My, Mp,
Me (obr.53). Vdaka tejto konsStrukeii maji trojuholniky ABC a MaMpMc rovno-
bezné strany. Pouzitim lemy maja teda priamky AMy, BMp a C'M¢ jeden spoloény
priesecnik S leziaci vnutri trojuholnika ABC'.

M,
Oy
S IHALAN_Ch
A ENAN
\ A~ KT
. | T —.
\’ | /7511
A, N | .

N A >//J§\\ % g BZ
/X/ = Y ~/
M4 - VA Mp
Al \/§ Bl
Obr. 54

Oznalme teraz S,, Sy, S, po rade obrazy bodu S v osovych stiimernostiach podla
priamok a, b, c. Pretoze stt body M4, A a S kolinearne, musia byt aj ich obrazy (osova
stmernost podla b) M,, Ay, Sy kolinearne. Analogicky musia byt kolinearne aj body
MA, Al a Sc.

Pretoze |MaAs| = |MAA| = |MaAi] a |[MaSy| = [MaS| = |MaS.|, st trojuholniky
A1As My a 5.5,M 4 rovnoramenné. Stvoruholnik A15:.5,A5 je teda rovnoramenny
lichobeznik. Odtial dostavame, Ze osi tise¢iek A1 Ay a SpS. splyni. Z rovnakych dovodov
splynt aj osi tse¢iek By Bs a 5.9, resp. C1C5 a S,.5p. Preto s osi seciek Ay Ay, B1 B>,
C'1C5 osami stran trojuholnika S,5,5. a maju teda jediny spolo¢ny priesecnik.

2.5 (Frantisek Kardo$)

a) Kedze a > 3, §(a) 2 1 a 20971 je prirodzené &slo. Cisla a,b st nepérne, &slo

.....

teda z mnoziny S.
b) Najprv ukiZeme, Ze

d(axb) =0d(a)+d(b) — 1. (1)
Totiz 250 < g < 28+ teda 29(9) < g — 1 a a+1 < 200+ Podobne 290 <p —1
ab+ 1= 26(0)+1 Potom
axb= 25(a)—1(b . 3) +a> 9d(a)—1 <25(b) _ 2> + 9d(a)  _ 26((1)—1—6(b)—17

axh— 25(a)—1(b 3 ta< 96(a)—1 <26(b) _ 4> 1 98(a)+1 _ 9d(a)+8(b)
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Kedze
@+ ]y < 9F(@)+5(0),

plati (1). Potom tpravami dostavame aj pozadované tvrdenie b):

(a*b)*c= 25(a*b)_1(c —3)+ (axb) = 25(a)+5(b)_2(c -3)+ 25(‘1)_1(6 —3)4+a=
— 98(a)-1 (25<b>—1(c —3) b 3) ta=20"(bac)—3) +a=ax*(bxc)

2.6 (Kristina éernekovd) Zrejme pre kazdé 1 = 1,2,... ,n je a; = 1, a teda musi byt
n < 12. Rozoberieme niekolko $pecialnych pripadov.

e Ak n =1, potom a; = 12, ¢o nemoZe nastat, lebo 2% | 12.

o Ak n =2, potom pre m = 98 plati

98 +1=11-3%, 98 +2=1-10%.
e Ak n = 3, potom pre m = 3 plati
3+1=1-2%, 3+2=5-17, 3+3=6-12.

f)alej ukazeme, ze pre pat za sebou iducich ¢isel musia byt ¢isla a; po dvoch rozne.
Dokézeme to sporom. Nech a; = a; = a, pricom i < j a j —i < 4. Potom

a @it =a (it 1 —8) Sa- (B —0) = (mtj)—(m+i) <4 (1

Ak a = 1, tak musi byt b, = 2 (pretoze a;b? = m +1i 2 1+ 1 = 2), &o je ale spor s (1).
Ak a 2 2, opit dostavame spor s (1) (pretoze b; = 1).

To znamena, e pre n = 5 st ayq, ... ,as po dvoch rozne prirodzené ¢&isla. Potom ale
ay +as +as+ayg+as =21+2+3+4+5=15, éo je spor.

Zostava uz len vysetrit pripad n = 4. PretoZe musia byt ¢isla ay,as, az, aq po dvoch
rozne, musi platit {ay,as,a3,a0} = {1,2,3,6} (lebo neméze byt a; = 4). Pretoze dve
z Cisel m+1,m+2, m+ 3, m+4 st delitelné ¢islom 3, musia to byt ¢isla m+1 a m +4.

Potom {m + 1,m +4} = {3,6} a {m + 2,m + 3} = {1, 2}. Odtial dostéavame

2=(m+2)(m+3)—(m+1)(m+4) =
= 26202 — 180202 = 2(bybs)” — 2(3b1by)°
1 = (bybs)” — (3b1b4)” .

To ale nie je mozné (zrejme rovnica 22 — y* = 1 nemé v N riedenie).

Na zaver staci len povedat, ze jedinymi rieseniami tlohy st n =2 an = 3.

2.7 (Juraj Foldes) Oznaéme dEky stran a uhly trojuholnika ABC ako obyc¢ajne. Nech
X je priesetnik AB a CD (obr.54). Dalej nech d = |CD|, k = |AD|, | = |BD|, by =
= |AM|7 b2 = |CM|7 c1 = |AN|7 C2 = |BN|7 P = |AX|7 b2 = |BX|7 dl = |DX|7
dy =|CX|ad=|qAMBI.
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Treba dokéazat, Ze plati

Z Menelaovej vety pre body M, N a D na stranach trojuholnika AXC dostavame

CM| JAN| XD
. . = eda
[AM| JXN| [cD] ~

@29 1)

P1—C _E d1'

Z podobnosti trojuholnikov ACX a DBX podla vetu uu (obvodové uhly |¢BXD| =
= |JCXA| a |[SCAB| = |[4CDBJ|) a z podobnosti trojuholnikov AXD a CXB (obdobné

dovody) vyplyva

dl [ dl k
— = a — = —.
b1 b P2 a
Spojenim tychto vztahov
e _ g 2 Fle=py)
v a
Z toho potom
_ bek g — é ek )
PPmsm Y T T ey

KedZze BM a CN st osi uhlov trojuholnika ABC, zrejme plati

by c be

EZE a Clza_l_b.

Po dosadeni (2) a (3) do (1) dostavame po jednoduchych apravach

kl =dk — al, teda +

!
l Y

IS
T =

¢o bolo treba dokézat.
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TRETIA SERIA

3.1 Odéitame druht rovnicu do prvej a upravime

x—y—(:z;z—y2> =0,
(z—y)(l -2 —-y)=0. (1)

Analogicky

Rovnice (1), (2) a (3) s zrejme nutnou podmienkou na to, aby trojica (z,y,z) bola
riesenim povodnej stustavy.

1)

2)

Predpokladajme najprv, ze @ # y # z # x. Potom podla (1), (3) plati « +y =
=1=y+ z, ¢iZe aj x = z, €0 Je sSpor.

Predpokladajme, Ze prave dve z éisel x,y,z st rovnaké (nech teda v = y # z).
Z (3) vieme, ze z =1 —x, éiZe aj @ # 1 —x, a teda @ # % Inak mozeme uvazovat
rieSenie stustavy v tvare (z,x,1 — x). Dosadime do povodnych rovnic a dostéavame
jedint podmienku

222 —z+1—-a=0. (4)

Riesime teda kvadratickd rovnicu s parametrom a:

1++/8a—7

. 7
T2 = 1 , pricom a = 3

Lahko vypoditame, 7e x = % iba pre a =1 (aj to len x1). Obratene to znamena,
ze pre a = 1 sp]ﬁa podmienky len x5 = 0. Skiiskou sa lahko presvedéime, Ze

rieSenia (x1, 21,1 —121) a (22,22, 1 —22) naozaj vyhovuji zadaniu. Analogicky (ak
vezmeme y = z alebo z = ) dostavame cyklickou zamenou dalsie $tyri riesenia.

Predpokladajme, 7e + = y = z. Dosadime do povodnych rovnic a dostavame
podmienku

2+ —a= 0,
Cize

, pricoma = ——.

8

3,4 =

—1++8a+1 1
4

Tym sme vycerpali vSetky moznosti. Vysledky tvah si ale este raz zosumarizujeme:

e a ¢ (—oo,—

é). KedZe diskriminanty oboch kvadratickych rovnic st zaporné,

sistava nema riesenie.

__l ’ s . . ’ . v . <_l _l _l)
¢ a = —3. Ststava ma jediné rieSenie (—7,—3,—7

e a€ (—%, %) Ststava méa dve rieSenia (x3, x5, 23), (¥4, 24, 24).
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. Stistava ma pat rieseni <_1f\/§, _lf\/g, _1T\/§>7 (1,4,3), (L.3)1),
( , ) U (1,00). Ststava mé osem rieSeni (z3,x3,x3), (¥4, 24, 24), (x1,21,1 —
—:1?1)7 (51?17 1—51?1751?1)7 (1—51?1751?1751?1)7 (51?2751?27 1—51?2)7 (51?27 1—51?2751?2)7 (1—51?2,51?2751?2)-
e a = 1. Stistava ma 5 rieseni (%, %, %), (1,1,1), (0,0,1), (0,1,0) (1,0,0).
3.2 Zrejme ak n = 1, tak n sa nedd napisat ako stcet dvoch prirodzenych éisel.
Rozoberieme teraz dva pripady:
1) Najprv dokézeme, Ze kazdé zloZené ¢islo je korespondencné. Nech teda n = pq,

.....

y=(p—1)(q—1). Potom zrejme plati

y 1 (p—1(¢-1)
b p ' pla-1)

a+b=p+plg—1)=pg=n.

x
S -1
a

Y

2) Nech n je prvoéislo. Sporom dokézeme, Ze n nie je korespondencné. Nech a,b,x,y
st také prirodzené ¢isla, ze plati

a+b=n, E—|—g:1.
a b

Oznaéme d najvacsi spolo¢ny delitel éisel a,b. Potom d < a < n,d|a+b=n.
Ale n je prvoéislo. Teda musi byt d = 1, ¢o znamena, Ze ¢isla a, b st nestidelitelné.
Zrejme bx + ya = ab. Z toho vyplyva a | b a b | ya. Nakolko st a, b nestdelitelné,
plati a | x, b | y. PoloZzme x = ax’, y = by’, kde 2.y’ € N. Potom

QR

+%:—+ =2’ +y' 21+1=2,

¢o je v spore s predpokladom.
Z uvedenych skutocénosti vyplyva, Ze korespondencényms ¢islami st vSetky zloZené cisla
a ziadne iné.

3.3 (Kristina éernekovd)
1 3 n
a) Vytvorme postupnost funkeii A, (z) = % Zrejme potom pre n = 2 plati
T

An(z) = Bp(2)+ Cp(2)Fx 4+ Dyp(2) Va2, kde B,(x),Cpr(x) a Dy() st jednoznacéne ur-
¢ené racionalne lomené funkcie (az na prvy élen polynémy). Z binomickej vety okamzite
vyplyva, ze By(x) = P,(x). Ak dokdzeme, Ze A, (x) vyhovuje zadanému rekurentnému
vztahu, bude mu vyhovovat aj By(x), teda aj P,(x). To, Ze plati A, 4+3(x) = 3A,42(2)—
—3A,41(x) + (2 + 1)A,(2) sa lahko overi vypoétom. Tym je ¢ast a) dokdzana.

b) Matematickou indukciou dokazeme, ze vsetky éisla tvaru @ = 3k — 1, k € N
vyhovuji zadanej podmienke.
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1° Pre n = 3 a n = 4 tvrdenie trivialne plati. Pre n = 5 je Ps(x) = 10 4 x, teda
pre a = 3k — 1 plati Ps(a®) = 10 + (3k — 1)®. Polahky sa overi, Ze 9|Ps(a®).

2° Nech tvrdenie plati pre vietky prirodzené &isla l, I Sn+2, n = 3,1 = 3. Najprv
uvazujme pripad ked je n neparne. Podla indukéného predpokladu 31| P, 4o(a?),
3 Puyi1(a®) a 3'|P,(a®). Nakolko 9]a® + 1, plati

3l |3Pn_|_2(a3) — 3Pn_|_1(a3) + (a3 + 1)Pn(a3), teda 3l |Pn_|_3(a3).
Nech je teraz n péarne. Podla indukéného predpokladu 3!|P,1o(a®), 3! Pyii(a®)
a 3'71P,(a*). Nakolko 9]a® + 1, tak

3l |3Pn_|_2(a3) — 3Pn_|_1(a3) + (a3 + 1)Pn(a3), teda 3l |Pn_|_3(a3).

Tym sme dokazali, Ze vsetky ¢isla tvaru a = 3k — 1, k£ € N vyhovuji zadaniu tlohy.
Este treba dokazat, Ze ziadne iné uz nevyhovuja, ale to vyplyva z toho, Ze tvrdenie musi
platit pre n = 5, teda 9]10 + a®. Dahkym rozdiskutovanim zvyskovych tried modulo 3
zistime, ze vyhovuju len spominané ¢isla a.

3.4 (Juraj Foldes) Oznaéme velkosti uhlov o = |JODC|, f = |[JOCA| (obr.55).
Postupne mozno vypoéitat velkosti uhlov (pouZitim vlastnosti rovnoramennych troju-

holnikov):

4DCO| = a, YOBD| = |4BDO| = 4 (¢ — [4BODI) = ¥ —a - 3,
4COD| = v —2a, 4MBD| = — |$OBD| = a + 3.

4CA0| = 5. [ MDB| = — [4BDO| — |40DC| = 3,

4COD| = v — 23, ¥ BMD| = — [4DBM| ~ | MDB| = & — a — 23,

|4 BOD| = ¢— |4 COD|— |4 AOC| = 2a+23—.

Obr. 56

Oznaéme ¢ BKC ten z uhlov BKC, v ktorom lezi bod D. Jeho doplnok (lezi v iom
bod A) ozna¢me {BKC’. Potom

|[ABKC| =2 — |4BKC'| =2¢ — (|[{BKO| + |[JOKA| + |[SAKC]) =
=2t — ([4BDO| + [FOCA| + |4 AO0C|) =2¢ — (Y —a = B+ B+ ¢ —28) =
=a+20



IKORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 147

(druht rovnost sme dostali z vety o obvodovom uhle). Zrejme tieZ plati o + 25 < @,
lebo 0 < |[<BMD| =1 —a —20.

Vsimnime si teraz $tvoruholnik BMCK. Plati v nom |[{BMC| + |<CKB| = ¢ —
—a—204+a+ 20 = . To znamena, ze je tetivovy. Oznacme preto k3 kruznicu opisant
BMCK. 7 vety o stredovom a obvodovom uhle dostavame |[JBKM| = |4 BCM| =
= |4BCD| = 1|4BOD| = a + 3 + $¢. Potom ale

[SOKM| = [4OKB| + [4BKM| = [4BDO| + |4 BK M| =
=¢p-—a-Btat+f-zv=3¢.

No a odtial vyplyva OK L MK, ¢o sme mali dokazat.

3.5 Zavedme substiticiu + = a + b+ ¢, y = ab + bc + ac. Potom moZno nerovnost
upravit na tvar (vyuzijic a® + 0% + ¢? = 2* — 2y a abc = 1)
342z —xy <14 3—vy 7
20 +y+a?+ay 9+ 4x + 2y

¢o (s prihliadnutim na # > 0, y > 0) je ekvivalentné s nerovnostou

(3—|—2:1;—:1;y)(9—|—4:1;—|—2y)§(3—y)<2:1;—|—y—|—:1;2—|—:1;y>
27—|—24:1;—|—3y—|—5:1;2—|—y2§6:1;y—|—3:1;2y—|—:1;y2.

7 AG-nerovnosti vyplyva ¢ = a + b + ¢ = 3v/abe = 3, a tiez y = 3V a2b2¢2 = 3. Potom

1
y2§§:1;y, 182 < 6zy, 5:1:2§§y:1;2,
<2 2 <1 2 <
zegl‘y7 3y:§x y, 21=a%y

S¢itanim tychto nerovnosti ziskame dokazovani nerovnost. Zrejme rovnost nastava
prave vtedy, ked x =y =3, atedaa=b=c=1.

3.6 (Jdin gpakula} Kazdej usporiadane] n-tici réznych prvkov mnoziny X mozno
pridanim jediného chybajiceho prvku na (n + 1)-vé miesto jednoznacne priradit per-
mutéciu (usporiadani (n + 1)-ticu) prvkov mnoziny X. Zaroven z kaZzdej permutacie
prvkov mnoziny X ziskame prislusni usporiadani n-ticu. Namiesto usporiadanych n-tic
teda moZeme pracovat s permutaciami (majme vSak na paméti, Ze posledny prvok je
fiktivny).

Lema. Rozne permutacie v, p mnoziny X nie st rozhadané prave vtedy, ked 1 mozno
dostat z ¢ vymenou (n + 1)-vého a i-teho prvku, kde 1 < i < n (¢o mozno zapisat ako
99(]) = ¢(]) prej € {17"' 7”}7j 7£ i a ¢(l) = @(n + 1)7 ¢(n + 1) = 99(@))

Dokaz. Ak 1, nie st rozhadané, tak pre kazda dvojicu indexov (7,7), 1 S i< j<n
plati ©(i) # ¢(j). Potom ale pre kazdé ¢ € {1,... ,n} bud ¢(i) = (i), alebo ¢(i) =
= t¢(n + 1). Nech ¢(1) = ¥»(n + 1). Ak by bolo i = n + 1, tak ¢ = v, ¢o by bol spor.
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Teda musi byt 1 £ 7 < n. Potom ale pre kazdé j € {1,... ,n}, 7 # ¢ plati o(j) = ¥(J).
To znamend, ze (1) = ¢(n + 1).

Obratene ak ¢, maji vymenené prvky na i-tom a (n 4+ 1)-vom mieste, tak jedinymi
dvojicami roznych indexov, na ktorych by boli v ¢ a ¢ rovnaké prvky sa (i,n + 1)
a (n + 1,7). To znamend, %e neexistuje dvojica indexov (7,7), 1 £ i < j < n, pre ktoré
(1) = ¥(7), a teda permutécie ¢, nie st rozhadané. Tym je dokaz Lemy ukondceny.

Dalej uvazujme X = {1,2,... ,n+1} a zavedme si niekolko oznaceni a pojmov. Mno-
zinu permutacii mnoziny X oznac¢me S. Mohutnost mnoziny obsahujicej maximalny
pocet navzajom roznych rozhadanych permutacii oznac¢me x,. Inverziou permutacie
¢ € § nazvime tak dvojicu indexov (7,7), 1 S i < j <n+1, Ze p(i) > ¢(j). Permu-
taciu nazveme pdrna (nepdarna), ak obsahuje parny (neparny) pocet inverzii. Paritou
permutacie ¢ € § nazyvame paritu poctu jej inverzii. Mnozinu parnych permutacii
ozna¢me ST, mnozinu neparnych permutéacii oznac¢me S™.

Lahko mozno dokdzat, Ze vymenou dvoch prvkov v permutécii sa jej parita zmeni.
Potom plati |ST| = |S~| (vimena poslednych dvoch prvkov ndm uréuje bijekciu medzi
tymito dvoma mnoZinami). Kedze ST, resp. S~ neobsahuje Ziadnu dvojicu permutécii
taki, Ze jednu mozno dostaf z druhej jedinou vymenou, tak vietky permutéacie v ST,
resp. S~ st navzajom rozhadané. To znamena, ze

_ S| (n+1)!
2 |STI=1S :|—:7.
vz j5t = jsm) = Sl (0
f)alej ukazeme, ze plati
!
wngw‘
- 2

Nech K je Iubovolnd mnoZina navzajom rozhadanych permutacii mnoziny X. Kazde;j
permutacii ¢ € K mozno vymenou poslednych dvoch prvkov jednoznacne priradit
permutaciu ¥, ktora je s nou nerozhadand, a teda v» € § — K, pricom ziadnym dvom
roznym permutaciam z K nepriradime rovnaké permutacie z S — K. Potom

2 UKL+ KD _ (K418 =KD) _ 18] _ (n+ 1)
2 - 2 2 2 '
(n+1)!

To ale znamena, ze x, = , ¢o je hladany maximalny moZny pocet rozhadanych

n-tic.

3.7 (Eugen Kovac¢) Pre jednoduchost nazvime body sykorkami. Ozna¢me si sykorky
¢islicami 1,...,9,0. Zapis K(ay,as,... ,a,) bude znamenat, Ze sykorky ai,as,... ,ay
(lezia) sedia na jednej kruznici.

Lema 1. Existuje 5 sykoriek sediacich na jednej kruznici.

Dokaz. Sporom. Predpokladajme, ze ziadnych 5 sykoriek nesedi na jednej kruznici. Bez
ujmy na vSeobecnosti K(1,2,3,4) a K(5,6,7,8). Z patice 1,2,3,9,0 styri sykorky sedia
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na kruznici. Ak K(1,2,3,9), tak aj K(1,2,3,4,9), spor. Obdobne sa dokazZe, Ze nemoze
byt K(1,2,3,0). TakZe mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze X(1,2,9,0).

Uvazujme teraz péaticu 2,3,4,9,0. Nutne K(3,4,9,0) (Iubovolnéd ina Stvorica by
si uz vynutila aj piatu sykorku na jednej kruZnici). Podobne z 5,6,7,9,0 mame
K(5,6,9,0), a z 6,7,8,9,0 tiez K(7,8,9,0). Patica 1,3,5,9,0 si vynucuje K(1,3,5,9)
alebo K(1,3,5,0). Bez ujmy na vseobecnosti, nech K(1,3,5,9). Patica 1,3,7,9,0 si
vynucuje K(1,3,7,0) a napokon pética 3,5,7,9, 0 nedava ziadnu moznost $tvorice, ktora
by si uz nevynucovala pat sykoriek na jednej kruznici.

Lema 2. Aspon 9 sykoriek sedi na jednej kruznici.

Dékaz. Nech 1,2,3,4,5 sedia na jednej kruZnici (moézeme to predpokladat na zaklade
Lemy 1). Staéi ukézat, Ze aspon jedna zo sykoriek 6,7 sedi na tej istej kruznici (pretoze
to isté potom bude platit pre lubovolné dve sykorky z 6,7,8,9,0). Predpokladajme, ze
nie.

UvaZzujme paticu 1,2,3,6,7. Potom bud K(1,2,6,7), K(1,3,6,7) alebo K(2,3,6,7).
Bez ujmy na vSeobecnosti, nech K(1,2,6,7). Teraz uvazujme péticu 3,4,5,6,7. Opat
bez ujmy na veobecnosti K (3,4, 6, 7). Este uvazujme péticu 1,3,5,6,7. Ak K(1,3,6,7),
tak K(1,2,3,6,7), a tiez K(1,2,3,4,5,6,7), spor. Podobne neméze byt ani K(1,5,6,7),
ani K(3,5,6,7). Potom ale bud K(1, 3, 5,6) alebo K(1, 3,5, 7), ¢ize bud sykorka 6, alebo 7

sedi na kruznici spolu s 1,2,3.4,5.

KedZe zrejme moze byt 9 sykoriek na jednej kruznici a desiata mimo nej, odpoved
je 9. Cudna party.

STVRTA SERIA

4.1 (Jain gpakula} Najprv dokdzeme, ze postupnost {a,}>2 je prvymi ¢lenmi a vzta-
hom (1) uréend jednoznacne. Zrejme je (1) ekvivalentné
a? 1 a?

b - — 1< lpp S ——F
ap—1 2 ap—1

N | —

2
a 1
Je vidiet, ze poslednému vztahu vyhovuje prave jedno celé ¢islo a,41 = [ 4 5} .
ap—1
Teraz dokazeme, Ze pre kazdé n € N plati
An+42 ::3an44,+—2an. (2)
Z jednoznac¢nosti vyplyva, ze staéi dokazat, Zze postupnost, ktora vyhovuje vztahu (2),
pricom a; = 2, ay = 7 (zrejme ide o postupnost prirodzenych ¢isel) spHa nerovnosti (1).
Tvrdenie dokazeme indukciou.
1° Zrejme pre a3 =2, a3 =7, a3 =3 -7+ 22 = 25 plati vztah (1) .
2° Predpokladajme, Ze (1) plati pre n = k — 1 (k = 3). DokéaZeme, ze (1) plati aj
pre n = k. Nech teda
1 aj_

2 k

A
N | —

@

k—2
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Dosadenim (2) za aj a Gpravami dostdvame

202 —6ap_1ap—o — 4a’
g T T TR TRy (3)
ag—2

Naviac plati ag—1 = 3agr—2 4+ 2ar—3 > 2ar_2, a teda

_ 1
=2 o2 (4)

ar—1

f)alej poéitajme ag41 = 3ar + 2ar—1 = 3(3ar—1 + 2ar—2)+ 2ax—1 = 1lag_1 + 6ar_1.
To znamena, ze

2 Sap_1 + 2ap_2)°
k41 — % _ 1lag—q1 + Gag—2 — (3ax-1 +2ak—2) =
aE—1 aE—1

2 2
2a;,_4 — bag_1ap_2 —4ay_,

ag—1
Staci teda dokazat, ze plati

2 2
1 2a;,_, — Gag_1ar—2 —4aj_,

2 aE—1

A

1
- (5)

Rozoberieme tri pripady

1) Ak 2a? | — 6ag_1ar—s — 4a3_, > 0, vtedy lava nerovnost v (5) plat{ trividl-
ne. Pravi nerovnost dostaneme vynésobenim (4) a pravej nerovnosti z (3) (¢o
mozeme).

2) Ak 2a? | — Gag_jak—y — 4ai_, < 0, vtedy prava nerovnost v (5) plati tri-
vidlne, a lav( nerovnost (prenasobent ¢islom —1) dostaneme vynésobenim (4)
a (—1)-nasobku lavej nerovnosti z (3).

3) Ak 2a; | — 6ag_1ax—2 —4a;_, =0, tak (5) trividlne plati.

Tym sme dokézali, Ze postupnost {a, }°2, vyhovuje rekurentnému vztahu a,q9 =
= 3apt1 + 2a,. Ak uvazime, Ze a; = 2, a ay = 7, tak lahko indukciou dokaZeme,

N
D

pre n > 1 je ¢islo a, neparne.

4.2 (Miroslava Sotdikova a Martina Gancdrovd) Bez ujmy na vSeobecnosti nech st
zvolené podla zadania body My, Ny, Py a Q1 a iné body My, No, P> a Q2 ako na obr. 56.
Oznaéme d vzdialenost rovnobeznych priamok M; Ny a My Ny (teda aj PiQ1 a PQ2).
KedZe $tvoruholnik zo zadania je zrejme kosostvorec alebo $tvorec, zrejme s vietky
tieto priamky rovnobezné s AC. Oznac¢me oy obvod Sestuholnika AM|; N,C' QP a o9
obvod Sestuholnika AM; NoC Qo Ps. f)alej oznacme M), N, po rade priemety bodov M;
a Ny na priamku My N, a P, ), po rade priemety bodov P, a ()2 na priamku P Q).
Potom plati (obr. 56)

02 = 01 — | My My |4 |Ma My, | — Ny No |+ |No Np | +|Q1 Q2| — Q1 Qp | +|PL P2 | = | P1 Py | . (1)
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Podla vety usu st trojuholniky Py P, Py, Q1Q2Qp, No N1 N, a My My M, zhodné. Preto
plati

|PLPs| = |Q1Q2] = N1 N3 | = [M1 M|, |PLPy| = [Q1Qp| = [N2Ny| = | M2 M| .

Dosadenim do (1) dostavame 01 = 03, ¢o bolo treba dokazat.

Obr. 58

Iné rieSenie. (Frantisek Kardos) Oznaéme X stred tsecky M N, Y stred tse¢ky PQ
a X stred tse¢ky AC. Dalej nech ¢ = | XS, y = |YS|, zrejme tiez x + y = d (obr.57).
Oznaéme «a stranu kosoStvorca a jeho uhlopriecky |BD| = 2¢ a |AC| = 2f. Zrejme
|AP| = |CQ| a |AM| = |CN|. Potom pre obvod o Sestuholnika AMNCQP plati

o =2|AP|+2|AM|+2|PY|+2|MX| = 2(a—|BP|)+2(a—|DM|)+2|PY|+2|MX|. (2)
Z podobnosti trojuholnikov BPY, BAS, DAS a DM X dostavame

|BY'| e—vy |DX| e—x
BP|=|AB] - = DM| = |AB] - —
| | | | |BS| a e Y | | | | |DS| a e Y
|BY'| e—vy |DX| e—ux
PY|=]AS|: = MX| =]|AS|- —
Potom po dosadeni do (2) mame
2o f)

o=4f —
e
KedZe tento obvod nezavisi od volby bodov P,Q,M a N, okamZite z toho vyplyva
dokazované tvrdenie.

4.3 (Kristina Cernekovd) DokdZeme najprv lavi nerovnost. Jej predelenim ¢islom n!
dostavame ekvivalentnt nerovnost

2"§(m—|—n)(m—|—n—1)...(m—|—1)-L:

n!(m —n)!

n

:@rHMm+n—D”(m+D-C§. ()
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Zjavne (’:) > 1. Tiez prei = 1,2,... ,n plati m+¢ = 2. Vynasobenim tychto nerovnosti
(éo mozme urobit) dostavame presne nerovnost ().

Dokazeme teraz pravi nerovnost. Najprv ju upravime do tvaru
(m+n)m+n—-1)...(m—n+1) = [m(m—l—l)]n

Preusporiadanim ¢initelov na lavej strane dostavame
[T +n—k+1)0m—n+k) < [m(m+1)]".
k=1

Zrejme stac¢i dokazat pre k = 1,2,... ,n nerovnost

(m+n—k+1)(m—-n+k)Sm(m+1).
1
27 !
v tvare (¢ 4+ a)(z —a) < (:L' — %) (:li—l— %), ¢o je ekvivalentné s x? — a? < 2% — (%) . To

ale plati, pretoZe zrejme a = % Tym sme dokazali aj prav nerovnost.

Ak si sikovne ozna¢ime x = m+ 5, a=n—k+ %, tak poslednii nerovnost mozno pisat

4.4 UkéZeme najprv, ze stvoruholniky Py I3y Py, P I3ls Py, Py, [\ Py a P31 1,P; st
tetivové. Zaoberajme sa Stvoruholnikom P;I31yP,. Pretoze stred kruZnice vpisanej
trojuholniku je priese¢nikom osi jeho vnutornych uhlov, okamzite vidime, Ze plati

|[S P I3 Py| = g + 7|<IP1§4P2| = g + 7|<IP1§3P2| =[S P 1L Ps|.
Prostrednd rovnost vyplyva zo skutoénosti, ze uhly < Py Py Py a g Py P3Py st oba obvo-
dové uhly nad tetivou Py P,. Z rovnakych dovodov teraz vidime, ze body Py, P, I3, 14
musia lezat na spolo¢nej kruznici a stvoruholnik Py I31, P, je teda tetivovy. Analogicky
st aj stvoruholniky Py I315 Py, PyI, 11 P3 a P31y 1, P tetivové.

Obr. 59

Oznaéme |[JLP2P| = ¢ a |SLLPyPi| = . Potom zrejme aj |{LPyPs| = o
a|qIs Py Ps| = . V tetivovom $tvoruholniku Py P, P3 Py plati 2¢ +2¢ = =, éize o+ =
= 7.V tetivovom Stvoruholniku Py PyI314 plati [P I31y| = 7 — [P Pody| = @ — .
Analogicky plati aj | P1I315| = m — . Potom ale
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dostavame
|<IIQI3I4| = 277 — |<1P1]312| — |<1P1]3I4| = 277 — (77 — g@) — (77 — @Z)) =@ —|— 77/) =

Vzhladom na symetriu maji aj zvysné vnutorné uhly Stvoruholnika Iy 15131, rovnaki
velkost a tento stvoruholnik je naozaj obdEnikom, ¢o sme chceli ukazat.

4.5 (Juraj Foldes) Pouzitim AG-nerovnosti pre ¢éisla x, z,y dostavame

20 + vy
3

v 22y .

v

Pouzitim AG-nerovnosti pre éisla 22, 22, 22, 22, %:L'y, %:L'y, %:L'y, %:L'y, 16y? dostavame

422 + 27y + 16y> .
— x9y+ L2 Yyt = {(a2y)

Po prenasobeni druhej nerovnosti ¢islom 18, jej odmocneni a pripoé¢itani trojnasobku
prvej nerovnosti dostavame

22 +y + /822 + dwy + 32y% 2 33/a%y + 3V2- {/a?y = <3+3\/§> Vay.

Vyraz na lavej strane je ale rovny 3+3v/2. Takze po predeleni tymto ¢slom, a umocneni
na tretiu dostavame dokazovani nerovnost.

4.6 Nech n a k st prirodzené &isla. Sporom lahko dokazeme, Ze ak chceme n Tudi
rozdelit do k skupin tak, aby bol rozdiel po¢tu ¢lenov kazdych dvoch réznych skupin 0
alebo 1, skupiny musia mat miniméalne L%J a maximalne (%w ¢lenov, pricom |q/, [q]
znamenda dolnt a hornu celi ¢ast realneho éisla q.

Oznacme teraz m pocet skupin v ktorych sa nachadzaja iba muzi. Muzské skupiny
teda budu obsahovat najmene;] {%J a najviac [%w ¢lenov, Zenské skupiny najmene;j

LﬁJ a najviac {ﬁ—‘ ¢lenov. Bez ujmy na vseobecnosti nech je muzskych skupin
menej ako Zenskych, t.j. nech m < 8. Potom vsak {%J > LﬁJ, ako aj [%w >

> {17ﬁm—‘. To ale znamena, ze zo vsetkych 17 diskusnych skupin bude najpocetnejsia

n
17—m

obsahovat [%w muzov, a najmenej pocetna { J zien. Aby teda platila podmienka

v zadani, musi byt

Potom vsak
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a teda aj (%W < ng + 1. Tym sme dokazali, Ze ak sa n parov da rozdelit na m muzskych
a 17 —m zenskych skupin, potom sa da n parov rozdelit aj na 8 muzskych a 9 Zenskych
skupin. Staéi teda riesit nerovnicu

Ak 8 t n, dostavame L%J = ng MnoZina rieSeni tejto rovnice je
Ky ={0,1,...,7,9,10,...,15,18,19,... ,23,27,
28,...,31,36,37,38,39,45,46,47,54, 55,63} .

Ak 8 | n, dostavame rovnicu § = ng + 1. MnozZina jej rieseni je

Ky = {8,16,24,32,40,48, 64,72} .

Ostava uz iba zarucit, aby kazda skupina mala aspon jedného ¢lena. To vsak znamena,
ze n = 9. Mnozina vsetkych riegeni tilohy potom je

K ={9,10,...,16,18,19,... ,24,27,28,... , 32,36,
37,....,40,45,46,47, 48,54, 55, 56, 63, 64, 72} .

4.7 Zavedme si substitiiciu
r=a+b—c, y=c+a—>o, z=c+c—a. (1)

Z trojuholnikovej nerovnosti potom vidime, Ze z,y, z € R™. Lahko mozno zistit, Ze plati

T +vy b:x—l—z c:y—l—z
2 7 2 7 2

u? + v? U4 v
\/ 2 : (2)
2 2

Ak u,v > 0, je (2) ekvivalentna s nerovnostou (u — v)2 2 0. Preto rovnost v (2) nastava
prave vtedy, ked v = v. Z (1) potom vyplyvaji nerovnosti

VEHVE - [ty VitVE L fut:  JErVE_ [ita
2 § D) § G 9 § 2. (3)

2 Y

a —=

Pouzijeme nerovnost

2 Y

Ich séitanim dostavame nerovnost

v€+v@+¢k§¢x;y+¢ygz+¢22x,
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ktora je po dosadeni (1) dokazovanou nerovnostou. Pri¢om rovnost nastdva prave vtedy,

ked nastava rovnost vo vsetkych nerovnostiach v (3), ¢ize v = y = z. Ale to je
ekvivalentné s a = b = c.

PIATA SERIA

5.1 Vyberme spomedzi x1,... ,x, Styri ¢isla a,b, ¢, d lubovolne. Ozna¢me

x—b)(x —c¢) ::1;3—(a—l—b—l—c):z;2—I—(ab—l—ac—l—bc)x—abc,
x—b)(:z;—d)::1;3—(a—l—b—l—d):z;2—I—(ab—l—ad—l—bd)x—abd.

O
N
8 8
~— e
I
e T
8 8
| |
Q Q
~— e
e T

Sé¢itanim prvych rovnosti pre x = 1, x9,... ,x, dostavame
n n n n
ZP(Q?Z‘ Zl‘ —(a—l—b—l—c)z:p?—l—(ab—l—ac—l—bc)z:pi—nabc:
i=1 i=1 i=1 i=1

:Zx?—(a—l—b—l—c—l—nabc),

=1

Cize
"

:1;? :(a—l—b—l—c—l—nabc)—l—ZP(:L‘

=1

Analogicky sa dokaze

3

x?:(a—l—b—l—d—l—nabd)—l—ZQ(x)

1 =1

?

Na dokaz zadaného tvrdenia treba najst také a,b, ¢, d, aby platilo

n
SLTRETED ot
=1
Na to samozrejme sta¢i najst taka stvoricu, aby nerovnost

(zi —a)(wi =b)(wi —¢) = P(wi) 20 2 Q(xs) = (wi —a)(wi =b)(zi —d)  (2)

platila pre kazdé 1 € {1,2,... ,n}.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech 7 < ... < x,,. Popiseme dva mozné sposoby.

Najprv poloZme a = 21, b = a,,, ¢ = ¥, a d = x2. Pre kazdé ¢ € {1,2,... ,n}
je zrejme vyraz (x; — a)(:z;l — b) nekladny. Pre ¢ € {2,3,... ,n — 1} je vyraz (a; — ¢)
nekladny a (x; — d) nezaporny, teda nerovnost (2) je splnena. Avsak pre ¢ = 1 alebo
i = n je nerovnost (2) splnend trividlne.
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Druhtt mozZnost predstavuje volba a = x;, b = xj41, ¢ = 21 a d = x,, kde j €
€1{2,3,... ,n —2}. Jednoduchy dokaz si ¢itatel moze spravit sam.

5.2 (Peter Kozak) Kedze |A10] = |A70|, |A20] = |A30|, |A30| = |4A50]| a |A40| =

= |AO|, dokazovana nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou

4 8 2
s joA <4 (Dom) ,
=1

=1

¢o po jednoduchej tprave prejde do tvaru

4
Y I0AF £2-) |04 -|04;]. (1)
=1 i2j

— — — — , , 5
Oznacme a_1> = 0OA,, a_2> = 0A,, a_3> = 0A;s a a_4> = OA,. Nech je bez ujmy na vse-
obecnosti dEka a_f najmensia spomedzi tychto vektorov. Kedze A; Ay A3 AyAsAgArAg
je rovnobeZnosten, plati aj af = aJ + a4 — a3. Potom (zépis (Z, ) znamena skaldrny

stéin vektorov & a ¥).

@ = (at.af) = (@ + af - af.af +ai -
= |

a3|* +|ag)? + |ag|* +2(ad, af) — 2

A

Preto A
Y I0AP =2+ [af|” — 2(af, af) + 2(aF, @) + 2(ad, af ).
=1

Vzhladom na usporiadanie potom plati

4
D OA* £ 2[0A1 | +2|0A2]|0As| + 2|0 A2]|0As| + 2|0 A5 [|0AL| £ [OA;||OA;],

i=1 i#j

¢o je dokazovand nerovnost (1), ktora je ekvivalentna so zadanou.

Iné riesenie. (Jan gpakula} Tiez budeme dokazovat nerovnost (1). Z trojuholniko-
vych nerovnosti vyplyva |OA4|+|0As| > |AsAs| = |A1 4] a |OAz|+|A14:] > |OA;].

Ich séitanim dostidvame
Analogicky dostavame

|OA;| + |OAs| + |OA4| > |OAs],
|OA1] + [OA2] + |OA4| > |OA4s],



IKORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 157

Potom

2 [OAi||0Aj| = [OA;| (|OAz| + |OAs| + [OAs]) + |OAs| (|OA:| + |0 As| + [OA4]) +
i
+ |0As[ (|OAL] + [OAz| + |OA4]) + |OAL] (|OAL] + [OAz| 4+ |OAs]) >
> [0OA1]? + |0OAs]* + |OAs]* + |OA4)?,

¢o je nerovnost (1).

5.3 (Jan gpakula} Ak A je stred tsecky P(Q), tvrdenie ulohy je trivialne splnené. f)alej
nech bez ujmy na vSeobecnosti |QA| < |PA]|.

KedZe PQ nie je priemer k, moZzeme oznacit Z prieseénik priamok p a ¢ (obr.58).
Z vlastnosti dotyénic vyplyva |[SOQZ| = |[SOPZ| = 90°. Kedze |[JOAK| = |[SOPK| =
= 90°, body A a P lezia na Talesovej kruznici nad OK. Obdobne body A a @ lezia
na Talesove] kruznici nad OL. Z vety o obvodovom uhle v prvej Talesovej kruznici
dostavame |[JOQA| = |JOLA| a v druhej krunici |[JOPA| = |[JOKA|. Potom
s trojuholniky OPQ a OKL podobné podla vety uu, a teda trojuholnik OKL je
rovnoramenny trojuholnik so zakladnou KL a jeho vyska OA je zaroven jeho taznicou.
Tym je tvrdenie dokazané.

Obr. 60

5.4 Uvazuyjme Sachovnicu s n riadkami a m st]‘ia)cami. Nech je pre kazdé jej pole
pravdepodobnost jeho ofarbenia na bielo p (pravdepodobnost jeho ofarbenia na ¢ierno
je zrejme q).

UvaZujme teraz Iubovolny riadok tejto Sachovnice. Pravdepodobnost, Ze st vietky
jeho polia ofarbené na bielo je p™, teda pravdepodobnost, Ze je aspon jedno pole
ofarbené na ¢ierno je 1 — p™. Potom je pravdepodobnost javu A, Ze je v kazdom riadku
aspon jedno ¢ierne pole zrejme (1 — p™)". Doplnkovy jav A’, Ze existuje aspon jeden
riadok cely ofarbeny na ¢ierno, mé teda pravdepodobnost 1 — (1 — p™)™.
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Podobnou tivahou pre opacéné farby a st]‘ia)ce zistime, ze pravdepodobnost javu B, Ze
je v kazdom st]i»ci aspon jedno pole ofarbené na ¢ierno je (1 —¢™)™ a pravdepodobnost
javu B’, ¥e existuje jeden stByec cely ofarbeny na bielo, je 1 — (1 —q™)™.

Javy A’ a B’ sa navzajom vyluéuji, preto stcet ich pravdepodobnosti nemdze
presiahnut 1. Plati teda

A=1=-p")")+A-(1=-¢")") =1,
z ¢oho uz trividlne vyplyva dokazovana nerovnost.

b e s o Ay . ., 1+t
Iné€ riesenie. KedZe p 4+ ¢ = 1, moZeme zaviest nasledujicu substitaciu: p = ——,

2

1—¢
g=——,1€(—1,1). Potom staéi dokézat nerovnost

2
o= (- ()Y vza e s

Uréme znamienko derivacie f'(t) na tomto intervale. Po niekolkych jednoduchych p-
ravach a prechode k povodnym premennym dostavame

mn 1 _— (_Zn m—1 n—1
f/ )= — .pm—lqn—l ( ) _ ( ) —
()= 5 ,
mn  oa 1—q" m=1 1—p™
- P 1 “\
—q —pP

n—1 m—1 m—1
— % . pm—lqn—l ( qz) . p]
o -

1=

,_.
|

3
3

Prechodom k premennej t zistime, Ze

pio =" (T (50

o-(E)-(E08)

J=0

kde

Ako funkcia f(¢), tak aj funkcia g(t) je definovana aj pre ¢ = £1 a je na intervale (—1,1)

1—t\'
spojita. V tomto intervale je kazda funkcia (T) nerastica a nezaporna a kazda
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(3
funkcia (%) neklesajica a nezapornd. Preto je ¢(t) na tomto intervale nerastica.
V krajnych bodoch intervalu plati g(—1) =2 0 = ¢(1), a kedZe ide o spojitt funkeiu,
existuje také ¢ € (—1,1), Ze g(c) = 0 (zrejme je takéto ¢ na intervale (—1,1) urdené
jednoznaéne). Potom je funkcia ¢g(t) = 0 na intervale (—1,¢) a ¢g(¢) < 0 na intervale
(¢,1). Pre f(x) potom plati

e na intervale (—1,¢) je f(x) neklesajica;

e na intervale (¢, 1) je f(x) nerastica.

Kedze plati f(—=1) = 1 a f(1) = 1, okamzZite dostavame dokazovani nerovnost
zo zadania.

Iné riesenie. Uvedieme len naznak postupu, vynechané kroky nechavame na dokaz
¢itatelovi. Oznacme

Pmm(:z;):(l—l—:z;—l—...—l—xm_l)" prem,n € Naax € R. (1)

Zrejme moéZzeme P, ,(x) pisat v tvare
P () = 2" Qun(2) + B n (), (2)

kde @y, »n(2) je polyném s kladnymi celo¢iselnymi koeficientami a R, ,,(2) je polyném

Rmm@ﬁ::3316”+j_l>xﬁ

=0

dany vzorcom

Polahky odvodime rekurentné vzorce na vypocet polynémov Ry, »:

n+m-—1\ ,,
Rm—l—l,n(x) - Rm,n + ( m )l’ ) (3)
m—1 n —|—] _1 ;
Rm,n—l—l(x) - Rm,n + Z ] 1 7. (4)
7=1

Z (1) a (2) dostavame

(L—a™)"
(1—ym)™

(1—=2)"Ppn=(1—2)" (2" Qman(x) + R nl(z));
(1 =y)" (¥"Qnm(y) + Rnm(y))-

Pouzitim x + y = 1 dostavame
(™) (g™ = 2™y (@) + Qo))+ (5" () + 2™ Ran(y)) - (5)
A naostatok treba este indukciou (pomocou rekurentnych vzorcov (3), (4)) dokazat, Ze
Y" Ry n(2) + 2™ Ry m(y) =1, pre x +y = 1.

Z toho uz tvrdenie po dosadeni do (5) okamZite vyplyva.
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5.5 (Jan gpakula} Zavedme funkciu H, ktord Iubovolnému rozmiestneniu poslancov
do dvojpostelovych izieb priradi pocet zle ubytovanych dvojic, teda pocet takych dvojic
poslancov, ktori st ubytovani na jednej izbe a nepoznaja sa. Zrejme nadobtda H len
celo¢iselné hodnoty od 0 po n.

Teraz rozmiestnime poslancov do dvojpostelovych izieb Iubovolne. Ak uZ kazdy byva
so svojim znamym, teda H = 0, hladané rozubytovanie je nadjdené. Nech teda H > 0.
Potom existuje taka dvojica poslancov A a B, ktori st spolu ubytovani, ale nepoznaji
sa. Uvazujme spomedzi zvysnych 2n — 2 poslancov tieto dve mnoziny:

e mnozina poslancov byvajicich so znamymi A. V tejto mnozZine st spolubyvajuci

vsetkych znamych A, teda ma aspon n prvkov.
e mnozina znamych B, tato mnozina ma zo zadania tiez mohutnost aspon n.

KedZe stéet mohutnosti tychto dvoch mnozZin je aspon 2n, maju neprazdny prienik.
Teda existuje takd izba, v ktorej je ubytovany znamy poslanca A (oznaéme ho A')
spolu so znamym poslanca B (ozna¢me ho B'). Ubytujme teraz A s A" a B s B'.
Hodnota H sa nam zmensi aspon o jedna. Po koneénom pocte tychto zmien ubytovania
musi H klesnit na nulu, ¢o znamena vyhovujiice rozubytovanie. Tym je tvrdenie tilohy
dokazané.

5.6 (Peter Novotny) Najprv dokéZeme, Ze 7z prvého tvrdenia vyplyva druhé. Predpo-
kladajme teda, %e existuje n € Z, Ze p | n*> — n + 3. Potom zrejme p | 9(n® —n + 3)
Upravime:

9(n* —n+3)=3n—-1)> - (3n — 1)+ 25.

Staéi teda polozit m = 3n — 1 a uréite p | m? — m + 25. Tym sme dokdzali prvia
implikaciu.

Teraz dokazeme, Ze z prvého tvrdenia vyplyva druhé. Predpokladajme, Ze existuje
m € Z, 7e p | m? —m + 25. Pre celé éisla m a p potom uréite plati prave jedna
z nasledujtacich podmienok:

1) m=0 (mod 3)ap=1 (mod 3); alebho m =1 (mod 3) a p=2 (mod 3);
2) m=0 (mod 3) a p=2 (mod 3); alebo m =1 (mod 3) ap=1 (mod 3);
3) m=2 (mod 3) ap*0 (mod 3); alebo m =1 (mod 3) a p=2 (mod 3);

4) p=0 (mod 3).
Rozoberieme vietky pripady. Zaénime prvym. Vieme, %e p | m? — m + 25. Potom
uréite p | m? —m + 25 + 4p* + 4mp — 2p, t.j. existuje ¢ € Z, Ze:

2
1+2 14+2
Cp:mz_m+25+4pz+4mp_2p:9((w) %w%g)

m4+14+2p .

je celym ¢islom. Mozeme teda polozit

Teda m + 2p = 2 (mod 3). Vyraz

14+2
n — w Potom vsak p | 9(n2 —n + 3). Navyse 3 { p, takze dokonca p | n? —

—n + 3, ¢o bolo treba dokazat. V druhom a tretom pripade postupujeme analogicky,
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m+1+4+p m+1

pri¢com polozime n = v druhom (vyuZijeme m+p =2 (mod 3)) an =

v trefom pripade (vyuZijeme m = 2 (mod 3)). Aby to bolo mozné, treba vyraz m? —

— m + 25 rozsirit o p? + 2pm — p v druhom pripade, v trefom staéi prislusne upravit
m? —m + 25. Zostéva teda pripad, Ze p = 0 (mod 3). Jedinym takym prvoéislom je
¢éislo 3. Staéi zvolift n = 1 a vidime, %e p | n? —n + 3. Tym sme dokézali aj opaéntt
implikaciu.

5.7 Pri rieSeni vyuzijeme tzv. Vetu o medzihodnote znamu z matematicke] analyzy:

Veta. Nech f : I — R (kde I je interval) je spojita funkcia. Ak pre nejaké ¢isla a,b € I,
a < b plati f(a) - f(b) < 0, potom existuje ¢ € (a,b) také, ze f(c) = 0.

Oznaéme f(") n-td iterdciu funkcie f. Najprv dokdZeme, Ze pre kazdé z € R, = # 1
plati f(x) # x. Nech teda pre nejaké xg € R plati f(xo) = xo. Potom pre kazdé n € N
plati f(")(:zjo) = x¢9. Ale zo zadania vyplyva, Ze nutne musi byt xg = 1.

Dalej si zavedme novi funkeiu ¢ : R — R, g(x) = f(x) — « pre kazdé © € R. Zrejme
je spojita (je rozdielom dvoch spojitych funkeii). Sporom dokédZeme, Ze bud pre kazdé
xr € R plati f(x) > x, alebo pre kazdé » € R plati f(x) < x. Ak by totiZ pre nejaké
a,b € R platilo f(a) < a, f(b) > b, tak g(a) <0, g(b) > 0, a podla Vety o medzihodnote
existuje ¢ € R také, Ze g(c) = 0, a teda f(¢) = ¢. To je ale spor.

Predpokladajme teraz, Ze f(1) # 1. Ak by pre kazdé « € R bolo f(x) > &, potom sa
indukciou Tahko dokaZe, Ze pre kazdé n € N plati f(")(1) > 1, ¢o je spor so zadanim.
Analogicky dospejeme k sporu v druhom pripade. Takze nam nezostava ni¢ iné ako

f(1) =1.



Iné korespondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre studentov zakladnych aj strednych skol pocéas
skolského roka organizované aj iné matematické stutaze. Patria medzi ne predovsetkym
korespondenéné seminare. Tieto stutaze sa v detailoch istotne lisia, avsak zakladné
érty maju spoloéné: pocas skolského roka prebiehaju dve ¢éasti (letnd a zimna), ktoré
pozostavaji zvacSa z troch sérii tiloh rozosielanych riesitelom do $kol alebo domov.
Riesenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaji na adresu prislusného seminéra, odkial sa po niekolkych diioch az tyZzdnoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a mene;j
skiuseni riesitelia zvacsa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové stustredenie, i¢ast na ktorom byva casto
najsilnejsou motivaciou na rieSenie uloh. Nie je ale moZzné nespomenut, Ze takyto
reprezentantov Slovenska a éeskej republiky na MMO, prip. MIO sa aktivne zapajala
do viacerych z tychto seminarov.

NiZsie uvedené korespondenéné seminare (KS) st uréené predovsetkym studentom
strednych §kol, svojim zaberom pokryvaji tzemie celého Slovenska a ¢asto maju aj
riesitelov z éeskej Republiky. Je vsak mozné, Ze vo svojom okoli najdete aj mensie
sutaze podobného druhu.

Bratislava — Bratislavsky korespondenény matematicky seminar — BKMS
Tento KS je organizovany $tudentmi MFF UK v Bratislave zviaésa (80%) bratislav-
ského povodu. Série byvaji tematicky zamerané a obsahuj niekedy aj velmi narocné
ulohy. Okrem seminara UK MO sa prave tento najviac venuje priprave na MO v ka-
tegorii A. Sustredenia s pestrou celoslovenskou tc¢astou a takmer vzdy aj so vzorkou
,zahrani¢ného® d¢astnika z CR mavaju asi najbohatsi matematicky program.

BKMS

RNDr. Jaroslav Guri¢an, CSc.
KATC MFF UK

Mlynska dolina

842 15 Bratislava

e-mail: bkms@fmph.uniba.sk
URL: http://www.st.fmph.uniba.sk/www /bkms x

Stredné Slovensko — Stredoslovensky korespondenény seminar — SSS
Tento KS je momentalne organizovany skupinou studentov MFF UK v Bratislave,
pochédzajtcich zo stredného, prip. vychodného Slovenska. Je pokracovatelom tradicie
stredoslovenskych KS organizovanych v minulosti zo Ziliny a Banskej Bystrice. Do st-
¢asnej podoby sa SSS prepracoval pred niekolkymi rokmi, ked sa organizacie ujala
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skupina byvalych riegitelov, v tom ¢ase studujicich v Prahe. Pre tiito stitaz je charak-
teristicky nizky vekovy priemer riesitelov, sitazné dlohy maja blizko ku kategérii B

alebo C MO.

Stredoslovensky seminar
KZDM MFF UK
Mlynska dolina

842 15 Bratislava

e-mail: jan.zabka@fmph.uniba.sk

Vychodné Slovensko — Koresponden¢ny seminar z matematiky STROM

Korespondenény seminar STROM je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
respondenéného seminara v byvalom Ceskoslovensku. Jednotlivé série byvaju tematicky
zamerané, témy vsak casto byvaji netradi¢né a niekedy sa obsahovo lisia od tloh v MO.
Ststredenia s najma ,, vychodoslovenskou* i¢astou maji takmer neprekonatelne druznt
atmosféru.

STROMv
PEF UPJS
Jesennd 5

040 01 Kosice

e-mail: strom@upjs.sk

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajicich KS, je KSP statazou v programovani. Vsetky jeho
sutazné ulohy su, podobne ako na MIO, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov MFF UK v Bratislave, ktori maji zaroven na starosti vsetky
ostatné sutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Stustredenia byvaji mierne
netradi¢ne na jar a na jesen.

KSP

KVI MFF UK
Mlynska Dolina
842 15 Bratislava

e-mail: ksp@fmph.uniba.sk
URL: http://www.st.fmph.uniba.sk/www/csp

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tloh prvej série v polovici septembra alebo koncom januara.
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