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O priebehu 48. ro¢nika matematickej olympiady

Matematickd olympidda (MO) je sttazou ziakov zdkladnych a strednych $kol. Jej
vyhlasovatelom je Ministerstvo Skolstva Slovenskej republiky v spolupréaci s Jednotou
slovenskych matematikov a fyzikov. Tento ro¢nik MO na Slovensku riadila Slovenska
komisia matematickej olympiddy (SK MO). Jednotlivé kold odborne a organizaéne
zabezpefovali okresné a krajské komisie MO (KK MO). Cielom stfaze je vyhlada-
vanie ziakov talentovanych v matematike, prebiidzanie a podpora ich zaujmu o nu,
rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich usmernovanie a vedenie k samostatne;j
tvorivej ¢innosti. Vyvrcholenim stitaZe je priprava na uspesni reprezentaciu Slovenske;j
republiky a ucast na medzinarodnych sataziach, najmi na Medzinarodnej matema-
tickej olympidde (MMO) a Medzinirodnej informatickej olympidde (MIO). V 8kol-
skom roku 1998/1999 sa uskuto¢nil uz 48.ro¢nik MO, pretoze matematickd olympiada
na Slovensku je pokracovatelom rovnakej siutaze z byvalého Ceskoslovenska. Aj v tomto
ro¢niku boli tlohy vo vietkych koldch MO v Ceskej republike a na Slovensku rovnaké.
S potesenim mozno konStatovat, ze MO aj tentokrat prebehla vo vSetkych 79 okre-
soch, a tiez vo vSetkych 8 krajoch Slovenskej republiky. Personalne obsadenie SK MO
v 48.ro¢niku sutaze bolo nasledovné.

Predsednictvo SK MO tvorili:

doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc. z MFF UK Bratislava, predseda SK MO.

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FDS ZU Zilina, podpredseda SK MO,

RNDr. Pavol Cernek, CSec., MFF UK Bratislava, tajomnik pre odborné otazky,
RNDr. Monika Krdllova, MFF UK Bratislava, tajomnik pre organizac¢né otazky,
PhDr. Oto Klostermann, zéstupca MS SR,

ITvan Lukac, zastupca IUVENTY,

RNDr. Andrej Blaho, CSc., MFF UK Bratislava,

RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,

doc. RNDr. Tomas Hecht, CSc., MFF UK Bratislava,

Mgr. Jana Visnovskd, MFF UK Bratislava,

prof. RNDr. Jozef Moravéik, CSe., SF ZU Zilina.

Clenmi predsednictva st dalej predsedovia krajskych komisii:

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FDS ZU Zilina,

RNDr. Jaroslava Brinckovd, CSc., FHPV UMB Banska Bystrica,
Mgr. Milan Demko, PedF PU Presov,

RNDr. Sona Pavlikovd, CSec. , TU Trencin,

doc. RNDr. Pavol Hic, CSc., PF TU Trnava,

RNDr. Viadimir Jodas, MCMB Bratislava,

RNDr. Bozena Mihdlikovd, CSc., PF UPJS Kogice,

prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra.
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SK MO dalej tvorili:

Bronislava Brejova, MFF UK Bratislava,

RNDr. Milan Cirjak, MC Presov,

RNDr. Milota Hilkovd, ZS Jilemnického, Revica,

RNDr. Anton Hndt, Gymnazium Michalovce,

Mgr. Jozef Mészdaros, Gymnéazium s vyuc. jaz. mad. Galanta,
RNDr. Dagmar Mikulisovd, Gymnazium Trenéin,

RNDr. Dana Smutnd, FPHV UMB Banska Bystrica,

Tomas Vinar, MFF UK Bratislava,

Mgr. Dagmar Vongrejovd, 7S Moskovsks Zilina.

V priebehu 48.roc¢nika MO sa uskutoc¢nilo jedno plenarne zasadnutie SK MO a tri
zasadnutia predsednictva SK MO. Zamerali sa na obsahové a organizacné zabezpecenie
MO, finan¢éné pokrytie sutaze, dalSie aktivity (koreSpondencéné seminére, sistredenia
a pod.), ako aj na pokracovanie v partnerskej spolupraci s ¢eskou Ustredn{ komisi MO
pri priprave sutaznych tloh a terminovom zabezpecovani prebiehajiceho i budiceho
ro¢nika MO. Hostitelom pri oboch zasadnutiach tilohovych komisii bola v tomto ro¢niku
ceska strana. Ijlohy MO st prevazne povodné, za zadanim kazdej stitaznej tlohy preto
v dalSom texte v zdtvorke uvddzame meno autora (resp. navrhovatela) tlohy.

Organizacia sutaze zostala v 48.ro¢niku MO zachovana: pre Ziakov zdkladnych Skol
bola rozdelend do piatich kategorii Z4 — Z9 urcenych ziakom 4. az 9. roc¢nika 7S
a odpovedajicich ro¢nikov osemrocnych gymnazii. Pre Ziakov strednych skol a im
zodpovedajucich roc¢nikov viacroénych gymnazii bola stutaz organizovana v Styroch
kategoriach: C, B, A a P. Kategoria C bola urcena pre Studentov prvych roc¢nikov,
kategéria B pre Studentov druhych ro¢nikov a kategéria A pre Studentov tretich
a Stvrtych roc¢nikov strednych skol. Kategéria P, zamerand na tlohy z programovania
a matematickej informatiky, bola uréend ziakom vsSetkych ro¢nikov strednych §kol. Ta-
lentovani ziaci mohli po sithlase svojho uditela matematiky sitazit aj vo vyssej vekovej
kategorii. Tykalo sa to aj Zziakov ZS, ktori tiez mohli sttazit v niektorej z kategorii A,
B ,CaP.

Sutaz v kazdej z kategorii pozostava z niekolkych postupovych kol, pricom v kategorii
Z4 je najvys$sim kolom skolské kolo, v kategoriach Z5 — Z7 je to okresné kolo,
v kategoriach Z9, C a B sa stitaz konc¢i krajskym kolom a v kategoriach A a P olympiada
vyvrcholila celostatnym kolom.

Do celostatneho kola bolo pozvanych 36 najlepsich riesitelov krajskych kol v katego-
rii A a 25 najlepsich riesitelov krajskych kol v kategorii P, pricom sa postupovalo podla
poradia zostaveného po koordinacii bodovych hodnoteni z jednotlivych krajov. V tomto
kole je sutaz rozdelend do dvoch dni. V kategorii A rieSia sutaziaci kazdy den tri ilohy
v casovom limite 4 hodiny, v kategorii P v rovnakom limite prvy den tri teoretické
a druhy den dve praktické ilohy na pocitaci.

Celostatne kolo 48.ro¢nika MO kategorie A sa uskutocnilo v diioch 12.-13.4.1999
v Modre a celostatne kolo 48.ro¢nika MO kategoérie P v diioch 14.-17.4.1999 v Modre.
Na tspesnom priebehu celostatneho kola ma mimoriadnu zasluhu predseda KK MO
doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., taktieZ obetavi Studenti MFF UK Bratislava a riaditel
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SOU OV v Modre.

Desat najaspesnejSich riesitelov tretieho kola MO kategdrie A prijalo pozvanie
na vyberové sustredenie pred 40.Medzinarodnou matematickou olympiadou, ktoré
sa konalo v dnoch 26.4.-30.4.1999 na MFF UK v Bratislave. Na zaklade vysledkov
tohoto sustredenia, vysledkov predchddzajicich k6l MO a s prihliadnutim na tspesnost
v korespondenénom seminari SK MO bolo na konci ststredenia vybrané Sestc¢lenné
druzstvo na reprezentaciu SR na MMO v Bukuresti v dhoch 10.-22.7.1999. Tento
vyber absolvoval este jedno (pripravné) sustredenie v diioch 20.-25.6.1999 na Zochovej
chate a zaroven nas reprezentoval na piatom ro¢niku medzistatneho stretnutia s Ceskou
republikou, ktoré sa konalo v dinoch 8.-11.6.1999 v Bilovci. Medzistatnemu stretnutiu
ako aj MMO su v tejto rocenke venované samostatné kapitoly.

Vyberové ststredenie pre 11 najlepSich riesitelov v kategérii P sa uskutocnilo v diioch
6.6.-11.6.1999 na MFF UK v Bratislave. V ramci naro¢ného stustredenia, ktoré priblizo-
valo podmienky medzinarodnej sttaze, i¢astnici kazdy den dopoludnia tvorili programy,
ktoré v ten isty den vecer aj spolo¢ne vyhodnocovali. Na zaklade dosiahnutych vysledkov
schvalila SK MO zlozenie stvorclenného druzstva, ktoré v dioch 9.-16.10.1999 reprezen-
tovalo SR na MIO v Turecku. Toto druzstvo pred MIO absolvovalo eSte jedno pripravné
stustredenie v dnoch 28.8.-3.9.1999 na MFF UK v Bratislave. Rovnako bolo na zaklade
vysledkov vyberového ststredenia schvalené Stvorclenné reprezentacné druzstvo, ktoré
sa v diioch 2.-9.9.1999 zicastnilo na Stredoeurdpskej informatickej olympiade v Brne.
Obom sttaziam st venované samostatné kapitoly.

Ako uZ bolo spomenuté, stucastou celoro¢nej pripravy na MO st aj rozne koreSpon-
den¢né seminare (KS) a sustredenia na okresnej a krajskej tirovni. Aj v tomto ro¢niku
prebiehalo niekolko KS s celoslovenskou posobnostou a to:

Bratislavsky korespondencény matematicky semindr (BKMS),

Stredoslovensky korespondencny semindr (SSS),

Kogicky korespondencny semindr (STROM),

Korespondenény semindr z programovania (KSP).
Stru¢né informacia o tychto aktivitach, spolu s kontaktnymi adresami, mozno najst
v samostatnej kapitole.
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10.
12.
14.
15.
16.

18.

20.

23.
24.
25.

28.

Vysledky celostatneho kola, kategoria A

. Peter NOVOTNY

Michal FORISEK
Baldzs KESZEGH
Katarina QUITTNEROVA

. Marian ERTL

Martin HRINAK
Miroslava SOTAKOVA
Kristina CERNEKOVA
Josef SEVCIK

Vitazi
4 G V.Okruzna Zilina
4 G Popr. nabr. Poprad
3 G Fazekas Budapest,
1 G Bilikova Bratislava
3 G Prievidza
4 G Alejova Kosice
3 G Postova Kosice
4 G kpt. Jarose Brno
3 G Gross. Bratislava,

Dalsi tspesni riesitelia

Peter HUSZAR

Martin POTOCNY
Alena KOVAROVA
Peter PRAVDA
Vladimir ZAJAC

Tom4s KULICH

Marian KRATKY

Jakub SALAMON
Istvan GYURKI

Anna KORDULIAKOVA

Tom4s GALBAVY
Jozef SKORUPA
Martin TROJAK
Tomas JURIK
Peter MOLNAR
Radoslav FULEK
Peter MAJEK
Michal POKORNY
Peter CENDULA

4 G Selyeho Komaéarno

4 G J.Hronca Bratislava
4 G Gross. Bratislava

3 G Prievidza

3 G Gross. Bratislava

2 G Prievidza

4 G JGT Banska Bystrica
4 G Gross. Bratislava,

3 G Zeliezovce

3 G Alejova Kosice

Ostatni riesitelia

3 G Gross. Bratislava

4 G Liptovsky Mikulas
3 G V.Okruzna Zilina

3 G Postova Kosice

3 G Postova Kosice

3 G V.Okruzna Zilina

3 G J.Hronca Bratislava
2 G Gross. Bratislava

2 G Liptovsky Mikulas
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35
27
26
26
24
24
24
23
23

22
22
21
21
20
19
16
16
14
14

13
13
13
12
11
10
10
10



VYSLEDKY CELOSTATNEHO KOLA, KATEGORIA A

Keve KURUCZ 3 G Selyeho Koméarno 6 0
Peter VAVRAK 3 G J.Hronca Bratislava 6 0
31. Robert BURSA 3 G Alejova Kosice 20
Petra FENCIKOVA 4 G Alejova Kosice 2 0
Lubor LADICKY 4 G Nové Mesto n. Vahom 4 0
Roman NEDELA 3 G JGT Banska Bystrica 07
Filip VITEK 3 G J.Hronca Bratislava 2 0
36. Mario TRUBACIK 4 G Dubnica 00

Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenand v tabulke.
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Pocéet | Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. D. 6.
7 bodov | 39 17 | 13 4 0 1 4
6 bodov 8 4 0 1 1 1 1
5 bodov 9 1 2 1 0 3 2
4 body 13 2 2 3 1 2 3
3 body 24 5 1 5 2 1 10
2 body 25 4 0 4 10 2 5
1 bod 35 0 4 15 9 2 5
0 bodov| 63 3 14 3 13 24 6
Priemer | 2,66 |4,97]3,22]2,47|1,25|1,25] 2,81




10.
11.
12.

14.

17.

19.

21.

23.
24.

A

Vysledky celostatneho kola, kategoéria P

Vitazi
Richard KRATLOVIC 4 G J. Hronca Bratislava 10
Michal FORISEK 4 G Popradské nabr. Poprad 10
Jan SENKO 4 SPSE Komenského Kogice 8
Michal BREZNICKY 4 G Konstantinova Presov 8
Jan LUNTER 5 G J.G.Tajovského B.Bystrica 9
Dévid PAL 4 G J. Hronca Bratislava 9
Dalsi uspesni riesitelia
Vladimir KOUTNY 4 G J. Hronca Bratislava 9
Jan ORAVEC 2 G J.G.Tajovského B.Bystrica 5
Tomas KEZES 4 G Nové Zamky 8
Jozef SISKA 4 Ev. gym. B.Bystrica 4
Peter KOSINAR 3 G J. Hronca Bratislava 8
Martin POTOCNY 4 G J. Hronca Bratislava -
Branislav KATRENIAK 4 SPS Laskomerského Brezno 6
Ostatni riesitelia
Matej SAPAK 3 G J. Hronca Bratislava 9
Tvan PILIS 4 G Velks Okruzna Zilina 2
Lubomir CECH 3 G Senecki Pezinok 6
Peter BELLA 1 G J. Hronca Bratislava 4
Miroslav BAJTOS 3 G J. Hronca Bratislava 6
Josef SEVCIK 3 G Grosslingova Bratislava 2
Stefan VARGA 3 G J. Hronca Bratislava 3
Miroslav RUDISIN 2 G Srobarova Kogice 0
Vladimir WIEDERMANN 4 G Nedozerského Prievidza 2
Julius WEISSENSTEINER 4 G Nam. SNP 9 Piestany 0
Slavomir KATUSCAK 3 G Konstantinova Presov 4
Jana GAJDOSIKOVA 4 G J. Hronca Bratislava 2
Maridn POTOCNY 3 G J. Hronca Bratislava 0
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Vysledky krajskych kol

7 kazdého kraja a z kazdej z kategorii A, B, C, P a Z8 st uvedeni vSetci, resp. aspon
prvych 10 tspesnych riesitelov. V kategériach B, C, Z8, ak nie je uvedené inak, st vSetci
ziaci Studentmi 2., resp. 1., resp. 8. ro¢nika. Gymnéazia so zameranim na matematiku,
Studijny odbor 01 st tieto:

Gymnazium Grosslingova, Bratislava,

Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnazium Velkd Okruznd, Zilina,

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,

Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnazium Postova, KoSice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Josef SEVCIK 3, Gymnazium Grosslingova
2. Peter MAJEK 3, Gymnézium J.Hronca
3. Vladimir ZAJAC 3, Gymnazium Grosslingova
4. Kristina CERNEKOVA 4,Gymnazium kpt. Jarose Brno
5.-9. Alena KOVAROVA 4, Gymnazium Grosslingova
Michal POKORNY 2, Gymnézium Grosslingova
Katarina QUITTNEROVA 1, Gymnézium Bilikova
Jakub SALAMON 4, Gymnazium Grosslingova
Peter VAVRAK 3, Gymnézium J.Hronca
10. Martin POTOCNY 4, Gymnézium J.Hronca
KATEGORIA B
1. Jana SZOLGAYOVA Gymnazium Grosslingova
2. Tomas FARKAS Gymnazium Grosslingova
3.-4. Daniel BOBOVSKY Gymnézium Grésslingova
Branislav NOVOTNY Gymnazium Grosslingova
5. Michal POKORNY Gymnazium Grosslingova
6. Gejza WIMMER Gymnazium Grosslingova
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10.-11.

. Juraj FIELHAUER Gymnazium Grosslingova
Tomas HAJAS Gymnazium J.Hronca
Robert MATUS Gymnazium Dunajska
Andrej DUDIK Gymnazium Grosslingova
Miroslav POMSAR Gymnazium J.Hronca

KATEGORIA C

Peter BELLA Gymnazium J.Hronca
Michal MIKUS Gymnazium J.Hronca
Andrej OSUSKY Gymnazium J.Hronca
Katarina QUITTNEROVA Gymnazium Bilikova,
Peter DZURIANIN Gymnazium Grosslingova
Jozef TVAROZEK Gymnazium J.Hronca
Stefan SURINA Gymnazium J.Hronca
Tomas VOROBJOV Gymnazium J.Hronca

. Matas HAVRAN Gymnazium J.Hronca
Martin SVETLIK Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA Z9

Kristidn DANEV ZS a G Kosicka
Edita ROLLOVA G Grosslingova
Jakub ZAVODNY G Grosslingova

. Janiga PETER ZS a G Kosicka
Luba KRIVA G Grosslingova
Tomas MIKUS 7S a G Kosicka
Barbora SKANDIKOVA G Grosslingova

. Veronika BREZOVA G Grosslingova
Branislav STEPITA Evan. Lyceum Palisady
Juraj Z1ZAK G Sv. rodiny

KATEGORIA P

Richard KRALOVIC 4, Gymndazium J.Hronca
Dévid PAL 4, Gymnézium J.Hronca
Peter KOSINAR, 3, Gymnazium J.Hronca
Matej SAPAK 3, Gymnézium J.Hronca
Jana GAJDOSIKOVA 4, Gymnézium J.Hronca
Vladimir KOUTNY 4, Gymnézium J.Hronca

Josef SEVCIK 3, Gymnazium Grosslingova
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VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

. Miroslav BAJTOS

Martin POTOCNY
Stefan VARGA

Baldzs KESZEGH
Peter HUSZAR
Keve KURUCZ
Istvain GYURKI
Daniel HETENYT

Milog MEDRIK
Gergely JAKAB
Zoltan ADAM
Zoltdn MICS

Peter KRCAH
Slavka DURISOVA
Endre KURUCZ
Méria LACKOVA
Tomas LAKATOS
Monika BABIAKOVA
Tudovit HALAS
Gabor MINARIK

. Pavol CVIK
. Viktor BACHRATY

Dénes KUCSERA
Igor KRUK
Ladislav HATYINA

. Janos KLACSO

Robert KOMAROMY
Livia KOMAROVA
Vladimir MOLNAR
Daniel ZATKO

3, Gymnazium Grosslingova
4, Gymnéazium J.Hronca
3, Gymnazium J.Hronca

Kraj Nitra

KATEGORIA A

3, Gymnéazium mad., Komérno
4, Gymnéazium mad., Komérno
3, Gymnéazium mad., Koméarno
3, Gymnézium mad., Zeliezovce
4, Gymnazium Parovska, Nitra

KATEGORIA B

Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnézium mad., Sahy
Gymnéazium mad., Komérno
Gymnézium mad., Sahy
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium mad., Koméarno
Gymnazium Levice
Gymnazium Nové Zamky
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium Péarovska, Nitra
SPSE Komérno

KATEGORIA C

9,Gymnazium Levice

Gymnazium Nové Zamky
Gymnazium mad., Koméarno
Gymnézium Sahy

Gymnazium mad., Koméarno
Gymnézium mad., Sahy
Gymnazium Nové Zamky
Gymnéazium mad., Komérno
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium J.Krala, Zlaté Moravce
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Imre KUKEL

Peter KOLTAI
Pavol CVIK

Eva STREDOVA
Marek BOCANEK
Martin MOLNAR,
Stanislav HAVRAN
Juraj DURECH

. Tomas KEZES

. Katarina SEKACOVA

Filip VALASEK
Kamil CHOVANEC

. Katarina BARCALOVA

Roman JURAS

Laco MARTA
Alexander PAKAC
Juraj NECAS

Lenka NEMETHOVA

. Gaal BENEDEK

Balazs HEGI

KATEGORIA Z9

Gymnazium mad., Komérno
Gymnéazium mad., Komérno
Gymnazium Levice

Gymnazium Starovo

Gymnézium L.J. Suléka, Komdarno
7S Jesenského, Levice

Gymnazium J.Krala, Zlaté Moravce
Gymnazium Golianova, Nitra

KATEGORIA P

4, Gymnazium Nové Zamky

Kraj Trnava

KATEGORIA A

3, Gymnézium Piestany

KATEGORIA B

Gymnazium J.Bottu, Trnava
Gymnéazium Sered
Gymnézium mad. Samorin
Gymnazium Skalica
Gymnazium mad. Samorin
Gymnazium mad. Samorin
Gymnazium Skalica
Gymnazium Dunajskad Streda
Gymnéazium mad. Galnanta
Gymnazium mad. Samorin
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5.-10.

N =

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Matts ONDREJICK A
Jana FIALOVA
Ladislav SZABO
Terézia MILLOVA
Gyoncyi BUSS
Monika NAGYOVA
Peter NIKODEM
Ondrej BENACKA
Tom4s JANIK

Marek CELIN

Méria DANADOVA
Stefan BARTOS
Tomas VARGA
Zuzana MASTENOVA
Milan MAJERNIK
Ingrid MALATINSKA
Peter ZUBCAK

Peter ZITNY

Andrej DURIS

. Tomas KULICH

Mario TRUBACEK
Marian ERTL
Peter PRAVDA

KATEGORIA C

Gymnazium Senica

Gymnazium J.Hollého, Trnava
Gymnéazium mad. Dunajska Streda
Gymnazium Senica

Gymnézium Samorin

Gymnéazium mad. Dunajska Streda
Gymnazium Skalica

Gymnéazium Piestany

Gymnazium Piestany

SPSE Piestany

KATEGORIA Z9

Gymnazium Senica

Gymnazium mad. Galanta
Gymnazium mad. Galanta
Gymnézium M.R. Stefanika, Trnava
Gymnazium Skalica

Gymnazium Senica

ZS Kopernikova, Trnava

ZS Holubyho ul., Piestany

IV. ZS Nerudova ul., Trnava

KATEGORIA P

. Julius WEISSENSTEINER, 4, Gymnéazium Piestany

Kraj Trencin

KATEGORIA A

2, Gymnézium Prievidza
4, Gymnéazium Dubnica nad Vahom
3, Gymnazium Prievidza
3, Gymnéazium Prievidza

13



KATEGORIA B

1. Tomas KULICH Gymnazium Prievidza

2.
3.

Martin STRAPKO
Slavomir PSENAK

4.-6 Tomas TRUCHLY

7.—8. Viktor ISKRA Gymnazium Dubnica nad Vaihom
Tomas KOTRIK Gymnazium Dubnica nad Vaihom
9. Michal ZACHAR Gymnazium Prievidza
10. Pavol FULOP PGJB Trenéin
KATEGORIA C
1.-3. Juraj LADICKY Gymnazium Partizanske
Roman MIRC Gymnézium MRS., Nové Mesto nad Vahom
Miroslav KACENA PGJB Trenéin
4. Tvan PRASEK Gymnazium Banovce nad Bebravou
5.-6. Lucia TIEREROVA Gymnazium Partizanske
Michal PECUCH Gymnézium L. Stara, Trenéin
7. Robert ZVONAR Gymnazium Dubnica nad Vadhom
8.-9. Michal LICHVAR Gymnazium L. Stira, Trenéin
Lubos GERGEL SPSE Myjava
KATEGORIA Z9
1. Michal STANO 7S H.Galovi¢a, Pruské
2. Tom4s BALAZ I. ZS Hviezdoslavova, Nova Dubnica
3. Zuzana RYCHTARECHOVA 7S Duklianska, Banovce nad Bebravou
4. Milan HULIK VA Slovanska, Povazska Bystrica
5. Mariana MARUSINCOVA Gymnézium L. Stara, Trenéin
6.-7. Tomas MIKULA Gymnazium Novaky
Jana MARTISKOVA 7S Horné Stnie
8.-12. Katarina STEHLIKOVA 7S sv. J. Kl¢ové, Nové Mesto nad Vahom

Rudolf ZIVCIC
Maria BENDOVA

Martin CEPELA
Jozef HRIC

Juraj TOMASIK
Lydia GABIKOVA

Gymnazium Puchov

Gymnazium Puchov

Gymnazium Dubnica nad Vahom
Gymnazium Dubnica nad Vahom
Gymnazium Prievidza

7S Komenského, Stard Tura

Gymnazium L. Novomeského, Stara Tura
Gymnazium Handlova

7S Horné Stnie
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. Vladimir WIEDERMANN

. Marian SISMIS
. Ondrej GALIK

. Peter NOVOTNY
. Martin TROJAK
Peter CENDULA
Jozef SKORUPA

Radoslav FULEK
Michal PESTA

Branislav MIKULAS
Jozef JURICEK
Martin DUBEC
Juraj LASSUTH
Ema BIELIKOVA

. Michal KOPERA
Jaroslav SEVCIK

. Peter PETROVSKY

Jakub DAUBNER

Erika TROJAKOVA

. Jarmila KECEROVA
Peter POLJAK

. Roman BOHOVIC
Miroslav URBANEK
Tomas SKEREN

. Michal CIGANIC

. Gabriela ROTHOVA

KATEGORIA P

4, Gymnazium Prievidza
4, Gymnéazium Banovce nad Bebravou
4, Gymnazium Prievidza

Kraj Zilina

KATEGORIA A

4, Gymnézium Velkd Okruzn, Zilina
3, Gymnézium Velkd Okruzn, Zilina
2, Gymnazium Liptovsky Mikuls
4, Gymnazium Liptovsky Mikulas
3, Gymnézium Velks Okruzna, Zilina
2, Gymnazium Liptovsky Mikulas

KATEGORIA B

Gymnazium V. Paulinyho Tétha, Martin
Gymnézium Velkd Okruznd, Zilina
Gymnézium Hlinsks, Zilina

Gymnézium Velkd Okruznd, Zilina
Gymnazium V. Paulinyho Tétha, Martin
Gymnézium Velks Okruznd, Zilina
Gymnézium Velks Okruznd, Zilina

KATEGORIA C

Gymnézium Velkd Okruznd, Zilina
Gymnézium Velks Okruznd, Zilina
Gymnézium Velkd Okruznd, Zilina
Gymnazium Dolny Kubin
Gymnézium Hlinsks Zilina
Gymnézium Velkd Okruznd, Zilina
Gymnézium Velkd Okruznd, Zilina
Gymnézium Velks Okruznd, Zilina
Gymnéazium sv.Frantigka Zilina
Gymnazium Dolny Kubin
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Michal HUDEK

Stefan POLACEK
Marek MORAVCIK
Peter KOZAR
Martin LUCKY
Lenka CTERNIKOVA
Miroslav MAKYS

. Martina BLAHUTOVA

Martin KLAUDINY
Ivana SUTA
Mirko ZIBOLEN

Ivan PILIS

David IGNIC
Rastislav SIMONIK
Peter NOVOTNY

Gymnézium Velkd Okruznd, Zilina

KATEGORIA Z9

ZS Behy, Namestovo

7S Moskovsk4, Zilina

Gymnazium Letricha, Martin
Gymnézium VarSavsks, Zilina
Gymnazium Namestovo

Gymnazium V. Paulinyho Tétha, Martin
7S Cs. brigady, Martin

Gymnézium VarSavsks, Zilina

7S Kysucky Lieskovec

Gymnazium V. Paulinyho Tétha, Martin

KATEGORIA P

4, Gymnézium Velks Okruzna, Zilina

4, Gymnéazium Liptovsky Hradok

4, Gymnazium V. Paulinyho Tétha, Martin
4, Gymnézium Velks Okruzna, Zilina

Kraj Banska Bystrica

Zuzana KASAROVA
Dusan LACIKA
Roman NEDELA

. Jan ORAVEC

Peter VALENTINY

Jan ORAVEC
Roébert LUKOTKA
David HAGARA
Stanislav MIKTLIK
Martin KRUPAR

KATEGORIA A

2, Gymnézium J.G.Tajovského, Banskd Bystrica
3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banski Bystrica
4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banski Bystrica

KATEGORIA B

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
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. Jan GREGOR Gymnazium J.G.Tajovského, Banskd Bystrica
Katka HLAVCSEKOVA Gymnéazium Tornala
Peter MIKLIAN Gymnazium Hali¢ska cesta, Lucenec
Tom4s LIPTAK Gymnazium Daxnera, Rimavska Sobota

KATEGORIA C

Michal ZILKA Gymnazium J.G.Tajovského, Banskd Bystrica
Miroslav BUKVAJ Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Michal VALKOVIC OSG, Bansk4 Bystrica

Marian BODA Gymnazium J.G.Tajovského, Banskd Bystrica
Peter NOCIAR SPS J.Murgasa, Bansk4 Bystrica

Stanislava LEITMANOVA Gymnazium J.G.Tajovského, Banskd Bystrica
Marian SALAJ SPS J .Murgasa, Banska Bystrica

Branislav BOSANSKY Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica

. Matts DIRBAK Gymnazium Rimavska Sobota

Erik HORNICAK Gymnazium J.G.Tajovského, Banskd Bystrica
Lukas KALINA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Ludmila KODYSOVA Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica

KATEGORIA Z9

. Hana BUDACOVA ZS Hali¢skd, Lucenec

. Tomas BABIAK VA Bakossova, Banska Bystrica
Tom4s DUSA VA Bakossova, Banska Bystrica
Marek KASAR VA Mazornikovo, Brezno
Radovan RAGAC I. 7S Hrifiové

KATEGORIA P

Jozef SISKA 4, Ev. gymnéazium, Banskd Bystrica
Jan LUNTER 5L, Gymnézium J.G.Tajovského, Banski Bystrica
Jan ORAVEC 2F, Gymnazium J.G.Tajovského, Banski Bystrica

Branislav KATRENIAK 4, SPSE Brezno
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Kraj Kosice

KATEGORIA A

1. Martin HRINAK 4, Gymnézium Alejova, Kosice
2. Tom4s JURIK 3, Gymnézium Postovd, Kogice
3. Petra FENCIKOVA 4, Gymnézium Alejova, Kosice
4.-5. Miroslava SOTAKOVA 3, Gymnéazium Postova, Kogice
Anna KORDULIAKOVA 3, Gymnézium Alejova, Kosice
6. Robert BURSA 3, Gymnazium Alejova, Kosice
7. Peter MOLNAR 3, Gymnazium Postova, Kosice
KATEGORIA B
1. Zuzana VLCKOVA Gymnazium Alejova, Kosice
2. Veronika SKRIVANKOVA  Gymndazium Postova, Kogice
3. Zuzana SOPKOVA Gymnézium Alejova, Kogice
4.-6. Daniela KUBEJOVA Gymnéazium Alejova, KoSice
Miroslav BLASKO Gymnazium Alejové, Kogice
Draslav HRENO Gymnazium P.Horova, Michalovce
7.-10. Stanislav SURGENT Gymnazium Postova, KoSice
Boris ZAPOTOCKY Gymnazium Postova, Kogice
Tomas TOPERCER Gymnazium Skolské, Spisskd Nova Ves
Julius JUHASZ Gymnazium P.Horova, Michalovce
KATEGORIA C
1. Radovan BAUER Gymnazium Postova, Kosice
2. Stanislav KOVALCIN Gymnéazium Alejové, Kogice
3. Lenka BABIAKOVA Gymnazium Postova, Kogice
4. Martina VISNOVSKA Gymnézium Postova, Kogice
5.-6. Margaréta HIEKELOVA Gymnazium Postova, KoSice
Tomas MASKULIK Gymnéazium P.Horova, Michalovce
7. Michal KNAP Gymnazium Sobrance
8.-9. Peter BEZDEK Gymnézium Srobarova, Kosice
Ivan MURKO Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves
10.-11. Peter SASAK Gymnazium Alejova, KoSice

Jan BORSIK 7S Starozagorska, Kogice
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1.-2 Stefan DANCO

ot =

Miroslava CINKAISOVA

. Darina POLOVKOVA

Anna SLEBODNIKOVA

. Matas BENKOVIC

Frantiska SEVCIKOVA
Gabriel KARADY
Rudolf KOLNIK
Vladislav POKORNY
Michal KOHUT

Jan SENKO

Miroslav RUDISIN
Marianna POTACKA
Miroslav JAHODA
Marian HROMIAK

. Michal FORISEK

Peter BANDA

TIgor GOMBOS
Jana ONDKOVA
Martin SEDLACKY
Peter ZAREMBA

. Daniel JOSCAK

Dugan MARUSCAK
Juraj REVILAK

KATEGORIA Z9

7S P.O. Hviezdoslava Velké Kapusany
7S Janigova, Kosice

7S Kozuchové, Spisskd Nova Ves
Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves
Gymnazium Javorova, Spisska Nova Ves
ZS Markugovce

Gymnéazium Krélovsky Chlmec

ZS Park Angelinum, Kogice

VA Hroncova, Kosice

VA Petzvalova, Kosice

KATEGORIA P

4, SPSE Kogice

2, Gymnézium Srobarova, Kogice

4, Gymnéazium Trebisov

3, Gymnézium Skolskd, Spisska Nova Ves
4, SPSE Partizanska, Michalovce

Kraj Presov

KATEGORIA A

4, Gymnazium Popradské nabrezie, Poprad

KATEGORIA B

Gymnazium Konstantinova, Presov

Gymnazium P.O. Hviezdoslava, Kezmarok

Gymnazium L.Stockela, Bardejov
Gymnazium Mudronova, PreSov
Gymnazium Komenského, Humenné
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Stropkov

Gymnazium Konstantinova, Presov
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Ludmila HOSTOVA

Eva SKOPALOVA
David DERENIK
Daniela FORISEKOVA
Jana KATUSCAKOVA
Lenka BATORYOVA
Eduard HYBLER
Jana MUDRA

Martin VOJTEK

. Vladimir LIPTAK

Juraj SLOVIK

. Katarina KVASNAKOVA

Michal RJASKO

. Lenka CACKOVA

Peter MARINIC
Vladimir ZAK

. Rastislav PJONTEK

Lucia TOMASOVA
Jozef TOMKO

. Martin OROLIN
. Zuzana BAJTOSOVA

Tomas MALATIN
Monika PATLEVICOVA
Miroslava VARGOVA

Michal FORISEK
Slavomir KATUSCAK
Michal BREZNICKY
Peter BANDA

Gymnazium L.Stockela, Bardejov

KATEGORIA C

Gymnazium Popr. nabrezie, Poprad
Gymnéazium Snina

Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium P.O. Hviezdoslava, Kezmarok
Gymnazium P.O. Hviezdoslava, Kezmarok
Gymnazium sv. Mikulasa, Presov
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium D. Tatarku, Poprad

KATEGORIA Z9

VA émeralova, Presov

Gymnéazium Vranov nad Toplou
Gymnazium Vranov nad Toplou

7S Smeralova, PreSov

I. ZS Komenského, Bardejov

ZS Dr. Fischera, Kezmarok

7S Dr. Fischera, Kezmarok

VI. ZS Bardejov

7S Svébovce

CZS a Gymnézium sv. Mikuldga, Presov
Gymnazium Popr. nabrezie, Poprad
IV. ZS Karpatska, Svidnik

Gymnazium Kezmarok

KATEGORIA P

4, Gymnazium Popradské nébrezie, Poprad
3, Gymnazium Konstantinova, Presov
4, Gymnazium Konstantinova, Presov
4, Gymnazium Konstantinova, Presov



Zadania sitaznych ualoh

KATEGORIA C

C-1I-1

Dané je Stvormiestne ¢islo (v desiatkovej ststave). Zmenou poradia jeho ¢islic mozno
zostavit prave osem dalSich Stvormiestnych ¢isel. Sti¢et najmensich troch zo vSetkych
tychto deviatich ¢isel je 12 528. Urcte ¢islice daného ¢isla.

(P. Cernek)

C-1-2

V obdizniku ABCD plati |AB| > |BC|. Oblik AC kruznice, ktorej stred leZi na strane
AB, pretina stranu CD v bode M. Dokazte, 7e priamky AM a BD st navzajom kolmé.
(L. Bocek, J. Svréek)

C-1-3

Zistite, ¢i je ¢islo 191998 4 981999 delitelné deviatimi.
(P. Leischner)

C-1-4

Adam a Brano sa ztucastnili na turnaji hranom systémom kazdy s kazdym jeden zapas,
na ktorom mal kazdy hra¢ odohrat denne prave jeden zipas. Adam a Brano vSak
ochoreli a ako jedini nedokon¢ili turnaj. Brano odstupil o pat dni prv ako Adam. Spolu
sa odohralo 350 zapasov. Kolko zdpasov odohral Adam? Hral s Braiiom?

(P. Cernek)

C-1I-5

Dany je trojuholnik ABC, v ktorom |[{BAC| = 150°, |AB| = 4cm a |AC| = 6cm.
Zostrojte trojuholnik s dvojnasobnym obsahom, ktorého dve strany st zhodné s niek-
torymi dvomi stranami trojuholnika ABC'. Néjdite vSetky rieSenia.

(P. Cernek)

C-1-6

Pre lubovolnt dvojicu realnych ¢isel a, b spliiajicu vztah a + b = 1 plati

Vaz+a+1+Vb2+b+1>2.
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Ak st naviac ¢isla a, b nezaporné, plati tiez

Vaz+a+1+Vb2+b+1<3.

Obidve tvrdenia dokazte.
(P. Leischner, J. Svrcek)

C-S-1

Najdite vsetky dvojice a, b nezapornych realnych cisel, pre ktoré plati

VaZ+b+ Vb2 +a=+vaZ+b2+Va+b.

(J. Sim3a)
C-S-2

Uréte najvacsie Stvorciferné ¢islo n, pre ktoré je sicet n'9 + 997 delitelny desiatimi.
(J. Svréek)

C-S-3

V rovine je dany obdiznik ABCD, nad ktorého stranami AB a BC (ako nad priemermi)
st zvonku obdi7nika zostrojené po rade polkruznice k a [. Najdite tsecku XY co
najvacsej diiky d tak, aby platilo X e k aY € [. Dizku d potom vyjadrite pomocou
dizok a = |AB| a b = |BC|.

(J. Svréek)

C-1I-1
Zistite, ktoré dvojice pravidelnych mmnohouholnikov majia velkosti vnutornych uhlov
v pomere 2 : 3.
(S. Bednarova)
C-1I-2
Najdite najvacsie trojciferné ¢islo n, pre ktoré je sucet

124+23 434 445+ ... 4+ nntt

delitelny tromi.
(J. Simsa)
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C-1II-3
Zostrojte lichobeznik ABCD, pre ktory plati:

|AC| =8cm, |BD|=6cm, |AB|+ |CD| = 10cm

a stred kruznice opisanej trojuholniku ACD lezi na zdkladni AB.
(P. Leischner)

C-11-4
Dokazte, ze pre kazdé tri realne ¢isla x, y, z, ktoré spiﬁajﬁ nerovnosti

I<r<y<z<l,

plati tieZ nerovnost

a72-|-y2-|-z2<a7y-|-yz+za7-|-z—a7.

(J. Bébela)

KATEGORIA B

B-1I-1

Na like st deti aj dospeli. Pocet percent chlapcov zo vSetkych deti je rovny poctu
percent dievéat zo vSetkych pritomnych osob a tiez poc¢tu vSetkych dospelych. Kolko
chlapcov, dievcat a dospelych je na luke?

(L. Fabgo, P. Cernek)

B-1-2

Uvazujme zhodné polkruznice, ktoré lezia v danom pravom uhle a ktorych koncové
body lezia kazdy na inom ramene pravého uhla. Urcéte mnozinu, ktord vyplnia body

vSetkych tychto polkruznic.
(J. Zhouf)

B-1-3
Najdite vSetky trojmiestne c¢isla v desiatkovej ststave, ktoré sii rovné tretine ¢isla s tym

istym zapisom v inej ¢iselnej sustave.

(P. Cernek)
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B-1-4

Dany je rovnostranny trojuholnik ABC'. Na strane BC' najdite bod P tak, aby kruznica
vpisana trojuholniku ABP a kruZnica pripisana k strane PC' trojuholnika APC boli

zhodné. 5
(J. Svrcek)

B-1I-5

Z gule s polomerom R je oddeleny gulovy odsek s vyskou v (v < R). Do tohto odseku je
vpisand gula K s polomerom 3. Dalej je do odseku vpisanych osem zhodnych mensich
guli, z ktorych kazda sa dotyka gule K. Ziadne dve z nich nemajt spolo¢ny vnatorny

bod a kazda z nich sa dotyka prave dvoch ostatnych. Urcte pomer v : R.
(J. Zhouf)

B-1-6

Najdite vSetky mozné hodnoty suctu x + y, kde redlne ¢isla x,y spiﬁajﬁ rovnost 3 +
+ y3 = 3zy.
(J. Simsa)

B-S-1

Na ihrisku je menej ako 500 deti. Pritom pocet percent chlapcov zo vSetkych deti sa
rovnd poctu vSetkych dievéat. Kolko chlapcov a kolko dievéat je na ihrisku? Najdite
vSetky moznosti.

(P. Cernek)
B-S-2

V trojuholniku ABC' pozname a = |BC/|, polomer ¢ kruZnice vpisanej a polomer g,
kruznice pripisanej k strane BC. Dokazte, ze vzdialenost stredov oboch kruznic sa rovna

Va2 + (e — 0)2.

(P. Leischner)
B-S-3

Kvadraticka rovnica 2 — 3524 334 = 0, ktorej koeficienty st zapisané v &iselnej stistave
so zakladom z (z 2 6), méd dva rozne redlne korene. Urcte z a obidva korene.

(J. Sim3a)
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B-1I-1

N4jdite vSetky Stvorice prirodzenych cisel a, b, ¢, d, pre ktoré plati

ab+ cd = 1999,
ac+ bd = 1999,
ad + be = 1999.
(J. Bébela)
B-1II —2

Dany je pravouhly trojuholnik ABC, nad ktorého odvesnami AB a BC (ako nad
priemermi) st zvonku trojuholnika zostrojené po rade polkruZnice k a [. Vrcholom B
vedte priamku p, ktord pretina polkruZznice k a [ po rade v bodoch X a Y tak, aby
Stvoruholnik AXYC mal ¢o najvacsi obvod.

(J. Simga, J. Svrcek)

B-1II-3

Najdite vSetky mozné hodnoty vyrazu

Ty
I.Q_I_yQ’

kde 2 a y st Tubovolné redlne ¢isla spliajice podmienku z + y = 1.
(J. Sim3a)

B-1I -4

Nech A a B st rozne body roviny. Dalej je dany orientovany uhol w (0° < w < 90°).
Pre Iubovolny bod X oznaéme po rade X4, Xp obrazy bodu X v otoceniach okolo
stredov A a B o uhol w. Najdite vSetky také body X, pre ktoré je trojuholnik X X 4 Xp
rovnostranny.

(E. Kovac)

KATEGORIA A

A-1T-1
Najdite najmensie prirodzené ¢islo, ktoré mozno dostat doplnenim zatvoriek do vyrazu

15:14:13:12:11:10:9:8:7:6:5:4:3:2.
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(P. Cernek)
A-1-2
Najdite vSetky kladné ¢isla k, pre ktoré plati: zo vSetkych trojuholnikov ABC', v ktorych
|AB| =5cm a |AC| : |BC| = k, mé najvac¢si obsah rovnoramenny trojuholnik.
(P. Cernek)
A-1-3

Pre ktoré celé ¢isla a je maximum aj minimum funkcie

B 1222 — 12ax
y= r2 + 36
celé ¢islo?
(P. Cernek)
A-1-4

Ozna¢me 7(k) pocet vSetkych kladnych delitelov prirodzeného ¢isla k a nech &islo n je
rieSenim rovnice 7(1,6n) = 1,67(n). Ur¢te hodnotu podielu 7(0,16n) : 7(n).
(P. Cernek)

A-1-5

Dokazte, ze existuje trojuholnik ABC', v ktorom pri zvycajnom oznaceni platia obidve
pytagorejské rovnosti t2 + t2 = t2 a v2 + vg = v2. f)alej ukazte, ze pre vnutorné uhly
takého trojuholnika plati o — 3] = 90° a cosy = 21/5.

(J. Sim3a)

A-1-6

Z papiera bol zlepeny model Stvorstena, ktorého kazdé dve protilahlé hrany st zhodné.
Rozhodnite, ¢i mézeme model rozrezat pozdlZ troch tuseciek tak, aby ho potom bolo
mozné rozvinut do roviny a vznikol pritom obdlznik. Existuji pre pravidelny stvorsten

dva takéto spbosoby rozrezania, pri ktorych vzniknt nezhodné obdiiniky?
(M. Hejny, P. Leischner)

A-S-1

Dokazte, 7e existuje ostrouhly trojuholnik ABC|, ktorého taznice z vrcholov A a B su
po rade zhodné so stranami AC' a AB.
(J. Simsa)
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A-S-2
V rovine st dané dva rozne body A a B. Najdite vSetky realne ¢isla k > 1, pre ktoré
plati: Zo v8etkych trojuholnikov ABC, v ktorych |AC|: |BC| = k, ma najvisi mozny
vnutorny uhol pri vrchole A rovnoramenny trojuholnik.
(J. Simsa, L. Bocek)
A-S-3

Ukazte, 7ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je sucin

(1= (-3 (a-5) - (1-3)

celé Cislo.
(R. Horensky)

A-1II-1
Aritmeticky priemer niekolkych navzajom roznych prvocisel sa rovna 27. Urcte, aké
najvacsie prvocislo medzi nimi moze byt.
(S. Bednarova, P. Cernek)
A-1II-2

Dany je stvorec ABCD. Dokazte, ze pre vsetky body P toho oblika AB kruznice Stvorcu
opisanej, ktory neobsahuje body C, D, ma vyraz

|AP| + |BP)|
|CP|+ |DP)|

rovnaki hodnotu. Urcte ju.
(J. Svréek)

A-1I-3
V Tubovolnom trojuholniku ABC' oznatme M a N po rade stredy stran BC' a AC.

Dokazte, 7e tazisko trojuholnika ABC' lezi na kruznici opisanej trojuholniku CM N
prave vtedy, ked plati rovnost

4-|AM|-|BN| =3-|AC| - |BC|.

(J. Sim3a)
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A-1I-4
Najdite redlne cisla a, b, ¢, d, pre ktoré vSetky rieSenia x nerovnice

ax2+bx+c<

<2
a+dr—zx2 — v

tvoria mnozinu {0} U (4, +00).
(P. Cernek)

A-1III-1
Do citatela aj menovatela zlomku

20:28:27:26:25:24:23:22:21:20:19:18:17:16
15:14:13:12:11:10: 9: 8: 7: 6: 5: 4: 3: 2

smieme opakovane vpisovat zatvorky, a to vzdy na rovnaké miesta pod seba.
a) Uréte najmensiu moznt celoc¢iselntt hodnotu vysledného vyrazu.
b) N&jdite v8etky mozné celo¢iselné hodnoty vysledného vyrazu.
(J. Simsa)

A —-1IT - 2

Vo v8eobecnom $tvorstene ABCD oznac¢me E a F stredy taznic z vrcholov A a D.
Uréte pomer objemov $tvorstenov BCEF a ABCD. (Taznicou v §tvorstene je spojnica

vrcholu s taziskom protilahlej steny.)
(P. Leischner)

A —-1IT -3

Ukazte, ze existuje trojuholnik ABC, v ktorom pri obvyklom oznaceni stran a taznic
plati a # b a zaroven a + t, = b + tp. Dalej dokézte existenciu takého ¢isla k, 7e pre
kazdy spominany trojuholnik plati a +t, = b+ t;, = k(a + b). Nakoniec najdite vSetky
pomery a : b stran a, b takych trojuholnikov.

(J. Simsa)

A-1IT - 4

V istom jazyku su len dve pismena A a B. Pre slova tohto jazyka plati:

1) Jednopismenové slova neexistujii, dvojpismenové slova st len AB a BB.

2) Postupnost pismen diiky n > 2 je slovo prave vtedy, ked vznikne z nejakého slova
tohto jazyka s poc¢tom pismen mensim ako n, a to tak, Ze v tomto slove pismena A
ponechdme na mieste a kazdé pismeno B st¢asne nahradime nejakym (nie nutne
rovnakym) slovom tohto jazyka.
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Dokazte, ze pocet n-pismenovych slov tohto jazyka je pre kazdé n rovny ¢islu

M 42 (=1)"
3

(P. Hlinény, P. Kanovsky)
A-1IIT -5

V rovine je dany ostry uhol APX. Zostrojte stvorec ABCD tak, aby bod P lezal
na strane BC' a aby polpriamka PX pretala stranu CD v takom bode @, Ze bod P lezi
na osi uhla BAQ.

(J. Sim3a)
A-1III-6
Najdite vSetky dvojice realnych ¢isel a a b, pre ktoré ma ststava rovnic

T4y 2yt

=Y g, =
x2_'_y2 x2+y2

s neznamymi x a y rieSenie v obore realnych cisel.

(J. Sim3a)



RieSenia sutaznych dloh

KATEGORIA C

C-1I-1

Najprv zistime, kolko Stvorcifernych ¢isel je mo7zné zostavit z pevne zvolenej Stvorice
¢islic. V dalsich tvahach budeme nenulové cifry oznafovat malymi pismenami. Rozne
pismené nikdy neoznac¢uju rovnaku ¢islicu, symbol 0 oznacuje nulu.

Stvorice &islic (a, a,a,a) a (a,0,0,0) uréuji kazda len jedno Stvorciferné &islo, cifry
a, a, a, 0 tri: aaal, aala, aOaa. Z Cislic a,a,a,b (a # b) je mozné zostavit len Styri
Stvorciferné ¢isla: a aab, a aba, a baa, baaa.

Z cifier a, a, 0, 0 zostavime len tri ¢isla a a00, a 0a0, a 00a. Pre cifry a, a, b, b (a # b)
mame spolu Sest moznosti: a abb, a bab, a bba, baab, baba, bbaa. To je stale malo.

Cislice a, a, b, 0 uréuju prave devit ¢isel: a ab0, aalb, abal, abla, a0ab, aOba,
baa0, bala, b0aa. Analogickym postupom zistime, Ze vySetrovanie dalSich moZnosti

uz k poctu 9 nevedie. Prehlad vSetkych moznych vysledkov je uvedeny v nasledujice;j
tabulke.

Typ [a000|aaaa|aaal|aaab|aal0|aabb|aabl|abll|aabe|abcl|abed
Pocet 1 1 3 4 3 6 9 6 12 | 18 | 24

Dané cislo méa teda cifry a, a, b, 0, kde a, b st r6zne nenulové Cislice.
Rozlisme dve situacie a zapiSme v kazdej z nich pisomné scitanie troch najmensich
Cisel:

I. a<b II. a>b
a Oab b0aa

a Oba bala

a a0b baal
12528 12528

V pripade I je z lavych dvoch stipcov zrejmé, 7e a = 4, a 7z pravého stipca dostaneme
2b+4 = 8 alebo 2b+4 = 18. Podmienke a < b vyhovuje len b = 7. Lahko sa presvedé&ime,
ze cifry a = 4 a b = 7 st rieSenim tlohy.

V II. pripade je z pravych dvoch stipcov vidiet, Ze ¢islo 2a ma poslednu éislicu 8
a zaroven 2 alebo 1. To vSak nie je mozné.

Ind moznost vySetrenia situacie I: Naznaceny stucet mozeme prepisat v tvare 3 000a +
28 — 4b

+100a + 10(a + b) + a + 2b = 12528. Upravou lahko zistime, 7e a = 4 + TR

1037k
7 podmienky, 7Ze posledny zlomok je celé ¢islo k, vyjde b = 7 — 1 a=4+k. Je

zrejmé, 7e a, b budu Cislice len pre £ = 0. Analogicky moZno postupovat aj v pripade II.
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D__ M C D__ M C
\\ //<?/ \\\
-7 / | >
- | ~
“« \ 2(} éa By o~
A 5 B A N 15 5 | F/
Obr. 1 Obr. 2

Zdver: Cislice hladaného &isla st 4,4, 7 a0.
C-1-2

Ozna¢me S stred danej kruznice a a velkost uhla CAB, oo < 45° (obr. 1). Potom tieZ
|[<SAC| = |[4SCA| = a, lebo trojuholnik ASC' je rovnoramenny. Jeho vonkajsi uhol
BSC ma teda velkost 2a. Trojuholnik M SC je tieZ rovnoramenny, a preto simerny
podla osi zékladne M C. Obrazom uhla BSC' v tejto simernosti je uhol ASM, ktorého
velkost je teda tiez 2cv. Z rovnoramenného trojuholnika ASM potom mame | BAM | =
= |4SAM| = $(180°—2a) = 90° —a, a odtial je uz kolmost priamok AM a BD zrejma,
lebo [ ABD| = |[<CAB| = «.

INE RIESENIE. V stlade s obr.2. oznaéme AFE priemer danej kruznice a N pitu
kolmice z bodu M na priamku AB. Z vlastnosti obdlznika ANMD a zo symetrie
vzhladom na os strany AE vyplyva |[DM| = |AN| = |BE| a naviac st tsetky DM
a BFE rovnobezné. Preto je BEMD rovnobeznik. Priamka BD je teda rovnobezné
s priamkou M E, ktora je kolmd na priamku AM podla Talesovej vety.

C-I1-3

Polozme z = a + b, kde a = 191998 a b = 981999, Zrejme plati
a=19"9% = (18 + 1) = (18 + 1)(18 + 1) ... (18 + 1).

Keby sme teraz vSetky zatvorky posledného vyrazu bez dalsich tiprav roznasobili, boli
by vSetky ¢leny suc¢tu delitelné osemndastimi az na ¢len, ktory je rovny sucinu vsetkych
jednotiek. Preto je a = 18m + 1, kde m € N. Analogicky zistime, Ze

b=98"99 = (99 — 1)1 = (99 — 1)(99 — 1)...(99 — 1)

a odtial b = 99n — 1 pre vhodné n € N, lebo celkovy pocet uzatvorkovanych ¢initelov
na pravej strane je neparny.
Cislo z =18m + 1+ 99n — 1 = 9(2m + 11n) je delitelné deviatimi.

C-1-4

KaZdy denn boli hrac¢i rozdeleni do dvojic, v ktorych mali zohrat svoj zapas. Pocet
vSetkych hracov bol teda parny, oznacme ho 2n. Denne sa malo odohrat n zapasov,
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turnaj bol naplanovany na 2n — 1 dni. Predpokladajme, Ze Adam odstupil d dni pred
koncom turnaja a Brano d 4+ 5 dni pred koncom.

Pokial' Adam hral s Branom, odpadlo kv6li ich chorobe z p6vodne planovanych n(2n—
— 1) zapasov tolko, kolko ich obaja neodohrali, t.j. spolu 2d + 5 zapasov. Pokial spolu
nehrali, odpadlo len 2d + 4 zapasov. Podla toho plati bud

n(2n —1) =355+ 2d, alebo n(2n —1) = 354 4 2d.

7Z rovnic vyplyva jednak odhad 2n% > 354, ale tiez n(2n — 5) < 344, lebo podla
vyznamu ¢isla d plati d+5 < 2n—1. Z prvej nerovnosti tak dostaneme n > 13, z druhej
n < 15 (pre n 2 15 je n(2n — 5) = 375). Preto nutne n = 14. Zaroven vidime, Ze Tava
strana kazdej z oboch predchadzajtcich rovnic je pre n = 14 parna, takze moze platit
len druhd z nich. Z nej vypocitame d = 12. Turnaj teda trval 2n — 1 = 27 dni a Adam
odstupil 12 dni pred jeho koncom. Odohral 15 zapasov a s Branom nehral.

C-1-5

Trojuholnik ABC' Tahko zostrojime, a tym konstrukéne uréime jeho vysky aj diiky
vSetkych stran. Hladany trojuholnik oznaé¢me LM N. Pri zhodnych zakladniach oboch
trojuholnikov si1 vysky prisluchjice tymto zakladniam v pomere ich obsahov, t.j. 2 : 1.
Trojuholnik LM N je urceny dizkami m, n stran LN, LM, ktoré st zhodné s niektorymi
dvoma, stranami daného trojuholnika, a vySkou v,,. Prehlad vSetkych moZnosti udava
nasledujica tabulka (je treba si uvedomit, 7e kazdd zo zvyS$nych situacii vedie na
trojuholnik zhodny s niektorym predchddzajtcim):

I | IT | III
m| a b c
U | 204 | 2Up | 20,
n| b c | a

Konstrukciu trojuholnika LM N naznacuje obr. 3.

k(L,n)

M

|

I

[ Um

|

I

DY

N m L

Obr. 3
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Najprv zostrojime tisecku N L diiky m. Treti vrchol M je bodom prieniku kruznice
k(L,n) a priamky p rovnobeznej s priamkou N L vo vzdialenosti v,,. Pritom sta¢i uvazo-
vat rieSenie len v jednej polrovine uréenej priamkou N L. Podla po¢tu bodov tohoto
prieniku méze mat kazda zo situécii I az IT1 v8eobecne Ziadne, 1 alebo 2 (uvazujeme len
nezhodné) riesenia. To predstavuje az 6 nezhodnych trojuholnikov K LM . V skuto¢nosti
je ich pre dané ¢iselné zadanie len pat. Plati totiz 2v, = 2b - sin150° = ¢, a preto sa
v pripade II kruznica k£ priamky p len dotkne.

Vsetky rieSenia st prehladne zostrojené na obr. 4. St to trojuholniky CBD, CBE,
ACF, BAG a BAH.

C-1-6

Najprv je nutné overit, ¢i st dané vyrazy definované pre vsetky realne ¢isla a, b. Staci
dokazat, 7e pre kazdé redlne u je vyraz U = u? + u + 1 nezaporny.
1. sposob:

l] 2

Odtial vidime, Ze je dokonca

U=uw4u+12

: (3)

e~ w

pretoze druhd mocnina realneho vyrazu je vzdy nezaporna.
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2. sposob: Pre u 2 0 je zrejme vyraz U kladny. Ak je u < 0, je
U>u’+u+1l+u=(u+1)®>20.

3. spdsob: Predstavme si rovnost U = u? + u + 1 ako kvadratickd rovnicu u? 4 u +
+ (1 = U) = 0 s parametrom U. Tento vztah je splneny pre nejaké redlne u, len ked je
prislusny diskriminant nezaporny, t.j. 1 —4(1 —U) = 0, a odtial U = %.

Dalej je mozné sktgat vyraz

V=va+a+1+V02+b+1 (4)

upravovat, aby sme ho mohli odhadnat. Ako asi budu postupovat? Uvedieme niekolko
moznosti:
I. Dosadenim b =1 — a do (3) dostaneme

V=va+a+1++a2-3a+3. (5)

Tym sme sa v8ak k cielu velmi nepriblizili. Skiisme eSte obidve strany rovnosti (5)
umocnit:

Vi=a®>+a’>—-2a+1+3+2Va2+a+1Va2—3a+3=
—a’+ (a—1)2+3+2Va* — 2a3 + a2 + 3.

Vyraz pod odmocninou sa da eSte po vynati a z prvych troch ¢lenov upravit, takze
dostaneme

V2=3+ad>+(a—1)2+2\/3+a2(a— 1) (6)

IT. Rovnost (4) umocnime priamo a pri dalSich tpraviach opakovane nahridzame
sucty a + b jednotkami:

VZ=0a®>+02+3+2a2b2 +abla+b+1)+a2+b2+a+b+1=
=3 +a® +2V/3 +a2b? + b2 (7)
Dokaz nerovnosti (1).
1. RIESENIE (bez umociovania vyrazu V): Ak st a, b nezdporné, je V > /1 ++/1 =

= 2. Ak je b < 0, potom musi byt a > 1. Polozme teda na pravej strane vztahu (4)
a =1 a druhtt odmocninu odhadneme pomocou (3). Dostaneme tak silnejsi odhad, ako

sa pozaduje: V > V3 + \/gz %\/5 > g
2. RIESENIE. Ked uvaZzime, Ze druha mocnina kazdého reilneho &isla je nezaporna,

odhadneme z (6), 7e V2 > 3 4 21/3 > 4, a po odmocneni dostaneme V > 2.
3. RIESENIE. Zo vztahu (7) vidime, Ze

V2> 3+ (a® + 2Va2Vh? +b?) =
=3+ (Va2 + V12)* =3+ (Ja| + b)) = 4,

ateda V> 2.
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Dékaz nerovnosti (2).

1. RIESENIE. PretoZe a, b st nezdporné a nemdze platit a = b = 0, plati
V<va?l+2a+1+vV02+20+1=(a+1)+(b+1)=3.

2. RIESENIE. Z podmienky a + b = 1 pre nezéporné &isla a, b mame 0 < a < 1,
0 < b =1 a hodnotu vyrazu V moézeme odhadnit dosadenim a = b = 1 do (7):
V2<34+14+2V/44+1=09, takie V < 3.

C-S-1

Umocnenim rovnice s nezapornymi stranami a dal$imi ekvivalentnymi Gpravami pos-
tupne dostaneme

a>+b+2/(a2+b) (b2 +a) +b*+a=0a>+b>+2/(a2+b2)(a+b) +a+b,
V@D +a) = @+ )+,
(a® 4 b) (b2 + a) = (a®> + b*)(a + D),
a?b? +a® + 0% + ab = a® + ab® + ba® + V3,
ab(ab+1—a—0)=0,
ab(a—1)(b—1) = 0.

Hladanymi st preto prave tie dvojice nezapornych ¢isel a, b, ktoré spiﬁajfl aspon jednu
7z podmienok a =0, b =0, a =1 alebo b = 1.

C-S-2

Dany stcet je neparny pre parne n. Je teda delitelny desiatimi, len ked je m nepéarne.
Pre n = 2k + 1 ddva s¢itanec 99" = (100 — 1)2**1 = 104 — 1 pri delen{ desiatimi
zvysok 9, a preto druhy séitanec n'® musi dat pri deleni desiatimi zvysok 1.

Dekadicky zépis ¢isla 319 = 3 - (10 — 1)? = 10B — 3 zrejme kond ¢&islicou 7, a preto
¢islo tvaru (107 43)!° nemdize dat pri delenf desiatimi zvySok 1. Rovnaky zaver mozeme
urobit aj pre éisla tvaru (107 —1)19 a (107 +5)19. Odtial vyplyva, ze n moze byt jedine
tvaru 10r + 1, a najvacsie také Stvorciferné cislo je 9991. Cislo n'® 4+ 99™ je potom
zrejme delitelné desiatimi.

Iné rieSenie. Pri ¢islach n'? a 99" néas zaujimaju len ich posledné &islice. Pretoze
posledna cifra akejkolvek mocniny nF zavisi len od exponentu %k a poslednej &islice ¢
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zékladu n, zostavime tabulku poslednych &islic mocnin ¢* pre ¢ =0,1,...,9:
~flo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 o 1 4 9 6 5 6 9 4 1
3 o 1 8 7 4 5 6 3 2 9
4 o 1 6 1 6 5 6 1 6 1
5 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 o 1 4 9 6 5 6 9 4 1

Zo stipca tabulky pre ¢ = 9 vidime, Ze ¢islo 99™ kondi ¢islicou 1 alebo 9 podla toho, ¢
je n parne ¢i neparne, takze ¢islo n'® ma podla toho konéit ¢islicou 9 alebo 1. Z tabulky
dalej vidime, 7e &isla n* a n*** konéia vidy rovnakou cifrou. To teda plati aj pre &isla
n'® a n3. Z tretieho riadku uvedenej tabulky (k = 3) v8ak vidime, 7e ¢islo n® nekonci
¢islicou 9 pre Ziadne parne n (konéi totiz ¢islicou 9 len pre neparne n konéiace ¢islicou 9),
zato Cislicou 1 konci pre prave tie neparne n, ktoré sa koncia ¢islicou 1. Najvacsie také
Stvorciferné ¢islo je n = 9991, ktoré je riesenim ulohy.

C-S-3

Stredy F, F' polkruZznic st totozné so stredmi stran AB, BC' (obr.5). Polomery tychto

D

Obr. 5

polkruznic st %a, %b a z trojuholnika F BF lahko pomocou Pytagorovej vety spoc¢itame

/1 1 1
|EF|: Za2+1b2: 5\/ a2+b2.

PodTa trojuholnikovej nerovnosti (obr.5) zrejme pre lubovolné dva body X, Y také,
7ze X lezi na polkruznici k£ a Y na polkruznici [, plati

IXY| < |XE|+|EY| < |XE|+ |EF| + |FY|
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s rovnostou prave vtedy, ked body X, E, F' aY v tomto poradi lezia na priamke. Usecka
XY ma teda najvacsiu dlzku pre X = Xy, Y = Y,, kde body Xy, Yy st priesecniky
polkruznic &, [ s priamkou EF'. Pre dlzku tsecky XYy potom plati

[ XoYo| = %a+ %\/az + b2 + %b: %(a+b+ Va?+b?).

C-11-1

Pravidelny n-uholnik (n = 3) sa skladd z n navzajom zhodnych rovnoramennych
1

trojuholnikov, ktoré maja pri spolo¢nom hlavnom vrchole uhol velkosti —360°. Velkost
n

_9
" 21800,

jeho vnitorného uhla je teda o, = 180° — —360° =
n n

Zadanie tlohy tak vedie k rovnici

3(n—2) _ 2(m—2), (1)

n m

ktort upravime na tvar

mn = 6m — 4n  alebo n:6—4ﬂ.
n
Odtial vyplyva, 7e n < 6. Dosadenim n € {3,4,5} ndjdeme nasledujtce tri dvojice
[n,m| = [3,4],[4, 8], [5, 20], ktoré vyhovuji rovnici (1).
Ulohe vyhovuju tri dvojice pravidelnych mnohouholnikov: trojuholnik a Stvorec,
Stvorec a osemuholnik, patuholnik a dvadsatuholnik.

C-1I-2

Najprv si viimneme, Ze pri deleni tromi davajt ¢isla k a k3 vidy rovnaky zvysok (to
sta¢i overit pre k € {0,1,2}). To znamen4, Ze aj vietky ¢isla k, k3, k5, k7,... davaji
rovnaky zvysok, ktory zavisi len od toho, aky zvySok pri deleni tromi dava cislo k. Pre
Tubovolné prirodzené ¢islo n davaja teda cisla

(TL—|—6)n+7, nn+77 nn-l-l

pri deleni tromi rovnaky zvysok. To znamena, ze zvysky jednotlivych s¢itancov sa
v skiimanom sucte
Sn)=124+2 43 +4° .. 4 n"H!

opakuju s periédu 6 (prvych Sest je 1, 2, 0, 1, 1, 0). PretoZe 999 = 6 - 166 + 3, je jasné,
ze S(999) déava pri deleni tromi rovnaky zvySok ako 166+ (1+2+0+14+1+0)+1+2+
+ 0 = 833, teda 2. Z uvedeného vypoctu ale hned vidime, 7ze aj S(998) dava zvySok 2,
zatialto S(997) je delitelné tromi. Hladanym ¢&islom je teda ¢islo 997.
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Iné riesSenie. Vyjdeme z rovnakej tivahy a vSimneme si, ze plati
Sn+18)=S(n+12)+5(6) =S(n+6)+25(6) =S(n)+356)=S(n) (mod 3),

takze zvysky Cisel S(n) sa opakuju s periédu 18. Vypoctom zistujeme, Ze zvysky &isel
S(1),S5(2),S8(3), S(4), ... tvoriarad (zatvorkou je vyznacend jedna spomenuté perioda)

1,0,0,1,2,2,0,2,2,0,1,1,2,1,1,2,0,0,1,0,0,1,2, 2, ...

Sucet S(n) je teda delitelny tromi, prave ked ¢islo n pri deleni osemnastimi dava niektory
zo zvyskov 2, 3, 7, 10, 17 alebo 0.

Pretoze najvicsie trojciferné ¢islo je tvaru 999 = 18-55+9, je hladané ¢islo 18- 55 +
+ 7 =997.

C-1I-3

Predpokladajme, ze ABCD (obr.6) je hladany lichobeznik a posuiime tse¢ku BD
o vektor 1_38; obraz bodu B ozna¢me F.

N
O'\
Obr. 6

Pretoze |BD| = |EC| a |AE| = |AB| + |CD|, moZeme trojuholnik ACE zostrojit
podla vety sss. Stred O kruZnice opisanej trojuholniku ACD potom zostrojime ako
priesec¢nik osi tsecky AC' s priamkou AFE. Nakoniec zostrojime vrchol D ako prieseénik
kruznice k(O;|OA|) s priamkou p vedenou bodom C rovnobezne s AE a vrchol B ako
priese¢nik kruznice {(D,|CE|) s polpriamkou AFE.

Uloha m4 vo zvolenej polrovine s hrani¢nou priamkou AFE jediné rieSenie.

B

Poznamka. Diiky st zadané tak, Ze pre strany trojuholnika AEC plati rovnost
|AE]? = |AC|? + |CEJ?, takZe trojuholnik AEC je pravouhly a stred O jeho
opisanej kruznice je stredom tsecky AFE. Tato skutoénost mozno samozrejme vyuzit
pri konstrukcii.

C-11-4

Oznac¢me pismenami L, P po rade vyrazy na lavej a pravej strane dokazovanej
nerovnosti. Potom je
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lebo vsSetky tri s¢itance posledného vyrazu st podla zadania kladné.

Iné rieSenie. Pretoze 0 < y —x < 1, je (y — )% < y — . Podobne je tiez (z —y)? <
<z-ya(z—1)? < z— x. Dostdvame tak nerovnosti

2? +y® = 2wy + (y —x)® <2y +y— =,
¥+ =224 (z2—y)? <2z+2—y,

2+ 22 =202+ (2 — 1) <202+ 2 — 1,
ktorych sc¢itanim
2022 + y? + 2%) < 2(xy + yz + 22) +2(2 — ),

¢o je ekvivalentné s dokazovanou nerovnostou.
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KATEGORIA B

B-1I-1
Oznacme po rade ¢, d a v pocet chlapcov, dievcat a dospelych na like. Plati

100c 100d

c+d c+d+wv

7Z prvej rovnosti vyplyva d? = ¢ + ve, ¢o dosadime do rovnosti medzi prvym a tretim
vyrazom, ktorti vopred upravime do tvaru vd = (100 — v)c a umocnime na druht. Po
uprave dostaneme

v® = 200¢(50 — v).

Odtial vyplyva, Ze v je delitelné 10 a v < 50. Vyskusanim vSetkych Styroch moZnosti
(v =10, v = 20, v = 30, v = 40) zistime, Ze celé ¢ dostaneme jedine pre v = 40. Potom
c =32, d = 48. Na like je 32 chlapcov, 48 dievcat a 40 dospelych.

B-1-2

Oznacme p, g ramena daného pravého uhla, O jeho vrchol, P, ) prislusné koncové
body priemeru uvazovanej polkruznice a |PQ| = 2r. Zvolme pevne vnitorny bod R
polkruznice a skiimajme, aky utvar body R vyplnia. Trojuholniky QPR a PQO st
pravouhlé, preto body O, P, @, R lezia na jednej kruznici (obr. 7). Odtial podla vety
o obvodovych uhloch vyplyva, ze

[FRQP| =[S ROP|.

Nakolko je | RQP| pre pevny bod R uvaZovanej polkruznice konstantny, lezi bod R
na polpriamke s po¢iatkom O, ktord zviera s polpriamkou p uhol s velkostou | RQP|.
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Pre vzdialenost |OR| zrejme plati |OR| < |PQ)|, pretoze OR je tetiva kruZnice
s priemerom P().

Vzhladom na to, Ze hladand mnoZina je zrejme stimernd podla osi daného pravého
uhla, staéi vySetrit pripad, kedy | POR| 2 45°. V tomto pripade je |4 RQO| = 90°,
takze |OR| 2 |QR|. Ozna¢me P, bod polpriamky OP, pre ktory |OFP,| = |PQ|, Ry
jeho kolmy priemet na polpriamku OR (obr.7). Pretoze trojuholniky OPyRy a QPR
st zhodné pravouhlé trojuholniky, je |ORy| = |QR|. Pre vzdialenost |OR| teda plati
|ORy| = |OR| £ 2r. Bod R teda lezi v tej Casti polpriamky OR, ktora je ohrani¢end
kruznicou ki nad priemerom OP, a StvrtkruZnicou k so stredom O a polomerom OP,.
Analogicky pre |[S POR| < 45° dostaneme, Ze hladané body R leZia v ¢asti polpriamky
OR, ktora je ohrani¢ena kruznicou ks nad priemerom OQq a Stvrtkruznicou k.

Ostéava ukazat, Ze celd mnozina vySrafovana na obr. 8 je hfTadanou mnoZinu bodov R.
Na to si sta¢i uvedomit, ze pokial bod R leZi vnutri StvrtkruZnice & a mimo aspon jednej
7z kruznic ki1, ke, existuje aspon jedna (pripadne dve, ak lezi bod mimo oboch kruznic
k1, ko) kruznica s danym priemerom 2r prechidzajica bodmi O a R, ktorej stred
lezi vnatri atvaru ohrani¢eného polpriamkami p, ¢ a Stvrtkruznicou k. Tato kruznica
bude mat vnatorny dotyk s kruZznicou k a pretne kazdua z tseciek OP,, OQ. Uvedené
prieseéniky buda krajnymi bodmi hladanej polkruznice obsahujicej uvazovany bod R.

Zaver: Hladanou mnozinou bodov je tvar (vratane hranice) vysrafovany na obr. 8,
t.j. stvrtkruh so stredom O a polomerom 2r bez vnitra ,,SoSovky* ohrani¢enej dvomi
stvrtkruznicami s polomerom r.

B-1-3
Hladané ¢islo v desiatkovej stustave mé tvar
100A+10B+C; A,B,Ce{0,1,...,9}, A#0.

Ak je z neznamy zaklad inej ¢iselnej sustavy, ma podla podmienky tulohy platit

100A +10B + C = - (A2*> + Bz + O),

1
3
odkial dostdvame rovnicu

A(2* — 300) = B(30 — z) + 2C.

Zrejme je z > 18, lebo 172 < 300. Rozoberme jednotlivé pripady:

Ak je z =18, je 12A = 6 B+ C'. RieSenim st tieto trojice (A, B,C): (1,2,0), (1,1, 6),
(2,4,0), (2,3,6), (3,6,0), (3,5,6), (4,8,0), (4,7,6), (5,9,6).

Ak je z =19, je 61A = 11B + 2C. RieSenim je trojica (A, B,C) = (1,5, 3).

Ak je z =20, je 50A = 5B + C. RieSenim je trojica (A, B,C) = (1,9, 5).

Pre z 2 21 uZ rovnost nenastane pre ziadnu trojicu (A, B, C'), lebo Tava strana rovnice

.....

Spolu vyhovuje 11 ¢isel: 116, 120, 153, 195, 236, 240, 356, 360, 476, 480 a 596.
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B-1-4
Nech a oznacuje dizku strany rovnostranného trojuholnika ABC. Dalej oznaéme diiky
usekov dotycnic z bodov A, B, C a P k obom uvazovanym kruzniciam rovnako ako na
obr. 9. Polomery oboch zhodnych kruznic ozna¢me r. Z obrazku je zrejmé, ze plati

a+z=a—x+2y, odkial z+4+2z=2y. (1)

Pri vyjadren{ dizky a strany BC dostaneme dalej

r+2y+z=a. (2)

Zo vztahov (1) a (2) bezprostredne vyplyva
a a
=2y =—, ted = —. 3
ptr=2y =0 teda y=O Q
Dalej vidime, Ze plat{ dvojica vztahov

z=r-cotg30°=7r-v3 a z=r- cotg60°=r-
z ktorych vyplyva
r = 3z. (4)
Dosadenim (3) a (4) do (2) dostaneme po jednoduchej tprave

g::c-l-z:?)z-l-z:élz, odkial z:%

Celkovo teda

3 1 5 3
BP|=z+y=3z+y=jata=ca, |CP|=a~|BP|=_a.
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Odtial uz okamzite vyplyva konstrukcia bodu P.
B-1-5

Oznacme S stred gule, z ktorej je odrezany odsek, O stred gule K a @ stred jednej
mensej vpisanej gule s polomerom 7. Patu kolmice z bodu @ na priamku SO oznacme P.
Obr. 10 predstavuje rez utvaru rovinou SO(Q). Pre vyznacené tsecky plati

[

Q0| =2

+r, |[PO| = g 7, |QS|=R—r, |PS|=R+r—w.
7, pravouhlych trojuholnikov OQP a QS P vyplyvaja rovnosti

(gw)z— (%—r)gz QP2 =(R—1)2— (R+7 —v)?,

odkial )

2Rv —v

— (1)
4R

Vzdialenost stredu kazdej mensej gule od osi odseku je |PQ|, vzdialenost stredov @1,

(2 dvoch susednych menSich guli je 2r. Ak pouzijeme kosinusovi vetu na trojuholnik
Q1Q2P, dostaneme (obr.11)

|PQ|> = 2rv, 1=

2|QP|? — 4r? r
= =1 —. 2
cos QPP 5 (2)

Nakolko mensich guli mé byt osem, je ¢ = 45° a cosp = %\/5 Ak z druhej rovnosti
v (1) vyjadrime
r 2R-vw

1
4R 2

NG
=l

dostavame odtial podla (2)

% :2(1 —2%) = 2(2cosp— 1) = 2(v2 - 1).
P
g 0
P
/N
( g Qi 2r Qo

Obr. 10 Obr. 11
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B-1I-6
Hladame vlastne vSetky tie hodnoty parametra s, pre ktoré méa stustava rovnic

z® 4+ y* = 3y,
r+uy=s:s

rieSenie v obore readlnych cisel. Z druhej rovnice vyjadrime y = s — x a dosadime do
prvej rovnice, ktortt budeme riesit vzhladom na neznamu x:

3+ (s —z)® = 3z(s — 1),
2+ §3 — 35%x + 3522 — ° = 35z — 3a72,

3(s+1)2? —3s(s+ 1)z + 5% = 0.

Tato rovnica zrejme nemé rieSenie pre s = —1. Pre s # —1 dostavame kvadraticka
rovnicu, ktord méa v obore redlnych ¢isel rieSenie, prave ked je jej diskriminant D
nezaporny. Vypoctom

D =9s%(s+1)2 = 12(s + 1)s® = 35%(s + 1)(3 — )

zistujeme, ze D = 0, prave ked —1 < s < 3, ¢o spolu s podmienku s # —1 déva hladant
mnozinu moZnych hodnoét siuctov s: je to polouzavrety interval (—1,3).

Spéatne je vidiet, Ze pre kazdé s z intervalu (—1, 3) existuje ¢islo z, ktoré je korefiom
vysSie uvedenej kvadratickej rovnice, a ze toto ¢islo x a zodpovedajtica hodnota y = s—x
spiﬁajﬁ rovnicu 23 + y3 = 3xy.

Pre tplnost vypoéitame tie ¢isla x, y, ktoré st pre lubovolné s € (—1,3) rieSenim
uvazovanej sustavy:

_33(3-|—1)j:3\/3(s+1)(3—8)_sj: 3—s
T1,2 = 6(8+1) = 5 S m

Po dosadeni do y = s — = zistujeme, ze danému s prinalezia dve dvojice

2, 1] 3+ 3—s s 3—s
Ty =< -+ s —v, = — S/
Y 2 12(s+1)2 12(s + 1)

@, ] S 3—s s+ 3—s
Tyl =< = =8y /——c, =t 5y ¢
Y 2 12(s+ 1) 2 12(s + 1)

Rovnost 22 + y® = 32y mo7no pre najdené z a y bud overit dosadenim a priamym
vypoc¢tom, alebo pomocou Vietovych vzorcov pre korene uvedenej kvadratickej rovnice

83

rT+y=s, $y2m7
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podla ktorych

83 33

3 3
— —3 — —3 — :3 .
(z+y) zy(z+y)=s 3T sl oW

CE3-|-y3

B-S-1

Oznacme po rade ¢, d pocet chlapcov a dievéat na ihrisku. Potom plati

100¢
=d.
c+d
Odtial e ) ) )
1 — —
. _ 00 (100 d?) _ 10000 —d— 100,
100 — d 100 — d 100 — d

Pretoze ¢ je celé nezdporné ¢&islo, musi byt 100 — d kladnym delitelom ¢isla 10 000,
t.j. vyraz 100 — d mdze nadobudat len hodnoty: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80.
Naviac ale podla zadania tlohy musi byt splnend podmienka ¢ + d < 500, teda

10 000
100 — d

< 600,

odkial vyplyva 100 —d > 16. Pre hodnoty 100 —d rovné 20, 25, 40, 50, 80 tak dostaneme
postupne vSetky rieSenia

(¢, d) = (320,80), (225,75), (90,60), (50,50), (5,20).

B-S-2

Oznac¢me podla obr.12 odpovedajice useky doty¢énic k obom vpisanym kruZniciam
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|AT| = |AR| = z, |BT| = |BS| =y, |BU| = |BV| = 2. Naviac este plati |CR| = |CS],
|CW| = |CV|, takze

|AW| = |AR| + |RC| + |CW| = |AR| + |RC| + |CS| + |SV| =
=z+2|CS|+y—=z2

a zaroven

|AW| =|AU| =z +y + 2.
Je teda |C'S| = z a tieZ

a=|CB|=z+y=|TU|=|0OP|.

Z pravouhlého trojuholnika O PO, podla Pytagorovej vety potom dostavame

|00,4] = V|OP]? + [PO,.J? = \/a? + (04 — 0),
¢o bolo treba dokazat.
B-S-3

Dané rovnica
22 — (32 +5)r+ (322 +324+4)=0
méa dva rozne redlne korene, prave ked je jej diskriminant D kladny,
D=32+5)2-4(322+324+4)=-322+182+9=
=-3(2>—62—3) = =3((z — 3)> — 12) > 0,

odkial z < 3 + v/12. Podla zadania je vSak z = 6, preto vyhovuje jedine z = 6. Dand
rovnica ma potom v desiatkovej suistave tvar

22— 232 +130 =0

s korefimi 21 = 10, z2 = 13. (V ststave so zdkladom z = 6 budi mat néjdené korene
7apis r1 = 14, o = 21.)

B-1II-1

Po odcitani druhej rovnice od prvej a tretej rovnice od druhej dostaneme dve rovnice,
ktoré maju po jednoduchej tprave tvar

(a—d)(b—c)=0, (a —b)(c—d)=0.

Odtial vyplyva, Ze zo Styroch ¢isel a, b, ¢, d st aspoii tri rovnaké. Nech je napr. a = b = c.
Po dosadeni do prvej rovnice povodnej sustavy dostaneme

a® + ad = a(a + d) = 1999.
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Nakolko 1999 je prvocislo, vyhovuje jedine a = 1 a a + d = 1999. Odtial vyplyva, Ze
a=b=c=1, d = 1998.
Zamenou dostaneme dalSie tri rieSenia
a=b=d=1,¢c=1998;, a=c=d=1,b=1998; b=c=d=1, a=1998.
Dosadenim sa lahko presvedcime, Ze vSetky Styri Stvorice vyhovuji zadaniu.
B-1I-2

Oznatme |AB| = a, |BC| = b a ¢ velkost uhla XAB (0 < ¢ < 90°, obr. 13). Zrejme je
tieZ |SCBY| = 90° — |[Y ABX| = |4 X AB| = ¢. Pretoze dizka strany AC Stvoruholnika
AXYC od polohy bodov X, Y nezavisi, stac¢i vySetrovat dizku d lomenej ciary AXYC,
pre ktoru plati

d=|AX|+ |XB|+ |BY|+ |YC| =
=acosp+asing+bcosp +bsing =
= (a+ b)(sinp + cos p) =
= \/§(a+b)<gsincp+ g(:omp) =
= V2(a + b)sin(p + 45°) £ V2(a + b).

Pritom v poslednej nerovnosti nastane rovnost prave vtedy, ked ¢p+45° = 90°, t.j. prave
vtedy, ked ¢ = 45°.
Odtial jednoducho vyplyva konstrukcia priamky p.

D C
/// !
- b
/// @ Y
ANL a B
p— X 1
Obr. 13

Pozndmka. Hodnota d je maximalna prave vtedy, ked je maximalna hodnota d?, preto
mozeme miesto d vysetrovat hodnotu d?:

d? = (a + b)?(sin? ¢ + 2sin p cos p + cos® ) = (a + b)%(1 +sin 2¢) < 2(a + b)>.
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Odtial vychadza, ze d < v/2(a+b), pricom maximalnu hodnotu d dosahuje prave vtedy,
ked sin2¢p = 1, tj. ¢ = 45°.

Iné rieSenie. Ako sme u7 zistili vysSie, je | YCBY | = |4 X AB|, takZe oba pravouhlé
trojuholniky BC'Y a ABX st podobné s koeficientom podobnosti A = |BC| : |AB| =
= b:a. Pre dizku d lomenej &iary AXYC teda plati, 7e d = (1 + A)(|AX| + |[XB|)
bude maximélna, prave ked bude maximalny stucet |[AX|+ |X B|. Z rovnosti (JAX|+
+|X B|)? = a2+2|AX || X B| vyplyva, Ze uvedeny sti¢et bude maximélny prave vtedy, ked
bude maximélny obsah 3|AX||X B| trojuholnika ABX, teda prave ked bude trojuholnik
ABX rovnoramenny, t.j. |AX| = |XB|a ¢ = 45°.

B-1II-3

Aby sme uréili obor hodnot daného vyrazu za podmienky z+y = 1, ndjdeme pre kazdé
s 2 1 v8etky tie ¢isla p, pre ktoré ma ststava rovnic

rt+y=s 7:c-|-y =
y_ 9 I2+y2_p

v obore redlnych ¢isel rieSenie (z predpokladu s = 1 zrejme vyplyva, Ze je p > 0).
Z prvej rovnice vyjadrime y = s — x a dosadime do druhej rovnice. Po uprave
dostaneme pre neznamu x kvadratickt rovnicu

2px? — 2psz + s(ps — 1) = 0.
T4 ma redlne rieSenie prave vtedy, ked je jej diskriminant D = 4ps(2 — ps) nezdporny.
Pretoze su obe ¢isla s a p kladné, nerovnost D = 0 plati prave vtedy, ked ps < 2.

2
To znamend, Ze uvazovand ststava rovnic ma reilne rieSenie pre kazdé p < — < 2
s

a Specidlne pre s = 1 pre kazdé kladné p < 2.
Sktimany vyraz teda nadobuda vSetky hodnoty 7 intervalu (0, 2).

Iné riesenie. Z Cauchyho nerovnosti (z+y)? < 2(x?+y?), ktord plati pre lubovolné
realne ¢isla = a y, vyplyva za predpokladu x + y = 1 odhad

2
0< 9§+y2§1x+y2: =2
?+y? T s(z+y)? Tty
Naopak pre kazdé p € (0,2) stali polozit napr. x = y = —. Potom
T+y 2
_ = a €T :—Zl
g =P ty=_2

Hladant mnozinu hodnét teda tvori polouzavrety interval (0, 2).
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B-1I-4

Predpokladajme, Ze bod X mé& poZzadovant vlastnost, t.j. Ze trojuholnik X X 4Xpg je
rovnostranny. Potom st trojuholniky AX X 4 a BX Xpg zhodné, lebo sii rovhoramenné
so zhodnym vrcholovym uhlom a zhodnou zakladhiou (obr.14). Preto |[AX| = |BX|.
A pretoze | X1 X Xp| = 60°, je trojuholnik BX Xp obrazom trojuholnika AX X 4
v otoceni okolo vrcholu X o uhol 60°. V tomto otoceni je obrazom bodu A bod B,
preto |4 AX B| = 60°. To znamena, 7e trojuholnik ABX je rovnostranny. Také body X
existuji v rovine prave dva a obidva maja vlastnost z textu tlohy: Ak je X Tubovolny
z nich, potom trojuholniky AX X 4 a BX Xp st priamo zhodné podla vety sus, preto
prvy z nich je obrazom druhého v tom otoceni okolo stredu X, v ktorom bod B prejde
do bodu A, ¢o je otocenie o 60 stupnov. V nom je bod X 4 obrazom bodu Xp, takze
trojuholnik X X 4 Xp je skuto¢ne rovnostranny.

A

A

B

Obr. 14
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KATEGORIA A

A-1-1
Uvazujme najprv len také tpravy daného vyrazu (doplneného o pripadné zatvorky),
ktorymi prevedieme naznacené delenia na nasobenia bez toho, aby sme konkrétne cisla

medzi sebou kratili. Po takych tupravach dostaneme nakoniec zlomok

15-a1a2...ak

: (1)

14 - Ap+10k4+2 - - 412

kde kazdé z dvanastich ¢isel 2,3,...,13 lezi prave v jednej z dvoch skupin &initelov

P = {ay,a9,... a5}, Q@ = {aks1,0ks2,-..,a12}. Pokial Ziadnu zatvorku nedoplnime,
15

dostaneme , teda P = (); naopak pripad Q = () nastane napriklad

14-13-12-...-2
doplnenim jednej dvojice zatvoriek:

_15-13-12-...-2

15:(14:13:12:...:2) 12

Pretoze 15! = 211.36.53.72.11.13, moZeme kazdy podiel, ktory mo7no popisanym
sposobom dostat, vyjadrit v tvare

202 . 3% . . 1318
2P 3P 13P )
kde as + B3 = 11, az3 + B3 = 6, ... Najmensie prirodzené cislo, ktoré sa takému

zlomku (2) rovné, je 2-5-11-13, pretoZe prave vypisané prvocinitele vystupuji v rozklade
¢isla 15! s neparnymi mocninami. A pretoze

15-13-12-11-10-8-7-3

2:-5-11-13 =
: ; 14-9:6:5-4-2
14 9
312.1110 87 09 32

— Wk

=15:(14:13:12:11:10): (9:8:7):6:5:(4:3):2,
je C¢islo 1430 =2-5-11 - 13 rieSenim tlohy.
A-1-2

Pre £ = 1 uvedenej charakterizacii vyhovuje lubovolny rovnoramenny trojuholnik
s danou zakladnou AB a Tubovolne velkou vyskou z vrcholu C. Medzi nimi zrejme



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 51

neexistuje trojuholnik s najviac¢$im obsahom. Zrejme k& # 1 (pre & = 1 maximum

neexistuje). Obe ¢isla k a z skiimant vlastnost zéroven bud maju, alebo nie.

N

A Cl B S CQ
Obr. 15
Predpokladajme teda (bez ujmy na vSeobecnosti), ze k > 1. Na priamke AB existuju
R 1. [ACH] — JAGy| . :
d body C, C! kt lat = = k. VSetky body C
va rozne body C7, Cs, pre ktoré plati BCy| BCy| setky body C' v rovine,
pre ktoré |AC| : |BC| = k, lezia na Apolloniovej kruznici so stredom S zostrojenej

nad priemerom C;C5 (obr.15). Odtial je zrejmé, Ze trojuholnik ABC' bude mat na-
jvacsi obsah pre vrchol C' v strede oblika C;Cy (v Tubovolnej z polrovin uréenych
priamkou AB). Za predpokladu k£ > 1 pre takto zvoleny bod C plati |[AC| > |BC|
a tiez |[AC| > |AS| > |AB], takZe trojuholnik ABC' bude rovnoramenny prave vtedy,
ked bude |AB| = |BC|. Odtial zostavime rovnicu pre odpovedajicu hodnotu k.

Pre bod (' predovSetkym plati

1 1

takze z rovnosti |C1Cq| = |BCy| + |BC3| vychadza

1 k
|SC1|—§|C1C'2|—m|AB|-
Este vypocitame
k 1 1
[BS| = SC:| - [BO\| = (55— — 1) [ABl = 15— |48l
a
2 2 2 2 2 1+ k2 2

Preto z podmienky |AB| = |BC| vychédza rovnica
1+ k*=k*—2k*+1, alebo k*(k*—3) =0,

ktora mé jediné kladné riesenie k = /3.
Ulohe vyhovujt dve kladné &isla k, k = /3 a k= 1//3.
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Iné rieSenie (bez Apolloniovej kruznice). Predpokladajme opét (bez ujmy na
v8eobecnosti), ze k > 1 je pevné. Oznacme Cy piatu vysky z vrcholu C' a 2 = |AC)|
(obr.16). Pre dané = spocitame zavislost v = v(x), ndjdeme maximum tejto funkcie
a nakoniec sa pozrieme, pre ktoré £ > 1 tomuto extrému zodpoveda rovnoramenny
trojuholnik.

Zrejme je

|AC)? = 2? +v*,  |BC]” = (v —¢)* + 07, (1)

kde ¢ = |AB]| a v = |CCy], takze podmienka |AC| = k|BC| je ekvivalentna rovnosti
z” +v° =k ((z — ¢)* +v°),

alebo
9 2 2k%c k2c?
Ve = —x T — .
k2 —1 k2 —1

Ako vieme, nadobida najdena kvadraticka funkcia maximum pre

k2c
r=-———""2>°¢

k2 —1 C
a tomu zodpoveda maximalna hodnota

ke v
Umax = ﬁ

Pretoze sme dostali x > ¢, znamena to, 7ze |AC| > c,
takze trojuholnik ABC' moze byt rovnoramenny, jedine
ked |BC| = |BA| = c. Dosadenim do druhej rovnosti Obr. 16
v (1) dostaneme podmienku

o [ _Fe _62+ K22 Ak +1)
k21 kK2—1)2  (k2—1)2’

odkial pre t = k2 vychadza kvadratickd rovnica
t+1=(t—-1)2

ktora ma jediny kladny koreii ¢ = 3, takZe k = \/3. Zaver je rovnaky ako v predchadza-
jacom rieseni.

A-1-3

Budeme najprv zistovat obor hodnot uvedenej funkcie, t.j. pre ktoré redlne s existuje
aspon jedno realne x také, ze

_ 1222 — 12ax
y= 2 4+ 36
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Jednoduchou tpravou dostaneme rovnicu

(s — 12)z% + 12az + 365 = 0, (1)
ktora je kvadratickd, pokial s # 12. Z rovnice vyplyva, Ze s = 12 patri do oboru hodnét,
— 36
len ked az = —36, teda len ked a # 0. Pre a = 0 dostaneme pre  rovnicu 22 = 71;,
s _—

z ktorej vychddza pre s nerovnost 0 < s < 12, takZe obor hodnot uvazovanej funkcie
nema pre ¢ = 0 maximum.

Predpokladajme preto, 7e a # 0 a s # 12. V tomto pripade je rovnica (1) kvadraticka
a bude mat v redlnom obore rieSenie prave vtedy, ked jej diskriminant

D =12%a* — 4-365(s — 12) = 12%(a® — 5% + 12s)
bude nezaporny, t.j. prave vtedy, ked

6 —v36+a2<s<6+ 36+ a3

Krajné body néjdeného intervalu (ktory zrejme obsahuje aj skor ndjdeny prvok oboru
hodno6t s = 12) st minimum a maximum danej funkcie. Pokial to maji byt celé &isla,
musi pre vhodné prirodzené ¢islo b platit 36 + a? = b2, teda (b — a)(b + a) = 36.
7 kazdého rozkladu ¢isla 36 na sucin dvoch prirodzenych ¢initelov 36 = mn dostaneme
a=2%(m—n), b= 1(m+n), €o st celé &sla, len ak maji m a n rovnak paritu (m = n
(mod 2)). A pretoze a # 0, vyhovuje jedine rozklad 36 = 2 - 18, odkial b = 10, a = £8.
Odpoved: Pozadovani vlastnost maji prave dve celé ¢isla a, a to a = 8 a a = —8.

A-T1T-4

k
Ak rozklad ¢isla n na prvocinitele je n = [] p;*, kde p1,...,px st rézne prvocisla
i=1

a s1,...,8 nezaporné celé ¢isla, plati pre poget jeho kladnych delitelov vzorec 7(n) =
k

= [ (s; +1).

i=1
Aby dand rovnica mala vobec zmysel, musi byt jej rieSenie n také prirodzené ¢islo,
pre ktoré je aj 1,6n = %n prirodzené, takze n = 250’ kde 8 > 1 a n’ je nestdelitelné
s 2 - 5. Dant rovnicu potom moZzeme prepisat ako

8
(@ +4)fr(n') = =(a +1)(8+ )7 (n),
¢o po krateni kladnym ¢islom 7(n') a dalsej aprave dd rovnicu
(38 + 8)(4 — ar) = 40.

Vzhladom k tomu, Ze 33+8 = 11 a ¢islo 33+ 8 déava pri deleni tromi zvySok 2, vyhovuje
zo vSetkych rozkladov ¢isla 40 na stcin jedine

33+8=20, 4—a=2,
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teda o =2, B =4, n=2%.5%/.
Pre podiel 7(0,16n) : 7(n) tak vychadza

T(zin) 7(2*-5%)1(n') 5.3
7(n) T(22-5%)1(n')  3-5

(%))
I
I
I
—_

A-1I-5

Pre velkosti taznic t,, tp, t. trojuholnika ABC' plati rovnost

(26 + 2¢* — a?) (1)

s W
»Jkl»—‘

a dalSie dve, ktoré dostaneme cyklickou zdmenou. S ich pomocou zistime, Ze prva
z danych rovnosti je ekvivalentna rovnosti

a® +b? = 5c?. (2)

Podobne zo vzorcov 25 = av, = bvy, = cv. pre obsah S trojuholnika, A BC' dostaneme,
7e druh& rovnost je ekvivalentna rovnosti

1 1 1
pri Rt alebo  c2(a® + b?) = a?b?, (3)

Pre ¢ = 1 tak dostavame stistavu rovnic a? + b2 = 5, a?b? = 5. Cisla a?, b st teda
korene kvadratickej rovnice t2 — 5t + 5 = 0. T4 ma dva rozne kladné korene, preto

{a®.0%} = {5(5+ V5).5(5 - V5)}. (4)

Ukazeme, ze pre odpovedajice hodnoty a, b a ¢ = 1 platia trojuholnikové nerovnosti.
Pretoze ab = /5, je

(a+ )%= (a® +b*) +2ab=5+2V5> 1 = ¢,
(a—b)%=(a®+b>)—2ab=5-2V5<1=¢?,

t.j. la—bl <c<|a+b|

Tym je existencia trojuholnika ABC dokdzana (je jediny az na podobnost a symetriu
A < B).

Pre jednoduchost dalSich vypoctov polozme aj nadalej ¢ = 1. Z kosinusovej vety a zo
vzorca (2) vypocitame

a2+b2—1 _\/—
2ab 2\/_ 5

cosy =
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Podobne mo6Zeme vypocitat aj hodnoty cosa a cos 3. S vyuzitim rovnosti (2) a (3)
dostaneme

1+0%2—a? 1420 (a®+0?) 2

cosa = = =b——,
2b 2b b

1+a?>—-0b%> 1+2a®— (a®+b?) 2

cos 3 = = =a— —,
2a 2a a

a pretoze |a? — b%| = /5, je jasné, ze prave jedno z &isel cosa, cos (3 je zaporné (jeden
z uhlov o, 3 je tupy). Pritom

4 4 1
2 2 % 2 32 _ 2
cos a—b2+b —4_ga +b —4—1—ga,
1

4
+a?>—4==-b>+a>—4=1—-=b%

2 e
cos™ i = 03 5 5

takze cos?a + cos? 3 = 1, odkial vyplyva sina = |cos 3| a sin 3 = |cos a|. Vzhladom
k nerovnosti cos acos 3 < 0 to znamena, ze

cos(a — 3) = cosacos 3 + sinasin 5 = 0,

teda | — ] = 90°.

Pokial sa rozhodneme hned vyuzit vypoéitané hodnoty (4) (ked budeme predpok-
ladat, ze a > b, bude cos @ < 0), dostaneme po chvilke pocitania

5— /5 54 /5
5 V5 o5 — ++/5

cos” o = , C )
10 10

odkial uz je opif vidiet, ze cos? o + cos? 3 = 1. Zaver je rovnaky ako prv.
A-1-6

Najprv si uvedomime, Ze Stvorsten nemozno rozvinit do roviny, ak nebude niektory
z vrcholov krajnym bodom jednej z troch spomenutych tseciek. Pretoze Stvorsten méa
spolu 8tyri vrcholy, musi jedna z troch tuseciek obsahovat dva z vrcholov, teda Stvorsten
musime rozrezat podla jednej z jeho hran.
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Rozoberieme postupne niekolko moznosti, ako zvolit dalSie dve tsecky. Ale eSte
predtym si uvedomime, Ze Stvorsten ABCD, ktorého protilahlé hrany st zhodné, mé
steny tvorené navzajom zhodnymi ostrouhlymi trojuholnikmi. To je zrejmé z toho,
7e Tubovolné dve steny takého Stvorstena (napr. tie so spolo¢nou hranou AC) su
zhodné trojuholniky, pricom protilahlé vrcholy B a D lezia v rovnakej vzdialenosti
od priamky AC v dvoch rovnobeznych rovinach stiimerne zdruZenych podla roviny
sumernosti tusecky AC. Odtial vyplyva, Ze vzdialenost vrcholov B, D nie je menSia
ako vzdialenost oboch rovin, t.j. vzdialenost kolmych priemetov By, D; vrcholov B,
D na priamku AC (obr.17). A pretoze hrany BD a AC si mimobezné, je dokonca
|AC| = |BD| > |B1D1|. To znamend, Ze oba priemety By, Dy leZia vnutri hrany AC,
takze uhly BAC, BC A pri zvolenej hrane AC s ostré. Podobne zistime, Zze aj treti
uhol ABC je ostry.

Predpokladajme, Ze sme Stvorsten ABCD rozrezali pozdii hrany AB.

D

B Bl A Bz

Obr. 18

1. Rozrezeme stvorsten ABCD pozdii susednej hrany BC'. Pretoze uhol pri vrchole B
v trojuholniku ABC je ostry, nemozeme po dalSom reze a pripadnom rozvinuti do roviny
nikdy dostat pravouholnik.

2. Rozrezeme Stvorsten ABCD pozdii protilahlej hrany CD. Je jasné, Ze tretia tisecka
rezu musi vychadzat z jedného z vrcholov, pretoZze inak sa nam nepodari okolie Ziadneho
z vrcholov rozvinit do roviny. Pokial teraz Stvorsten rozreZeme pozdii tretej hrany,
dostaneme sice jeho siet, ktora tvori rovnobeznik (obr. 18), ale pretoze dve z troch hran,
pozdl7 ktorych sme rezali, st susedné, nemoze to byt pravouholnik (pozri obr. 18). Ak
ale vedieme rez povedzme 7 vrcholu D na hranu AB (inak trojhrany pri vrcholoch A a B
neuvolnime, obr. 19), a ak bude ziroven tisecka DX rezu vyskou steny ABD, dostaneme
po rozvinuti do roviny obdiinik, ako je zrejmé, ak zakreslime rez do uz raz uvazovanej
rovnobeznikovej siete (obr. 20).

3. Pokial z hran Stvorstena ABCD rozrezeme jedine hranu AB, musi z kazdého
7o zvysnych vrcholov C, D vychadzat jedna z tseciek rezu. Ak preberieme jednotlivé
moznosti, lahko zistime, Ze sa nam podari uvazovany Stvorsten rozvinuat jedine vtedy, ak
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D
D, C D,
C
A [2)
X B
B B; X; A By X,
Obr. 19 Obr. 20

budt konéit obidva rezy C' X a DY na hrane AB. A pretoZe chceme po rozvinuti dostat
obdiinik, neostava iné ako predpokladat, 7e C'X aj DY st stenové vysky (obr.21).
Potom |BX| = |AY| a |BY| = |AX| a po rozvinuti potom skuto¢ne dostaneme
obdiznik (obr. 22) zlozeny z dvoch zhodnych stien CD A, DC B so spolotnou hranou CD
a pravouhlych trojuholnikov ADY, ACX, BCX, BDY, pre ktorych odvesny plati
|CX| = |DY]|.

Y; D Ys
A
B
N
X1 C X,
Obr. 21 Obr. 22

Ziskali sme dva rozne postupy, ako dany Stvorsten rozrezat tak, Ze po rozvinuti do
roviny vznikne obdi7nik. Kazdy z uvedenych postupov sa dé realizovat troma sposobmi
(podla toho, ktorou hranou za¢neme), tie vak v pripade pravidelného Stvorstena davaji
ten isty obdi7nik. Pre nepravidelny Stvorsten vSak mozeme dostat az Sest roznych
obdiznikov.

f)alej je zrejmé, 7e obidva popisané postupy daja pre zvoleni hranu AB zhodné
obdi7niky prave vtedy, ked pre vysku CX trojuholnika ABC plati |CX| = |AB]|. Pretoze
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v pripade rovnostranného trojuholnika je |CX| < |AB|, dostaneme pre pravidelny

Stvorsten dva nezhodné obdiiniky. (Pre pravidelny Stvorsten naviac zrejme dostaneme
X=Y)

A-S-1

Z rovnosti t, = b, t, = ¢ podla zndmych vzorcov pre diiky taznic

; b2 +c2 a2 ; a2+c2 b2
_ _ — a — R —
« =V 4 b 2 4

dostaneme po umocneni a jednoduchej uprave

202 —2b% — a?> =0,

—2c% — b® +2a® = 0.
Séitanim dostaneme a? = 3b% a dosadenim do jednej z rovnic 2¢2 = 5b2. Obe rovnosti
te = b, t, = c teda platia stcasne, prave ked a? : b2 : ¢ = 6 : 2 : 5. Trojuholnik

so stranami v/6, v/2, V5 zrejme existuje a je ostrouhly, lebo 6 < 2 + 5, takze podla
kosinusovej vety méa tento trojuholnik oproti najdlhsej strane ostry vnutorny uhol.

A-S-2

70 sinusovej vety sina : sin 3 = a : b za podmienky b = ka, k > 1, vyplyva odhad

. sin (3 1
sina = < —

k- =k’
pritom rovnost nastane, prave ked sin3 = 1, teda 8 = 90°. Preto najvacsi uhol o
méa ten z uvazovanych trojuholnikov ABC', ktory ma pravy uhol pri vrchole B a jeho
(ostry) uhol pri vrchole A je urfeny rovnostou sina = . Tento pravouhly trojuholnik

je zrejme rovnoramenny, prave ked o = 45°, teda ked % =sin45° = ?, ¢o nastane len

pre hodnotu k = V2.

A U B S vV
Obr. 23

Iné rieSenie. Predpokladajme, 7ze ¢islo & > 1 je pevné. Ak zvolime v rovine
usecku AB, vrcholy C' vSetkych uvazovanych trojuholnikov ABC vyplnia mnozinu
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vietkych bodov X s vlastnostou |AX|: |BX| = k, teda Apolléniovu kruznicu w. Uhol
BAC bude maximélny, prave ked priamka AC bude doty¢nicou kruznice w (a bod C
bude jej bod dotyku, obr. 23).

Popisme polohu krajnych bodov U, V toho priemeru kruznice w, ktory lezi na
priamke AB. Bod U je vnutornym bodom tsecky AB, bod V vnutornym bodom
polpriamky opacnej k polpriamke BA, pricom pochopitelne plati

|AU| : |BU| = |AV| : |BV| = k.
Odtial Tahko pomocou dizky ¢ = |AB| uréime, 7e

ke ke
AV| = .
kE+1 a |4V k—1

|AU| =

Bod C na kruznici w je bodom dotyku dotyc¢nice vedenej bodom A k tejto kruznici,
prave ked plati (mocnost bodu ku kruZnici) rovnost |AC|? = |AU| - |AV|, z ktorej po
dosadeni za |AU| a |AV| dostaneme

kc |AC| c
AC| = —2C_ takie |BC|= _ .
AC] = 75— e |BC|=— o

Lahko sa zisti, Ze trojuholnik so stranami

c ke

VE2 =1 VE2 -1

(ktory je pravouhly pre kaZdé k > 1) je rovnoramenny jedine pre k = /2.

Iné rieSenie. Do kosinusovej vety a? = b% + ¢ — 2bccosa dosadime b = ka
a vyjadrime z nej cos a:

o8 0 — (k2 -1)a*>+c* (K> —1)a L
@ 2kac N 2kc 2ka’

PodTla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dvoch ¢&isel plati

(k2 — 1)a c \/(kQ—l)a. c k2 —1

> 2
2kc + 2ka —

2kc 2ka k ’

takZe cos a 2= cos g, alebo a < ayg, kde aq je ostry uhol uréeny rovnostou

k2 —1
—

cos g =

Maximélna hodnota o = « sa dosiahne, ked sa obe priemerované ¢isla rovnaju, teda

ked (w2 )
—1)a c
= ¢z = 2 _
e Sha’ ¢ize c=avVk 1.
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PretoZze naviac b = ka > a, zistujeme, Ze najvacsi mozny uhol o mé rovnoramenny
trojuholnik jedine v pripade ¢ = a; z rovnosti avk? — 1 = a tak nachaddzame (jedini)
hladant hodnotu k = /2.

A-S-3
e e o 2 AN B L CoT)
Cinitel 4 — 7 Mdzeme pre Tubovolné k, 1 < k < n, upravit na tvar

,_2_20k—1)  2k2k-1)
ko k. k2

takze pre uvazovany sicin plati

H(4_ %) - ﬁ %(z%k_ 2 (r?!nrz!! - (2:>

¢o je celé cislo.
A-1II-1

Ozna¢me P skiimaniti mnoZinu prvocisel a ukidZzme najprv, ze 2 ¢ P. Cislo 2 je jediné
prvocislo, ktoré nie je neparne. Keby teda platilo 2 € P, bol by stcet neparneho
poctu prvocisel z P pdrny, a sucet parneho poctu naopak nepdrny, takze uvazovany
aritmeticky priemer by nemohol byt rovny neparnemu ¢islu 27. Preto 2 ¢ P.

Pretoze c¢islo 27 nie je prvocislo, plati pre najvacsi prvok p* mnoziny P odhad p* >
> 27. Teraz vyuzijeme tento zrejmy poznatok: Aritmeticky priemer A skupiny redlnych
¢isel sa zmensi, kedykolvek k tejto skupine priddme cislo mensie ako A alebo z nej
odstranime cislo vacsie ako A. Doplime preto do danej mnoziny P vSetky chybajtce
prvocisla p, 2 < p < 27, a odstranme z nej vsetky prvocisla p, 27 < p < p*. Dostaneme
tak mnozinu deviatich prvoéisel {3,5,7,11,13,17,19,23,p*}, pre ktorych aritmeticky
priemer (ktory uz nemusi byt celym ¢éislom!) plati odhad

3+54+7+11+134+174+19+ 23 4+ p* < 97
9 =
(Rovnost nastane, pokial sme ani Ziadne prvocislo nepridali, ani Ziadne neodstranili.)
Odtial vychadza p* < 145. NajvacSie prvocislo, ktoré spiﬁa poslednii nerovnost, je
¢islo 139.
Hodnota p* = 139 je mozna, ako ukazuje priklad

P=1{3,57,11,13,17,19,29, 139},

ktory objavime, ked v stcte 3+ 5+ 7+ 11+ 13 + 17 + 19 + 23 zamenime prvocislo 23
prvocislom o 145 — 139 = 6 vacsim. (Keby sme si vopred neuvedomili, Ze 2 ¢ P, dostali
by sme z nerovnosti

24345+ T+ + 13417419423+ p" _
10 =
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slabsi odhad p* < 170. Potom by bolo nutné postupne vylacit hodnoty p* = 167, 163,
157, 151, 149. Pritom si asi uvedomime, preco 2 ¢ P.)

A-1I -2

Pretoze skiimany podiel V' nezavisi od velkosti a strany daného Stvorca (uvedeny vyraz
je homogénny), budeme pre jednoduchost predpokladat, ze a = 1.

1
Pokial P = A, je zrejme V = a1 = +/2—1. Pokial plati tvrdenie tlohy, je v/2—1

hladand hodnota skiimaného podielu.
Predpokladajme dalej, Zze bod P je vnutornym bodom uvedeného oblika. Podla vety
o obvodovych uhloch je (obr.24)

4APD| = |¥CPD| = [$CPB| = |$ACB| = a,

kde o oznacuje velkost ostrého uhla prislugného tetive dizky |AB| v kruznici opisanej

danému Stvorcu ABCD. Pretoze uhol a = 3|4 APB| a uhol APB odpoveda stredovému

1 . _ 1
uhlu 37, je a = 3.

D C

Obr. 24

Ozna¢me (obr.24) ¢ = |[SADP|, ¢ = | BCP|, potom ¢ + ¢ = «, |[SPBC| =m —
— (a+ 1), [FPAD| =7 — (a + ¢), takZe podla sinusovej vety

sin ¢ + sin ¢ 2sin £Y cos £5% sin 2o .
= — : = = ——5— = konst.
(ot @) o+ ) 25in SEED coq 28 sin da

Tym je tvrdenie tlohy dokazané, a pretoze a = %ﬂ', dostaneme skutoéne V = /2 -1,
ako sa lahko presved¢ime napr. takto:

: : a .« . a L,a .« R
SIn —x = SIn ¢ cosS — + Sin — cos @ = 2 sin — coS —-|-sm—<1—2sm —) =
2 2 2 2 2 2 2

= sin%(3—4sin2a) :sin%(l—l—Qcosa),

lebo 2 sin? %Oz =1 —cosq.
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Iné rieSenie. Pokial P = A, zistime rovnako ako v prvom rieSeni, Ze hodnota
sktimaného podielu je v/2 — 1. Ak je bod P vniitornym bodom uvedeného oblika, si
obidva §tvoruholniky APBC' i APBD (obr. 24) tetivové, preto podla Ptolemaiovej vety
plati

|AP|- |BC|+ |BP|-|AC| = |CP|-|AB],
|AP| - |BD| + |BP|-|AD| = |DP| - |AB.

Séitanim oboch rovnosti a dosadenim |BC| = |AD| = |AB|, |BD| = |AC| = V2|AB|

dostaneme

|AP|+ |BP| Va1,

AP|+ |BP|)(1 2) =|CP|+ |DP lebo ————7 =
(IAP| +|BP|)(1+v2) = [CP| + [DP|, alebo 17— mm

Tym je tvrdenie tlohy dokdzané. Vyraz ma pre kazdy bod P uvedeného oblika hodnotu

V2 — 1.
A-1II-3

Pretoze tazisko T lezi v opacnej polrovine s hrani¢nou priamkou M N ako vrchol C,
lezia body C, M, N a T na jednej kruZnici prave vtedy, ked pre uhly v = |[AMCN|
ad=|{MTN]| plati v + 6 = m, alebo sin-y = sind (rovnost v = 0 je a priori vylacena:
bod T lezi vnitri trojuholnika ABC, takze |[{ATB| > |{ACB|, alebo § > 7). ZapiSme
teraz, ze obsah trojuholnika ABT je rovny jednej tretine obsahu trojuholnika ABC"

1 2 2 1 1
5" <§|AM|> : <§|BM|> sind = 2 - <§|AC’| . |BC| -sin*y).
Odtial uz okamzite vyplyva, Ze rovnost siny = sind je ekvivalentnd s rovnostou

7o zadania ulohy.

Iné rieSenie. Vyuzijeme vetu o mocnosti bodu ku kruznici. Ozna¢me T spomi-
nané tazisko, k kruznicu opisanu trojuholniku CM N a rozliSme tri mozné pripady
ich vzajomnej polohy. (Zdoéraznime, ze vrcholy A a B vzdy lezia vo vonkajSej oblasti
kruZnice k, lebo tisetky MC a NC su jej tetivy.)

Ak je T € k, potom |AN| - |AC| = |AT| - |AM]|, teda

2
by (—ta) ‘t,, alebo 412 = 3b%
2 3

rovnako odvodime aj rovnost 4t,§ = 3a2. Vynasobenim oboch rovnosti a naslednym
odmocnenim dostaneme 4t,t, = 3ab, ¢o je rovnost zo zadania tulohy.

Ak bod T lezi vo wniitornej oblasti kruznice k, potom plati nerovnost |[AN|-|AC| <
< |AT|-|AM]| (plati totiz rovnost |AN| - |AC| = |AT'| - |AM]|, kde T" je priese¢nik
tsecky AT s kruznicou k, takze |AT'| < |AT|). Postupom z predchadzajiceho odstavca
tentokrat vyjde nerovnost 4t,tp > 3ab.




RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 63

Ak bod T lezi vo vonkajsej oblasti kruznice k, potom plati nerovnost |[AN| - |AC| >
> |AT|-|AM| (plati totiZ rovnost |AN|-|AC| = |AT’|-|AM]|, kde T" je druhy priese¢nik
polpriamky T'M s kruznicou k, takze |AT'| > |AT|). V tomto pripade vyjde nerovnost
4t tp < 3ab.

Tym sa dokaz blizi k zaveru. VSimneme si jednu zaujimavost, ktora z neho vyplyva:
rovnost 4t,t, = 3ab v Tubovolnom trojuholniku ABC plati, jedine ked zérovei 4¢2 = 3b?
a 4t = 3a®.

A-1I -4

Dant nerovnicu ekvivalentne upravime na

223 + (a — 2d)z% + (b — 2a)z + ¢
2 —dr—a

1\

0. (1)

A()
B(x)
hoclenov A(z), B(x). Odpovedajice mnoziny ich redlnych korehov oznaéme A, B. Ak

()
B(z)

Nerovnicu tvaru 2> 0 vieme vyrie$it, ak pozndme reilne korene oboch mno-

oznac¢ime R mnozinu rieSeni nerovnice > 0, ktora je zrejme ekvivalentna nerovnici

A(z)
B(x)

A(z)B(z) > 0, bude mnozinou rieSeni povodnej nerovnice 2 0 mnozina

(RUA)\ B.

Na rieSenie nerovnice A(z)B(z) > 0 nemaji zrejme vplyv pripadné kvadratické
trojéleny so zapornym diskriminantom, ktoré nemaji realne korene. A pretoZe nas
zaujima rieSenie nerovnice A(xz)B(x) > 0 najmé pre x ¢ A U B, budeme miesto nej
riesit nerovnicu, ktort dostaneme vydelenim vSetkymi moZnymi parnymi mocninami
korenovych ¢initelov. Miesto nerovnice A(x)B(z) > 0 tak budeme riesit nerovnicu

(x —ar)(x—ag)...(z—ag) >0,

kde a1 < g < ... < ap st zvy$né (vSetky jednoduché) redlne korene mnohoé¢lena
A(z)B(x). RieSenim poslednej nerovnice je pre k = 1 interval (aq,+00), pre k =
= 2 zjednotenie (—oo, 1) U (ae, +00), pre k = 3 neparne zjednotenie (ay,a2)U...U
U(ag—2, ak—1)U (g, +00) a pre k > 2 parne zjednotenie (—oo, a1)U. .. U(ag—_2, ap—_1)U
U (ag, +00).

Vratme sa teraz k nerovnici (1). Pretoze 2 = 0 je jej rieSenim, musi byt nula korefom
¢itatela, nie v8ak korenom menovatela, preto ¢ = 0 a a # 0. Naviac z toho, Z%e nula je
sizolovanym* bodom rieSenia, vyplyva podla naSich predchidzajicich tvah, Ze nula je
korefiom parnej nasobnosti, teda dvojnasobnym. Preto je tiez b — 2a = 0.

Pretoze naopak krajny bod druhého intervalu z = 4 do mnoziny rieSeni nepatri, je
korenom menovatela, takze a +4d = 16. Po dosadeni a = 16 —4d a rozklade menovatela
dostaneme ekvivalentni nerovnicu

r?(x + 8 — 3d)

- Dm—dra ="

v
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Odtial v8ak vyplyva, Ze rieSenim nerovnice
(x—4)(x+8—3d)(x —d+4) >0

musi byt interval (4,00), preto 3d — 8 = d — 4, alebo d = 2, a =8, b = 16, ¢ = 0. Pre
tieto hodnoty tak dostavame nerovnicu
% (z + 2)
(x —4)(x+2)

v

0,

ktorej mnozinou rieSeni je skutoéne {0} U (4, 4+00).
A-1IT -1

a) Vysledny vyraz mozno vzdy zapisat (bez kratenia) ako podiel A : B dvoch stéinov
A a B prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati

A-B=2-3-4....-29=291=29225.313.56.74.112.13%2.17.19.23-29.

(Exponenty prvoéisel mozno pocitat bezprostredne po ¢initeloch, alebo podla znameho
pravidla: prvocislo p ma v rozklade ¢isla n! exponent rovny sucétu

-l [

kde [x] oznacuje celu Cast Cisla z.) Tie prvodcisla, ktoré maji v rozklade ¢isla 29!
neparny exponent, nemozu z podielu A : B ,zmiznut“ ani po jeho krateni. Preto Ziadna
celociselnd hodnota vysledku nie je mensia ako ¢islo

H=2-3-17-19-23-29 = 1292 646.
Na druhna stranu,

29:(28:27:26:25:24:23:22:21:20:19:18:17:16)_

15:(14:13:12:11:10: 9: 8: 7: 6: 5: 4: 3: 2)

29-14-27-26-25-24-23-22-21-20-19-18-17-16

15-28-13-12-11-10- 9- 8- 7- 6- 5- 4- 3. 2

:29-142. 27! :29.7.223-313-56-73-112-132-17-19-23:
28  (15!)2 (211,36.53.72.11.13)2

(Opét sa vyplatilo poéitat exponenty podla (1).) Cislo H je teda hladani najmensia
hodnota.

b) Pozrime sa teraz podrobnejSie na to, ako vyzeraju suéiny A a B z prvej vety
rieSenia, ak su ¢itatel a menovatel zlomku uzatvorkované rovnakym sposobom. Z kazdej
zo Strnastich dvojic pod sebou stojacich ¢isel

{29,15}, {28,14}, {27,13}, ..., {16,2}
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je jedno ¢&islo €initelom v sti¢ine A, druhé ¢&islo je ¢initelom v stGéine B (takze A, B
maji po 14 ¢initeloch). Vyslednti hodnotu V' potom mézeme zapisat tiez ako sicin

()" (@) &) G GG
15 14 13 12 3 2 ’

kde e; = +1, pritom zrejme ¢; = 1 a €9 = —1 bez ohladu na uzatvorkovanie. Pretoze

zlomky 27, 26 25 16 s vicsie ako 1, vysledna hodnota V' (&i uz je &islo celé, &

13° ,1_2, 110 2
nie) musi spliiat odhad

po2 1427 2% 17 16

— 15 28 13 12 3 2

kde H je prirodzené ¢islo, uréené v Casti a) rieSenia ako najmensia mozna celo¢iselna
hodnota V. Odtial vyplyva, ze H je jedind mo7na celo¢iselnd hodnota V. (Naviac sme
ukazali, Ze pri rovnakom uzatvorkovani citatela a menovatela daného zlomku je kaZdd
hodnota vysledného vyrazu mensia ako ¢islo H.)

A —-1IT - 2

Oznac¢me K a L stredy hran BC a AD a Ay, Dy prislusné taziska stien oproti vrcholom
A, D (obr.25). Obe taznice AAy, DDy lezia v rovine AK D, pricom ich prieseénik T'
(tazisko Stvorstena) ich deli v pomere 3 : 1 a zaroven je stredom spojnice KL (to je
zrejmé z vlastnosti taziska: T = 1(A+ B+C+D) = 3 (3(A+ D)+ 3(B+C)) = 3(K+
+ L)). Odtial vyplyva, 7e je |ET|: |AT| = |FT|:|DT|=1: 3, takze |[EF| = 1|AD|.

Obr. 25

Rovina BC'L rozpoluje obidve usecky AD aj EF, a preto tieZz rozdeluje obidva
uvazované stvorsteny ABCD aj BCEF na casti rovhakého objemu. Ozna¢me G stred
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usecky FE'F', pre prislusné objemy potom plati

V(BCEF) V(BCGF) |GF| S(BCG)
V(ABCD) ~ V(BCLD) |LD| S(BCL)

1 |K G| 12 2
C3|KL| 3 3 9
A—-1II -3
Vieme, ze
1
tZ:Z(2b2+202 a?), t2 = =(2a*+ 2c* — b?),
takze

Pretoze podla predpokladu tlohy ¢, —t, = b—a # 0, vychddza odtial t, +t;, = %(b+ a).
Zo sustavy rovnic

ta —tb =b-— a,
3
to +tp = Z(b+a)
uréime t, = g(7b — a), t, = §(7a — b), teda

7
at+t,=b+1t,= g(a-|-b).
Preto je k = %.
Teraz zistime, pre ktoré diiky a # b existuje trojuholnik ABC' so stranami a, b
a taznicami t, = £(7b — a), t, = & (7a — b). PredovSetkym musi byt t, > 0, &, > 0, ¢o
je ekvivalentné nerovnosti % < ¢ < 7. Pozname vSetky tri strany trojuholnika AB;T":

b 2 2 1 1
|ABl|_§7 |AT|—§ta—§§(7b—a)—ﬁ(7b—a),
1 1 1 1

Ak skiimame trojuholnikové nerovnosti pre tieto tri diiky, dostaneme podmienku

<%<3
b )

Wl =

a
z ktorej je treba podla predpokladu vyliacit hodnotu 7= 1. To je zaroven aj postacujiica

podmienka: Zostrojeny trojuholnik AB1T moZno vZdy doplnit na trojuholnik ABC' so
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stranou b = |AC| a taznicami t, = |AA4|, t, = |BB1|. Konecne z rovnosti ¢2 — 2 =
= 3(b? — a?) vidime, %e je i a = |BC|.

A-T1IT-4

Kazdej konecnej postupnosti pismen A, B hovorme retazec. V8ade dalej --- oznacuje
vhodny (hoci aj prazdny) refazec, zatial o xxx pouzijeme na zapis retazca z rovnakych
pismen (napr. B *x*x B oznacuje retazec k pismen B).

k

Dokazeme, 7e Tubovolny retazec je slovo (uvazovaného jazyka), prave ked spliia
nasledujicu podmienku:

P: Retazec konéi pismenom B a bud zacina pismenom A, alebo zacina (¢i je dokonca
cely tvoreny) parnym poctom pismen B.

Nutnost podmienky P je zrejma: spiﬁajﬁ ju obidve slovi AB a BB diiky 2 a spliia
ju aj kazdé nové slovo vzniknuté konstrukciou z bodu 2), pokial podmienku P spiﬁajﬁ
slova, ktorymi pri konstrukcii nahradzame jednotlivé pismena B.

Teraz indukciou vzhladom na ¢islo n dokdZeme, ze kazdy refazec diiky n spiﬁajﬁci
podmienku P je slovo. To zrejme plati pre n = 1 a n = 2; ak je n > 2, potom retazec
diiky n, ktory spiﬁa P, mé jeden z tvarov

AA---B, AB---B, Bssx BA---B, B % B,
—— ——
2k 2k+2

kde 2 < 2k < n — 2. NaSou tlohou je ukézat, Ze tieto Styri typy retazcov vznikaji
pomocou konstrukcie z bodu 2), pri ktorej pismend B nahriadzame retazcami (diiky
mensej ako n) spiflajﬁcimi podmienku P (teda slovami podla indukéného predpokladu).

Slovo AA--- B vznikne ako A(A---B) zo slova AB. Slovo AB---B vznikne bud
ako A(B---B) zo slova AB, alebo ako (AB)(---B) zo slova BB, podla toho, ¢
za jeho prvym pismenom A nasleduje parny resp. neparny pocet pismen B. Slovo
Bxxx BA---B vznikne ako (B xxx B)(A---B) 7o slova BB, slovo B xxx B ako
N—— —— S——

2k 2k 2k+2
(B % B)(BB) zo slova BB. Tym je dokaz indukciou hotovy.

2k

Teraz pomocou podmienky P uz lahko dokdZeme, Ze pre pocet p, slov diiky n
skutocne plati vzorec
242 (=17
= 3 7
ktorého platnost je zrejma pre n =1 a n = 2, lebo p; = 0 a p; = 2. Preto vzorec bude
dokdzany matematickou indukciou, ak ukizeme, ze pre kazdé n plati rovnost p, o =

= 2" + p,,, ktortt &sla £ (2" +2- (—1)") zrejme spifiaji. Rovnost pnio = 2" + p,, viak

Pn

vyplyva okamZite z toho, e podla vlastnosti P je kazdé slovo dizky (n + 2) bud tvaru
A---B, kde --- je Tubovolny retazec dlzky n (tych je 2™), alebo je tvaru BB ---, kde
-+ je lubovolné z p,, slov dlzky n.
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A-1III-5
Uvazujme otocCenie okolo stredu A o 90°, ktoré zobrazi vrchol B hladaného Stvorca

ABCD na, vrchol D, a oznac¢me P’, C', D' obrazy bodov P, C, D v tomto oto¢eni
(obr. 26).

X
o P ORQ C
\\ N
\ P
\
\
\
\
\
N AN
D' A B
Obr. 26

Pretoze |[YPAP’'| = 90°, vyplyva z vlastnosti osi susednych uhlov, Ze AP’ je os
uhla QAD’. Preto ma bod P’ rovnakt vzdialenost od AD’ aj od AQ (rovni strane
hladaného §tvorca). Tieto vzdialenosti st vySkami v trojuholniku AQP’, ktory potom
musi byt rovnoramenny (so zédkladiou AP’). PretoZe bod P’ mo6zeme zostrojit, mozeme
zostrojit aj bod @ ako prieseénik ramena PX s osou tisecky AP'. ZvySok konStrukcie
je uz zrejmy.

A-1IT-6

Ak mé dand sistava rieSenie (z,y) pre ¢isla a = A, b = B, mé zrejme aj rieSenie (kz, ky)
1
pre lubovolné k # 0 a pre ¢isla a = %A, b = kB. Odtial vidime, Ze existencia rieSenia

danej stustavy zavisi len od hodnoty suc¢inu ab.
Budeme teda najprv skiimat hodnoty vyrazu

(u+v)(u® + %)

P(u,v) = (02407

kde &sla u a v spliiaji normalizaéntt podmienku u2 + v2 = 1. Podla nej plati

P(u,v) = (u+v)(u® + %) = (u+v)?(W? —uv +v?) =
= (u? 4 2uv + v?)(1 — uv) = (1 + 2uv)(1 — uv).

Za podmienky u? 4+ v? = 1 nadobtda sicin uv vietky hodnoty z intervalu (-1, 1) (ak

je u =cosa a v =sina, je uv = %sin 2a). Preto staéi zistit mnozinu hodnot funkcie

f(t) = (1+2t)(1 —t) na intervale ¢t € (—1, 1). Z vyjadrenia

1\2 9
f(t):—2t2-|-t-|-1:—2(t—1> + 3
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vyplyva, Ze hladanou mnozinou hodnét je uzavrety interval s krajnymi bodmi f(—1) =
04 f(h) =2,

To teda znamend, Ze pokial ma dand stistava rieSenie, musi pre jej parametre a a b
platit 0 < ab < %, pritom rovnost ab = 0 je mozné, len ked = + y = 0, vtedy vSak
a=b=0.

Ak naopak niektoré cisla a a b spiﬁajfl nerovnosti 0 < ab < %, existuju podla
dokizaného ¢isla v a v také, ze u? +v2 = 1 a (u+ v)(u® + v3) = ab. Ak oznaéime
a =u+wvab =ud+v3 potom z rovnosti a’b’ = ab # 0 vyplyva, Ze obidva pomery
a:a ab :bmajirovnaki hodnotu k£ # 0. Potom je ale dvojica x = ku a y = kv
zrejme rieSenim sustavy rovnic zo zadania tlohy pre uvazované hodnoty a a b.



Pripravné sustredenia pred MMO

Pred medzinarodnou matematickou olympiadou (MMO) sa kazdoro¢ne koné jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlepSich rieSitelov tretieho kola ka-
tegérie A. Po prvom z nich SK MO vyberie 6 najlepsSich Studentov do reprezen-
tac¢ného druzstva Slovenska a urc¢i dvoch nahradnikov. Druhé stustredenie je zamerané
na pripravu Sest¢lenného reprezenta¢ného druZstva.

Na vyberovom ststredeni pred MMO sa zucastnilo 11 sutaziacich, najispesnejsich
riesitelov tretieho kola MO kategérie A. Stustredenie sa konalo v diioch 26.4.-30.4.1999
v Bratislave. Kazdy den Studenti riesili sériu troch tloh pri rovnakych podmienkach
ako na MMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci ststredenia sa ziskané body za jednotlivé dni s¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO a iné vysledky (predchadzajica tcast na MMO, vysledky koreSpon-
denéného semindra SK MO) bolo vybrané Sestélenné druzstvo, ktoré sa zucastni MMO.

Vysledky stistredenia:

1. Balasz Keszegh 46,5 7. Martin Potocny 28,5
2. Peter Novotny 44,5 8.-9. Martin Hrinadk 28
3.-4. Miroslava Sotakova 36,5 8.-9. Peter Huszadr 28
3.-4. Josef Sefcik 36,5 10. Maridn Ertl 20
o. Michal Forisek 33,5 11. Kristina Cernekovd 8,5
6. Katarina Quittnerova 30

Ijlohy zadavali lektori z Bratislavy:

Eugen Kovdc¢ a Jan Babela, MFF UK, tlohy 1 — 6,
Eugen Kovdc, Jan Badbela a Mgr. Jdn Zabka, MFF UK, ulohy 7 -9,
Mgr. Richard Kollar, MFF UK, tlohy 10 — 15,

Pre vybrané druzstvo sa organizovalo eSte jedno pripravné stustredenie v diioch 20.—
25.6.1999 v zariadeni IUVENTY na Zochovej chate. Napriek problémom so stravou a
ubytovanim sa ho nakoniec podarilo uskutoc¢nit. Toto ststredenie bolo zamerané viac
na vedomostni pripravu Studentov a jeho obsahom boli prednasky na vybrané témy.
Lektormi boli:

Mgr. Richard Kollar, MFF UK Bratislava (Invarianty),

RNDr. Jaroslav Gurican, CSc., MFF UK Bratislava (Teodria ¢isel)
doc. RNDr. Jin Cizmdr, CSc., MFF UK Bratislava (Geometria),
RNDr. Pavol Cernek, CSc., MFF UK Bratislava (Diofantické rovnice)
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Zadania sttaznych tloh vyberového stistredenia pred MMO

(v tomto poradi). Priradme bodu Ay ¢islo 1, bodu A; éislo 2, bodu Ay, ¢islo
3,bodu Ay4243¢islo4,...,bodu A1 oy k-1 Cislok,...,bodu Aoy 1)
¢islo p; pricom indexy berieme modulo p. Zistite, kolkym bodom je priradené
aspon jedno ¢islo.

. Dané je prvocislo p = 3. Na kruznici je danych p bodov Ag, A1,..., 4,1

. Dve kruznice (réznych polomerov) sa navzajom dotykaji. Do vicSej z nich
je vpisany rovnostranny trojuholnik, z vrcholov ktorého st vedené dotycnice
k mensej kruznici. Dokazte, 7e dizka dotycnice z niektorého vrcholu je suc¢tom
dizok doty¢nic zo zvysnych dvoch vrcholov. (Diikou doty¢nice sa mysli vzdia-
lenost od dotykového bodu).

. Dany je n-boky ihlan A1As...A,V, pricom n = 4. Rovina m pretina jeho
bo¢né hrany VA, VA,,..., VA, postupne v bodoch By, Bs,..., B, tak, Ze
mnohouholniky A1 As... A, a B1Bs...B, st navzajom podobné. Dokazte, 7e
rovina 7 je rovhobezna s rovinou podstavy ihlana.

. Nech 7(k) oznacuje pocet kladnych delitelov prirodzeného ¢isla k. Najdite
vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, Ze postupnost ag, a1, as, ... uréeni vztahmi
ag = n, ap = 7(agx—1) pre k € N, neobsahuje Stvorec.

. Na kazdé cislo 1,2,...,12 rucickovych hodin polozime mincu, ktorej jedna strana
je biela a druhi je fierna. Ak tam mame aspon jednu ¢iernu mincu (t.j.
obratent ¢iernou hore), mézeme urobit nasledujtci tah: Fixujeme jednu ¢iernu
mincu a zmenime farbu oboch jej susedov na opacnii. Najdite vSetky zaciato¢né
konfiguracie, z ktorych sa po nejakom koneénom pocte tahov mozeme dostat
ku konfiguracii, v ktorej s vSetky mince, okrem tej na c¢isle 12, biele. Zistite
aj pocet vsetkych takych pociatoénych konfiguracii.

. Dokéazte, ze spomedzi vrcholov [ubovolného konvexného mnohouholnika moZno
vybrat tri po sebe idtuce tak, Ze kruznica, ktora nimi prechadza, pokryva cely
mnohouholnik.

. Dany je trojuholnik ABC s obsahom S, a redlne ¢islo ¢ € (0,1). Na jeho
stranach BC, C A, AB su postupne dané body P,(@Q, R, pricom plati

BP| _|CQ| _ |AR| _ i
CP| ~ [4Q| ~ [BR 11

a) Dokézte, Ze existuje trojuholnik, ktorého strany maji rovnaké diiky ako
usecky AP, B(Q, CR.
b) Oznacme S’ obsah takého trojuholnika. Uréte pomer S’:S v zavislosti od ¢.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Zistite, ¢i existuje konvexna mnozina bodov v rovine A, ktora obsahuje

nekonecne vela mrezovych bodov, a pritom na kazdej priamke lezi len konec¢ny
pocet mrezovych bodov z A.

. Nech a, b st prirodzené ¢isla také, ze cislo

b /2a—0

p:Z 20+ b

je prvocislo. Urcéte vSetky mozné hodnoty p.

Dokazte, 7e obvod Iubovolného rovinného rezu Stvorstena je mensi ako obvod
jednej zo stien Stvorstena.

Dané st prirodzené ¢isla n a k a mnozina A taka, Ze
n(n+1)

Al £
Al = kE+1

f)alej nech pre n-prvkové mnoziny A;, i = 1,2,...n + 1 plati
|Ai N Aj| Sk (2 # J),
n+1

A=A
i=1
Urcte pocet prvkov mnoziny A.

Najdite taki polohu n priamok v rovine, aby sucet uhlov medzi vSetkymi
dvojicami priamok bol maximalny.

Pre redlne ¢islo  oznac¢me ||z|| vzdialenost x od najblizsieho celého ¢isla. Nech
0z, <1l,n=1,2,..., anech ¢ > 0. Dokdzte, Ze existuje nekone¢ne vela
parov (m,n) indexov, pre ktoré plati

) 1
||CL’n —CL'mH < min (6, m) .

Dané je neparne prvocislo p a prirodzené c¢islo c. Urcte hodnotu zvysku suctu
p—1
2
Z <2n> o
n
n=0

po deleni p.

Dana je kruznica k so stredom O, priemerom AB a bodom M leziacim na AB,
pricom |M B| < |[M A|. Bodom M je vedend tetiva kruZnice, ktora pretina k v
bodoch C, D tak, ze |[MD| > |MC|. Ozna¢me P druhy priese¢nik (okrem O)
kruznic opisanych trojuholnikom AOC a BOD. Dokazte, ze OP L PM.



5. Ceskoslovenské stretnutie

BILOVEC, 8.— 11. JUNA 1999

V dnoch 8.-11.6.1999 sa v prijemnom prostredi Gymnézia v Bilovci uskutocnil uz
piaty rocnik matematickej stitaze medzi olympionikmi éeskej a Slovenskej republiky.
Tuato sutaz usporaduvaju striedavo obidve zucastnené krajiny; prvy rocnik sa konal
v Jevitku, druhy v Ziline, treti v Bilovei a §tvrty na Zochovej chate. Vedicimi timov
boli tento rok doc. RNDr. Miroslav Simsa, CSe. z éeskej republiky a Fugen Kovac zo
Slovenska, ktori zaroven koordinovali opravovanie tloh.

Tato sitaz je spolu s vyberovym a pripravnym sustredenim sucastou dlhodobej
pripravy na medzindrodni matematicki olympiadu (MMO). Na rozdiel od spomi-
nanych stustredeni si tu moézu Studenti precvicit svoje schopnosti vo velmi podobnych
podmienkach, ako ich c¢akaji na MMO. Na rieSenie tiloh maji Styri a pol hodiny,
¢o je o pol hodiny viac ako vo vSetkych kolach nasej MO. Aj tematické zameranie
a naro¢nost 1loh je ovela blizs§ia MMO ako napriklad celostatnemu kolu. Okrem tychto
dolezitych faktov, je toto stretnutie aj stretnutim v pravom slova zmysle. SttaZiaci
z dvoch historicky spétych krajin sa maji moZnost spoznat a naviazat priatelstva,
ktoré vyrazne pomdhaji aklimatizacii v cudzom a dalekom prostredi MMO. Toto
stretnutie zaroven prispieva k uchovavaniu tradicie spolo¢nej ceskoslovenskej olympiady
a spolu so spolo¢nou tvorbou tloh je prejavom, ktorym najvyssie organy MO v oboch
republikich davaji najavo svoj zaujem o vzajomnu spolupricu. Vysledky sitaze su
uvedené v tabulke.

Por. | Meno Ro¢nik, Skola 1.12.]13.14.]5.|6.|Sac
1. | Peter Novotny 4 G V. Okruzna, Zilina 717 7 7|7]0]35
2. Martin Viscor 4 G tt. Kpt. Jarose, Brno 71712712025
3. Miroslava Sotakova 3 G Postova, Kosice 716|521 ]1]22
4.-5. | Balasz Keszegh 4 G Fazekas Budapest 71411127021
4.-5. | Josef Seveik 3 G Grosslingova, Bratislava | 7|0 |6 | 6] 2|0 | 21
6. Lubos Dostal 4 G a OA St¥ibro 7101|2126/ 18
7.-8. | Katarina Quittnerova |1 G Bilikova, Bratislava 41013712117
7.-8. | Lukas Vokfinek 4 G tt. Kpt. Jarose, Brno 3105712017
9. Zdenék Dvorak 4 G Nové Mésto na Moravée |6 (0|2 5|20 15
10. | Martin Hrindk 4 G Alejova, Kosice 310252113
11. | Ales Navrat 4 G tt. Kpt. Jarose, Brno 7(410[0]0(0]|11
12. | David Holec 4 G tt. Kpt. Jarose, Brno 1(1(3]0]0]0] 5

Tento ro¢nik bol pre slovenské druzstvo asi najuspesnejsi, ked okrem vyborného

vysledku druzstva potesil individualne najma Peter Novotny. Menej priaznivy vysledok
vSak nase druzstvo dosiahlo v uz tradi¢cnom volejbalovom stretnuti, kde sa traja ¢lenovia
ceského druzstva ukazali ako vyspeli volejbalisti.
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Zadania dloh 5. ceskoslovenského stretnutia

Uloha &.1
Pre Tubovolné kladné ¢isla a, b, ¢ dokdzte nerovnost

a b c > 1

b-|-2c+c-|-2a+a+2b_

(J. Bébela)
Uloha &.2
Dany je ostrouhly trojuholnik ABC s vyskami AD, BE, CF. Predpokladajme, Ze
priamky BC' a E'F maju spolo¢ny bod P, a Ze rovnobezka s E'F' prechadzajica bodom
D pretne priamku AC' v bode ) a priamku AB v bode R. Dokazte, ze kruznica opisana
trojuholniku PQ R prechadza stredom strany BC.
(Jury MMO 1997)
Uloha &.3
Urcéte vSetky prirodzené cisla k, pre ktoré existuje taka desatprvkova mmnozina M
kladnych redlnych ¢isel, ze prave k roznych trojuholnikov mé strany, ktorych diiky si
tri (nie nutne rozne) prvky mnoziny M. (Za rézne povazujeme také trojuholniky, ktoré
nie st zhodné).
(J. Sim3a)
Uloha &.4
Néjdite vSetky prirodzené &isla k, pre ktoré plati: Ak je F'(z) Tubovolny mnohoclen
s celotiselnymi koeficientami spliiajici nerovnosti 0 < F(c) £ k pre kazdé ¢ €
€ {0,1,... ,k+ 1}, potom F(0) = F(1)=...= F(k+1).
(R. Kucera, Jury MMO 1997)
Uloha &.5
Najdite vietky funkcie f : (1,00) — (—o0,00) spliiajice pre vietky &isla z > 1
ay > 1 rovnicu f() — f(y) = (y — o) f(xp).
(P. Kanovsky)
Uloha ¢&.6
Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n = 3 je najmensi spoloény nasobok &isel
1,2,...,n vicsi ako ¢islo 271,
(P. Kanovsky)
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RieSenia dloh 5. ceskoslovenského stretnutia

Uloha 1.

Polozme x = b+ 2¢, y = ¢+ 2a, z = a + 2b. Potom a = %(4y+z— 2z), b= %(4z+
+x—2y), c= %(43: + y — 2z), takze dokazovana nerovnost ziskava tvar

dy+2—2x 4dz+x—2 dor +vy — 2z
Y n ?J+ Y

1.
9x 9y 9z

v

Ekvivalentnymi tpravami dostaneme nerovnost

T z z T T z
(—+Q)+(y+—)+(—+—)+3-(g+—+—>215,
Yy T z Yy T z T z Yy

ktora plati, lebo kazdy z vyrazov v prvych troch zatvorkach je aspon 2, zatial¢o vyraz
vo Stvrtej zatvorke je aspon 3 (podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom pre prislu$né dvojice ¢i trojice kladnych ¢isel). Dodajme, 7e upravend
nerovnost rovnako vyplyva z jedinej AG-nerovnosti pre skupinu 15 ¢isel, ktorej vyber
je podla tvaru lavej strany zrejmy.

Iné riesenie. Z Cauchyho nerovnosti
(u1v1 + ugve + uzvz)?® < (uf + u3 + uj)(vi + v3 + v3)

vyplyva odhad

(a+b+c)?< <bf26+C+b2a+af2b>[a(b+2c)+b(c+2a)+c(a+2b)]; (1)

z nerovnosti (a — b)? + (b —¢)? + (¢ — a)?® = 0 zase vyplyva odhad
a(b+ 2¢) + b(c + 2a) + c(a+2b) < (a+ b+ c)>
Dosledkom oboch odhadov je nerovnost

a(b+ 2¢) + b( c-|-2a)+c(a+2b)§

AN

(b+20 C+2a + a+2b>[a(b+20) +b(c+ 2a) + c(a + 2b)],

z ktorej po deleni (kladnym) vyrazom a(b+ 2c¢) + b(c+ 2a) 4 c¢(a+2b) vyjde dokazovana
nerovnost.
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Uloha 2.

Oznatme M stred usecky BC' (obr.27). Z existencie bodu P vyplyva |AB| # |AC/,
s ohladom na symetriu méZzeme predpokladat, Ze
IAB| > |AC|. Potom B, M, D, C, P je poradie 4
uvazovanych bodov na priamke BC. Z pravouhlych
trojuholnikov ABE a ACF vyplyva |AB| : |AC| =
= |AE] : |AF|, takze trojuholniky ABC a AEF st
podobné, teda |4 ABC| = |{AEF|. Plati vSak tiez
[SAEF| = [$CQD| (lebo DQ || EF) a |[$BDR| = Fy
= |4QDC]|. Spolu vychadza, 7e trojuholnik BDR R
je podobny trojuholniku QDC, ¢o vedie k rovnosti

E
|DB|-|DC| = |DQ|-|DR|. Podla nej a podla rovnosti . No~p
B M D10
|DB| - |DC| = |DP|- [DM] (%)
Obr. 27
(ktorti o chvilu overime) dostaneme |DQ| - |DR| =
= |DP|-|DM], ¢o znamend, 7e body Q, R, M, P le7ia na jednej kruznici.

Zostava teda dokazat rovnost (x). Pretoze body B, C, E, F lezia na kruZnici, plati
|PB| - |PC| = |PE| - |PF|. Kruznica opisana trojuholniku DEF prechadza rovnako
stredmi stran trojuholnika ABC (tzv. kruznica deviatich bodov), takze plati |PE] -
-|PF| = |PD|-|PM]|. Porovnanim oboch rovnosti dostdvame |PB|-|PC| = |PD|-|PM|.
Ak polozime |MB| = |MC| = u, |MD| = d, |MP| = p, zapiSe sa odvodend rovnost
ako (p+u)(p —u) = (p — d)p, alebo u? = dp. Dokazovana rovnost (x) je ale tvaru
(u+d)(u—d) = (p—d)d, ¢o je opif ekvivalentné s u?> = dp. Tym je cely dokaz hotovy.

Uloha 3.

Hladané k st &isla 55, 56, 57, ..., 220, lebo 55 = (1) a 220 = (%) a pre Tubovolnd
n-prvkovi mnozinu M plati, ako dokdzeme indukciou, toto tvrdenie:

(¥) Ozna¢me p(M) pocet zmienenych trojuholnikov. Mnozina vSetkych hodnot p(M),
kde M je n-prvkova mnozina, tvori interval celych ¢isel p urc¢enych nerovnostami

(";1)§p§("§2). 1)

naviac p(M) = (";2) pre niektord mnozinu M tvorentd ¢islami x1 < 2o < ... < Tp
takymi, Ze r,, < 2x1 a Ze medzi (”;rl) cislami
st (1Si<j<n) 2)

nie sd ziadne dve rovnaké.

Dékaz (%) zatneme vysvetlenim, preco kazda hodnota p = p(M) splha (1). Prava
nerovnost plati preto, ze (";2) je pocet vsetkych trojic Y, 2 (x £y < z) vybratych z n
¢isel mnoziny M (niektoré také trojice vSak nemusia spliat trojuholnikové nerovnosti).
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Lava nerovnost v (1) vyplyva z toho, Ze ku kazdej z ("‘2"1) dvojic z,y vybratych z M
(z £ y) mozno priradit trojuholnik so stranami z, y, y.

Teraz dokdzeme, 7e kaZdé celé p splhajice (1) je hodnotou p(M) pre vhodnu
n-prvkovit mnozinu M. Toto tvrdenie zrejme plati pre n = 1. Predpokladajme, Ze

je to tak pre niektoré n > 1, a zvolme lubovolné celé p spliiajice nerovnosti

(”;2>§p§(”§3>. 3)

Ukéazeme, ako zostrojit (n + 1)-prvkové rieSenie M rovnice p(M) = p. Zaéneme touto
tvahou: Pokial k Tubovolnej n-prvkovej mnozine M’ kladnych &isel priddme novy prvok
x' taky, ze £’ > 2-max M', dostaneme (n + 1)-prvkovi mnozinu M, pre ktort p(M) =
=p(M')+ (n+1). Rozdiel p(M) —p(M’) je totiZ rovny poctu trojuholnikov so stranami
2,2, x,kde x € M, teda ¢islu n+1. Preto zmieneny sposob rozsirenia M’ na M mozeme
pouzit, pokial dané &islo p z (3) spliiia nerovnosti

("3 ) sr-wan= ("7

¢o je ekvivalentné s nerovnostami

n+2
2
Porovnanim s (3) vidime, Ze inti konstrukciu mnoZiny M, ako je uvedené rozsirenie M’,
potrebujeme pre tie celé ¢isla p, pre ktoré plati

<”§2>+(n+1)<p§ <”§3>

¢o s zrejme ¢isla tvaru p = (";’2) +(n+1)+gq, kde q € {1,2, ey ("‘2"1)} Podla
hodnoty ¢ prevedieme takito konstrukciu: Vezmime teraz za M’ t n-prvkovi mnozinu,
o ktorej sa hovori v zavere tvrdenia (x), a priddme k nej taky prvok x,,41 VAGSi ako zy,
ktory je zaroven mensi ako prave q z ¢isel (2). To je mo7né, lebo podla predpokladu je
vetkych ("'2"1) ¢isel (2) roznych. Dostaneme tak mnozinu M s n + 1 prvkami, pricom
p(M) —p(M') = (n+ 1) + q, lebo okrem n + 1 trojuholnikov so stranami 2,1, Z,11,
z; sa objavi g,novych® trojuholnikov so stranami z,41, z;, x; (i # n+1 # j) a ziadne
iné. Pretoze viak p(M') = (";2), dostavame pozadovant rovnost p(M) = p. Zostava
dodat, Ze v pripade p = (";3), ked q = (";1), takZe priddvame Tubovolné realne ¢islo
Tpt1 7 intervalu (z,,221), mozno volit ¢islo z, 11 tak, aby sa 7ziadne 7 Cisel x; + 541
nerovnalo ziadnemu z &isel (2). Dokaz celého tvrdenia (x) je tak hotovy.

A

p = <n§2>+(n+1).
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Uloha 4.

Hladané k st prave tie, pre ktoré k& = 4. Toto tvrdenie vyplyva z protiprikladov
Flx)=z(2—-z)pre k=1, F(z) =23 —x) pre k = 2, F(z) = (4 — x)(x — 2)? pre
k = 3 a z nasledujtcej uvahy pre kazdé (pevné) k = 4 a kazdy uvazovany mnohoc¢len

Najprv plati F'(k+ 1) — F(0) = 0, pretoze F(k + 1) — F(0) je nasobok ¢isla k + 1,
ktorého absolitna hodnota neprevysuje k. Preto F(x) — F(0) = z(z — k — 1)G(x), kde
G(x) je mnoho¢len s celo¢iselnymi koeficientami, a vyplyvaji odtial odhady

k2 |F(c)—F(0)]=c(k+1—c¢)|G(c)| prekazdéce{1,2,...,k}. (1)

Ak jece€{2,3,... ,k— 1} (také c existuje, lebo k = 4), potom
ck+1—-c)=2k-1)+(c=2)(k—1—-¢c)22(k—1) >k,

¢o spolu s (1) znamend, 7e |G(c)| < 1, alebo G(c¢) = 0. Néjdené korene 2,3,... ,k — 1
mnohoclena G(z) zarucuju rozklad

Flz)-F0)=2(z—-2)(x—3)---(x —k+ 1)(x — k — 1)H(z),

kde H(x) je opat mnohoclen s celoiselnymi koeficientami. Zostava vysvetlit, preco
H(l) = H(k) = 0. To je vSak l’ahké, lebo pre obidve hodnoty ¢ = 1 a ¢ = k plati

> |F(c) — F(0)] = (k — 2 k- |H(c)|, zéroven vSak (k —2)! > 1 (pripomenme, Ze
k g 4), teda |H(c)| < 1

Uloha 5.

Pre kazdé ¢ > 1 dosadime do danej rovnice za (z,y) postupne dvojice (¢,2), (¢,4)
a (2t,2):

) = f@2)=2=0)f20), f(t) - F(4) = (4 -1)f(4), f(2t) = [(2) = (2 - 2) f(41).

Hodnotu f(¢) vylac¢ime, ked od prvej rovnosti odéitame druhi rovnost; do vysledku
potom za hodnotu f(2¢) dosadime jej vyjadrenie z tretej rovnosti. Po tprave tak
dostaneme rovnost

f(4)+(t—3)f(2) =t(2t — 5)f(4t) pre kazdé t > 1.
Volbou ¢ = 2 dostaneme f(4) = 3 f(2), €o spitne dava

5

(t - 5)f(z) — (2t — 5) f(4t).

Odtial vyplyva, Ze pre kazdé t > 1, t # g, plati

f(2)

plan =120,
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a tak podla prostrednej z trojice rovnosti, ktorou sme rieSenie zacali, plati

Ft) = f(4) + (4—t)f(4t) = %f@) L u —Zf(z) _ th(2)-

Néajdeny vzorec pre hodnotu f(t) plati vSak aj pre t = g,
dosadenim z = 5 a y = 2 do pdvodnej rovnice. Ak polozime ¢ = 2f(2), lahko sa

rovhako presvedc¢ime, ze funkcia

ako sa mozno presvedéit

c
fl)=— (z>1)
x
mé pozadované vlastnosti, nech je redlna konstanta ¢ zvolend akokolvek.

Uloha 6.
Pretoze pre kazdé n = 3 plati odhad

=S () <8 () o ()

(5]

Uvahou o prvociselnych rozkladoch dokazeme vSeobecnejsi poznatok, 7e pre kazdé k <
< n je najmensi spolo¢ny nasobok c¢isel n,n — 1,...,n — k nasobkom c¢isla n - (";1)
Nech su teda k& < n pevné prirodzené ¢isla, p (£ n) Tubovolné prvocislo a nech p* je
najvyssia mocnina p, ktorad deli najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel n,n —1,...,n — k,
teda najvyssSia mocnina p deliaca niektoré z tychto k + 1 ¢isel, povedzme cislo n — [.
Pre kazdé i £ « existuje medzi ostatnymi k ¢islamin —j (0 < j < k, j # 1) prave
[#] + [kp_il] nasobkov ¢isla p?, preto ich nie je viac ako [I%] (lebo [z] + [y] < [z + y)]),
teda nie viac, ako je nasobkov p' medzi ¢islami 1,2, ..., k. Odtial vyplyva, %e prvocislo
N n—1\ _ n(n—1)---(n—k) . v e s
p v rozklade ¢isla n - ( N ) = ———— Vystupuje s exponentom neprevySujicim
¢islo «, exponent p v rozklade ¢isla n — [. Tak je dokdzané, Ze ¢islo n - (";1
deli najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel n,n —1,... ,n — k.

stac¢i dokazat, ze ¢islo n - ( ) deli najmensi spolo¢ny nasobok cisel 1,2,... ,n.

) skutocne



40. Medzindrodna matematicka olympiada

40. jubilejny ro¢nik medzinarodnej matematickej olympiddy sa uskutocnil v diioch
10. az 22. jala 1999 v Bukuresti v Rumunsku (ktoré organizovalo aj legendarny 1. ro¢nik
MMO).

Medzinarodna matematickd olympidda (MMO) je sttazou jednotlivcov. Kazda zi-
castnend krajina na nu vysiela reprezenta¢né druzstvo zlozené najviac zo Siestich
stutaziacich, sprevidzané dvoma vedtcimi. Slovenské druzstvo tvorili Peter Novotny
z0 4.ro¢énika Gymnéazia Velkd Okruina v Ziline, Michal Forisek zo 4.rotnika Gym-
nazia na Popradskom nabrezi v Poprade, Katarina Quittnerovd z 1.rocénika Gymnazia
Bilikova v Bratislave, Baldsz Keszegh 7z 3.ro¢nika Madarského gymnéazia v Komarne,
Josef Sevcik z 3.roénika Gymnazia Grosslingova v Bratislave a Miroslava Sotdkovd
z 3.ro¢nika Gymnazia Postova v Kosiciach. Vedicim delegacie a odbornym vedicim
bol RNDr. Pavol Cernek, CSc. a pedagogickym vedicim doc. RNDr. Viadislav Rosa,
CSc., obaja z MFF UK v Bratislave.

Pravidla stutaze st velmi podobné pravidlam nasho celostatneho kola. Stutazi sa dva
dni, Studenti dostani kazdy den 3 tlohy v ich rodnom jazyku, na ktorych vyrieSenie
maji 4,5 hodiny. Po skonceni sttaze rieSenia prezri vedici prislusnej krajiny a svoj
navrh hodnotenia podla vopred pripravenych bodovacich schém obhajuja pred ko-
ordindtormi. Za spravne vyrieSeni tlohu moéZe sutaziaci ziskat maximalne 7 bodov.
Vysledky slovenského druzstva uvadza nasledujtca tabulka:

Meno 1123 ]|4]|5 ]| 6| sacet | cena
Michal Forisek 6 |07 2]|0]|2 17 3.
Balasz Keszegh 71116221 19 2.
Peter Novotny 71110211 12 3.
Katarina Quittnerova 7100221 12 3.
Miroslava Sotakova 5111010211 9 —
Josef Seviik 3107|711 19 2.

Na 40. roéniku MMO sa ztcéastnilo 81 statov celého sveta. Aj ked je MMO oficidlne
individualnou sttazou najlepsich matematickych talentov z celého sveta, s obrovskym
zaujmom sa sleduje aj umiestnenie jednotlivych krajin. Druzstvo Slovenska skonéilo
v neoficidlnom poradi krajin tentokrat na velmi cestnom 21. mieste. Slovenskému
druzstvu sa konecne podarilo prelomit liniu netspechov, ktoré prenasledovali Slovensko
posledné dva roky. Opat aj teraz sa piati zo sutaziacich vratili z MMO s medailou, aj
ked oproti minulému roku sa zvysil pocet striebornych medaili (o jednu).

Tim Ceskej republiky, ktorému sa dar{ zjavne prave opacne, ako timu Slovenska
(posledné dva roky skonéili na 18. a 15. mieste), tentokrat skonéil a7 za slovenskym.
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Najuspesnejsie krajiny boli opat ,tradi¢né“, poradie prvej desiatky je uvedené
v tabulke.

1. Cina 6. Bielorusko
Rusko 7. Juzna Koérea

3. Vietnam 8. Irédn

4. Rumunsko 9. Taiwan

5. Bulharsko 10. USA

Plny pocet bodov (42) neziskal (na rozdiel od predchédzajtcich rokov) tento rok
nikto. Na prvom mieste sa s 39 bodmi umiestnili traja sutaziaci (z Madarska, Rumunska
a Ukrajiny).

40. roénik MMO prebiehal v priestoroch Bukurestskej univerzity Polytehnica. a tesil
sa (ako sa pomaly stédva zvykom) velkej pozornosti médii, vladnych i vedeckych kruhov.

Organizéicia sutaze bola velmi dobra. Samotnd sutaz prebehla presne podla
pripraveného scenéra, nevyskytli sa ziadne komplikicie. Clenovia medzinarodnej jury
boli opat ubytovani v najluxusnejSich prvotriednych hoteloch so vSetkymi potrebnymi
sluzbami, najprv v BraSove, neskor pocas vyhodnocovania v Bukuresti.

Organizatori stitaze sa starali o svojich zverencov naozaj starostlivo a pozorne. Sved¢i
o tom uz len vypocet podujati v ramci spolo¢enského programu MMO, kde okrem
wStandardnych“ aktivit ako prehliadka Bukuresti, navsteva Etnografického mizea ¢i
Botanickej zahrady boli aj velkolepy otvaraci ceremoniél v Kralovskom paléci, navsteva,
Umeleckého muzea s trezorom (zlaty poklad Rumunska), navsteva a prehliadka parla-
mentného palica (jedna z piatich najmohutnejSich stavieb na svete), ,Barbecue party“
v areali ubytovania, exkurzie na Sinaiu (byvale kralovské sidlo) a do Transylvanskych
Alp (,Draculov zamok"). Zavereény ceremonial s odovzdavanim medaili sa tiez usku-
tocnil v parlamentnom palaci za pritomnosti prezidenta, premiéra, ministrov, reprezen-
tantov akadémie vied, univerzit aj verejného zivota. V rdmci programu bola mimoriadne
poOsobiva aj prezentacia miesta budiicej — 41. medzinarodnej matematickej olympiady
— ktora skoncila vystiznym heslom: ,Do videnia na 41. ro¢niku MMO v roku 2000
v Juznej Korei“.

Olympiada bola aj tento rok velmi ispesnd, organizatori odviedli obrovsky kus prace.
Pred organizatorov nasledujicich ro¢nikov postavili znova vysoku latku. Buduci 41.
roénik MMO usporiada Juzna Koérea, tie nasledujice potom USA, Japonsko a Filipiny.
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Zadania 1iloh MMO

V zatvorke za tlohou je uvedend krajina,
ktora tlohu navrhla.

1. Urcte vSetky konecné mnoziny & aspon troch bodov danej roviny, ktoré spiﬁajﬁ
nasledujicu podmienku: Pre kazdé dva rozne body A a B z S je os usecky AB osou

simernosti mnoziny S.
(Esténsko)

2. Nech n je pevné celé ¢islo, pricom n = 2.

(a) Urcte takt najmensiu konstantu C, Ze nerovnost

4
1<i<j<n 1568

n

plati pre vSetky redlne ¢isla zq,...,z, = 0.

(b) Pre tito konStantu C zistite, kedy nastane rovnost.
(Polsko)

3. Uvazujme Stvorcova dosku n x n, kde n je pevné parne prirodzené ¢islo. Tato doska
je rozdelena na n? jednotkovych Stvorcov. Povieme, 7e dva rozne Stvorce na doske st
susedné, ak maju spolocnu stranu.

N jednotkovych Stvorcov na doske je oznacenych takym sposobom, 7ze kazdy Stvorec
(oznaceny alebo neoznaceny) je susedny s aspoil jednym oznacenym Stvorcom.

Uréte najmensiu mozni hodnotu N.

(Bielorusko)
4. Urtte vSetky dvojice (n,p) takych prirodzenych ¢isel, 7e
(i) p je prvoéislo,
(ii) » < 2p,
(iii) ¢fslo (p — 1)™ + 1 je delitelné ¢islom nP~1L.
(Taiwan)

5. Dve kruznice Iy a I's lezia v kruhu ohrani¢enom kruznicou I" a dotykaju sa kruznice I”
po rade v roznych bodoch M a N. Kruznica Iy prechadza stredom kruznice I';. Priamka,
prechadzajica oboma priese¢nikmi kruznic I a I's pretina kruznicu I' v bodoch A a B.
Priamky M A a M B pretinaji kruznicu I} po rade v bodoch C' a D.

Dokazte, ze priamka CD sa dotyka kruznice I5.

6. Urcte vsetky také funkcie f : R — R, Ze rovnost

flz—f(y)=f(f(y)+=fly)+ flz) -1

plati pre vsetky =,y € R.
(Japonsko)
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RieSenia iloh MMO

Uloha 1. Oznatme Opg osovi simernost podla priamky, ktord je osou tsecky PQ
a nech T je tazisko mnoziny S. Potom pre vSetky A, B € S plati O4p(S) = S, a teda
Oap(T) = T. To ale znamena, ze T lezi na osi usetky AB, ¢ize |AT| = |BT|. To ale
znamend, ze pre kazdy bod X mnoziny S je vzdialenost | XT| konStantnd, takze S je
obsiahnuta v nejakej kruznici k£ so stredom 7. Nech Aq, Ao, ..., A, st vSetky body
mnoziny S, priCom na kruznici k lezia v tomto poradi. Osova simernost Oy, 4, zobrazi
kazdt polrovinu s hrani¢nou priamkou A; A3 do seba, takze nutne O4, 4, (A2) = As, Cize
|A1As| = |A3As|. Analogicky |AsAg| = |A3Ay4| = ... = | A, Aq|. Pretoze S je obsiahnuta
v kruznici k, tak A1 As ... A, je pravidelny n-uholnik. Teda vSetky mnoziny & Spiﬁajﬁce
podmienky zadania st mnoziny (vSetkych) vrcholov pravidelnych n-uholnikov.

Uloha 2. Dokazovan4 nerovnost je symetrickd a homogénna, takze mozeme predpok-
ladat, 7ze 1 =2 2 2 ... 2 2, 2 0 a ), x; = 1. Potom nam sta¢i maximalizovat
funkciu

F(xy,...,x)= Zx,xj(;czz +a7§) .
i<j

Pre n = 3 sa pokusime zvacSit hodnotu funkcie F nahradenim vektora z =
= (x1,..., Tk, Tks1,0,...,0) vektorom x' = (z1,... , 21,2k + Tx11,0,...,0) Potom

k—1
F(l'/) — F(l’) = TETl+1 |:3(£L'k + l’k+1) ZCL’Z - ZIL']ZC — l’%+1:| =
=1

= Ty Tht1 [3(@k + Tip1) (1 — T — Tpy1) — T — Thpq] =

= 21 [(Th + Trg1) (3 — 427 + Tps1)) + 22k Thp1] -

Dalej z nerovnosti

1221+ 2+ Tpg1 2 5 (Tk + Trg) + T + T

DO | =

dostévame % > Xk + Tpa1, a teda
F(z')— F(z) > 0.

Ak toto nahradenie pouZijeme niekolkokrat (pre n = 2 ho netreba pouzit vdbec),
dostavame

F(z) < F(a,b,0,...,0) = ab(a® + b?) = %(M)) (1 - 2ab) <

1 11
Lor(L Lo 0),
8 2 20 0

I
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TakZze hladand konStanta je %. Rovnost sa pre nu nadobuda vtedy a len vtedy, ked st
dve z ¢isel x1, %3, ... , 2, rovnaké (mo6zu byt aj nulové) a ostatné st nuly.

Uloha 3. Ofarbime si 3achovnicu bielou a ernou farbou tradi¢nym spdésobom. Oz-
na¢me f(n) hladant hodnotu. Dalej ozna¢me b(n) minimalny pocet bielych Stvorcov,
ktoré musia byt zafarbené, aby kazdy ¢ierny Stvorec mal medzi nimi suseda. Podobne
definujme aj c(n). Zrejme f(n) = b(n) + c¢(n). Pretoze n = 2k, kde k € N, tak zo
symetrie vyplyva b(n) = c¢(n).

Bude vyhodnejsie, ak sa na Sachovnicu pozrieme pozdié diagonal rovnobeznych
s najdlhSou ¢iernou uhloprieckou (ti nazveme hlavnou diagonédlou), ktord uloZime
vodorovne. Potom ,,diéky“ ¢iernych diagonal budu 2,4,...,2k,...,4,2. Oznacme si
krizikom ,,neparne“ stvorce pod ¢iernymi diagonalami diiky 41 — 2.

Obr. 28 Obr. 29

V prvom pripade (nad hlavnou diagonalou) sme oznalili 2i bielych Stvoréekov
a v druhom pripade (pod hlavnou diagondlou) 2i — 1 bielych Stvoréekov. Celkove sme
teda oznadili 1 +2+ 344+ ...+ k = Jk(k + 1) bielych Stvortekov. Lahko si moZno
vsimnut, ze kazdy ¢ierny Stvorcek ma bieleho oznac¢ného suseda. To znamena, ze

kE(k+1
p(my < EEHL) 1)
2
Teraz uvazujme tych %k(k + 1) oznacenych bielych Stvoréekov — nemaju ziadneho

spolo¢ného ¢ierneho suseda, takZe potrebujeme oznacit aspon %k(k +1) ¢iernych Stvor-
cov na to, aby ich ,,pokryli“. Takze

k(k+1)
Odtial uz vyplyva

Celkove teda mame f(n) = k(k + 1).

Poznamka. Podobne mozo dokazat, 7e

fn) =

4k -1, ak n =4k — 1,
(2k+1)%, akn =4k +1.

Uloha 4. Viimnime si, Ze (1,p) a (2,2) spliaji vietky podmienky zadania. Dale]
predpokladajme, 7e n = 2 a p = 3. Ukdzeme, 7e n = p. Pretoze ¢islo (p — 1)™ + 1 je
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neparne, tak aj n musi byt nepdrne (a tiez n < 2p). Ozna¢me ¢ najmensie prvocislo,
ktoré je delitelom n. Potom g | (p—1)"+1, a teda (p—1)%2 = —1 (mod q). To znamen,
7e D(q,p—1) = 1. Ale tiez D(n,p—1) = 1 (podla vyberu ¢). Z toho vyplyva existencia
celych ¢isel u, v takych, ze un + v(q — 1) = 1. Potom z malej Fermatovej vety vyplyva

p=1=(p-1)"-(p-1)""V=(-1)*-1"=-1 (modq),

pretoze u musi byt neparne. To znamend, 7e ¢ | p, a teda p = ¢. Odtial dostavame, 7e
p | n. Ale uz vieme, 7Ze n < 2p. TakZe nutne n = p.
Vyuzitim prave dokazanej rovnosti n = p dostavame

P - 1=p (2= (D) (P e (7))
1 p—3 p—2

PretoZe vSetky ¢leny v zatvorkach, okrem posledného, st delitelné ¢islom p, tak musi
byt p — 1 < 2, ¢ize p £ 3. Odtial dostavame dalSie rieSenie (3, 3).
Zhrnutim dostavame rieSenia (2,2), (3,3) a (1,p), kde p je Tubovolné prvoéislo.

Uloha 5. Lema. Nech MN je lubovoln tetiva krusnice k. Prepdokladajme, %e sa
kruznica ki dotyka tsecky M N v bode B, a ze sa vniitorne dotyka kruznice k v bode
A. Nech C je stred oblika M N kruznice k, ktory neobsahuje bod A. Potom body
A, B,C lezia na priamke a plati |CA| - |CB| = |CM|>.

Dokaz lemy. Rovnolahlost so stredom A, ktora zobrazi kruznicu k; na kruZnicu k,
zobrazi M N na doty¢nicu kruznice k rovnobezni s M N. T4 ale bude prechadzat bodom
C (pozri obr. 30), takze sa v tejto rovnolahlosti zobrazi bod B na bod C. To ale
znamena, ze body A, B, C lezia na jednej priamke.

C
Obr. 30
Dalej si viimnime, 7e |[§ NMC| = |XCAM|, takze trojuholniky ACM a MCB st
podobné. Odtial u# priamo dostdvame |C'A| - |CB| = |CM|?.

Riesenie ilohy. Nech O a O4 st postupne stredy kruznic I'y a I a tq, to st ich spolo¢né
dotycnice. Nech «, § st obliuky kruznice I', ktoré postupne ,, vyrezavaju* priamky ¢y, ts,
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pri¢om tieto obliky st disjunktné. Podla lemy mé stred kazdého z nich rovnaki mocnost
ku kruzniciam I a I%, takze lezia na ich chordéle, ktorou je v tomto pripade ich
spolo¢na tetiva. To znamend, Ze stredmi oblikov «, (3 st body A a B. Z lemy tiez
dostavame, Ze priamky t; a to sa dotykaju I'y v bodoch C' a D. Potom v rovnolahlosti
so stredom M, ktord zobrazi I'y na I sa zobrazi aj CD na AB, takze CD || AB. To ale
znamenad, ze CD1 0102 a Os je stred jedného z oblikov CD na kruznici I5.

Obr. 31

Oznactme X bod, v ktorom sa t; dotyka kruznice I's. Potom z vlastnosti stredovych,
obvodovych a tsekovych uhlov dostavame | XCOs| = 3|4CO104| = |[F DCO,|, takze
Os lezi na osi uhla XCD. Odtial uz vyplyva, ze CD je doty¢nicou kruznice I5.

Uloha 6. Ozna¢me A = {f(z) | 2 € R} a ¢ = £(0). Dosadenim z = y = 0 do rovnice zo
zadania dostdvame f(—c) = f(c) + ¢ — 1, ¢o znamend, Ze ¢ # 0. Ak polozime = = f(y)
dostavame, Ze pre kazdé x € A plati

c+1 2

f@)="5--5 M

Ukézeme, 76 A— A =R (kde X -Y ={z—y |z € X, y € Y} znamend tzv. algebraicky
rozdiel mnozin X a Y'). Dosadenim y = 0 a vyuzitim ¢ # 0 dostavame

{fx—c)— f(z) |z €R} ={cx + f(c) =1 |z € R} =R.

Teraz uz mdzeme vypoditat hodnotu f(z) pre Tubovolné = € R. Ak zvolime yq,y2 € A
také, ze © = y1 — yo, vyuzitim (1) dostavame

fx)=flyr—y—2)= fly2) +y1y2 + f(y1) — 1=

c+1 y% c+1 y%
_ _Y N SR
2 p TU2t 2
N2 2
e w)” (2)
2 9
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Porovnanim (1) a (2) tiez dostavame ¢ = 1, takze

N

T
5 .

Lahko sa overi, Ze tato funkcia je naozaj rieSenim tlohy.

87



Zadania sufaznych adloh
KATEGORIA P

Archiv zadani Matematickej olympiady, kategorie P sa nachdadza na WWW strinke
hitp:/ /www.ksp.sk/mop.

P-1I-1

Jednou z metoéd Sifrovania sprav je pouZitie Sifrovacej mriezky. Sifrovacia mriezka je
Stvorec rozdeleny na 2N x 2N Stvorcovych policok, pricom dohodnutych N? policok
je vyrezanych. Mriezka sa polozi na Stvorcovi tabulku rovnakych rozmerov (2N x 2N
poli¢ok) a do kazdého vyrezu vpiSeme jeden znak spravy, pricom postupujeme po riadkoch
zhora nadol a v kazdom riadku zlava doprava. Tento postup eSte trikrat zopakujeme
s mriezkou otocenou o 90°, 180° a 270° v smere hodinovych ruciciek. Zasifrovana sprava
sa ziska prec¢itanim tabulky po riadkoch. Aby sa dand mriezka dala pouzit na Sifrovanie,
kazda pozicia v tabulke musi byt odkryta popisanym sposobom préave raz.

Napiste program, ktory ¢o najrychlejsie zisti, ¢i sa da dana mriezka pouzit ako Sifro-
vacia mriezka. Vstupny sibor MRIEZKA.IN obsahuje 2N 41 riadkov. Na prvom riadku je
celé kladné ¢islo N, (N < 100). Kazdy 7 nasledujacich 2N riadkov obsahuje presne 2N
znakov O (nie je vyrez) alebo 1 (je vyrez) oddelenych jednou medzerou. Vystupny stibor
MRIEZKA .OUT bude obsahovat jediny riadok, na ktorom bude napisané ANO, ak predstavuje
vstupny stibor Sifrovaciu mriezku, v opa¢nom pripade na nom bude napisané NIE.

Priklad

MRIEZKA.IN MRIEZKA.QUT
2 ANO

0010

0100

00O0O

1010

P-1-2

Popisovany Sifrovaci systém vychadza z redlneho systému pouzivaného pocas 1. svetovej
vojny. Po dobyti nepriatelského stdbu v nom bola najdend tabulka ¢. 1. Tabulka ob-
sahuje 6 riadkov po 6 stipcov vyplnenych pismenami a cislicami. Jej riadky a stipce st
pomenované pismenami.
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o —| 2T < N|
| | m| | Q| w| T
Rl Rent B ST e Besl e
| ZH| Ol —| 2l <
@ == o] <| &
Q= O] = | A4

M2 < e

Tabulka ¢. 1

Pri tabulke bol ndjdeny pruzok papiera s nejakou zasifrovanou spravou:

DFAA VVVM AVXX DMDA VDMV FMXV
Dalej bola nijdena tabulka €. 2, o ktorej vieme, Ze v jej zahlavi mozu byt jednotlivé
stlpce oznafené navzajom roznymi pismenami abecedy. Spodné cast tabulky vSak bola
zial rozmocend vodou a neditatelna.

VIY
V| F

<| =
o=
| >
|

Tabulka ¢. 2

Sttazné dlohy
1. Zistite systém Sifrovania a desifrovania.
Uvedte desifrovany text ndjdenej spravy.

Sposobuje zaSifrovanie narast diiky spravy? Ak ano, aky je faktor narastu?

= LN

Napiste program, ktory dokdze zasSifrovat text, pricom pouzije tabulku ¢. 1. Prog-
ram nacita vstupny sibor SIFRA.IN, ktory obsahuje

e na prvom riadku otvoreny (nezasifrovany) povodny text ukonéeny znakom #,

e na druhom riadku zahlavie tabulky ¢. 2 ukonéené taktiez znakom # (v nasom
pripade je to retazec VYHRAJ#).

Do vystupného stiboru SIFRA.OUT program zapiSe zaSifrovant spravu (v naSom
pripade je to retazec DFAA VVVM AVXX DMDA VDMV FMXV).
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P-1-3

Dvaja hraci hraju nasledujicu hru. Na zaciatku hry st dané tri kopky zapaliek, pricom
kazda kopka obsahuje vopred uréeny pocet zapaliek (kopka méze byt aj prazdna). Potom
sa hraci striedaja vo svojich tahoch, pricom zac¢ina prvy hrac¢. V jednom tahu si hrac¢
vyberie Tubovolni kopku, na ktorej je aspon jedna zapalka, a odoberie z nej nenulovy
pocet zapaliek. Hra pokracuje tak dlho, kym je aspon na jednej kopke nenulovy pocet
zapaliek. Hrac¢, ktory nema tah, prehrava partiu.

Napiste program, ktory pre dané pocty zapaliek zisti, ¢i existuje vitazna stratégia pre
prvého hraca a v pripade, 7e existuje, najde pre prvého hraca jeho najlepsi pociatocny
tah. Vitazna stratégia je postup, ktory zabezpecuje hrac¢ovi vyhru bez ohladu na to, ako
hra jeho super.

Vstupom programu bude textovy stibor HRA.IN. Tento sibor bude obsahovat N roz-
nych pociato¢nych pozicii (1 < N < 20). Cislo N bude uvedené v prvom riadku stboru.
V dalgich N riadkoch bude uvedend vzdy trojica ¢isel a, b, ¢, ktord bude vzdy oznaovat
pocty zapaliek na jednotlivych kopkach. Mozete predpokladat, ze ¢isla a, b, ¢ buda celé
a plati 0 < a,b,c < 255. Vystupom programu bude textovy stibor HRA.OUT, ktory bude
obsahovat N riadkov. Kazdy riadok bude zodpovedat prislusnej trojici ¢isel a, b, ¢ uve-
denej v sibore HRA.IN. Tento riadok bude obsahovat bud refazec NIE, ak v danej pozicii
neexistuje vitazna stratégia pre prvého hraca, alebo bude obsahovat trojicu ¢isel z, vy, z,
ktora vznikne po prevedeni najlepSieho pociato¢ného tahu prvého hraca v pripade, ze pre
neho bude existovat vitazna stratégia.

Priklad

HRA.IN HRA.QUT
2 101
161 NIE
110

Poznamka: Existuje algoritmus, ktory vyriesi tlohu v konstantnom case.

P-1-4
Normalne Markovove algoritmy

Kone¢ni mnozinu symbolov T' = {ag, a1, . .., a,} nazveme abecedou. Prvky mnoziny T’
budeme nazyvat znaky abecedy. Slovom P nad abecedou T nazveme kazda kone¢nti po-
stupnost znakov abecedy T'. Prazdne slovo budeme oznacovat symbolom A. Hovorime,
ze slovo W je podslovom slova @, ak existuja slovd U, V' (mé7u byt aj prazdne), ze
Q=UWV.

Ak P a @ su slova nad abecedou T, potom vyrazy P — @@ a P — -(Q nazyvame
formulami substitiicie v abecede T. Pritom predpokladdme, ze Sipka (—) a bodka
(-) nie st prvkami 7. Niektoré zo slov P a () moze byt aj prazdne. Formulu P — @
nazyvame oby&ajnou a formulu P — -Q nazyvame koncovou. Zapisom P — (-)Q
rozumieme bud formulu P — @ alebo P — -(). Schémou normalneho algoritmu A
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v abecede T nazyvame kone¢ny zoznam formul substiticie v abecede T

P — ()@
Py — (1)Q

P ()0

Algoritmus A pracuje v krokoch. V jednom kroku sa slovo P nad abecedou 7" nahradi slo-
vom R (oznacujeme A : P - R) nasledujicim sposobom: v schéme algoritmu A najdeme
prva formulu P, — (1)@, (1 < m <r) taka, ze P, je podslovom P. R dostaneme z
P substitticiou najlavejSieho vyskytu slova P, za @Q,,.

Nech P je slovo nad abecedou 7" a nech R, je slovo, ktoré vzniklo po jednom kroku
algoritmu t.j. A : P - R;. Ak je P, — -Q, koncova formula substiticie, ¢innost
algoritmu A kon¢i a jeho hodnotou je slovo R; a piseme A(P) = R;. Ak je P, — Qn,
oby¢ajna formula substitucie, aplikujeme na R; krok algoritmu a dostdvame slovo R,.
Tymto sposobom pokracujeme dalej. Dostaneme postupnost slov P, Ry,..., R; (i > 1),
mozeme zapisat aj A: PF R+ Ry ... - R; alebo tiez skratene A: P+ *R;.

Ak v uré¢itom okamihu nastane situacia, ze ani jedno zo slov Py, ..., P, nie je pods-
lovom R;, potom ¢innost algoritmu taktiez konéi a R; je hodnotou algoritmu A. Moé6ze
sa ale stat, ze popisany postup nikdy nekonéi. V takom pripade hovorime, ze algoritmus
nie je pripustny pre slovo P.

Abecedu B nazveme rozsirenim abecedy T, ak plati 7' C B. V mnohych pripadoch
je nutné pri konstrukcii schémy algoritmu v abecede T' pouzit okrem znakov abecedy
T aj dalsie pomocné znaky. Potom hovorime, Ze sme vytvorili schému algoritmu nad
abecedou T (t.j. v nejakej abecede B, ktord je rozsirenim T)).

Priklad

Nech T' = {b, c}. Uvazujme schému normélneho algoritmu A v abecede T
b — A
c — c

Ak slovo P obsahuje aspon jeden znak b, vysledkom algoritmu A pre P je slovo, ktoré
vznikne 7z P vynechanim prvého vyskytu znaku b. Dalej A(x) = . Pre neprazdne slova
neobsahujuce znak b je algoritmus A nepripustny.

Priklad

Nech T = {ay, a4, ...,a,}. Uvazujme schému:
ap — A
a; — A
a, — A

Algoritmus A prepisuje Tubovolné slovo (nad abecedou T') na prazdne slovo. Takito
schému mozeme zapisat skratene v tvare:

E—= AN (€T
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Takyto skrateny tvar schémy vsak mozeme pouzit len vtedy, ak vysledok vypoctu nezavisi
na poradi pravidiel v schéme.

Priklad
Nech T = {1}. Definujme induktivne 0 = 1, an+1 = nl, t.j. 1T =11, 2 = 111 atd.
Slova n nazveme ¢isla.
Uvazujme schému

A—-1
Pre Tubovolné slovo P v T zrejme plati A(P) = 1P, ¢o mdzeme zapisat v tvare A(n) =
= n + 1 pre Tubovolné prirodzené ¢islo n (uvedomte si, Ze kazdé slovo P zalina prazdnym
slovom A, t.j. P = AP).
Priklad

Nech T je abeceda. Pre slovo P = aqas...a, nad T je slovo P=ua,...a zrkadlovym
obrazom slova P. Zostrojte normalny algoritmus A, ktory pre lubovolné slovo P vytvori
jeho zrkadlovy obraz, t.j. A(P) = P.

Uvazujme skratent schému algoritmu v abecede B = T' U {«, (}:

aa — 3 (a)
pE — &0 EeT) (b)
Ba —p (c)
B —-A (d)
avé —Cav (v eT) (e)
A =« (f)

Cinnost algoritmu pre slovo P = ajas .. .a, mdzeme popisat takto:

1. Najprv pomocou formuly (f) dostaneme zo slova P slovo aP.

2. Pomocou formuly (e) zo slova tvaru UaabV (a,b € T) dostaneme slovo UbaaV .
Formula (e) sa teda aplikuje (n — 1)-krat a zo slova aaia,. . .a, dostdvame slovo
as...0,0Q71.

3. Kroky, analogické ku krokom 1 a 2, sa zopakuju n + 1 krat, pricom v kazdom
dalsom behu sa formula (e) aplikuje o jeden krat menej. Postupne dostavame slova
a2 ... Qp QG A3 - . . GpQAQAT, - - oy Qly, - - . AAOAAT, QU - - . A .

4. Pomocou formuly (a) dalej dostaneme slovo fa, ...aasaa; a niekolkondsobnym
pouzitim formil (b), (¢) a (d) nakoniec dostavame slovo a,a,_1 ...a1, ¢o je P.

Zostrojili sme algoritmus A nad abecedou T a ukézali sme, 7e A(P) = P.

Sttazné dlohy
1. Nech H = {1}, M = {1,*}. Kazdé prirodzené ¢islo n moze byt zapisané ako n,
¢o je slovo nad abecedou H. Vektor (ni,---,ng),k > 1, kde ny,---,ny sa priro-

dzené &isla, zapiseme ako slovo ny * ng * - - - x ng, nad abecedou M a ozna&ime ho
(ny,---,ng). Napriklad vektor (3,1,2) oznaluje slovo 1111 % 11 * 111. Napiste
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schému algoritmu A v M, ktory je pripustny iba pre slova, ktoré st ¢islami (t.j.
k = 1) a pre ktory plati A(n) = 0. Zdovodnite jeho spravnost.

2. Je danéd abeceda T, ktord neobsahuje znaky «, (3,7 a nech B = T U {a, 3,7}.
Zostrojte schému algoritmu A v abecede B, ktory kazdé slovo nad abecedou T
zdvoji (t.j. A(P) = PP). Zdovodnite jeho spravnost.

P-II-1

Jednou z metod Sifrovania sprav je pouZitie Sifrovacej mriezky. Sifrovacia mriezka je
Stvorec rozdeleny na 2N x 2N stvorcovych poli¢ok, pricom dohodnutych N? poli¢ok je
vyrezanych. Pri Sifrovani mriezku poloZime na Stvorcovia tabulku rovnakych rozmerov
(2N x 2N policok) a do kazdého vyrezu vpiseme jeden znak spravy, pricom postupujeme
po riadkoch zhora nadol a v kazdom riadku zlava doprava. Tento postup eSte trikrat
zopakujeme s mriezkou otocenou o 90°, 180° a 270° v smere hodinovych ruciciek. Zasif-
rovand sprava sa ziska prec¢itanim tabulky po riadkoch. Aby sa dand mriezka dala pouzit
na Sifrovanie, kazda pozicia v tabulke musi byt odkryta popisanym sposobom préave raz.

Tato zakladnt met6du sSifrovania mozeme pouzit aj viacnasobne tak, ze zaSifrovany
text znova zaSifrujeme tou istou mriezkou. V tomto pripade si teda pouzivatelia Sifry
musia zvolit nielen mriezku, ale aj ¢islo k, ktoré urc¢uje pocet opakovani Sifrovacieho
procesu. Pre niektoré ¢isla £ sa nadm vSak moze stat, ze ak zaSifrujeme Iubovolny text
danou mriezkou k-krat, dostaneme vzdy povodny text. Vasou tilohou je najst algoritmus,
ktory pre dant mriezku najde najmensie £ > 0 s touto vlastnostou.

Vstupom pre vas algoritmus je ¢islo NV a matica 2N x 2N obsahujtca nuly a jednotky,
pricom jednotky oznacuju vyrezané Stvorceky a nuly nevyrezané. Mozete predpokladat,
ze mriezka na vstupe je spravna (t.j. je mozné pouzit ju na Sifrovanie). Pre tato mriezku
ma vas algoritmus najst najmensie kladné ¢islo & také, ze z kazdého textu po k-nasobnom
zaSifrovani dostaneme povodny text.

Priklad

Uvazujme napriklad mriezku:

0 1

0 0
Spravna odpoved je kK = 3. Ak vezmeme napriklad retfazec abcd, tak po prvom zaSifrovani
dostaneme dacb, po druhom bdca a po tretom zaSifrovani abcd (aby sme dokazali, 7e
k = 3, bolo by treba ukazat, 7ze pre kazdy retazec po troch opakovaniach dostaneme
povodny retazec).
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P-1II-2

Popisovany Sifrovaci systém vychadza z redlneho systému pouzivaného pocas 1. svetovej
vojny. Je dand tabulka ¢. 1, ktord obsahuje 6 riadkov po 6 stlpcov vyplnenych pismenami
a Cislicami.

A D F | V. M| X
A Z 3 E N \Y% A
D/ Y |C|X|J|P]|Q
F D H 2 0] 0 7
A\Y W R | K F T 1
M 1 S U | M 4 G
X 6 8 9 5 B L

Tabulka ¢. 1

Zo sifrovaného textu najskor vytvorime ”"medzitext” tak, ze kazdy znak vstupného
retazca nahradime dvojicou oznac¢ujicou riadok a stipec, na ktorych sa znak v tabulke
nachadza (napriklad B nahradime dvojicou XM). Medzitext potom zapiSeme po riad-
koch do druhej (tzv. permutacnej) tabulky. V zéhlavi stipcov permutacnej tabulky sa
nachadzaji navzajom rozne pismena. Abecedné poradie tychto pismen potom urcuje
poradie, v ktorom vypiSeme stipce tabulky do zasSifrovaného textu.

Ak napriklad v zdhlavi permutacnej tabulky mame postupne pismend V, Y, H, R, A a
J a chceme zasifrovat text KRYPTOGRAFIA, dostaneme:

VIY H R A|J
VIF |V | D|DJA
DIM|V M|F|V
M| X |V |D|A X
VIVIMIAA|X

Vysledny zaSifrovany text bude DFAAVVVMAVXXDMDAVDMVFMXV.

Bol najdeny dlhy zaSifrovany text, pri¢om nie je zname zahlavie permutacnej tabulky a
dalej bol ndjdeny dlhy zoznam obvykle pouzivanych zahlavi permutacénej tabulky. Jednou
z moznosti, ako zaSifrovany text odSifrovat, je vyskusat obvykle pouzivané zahlavia a
zistit, pri ktorych z nich sa dosiahne zmysluplny text. Problém vsak je v tom, ze zahlavi
je prili§ vela, a preto treba niektoré vylac¢it pomocou pocitaca.

Sttazna tloha

Napiste algoritmus, ktory dostane na vstupe zaSifrovany text diiky m a zoznam k po-
uzivanych zahlavi (v8etky zahlavia maji rovnaka dlzku n, pricom m je nidsobkom n a
n > 4) a pre kazdé zahlavie vypiSe, ¢i je potencidlne zmyslupiné alebo nie.
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Zahlavie je potencidlne zmysluplné, ak v texte, ktory dostaneme rozsifrovanim pomo-
cou tohoto zahlavia, pocet dvojic po sebe nasledujicich pismen typu spoluhliska—samo-
hlaska a samohldska—spoluhldska je aspon trojnasobkom poctu dvojic typu samohldska—
samohldska alebo spoluhldska—spoluhldska. Cislice sa nepovazuju za pismeno. Napriklad
slovo LEPIDLO5A ma 5 dvojic pismen prvej skupiny a iba jednu dvojicu pismen druhe;j
skupiny.

Pokuste sa, aby vas algoritmus fungoval ¢o najrychlejsie za predpokladu, ze pocet
zéhlavi k je velmi velky (mdze byt az 3 miliény) a dizka zagifrovaného textu m je velka
v porovnani s dizkou jednotlivych zéhlavi n (n je rddovo 10, m radovo niekolko tisic).
Urobte diskusiu zlozitosti vzhladom na parametre m, n, k.

P-1II-3

Dvaja hraci hraja nasledujicu hru. Na zaciatku hry st dané dve kopky zapaliek. Na
prvej kopke je a zapaliek, na druhej kdpke b zapaliek (a,b > 0).

Potom sa hraci striedaja vo svojich tahoch, pricom zacina prvy hra¢. V jednom tahu
si hra¢ vyberie lubovolnii képku, na ktorej je aspoii jedna zapalka a odoberie z nej 2* alebo
3% zépaliek, kde k je Tubovolné nezaporné celé &islo (tak, aby na kopke ostal nezdporny
pocet zapaliek). Hra pokracuje tak dlho, kym je aspon na jednej kdpke nenulovy pocet
zapaliek. Hra¢, ktory nemé tah, prehrava partiu.

Navrhnite algoritmus, ktory pre Tubovolni podiatoéni poziciu a,b rozhodne, ¢ pre
nu existuje vitaznd stratégia pre prvého hraca. Vitazna stratégia je postup, ktory za-
bezpecuje hrac¢ovi vyhru bez ohladu na to, ako hra jeho stper. Zddévodnite spravnost
navrhnutého algoritmu.

P-1II -4

Studijny text "Normdine Markovove algoritmy” k prikladu P-II-4 mozno ndjst v zadani
prikladu P-I-/ na strane 90.

Sttazna tloha

Kazdé prirodzené ¢islo n moze byt zapisané ako n, pricom 0 = 1, a n+1 = nl, t.j.
napriklad 1 = 11, 2 = 111 atd. Napiste schému algoritmu A nad abecedou H = {1,:},
ktory pre dve prirodzené ¢isla a, b uréi hodnotu celoc¢iselného podielu a div b.

Nech b > 0, a > 0. Pre vstup tvaru a : b ma byt vysledkom algoritmu slovo (a div b)
a pre vstup a : 0 ma byt algoritmus nepripustny. Ak je vstupom iné slovo nad abecedou
H, na spravani vasho algoritmu nezalezi. Zdovodnite spravnost navrhnutého algoritmu.

Priklad

A(11111: 111) = 111

A(1111:11) = 1111

A(11111: 1111) = 11

Algoritmus nie je pripustny napriklad pre slovo 1111 : 1.
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P-IIT -1

Jednou z metdd Sifrovania sprav je pouzitie Sifrovacej mriezky. Sifrovacia mriezka je
Stvorec rozdeleny na 2N x 2N stvorcovych poli¢ok, pricom dohodnutych N? policok je
vyrezanych. Pri Sifrovani sa mriezka polozi na $tvorcova tabulku rovnakych rozmerov
(2N x 2N policok) a do kazdého vyrezu vpiseme jeden znak spravy, pri¢om postupujeme
po riadkoch zhora nadol a v kazdom riadku zlava doprava. Tento postup este trikrat
zopakujeme s mriezkou otocenou o 90°, 180° a 270° v smere hodinovych ruciciek. Zasif-
rovand sprava sa ziska prec¢itanim tabulky po riadkoch. Aby sa dana mriezka dala pouzit
na Sifrovanie, kazdd pozicia v tabulke musi byt odkryta popisanym sposobom préave raz.

Méame dané dve Sifrovacie mriezky rovnakych rozmerov 2N x 2N. Tieto tabulky
sa pouzivaju na Sifrovanie retazcov diiky 4N?, pricom jednotlivé znaky refazcov st zo
Specialnej abecedy obsahujicej K znakov. Niekedy sa stane, Ze po zaSifrovani retazca
jednou z mriezok dostaneme ten isty retazec. Vtedy sa na Sifrovanie pouzije druha z
mriezok. Otéazkou ostava, kolko je takych retazcov, ktoré nie je mozné zmenit zaSifrovanim
pomocou ani jednej z danych mriezok.

Navrhnite algoritmus, ktory dostane ako vstup cisla N, K a dve Sifrovacie mriezky
rozmerov 2N X 2N. Pre tento vstup ur¢i pocet retazcov diiky 4N? obsahujticich iba znaky
7z K-prvkovej abecedy, ktoré po zagifrovani prvou mriezkou, aj po zasifrovani druhou
mriezkou zostani nezmenené.

Priklad

Vstup: Vystup:

N=2 K=2 16

Mriezky: (Pre abecedu obsahujicu pismend a
1100 1100 a b je prikladom takého retfazca
1100 1010 abababbbbbbbbbbb.)

0000 0000

0000O0 0000O0

P —-1IIT -2

Dvaja hraci hraji nasledujicu hru. Na zaciatku hry st dané dve kopky zapaliek. Na
prvej kopke je a a na druhej b zapaliek (a,b > 0). Dalej st dané dve celé kladné Eisla
P, ¢ (p < q). V jednom tahu musi hra¢ odobrat z jednej z tychto képok bud p alebo ¢
zapaliek (tak, aby na kopke ostal nezdporny pocet zapaliek). Hraci sa vo svojich tahoch
postupne striedaji. Prehrava hraé, ktory je na tahu, ale ziadny tah urobit nemdze (tzn.
ked je na kazdej kopke menej ako p zépaliek).

Napiste program, ktory zo vstupu nacita stvoricu hodnot a, b, p, ¢ a zisti, ¢i pre tito
Stvoricu existuje vyhravajica stratégia pre hraca, ktory tahd ako prvy. Dokéazte, ze vas
program pracuje spravne.
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P—-1II -3

Studijny text ”Normdlne Markovove algoritmy” k prikladu P-III-3 mosno ndjst v zadani
prikladu P-I-/ na strane 90.

Satazné dlohy

a) Kazdé prirodzené &islo n moze byt zapisané ako n, pricom 0 = 1, a n+1 = nl,
t.j. napriklad 1 = 11, 2 = 111 atd. Zostrojte schému Markovovho algoritmu nad
abecedou T' = {1}, ktord pre takto zapisané kladné celé ¢islo vypoéita dolnt celi
cast jeho dvojkového logaritmu. Vysledok bude zapisany tiez v rovnakom tvare.
Vstupna hodnota nula nie je pripustna.

Poznamka: Dvojkovy logaritmus kladného ¢isla X (zapisujeme logs X) je rovny
takému ¢islu Y, pre ktoré plati 2¥ = X. Doln4 celd ¢ast dvojkového logaritmu
kladného celého ¢isla X (zapisujeme |logoX |) je rovna najvicSiemu celému ¢éislu YV
takému, 7e 2¥ < X. Teda plati |logs1]| = 0, [logs2] = 1, |log:3]| = 1, |loge4]| = 2,
|log25| = 2, atd.

Priklad

vstup | vysledok

1 algoritmus nie je pripustny
11 1

111 11

1111 11

11111 | 111

111111 | 111

b) Zostrojte schému Markovovho algoritmu nad abecedou T' = {0, 1}, ktory je pri-
pustny prave vtedy, ked je na vstupe bindrny zapis nezaporného celého ¢isla deli-
telného tromi.

Poznamka: Binarnym zapisom celého ¢isla rozumieme zapis tohto ¢isla v dvoj-
kovej sustave, tzn. pomocou cifier 0 a 1. Binarny zapis kladného celého ¢isla zacina
vzdy cifrou 1, vedice nuly sa nepripustaju. Binarny zapis nuly tvori jediny symbol
0.
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Priklad
vstup | vysledok zdovodnenie
0 algoritmus je pripustny ¢islo 0 je delitelné 3
1 algoritmus nie je pripustny | ¢islo 1 nie je delitelné 3
10 algoritmus nie je pripustny | ¢islo 2 nie je delitelné 3
11 algoritmus je pripustny ¢islo 3 je delitelné 3
1100 | algoritmus je pripustny ¢islo 12 je delitelné 3
1101 | algoritmus nie je pripustny | ¢islo 13 nie je delitelné 3
01100 | algoritmus nie je pripustny | vediica nula nie je v zapise
¢isla povolena

P-1IIT - 4

Program: sifra.pas/sifra.cpp
Slovnik: slovnik.txt

Pomocné sibory: *.pom

Vstup: sifra.in

Vystup: sifra.out

Uvazujme nasledujtci sposob Sifrovania, nazyvany Vigenerova Sifra. Kvoli jednodu-
chosti budeme sifrovat iba texty obsahujice len malé pismena anglickej abecedy a me-
dzery. Pri Sifrovani sa pouziva tajny kIu¢, pozostavajici iba z malych pismen anglickej
abecedy. Pismena kltca sa podpisu pod jednotlivé pismena Sifrovaného textu, ak je kIa¢
prilis kratky, pouzije sa viackrat. Kazdé pismeno potom zasifrujeme tak, ze k nemu pri-
pocitame pod nim podpisané pismeno kluca. Toto séitavanie sa robi tak, Ze obe pismena
si nahradime ¢islami od 0 do 25 predstavujicimi ich polohu v abecede a tieto dve ¢isla
¢islo opat pismenom, ktoré je v abecede na zodpovedajicom mieste. Medzery sa opisuju
z povodného textu do Sifrovaného textu bez zmeny.

Zasifrujme napriklad text quicksort is an algorithm for sorting pomocou klaca
programming. V tabulke je v prvom riadku povodny text, v druhom riadku kIa¢ a v tre-
tom vysledny text.

quicksort is an algorithm for sorting
programmi ng pr ogramming pro grammin
flwibsadb vy pe orxodubus uff yfrfuvt

Pri deSifrovani sa postupuje podobne, namiesto pri¢itavania sa v8ak kIu¢ odéitava. Ak
sifrovant spravu odchyti osoba, ktord nepozna kli¢, moze sa pokusit spravu desifrovat
tak, ze predpoklada, Ze sprava bola pisand v niektorom prirodzenom jazyku a hladé taky
kla¢, aby dostala spravu v tomto jazyku. VaSou tlohou bude teraz napisat program,
ktory pre dany zaSifrovany text hlada nejaky ”zmysluplny” kIa¢.
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Zasifrovany text je umiestneny vo vstupnom subore sifra.in. Je to postupnost slov
pozostavajucich z malych pismen, pricom jednotlivé slova st oddelené medzerou alebo
koncom riadku (koniec riadku sa pri Sifrovani a deSifrovani sprava rovnako ako medzera).
Stubor neobsahuje viac ako 10000 znakov.

Vasou tlohou je napisat program, ktory najde pre zasifrovany text v sibore sifra.in
kla¢ Vigenerovej Sifry a vypiSe ho do siboru sifra.out. Pripustny je pritom iba taky
klac¢, ktorého pouzitim na deSifrovanie siboru sifra.in dostaneme text, ktory obsahuje
iba povolené slova prirodzeného jazyka. Zoznam vsetkych povolenych slov prirodzeného
jazyka sa nachadza v sibore slovnik.txt. V&S kIG¢ nesmie byt dlhsi ako 50 znakov.
Mbozete predpokladat, ze taky kIG¢ existuje, a ze dizka textu je velkd v porovnani s
dizkou klaca.

Poznamka: Na vasom pocitaci sa v pracovnom adresari nachadza sibor slovnik.txt,
ktory obsahuje zoznam vsetkych povolenych slov prirodzeného jazyka. Okrem samotného
zdrojového stiboru mozete vytvorit a s rieSenim odovzdat niekolko pomocnych siborov
s priponou .pom, ktoré pri testovani umiestnime do aktudlneho adresara. V aktualnom
adresari sa bude nachadzat aj sibor slovnik.txt, ktory bude totozny so suborom vo
vaSom pracovnom adresari (sada povolenych slov bude teda pri testovani rovnaka, ako v
povodnom stibore slovnik.txt).

P-1III -5
Program: nakup.pas/nakup.cpp
Vstup: nakup.in
Vystup: nakup.out
V obchodnom dome predavaji n druhov tovarov v cenach ¢y, ..., c,. Aby obchodnici

prilakali zdkaznikov, ponikaji eSte Specidlne zlavy typu ”ak si kipite tri balenia laku na
vlasy a dve balenia odstranovaca starych naterov, bude to spolu 300”. Kazda zlavnent
ponuku mozno charakterizovat po¢tami jednotlivych ponikanych druhov tovarov p;; (t.].
kolko si musite kipit predmetov druhu j, aby bolo mozné uplatnit i-tu zlavu) a cenou
i-tej zlavnenej ponuky w; (vietky ponuky st vyhodné, t.j. w; < 3, pijc;).

7 ponuky obchodného domu ste si vybrali nanajvys 5 druhov predmetov a z kazdého
druhu nanajvys 6 kusov a chcete tento tovar nakupit ¢o najlacnejsie. Nie ste proti tomu,
ak si z obchodného domu odnesiete aj ¢osi navySe, pokial tym uSetrite.

Napiste program, ktory na vstupe dostane ceny tovarov, informécie o zlavnenych
ponukich a zoznam toho, ¢o méa byt nakipené a najde optimalne vyuzitie ponik (t.j.
kolkokrat ma byt ktord ponuka vyuzitd, aby ste dosiahli najniz8iu mozna celkovi cenu
dant suctom cien ponik a cien jednotlivych vyrobkov, ktoré je nutné k ponukam doplnit,
aby ste nakupili vSetko, ¢o potrebujete).
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Vstupny stubor

Vstupny sibor nakup.in obsahuje postupne tieto idaje (oddelené medzerami alebo kon-
cami riadkov):

e pocet druhov tovarov n (1 < n < 100),
e ceny jednotlivych tovarov ¢y, ..., ¢, (1 < ¢ < 100),
e pocet vybranych druhov tovarov k (1 < k <5)

e (isla vybranych druhov s; spolu s poc¢tami kusov m; v tvare:
S§1 My S Mo ... S My,
(1 <s; <n,1<m; <6, kazdy druh sa v zozname vyskytuje nanajvys raz),
e pocet zlavnenych pontk m (1 < m < 100),
e pre i-tu ponuku zoznam vyrobkov g;;, z ktorych pozostava, spolu s ich po¢tami r;;
a celkovou cenou ponuky w; v tvare:
gi1 Ti1 Qi Ti2 @3 T3 - .- 0 w;

(1 <qy;<n,1<r; <100, 1 < w; < 100).

Vystupny stubor

Vystupom programu bude miniméalna dosiahnuté cena wy,;, spolu so zoznamom vyuzitych
ponik v tvare dy e dy ez ... dy e, kde d; st ¢isla vyuzitych pontk a e; ¢isla udava-
juce, kolkokrat bola ktord ponuka vyuzita. Vypisujte iba tie ponuky, kde e; je nenulové.
Vystupy programu zapiste do vystupného textového siboru nakup.out. Jednotlivé ¢isla
budi oddelené medzerami alebo koncami riadkov.

Priklad

nakup.in nakup.out
10 102
10 11 12 13 14 12
15 16 17 18 19 21
5

13256142

8291

3

1122410 20

112131010

53630 30

Poznamka: Uvedeny vystupny sibor je jednym z moznych spravnych vystupnych
stiborov.



RieSenia sutaznych dloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Mriezku budeme nazyvat korektnou, ked pomocou nej do toho istého policka pod mriezkou
mozeme zapisat viac krat iba ked je mriezka rovnako otoc¢end. Mriezka budeme nazyvat
uplnou, ked vieme zapisat do kazdého policka pod nou. Mriezka je pouZitelna na Sifrovanie
prave vtedy, ked je korektna a sticasne uplna.

Na poli¢ko papiera so suradnicami [z, y| sa pri réznom natoeni mriezky mézu dostat
policka mriezky so stradnicami [x,y], 2N —y + 1,2],2N — 2 + 1,2N —y + 1], [y, 2N —
— x4+ 1]. Ak je mriezka nekorektnd, musia existovat stiradnice [x,y] také, Ze viac ako
jedno z tychto Styroch poli¢ok mriezky bude vystrihnuté. Ak je neiuplnd, musia existovat
stradnice [z, y] také, Ze ziadne z tychto Styroch poli¢ok mriezky nie je vystrihnuté. Aby
bola mriezka korektna a iplnd, musi pre vSetky stradnice [x,y] platit, Ze prave jedno z
policok [z,y],[2N —y+ 1,z|,[2N —x + 1,2N —y + 1], [y, 2N — x + 1] je vystrihnuté.

Nad poli¢ko papiera so stiradnicami [z, y] sa v8ak mé7u dostat tie isté politka mriezky
ako nad policka so saradnicami [2N —y+1, x|, 2N —z+1,2N —y+1], [y, 2N —x+1]. Preto,
ak sa nad Iubovolné z tychto Styroch poli¢ok papiera moéze dostat prave jeden vystrihnuty
Stvorcek mriezky, aj pre ostatné tri to plati (a nemusime to teda uz kontrolovat). Ked si
rozdelime papier na Styri Stvorce rozmerov N x N, kazdé z tychto Styroch policok bude v
inom Stvorci. Teda nam staci skontrolovat iba jeden takyto Stvorec (napr. Tavy horny).

V programe je Stvrtina papiera reprezentovana maticou a. Pred nacitanim tdajov sa
celd vymaze (nastavi na false). Pri nac¢itani kazdej diery sa zisti, akd bude jej poloha,
ked sa mriezka nato¢i tak, aby tato diera bola v Tavom hornom Stvorci. Na tieto stiradnice
sa do pola a zapiSe true. Ak tam uz predtym bolo true, mriezka je nekorektnd, lebo sa
da dvakrat zapisovat na to isté miesto. Nakoniec treba este skontrolovat, ¢i sa dalo pisat
na kazdé miesto. To sa v programe realizuje pocitadlom dier, ktoré sa zvysi s kazdou
dierou. Ak je mriezka korektna a dier je N2, je aj tiplnd. Tento algoritmus m4 ta vyhodu,
ze netreba ukladat do pamaéti celi mriezku, ale iba jej Stvrtinu.

P-1-2

Ide o obmenu skuto¢ne pouzivaného Sifrovacieho systému, ktory je kombinaciou substi-
tucnej a transpozicnej Sifry - tzv. kombinovana Sifra.

1. Pri Sifrovani otvoreného (nezasifrovaného) textu sa najprv vykona substitticia podla
tabulky ¢.1, ¢im dostaneme medziSifru. Na tato medziSifru potom uplatnime trans-
poziciu podla tabulky ¢.2. Medzery a iné znaky, ktoré nie s v tabulke ¢.1, sa
vynechaju.
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e Kazdy znak otvoreného textu najdeme v tabulke ¢. 1 a do medziSifry zapiSeme

zahlavie riadku a stipca, v ktorych sa nachadza. Napriklad QQ sa prepiSe na
DX, 5 na XV, I na MA.

MedziSifru postupne zapisujeme do riadkov tabulky ¢.2, ktorej zahlavie tvori
kIG¢ transpoziénej Sifry. Po zaplneni prvého riadku pokracujeme na druhom
riadku a takto postupujeme tak dlho, kym nezapiseme celt medzisifru. Ak cely
posledny riadok nevyplnime, nechdme na zvysnych miestach medzery. V tejto
¢asti ulohy je dolezité si vSimnut, ze zahlavie tabulky podla zadania obsahuje
rozne pismend abecedy. Abecedné poradie tychto pismen totiz uréuje kIa¢
pre transpozi¢nu Sifru. Vysledny zaSifrovany text ziskame tak, ze vypiSeme
jednotlivé stipce tabulky v poradi podla abecedného poradia pismen v zahlavi.
Napriklad pre tabulku uvedent v zadani sa najprv vypise stipec oznaceny A,
potom stipec oznaceny H atd., az ako posledny sa vypise stipec oznaceny Y.

Postup pri desifrovani je zrejmy z popisu Sifrovania.

2. Text povodnej spravy zo zadania je teda ”KRYPTOGRAFIA”.

3. Sifrovanie sposobuje néarast spravy v prvej ¢asti (substiticia) - faktor narastu je 2.

Pripadne je mozné zapocitat aj medzery oddelujtce jednotlivé stipce vo vyslednom
zaSifrovanom texte. Tento narast bude o P znakov, kde P stlpcov tabulky.

4. Program pre Sifrovanie textu v Pascale najdete nizsie.

P-1-3

Zadefinujme najprv pojmy vyhravajica a prehrdvajica pozicia (vzhladom k hracovi, ktory
je prave na tahu) takto:

1.
2.

Pozicia (0,0,0) je pre hrdc¢a na fahu prehravajica.

Pozicia (a,b,c), kde a + b + ¢ > 0, je pre hra¢a na tahu prehravajica, ak pre
Tubovolny tah je pozicia, do ktorej sa dostaneme, pre druhého hrac¢a vyhravajuca.

Pozicia (a,b,c), kde a + b+ ¢ > 0, je pre hra¢a na fahu vyhrdvajica, ak existuje
tah, pre ktory pozicia, do ktorej sa dostaneme, je pre druhého hraca prehravajica.

KedZe pocet zapaliek vo vSetkych troch kopéch je kone¢ny a v kazdom tahu je odobraté
aspon jedna zapalka, hra musi skon¢it a jeden z hracov vyhrat. Preto kazda pozicia v
naSej hre je vyhravajuca alebo prehravajuca. V dalSsom texte nech @ oznacCuje operaciu

XOr.

Tvrdenie 1. Majme poziciu (a, b, c), pricom a @ b® ¢ # 0. Potom existuje fah taky, Ze
po jeho uskuto¢neni sa dostaneme do porzicie (a, b, ¢) takej, 7e a® bd ¢ = 0.

Dokaz.

Zapisme cisla a, b, ¢ v dvojkovej stustave:

00 ) 00 ) 00 )
CEZZGJZQZ, b:ZbZQZ, C:ZCZQZ, (ai,bi,ci € {0,1})
1=0 i=0 =0
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Ked7e ¢isla a, b, ¢ st kone¢né, existuje ¢islo m také, Ze pre fubovolné i > m je a; = b; =
=C; = 0.

Pretoze ale a ® b @ ¢ # 0, musi existovat index i taky, ze ¢islo a; + b; + ¢; je neparne.
Nech k je najvacsi taky index. Potom ¢islo ay + by + ¢x je neparne, a teda aspon jedno z
¢isel ag, bg, ¢ je 1. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech je to ¢islo ay. Pre Tubovolné i € Ny
oznaéme a; = (b; + ¢;) mod 2. Dalej polozme

> .
a = Z (7,1'22.
1=0

Zrejme je a = b P ¢, teda a ® b ® ¢ = 0. Pretoze pre i > k je zrejme a; = a; a dalej je
ar, =1> 0= ag, je zrejme a < a.

Tahom a — a z kopy a teda dostaneme poziciu (@, b, ¢), pritom a @ b @ ¢ = 0, ¢o bolo
treba dokazat. O

Tvrdenie 2. Nech mnozina M je definovana nasledujicim predpisom:
M = {(a,b,c)la®bdc=0}.

Potom mnozina M je mnozina prave vSetkych prehravajucich pozicii.

Doékaz. Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou vzhladom na a + b + ¢. Pozicia
(0,0,0) je z definicie prehravajica. Nech teraz pre vSetky pozicie (a, b, ¢), kde a+b+c < k
plati, Ze (a, b, c) € M préave vtedy, ked (a, b, ) je prehravajica pozicia. Ukdzeme, 7e toto
tvrdenie potom plati aj pre k + 1.

Nech teda a +b+c=k+ 1 anech a®b® c=0. Chceme ukizat, zZe tato pozicia je
prehravajtca. Nech hra¢ potiahne do pozicie (a,b,c). Zrejme a ® b ® ¢ # 0 (hrac totiz
zmenil bindrny zapis jediného ¢isla z ¢isel a, b, ¢ a teda na miestach, kde sa tento zapis
zmenil sa zmeni aj xor sti¢et). Podla indukéného predpokladu je teda (@, b, &) vyhravajtca
a teda (a,b, c) je prehravajica.

Nech naopak a ® b @ ¢ # 0. Potom podla tvrdenia 1 existuje fah do prehravajicej
pozicie a preto je tato pozicia vyhravajuca. a
Teraz uz Tahko zostrojime algoritmus s konstantnou ¢asovou a pamétovou zlozitostou.
Oznatme z =b@c,y=a®c,z=a®b. Zrejme je xr BbBc=aPydc=adbPdz =0,
teda (z,b,¢), (a,y,c), (a,b,z) € M.

Ak x < a, potom mozno tahat do pozicie (z,b,¢) a teda tento tah mozno pouzit ako
vyhravajaci pre prvého hra¢a. Podobne ak > a a y < b mozno potiahnut do (pre
druhého hraca) prehravajacej pozicie (a,y,c) a ak © > a, y > b a z < ¢, mozno potiahnut
do (pre druhého hraca) prehravajicej pozicie (a, b, z).

Ak x> a,y>ba z>c potom z dokazu tvrdenia 1 Tahko vidime, ze a®b®c =0 a

teda sme v prehravajicej pozicii.
Poznamka. Z definicie vyhravajucej a prehravajicej pozicie bolo priamo mozné odvodit
exponencidlny (v pripade pouzitia rekurzie) alebo dokonca aj polynomidlny (pouzitim
dynamického programovania) algoritmus pre rieSenie tlohy. V skuto¢nosti bolo mozné
takyto algoritmus pre malé ¢isla pouzit na objavenie faktu, ze prehravajice pozicie st
tie, pre ktoré a @ b ® c = 0.
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P-1-4
Normalne Markovove algoritmy

Uloha 1.

Aby bol algoritmus nepripustny pre slovo P, staci, aby sa aplikovalo pravidlo, ktoré
poneché slovo v povodnom stave. Ak sa v slove nachadza znak %, potom je tymto slovom
reprezentovany vektor a nie ¢islo. V tomto pripade ma byt algoritmus nepripustny, preto
staci zisteny znak * ponechat bez zmeny. Ak sa v slove nachdadzaju dva znaky 1 za sebou,
prepiseme ich na jeden znak 1.

x — %
11 — 1

Ak bolo teda slovom reprezentované ¢islo, prepiSe sa zodpovedajtca postupnost zna-
kov 1 na jediny znak 1 pomocou druhého pravidla. Potom uz nemozno aplikovat Ziadne
pravidlo, a preto algoritmus skonéi s hodnotou 0. Ak bol slovom reprezentovany vektor,
pouzije sa prvé pravidlo, ktoré zanecha slovo v pévodnom stave, pre takéto slova je teda
algoritmus nepripustny.

Uloha 2.

Algoritmus najprv na zaciatok slova zapiSe symbol a (pravidlo 7). Potom postupne
presuva tento symbol na koniec slova, pricom vSetky znaky z abecedy T zdvoji a za
kazdi dvojicu prida znak (3 (pravidlo 4). Potom sa postupne druhé znaky 7z takychto
dvojic prestvaji na koniec slova. Postupuje sa takto: prvy symbol § v slove sa nahradi
symbolom v (pravidlo 5) a tito 7 sa spolu so symbolom, ktory je tesne pred nou presiva
az na koniec slova — tesne pred symbol « (pravidla 1 a 2). Tam symbol ~ zanikne (pravidlo
3). Takto sa postupne presunie na koniec posledny znak z prvej dvojice, druhej dvojice,

.., az z poslednej dvojice, takze nakoniec si vSetky v spravnom poradi. Zostava iba
vymazat symbol « (koncové pravidlo 6).

Eyn —néy  (EneT) (1)
EvB8  — BEy EeT) (2
Yoo =« (3)
af —&Pa (E€T) (4)
B =y (5)

a — A (6)
AN =S« (7)

Pre lepsie pochopenie si skiste odsimulovat ¢innost algoritmu pre niektoré slova aj
pre prazdne slovo A, pre ktoré algoritmus musi byt tiez pripustny.

Pri zostavovani schémy je nutné dbat na to, aby obsahovala pravidla v spravnom
poradi.
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P-II-1

Pri Sifrovani Tubovolného textu pomocou Sifrovacej mriezky sa iba meni poradie jednot-
livych pismen v texte. Pre danti mriezku rozmerov 2N x 2N a pre i € {1,2,...,(2N)?}
ozna¢me f(i) ¢islo pozicie, na ktora sa dostane i-ty znak vstupného textu po zasifrovani.
Napriklad pre mriezku uvedeni v zadani sa text abcd zaSifruje na dacb, a teda f(1) = 2
(lebo prvé pismeno — a sa dostalo na druhé miesto), f(2) = 4, f(3) = 3 a f(4) = 1.
Zobrazenie f je vlastne permutdciou prvkov {1,2,...,(2N)?}.

f)alej ozna¢me f7(i) Eslo pozicie, na ktort sa dostane i-ty znak vstupného textu po
j-nasobnom zasifrovani. V nasom priklade po dvoch zasifrovaniach dostavame text bdca,
teda napriklad f2(1) = 4. Zobrazenie f/ mozeme definovat aj rekurzivne: f°(i) =i a
FIENa) = F((0)-

Je zrejmé, Ze ak najdeme j také, Zze fi(i) = i pre kazdé i = 1,2,...,(2N)?, po
j-nasobnom zasifrovani danou mriezkou vzdy dostaneme povodny text. Dolezité je si
uvedomit, 7e ak naopak existuje i také, ze f7(i) # i, tak existuje nezaSifrovany text,
ktory sa po j-nasobnom zaSifrovani zmeni — staci zvolit nejaky text, v ktorom si na
pozicidch i a f(i) rozne pismend. Z uvedenej tivahy vyplyva, ze hladané ¢islo k bude
najmensgie také kladné ¢islo, Ze pre vsetky i plati f¥(i) = i. Toto &islo nazyvame rdadom
permutacie f.

Podme teraz skimat, ako mozno zistit rdd permutacie. Zvolme si nejaké 7 a pozo-
rujme, na ktoré policka sa dostane i-ty znak pdvodného textu, ked ho budeme znovu
a znovu $ifrovat danou mriezkou, t.j. skiimajme postupnost f°(i), f1(7), f2(i), f*(i), ...
Nakolko vsetky hodnoty v tejto postupnosti st z rozsahu {1,2,...,(2N)?}, musia exis-
tovat Cisla a,b také, 7e fo(i) = f°(i). Zvolme a a b s touto vlastnostou tak, aby b bolo
najmensie mozné.

Sporom dokaZeme, 7e a = 0. V opa¢nom pripade by totiz platilo, ze f(f%'(i)) =
= f(f*='(i)). Stcasne ale f2='(i) # f*='(i) (Iebo b je najmensie také, ze f(i) # f°(4)).
Zobrazenie f by teda pre dva rozne vstupy (f¢ (i) a f* !(i)) nadobtidalo rovnaki hod-
notu, ¢o nemdze nastat (dve rozne pismena sa nezapisu do toho istého policka).

Dokézali sme teda, ze @ = 0. Co to ale znamend? i-te pismeno sa pri dalsom a dalSom
opakovani ifrovania najprv dostane na navzajom rozne pozicie f1(i),..., f®1(i) a po b
opakovaniach sa vrati spat na poziciu i. Cely tento cyklus diiky b sa bude stale opakovat,
t.j. pismeno 7 sa bude nachadzat na mieste ¢ po 0, b, 2b, 3b, . .. opakovaniach Sifrovania.

Vezmime teraz niektorti intt poziciu z cyklu — [ = f7(i). Vidime, ze f*(I) = f*(f7(i)) =
= fu*i(4), teda [ bude prechddzat cez tie isté pozicie ako i, ibaZe v inom poradi. Lahko
sa tiez overi, Ze [-ty znak sa dostane na svoje miesto prave vtedy, ked je pocet opakovani
nasobkom &fsla b. MnoZina pozicii {1,...,(2N)?} sa nam teda rozpad4 na disjunktné
cykly, pricom prvky nachadzajtce sa v jednom cykle si pri kazdom opakovani Sifrovania
navzajom cyklicky postvaji pozicie.

Predstavme si, Ze pre kazdé i pozname hodnotu b;, ktora urcuje, po kolkych opakova-
niach ifrovania sa i znovu dostane na svoje miesto. Plati, ze f7(i) = i prave vtedy, ked j
je nasobkom ¢isla b;. My hladdme najmengie k také, 7e pre vSetky i bude platit f*(i) = i,
hladané ¢islo k£ bude teda najmensim spolo¢nym ndsobkom &fsel b; prei € {1,...,(2N)?}.
Kedze pre prvky, ktoré si v jednom cykle, je hodnota b; rovnaka, stac¢i do najmensieho
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spolo¢ného nasobku zahrnat po jednom b; 7z kazdého cyklu.

Algoritmus teda pracuje nasledovnym sposobom: Najprv sa simuléciou sifrovacieho
procesu zistia hodnoty f(i) (v programe st uloZené v poli perm). Toto je mozné spravit
v tase O(N?). Potom pre jedno i z kazdého cyklu uré¢ime hodnotu b; (v programe pre-
mennd d1zka) a z tychto hodnét priamo poéitame najmensi spolo¢ny nasobok. Najmensi
spolo¢ny nasobok dvoch ¢isel zistujeme pomocou Euklidovho algoritmu v ¢ase O(logk).
KedZe sa tato procedira zavold najviac (2N)? krat, celkova zlozitost vypoctu najmensieho
spolo¢ného nasobku je O(N?logk).

Zostava popisat, ako zistit hodnoty b; pre jednotlivé i. Jednoducho prechadzame po
prvkoch cyklu i, f(i), f2(i), ..., az kym nendjdeme f7(i) = i. Potom mame j = b;. Pritom
si zna¢ime do pola, cez ktoré prvky sme v cykle presli. Hodnotu b; poc¢itame iba pre také
1, pre ktoré este nemame poznacené, ze je ich cyklus uz spracovany. Takto dosiahneme,
ze pri vypocte vSetkych potrebnych hodndt b; prechadzame cez kazdy cyklus prave raz
— ked neskor prideme k inému prvku uz prejdeného cyklu, neprechiddzame cyklus znovu.
KedZe kazdy prvok lezi prave v jednom cykle, sicet dizok cyklov je O(N2), a teda ¢asové
zlozitost tejto Casti programu je O(N?).

Celkova zlozitost je teda O(N?logk), kde N je rozmer mriezky a k je rad permutacie.

P-1II-2

Najprv trochu terminoldgie: nezasSifrovany text budeme nazyvat sprivou (skladajicou s
70 znakov) a zaSifrovany text budeme nazyvat kryptogramom (zlozenym zo symbolov).
Zadany kryptogram diiky m mobzeme rozlozif na n stl/pcov po d = 7 symboloch, j-ty
symbol v i-tom stipci oznacime t;;. Postupnost symbolov #;; pre pevné j nazveme j-tym
riadkom kryptogramu. Zahlavie K ovplyviuje iba poradie, v akom sa stipce zapisuju,
takze pre vSetky zahlavia sa riadky skladaju z tych istych symbolov, iba v inom poradi,
ktoré popiseme permutéiciou k (k(i) = j prave vtedy, ked stipec prijaty ako j-ty v po-
radi ma byt zapisany do tabulky ako i-ty). Dalej nech d(z,y) je znak, ktory vznikne
dekodovanim dvojice po sebe iducich symbolov x, 3.

Ak priradime kazdej dvojici znakov a,b vihu w(a,b) tak, 7e vSetky dvojice spo-
luhlaska—samohlaska a samohlaska—spoluhlaska dostant vahu 1, dvojice spoluhlaska—
spoluhlaska a samohlaska—samohlaska vahu —3 a ostatné dvojice vahu 0, potom poten-
cidlne zmysluplné budia prave tie kluce, pomocou ktorych vznikna spravy, v ktorych je
celkova vaha vsetkych dvojic susednych znakov nezaporna. Inymi slovami, pre dekddo-
vanl spravu aj . ..a,, 2 musi platit

m/2—1

W = Z w(ai, a;41) > 0.
i=1

Uvazujme najprv jednoduchsi pripad, ked je n parne. Teda kazdy riadok kryptogramu
po spatnom preusporiadani podla zahlavia zodpoveda celému poctu znakov, takze vyjde

d d—1
W=Z Z w(d(tkij’tkm,j)’d(tki+z,j’tki+3,j))+Zw(d(tknfl,j’tkn,j),d(tkl,j+1,tk2,j+1))-

j=1 1<i<n-3 ~~ o1 —~
imod2=1 Lvnitorné“ dvojice dvojice na hranici riadkov
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My si v8ak mozeme predpocitat hodnoty vah pre vsetky dvojice znakov vzniknuté z kazdej
Stvorice stlpcov a analogicky hodnoty pre ,,posunuté® dvojice na rozhrani riadkov:

d i1
Cijit = D w(d(tiz,t), d(tps i), Cripg = > wld(tiz, tj2), d(tp g1, trzg1))
z=1 z=1

(to zvlddneme v Ease O(n*-d)) a z tychto hodndt potom jednoducho v éase O(n) ziskame
W:
W = Cl:n_l,kn,kl,h + Z Cki,ki+1,ki+2,ki+3'

1<i<n—3
imod2=1

Pre neparne n sa navyse musime vediet vyrovnat s tym, ze rozhranie medzi neparnymi
a parnymi riadkami kryptogramu nerozdeli dvojicu znakov, ale dokonca znak (dvojicu
symbolov), zatial ¢o ostatné rozhrania st v polovici dvojice znakov (Stvorice symbolov).
Preto musime spracovavat zvlast parne a neparne riadky a dva rézne typy prechodov cez
okraj. Predpocitame si preto vSeobecnejSie hodnoty CZ%cz zodpovedajice celkovej vahe
dvojic vzniknutych zo §tvorice stipcov i, 7, k, [ na parnych (p = 0) resp. neparnych (p =
= 1) riadkoch s posunutim cez okraj danym po¢tom symbolov ¢ presahujiicim do dalSieho
riadku (¢ = 0 pre vnatorné dvojice, ¢ = 2 odpovedd C* pre parne n, ¢ =1 a ¢ = 3 sa
prechody s rozdelenymi znakmi pre neparne n). Tieto hodnoty spoéitame takisto v ¢ase
O(n* - d) podla vztahu

1<z<d
zmod2=p

TYY, d(TH, T)), kde T =

lij prea<4—gq
ij

tijgy1 prea=>4—gq

Z tychto hodnédt v ¢ase O(n) vypoéitame W pre Tubovolné zdhlavie K, a to ako pre
parne, tak aj pre neparne n.

Vyslednd ¢asové zloZitost algoritmu teda je O(n*d + kn) = O(n®m + kn), pamétova
O(n* +m).

Program pracuje presne podla tohoto algoritmu, iba si do tabulky doplni za posledny
riadok este jeden riadok zaplneny neplatnymi znakmi, aby sa vyhol oSetrovaniu presahov
z posledného riadku.

P-1II-3

Vyhréavajica stratégia pre hra¢a na fahu existuje prave pre tie pozicie (a,b), pre ktoré
a mod 5 # bmod 5. Dokazeme, ze hrac, ktory je na tahu v takejto pozicii, vzdy moze
tahat tak, aby dostal stipera do pozicie (a/,b'), v ktorej ¢’ mod 5 = & mod 5 a naopak
kazdym tahom z pozicie, v ktorej a mod 5 = b mod 5 sa dostavame do pozicie (a’, V'), v
ktorej ' mod 5 # b mod 5. Kazdym tahom ubudnt na stole nejaké zapalky. Takto sa
hra po koneénom pocte tahov dostane do pozicie (0,0). V tejto pozicii plati, Ze a mod
mod 5 = b mod 5, ¢o znamena, ze v tejto pozicii bude hrac i, ktory tym padom prehrava.
Zostava dokazat dve tvrdenia, ktoré sme vyuzivali.

Tvrdenie 1. Majme porziciu (a,b), pricom a mod 5 # bmod 5. Potom existuje tah
taky, Ze po jeho uskuto¢neni sa dostaneme do pozicie (a',b') pre ktora plati, ze a’ mod
mod 5 = b mod 5.
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Dékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, 7e a > b a oznaéme k = (a —
—b) mod 5. Plati, 7ze k € {1,2,3,4}, t.j. k je povoleny tah. Takisto plati, 7e k < a a teda
z kopy a mozeme potiahnut k zapaliek, ¢im sa dostaneme do situécie (a',0') = (a — k, b),
pre ktort plati, ze ¢’ mod 5 = b’ mod 5. O

Tvrdenie 2. Majme poziciu (a,b), pricom a mod 5 = b mod 5. Potom kazdym tahom
sa dostaneme do pozicie (a’,b'), pre ktora plati, ze a’ mod 5 # b’ mod 5.

Dokaz. Tvrdenie dokdzeme sporom: predpokladajme, ze a mod 5 = bmod 5 a ze
existuje fah do pozicie (a’,b'), pre ktora plati, ze a’ mod 5 = 0 mod 5. Jedna z kopok a a
b sa nezmeni, takze na kopke, z ktorej odoberame zapalky, musi zostat zvysok po deleni
5 nezmeneny. To ale znamend, 7e odoberany pocet zapaliek musi byt delitelny piatimi.
Ziadne z ¢sel 2%, 3% pre k prirodzené viak nie je nasobkom 5. ZvySok po deleni piatimi
sa teda po tahu musel zmenit, ¢o je spor s predpokladom. a

Na zdklade dokdzanych tvrdeni teraz lahko zostrojime algoritmus s konStantnou c¢a-
sovou a paméatovou zlozitostou — staci overit, ¢i @ mod 5 = b mod 5.

P-1II -4

Algoritmus celo¢iselného delenia dvoch celych nezapornych ¢isel zapisanych v unarnej
sustave je zalozeny na postupnom odé¢itani delitela od delenca. Najprv skontrolujeme,
¢i zadané vstupné data (dvojica ¢isel) nepredstavuji delenie nulou — v takom pripade
nebude algoritmus pre tieto data pripustny a umelo docielime zacyklenie vypoctu. V
opac¢nom pripade odoberieme zo zapisu kazdého 7z Cisel jeden znak 1, aby pocet jedniciek
v zapise ¢isla zodpovedal hodnote tohoto ¢isla. Nasleduje vlastné odcitanie: z delenca
postupne odoberieme tolko znakov 1, kolko sa ich nachddza v deliteli, potom (pokial sa
nam to podari) si do vysledku pripiSeme jednu ¢iarku. To opakujeme tak dlho, kym
sa cely delenec nezrusi. Potom uz sta¢i iba zmazat delitela a pocet ¢iarok zapisanych
do vysledku urcuje hodnotu hladaného celoé¢iselného podielu. Nakoniec prepiSeme za-
znamenané ¢iarky na znaky 1 a pripojime este jeden znak 1, aby bol zapis vysledku v
pozadovanom tvare v unarnej ¢iselnej ststave.

Popisany postup realizuje nasledujica schéma Markovovho algoritmu. Schéma pou-
ziva pomocné symboly z abecedy {a,b,c,d, e, f,g}.

111 = b1 (1)
D (2)
161 — be  (3)
cl —1lc (4)
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be — dea  (5)
ec > ca  (6)
e— fa (7)
cf > 1 (8)
df — b (9)
bl — g (10)
gl = g (11)
gc— g (12)
ga — 1lg  (13)
g1 (14)

Pravidlom (1) sa zistuje, ¢i sa nejedné o delenie nulou. Pokial nie, vykond sa zarovei
odstranenie ,,nadbyto¢nych“ znakov 1 z delenca i delitela a oddelovacia dvojbodka sa
zmeni na znak b (aby sa toto pravidlo nemohlo pri vypoéte uplatnit viackrat). Ak vstupné
déta predstavovali delenie nulou, pravidlo (1) sa neuplatni a vypocet prejde na pravidlo
(2), ktoré zaisti zacyklenie vypoc¢tu pre takto nepripustné data.

Pravidla (3) a (4) zaistuji jedno od¢itanie delitela od delenca. Pomocou pravidla (3)
sa postupne z delenca odstranuju jednotlivé znaky 1 a za kazdy z nich je jeden znak 1
z delitela docasne preznaceny na symbol ¢ (ako priznak, ze uz bol pouzity). SubeZne
s tym je pomocou pravidla (4) zaistené prestvanie 1 pred ¢ v rdmci delitela. Postupne
vykonavané od¢itanie skonéi bud tym, Ze sa mina jedni¢ky v deliteli alebo tym, Ze sa
mint jednicky v delenci (pripadne v oboch zaroven).

Ak sa podarilo odé¢itat od delenca celého delitela, uplatni sa pravidlo (5) a nésledne
sa zrealizuje cely blok vypo¢tu pomocou pravidiel (5)—(9). Ten slazi na pripisanie jed-
nicky do vysledného podielu. Podiel je vytvarany v spracovavanom slove na konci, bez-
prostredne nasleduje za delitefom. Aby sa Tahko odlisil, je zatial vytvarany pomocou
symbolov a. V pravidle (5) je oddelovaci znak b do¢asne zmeneny na d (aby sa toto pra-
vidlo neuplatnilo opakovane) a zaroven je ,,vyslany“ symbol e, aby pomocou pravidla (6)
presiel na koniec delitela. Tam pravidlo (7) pripise do vysledku jeden symbol a, zaroven
pritom zmeni e na f. Symbol f postupuje pomocou pravidla (8) spit dolava a cestou
preznacuje znaky c¢ v deliteli opat na 1, aby bol delitel pripraveny na dalSie kolo od¢itania.
Po prechode celym delitelom je f zruSeny a pritom sa oddelovac¢ d zmeni spét na b. Slovo
je tak pripravené na dalsie od¢itanie pomocou pravidla (3).

Ak sme pri od¢itani neodéitali celého delitela a v delenci uz nie st jednic¢ky, proces
od¢itania predstavovany pravidlami (3)—(4) sa zastavi a pravidlo (5) sa neuplatni. Vy-
pocet teda prejde na ,ukoncovaci“ blok (10)—(14). V tiom je najprv oddelovaci symbol
b, ktory sa teraz nachadza na zaciatku slova, zmeneny na ¢g. Ten potom postupne zmaze
celého delitela, ktory mo6ze byt v danej chvili tvoreny sc¢asti symbolmi 1 a s¢asti symbolmi
¢ (11)~(12). Dalej pomocou pravidla (13) premenime znaky a vo vyslednom podiele na 1
a nakoniec pomocou pravidla (14) pripiSseme do podielu este jednu jedni¢ku a g zrusime.
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P-IIT -1

Tato ulohu pretransformujeme na jednoducht tdlohu z tedrie grafov. Vytvorime graf
G, ktorého vrcholy buda ¢isla 1,2,...4N? a medzi vrcholmi i a j povedie hrana, ak sa
pismeno, ktoré bolo v povodnom texte na pozicii 7, premiestni po zaSifrovani jednou alebo
druhou mriezkou na poziciu j, alebo naopak, ak sa pismeno z povodnej pozicie 7 moze
dostat zaSifrovanim pomocou niektorej z mriezok na poziciu i.

Oznacme teraz P pocet komponentov suvislosti grafu G. Dokazeme, ze pocet textov,
ktoré sa po zagifrovani oboma mriezkami nezmenia, je K” (K je pocet znakov abecedy).

Majme lTubovolny text ¢, ktory sa po zaSifrovani jednou aj druhou mriezkou nezmeni.
Oznacme ¢; znak, ktory je v texte ¢ na i-tej pozicii. Najprv si uvedomme, ze ak st vrcholy
i a j v grafe G spojené hranou, tak ¢; = ¢;. To vyplyva z konstrukcie grafu G — ak pismeno
t; prejde po zaSifrovani jednou alebo druhou mriezkou na poziciu j, tak musi byt rovnaké,
ako pismeno, ktoré bolo na porzicii j v texte ¢ (inak by sa text zmenil). Podobne mozno
postupovat pre pripad, ze naopak ¢; sa Sifrovanim dostane na poziciu «.

Rozsirenim tejto ivahy mozno odvodit, ze pre lubovolné dva vrcholy 7 a j nachadza-
juce sa v jednom komponente stvislosti plati, ze ¢; = ;. Ak st totiz ¢ a 7 v tom istom
komponente, spaja ich nejaka cesta. Kazdé dva po sebe idice vrcholy na tejto ceste st
spojené hranou a teda na im zodpovedajucich poziciach v t musia byt rovnaké znaky.
Vyuzitim tranzitivnosti rovnosti (ak t, = ¢, a t, = t., tak t, = t.) dostaneme 7z tychto
rovnosti aj rovnost pre koncové vrcholy cesty (¢; = t;).

Dokéazali sme, 7e ak sa t nezmeni zaSifrovanim pomocou ani jednej z mriezok, tak na
vSetkych poziciach z jedného komponentu stvislosti st rovnaké pismena. Teraz dokazeme,
7e ak naopak na vSetkych poziciach z jedného komponentu siivislosti si1 rovnaké pismena,
tak text ¢ bude mat po zaSifrovani jednou aj druhou mriezkou na poziciach z tohto
komponentu povodné hodnoty. Majme teda vrchol ¢ z ndsho komponentu. Na poziciu ¢
v8ak po zaSifrovani lubovolnou z mriezok vzdy prejda iba znaky z pozicii spojenych s i
hranou a tie si1 v tom istom komponente a maju teda ta isti hodnotu.

Vidime, Ze t sa nezmeni zaSifrovanim prave vtedy, ked st v kazdom komponente na
vSetkych poziciach rovnaké znaky. Kazdy z komponentov mdze mat priradeny jeden
7z K znakov, pricom znaky mo6zeme komponentom priradovat nezavisle, celkovy pocet
moznosti je teda K.

Algoritmus je teda jednoduchy. Na zaklade mriezky (simulédciou Sifrovania) zostavime
graf G a pomocou prehladavania do Sirky alebo do hibky zistime pocet jeho komponentov
P. Potom sta¢i umocnit K na P. Graf G m4a 4N? vrcholov, pricom kazdy vrchol m4 stu-
pen najviac 4. Celkovy pocet hran je teda najviac SN2. Casova zlozitost prehladavanim
grafu a aj celkova zlozitost algoritmu je teda O(N?). Pamitova zloZitost je tiez O(N?).
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P —-1IIT -2

Poziciu hry, ked na prvej kopke ostéva 2 a na druhej kdpke y zapaliek, oznac¢ime (z,y).
Hra sa teda za¢ina na pozicii (a,b) a kon¢i v okamihu, ked sa prvykat dostane do stavu
(x,y) pre nejaké x,y také, ze x < p ay < p.

Tahom rozumieme dvojicu ¢isel (t,u) z mnoziny M = {(p,0), (q,0),(0,p),(0,q)}. Ak
v pozicii (z,y) vykoname tah (¢,u), hra prejde do pozicie (x — t,y — u). V pozicii (z,y)
je pripustné previest tah (¢, u) prave vtedy, ked je t <z a u < y.

Poziciu (x,y) budeme volat vyhravajticou, ak v nej existuje vyhravajica herné stra-
tégia pre hraca, ktory je prave na tahu. V opa¢nom pripade oznac¢ujeme poziciu ako
prehravajicu.

Vo vyhréavajicej pozicii musi existovat aspon jeden pripustny tah, ktory hru prevedie
do prehravajtcej pozicie (tento tah je potom sucastou vyhravajicej stratégie). Naopak,
Tubovolny tah pripustny v prehravajicej pozicii musi viest do nejakej vyhravajicej pozicie
(nech taha stper akokolvek, opéatf budeme mat k dispozicii tah vedici k vyhre). Najprv
dokazeme nasledujicu vetu:

Veta 1 Pozicia (x,y) je vyhrdvajica prave vtedy, ked je vyhrdavagica pozicia (x1,y), kde
r1 a Yy su zvysky po deleni cisel x,y cislom p + q.

Dokaz: Dokaz urobime matematickou indukciou podla hodnoty = + y.

1. Pre z +y < p + ¢ tvrdenie zrejme plati (z1 =z, y; = y).

2. Nech tvrdenie plati pre vSetky z, y také, 7ze v +y < s, kde s > p+ ¢. Nech z,y st
Tubovolné ¢isla také, ze = +y = s.

(a) Ak je pozicia (z1,y;) vyhravajica, potom nutne existuju (¢,u) € M také, ze
pozicia (xq — t,y; — u) je prehravajica (xy — ¢ > 0,y; — u > 0). Kedze (v —
—t)+ (y — u) < s, podla indukéného predpokladu je pozicia (z — ¢,y — u)
prehravajica a teda pozicia (x,y) je vyhravajica, lebo prvy hra¢ moze od ¢isla
x odcitat ¢islo ¢ a od ¢isla y ¢islo u.

(b) Ak je pozicia (x1,y;) prehravajica, potom sporom predpokladajme, 7ze pozicia
(x,y) je vyhravajuca. Potom hra¢, ktory je na fahu, méze svojim tahom
prejst k prehravajicej pozicii. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze
vyhravajicim tahom je odpocitanie ¢isla p od ¢isla x (dalsie 3 moznosti sa
daju vyriesit analogicky). Potom pozicia (z — p,y) je prehravajiuca. Ak z, je
zvySok po deleni ¢isla x — p ¢islom p + ¢, podla indukéného predpokladu je
pozicia (x9, y;) prehravajiaca. Ak x; > p, je (z2,y1) = (x1—p, 11), ak je x; < p,
potom (x9,y1) = (z1+ ¢, y1). V oboch pripadoch dostavame spor, lebo zrejme
nemo6zu byt stéasne prehravajice pozicie (z1,y1) a (z1 — p,y1) ani (x1,4;) a
(71 +q,41)-

O

Dalej budeme analyzovat pozicie (x,y) v pripade, 7e x < p+qay < p+ ¢q. Najprv
spotitame paritu poc¢tu tahov zostavajicich do konca hry v porzicii (z,0), kde 0 < z <
<p-+gq:
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1. Ak je x < ¢, hrac¢i mo6zu iba od¢itavat hodnotu p a teda preveda prave |x/p| tahov.

2. Ak je x > ¢, hra¢i mozu bud previest prave jeden tah (v pripade, ze odpocitaji
¢islo ¢), alebo preveda prave |z/p| tahov (v pripade, Ze v prvom fahu odpoditaji
¢islo p, v dalsich tahoch uz mézu odpoéitavat iba ¢islo p, ¢ uz odpoéitat neméozu).

Teda plati:
A) Ak je |x/p| neparne, ma hra vzdy neparny pocet tahov.
B) Ak je [z/p]| parne a x < ¢, hra ma vzdy parny pocet tahov.

C) Ak je |x/p| parne a x > ¢, hra mdze mat parny alebo neparny pocet tahov,
rozhoduje o tom prvy tah.

Teraz uvazujme o vSeobecnej pociatocénej pozicii (a, b). Kedze zaéinajtci hra¢ vyhrava
prave vtedy, ked je celkovy pocet tahov neparny, lahko ukdzeme, 7e plati nasledujice
tvrdenie.

Veta 2 Pozicia (a,b) je pre a < p+q, b < p+ q prehravajica prave vtedy, ked nastane
prave jedna z dvoch mozZnosti:

1. |a/p],|b/p| st obe nepdrne
2. la/p],|b/p| si obe parne a |a/q| + |b/q| je parne.

Dokaz: Rozoberieme 9 moznosti podla toho, aki z podmienok A, B, C ¢isla a, b spiﬁajl'l.
Ak ziadne z ¢isel a, b nespiﬁa podmienku C, vysledok nezélezi na hre hracov a zrejme
parny pocet tahov nastane prave vtedy, ked bud obe spiﬁajﬁ A, alebo obe spiﬁajﬁ B. Ak
prave jedno z ¢isel a, b spiﬁa podmienku C, prvy hrac¢ toto ¢islo moze vhodne znizit tak,
aby vyhral, lebo pocet tahov druhym ¢islom je pevne urc¢eny. Nakoniec, ak spiflajﬁ obe
¢isla podmienku C, vyhrava druhy hrac, pretoze po Iubovolnom tahu prvého hraca moze
druhy hra¢ s nepouzitym ¢islom previest rovnaka operaciu a tym dosiahnut parny pocet
tahov. Teda porzicia (a, b) je prehravajica, ak obe ¢isla a, b spiﬁajﬁ podmienku A,B alebo
C, ¢o hned dava dokazované tvrdenie. O
7 dokazanych tvrdeni vyplyva:

Pre Tubovolné celé nezaporné &isla a, b je pozicia (a, b) prehravajtca prave vtedy, ked
nastane prave jedna z moznosti

1/p], [b1/p| st obe nepérne

1/p], [b1/p] st obe parne a |a1/q|+|b1/q]| je parne, kde ay, by st zvysky po deleni
isel a, b ¢islom p + q.

1. |a
2. |a
¢
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a) RieSenim tlohy je nasledujica schéma:

X1l — 1X (1)
X = ] (2)
11 — 1 (3)
| (4)
b = 1 (5
1 —= 1 (6)
- A (7
| (8)
11 — [1X (9)
1 — 1 (10)

Ak vstupné slovo obsahuje jedint jednotku reprezentujicu hodnotu nula, opakovane
sa bude vykonavat formula 10 a dojde k zacykleniu vypoctu (algoritmus je pre nulu
nepripustny).

Ak je na vstupe kladné ¢islo N (zapisané ako N + 1 jednotiek), najprv sa vykona
formula 9, ktora na zac¢iatok slova umiestni zatvorku [ a odstrani jednu nadbytoéni
jednotku pouzivant v zvolenom koédovani ¢isel. Opakovanym prevadzanim formuly
1 sa potom premiestni pomocny symbol X na pravy okraj slova, kde sa formulou
2 premeni na zatvorku |. Po pouziti trojice pravidiel 9, 1, 2 bude vstupné slovo
prevedené na tvar [11111111], teda N jednotiek v zatvorkach.

f)alej sa vzdy opakovanim formuly 3 vydeli ¢islo dvoma, pomocou pravidla 4 sa
pripadne odstrani zostavajica neparna jednotka a pouzitim 5 sa pricita jedna jed-
notka do vysledku, ktory sa vytvara na pravom okraji slova za znakom |. Formuly 6
a 8 potom zaistia obnovenie situécie pred dalsim delenim. Po dosiahnuti nulového
vysledku deleni sa uplatni pravidlo 7, ktoré vymaze ostavajice pomocné symboly
a vypocet ukonci.

Popisany algoritmus je zalozeny na skuto¢nosti, ze dolna celd ¢ast dvojkového loga-
ritmu ¢isla N udéva, kolkokrat mdzeme ¢islo opakovane celo¢iselne vydelit dvoma,
nez dostaneme nulovy vysledok. Formula 6 sa uplatni i v pripade nulového po-
dielu a pripise jednu 1 k vysledku — vo vysledku sa preto objavi vzdy o jednu 1
viac, nez kolko je spravna hodnota dvojkového logaritmu. To vSak presne odpoveda
zvolenému kodovaniu Cisel.
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b) Riesenim zadanej tlohy je nasledujica schéma:

X01 — X01 (1)
X00 — X00 (2)
X0 — A (3)
X1 — B (4)
A0 — A (5)
Al — B (6)
BO — C (7)
Bl — A (8)
c0o — B (9)
c1 - C (10)
A — A (11)
B — B (12)
C - C (13)

A - X (14)

Formula 14 najprv umiestni na zaciatok vstupného slova pomocny symbol X. Podla
zaciatku zadaného slova sa potom vykona jedna z formil 1-4. Binarny zapis ¢isla
nemoze zac¢inat nulou a pritom obsahovat viac ako jednu cifru — v takom pripade sa
uplatni pravidlo 1 alebo 2 a dojde k zacykleniu vypoc¢tu nad nepripustnym vstupom.
Ak vstupné slovo obsahuje jedini nulu, pravidlo 3 zaisti ukoncenie vypocétu —
algoritmus je pripustny, pretoZze nula je bezo zvySku delitelna tromi. Koneéne, ak
zacina binarny zapis ¢isla cifrou 1, je tato cifra nahradend pomocnym symbolom B
a vypocet pokracuje v dalsej ¢asti schémy.

Formuly 5-10 prevadzaji jednoduchii analyzu zadaného refazca, ktory obsahuje
kladné celé &slo korektne zapisané v dvojkovej ststave. Cislo spracovavame zlava
doprava cifru po cifre a sledujeme, aky zvysok po deleni tromi déava ¢islo predstavo-
vané uz spracovanymi dvojkovymi ¢islicami. Podla hodnoty tohto zvySku menime
pomocny symbol na A, B alebo C' (A pre zvySok 0, B pre zvysok 1, C' pre zvySok 2).
Formula 4 odobrala z dvojkového zapisu ¢isla vedicu jednotku a pomocny symbol
nastavila na B, lebo ¢islo jedna dava po deleni tromi zvysok 1.

Ak uz mame prec¢itant z lavej strany vstupného retazca skupinu dvojkovych cifier
predstavujicich nejaké ¢islo V, mozeme rozlisit tri pripady podla zvysku po deleni
¢isla V' tromi:

(a) V je bezo zvysku delitelné tromi (stav A)

e ak pridame k jeho dvojkovému zapisu cifru 0, dostaneme hodnotu 2V,
ktord je tiez delitelnd tromi (formula 5)

e ak pridame k jeho dvojkovému zapisu cifru 1, dostaneme hodnotu 2V +1,
ktora dava pri deleni tromi zvySok 1 (formula 6).
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(b) V dava po deleni tromi zvySok 1, je teda tvaru V = 3k + 1 (stav B)

e ak pridame k jeho dvojkovému zapisu cifru 0, dostaneme hodnotu 2V =
= 6k + 2, ktora ddva pri deleni tromi zvySok 2 (formula 7)

e ak pridame k jeho dvojkovému zapisu cifru 1, dostaneme hodnotu 2V +
+ 1 = 6k + 3, ktora je bezo zvysku delitelnd tromi (formula 8).

(¢) V dava po deleni tromi zvy$ok 2, je teda tvaru V = 3k + 2 (stav C)

e ak priddme k jeho dvojkovému zapisu cifru 0, dostaneme hodnotu 2V =
= 6k + 4, ktord dava pri deleni tromi zvysok 1 (formula 9)

e ak pridame k jeho dvojkovému zapisu cifru 1, dostaneme hodnotu 2V +
+ 1 =6k + 5, ktord dava pri deleni tromi zvySok 2 (formula 10).

Po spracovani celého vstupného slova urcuje posledny pomocny symbol, aky je
vysledny zvySok po celo¢iselnom deleni zadaného ¢isla tromi. Ak je vyslednym
symbolom A, zadané ¢islo bolo delitelné tromi a formula 11 preto vypocet ispesne
ukond¢i. V pripade symbolov B a C islo o dvojkovy zapis ¢isla, ktoré nebolo deli-
telné tromi - pomocou pravidla 12 alebo 13 sa teda zaisti zacyklenie vypoc¢tu nad
nepripustnym vstupnym slovom.

P-1III -4

Na rieSenie tejto tlohy neexistuje jednoznacne najlepsie rieSenie, uvedieme teraz preto
niekolko technik, ktoré mozno pri rieSeni pouzit. Zdrojovy text vzorového programu
neuvadzame, riesSitelia ho dostani na diskete, spolu so vstupnymi siitbormi. Standardne
sa Vigenerova Sifra desifruje pomocou frekvencii vyskytov jednotlivych pismen v danom
prirodzenom jazyku. Nakolko na$ slovnik nie je prili§ velky a v zaSifrovanom texte si
zachované medzery, mozno s ispechom pouzit aj vhodne upravené prehladavanie vSetkych
moznosti (z mnoziny vSetkych kltcov vyberieme dostato¢ne mali podmnozinu moznych
klucov a tie vyskasame). Uvedieme hlavné myslienky obidvoch rieseni.

Riesenie pomocou frekvencii vyskytov je sice rychle, nie vzdy vSak najde spravne
rieSenie. Preto je pomerne vhodné spojit tito techniku eSte s prehladdvanim vSetkych
moznosti. Napriklad mozeme skusit uhadnut rieSenie pomocou frekvencii, a ak takto
nendjdeme spravne rieSenie, spustime eSte prehladavanie vSetkych moznosti. Pripadne
mdZeme pomocou frekvencii viskytov uhddnut dizku kltca a sktgat uz iba tito dizku.

Riesenie pomocou frekvencii vyskytov. Toto riesenie je zalozené na tom, ze v texte
v prirodzenom jazyku sa niektoré pismena (napriklad samohlésky) vyskytuja ¢astejsie ako
iné pismena. Frekvenciou pismena v texte budeme nazyvat pocet vyskytov tohto pismena
v texte vydeleny celkovym poc¢tom pismen. Ak si pre niekolko dlhych textov v tom istom
jazyku spocitame frekvencie jednotlivych pismen, uvidime, ze st pomerne podobné. Pri
desifrovani textu sa snazime najst také heslo, aby sa vzniknuté frekvencie ¢o najviac
podobali na frekvencie pouzitého prirodzeného jazyka.

Malé pismend anglickej abecedy ozna¢me ¢islami 0 (a) az 25 (z). Vynechajme teraz zo
zaSifrovaného textu medzery a pismend zasifrovaného textu ozna¢me porade ¢y, ¢, ..., ¢ 1,



116 48. ROCNIK MATEMATICKE] OLYMPIADY

kde [ poc¢et pismen v zaSifrovanom texte. KIt¢ budeme oznacovat K = koky ... kg_1. Naj-
denie kltca sa skladd z dvoch podiloh: v prvej faze musime zistit dizku kltca d a v druhej
samotny klué¢ K.

Predpokladajme teraz, ze pozname dlzku kltéa d. Pismen4 si rozdelime do d skupin
podla toho, ktorym pismenom kltc¢a boli zaSifrované. Prvia skupinu buda teda tvorit
pismena cg, ¢q, Caq, - .., tie boli zaSifrované znakom kluca kq. Vo vSeobecnosti skupinu
zasifrovant znakom klaca k; tvoria znaky ¢;, cayi, Coariy - - --

Pokusime sa teraz ur¢it pismeno k;. Ak nim odsifrujeme jeho skupinu pismen, mali
by sa ich frekvencie podobat rozdeleniu frekvencii jednotlivych znakov v beznom texte.
Musime si stanovit kritérium, ktoré urci, nakolko sa dve rozdelenia frekvencii navzajom
podobaji. Pri Statistickych vypoctoch sa obvykle pouziva nasledujici vztah (p; je frek-
vencia vyskytu pismena j v beznom texte, f;, je frekvencia vyskytu pismena j v nasej
skupine po odsifrovani pomocou £;):

25
O; = \lZ(fj,ki —pj)?,
§=0

pricom frekvencia sa podobaji tym viac, ¢im je nizsie o,. Vyskasame teda, pre ktoré
k; bude tato suma minimalna (vSimnime si, Ze plati fo, = fomipei pre i =0,1,...,25, @
je s¢itanie modulo 26; z Cisel f,, ndm teda sta¢i pocitat len foo, fio,--- fos0)-

Takymto sposobom by sme boli schopni efektivne pre dant dizku s velkou pravde-
podobnostou najst klu¢. Tato metdda funguje pre dostatocéne dlhé Sifrové texty, pre
spolahlivy chod postacuje okolo 50 znakov Sifrového textu na jeden znak kltca.

Ostava problém s urc¢enim diiky kltca. Najjednoduch$ou metddou je vyskisat vSetky
diiky od 1 po ur¢ené maximum, najst pre dani dizku kandidata na klaé¢, desifrovat nim
sifrovy text a overit, ¢i sme dostali text skladajuci sa zo slov v slovniku. Inou moznostou
je pokusit sa urcit aj dizku Statisticky — vyberieme taku dizku kltca, aby Statisticka
odchylka frekvencii vyskytu pismen v Sifrovom texte desifrovanom pomocou najdeného
kItéa (danej dizky) od hodnét p; bola minimalna. Ak je refazec K kltfom, takisto
budi aj KK, KKK, ...atd. Preto minimalnu odchylku dostaneme pre viacero diiok, z
ktorych samozrejme vyberieme minimalnu.

Prehladiavanie vSetkych moZnosti Pri prehladdvani vSetkych moznosti skisame
vSetky mozné diiky kltéa od 1 az po 50 a snazime sa najst prvi, pre ktort existuje
vyhovujici kIte. Pre kazda dizku dalej skiigame jednotlivé kluce.

Samozrejme, ze vietkych klutov dizky k je 26F, € je uz pre pomerne nizke k velmi
velké ¢islo. Preto nemozeme bezhlavo skisat vSetky moznosti. Dobré rieSenie dostaneme
takto. Nas kIu¢ budeme vytvarat postupne. Zaéneme s klu¢om, v ktorom budi namiesto
pismen znaky *, ktoré znamenaji, 7e dané pismeno kluca eSte nie je urcené (t.j. moze
tam byt Tubovolné pismeno). Potom postupne po jednej budeme hviezdicky nahradzat
pismenami, pricom pre kazda hviezdicku rekurzivne skiiSame vSetky moznosti nahradenia
ostatnych hviezdiciek. Dolezité vsak je, ze zakazdym ked niektort hviezdicku nahradime
pismenom, skontrolujeme konzistentnost doteraz vytvoreného kluca so zasSifrovanym tex-
tom (a slovnikom). Znamend to, Ze v kazdom slove zaSifrovaného textu odsifrujeme
pomocou nasho kluca pismend, ktoré sme uz v kluéi urcili a na pozicie zodpovedajice
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hviezdickdm dame hviezdicky. Potom zistujeme, ¢i sa daja hviezdicky v rozsifrovanom
slove nahradit tak, aby sme dostali slovo zo slovnika (t.j. hfaddme v slovniku slovo, ktoré
sa s nasim nezagSifrovanym slovom zhoduje na vSetkych nehviezdi¢kovych poziciach). Ako-
nahle zistime, Ze niektoré slovo po takomto ¢iasto¢nom rozsifrovani nejde doplnit na slovo
zo slovnika, vieme, Ze v nasom doteraz vytvorenom kliéi je niektoré pismeno nespravne,
nema teda zmysel skusat nahradzat v nom dalSie hviezdicky pismenami.

Skusenosti ukazuju, ze ak skisame napriklad nespravnu dizku klaca, tak vac¢sinou hned
po dosadeni prvého pismena do klicéa zistime, Ze tdto moznost nie je spravna, staci teda
vyskisat 26 moznosti. Podobne velmi rychlo sa tymto sposobom objavi aj pripad, ked
umiestnime na niektoré miesto zlé pismeno. Na prvy pohlad sa moze zdat, Ze prehladavat
po doplneni kazdého pismena do kltca kazdé slovo zaSifrovaného textu a pre kazdé takéto
slovo este prehladavat velka ¢ast slovnika sa neoplati, takymto prehladavanim nam vSak
ubudne velmi vela moZnosti.

Pri tomto sp6sobe riesenia je vhodné slovnik reprezentovat tak, ze slovd mame roz-
delené do zoznamov podla diiky, aby sme pri vyhladavani nemuseli zbyto¢ne prezerat aj
slova inych dizok. V tychto zoznamoch uz vSak nemusime slova $pecialne usporaduvat,
vyhladdvame v nich linearne.

Popiseme teraz eSte jedno zlepSenie. Je zalozené na jednoduchej myslienke: slov
niektorych dizok (velmi kratkych a velmi dlhych slov) je pomerne malo. Ak by sme text
desifrovali ru¢ne, skusali by sme na tieto miesta dosadzovat jednotlivé slova, ¢o by nam
urcilo cast kluc¢a. Takto ziskana ¢ast klica by sme sa potom snazili rozsirit.

Ukéazeme teraz, ako tuto myslienku vyuzit v programe. Predpokladajme napriklad, ze
v zasifrovanom texte je na niektorom mieste slovo diiky 2 zacinajuce na a a ze ziadne slovo
diiky 2 v slovniku sa nezadina pismenom z. Potom by sme vedeli, Ze v kIi¢i na mieste,
ktoré sa podpisalo pod dané miesto, urc¢ite nebolo pismeno b, lebo pomocou pismena b
sme pismeno a mohli dostat iba z pismena z (a pismeno z na danej pozicii byt nemoze).

Takychto obmedzeni méZeme na, zaklade slovnika najst viac a pre kazda poziciu kluca
vytvorime zoznam hodndt, ktoré sa na tomto mieste v kluéi mozu vyskytnat. V priazni-
vom pripade sa stane, ze na niektorej pozicii nAm zostane nula moznosti — znamena to,
%e sme zvolili nespravnu dizku klica a treba sktgat iny klae.

Ak v8ak mame pre kazda poziciu kluca aspon jednu moznost, mozeme pouzit ziskané
informécie pri prehladdvani. Prehladdvame v podstate rovnako ako predtym — vzdy
dosadime jedno pismeno do klic¢a a overime spravnost kltca. SkaSame vSak iba tie
moznosti, ktoré predtym nevylacili. Navyse je vyhodné zacat tymi poziciami kluca, ktoré
maji najmenej moznosti.

Pre prirodzené texty sa pri tomto sposobe riesenia casto stava, ze pre nespravnu dizku
kltca ziskame pre niektora poziciu nula moznosti, takze k samotnému prehladédvaniu ani
nepride. Naopak, ak skiiSsame spravnu dizku klica, tak ndm pre mnohé (niekedy aj pre
vSetky) pozicie zostane iba jedna moznost, ktori mézeme priamo do kltca dosadit.
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P-1IIT -5

Zadanie najprv obmedzime na vybrané druhy vyrobkov. ZruSime ponuky neobsahujtce
nami vybrané druhy vyrobkov. 7 kazdej ponuky vysSkrtame vyrobky, ktoré nie si vy-
obmedzime ho na nakupovany pocet. Ak po zoskrtani dostaneme viacero ponuk s rovna-
kymi po¢tami vybranych predmetov, nechame iba ti najlacnejsiu. Z podmienok zadania
trivialne vyplyva, Ze takto upravena tloha bude mat rovnaké riesenie, ako povodna. Bu-
deme ju riesit dynamickym programovanim.

Méme teda predmety oéislované 1 az k (k < 5) s cenami ¢; a z kazdého z tychto
predmetov chceme naktpit m; (m; < 6) kusov s vyuzitim ponik, pricom i-ta ponuka
zlachuje sadu s p;; kusmi j-teho tovaru na cenu w;.

Najskor si zadefinujeme konfiguracie a operacie s nimi:

e Konfiguraciami nazveme postupnosti ¢y, ..., ¢y celych nezdpornych ¢isel, kde ¢;
vyjadruje, kolko kusov i-teho druhu tovaru nakupujeme, pricom tento pocet nesmie
prekrocit m;.

e Konfiguricie mozno séitavat po zlozkich, pricom ak Iubovolna zloZka presiahne
m;, obmedzime ju na m; (s¢itanie konfiguracii x a y ozna¢me = @ y). Zrejme plati
rTDdy=y>dx.

e Konfiguricia y je rozSirenim konfiguricie = (piSeme x < y, pripadne x < y, ak
navysSe x # y), ak pre kazdé i je x; < y;. Zrejme plati x <z @ y.

e Konfiguricia je trividlna, ak obsahuje jediny kus jediného tovaru (konfiguriciu
obsahujicu jeden kus i-teho predmetu ozna¢me T;).

e Konfiguricia je prostd, ak ju mo7no dostat s¢itanim pontk (bez pridavania jed-
notlivych predmetov).

Kedze pre kazda konfiguraciu e je vidy e; < 6, mdzeme sa na konfiguracie pozerat ako
na zapisy Cisel v sedmickovej stistave a podla toho ich oc¢islovat ¢islami v rozsahu 0 az
70 — 1 = 16806. Ozna¢me v, takyto kod konfiguracie e. Je jasné, Ze prevod e na v, a
naopak mozno urobit v ¢ase O(k).

Oznac¢me dalej w, minimalnu cenu, za ktori mozno nakupit konfiguraciu e. Je zrejmé,
ze Wygy < wy + wy,. NavySe ak < y, potom w, < w,.

Nasim cielom je nédjst konfiguraciu e, ktord je rozsirenim zadanej konfiguracie m a jej
w, je najmensie mozné. Kedze ndkup sa vzdy sklada zo zlacnenych ponik doplnenych
jednotlivymi predmetmi, mozno kazda konfiguraciu e rozlozit na prostt konfiguraciu p
a niekolko trividlnych konfiguracii k; tak, ze e = p @ ¥ ; k; a teda w, = w, + 3, wy,
pre nejaké vyhovujice p a postupnost k;. Ak by sme teda vedeli spocitat ceny w, pre
vSetky prosté konfiguracie, mame tlohu vyriesent, pretoze sta¢i preskimat tie moznosti,
kde prosté konfiguracie doplnime trivialnymi tak, aby vyslednd konfiguracia obsahovala
vSetky pozadované predmety z m.
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Ceny prostych konfiguracii spoc¢itame dynamickym programovanim, pricom budeme
postupovat od konfigurécii s najmensim v, az po konfiguracie s najvac¢sim v,. Pre prazdnu
konfiguraciu (jej kod je nula) je jej cena nulovd. KedZze optimélne zaplatenie kazdej
neprazdnej prostej konfigurdcie zahfha priktpenie nejakej zlavnenej ponuky k niektorej
mensej prostej konfiguracii, sta¢i polozit

wy = min{wg +w;; ¢ S p; =p,

¢; < p je prosté konfiguracia, p; je konfiguracia zlavnenej ponuky}.

To mozno lahko urobit, kedZe v okamihu poc¢itania miniméalnej ceny konfiguréacie p st ceny
vSetkych mensich potrebnych konfiguracii w; uz vypocitané (¢; < p, a teda vy, < v,).
Zadanie vSak vyzaduje nielen vypocet w,, ale tiez, ktoré ponuky sme pre miniméalny
nakup pouzili. Na to sta¢i pri vypoc¢te minima pripojit aj informaciu o tom, pre ktoré
i,j sa minimum dosahuje a podla toho potom prostt konfiguraciu p, ktorej rozsirenim
ziskame optimélne zaplatenie e, rozlozit na ponuky (odobratim poslednej pridanej ponuky
ziskame mensiu prost konfiguraciu, ktort rozlozime tym istym sposobom).
Casova zlozitost.  Pripravnd fiza (filtrovanie zadania) trva O(nm), vypocet mini-
malnych cien prostych konfiguracii O(smk) (kde s = (1 + max; m;)*) je pocet vietkych
konfiguracii), vypocfet minimélnej ceny zadanej konfigurdcie O(sk) a spatné vyhladanie
optimélneho zaplatenia O(s). Celkovo teda O((1 + max; m;)*mk + nm).

Pamitova zlozitost. O((1 + max; m;)* + mk + n).



6. Stredoeurdpska informaticka olympidda

Siesta Stredoeurépska olympidda v programovani (Central European Olympiad in
Informatics — CEOI) sa konala v diioch 2. — 9. septembra 1999 v Brne. CEOI je sutazou
stredoskolakov; kazda zucCastnend krajina ma pravo vyslat Styroch sutziacich, vediceho
vypravy a zastupcu vediceho. Pravidelne sa jej zGcastiuja zakladatelské krajiny Ceska,
Republika, Chorvatsko, Madarsko, Polsko, Rumunsko, Slovenska Republika a Slovinsko.
Tento rok organizatori vyuzili pravo pozvat timy z Nemeckej spolkovej republiky, Bosny
a Hercegoviny a USA. Z Ceskej republiky sa okrem oficidlneho timu zacastnili dalsie dva
— Cesk4 republika B a tim z Gymnazia JaroSova v Brne.

Druzstvo Slovenska sa zucastnilo v zlozeni Michal Breznicky (gym. Presov), Vladi-
mir Koutny (gym. J. Hronca Bratislava), Jan Oravec (gym. J.G. Tajovského B. Bys-
trica) a David Pal (gym. J. Hronca Bratislava) pod vedenim Martina Péla a Jana Senka
(Matematicko-fyzikilna fakulta UK).

Vzhladom na to, 7e na CEOI bolo vyslané “B” druZstvo (najlepsi Styria Studenti sa
zacastnia Medzinarodnej informatickej olympiddy v Turecku), neoc¢akaval sa taky dobry
vysledok, ako vlani. Slovenské druzstvo ziskalo dve bronzové medaily (Jén Oravec a
Dévid Pal).

Slovensko sa sutaze zucastnilo vdaka sponzorskej podpore Slovenskej informatickej
spoloc¢nosti, ktora financovala cestovné naklady.

Martin Pal

Zadania uloh 6. Stredoeurépskej informatickej olympiady

Objednavky

Vedici zésobovania (VZ) si utriedil vietky druhy tovaru abecedne podla ndzvov na vi-
sackach. Vsetky druhy, majice mena zac¢inajice rovnakym pismenom, st ulozené v rov-
nakom sklade (v tej istej budove) oznacenom tymto pismenom. Pocas dita VZ prijima
a knihuje objednavky tovaru, ktoré maja byt dodané zo skladov. Kazda objednavka
obsahuje iba jeden druh tovaru. VZ spracuva poziadavky v takom poradi, v akom ich
dostal.

Poznate dopredu vsetky objednavky, ktoré bude dnes VZ spracovavat, ale neviete, v
akom poradi. Zistite vSetky mozné poradia, v akych mo6ze VZ navstivit sklady, ak chce
splnit vsetky poziadavky pre dany den jednu po druhe;j.

Vstup: Vstupny stbor ORDERS.IN obsahuje jediny riadok so vSetkymi oznaceniami
pozadovanych tovarov (v ndhodnom poradi). Kazdy druh tovaru je reprezentovany za-
¢iatoénym pismenom na visaCke. Su pouzité iba malé pismend anglickej abecedy. Pocet
objednavok neprekroci 200.

Vystup: Vystupny subor ORDERS.OUT ma obsahovat vSetky mozné poradia, v ktorych
moze VZ navstevovat sklady. Kazdy sklad je reprezentovany jednym malym pismenom



6. STREDOEUROPSKA INFORMATICKA OLYMPIADA, ZADANIA 121

anglickej abecedy—zaciatocnym pismenom na visacke tovaru. Kazdé poradie skladov
vypiste do vystupného stboru iba raz, kazdé poradie na zvlastny riadok. Vsetky riadky
obsahujiice poradia musia byt utriedené podla abecedy (pozri priklad). Ziadny vystupny
stiibor neprekroc¢i 2 megabajty.
Priklad:
ORDERS.IN ORDERS.OUT
bbjd bbd j
bbjd
bdb ]
bdjb
bjbd
bjdb
dbbj
dbjb
djbb
jbbd
jbdb
jdbb

Hra s paritami

Vy a kamarat hravate nasledujiucu hru. Vas kamarat napise postupnost skladajicu sa z
nal a jednotiek. Vy si vyberiete stivisla podpostupnost (napr. podpostupnost od tretej po
piatu cifru vratane) a spytate sa ho, ¢ tato podpostupnost obsahuje parny alebo nepéarny
pocet jednotiek. VAs priatel odpovie na vasu otdzku, a vy sa ho mozete opat spytat na
nejakt int podpostupnost atd. VaSou tlohou je uhddnut celt postupnost cifier.

Podozrievate vasho priatela, Ze nie vSetky jeho odpovede st spravne a chcete ho
usvedCit z nepravdy. Rozhodli ste sa teda napisat program, ktory vam s tym pomoze.
Program dostane postupnost vasSich otdzok spolu s odpovedami, ktoré ste dostali od
vagho priatela. Cielom tohto programu je najst prva odpoved, ktora je dokazatelne zla,
t.j. existuje postupnost, ktora sthlasi s odpovedami na vSetky predchadzajice otazky,
av8ak neexistuje postupnost, ktord stihlasi aj s touto odpovedou.

Vstup: Prvy riadok vstupného suboru PARITY.IN obsahuje jedno ¢islo udavajice dizku
postupnosti nil a jednotiek. Tato dizka je mensia alebo rovna 1000 000000. V druhom
riadku je jedno kladné celé ¢islo urcujiice pocet polozenych otéazok a odpovedi na ne. Po-
¢et otazok a odpovedi na ne je mensi alebo rovny 5000. Nasledujice riadky Specifikuji
otazky a odpovede. Kazdy riadok obsahuje jednu otédzku a odpoved na nu: dve celé ¢isla
(pozicia prvej a poslednej cifry zvolenej stvislej podpostupnosti) a jedno slovo $pecifiku-
juce odpoved, ktoré je bud even pre parny pocet jednotiek alebo odd pre neparny pocet
jednotiek.

Vystup: Vo vystupnom sibore PARITY.QOUT sa nachadza jediny riadok obsahujuci jedno
celé ¢islo X. Cislo X udava, 7e existuje postupnost nul a jednotiek vyhovujica prvym
X paritnym podmienkam, avSak neexistuje ziadna postupnost vyhovujiaca prvym X + 1
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paritnym podmienkam. Ak existuje postupnost nil a jednotiek vyhovujica vSetkym
zadanym podmienkam, bude ¢islo X rovné poctu vsetkych polozenych otazok.
Priklad 1:

PARITY.IN PARITY.OUT

10 3

even
odd
even

= 01 W~ O
DO PN

even
7 10 odd

Priklad 2:
PARITY.IN PARITY.QUT
10 5

2 even
4 even
4 odd

10 even
10 even

WL NP = O

Telefonne éisla

V dnesnom svete sa ¢asto stretdvame s mnozstvom telefonnych ¢isiel, ktoré si stale dlhsie
a dlhsie. Potrebujete si takéto Cisla paméatat. Jedna z metod, ako to spravit, je priradit
¢islam pismend (vid. obrazok).

1ij 2 abc 3 def

4 gh 5 kl 6 mn

7 prs 8 tuv 9 wxy

0 oqz

Tymto spésobom sa da kazdému slovu alebo skupine slov priradit jednoznaéné ¢islo,
teda mozete si pamatat slovd namiesto ¢isiel. Je jasné, ze to ma svoje ¢aro, ak je mozné
najst jednoduchy vztah medzi slovom a danou osobou. Takto si mozte zapamatat, ze
telefénne ¢islo vasho priatela Sachistu 941837296 sa da precitat ako WHITEPAWN a
¢islo vasho oblibeného ucitela 2855304 ako BULLDOG.

Napiste program, ktory najde najkratsiu postupnost slov (t.j. majicu najmensi mozny
pocet slov), ktord zodpovedd danému ¢islu a danému zoznamu slov. Priradenie pismen
Cisliciam je popisané na obrazku hore.
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Vstup: Prvy riadok vstupného stiboru PHONE.IN obsahuje telefonne ¢islo, ktorého
prepis mate najst. Cislo pozostava z najviac 100 cifier. Druhy riadok obsahuje celkovy
pocet slov v slovniku (maximum je 50 000). Kazdy z nasledujtcich riadkov obsahuje
jedno slovo, ktoré pozostava z maximalne 50 malych pismen anglickej abecedy. Celkova
velkost vstupného stiboru nepresiahne 300 kilobajtov.

Vystup: Jediny riadok vystupného siboru PHONE.OUT obsahuje najkrat$iu postupnost
slov, ktort nasiel vas program. Nasledujtce slova st od seba oddelené jednou medzerou.
Ak tloha nema rieSenie, tento riadok obsahuje text 'No solution.’ Ak existuje viac
rieSeni majicich minimalny pocet slov, vypiste fubovolné z nich.

Priklad:
PHONE. IN PHONE.QOUT
7325189087 reality our
5
it
your
reality
real
our

(dalsia mo7znost 'real it your’ zodpovedajica tomu istému ¢islu je dlhsia)

Hra na Sachovnicke

Mladi programatori uz od skolky radi hravaju nasledovnit hru. Na Sachovnici s rozmermi
4 x 4 (Sachovnicke) je 8 bielych a 8 ¢iernych kamenov (Sutrov), na kazdom policku presne
jeden Suter. Takuto konfiguricia Sutrov nazyvame pozicia hry. Dva Sutre susedia, ak
st na polickach, ktoré maji spolo¢nt hranu (nie roh). To znamend, 7ze kazdy Suter ma
nanajvys Styroch susedov. Jediny pripustny tah v nasej hre je vymena lubovolnych dvoch
susednych Sutrov. Vasou tlohou je najst najkratsiu postupnost tahov transformujticu
dant pociato¢nu poziciu na dani koncova poziciu.

Vstup: Pociatocna pozicia hry je popisand prvymi 4 riadkami vstupného siboru
GAME.IN. V kazdom riadku sa $tyri symboly, definujice farbu kazdého kamena v riadku
zlava doprava. Riadky vstupu popisuji riadky na Sachovnicke zhora nadol. Symbol 0
znamend biely Suter a symbol 1 znamend cierny Suter. Medzi symbolmi nie je Ziadna
medzera. Piaty riadok je prazdny. Nasledujice styri riadky popisuja koncovi poziciu
tym istym spdsobom.

Vystup: Prvy riadok vystupného siboru GAME.QOUT obsahuje pocet tahov N. Nasledu-
jucich N riadkov popisuje postupnost tahov pocas hry. Jeden riadok popisuje jeden tah
a obsahuje 4 kladné celé ¢isla Ry, C'i, Ry, Cy oddelené jednou medzerou. S to stradnice
susednych poli¢ok pre dany tah, t.j. poli¢ok [Ry,C4] a [Ry, Cs], kde Ry (resp. Ry) je ¢islo
riadku na Sachovnicke a C (resp. Cy) je €islo stipca sachovnicky. Riadky na Sachovnicke
st ¢islované od 1 (horny riadok) po 4 (spodny riadok) a stipce st ¢islované od 1 (Tavy
stipec) po 4 (pravy stipec), teda stradnice Tavého horného policka st [1,1]. Ak existuje
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viacero najkratsich postupnosti tahov transformujtacich dani poc¢iato¢ni poziciu na dant
koncovi poziciu, mozete vypisat Tubuvolna z nich.

Priklad:
GAME.IN GAME.QOUT (Jedno zo spravnych rie-
1111 Seni)
0000 4
1110 1222
0010 1424
1010 3242
0101 4344
1010
0101

Mesto z kociek

Deti sa radi hraja s drevenymi kockami. Obyc¢ajne stavaju vysoké veze, ale maly Janko
sniva o uplne inych veciach. On postavi mesto. Jeho otecko mu kiupil obdiinikovy stolik
so rkou rovnou K kociek a dizkou L kociek. Janko sa rozhodol, Ze si este pred stavanim
mesta nakresli velky projekt. Na stolik si nakreslil §tvorcovi siet K x L Stvorcov. Na
niektoré z tychto Stvorcov chce polozit vezu skladajicu sa z jednej alebo viacerych kociek.
Ostatné stvorce budu prazdne. Pretoze je stolik velmi velky, Jankovi sa nechce robit plan
pre kazdy jeden Stvorec. Chce sa iba rozhodnit, ako ma vyzerat jeho mesto spredu a
zboku. Nakreslil si teda dva pohlady (dvojrozmerné priemety planovaného mesta) na
papier. Na nasledujicom obrazku si mozete pozriet priklady tychto nac¢rtov a prislusné
mesta z drevenych kociek.

| | 11 ﬂ% )

Predny priemet Bodény priemet Maximéalne mesto Minimélne mesto (predny a zadny pohlad)

Jankov otecko sa obava, ze nebude mat dost kociek na dokoncenie Jankovho vysniva-
ného mesta. Preto od vas chce, aby ste napisali program, ktory bude pocitat minimalne a
maximalne mnozstvo kociek, z ktorych sa da Jankovo vysnivané mesto postavit. Navyse,
vas program ma rozhodnut, ¢i sa to vobec da.

Vstup: Prvy riadok vstupného stiiboru TOWN.IN obsahuje dve kladné celé ¢isla K, L—
sirku a dizku stolika (vyjadrent poc¢tom kociek). Ani Sirka, ani dizka nie je vacsia ako
100000 kociek. Nasledujtice riadky vstupného stiboru obsahuji popis predného priemetu
mesta. Popis pozostava z postupnosti vySok viditelnych budov na kazdom Stvoréeku
zlava doprava (vyska je tiez merand v kockich). V kazdom riadku je prave jedno ¢islo,
teda pocet riadkov popisujucich predny priemet je rovné K—sSirke stolika. Podobne,
nasledujicich L riadkov vstupného suboru obsahuje pravy priemet mesta. Vysky vezi z
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drevenych kociek su teraz zapisané odpredu dozadu. Mozete predpokladat, ze v meste
nie je ziadna budova vyssia ako 5000 kociek. Mdzete predpokladat, ze maximéalny pocet
kociek, potrebnych na postavenie celého mesta, neprekroci 2 000000 000 kociek.
Vystup: Vystupny stiibor TOWN.OUT obsahuje jediny riadok. Ak nie je mozné postavit
mesto, spiﬁajﬁce dané priemety, vypiste text 'No solution.’ V opac¢nom pripade tam
vypiste dve cisla oddelené jedinou medzerou. Prvé ¢islo je minimalny pocet a druhé
maximalny pocet kociek, z ktorych mo6ze maly Janko postavit svoje vysnivané mesto
podla projektu.
Priklad 1:

TOWN.IN TOWN.OUT

4 3 10 21

1

D= NN W

2

Priklad 2:
TOWN.IN TOWN.OUT
2 2 No solution.
4

W~ =

Okruzna cesta

V Adelovciach na ostrove Zanzibar je cestovna kancelaria. Jej $éf Brutus sa rozhodol
pontiknut svojim klientom, okrem mnohych inych atrakcii, prehliadku mesta. Chce na
tejto atrakcii ¢o najviac zarobit a preto sa rozhodol, Ze je dolezité najst najkrat$iu moznua
okruznu cestu. VaSou tlohou je napisat program, ktory najde takato cestu.

V meste je N krizovatiek oc¢islovanych od 1 po N a M obojsmernych ciest ocislovanych
od 1 po M. Dve krizovatky mozu byt spojené viacerymi cestami, avSak ziadna cesta
nespaja ziadnu krizovatku samu so sebou. Kazda okruzna cesta je postupnost Cisiel ciest
Yty Uk, k> 2. Cesta y; (1 < i <k —1) spaja krizovatky z; a ;41 ,cesta y; spija
krizovatky zj a z;. Cisla zq,..., 2, maji byt rozne. Dizka okruznej cesty je stuctom
dizok vietkych ciest na nej, t.j. L(y;) + L(ys) + ... + L(y) , kde L(1;) je dlzka cesty
y; (1 < i < k). VA3 program mé néjst takito okruznti cestu, ktorej dizka je minimélna,
alebo zistit, ze to nie je mozné, pretoze v meste neexistuje ziadna okruzna cesta.
Vstup: Prvy riadok vstupného stiiboru TRIP.IN obsahuje dve celé kladné ¢isla: pocet
krizovatiek N < 100 a pocet ciest M < 10 000. Kazdy z nasledujtacich M riadkov popisuje
jednu cestu. Obsahuje 3 kladné celé ¢isla: ¢islo prvej krizovatky, ¢islo druhej krizovatky
a dlzku cesty, ktord ich spaja (kladné celé ¢islo mensie ako 500).
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Vystup: Vystupny stbor TRIP.0OUT sa sklada z jediného riadku. Tento riadok obsahuje

bud retazec 'No solution.

v pripade, Ze neexistuje ziadna okruzna cesta, alebo obsahuje

¢isla vsetkych krizovatiek na najkratsej okruznej ceste v poradi, v akom sa prechadzaju
(t.j. ¢isla xy az zp z naSej definicii okruznej cesty), oddelené jedinou medzerou. Ak
existuje viacero okruznych ciest s minimélnou dlzkou, mo6zete vypisat ITubovolni z nich.

Priklad 1:
TRIP.IN

N NP, W~ = Ol
A WN = W

5

7

3

300
10
16
100
15
20

Priklad 2:
TRIP.IN

4

3

1210
13 20
14 30

TRIP.OUT (Jedna zo spravnych od-
povedi)
1352

TRIP.OUT
No solution.



11. Medzinarodna informaticka olympiada

V dioch 9. — 16. oktobra 1999 sa v Turecku v meste Antalya uskutoc¢nil 11. ro¢nik
Medzinarodnej informatickej olympiady (IOI). Zacastnilo sa na fiom 252 sutaziacich zo
65 krajin. Reprezenta¢né druzstvo Slovenska bolo vybrané na zdklade vyberového su-
stredenia, ktoré sa konalo v dhoch 6. — 11. 6. 1999 na Matematicko-fyzikalnej fakulte
Univerzity Komenského. Vyberového ststredenia sa zucastnilo jedenast najuspesnejsich
riesitelov celostatneho kola MO kategérie P. Styria najispesnejsi G¢astnici tvorili druzstvo
na [OI, druhi Styria reprezentovali Slovensko na Stredoeurépskej informatickej olympiade.
Vysledky vyberového stustredenia:

meno body meno body
1 | Michal Forisek 408.1 | 7 | Vladimir Koutny | 297.7
2 | Richard Kralovi¢ | 369.3 || 8 | Michal Breznicky | 291.7
3 | Jan Senko 341.8 || 9 | Jozef Siska 269.5
4 | Jan Lunter 312.5 || 10 | Peter KosSinar 259.4
5 | Jan Oravec 311.4 || 11 | Tomas Kezes 212.8
6 | David Pal 304.3

Slovensko reprezentovali Michal Forisek z gymnézia Popradské nabrezie, Poprad, Ri-
chard Kralovi¢ z gymndazia Novohradska, Bratislava, Jan Lunter z gymnaézia Jozefa Gre-
gora Tajovského, Banska Bystrica a Jan Senko z SPSE Komenského, Kogice. Vedicou
vypravy bola RNDr. Gabriela Andrejkova z Prirodovedeckej fakulty Univerzity P.J. Sa-
farika Kosice, pedagogickym vediicim Martin Pal z Matematicko-fyzikalnej fakulty Uni-
verzity Komenského.

Sutaz sa skladala z dvoch sutaznych dni. Kazdy den sttaziaci riesili tri tlohy al-
goritmického charakteru. Tento rok sa pripravy zhostili turecki organizatori a to velmi
dokladne — ulohy boli oproti minulym ro¢nikom vyrazne tazsie. Ich naroc¢nost bola umoc-
nend aj naro¢nymi testovacimi datami, takze aj pomerne efektivne programy ziskavali iba
malo bodov.

Novinkou bol aj sposob testovania. Testovanie stitaznych programov neprebiehalo za
ucasti vediceho vypravy sutaziaceho, ako po minulé roky, ale neverejne. Vedtci vypravy
dostali k dispozicii vysledky testovania, programy sutaziacich, ako aj testovacie vstupy a
vystupy pre jednotlivé lohy a mali tri hodiny ¢asu na zistenie pripadnych nezrovnalosti
pri testovani a na pripadné podanie protestu. Bohuzial, organizatori nedali k dispozicii
pouzity testovaci software, a tak mali vediaci vypravy so sttaziacimi k dispozicii len
pomerne tazkopadne sposoby ladenia.

Tento rok sa nam sice nepodarilo obhajit prvé miesto z minulého roka, avsak toh-
torocny vysledok — dve zlaté a jedna bronzova medaila — je uspokojujici. Konkrétne
vysledky
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meno body

Michal Forisek 418 | zlato
Richard Kréalovi¢ | 404 | zlato
Jan Senko 210 | bronz
Jan Lunter 107 —

nas radia v neoficidlnom hodnoteni na piatu az ésmu priecku (podla metodiky bo-
dovania) v neoficidlnom hodnoteni krajin. Nasi tradi¢ni priatelia a stperi Clsi (jedna
zlatd, tri bronzové) a Poliaci (zlato, dve striebra a bronz) sa umiestnili porovnatelne s
nami. Na prvych miestach sa umiestnili Vietnam (tri zlaté, jedna striebornd), Rusko (tri
zlaté, jedna bronzova) a Cina (dve zlaté, dve strieborné medaily). NAm mdze byt trochu
[ito, ze Jan Lunter neziskal medailu a Ze Janovi Senkovi sa nepodarilo zopakovat zlati
medailu z minulého roka.

Martin Pal

Zadania uloh 11. Medzindrodnej informatickej olympiady

Obchodik s kvetmi

Chcete usporiadat vyklad vasho obchodu s kvetmi najlepsim moznym sposobom. Mate
F roznych kytic kvetov a najmenej tolko vaz v rade. Vazy st pripevnené na policu a
su ¢islované od 1 po V, kde V' je pocet vaz, zlava doprava tak, ze vaza 1 je najlavejsia
a vaza V najpravejSia. Kytice sa daju premiestiovat a su jednoznacne identifikované
celymi ¢islami od 1 po F'. Tieto id-¢isla maju vyznam: urcuji pozadované poradie kytic
v rade vaz tak, ze kytica i musi byt vo vaze nalavo od kytice j prave vtedy, ked i < j.
Nech napriklad mame kyticu azaliek (id = 1), kyticu begénii (id = 2) a kyticu carafiditov
(id = 3). Kytice musime poukladat do viz, pricom musime davat pozor, aby ich id-¢isla
boli v spravnom poradi. Kytica azaliek musi byt nalavo od kytice begénii a begoénie
musia byt nalavo od carafiatov. V pripade, Ze vaz je viac ako kytic, niektoré vazy ostant
prazdne. V jednej vaze moze byt najviac jedna kytica.

Véazy (rovnako ako kytice) maji rézne charakteristiky. Teda stréenie kytice do vazy
ma svoju esteticki hodnotu vyjadrent celym ¢islom. Estetické hodnoty st vyjadrené v
tabulke nizsie. Ak viza ostane prazdna, jej estetickd hodnota bude rovna 0.

kytice Vazy
1 2 3 4 5
1 (azalky) 7 23 5 24 16
2 (begonie) 5 21 -4 10 23
3 (carafiaty) 21 5 -4 -20 20

PodTla tabulky napriklad azalky buda najlepsie vyzerat vo vaze 2, ale vo vaze 4 budua
vyzerat otrasne.
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Na dosiahnutie najlepsieho efektu mame maximalizovat stcet estetickych hodnot pre
usporiadanie pri zachovani pozadovaného poradia kytic. Ak existuje viac nez jedno uspo-
riadanie s maximalnou hodnotou stétu, vypiste lubovolné z nich (prave jedno).
Predpoklady:

e 1 < F <100, kde F' je pocet kytic kvetov. Kytice st oc¢islované od 1 po F.

o [ <V <100, kde V je pocet vaz.

e —50 < A;; <50, kde A;; je estetickd hodnota ziskand str¢enim i-tej kytice do j-tej

Vazy.
Vstup: Vstupny subor je textovy a vola sa FLOWER.INP.
e Prvy riadok obsahuje dve cisla: F', V.
e Nasledujucich F' riadkov: Kazdy z tychto riadkov obsahuje V' celych ¢isel tak, ze
A;j je dané ako j-te ¢islo na riadku (i + 1) vstupného siboru.
Vystup: Vystupny stabor je textovy subor s menom FLOWER.OUT obsahujuci 2 riadky:

e Prvy riadok bude obsahovat sucet estetickych hodnot vasho usporiadania.

e Druhy riadok musi obsahovat usporiadanie ako zoznam F' ¢isel tak, ze k-te ¢islo na

tomto riadku urcuje vazu, do ktorej je vlozena k-ta kytica.

Priklad:
FLOWER.INP FLOWER.OUT
35 53
7 23 -5 -24 16 245

521 -4 10 23
-21 5 -4 -20 20

Vyhodnocovanie: Vas program moze bezat maximalne 2 sekundy. Body za ¢iastocéne
spravne vystupy nie st udelované.

Skryté kody

Je dana mnozina kédovych slov a text. Predpokladajme, 7e text obsahuje spravu, vytvo-
rent vnorenim kbédovych slov dontho dabelskym (a mozno nejednozna¢nym) sposobom.

Ko6dové slova a text sit postupnosti vytvorené len z velkych a malych pismen anglickej
abecedy. Rozliujeme malé a velké pismena. Dizka kédového slova je definovana obvyklym
sposobom. Napriklad kédové slovo ALL ma dizku 3.

Pismend kdédového slova sa nemusia vyskytovat v danom texte hned po sebe. Napri-
klad kodové slovo ALL sa vzdy vyskytuje v texte v postupnosti tvaru AuLvL, kde u a v
oznacuju lubovolné (mozno prazdne) postupnosti pismen. Hovorime, 7e AuLvL je pokry-
vajica postupnost pre ALL. Vo vSeobecnosti pokryvajiuca postupnost pre kodové slovo je
definovana ako suvisla podpostupnost textu taka, ze prvé a posledné pismeno podpostup-
nosti st rovnaké ako v kdédovom slove a je mozné ziskat z nej kédové slovo vymazanim
niektorych (mozno ziadnych) pismen podpostupnosti. Poznamenajme, ze kédové slovo
sa moze vyskytovat v jednej alebo viacerych pokryvajucich postupnostiach alebo sa v
texte vobec nemusi vyskytovat. Jedna pokryvajica postupnost moze byt pokryvajiucou
postupnostou pre viac ako jedno kédové slovo.
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Pokryvajica postupnost je identifikovana svojou Startovacou poziciou (pozicia prvého
pismena) a koncovou poziciou (pozicia posledného pismena) v texte (prvé pismeno textu je
pozicia 1). Hovorime, ze dve pokryvajiice postupnosti, povedzme ¢; a ca, sa neprerjvaji,
ak Startovacia pozicia ¢; je vacsia nez (>) koncova pozicia ¢, alebo naopak. Inak hovorime,
ze dve pokryvajice postupnoti sa prekryjvaji.

Kvoli ziskaniu skrytej spravy v texte sa podujmete najst riesenie. RieSenie je mno-
zina poloziek, z ktorych kazda obsahuje kodové slovo a pokryvajicu postupnost pre toto
kodové slovo tak, Ze st splnené nasledujiice podmienky:

a) Ziadne dve pokryvajice postupnosti sa navzdjom neprekryvaji
b) Pokryvajtica postupnost nepresiahne dizku 1 000

c) Sucet dizok kédovych slov je maximdlny (kazda z poloziek prispieva k stctu dizkou
kédového slova, ktoré obsahuje)

V pripade, 7e existuje viac nez jedno rieSenie, vypiste lubovolné (jedno) z nich.

Predpoklady:

e 1 < N <100, kde N je pocet kdédovych slov.

e Maximalna dizka kédového slova je 100 pismen.

e 1 < di7ka daného textu < 1000000 pismen.

e Hovorime, 7ze pokryvajica postupnost ¢ pre kodové slovo w je sprava minimalna,
ak ziadny vlastny prefix ¢ (vlastny prefix ¢ je savisld podpostupnost ¢ zacinajica
jej prvym pismenom kratSia ako ¢) je pokryvajica postupnost pre w. Napriklad
pre kodové slovo ALL, AAALAL je sprava minimalna pokryvajica postupnost, pricom
AAALALAL je tiez pokryvajuca, ale nie je sprava minimalna.

Je zarucené, 7e v danom texte
a) pre kazda poziciu v texte, po¢et sprava minimalnych postupnosti obsahujicich
tito poziciu neprekroci 2 500
b) pocet sprava minimalnych postupnosti neprekro¢i 10 000

Vstup: Vstupom su dva textové stibory: WORDS.INP a TEXT.INP. Subor WORDS.INP

obsahuje zoznam kédovych slov a siibor TEXT.INP obsahuje text.
e Prvy riadok siiboru WORDS.INP obsahuje hodnotu N. Kazdy z nasledujicich N

riadkov obsahuje kodové slovo, ktoré je postupnostou pismen bez medzier. Kodové
slova st identifikované ich poradim vyskytu v sibore WORDS.INP: celé ¢isla 1 az N
slazia ako identifikacné ¢isla pre kodové slova.

e Stbor TEXT.INP obsahuje postupnost pismen (ukon¢enti znakom end-of-line nasle-
dovanym znakom end-of-file). Tento stibor neobsahuje medzery.

Odportacania pre programatorov v Pascale:

Radime vam deklarovat vstupny stbor ako typ text namiesto typového sitboru kvoli
efektivite.
Vystup: Vystup musi byt textovy sibor s menom CODES.QUT.

e Prvy riadok bude obsahovat sucet ziskany vasim rieSenim.

e Kazdy z nasledujtcich riadkov bude urcovat jednu polozku vasho riesenia: riadok
pozostava z troch celych cisel 7, s, e. Pritom i je identifika¢né cislo kodového
slova, ktoré sa vyskytuje v pokryvajicej postupnosti urcenej Startovacou poziciou
s a koncovou poziciou e. Poradie vystupnych riadkov, ktoré nasleduju za prvym
riadkom, nie je délezité.
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Priklad:
WORDS . INP CODES.OUT
4 12
RuN 29 21
RaBbit 147
HoBbit 1 24 28
StoP
TEXT.INP

StXRuYNvRuHoaBbvizXzt NwRRuulNP

(Poznadmka: Skryta spréava, ktora sa d4 ziskat z rieSenia, je "RuN RaBbit RulN”. (al-
ternativne rieSenie moze byt "RuN HoBbit RuN”). Pamétajte na to, ze sprava sa nema
objavit na vystupe.)

Vyhodnocovanie: Vas program moze bezat maximalne 10 sekiind. Body za ¢iastocéne
spravne vystupy nie st udelované.

Podzemné mesto

Ste uvazneni v jednom podzemnom meste Cappadocie. Potulovanim sa v tme nadhodou
najdete mapu mesta. Nanestastie, na mape nie je ziadna znacka, ktora by vam prezradila,
kde sa prave nachadzate. Vasou tlohou je zistit to skiimanim mesta.

Mapa mesta je obdl#nikov4 mriezka s jednotkovymi Stvorcami. Kazdy Stvorec je bud
otvoreny, ozna¢eny pismenom ’0’, alebo je ¢astou welkého miru a je oznac¢eny pismenom
'W. Severny smer je na mape tiez oznaceny. NasStastie mate poruke kompas, takze viete
mapu spravne orientovat. Na zacCiatku sa nachadzate na otvorenom Stvorci.

Vsetko zac¢ina volanim procedtry (alebo funkcie) start bez argumentov. Mesto mo7te
skimat pouzitim procedir (alebo funkcii) look a move.

Mozte klast otazky formou volania funkcie look (dir), kde dir oznacCuje smer, v kto-
rom sa pozerate, ¢o moze byt jeden zo znakov 'N’, ’S’, ’E’ alebo "W’ oznacujucich sever, juh,
vychod resp. zdpad. Predpokladajme, za argument dir je 'N’. Odpovedou bude pismeno
'0’, ak Stvorec na sever od vas je otvoreny a "W, ak je tam welky mur. Podobne, je mozné
pozriet sa a ziskat informaciu o inych susednych Stvorcoch.

Mozte urobit krok na jeden zo susednych $tvorcov volanim move (dir), dir oznacCuje
smer vasho kroku ako je popisané vyssie. Mozte urobit krok len na otvoreny Stvorec.
Snaha pohnit sa na welky mur by bola krutou chybou. Je mozné dosiahnut Iubovolny
otvoreny Stvorec z lubovolného iného otvoreného Stvorca.

Vasu ulohou je najst poziciu otvoreného stvorca, na ktorom ste nasli mapu chodenim
a pozeranim na ¢o najmen$i pocet volani look(dir). Ked najdete poziciu, musite to
oznamit volanim finish(x,y), kde x je horizontalna (zdpado-vychodnd) stradnica a y
je vertikdlna (juho-severnd) stradnica pozicie.

Predpoklady:

e 3 < U <100, kde U je sirka mapy, t.j. dizka v pocte Stvorcov v horizontalnom
smere (t.j. zapado-vychodnom).
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e 3 <V <100, kde V' je vyska mapy, t.j. dizka v pocte Stvorcov vo vertikdlnom
smere (t.j. juho-severnom).

e Mesto je obkolesené welkym murom, ktory je zakresleny na mape.

e Juho-zipadny roh mesta mé stradnice (1,1) a severo-vychodny roh mé stradnice

(U, V).

Vstup: Vstupom je textovy subor s menom UNDER. INP.

e Prvy riadok obsahuje dve ¢isla: U, V.

e Kazdy z nasledujicich V' riadkov obsahuje riadok mapy v horizontalnom smere.
Kazdy riadok pozostava z U znakov, takze x-ty znak na (V — y + 2)-tom riadku
vstupného sitboru obsahuje informéciu o pozicii (x, y) na mape: Je to bud pismeno
"W oznacujiuce welky mur, alebo pismeno ’0’ oznacujuce otvoreny Stvorec. Déata na

tychto riadkoch neobsahuju ziadne medzery.

Vystup: Ziadny vystupny stibor nebude vytvoreny. Vysledok néjdeny vasim progra-

mom musi byt oznadmeny volanim finish(xz,y).

Priklad:

UNDER. INP
58

WWWWW
WWWOw
WWWOw
WOOOow
Wowaow
WOOwWw
WWwOoOow
WWWWW

7 (E)

Instrukcie pre programatorov v Pascale:
uses undertpu;

Moznéa interakcia, ktora skonc¢i sprav-
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nym volanim finish:

start ()
look(’N?) W2
look (’E’) 0
move (’E’)
look(’E’) W

finish(3,5)

Vo vasom zdrojovom stibore mate mat:

Tento unit (tpu) poskytuje nasledujice procediry a funkcie:

procedure start; { musi byt volana prva }

function look (dir:char):char;
procedure move (dir:char);
procedure finish (x,y:integer); { musi byt volana posledna }

InStrukcie pre programatorov v C/C++: Vo vasom zdrojovom sibore mate mat:
#include "under.h"
Tento hlavickovy stibor poskytuje nasledujtice deklaracie:

void start (void); /* musi byt volana prva */

char look (char);
void move (char);

void finish (int,int); /* musi byt volana posledna */
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Takisto vytvorit projekt nazvany under, ktory by mal obsahovat vas program a kniz-
nicu pre interakcie s ndzvom underobj.obj. Na to potrebujete pouzit ponuku menu IDE
project a vybrat polozku open na vytvorenie projektu a pouzit add item na pripojenie
vasho zdrojového stiboru (under.c alebo under.cpp) a stiboru underobj.obj. PouZite
volbu kompildtora LARGE memory model. (Pozor: toto je zmena oproti paméitovému
modelu spominanému v Rules of Contest)

Vyhodnocovanie: VAa$ program moze bezat maximalne 5 sekind.

Na ziskanie plného po¢tu bodov, A, za dany testovaci vstup, pocet volani 1look, x, musi
byt mensi alebo rovny ¢islu M, uré¢enému vyhodnocovacim programom. Poznamenajme,
7e M je zvolené vicdie ako (>) minimum. Specidlne, M je nezavislé od poradia skiisania
smerov v smere alebo proti smeru hodinovych ruciciek. Mozte ziskat ¢iastoény pocet
ktoré dostanete, st vypocitané zaokruhlenim na najblizsie celé ¢islo hodnoty ziskané podla
nasledujiceho vztahu:

A ak x < M
A(2M — x)

A ak M <z < 2M

0 ak x > 2M

Za nespravne spravanie vasho programu ziskate 0 bodov. Nespravne spravanie v tejto
ulohe st nasledujuce:
e Volanie knizni¢nej procediry (alebo funkcie) s neakceptovatelnym argumentom,
napriklad znakom, ktory neoznacuje smer.
e Pokus pohniit sa do welkého muru.
e Neschopnost dodrzat inStrukcie.

Ako vyskusat vas program: Vytvorte textovy siibor s menom PLACE.TXT obsahujtci
poziciu mapy. Spustite vas program. Ziskate vysledok v sibore RESULT.TXT.

Subor PLACE.TXT ma obsahovat jediny riadok obsahujici horizontalne a vertikalne
suradnice mapy. Potrebujete vytvorit vas vlastny stibor vstupnych dat UNDER. INP. Stbor
RESULT.TXT bude obsahovat dva riadky. Prvy riadok bude obsahovat argumenty = a y z
vasho volania finish(z,y). V druhom riadku bude sprava v tvare ”You used look nnn
times”. Poznamenajme, Ze tato sktska je pre kontrolu kompatiblity vasho programu s
kniznicou. Nema ni¢ do ¢inenia s korektnostou vasho riesenia.

Semafoéry

V meste Dingilville je doprava usporiadana neobvyklym spdsobom. St tam ulice a krizo-
vatky, ktoré ich spajaju. Medzi [ubovolnymi dvomi krizovatkami je najviac jedna ulica.
Ziadna ulica nespaja krizovatku samu so sebou. Cas potrebny na prejdenie ulice je rov-
naky pre oba smery. Na kazdej krizovatke je semafor, na ktorom svieti v kazdom okamihu
modré alebo purpurové svetlo. Farby na semafére sa menia periodicky: Modra svieti ur-
¢ita dobu, potom purpurova ur¢ita (nie nutne ti ist) dobu atd. Prejst z krizovatky na
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krizovatku po ulici méze vozidlo vtedy a len vtedy, ak svetld na oboch krizovatkach v
momente jeho odchodu z prvej krizovatky na druht st rovnakej farby. PresnejSie, v oka-
mihu tesne po odchode vozidla z krizovatky musia mat obe svetla rovnakt farbu. Vozidla
mozu ¢akat na krizovatkach. Mate k dispozicii mapu mesta, na ktorej je

e pre kazdi ulicu ¢as na jej prejdenie (celé ¢islo),
e doby trvania kazdej z dvoch farieb na kazdej krizovatke (celé ¢isla),
e pociatoc¢na farba svetla a ¢as zostavajuci do prvej zmeny farby na kazdej krizovatke.

Vasou ulohou je najst cestu z danej pociatoc¢nej krizovatky do danej koncovej krizo-
vatky, ktorej prejdenie trva minimalny c¢as. Cesta ma zacat v okamihu spustenia pre-
mavky. Ak existuje viacero takychto ciest, vypiste len jednu z nich.

Predpoklady:

e 2 < N <300, kde N je pocet krizovatiek. Krizovatky st ocislované ¢islami od 1 po
N. Tieto ¢isla sa nazyvaju identifikacné ¢isla.

e 1 < M <14000, kde M je pocet ulic.

e 1 <[; <100, kde [;; je cas potrebny na prejdenie cesty vedticej z krizovatky ¢ na
krizovatku j.

e 1 <t;. <100, kde t;. je doba trvania farby ¢ na semafore na krizovatke 7. Index ¢
je bud B pre modru alebo P pre purpurovi.

o 1 <r; <t, kde r;. je zvySujici cas pre pociato¢nu farbu na krizovatke i.

Vstup: Vstupom je textovy sibor s menom LIGHTS. INP.

e Prvy riadok obsahuje dve ¢isla: identifikacné cislo pociatoc¢nej krizovatky a identi-
fika¢né cislo cielovej krizovatky.

e Druhy riadok obsahuje dve ¢isla: N, M.

e Nasledujiicich N riadkov obsahuje informaciu o N krizovatkich. (i 4+ 2)-hy riadok
vstupného stiboru obsahuje informaciu o i-tej krizovatke: C;, 7., t;g, tip, kde C; je
bud ’B’ alebo 'P’, urcujice pociatoéni farbu semaféru na i-tej krizovatke.

e Poslednych M riadkov obsahuje informéciu o M uliciach. Kazdy riadok mé tvar 4,
J, lij, kde i a j st identifikacné ¢isla krizovatiek, ktoré st spojené touto cestou.

Vystup: Vystupom musi byt textovy stiibor s menom LIGHTS.QUT.
Ak cesta existuje:

e Prvy riadok bude obsahovat ¢as, ktory je potrebny na prejdenie ¢asovo miniméalne;j
cesty z pociatocnej do cielovej krizovatky.

e Druhy riadok bude obsahovat zoznam krizovatiek, ktoré lezia na vami najdenej
casovo minimalnej ceste. Vypiste krizovatky do vystupného stiboru v poradi, v
akom sa vyskytuji na ceste. To znamena, ze prvé celé ¢islo v tomto riadku je
identifikacné ¢islo prvej krizovatky a posledné ¢islo je identifikacné ¢islo posledne;j
krizovatky.

Ak cesta neexistuje:

e Jediny riadok obsahujuci ¢islo 0.
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Priklad:
LIGHTS.INP LIGHTS.OUT
4 127
5 124
2 16 99
6 32 13
2 87 4
38 96 49
2 4
3 40
3 75
4 76
4 77

Vyhodnocovanie: Vas program moze bezat maximalne 2 sekundy. Body za ¢iastoc¢ne
spravne vystupy nie st udelované.

NN~ = 'J'"7 'Y b =

w

Kopy

Hra pre jedného hraca sa hra s N kopami v rade, kazda z nich obsahuje nula alebo viac
kamenov (vid obr. 32). Kopy su o¢islované od 1 po N. V jednom tahu si zvolite kopu,
napriklad p, a ¢islo, napriklad m. Z kopy p je nésledne prenesenych m kamenov na kazdua
s nou susediacich kop. Pozri priklad na obrazku 33 Kopa p ma dvoch susedov p—1 a p+1,
ak 1 < p < N, suseda 2, ak p =1, a suseda N — 1, ak p = N. Aby bolo moZzné urobit
tah, kopa p musi mat aspon 2m kamenov, ak ma dvoch susedov, a aspon m kamenov, ak
ma len jedného suseda.

Cielom hry je vyrovnat vSetky kopy, t.j. dosianut, aby mali vSetky rovnaky pocet
kamenov na ¢o najmensi mozny pocet tahov. V pripade, Ze existuje viac nez jedno
rieSenie, vypiste len jedno z nich.

1
HHHI
I

i
I
i

Kopy: 1 2 3 4 ) Kopy: 1 2 3 4 )
Obr. 32: Pat kop s 0, 7, 8, 1 a 4 kamenmi Obr. 33: Tieto kopy po tahu: p =2, m =2

Predpoklady:

e Je zarucené, ze je mozné vyrovnat kopy na nie viac ako 10000 tahov.
e 2 < N <200
e 0 < (C; <2000, kde C; je pocet kametiov v kope i na zac¢iatku hry (1 <i < N).

Vstup: Vstupom je textovy sibor s menom FLAT.INP, obsahujuci dva riadky.
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e Prvy riadok: N
e Druhy riadok: obsahuje N celych ¢isel, i-te z nich je hodnota Cj.
Vystup: Vystupom je textovy subor FLAT.O0UT.
e Prvy riadok: pocet tahov: (Toto ¢islo ozna¢me M)
e Kazdy z nasledujicich M riadkov obsahuje dve celé ¢isla reprezentujice tah: p, m.
Tahy vo vystupnom stbore musia byt vypisané v poradi, v akom sa maji vykonat,
teda vas prvy tah bude zapisany v druhom riadku vystupného stiboru.

Priklad:

FLAT.INP FLAT.OUT
5 5
07814 52

3 4

2 4

31

4 2

Vyhodnocovanie: VAa$ program moze bezat maximalne 3 sekundy.

Na ziskanie plného poc¢tu bodov A za dany testovaci vstup, pocet vasich tahov x musi
byt mensi alebo rovny ako &islo B, uréené vyhodnocovacim programom. Cislo B nie je
nutne minimalne. V skutoc¢nosti, pre testovaci vstup je B zvolené v zavislosti od poctu
tahov podla jednoduchej stratégie bez nadbyto¢nych tahov a v zavisloti od priemerného
poc¢tu kamenov v kopach. Mozete ziskat ciastkové body. Pocet bodov je vypocitany
zaokrihlenim na najblizsie celé ¢islo podla nasledujticeho vztahu:

A ak ¢ < B
24(2B —
% ak B<z < 3B
0 akz>3B
Pas zeme

Obyvatelia Dinginville hladaji pozemok na stavbu letiska. K dispozicii je mapa kraja.
Mapa kraja je obdi7nikové mriezka 7 jednotkovych Stvorcov, identifikovanych dvojicou
stradnic (z,y), kde x je vodorovna a y zvisla stiradnica. Nadmorské vysky jednotlivych
Stvorcov su zakreslené na mape.

Vasou tlohou je najst obdlZnikovii oblast s maximéalnou moznou plochou (t.j. obdl#-
nikovii oblast obsahujicu najvac¢si mozny pocet Stvorcov) taka, 7e:

a) rozdiel vySok medzi najvyssim a najniz$im Stvorcom v oblasti nepresahuje dany

limit C' a zaroven
b) Sirka (t.j. pocet Stvorcov v zdpadovychodnom smere) je najviac 100.
V pripade, zZe existuje viacero takychto oblasti, vypiste len jednu z nich.

Predpoklady:
e 1 <UL 700,1 <V <700, kde U a V oznacuju rozmery mapy. Presnejsie, U je
pocet stvorcov v zapado-vychodnom smere, V' v juho-severnom smere.
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0<C<10

—30,000 < H,, < 30000, kde celé ¢islo H,, je vyska Stvorca so siradnicami (z,y),
1<z<U,1<y<V.

Juhozdpadny roh mapy méa suradnice (1,1), severovychodny roh mé stradnice
(U, V)

Vstup: Vstup je textovy stibor s ndzvom LAND.INP.

e Prvy riadok obsahuje tri celé ¢isla U, V a C.
e KaZdy z nasledujucich V' riadkov obsahuje celé cisla H,, pre v = 1,...,U. Pres-
nejsie, H,, sa vyskytuje ako z-té ¢islo na riadku (V' —y + 2).

Vystup: Vystup musi byt texovy subor s ndazvom LAND.QUT pozostavajuci z jedného
riadku, ktory obsahuje Styri celé ¢isla ur¢ujuce najdent oblast: Xmin, Ymin, Xmaz,
Ymazx, kde (Xmin, Y min) st saradnice juhozdpadného rohu pozemku a (Xmaz, Y max)
st suradnice severovychodného rohu oblasti.

Priklad:

LAND.INP

10 15 4

41 40 41 38 39 39 40 42 40 40
39 40 43 40 36 37 35 39 42 42
44 41 39 40 38 40 41 38 35 37
38 38 33 39 36 37 32 36 38 40
39 40 39 39 39 40 40 41 43 41
39 40 41 38 39 38 39 39 39 42
36 39 39 39 39 40 39 41 40 41
31 37 36 41 41 40 39 41 40 40
40 40 40 42 41 40 39 39 39 39
42 40 44 40 38 40 39 39 37 41
41 41 40 39 39 40 41 40 39 40
47 45 49 43 43 41 41 40 39 42
42 41 41 39 40 39 42 40 42 42
41 44 49 43 46 41 42 41 42 42
45 40 42 42 46 42 44 40 42 41

LAND.QUT
458 11

Vyhodnocovanie: Vas program moze bezat maximélne 60 sekiind. Body za ¢iastocne
spravne vystupy nie st udelované.



Korespondencny seminar SK MO

V 48. ro¢niku matematickej olympiddy SK MO prebiehal pre najispesnejsich olym-
pionikov predchadzajiceho roénika MO zo Slovenska korespondenény seminar SK MO.
Tento korespondencny seminar vznikol uz v 24. roéniku MO preto, aby bolo umoz-
nené venovat individualnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy
so zameranim na matematiku. V stcasnosti, pretoze existuje velké mnoZstvo inych
matematickych koresponden¢nych seminarov (napriklad krajskych, ktorym je venovana
samostatna kapitola), a pretoZze pocet §kol so zameranim na matematiku sttipol, seminar
SK MO sa zameriava na zlepSenie pripravy vSetkych Studentov, ktori preukazali svoje
schopnosti v predchddzajtcich roénikoch MO. KedZe tlohy tohoto seminira svojou
narocnostou prevysuju aktkolvek init matematickt sitaz pre stredoskoldkov, seminar
sa stava dolezitou stucastou pripravy aj na medzinidrodni matematicki olympiadu.
V 44. roéniku MO bol KS SK MO prvykrat zorganizovany samostatne na Slovensku.
Pozostava tradicne z piatich sérii po sedem tloh. Do riesenia sa v tomto ro¢niku zapojilo
16 Studentov.

Korespondencény seminar viedol Eugen Kowvadc a opravovanie zabezpecovali Studenti
a pracovnici MFF UK (v8etko byvali olympionici).

Celkové poradie KS SK MO 1998/99

Peter Novotngj, 4 Gymnézium Velks Okruzna, Zilina, 90, 5 bodu;
Tomas Jurik, 3 Gymnazium Postova, Kosice, 73,5 bodu;

Martin Hrindk, 4 Gymnazium Alejova, Kosice, 71 bodov;

Miroslava Sotdkovd, 3 Postova, KoSice, 55,5 bodu;

Peter Majek, 3 Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 53 bodov;
Katarina Quittnerova, 1 Gymnazium Bilikova, Bratislava, 53 bodov.

ot W=

Uvadzame vSetky priklady tohto ro¢énika sutaZe spolu s rieSeniami, prevazne Stu-
dentskymi. Priklady boli vyberané z prikladov zo jury MMO a z narodnych olympiad, ¢i
inych sutazi tychto krajin: Polsko, Raktisko, Kanada, Chorvatsko, Ukrajina, Bielorusko,
Bulharsko.
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Zadania sataznych dloh KS SK MO

PRVA SERIA

Nech n je neparne prirodzené cislo. Predpokladajme, 7e celé nezaporné cisla
T1,T2,..., T, su rieSenim nasledujicej sustavy rovnic:

(2 —21)? +2(zy +21) + 1 =n?,
(3 — 29)® +2(2w3 + 2) + 1 = n?,

(1 — )2 + 2(x1 + 2,) + 1 = n?.

Dokazte, ze x1 = x,, alebo existuje j (1 < j < n—1) také, ze z; = xj41.

(Polish—Austrian comp. 93/94)
Nech n je prirodzené ¢islo a nech Py je pevny vrchol pravidelného (n + 1)-
uholnika. Ostatné jeho vrcholy oznacime v Tubovolnom poradi Py, P, ...,
P,. Kazdej strane (n + 1)-uholnika priradime prirodzené ¢islo nasledujiicim
sposobom: ak jej koncovymi vrcholmi s P; a Pj, tak jej priradime ¢islo |7 — j|.
Nech S je stucet vSetkych ¢isel priradenych strandm (n + 1)-uholnika. (Zrejme
S zélezi od poradia oznacenia vrcholov.)
a) Aké je (pri pevnom n) najmensia mozné hodnota sucétu S?
b) Pre kolko réznych poradi oznalenia vrcholov sa tdto minimalna hodnota
nadobuda?

(Polish—Austrian comp. 93/94)
V rovine st dané dve rozne rovnobezné priamky k,l a kruznica, ktord nema
s priamkou k spolo¢ny bod. Z bodu A leziaceho na priamke k zostrojime
doty¢nice k danej kruznici, ktoré pretinaju priamku [ v bodoch B, C'. Nech m
je priamka prechadzajiuca bodom A a stredom usecky BC'. Dokazte, ze vSetky
takto ziskané priamky m (odpovedajice réznym vyberom bodu A) prechadzaji
jednym pevnym bodom.

(Polsko, MO 93/94)

Najdite vSetky trojice racionalnych ¢isel z, y, z takych, 7e cisla
1 1
r+y+z, —+-—+-, zYZ
y oz

su prirodzené.

(Polsko, MO 93/94)
Pre prirodzené cislo n oznac¢me P, mnozinu vSetkych podmnozin mnoziny
{1,2,...,n}. V zavislosti od &isla n urcte pocet vSetkych funkcii ¢ : P, —
— {1,2,...,k} (kde k je pevne dané prirodzené ¢islo) takych, 7e pre Tubovolné
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A, B € P, plati
9(AN B) = min(g(4),g(B)).

(Polsko, MO 93/94)
Kruznica vpisand do trojuholnika ABC' sa dotyka jeho stran AB a BC' v bodoch
P, Q. Priamka P() pretina os uhla BAC' v bode S. Dokézte, ze priamky AS
a SC' st navzajom kolmé.

(Polsko, MO 93/94)
Nech a, b st redlne ¢isla. Najdite vSetky funkcie f : RxR — R, ktoré pre vsetky
x,y,z € R spiﬁajﬁ rovnost

f(a:,y):a-f(a?,z)-l-b-f(y,z).

(Polish—Austrian competition 93/94)

DRUHA SERIA
Najdite vsetky prirodzené cisla x a y ktoré spiﬁajfl rovnost
x+y2+z3 =Yz,

pricom z je najvacsi spolocny delitel ¢isel x a y.
(jury MMO, Kanada 95)

Na Sachovnicu 8 x 8 umiestnime 32 bielych a 32 ¢iernych kamenov. Budeme
hovorit, Ze dva kamene tvoria spriatelend dvojicu, ak su roznej farby a lezia
v rovnakom riadku alebo v rovnakom stipci Ssachovnice. Najdite najvacsi a na-
jmensi mozny pocet spriatelenyjch dvojic na Sachovnici.

(KS Kanada, 95/96)
Nech O je bod vnutri konvexného stvoruholnika ABCD s obsahom S. Nech
K,L,M a N st postupne vnutorné body jeho stran AB, BC, CD a DA.
Dokaite, 7e ak OKBL a OMDN st rovnobeniky, tak plati nerovnost /.S >
> /S1 4+ V/S3, kde S; a Sy st postupne obsahy Stvoruholnikov ONAK
a OLCM.

(jury MMO, Kanada 95)

Rovnostranny trojuholnik je rozdeleny na mn? zhodnych rovnostrannych tro-
juholnikov. Pavik sedi v jednom z vrcholov tych trojuholnikov a mucha v ne-
jakom inom. Pavik a mucha sa striedavo posiuvaja vzdy do nejakého susedného
vrcholu. Dokazte, 7ze pavik moze vzdy chytit muchu.

(Baltic MO, 93/94)
Mame k dispozicii tri neoznacené nadoby: prazdna m-litrova, prazdna n-litrova
a plna (m-+n)-litrova. Cisla m a n st prirodzené a nestdelitelné. Dokazte, 7e pre
kazdé ¢islo k € {1,2, ... ,m+n—1} moZno prelievanim dostat v (m-+n)-litrovej
nadobe £ litrov vody.

(Polsko, MO 93/94)
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Dokazte, ze prirodzené ¢islo n je stc¢inom prave dvoch prvocisel s rozdielom 2
vtedy a len vtedy, ked

p(n)o(n)=(n-3)(n+1),

kde o(n) znamena stucet vSetkych kladnych delitelov ¢isla n a ¢(n) je pocet
prirodzenych c¢isel mensich alebo rovnych n, ktoré siu nestudelitelné s n
(varphi(n) je tzv. FEulerova funkcia).
(KS Kanada, 95/96)
Dokazte, ze sucty dizok protilahlych hrén Stvorstena sa rovnaji prave vtedy,
ked sa rovnaju siucty uhlov zovretych stenami Stvorstena pri tychto hranach.
(Polsko, MO 93/94)

TRETIA SERIA

Nech A ={1,2,3,...,2n} a nech g : A — A je funkcia definovand pre k € A
vztahom g(k) = 2n — k + 1. Zistite, ¢ existuje funkcia f: A — A taka, Ze pre
Tubovolné k € A plati f(k) # g(k) a f(f(f(k))) = g(k), ak
a) n =999,
b) n = 1000.

(Chorvatsko, MO 97/98)
Dokéazte, ze pre k € N, k = 2 rovnica

1 ZTo T _ TEk4+1
T+ Ty A T =T,

kde z1,x2,...,Trs+1 sU navzajom rozne nenulové celé Cisla, nema rieSenie.

(KS Kanada, 95/96)
V trojuholniku ABC plati |AB| = 15, |BC| = 12, |AC| = 13. Nech M je stred
strany BC', K priesec¢nik osi uhla ABC' so stranou AC a O priesec¢nik priamok
AM a BK. Dalej nech bod L je pita kolmice z bodu O na stranu AB. Dokate,
7e |[SOLK|=|XOLM|.

(Baltic MO, 93/94)
Zistite, ¢i existuje prirodzené c¢islo n > 1, ktoré spifla nasledujicu podmienku:
Existuje rozklad mnoziny prirodzenych c¢isel na n neprazdnych podmnozin
takych, Ze Tubovolny sicet n — 1 ¢isel, pricom kazdé vyberieme z inej z n —
— 1 podmnozin rozkladu, lezi vo zvys$nej n-tej podmnozine.
Pozndamka: Mnoziny Aq, As, ..., A, tvoria rozklad mnoziny A, ak st po dvoch
disjunktné a plati A;U A U...UA, = A.

(jury MMO, Kanada 95)

Nech n je prirodzené ¢islo, n = 3. Nech x1,zo,...,z, st redlne ¢isla také, Ze
x; < xiy1 pre 1 < i < n— 1. DokdZte, 7e
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(jury MMO, Kanada 95)

V rovine st dané $tyri navzajom rozne body A, B, C, D leZiace (v tomto poradi)
na priamke p, pricom |[AB| =a, |BC| =b, |CD| = c.
a) Zostrojte (ak je to mozné) bod P neleZiaci na priamke p taky, 7ze | APB| =
= |4BPC|=|4CPD|.
b) Dokézte, ze taky bod P existuje prave vtedy, ked (a + b)(b + ¢) < 4ac.

(Polish-Austrian comp. 93/94)
Stvorec je rozdeleny na 16 zhodnych stvorcekov, ktoré maju spolu 25 vrcholov.
Aky najmensi pocet z nich (vrcholov) mozno vybrat, aby medzi nevybratymi
vrcholmi nezostali Styri také, ktoré vytvaraju stvorec so stranami rovnobeznymi
so stranami povodného Stvorca?

(Polish—Austrian comp. 93/94)

STVRTA SERIA

Pre realne &isla z, y, z plati 22 + y2 + 22 < 2. Dokéite, Ze potom x + y + 2z <
< 24 zyz.

(Ukrajina, MO 98)
Dany je Stvorsten SABC. Nech O je stred gulovej plochy, ktora prechadza
vrcholom S a pretina hrany SA, SB a SC postupne v bodoch Ay, By, C1 takych,
7e body A, B,C, Ay, By, C lezia na nejakej gulovej ploche. Dokazte, %e priamka,
SO je kolma na rovinu ABC.

(Ukrajina, MO 98)
V krajine DiStancia je n miest, pricom Zziadne tri z nich nelezia na jednej
priamke. Vzdialenostou dvoch jej ¢asti A a B (z ktorych v kazdej lezi aspon
jedno mesto) budeme rozumiet najmensiu vzdialenost medzi nejakym mestom
z A a nejakym mestom z B. Nech d je také ¢&islo, Ze pre Tubovolné rozdelenie
krajiny na dve ¢asti (pricom kazda obsahuje aspon jedno mesto) nebude ich
vzdialenost viicsia ako d. Dokazte, Ze je mozné postavit n— 1 ciest (kazda spaja
dve mesta), aby platili nasledujice podmienky:
(i) di7ka kaZdej cesty neprevysuje d,
(ii) z kazdého mesta sa mozno dostat do kazdého iného.

(Ukrajina, MO 98)
Zistite, ¢i existuju funkcie f : R — R, g : R — R také, ze pre kazdé realne ¢islo
x platia rovnosti
a) f(g(x)) = 2%, g(f(z))
b) fg(z)) = 22, g(f())

.I‘g,
I .

(Ukrajina, MO 98)
Dokazte, 7e pre Tubovolné prirodzené ¢islo n > 1 existuje také prirodzené Cis-
lo m, 7e pre nejaké celé nenulové ¢isla kq, k2, ... , ka4 SO splnené rovnosti

mn = ki + ks + ...+ kmya = k7T + BT+ 4+ B0
(Ukrajina, MO 98)
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Dany je rovnoramenny trojuholnik ABC, s uhlom pri vrchole B velkosti 100°.
Vnttri trojuholnika lezi bod D, pricom |[YABD| = 25°, [SACD| = 5°. Na
predizeni ramena BA (za bodom A) lezi bod E, pre ktory plati |AE|+ |CD| =
= |AC|. Zistite, ¢i st priamky AD a EC rovnobe7né.
(Ukrajina, MO 98)
N4jdite vsetky konec¢né mnoziny M C R obsahujice aspon dva prvky také, ze
pre Tubovolné a,b € M, a # b plati %a — b2 e M.
(Bielorusko, MO 98)

PIATA SERIA

(m+3)"+1

Nech m a n sa prirodzené ¢isla také, ze A = 3
m

je celé ¢islo. Dokazte,
7e potom je A neparne celé ¢islo.

(Bulharsko, MO 98)
Dany je trojuholnik ABC', ktory nie je tupouhly. Na jeho stranach AB, BC
a CA st zvonku zostrojené postupne Stvorec, pravidelny n-uholnik a pravidelny
m-uholnik (m,n > 5), pricom ich stredy st vrcholmi rovnostranného trojuhol-
nika. Dokazte, Ze m = n = 6 a vypocitajte velkosti uhlov trojuholnika ABC'.

(Bulharsko, MO 98)
Nech aq,as,...,a, st redlne ¢isla, pricom nie vSetky st rovné nule. Dokazte,
Ze rovnica

Vitaz+V1i4+axr+...+V1i+a,z=n

ma najviac jeden nenulovy koren.

(Bulharsko, MO 98)
Strany a uhlopriecky pravidelného n-uholnika P st ofarbené k farbami tak, ze
(i) pre kazd farbu f a lubovolné dva vrcholy A a B mnohouholnika P je tisecka
AB ofarbenéa farbou f alebo pre nejaky vrchol C' st tsecky AC a BC' ofarbené
farbou f;
(ii) strany Iubovolného trojuholnika s vrcholmi vo vrcholoch mnohouholnika P
st ofarbené najviac dvoma farbami.
Dokazte, ze k < 2.

(Bulharsko, MO 98)
Zistite, ¢i existuje postupnost kladnych redlnych ¢isel {z,}22 , takd, Ze pre
kazdé prirodzené ¢islo n plati

Tpn42 = \/Tn4l — \/Tn -

(Bulharsko, MO 98)
V rovine je danych n + 1 bodov tak, Ze ziadne tri nelezia na priamke. Urcte
vSetky prirodzené cisla k spiflajﬁce podmienku: Niektoré z bodov moZno spojit
useCkami tak, zZe Tubovolnych bodov je pospajanych prave k tseckami.
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(Bulharsko, MO 98)

5.7 Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Nech D,E,F st paty jeho vysok

spustenych postupne z vrcholov A, B,C. Priamka prechadzajica bodom D

a rovnobeznd s E'F pretina priamky AC' a AB postupne v bodoch @ a R.

Priamky EF a BC sa pretinaju v bode P. Dokazte, ze kruznica opisana
trojuholniku PQR prechadza stredom strany BC'.

(jury MMO, Argentina 97)
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RiesSenia sataznych uloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1 (Peter Majek) Polozme x,11 = z1 a k; = x; — x;-1 (pre i = 2,3,...,n + 1).
Nech tiez k,y1 = ki. KedZe n je neparne, n? dava zvysok 1 po deleni 4. Zrejme &isla
x; — Ti—1 a r; + x;—1; maji rovnaka paritu. Ak by boli neparne, potom (z; — xi_l)Q +
+2(z;+xi1)+1=14+2+1=0 (mod 4), ¢o nemdZe nastat. Preto k; = z; — ;1
je pre kazdé i = 2,3,...,n+ 1 parne ¢islo. Ak odé¢itame dve po sebe idice rovnice, po
uprave dostavame

(Tit1 — Tiz1) @ip1 + o1 +2 - 273;) =0,

¢o po dosadeni dava
(ki+1 + k,) (ki_|_1 —k; + 2) =0.

To znamend, 7e pre kazdé : = 1,2,... ,n plati k;.1 = —k; alebo k;41 = k; — 2.

Predpokladajme sporom, Ze pre ziadne 7 neplati k; = 0. Potom mame postupnost
celych nenulovych parnych ¢isel kq1, ko, ..., kn, kny1, kde kazdy clen ziskavame z pre-
doslého pomocou niektorej z operacii k;11 = —k;, alebo k; 1 = k; —2. Pritom po pouziti
neparneho poc¢tu (n) takychto krokov mame dostat k,y; = k1. V§imajme si znamienko
a absolutnu hodnotu ¢isel k;. Po kazdom pouziti prvej operacie, pri ktorej sa znamienko
zmeni na opacné, je potrebné urobit dalsiu prvi operaciu, aby sa znamienko vratilo na
povodné (samozrejme, Ze je mozné zmenit znamienko aj druhou operéciou, ale v tom
pripade by sme museli ,prejst cez nulu®). Celkovo sa teda urobi parny pocet operacii
zmeny znamienka (aby k,41 = k1). Ak po pouziti druhej operacie stupne absolitna
hodnota k; a je vicSia ako ki, musi sa neskor pouzit druhda operacia, aby absolutna
hodnota k; klesla. Ak pouzitim druhej operacie absolitna hodnota klesne a je mensia
ako k1, musi sa neskor pouzit druhd operécia, aby stupla. TakZe aj pocet pouZiti druhej
operacie musi byt parny. Celkovy pocet operécii, po ktorych dostaneme opét prvy ¢len,
je teda parny. To je vSak spor s predpokladom, Ze n (polet operécii) je neparne &islo.
Preto musi existovat také i € {2,3,... ,n+ 1}, Ze k; = 0, a teda z; = ;1.

1.2 (Katarina Quittnerova)

a) 7Z trojuholnikovej nerovnosti |a| + [b] = |a + b| (kde a,b € R) vyplyva, Ze sicet
¢isel priradenych stranam medzi vrcholmi P; a P; (kde 0 < i,5 < n, ¢ # j) v smere aj
proti smeru hodinovych ruéiciek je aspon |i — j|. épeciélne pre i = 0 a j = n dostavame
S = 2n. Hodnota 2n sa pritom nadobtda napriklad pre postupné oznacenie vrcholov
Py,P,P,... P,.

b) Nech P;,,P,,,...,P;, st vrcholy leziace medzi Py a P, v smere hodinovych
ruciciek (od Py k P,) a Pj,,Pj,,...,P;, , , st vrcholy leziace medzi vrcholmi P
a P, (od Py k P,) proti smeru hodinovych ruci¢iek. Stucet S bude zrejme minimélny
(t.j. S = 2n) prave vtedy, ked i3 < iz < ... < i a j1 < jJ2 < ... < Jp_k—1
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(opét to vyplyva z trojuholnikovej nerovnosti). Ale mnoziny I = {iy,is,...,ix} a J =
={j1,J2,- - s jn—k—1} st disjunktné a TUJ = {1,2,...,n — 1}. To znamen4, Ze pocet
roznych poradi s minimalnym si¢tom je rovny po¢tu podmnozin mnoziny {1,2,... ,n—
— 1}, ktory je 21,

1.3 Oznac¢me I stred a r polomer danej kruznice 2. Nech N,S st po rade najblizsi
a najvzdialenejsi bod kruznice €2 od priamky k.

Uloha sa zrejme nezmeni, ak namiesto [ budeme uvazovat priamku I’ £ k, ktora je
s iou rovnobeznd. Pretoze ak dve dotycnice ku kruznici Q z bodu A pretinaja priamku I
v bodoch B’, C’, tak zrejme priamka m’ prechadzajica bodom A a stredom tsecky B'C’
bude identickd s m (vyplyva to napriklad z rovnolahlosti trojuholnikov ABC a AB'C").

A |E B U

Obr. 34
Teda nech [ je dotyénica ku kruznici Q v bode S. Ozna¢me h vzdialenost priamok
k a l. Zvolme teraz A € k. Zostrojme body B,C € [ a ozrnacme {T} = fﬁ? N 1. Dalej
nech M je stred BC a |AB| =¢, |BC| = a, |[AC| =b.
Uvazujme priamku rovnobeznt s k prechadzajticu cez N a jej prieniky s AB a AC

oznatme F a F. Zrejme v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom h/(h — 2r) sa
trojuholnik AE'F zobrazi na trojuholnik ABC' a bod N na bod T'. Mame teda rovnost

|AN| _ h—2r

|AT| ~ h (1)

Zrejme €2 je kruznica vpisand do trojuholnika ABC' a pripisana trojuholniku AEF.
Naviac sa dotyka priamky FF v bode N. Jej obraz v uvazovanej rovnolahlosti bude
teda kruznica pripisand trojuholniku ABC', dotykajuca sa priamky BC' v bode T.
Oznac¢me U, V body dotyku tejto kruznice s priamkami AB a AC. Pretoze plati

|AB|+ |BT| = |AB| + |BU| = |AU| = |AV| = |AC| + |CV| = |AC| + |CT],



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 147

dostdvame rovnosti
|BT| — |CT| = |AC| — |[AB|=b-—c, |BT |+ |CT| =a.

Z toho vyplyva |CT| = %(a —b+c). Ale S je bod dotyku kruznice vpisanej trojuhol-
niku ABC, teda plati [BS| = 3(a — b+ ¢). Odtial mame |BS| = |CT|, takZe body S,
T st rovnako vzdialené od B, C, a teda aj |[MS| = |MT|.

Vsimnime si teraz trojuholnik N ST a priamku m. T4 pretina priamky NS, ST, TN
v bodoch X, M, A. Potom z Menelaovej vety dostavame

INX| [SM| |TA]

=1.
| XS| |MT| |AN]|

Kedze |MS| = |MT|, tak
INX| |AN]|
IXS|  |AT|®

Z (1) a vztahu |[INX| 4 | X S| = 2r dostavame dalej

2r — [SX|  h—2r
SX| b

odkial
hr

h—r'

(Zrejme je h —r # 0.) Velkost |SX| teda zavisi len od h,r, ktoré st nezavislé na vybere
bodu A. To ale znamend, Ze bod X, leZiaci na N.S vo vzdialenosti hr/(h —r) od S, je
spolo¢nym bodom vsSetkych priamok m.

|SX]| =

1.4 (Katarina Quittnerovd) Cisla z,y, z st korene rovnice (A — z)(A — y)(A — z) = 0,
teda
A —aX?+bA—c=0, (1)
1 1 1 , ) .
kdea=2x+y+2,b=2y+z2+yz=|—+—+ — ) zyz a ¢ = zyz su podla zadania
x Yy oz
prirodzené ¢isla. Keby niektoré z ¢isel z,y, z nebolo celé, potom by sa dalo napisat
v tvare 2—9, kde p, q st celé, nestidelitelné a ¢ > 1. Po dosadeni do (1) a vynasobeni ¢2
q
3
by sme dostali, ze b ap® — bpq + cq? je celé &islo, ¢o je spor. Cisla z,y, z st teda
celé a nenulové (pretoze zyz je prirodzené ¢islo). NavySe, bud si vSetky tri kladné,
alebo s prave dve zaporné. Predpokladajme najprv, Ze prave dve st zaporné. Bez
ujmy na vsSeobecnosti nech st to y a z. Potom plati
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7 ¢oho ) . .
- 214+ —4+—>1,
T lyl |z

¢o pre x kladné celé ¢islo nie je mozné. Cisla x,y, z su teda vSetky tri celé kladné. Potom
vSak x + y + z a xyz su prirodzené c¢isla a povodny problém sa redukuje na najdenie

takych prirodzenych ¢isel x,y, 2, zZe — + — 4+ — je tiez prirodzené cislo. Bez ujmy na
r Yy oz

vSeobecnosti, nech z = y = z 2 1. Zrejme plati

1 1 1 _1 1 1 3
IS—+-+-S-+-+-=-253, (2)
x 2~z z z oz
alebo tiez
1 1 1
—+—-—+4+-=mn, kdene€{l,2,3}.
x Yy oz

Rozoberieme vSetky moznosti.
1) Ak n =3, potom z (2) vyplyvazx =y =z = 1.
1 1 1 3
2) Ak n =2, potom z = 1. Ak by bolo z = 2, potom — + — + - < —
xT Yy z oz

NNV

< —-<-<2 ¢oje
. 1 : . . o
spor. Mame teda — + — = 1. Sporom analogicky ukaZzeme, 7e y < 2, z ¢oho lahko
r Y
dopocitame x = y = 2.

1 1 1
3) Ak n = 1, potom z < 3. Ak by bolo z =2 4, potom — + — + — <
A TR~

1
¢o je spor. Pre z = 1 dostavame — + — = 0, ¢o pre x,y prirodzené zjavne nema
x

< - <1,

3 3
z — 4

. . , 1 . , ,
rieSenie. Pre z = 2 dostdvame — + — = —, ¢iZe (sporom) y < 4. Lahko doratame

L
r oy 2
rieSenia y =3, r =6ay = = 4. Prez:3mémeé+§:§,zéoh0vyplyva
r=y=3.
RieSeniami st teda lubovolné permutacie trojic {1,1,1}, {1,2,2}, {2,3,6}, {2,4,4}
a {3,3,3}.

1.5 (Katarina Quittnerovd) Z podmienky pre funkciu g vyplyva, 7e ak A C B, tak plati
g(A) £ g(B). Ak teda podmnozindm mnoziny N = {1,2,...,n} priradime hodnoty
z mnoziny {1,2,...,k}, najmensia z pouzitych hodnot bude g(f)) a najvicsia g(N) =
=m.

Podmienku pre funkciu g mozeme indukciou rozsirit do tvaru g(A1NAsN...NA4;) =
=min(g(A1),9(A2),...,9(A;)), kde [ je Tubovolné prirodzené &islo.

Ozna¢me N; = N \ {i}. Mnozindm Nj, Ns,..., N, priradme lubovolné hodnoty
z mnoziny {1,2,...,m}. VSetky ostatné mnoziny st jednoznacne ur¢ené ako prienik
niekolkych z mnozin Ny, Na, ..., N,, ¢im je jednozna¢ne urc¢ena aj hodnota ich obrazu.
Lahko zistime, %e kazd4 z takto definovanych funkcii vyhovuje zadaniu. Pre kazdé m



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 149

dostaneme m™ moznosti ohodnotenia mnozin Ny, Na,...,N,. VSetkych moznosti je
k n
teda ). _, m".

1.6 (Josef gevéz’k) Ozna¢me uhly trojuholnika «,3,v. Oznatme V stred kruznice
vpisanej trojuholniku ABC. Zrejme plati |[PB| = |BQ)|, |$BPQ| = +(m — j3). Potom
|SAPQ| = |[SAPS| = n— |4 BPQ| = }(7+0). Zaroveir |[SVCA| = 2ya|4VAC| = fa.
To znamena, 7e

AVC| = 7 — [SVCA| — |3V AC| = THF

— [3APS]|.

Dalej [J PAS| = sa = |4V AC|. To znamen4, 7e trojuholniky APS a AV C st podobné
(podla vety uu). Odtial dostavame

|AP] . |AV|

|AS| - |AC| ’
a teda

|AP| B |AS|

|AV]| — |AC|”

Zaroven vSak plati | PAV| =
a SAC st podobné. Potom ale

sa = |[§SAC|. To znamen4, 7e aj trojuholniky PAV

SVPA| = 3054] = 2,

¢o je tvrdenie, ktoré bolo treba dokazat.

Obr. 35

1.7 Funkcia f = 0 (identicky rovna nule) zrejme vyhovuje zadaniu. Dalej predpok-
ladajme, ze

f#0. (1)

Po dosadeni y = x do rovnice

flx,y)=a-f(z,2) +b- f(y,2) (2)



150

dostavame f(z,z) = (a +b) f(z, z). To znamend, Ze a + b = 0, alebo funkcia f nezéavisi
od druhej premenne;j.

Ak a+b =0, potom f(x,z) = 0 pre vietky € R. Dosadenim z = y do (2) dostavame
f(z,y) =al[f(z,y)— f(y,y)] = a- f(x,y). Potom z (1) vyplyva a = 1, b = —1. Polozme
g(z) = f(z,0). Potom ak do (2) dosadime z = 0, mame f(z,y) = f(z,0) — f(y,0) =
=g(z) — g(y).

Ak a + b # 0, potom f(x,y) = f(z,0). Opét polozme g(z) = f(x,0). Z (2) potom

v

dostavame g(z) =a - g(z) +b- g(y), ¢ize

(1—-a)g(z)="b-g(y).

Ak a =1 a b= 0, mbze byt g lubovolna funkcia. Ak a # 1, potom g(z) = T 9(y)

pre vietky z,y € R. Ale z (1) vyplyva b = 1—a a g je teda konStantna funkcia. Rovnako
pre b # 0.

Zhrnutie:
e Ak a+b=1ab # 0, rieSenim je funkcia f(z,y) = ¢, kde ¢ € R je Tubovolna
konStanta.
e Ak a=1ab=0, rieSenim je funkcia f(z,y) = g(x), kde g : R — R je Tubovolna
funkcia.

e Ak a =1 ab= —1, rieSenim je funkcia f(z,y) = g(z) — g(y), kde g : R — R je
Tubovolna funkcia.
e V ostatnych pripadoch je rieSenim funkcia f(x) = 0.

Zrejme v kazdom z pripadov vyhovuje najdend funkcia zadaniu.

DRUHA SERIA

2.1 (Katarina Quittnerovd) Polozme si x = w02,y = yoz, potom xo+y22+2% = zoyo2>,
takze rog = x12,
2 _ 2
T1+ Yo+ 2= T1Yoz". (1)

Pre vsetky prirodzené k,[ plati
Klzk+1-1, (2)

pretoze tato nerovnost je ekvivalentna s (kK — 1)(I —1) 2 0. Z (1) vyplyva, 7e z1 + 2 je
delitelné yo, takZze musi 1 + z 2 yo, a teda s vyuzitim (2) aj 12 = yo — 1. Pre 2 = 3
teda plati

T1y02> = z1yoz(z — 1) + 1Yoz 2 221Y02 + Yox12 = 2 + 1Yoz + Yo(yo — 1) 2
> 24 3z1y0 + yo(yo — 1) 2 2+ 2z1yo + (w1 +yo — 1) + (y5 — yo) =
:z+x1+y3+(2x1y0—1) >Z+$1+y37

¢o je ale spor s (1), preto musi byt z < 3.
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Pre z = 1 dostdvame rovnicu x1 + y2 + 1 = z1y0, ktord je ekvivalentnd s

(yo—1)(z1 —yo—1)=2.

KedZe yo — 1 = 0, mo6zu nastat iba dve moZnosti a pre kazdu z nich dostaneme rieSenie:
r=x1=95y=y3 =2,alebor=2;=>5,y=yy=3.
Pre z = 2 dostavame z rovnosti (1)

T1 4y +2 = dr1yo.-

Ked7e z1 + 2 je delitelné yp, musi x1 + 2 = yo. S vyuzitim tejto nerovnosti a (2) potom
pre yo = 4 vyplyva

4x1y023:€1y0+(y0—2)y0Zx1+3y0—1+y§—2y0§x1+y§+3>$1+y8+2.

Musi preto yo < 3. Rozobratim moZnosti dostaneme dalSie dve rieSenia: x = 4,y =2 a
r=4,y=6.

RieSeniami st potom usporiadané trojice (z,y,z) = (5,2,1), (5,3,1), (4,2,2),
(4,6,2). Zrejme vSetky spliiaji podmienky zadania.

2.2 (Katarina Quittnerova) Najprv dokdZeme, Ze pre lubovolné umiestnenie kamefiov
je pocet spriatelenych dvojic nanajvys 256 a najmenej 128.

Uvazujme Tubovolny riadok. Pocet spriatelenyjch dvojic v tomto riadku je potom
zrejme

pe=p@B—p)=A—(4-p)(@d+(4-p)=16—(4—p)* <16,

kde p, resp. q st pocty kamenov jednotlivych farieb. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme
navyse predpokladat p = ¢, pri¢om nazvime dominantnou pocetnejsiu farbu (teda t,
ktord mé v naSom riadku p kamenov). Séitanim cez vSetky riadky a stipce dostavame
horné ohranicenie poctu P vSetkych spriatelenych dvojic

P<(8+8)-16=256.

Vratme sa vSak este k nadSmu riadku a pre kazdy kamen v fiom uvazujme pocet
spriatelengjch dvojic, v ktorych sa nachadza. Ozna¢me dalej S stcet takychto poctov
pre vSetky kamene z tohto riadku. Do stctu S prispievaju pritom jednak riadkové
spriatelené dvojice (pottom 2pq — kazda dvakrat) a jednak stipcové spriatelené dvojice.
Vsimnime si aspon stipce prislichajice ku kamenom dominantnej farby v nasom riadku.
Kametov v tychto stipcoch je samozrejme 8p, z nich vsak len 32 moze byt dominantnej
farby. Zvysnych, najmenej 8p — 32 kamenov vSak uz musi byt druhej farby, a prave tieto
kamene vytvaraju s kamenmi dominantnej farby v nasom riadku stipcové spriatelené
dvogice. Celkovo je teda

S22pg+8p—32=2p(8 —p)+8p—32=
= 292 +24p—32=32—-2(p—8)(p—4) = 32.
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Scitanim hodnét S pre vsetky riadky dostaneme dvojnasobok celkového poctu spriate-
lengch dvojic (kazda bola zapocitana dvakrat), takze 2P = 8 - 32 = 256, P = 128.

Tym sme dostali horny aj dolny odhad P. Pocet 256 mdZzeme dosiahnut naprik-
lad Sachovnicovym (striedavym) usporiadanim bielych a ¢iernych kamenov, pocet 128
mozeme dosiahnut napriklad tak, Ze biele kamene buda v prvych Styroch stipcoch,
¢ierne vo zvysSnych.

2.3 Ak O lezi na AC, potom Stvoruholniky ABCD, AKON a OLCM st podobné
a plati |AC| = |AO| + |OC|. Potom /S = /S1 + /Ss.

B

Obr. 36

Dalej nech O nelezi na AC. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze O
a D lezia na rovnakej strane priamky AC. Bodom O prelozme priamku a jej priese¢niky
s priamkami BA, AD, CD a BC ozna¢me po poradi W, X, Y a Z. Najprv uvazujme

ow 0z
pripad, ked W = X = A. Potom ﬁ = 1, zatial ¢o ||OY|| > 1. Otacajme tito priamku
ow oA
okolo bodu O pokial Y = Z = C. Potom ﬁ >1a ﬁ = 1. To znamend, zZe
ow 07| -
v nejakej polohe muselo platit |OX|| = ||OY|| . Dalej sa zaoberajme len tymto pripadom.

Oznacme Ty, Ts, Py, P»,QQ1 a Q2 po poradi obsahy tutvarov K BLO, NOMD, WKQO,
OLZ,ONX aYMO. Potrebujeme dokazat, ze Ty + Ty = 21/51S55. Ked7Ze trojuholniky
WBZ, WKO a OLZ st podobné, dostavame

WO (oA
\/P1+\/P2=\/P1-|-T1-|-P2<||WZ|| + ||WZ||> =vVPi+T1+ P>
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OW| |OX|
0Z| oYy’

dostavame

Odtial T; = 24/ P1 P5. Podobne Ty = 2,/(Q)1(Q)>. Pretoze

P OW > |0X|? Q1
P, |OZ]2 |OY|]2 Qs

P

Oznaéme — = = = k. Potom
P, Qo

Ti+ Ty =2 PiPr+2\/Q1Q2 =2/ PPy (1+ k) =
=2/ (1 +E)Pi(1+ k)P, =2/ (P + Q1)(P> + Q2) >

z 24/ 5132 .

Tym je tloha vyrieSena.

2.4 (Katarina Quittnerovd) Oznacme si velky trojuholnik ABC a zvolme si stiradnicovy
systém tak, aby strana AB lezala na osi z a bod C' mal y-ovi stradnicu kladnt.

Pavika najprv posleme do bodu C. Ak po ceste muchu chyti, sme hotovi.

Inak dokidZzeme, Ze pavik moZe (po pripadnom koneénom pocte krokov v kazdej
vyske) stale zostupovat (teda zmenSovat svoju y-ovi stradnicu) tak, aby sa vzdy po
jeho kroku mucha nachédzala v rovnostrannom trojuholniku A’B’C’, kde C’ je pozicia
pavika a A’'B’ je Cast tsecky AB (alebo A’ = B’ = C" ako bod C’ le7i na strane AB).
Po konec¢nom pocte krokov teda pavik muchu chyti. Dokaz budeme robit indukciou.
1° Prvy krok je zrejme splneny (pavik je v bode C).
2° Nech je teraz pavik v bode C7, mucha v prislusnej zéne A;B1Cy (nie v bode

C1) a mucha je ,na fahu“. Ak sa mucha posunie tak, 7e zostane v trojuholniku
A1B1Cy (a nevlezie do C1), potom staci, aby pavik zliezol §ikmo doprava alebo
sikmo dolava tak, aby mal muchu opat vo svojej zéne. Ak sa mucha posunie von
z A1B1Cy smerom doprava (smer dolava je analogicky), potom sa pavik posunie
tiez doprava (vodorovne) a dostane tak muchu opét do svojej zony. V tomto pripade
vSak mucha bude na pravom okraji novej zony, takze v dalSom kroku z nej bud
nevyjde (a potom pavik méze zostipit) alebo sa zase moze posunit len smerom
doprava von z pavikovej zony. Posuny smerom doprava vSak moze mucha urobit len
konecne vela krat (kym nenarazi na pravi stenu trojuholnika ABC').

Zrejme pri ziadnom kroku nemoze pavik vyjst z povodného trojuholnika.

Tym je dokaz hotovy.

2.5 (Katarina Quittnerovd) Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, 7e m =
2> n. Kedze (m,n) = 1, existuje prirodzené ¢islo a < n a celé nezdporné ¢islo b také, 7e
am —bn = k (nésobky ¢isla m totiz davaji vSetky zvysky po deleni ¢islom n). Ozna¢me
si M, N a O postupne m-litrovi, n-litrovii nddobu a (m + n)-litrovii nddobu. Odlejeme
z O (cez N) (b+ 1)-krat n litrov do M, pricom vzdy, ked sa ndm do nej cely obsah N
nezmesti, vylejeme M (m litrov) naspat do O a zvySok vody z N vylejeme do (teraz
prazdnej) M. Tymto spésobom v O zostane z = a’m — bn litrov, kde a’ — 1 je pocet
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vyliati nddoby M do O. Ak o’ > a, potom o’ = a+ 1 (lebo inak z = 2m + &k > m + n),
takze 2 = m + k a sta¢i M vyliat do N a z O vyliat m litrov vody do M. Ak a’ < a,
potom a’ = a — 1 (lebo inak z £ —2m + k < 0), takZe z = k — m a sta¢i doplnit M
vodou z N doplna a potom vyliat M do O. Ak a’ = a, sme hotovi. Tym sme dokazali,
¢o bolo treba.

2.6 Majme n = pq, kde pg st prvocisla také, ze ¢ = p + 2. Potom podla zndmych
vzorcekov plati

en)=@p@-1(@-1)=p@P-1)(m+1),

T g+ = (1) (p+3),

mn=3)(n+1)=(mp+2) —-3)(plp+2)+1)={@P>*+2p—-3) (P> +2p+1) =
=(p+3)(p-1)(p+1)>.

Odtial uz jasne vidime, Ze plati ¢(n)o(n) = (n —3) (n + 1).

Majme teraz prirodzené ¢islo n s kanonickym rozkladom n = p{*p5* ... p* také, ze

p(n)o(n)=(n—-3)(n+1). (1)
Potom plati
1 1 1
<p(n):n<1——> (1——)...(1——) ,
p1 b2 P
I U e S
p1—1 p2—1 pr—1

Dosadenim do (1) dostavame

_ _ er+1 er+1 _
(%) (nt1)y=n. 2=t ezl oo 1 p T — L
P1 Dk p1—1 pe—1
€1 eL
by -..D 1 +1
L A
P1...Pk
=p T (pP Tt =) L (T - 1) (2)
Potom pre kazdé i = 1,2,..., k plati pfi_l | (n—3) (n+1). Kedze pfi_l | n a najvacsi

spolo¢ny delitel ¢isel n a n+ 1 je 1, tak nutne pfi_l | n— 3, a teda pfi_l | 3. Kladnymi
delitelmi trojky st len ¢isla 1 a 3, takze bud pfi_l = 1 alebo pf"_l = 3. V prvom pripade
dostavame e; = 1 a v druhom p; = 3, e¢; = 2. Ale pretoze mame kanonicky rozklad, tak
druhd moznost mo6ze nastat pre najviac jedno i € {1,2,...,k}. M67u teda nastat dva
pripady.
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Ak n =3%-p;...pp_1, potom dosadenim do (2) a po malej tiprave dostdvame

26 (p; —1)...(p7_1—1) =Bp1...pe—1— 1) (W1...ps—1 +1). (3)

Pravé strana poslednej rovnosti uréite nie je delitelnd tromi, ale 3 | p? — 1 pre Tubovolné
prvocislo p # 3. Takze musi byt £k = 1 a n = 9. Vtedy ale neplati rovnost zo zadania
(6-13 #6-10).

Ak n =p;...pg, potom (2) ma tvar

Pi-1... -1 =@n-3)(n+1). (4)

Rozoberieme niekolko moZnosti.
Akk=1,potomn=pagpn)on)=p>—-1=p>-2p—-3+2p+4>py—2p—3 =
= (n —3) (n+ 1). TakZe tato moZnost nemoZze nastat.
Ak k = 2, potom n = pq, kde p, g st rézne prvocisla. Dosadenim do (1) dostéavame

e(n)a(n)=(p*-1) (> —1)=(pg—3) (pg+1) = ((p— q)* — 4) =
=m=3)(n+1)—((p—q)®—4).

To ale znamend, ze |p — q| = 2, a teda n je stéinom dvoch prvodéisel s rozdielom 2.
Matematickou indukciou vzhladom na k dokazeme, 7e pre k = 3 plati p(n)o(n) <

<(n-=3)(n+1).

1° Ak k = 3, potom n = p;pap3. Bez ujmy na vSeobecnosti nech p; < ps < p3. Zrejme

ps —p2 = 2, a teda (p3 — 1) (p3 — 1) < (paps — 3) (p2ps + 1). Polozme m = pops,
p = p1. Postupnymi tpravami dostavame

p(mp)o(mp) = (p; —1)...(07 = 1) (* = 1) S (m=3) (m+1) (p* - 1) =
=m?2p? —2mp? —3p  —m?+2m+3 =
=(mp—3)(mp+1)+2mp(l —p)+3(2—p)+m(2—m) <
< (mp—3)(mp+1).

V poslednej nerovnosti sme vyuzili p = 2 a m > 2.

2° Nech k£ 2 3 anech pre n = p1ps ... pg plati p(n)o(n) < (n—3) (n+1). Ukdzeme, Ze
aj tato nerovnost plati aj pre n = p1ps . .. pgPr+1. Staci na to pouzit rovnaky postup,
aky sme pouzili v prvom kroku, ale pre ¢isla m = pipa...px a p = pgy1 (pricom
v prvej nerovnosti vyuZzivame indukény predpoklad a v poslednej p = 2 a m > 2).
Tym je hotovy indukény krok.

Celkovo teda dostdvame, Ze moze nastat jedine pripad k& = 2, n = pq, kde p,q su

prvocisla, pre ktoré plati [p — ¢| = 2. Tym sme dokézali, ¢o bolo treba

2.7 Pre styri body U,V, X,Y, ktoré nelezia v jednej rovine budeme symbolom
|[< X (UV)Y| velkost ostrého uhla medzi rovinami, ktorych prienikom je priamka UV
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a prechddzaji bodmi X, Y (t.j. ide o roviny UVX a UVY). Nech je dany Stvorsten
ABCD. Dokazeme ekvivalenciu nasledovnych dvoch tvrdeni:

|AB| + |CD| = |AC| + |BD|, (1)
[FC(AB)D| + [FA(C)D|B = |4 B(AC)D + [$ A(BD)C| . (2)

7 tejto ekvivalencie potom vyplynie tvrdenie v zadani.

Dokaz implikicie (1)==-(2). Nech I je stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC
a nech sa tato kruznica dotyka jeho stran AB, AC, BC postupne v bodoch E, F, K.
Nech J je stred kruznice vpisanej trojuholniku BCD a nech sa tato kruznica dotyka
jeho stran BD, CD, BC postupne v bodoch G, H, L. Potom 7z rovnosti (1) dostavame

|AE|+ |BE|+ |CH|+ |DH| = |AF|+ |CF| + |BG| + |DG|. (3)
Z vlastnosti vpisanej kruznice ale vyplyva
|AE| = |AF|,  [BE|=|BK|, |CF|=|CK]|
|DG| = |[DH|,  |BG|=|BL|,  |CH|=|CL|.
To znamend, Ze rovnost (3) mozno prepisat do tvaru
|BK |+ |CL| = |BL|+ |CK]|.
A pretoze |[BK|+|CK| = |BL|+|CL| (= |BC|), tak |BK| = |BL| a |CK| = |CL]|, ¢ize
body K a L splyvaju.
Rovina IJK je zrejme kolma na priamku BC. Potom sa priamky (v nej leziace),
ktoré prechadzaji bodmi I a .J a st postupne kolmé na roviny ABC' a BC' pretinaja
v bode, ktory ozna¢ime S. Usecky IE, IF, IK st rovnako dlhé (st to polomery jednej

kruZnice). To znamend, ze pravouhlé trojuholniky STE, SIF, SIK st zhodné. Odtial
dostavame rovnosti

[XSEIl = |[4SFI|,  [SE|=|SF|=|SK]. (4)
Analogicky dostavame z trojuholnikov SJG, SJH, SJK rovnosti
9SG = |gSHT|,  |SG|=|SH|=|SK]. (5)

Takze S je stredom gulovej plochy, ktord sa dotyka hran AB, AC, BC, BD, CD
postupne v bodoch F, F, K,G, H.

Oznac¢me P a () kolmé priemety bodu S do rovin ABD a ACD. Pravouhlé trojuhol-
niky SPE a SPG maju spoloéntt odvesnu SP a zhodné zdkladne SE a SG (si to

usecky rovnakej diiky ako SK), a teda plati rovnost uhlov

|[<SEP|=|4SGP]|. (6)
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Analogicky dostavame aj
[LSFQ| = [¥SHQ|. (7)

Body E, F,G,H su teda kolmymi priemetmi bodu S na hrany AB, AC, BD, CD.
Naviac

body S, E, P, I lezia v rovine kolmej na priamku ADB,
body S, F, (), I lezia v rovine kolmej na priamku AC,
body S, G, P,.J lezia v rovine kolmej na priamku BD,
body S, H,Q, J lezia v rovine kolmej na priamku CD.

Odtial dostavame (vyplyva odtial prva rovnost, ostatné dostavame analogicky)

[SC(AB)D| = |[$IEP| = |JIES| +[JSEP],
[FA(C)D|B = |9QHJ| = [JQHS| + [FSHJ|,
[FB(AC)D = [STFQ| = [JIFS|+ [4SFQ),
|SA(BD)C| = |[S¥PGJ| = |[SPGS|+ |4SGJ|.

Rovnost (2) je potom priamym dosledkom vztahov (4), (5), (6), (7). To plati ale len ak
bod S lezi vnutri Stvorstena ABCD. V opa¢nom pripade, sta¢i v poslednych rovnostiach
prislusné uhly odcitat (ak napr. bod S lezi v polpriestore opatnom k polpriestoru,
ktory je urCeny rovinou ABD a bodom C, tak sa od¢itaju |[SSEP| a |{SGP|). Tym
je implikacia (1)=(2) dokdzana.

Pri dokaze opacnej implikicie vyuzijeme nasledovnii Lemu (je zrejmé, Ze naozaj
plati).

-----

uhol.

Dokaz implikacie (2)==(1). Predpokladajme, Ze plati rovnost (2) a neplati (1). Bez
ujmy na vSeobecnosti nech

|AB| + |CD| > |AC| + |BD| (9)

(v opatnom pripade staci prislusne zamenit oznacenie).

Uvazujme bod X postvajtci sa pozdiz hrany CD. Ak X = C, tak rozdiel |BX| —
— |CX| = |BC| > |AB| — |AC|. Ak X = D, potom |BX|— |CX| = |BD| - |CD| <
< |AB| — |AC| (podTa (9)). To znamend, 7e existuje taka poloha bodu X, 7e |BX| —
— |CX| =|AB| —|AC|, ¢ize

|AB| + |CX| = |AC| + |BX|.

f)alej nech X je pevny bod hrany CD spiflajlici posledni rovnost. Tato rovnost je pre
Stvorsten ABC'X analogicka rovnosti (1). Potom pre tento Stvorsten plati aj rovnost
analogicka (2), ¢ize

[FC(AB)X| + [FA(CX)B| = [§ B(AC)X| + |F A(BX)C]|. (10)
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Pretoze bod X lezi na tusecke CD, tak plati

[FC(AB)D| = [§C(AB)X| + |4 D(AB) X,
[FB(AC)D = |4 B(AC)X], [FABD)C| = [3ABD)X|,  (11)
[FAO)D|B = |4 A(CX)B|.

Taktiez plati
|[<A(BX)C| = 180° — |9 A(BX)D|. (12)

Po dosadeni rovnosti (11) do (2) a rovnosti (12) do (10) dostavame
[FC(AB) X[+ |4 D(AB)X| + [§ A(CX)B| = [§ B(AC)X| + |4 A(BD) X,
|[SC(AB)X |+ |[9A(CX)B| = |4B(AC)X |+ 180° — |9 A(BX)D|,
ktoré ném dokopy dévajii
|[SD(AB)X| = |SA(BD)X|+ |9A(BX)D|—180°. (13)

Nech Z je lubovolny bod vnitri Stvorstena ABDX. Ozna¢me postupne U,V, W
kolmé priemety bodu Z do rovin BDX, BAX, BAD. Priemetmi bodov V a W na
hranu AB je ten isty bod Y (je to priemet bodu Z na AB). V Stvoruholniku ZVY W
st uhly pri vrcholoch V' a W pravé. To znamend, 7e

|[SA(BD)X| = |[9VYW|=180° — [SVW Z].
Analogicky plati
|9A(BD)X|=180° — |QUZW|, |SA(BX)D|=180° — |[qUZV|.
Potom 7z (13) dostavame
|ISVZW| = |QUZW |+ |[SUZV|.

A to je uZ spor: pretoze ABDX je (nedegenerovany) Stvorsten, tak body Z,U, V,W
nelezia v jednej rovine, a teda aj ZUVW je (nedegenerovany) §tvorsten. Potom dosté-
vame spor s tvrdenim Lemy. Tym je dokdzana aj druha implikicia.

Odtial uz priamo vyplyva dokazované tvrdenie (my sme dokazali trosku silnejsie
tvrdenie).

TRETIA SERIA

3.1 Vyriesime vSeobecny pripad. Ozna¢me f(O (k) = f(k) a f™ (k) = f(f™=D(k))
pre n € N. Je zrejmé, ze f(m+7) (k) = fm) (£ (k)). Vsimnime si tiez, 7e g(g(k)) =
= g(2n — k + 1) = k pre vSetky k € A. Predpokladajme, 7e funkcia f spiﬁajﬁca
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dané podmienky existuje. Ked si teraz zvolime k, budeme sktimat f(™ (k) ako funkciu
premennej n, méme f*+6) = fO(FO (F)(k))) = g(g(f™(k))) = fU (k). Z toho je
zrejmé, 7e tato funkcia je periodickd a pre najmensiu kladni periédu T plati T' | 6. Ak
by T = 2, mame f(f(k)) = k, z ¢oho potom aj g(k) = f(f(f(k))) = f(k). To je ale
spor so zadanim. Dalej T = 1 d4va f(k) =k, ¢o opat vedie na f(f(k)) =k. PreT =3
by sme dostali 2n — k + 1 = g(k) = f®) (k) = k. To ale nikdy nenastane (kvoli parite).
Ostava teda jedine T = 6.

Zostrojme teraz pre kazdé k € A mnozinu O = {f™(k); n € Ny}, ktora obsahuje
(vzhladom na periédu T' = 6) Sest prvkov. Ked teraz pre nejaké [ € A plati [ € Oy,
potom zrejme O; C Oy, (lebo Oy, obsahuje I a teda aj f(1), f@ (1), atd). Mnoziny Oy,
a O; maji vSak obe prave Sest prvkov, preto O; = Op. Potom v8ak {Oy;k € A} je
rozkladom A na Sestprvkové mnoziny, ¢ize pocet prvkov A musi byt delitelny Siestimi,
teda 6 | 2n, z ¢oho dostavame nutni podmienku existencie funkcie f: 3 | n. To, Ze tato
podmienka je aj postacujica, ukdZzeme konsStrukciou funkcie f pre kazdé n delitelné
tromi. Nech n = 3m (m € N). Definujme funkciu f pre k¥ = 1,2,...,n nasledovne:
f(ky=k+m, f(k+m)=Fk+2m, f(k+2m)=2n—k+1, f(k+3m)=m —k + 1,
f(k+4m) =k+3ma f(k+5m) = k+4m. Je zrejmé, 7e f(k) # g(k) a fO (k) = g(k)
si ¢itatel lahko overi sam.

Specidlne pre n = 999 takd funkcia existuje a pre n = 1000 neexistuje.

3.2 (Katarina Quittnerovd) Nech zi,29,..., 2z, (kd 1) st celé ¢isla také, ze
—1> 21 > 22> ...> 2. Polozme A4, = 37" ip z (takze A1 = z{' + As). Potom
42 = 3| < le% Zl%l < le e S =
=2 J=lzl+1

R 1
RPD SR Ao e Sl p mid

J
jmiml41 121l

To znamend, ze |Ag| < |z1|_|z1|. Potom
0 < [z1|71 ) — [As] S 44| £ |27 4 Ao| < 2|22 <1

Pretoze z” je celé ¢islo pre x = —1 celé nenulové, a Aq nie je celé ¢islo (pretoze 0 <
< |A1] < 1), tak bud medzi ¢islami z; nie st Ziadne ¢isla mensie nez —1 alebo vSetky

ZT1,...,Tk &) Tr41 sU mensie ako —1. Rozoberieme tieto pripady.

1) ak st vSetky mensie ako —1, méZeme uvazovat sumu Ay = A; — xk’f:ll Oznafme
najvacsie (najmensie v absolitnej hodnote) z ¢isel zq,...,xry1 ako z. Potom
Ay = 2% + A, (pripadne Ay = —(2* + Af)) ak z = xp4+1). Analogickou tvahou
dostaneme |Aj| < |z|71#!) a teda 0 < |z 7171 — |AL| = |2|71Fl — | = Ap| < |27 + A}| =

= |Ap|. TakZe v tomto prlpade rovnica nema4 rieSenie.

2) ak st vSetky z1,...,xgy1 asponl —1, oznafme najvacsie z nich M. Pretoze k = 2

a ¢isla st navzdjom rozne, tak M = 2. Keby M = x; pre nejaké ¢ < k, potom
et e > MM — 122 M -1 >

>MY 14 (M-t s (M- 1)M 2 gh
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To je ale spor, teda nutne M = xy41. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme pred-
pokladat, ze xx11 > xg > ... > x1. Indukciou vzhladom na k ukadzme, Ze pre celé
nenulové z; = —1 spliiajice nerovnosti zx11 > o > ... > x1 plati

T gt <aph

Pre k£ = 1 je tvrdenie zrejmé. Teraz nech tvrdenie plati pre k£ — 1. Dokazeme, 7e

plati aj pre k. Majme teda xg11 > xg. Potom xx1 = 2 a plati

DY S AR VL SN 20k > aph 4+ 42t

k+1 = k+1 k+1

Teda rovnica nema ani v tomto pripade rieSenie.

3.3 Oznacme N priese¢nik priamky C'O s AB. Priamky
AM,BK,CN sa pretinaju v jednom bode O. Potom
z Cevovej vety vyplyva

|AN| |BM| |CK| _
INB| |MC| |KA|

1.

Priamka BK je osou uhla pri vrchole B, a teda plati

ICK| |BC| 4

KA~ [AB| 5 (1)

Kedze plati |[BM| = |CM]| (pretoze AM je taznica), tak
dostavame
INB| 4
|AN|  5°
Na druhej strane |[AN| + |[NB| = |AB| = 15, potom

25 20
AN| =22,  |BN|=2.
3 3

N=1L
Obr. 37

Z (1) a (2) vyplyva, ze priamky BC a KL sa rovnobezné. Nech D je péta vysky

na stranu AB. Potom plati

|AD|* — |BDJ* = (JAC|* - |CD|*) — (|BC|* — |CDJ*) =

= |AC|? — |BC|* = 13% — 12?2 = 25.

25\° /20>
|AN|2—|BN|2:<§> —<§> = 25.

Dalej plati
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Na strane AB je vSak iba jeden bod X, pre ktory plati |AX|?—|BX|? = 25. Z toho, ale
vyplyva, ze N, D a L st totozné body. Bod M je stredom opisanej kruznice trojuholniku
BCN. Teda trojuholnik CM N je rovnoramenny a plati

|[ICNM| = |[INCM|.
KedZe priamka KN je rovnobeznd s priamkou BC, potom

|[ICNK|=|4NCM|.
KedZe bod L je totozny s bodom N, tak plati

ISOLK| = |ONK| = | NCM| = [§CNM| = [SOLM].

3.4 (Vladimir Marko) DokaZeme, Ze také prirodzené ¢islo n neexistuje.

Pre n = 2 je suicet n — 1 ¢isel len jedno ¢islo, ktoré zrejme patri len do tej mnoziny,
v ktorej je, a teda toto n nevyhovuje.

Pre n = 3 budeme postupovat sporom. Nech sa d4 mnozina N rozdelit na n
podmnozin spiflajlicich dani podmienku. Potom medzi tymito mnoZinami (podla
Dirichletovho principu) existuje mnozina A, ktora obsahuje asponi dve ¢isla z mnoZiny
{1,2,...,n + 1}, zrejme je rozdiel medzi tymito dvomi ¢islami nanajvys n. Rozli§ime
dva pripady:

e Existuje takd mnoZina A, Ze rozdiel medzi niektorymi jej prvkami je mensi ako

n, oznac¢me tieto ¢isla x a x + d, d < n. Vezmime teraz fubovolni in mnozinu B
a jej Ilubovolny prvok y. Potom

yeB = y+deBUA (1)

Ak by totiz y +d € C, C # A, B, potom by sme vzali sucet S Tubovolnych n —
— 3 &isel z mnozin inych ako A, B,C (pripadne pre n = 3 mame S = 0), potom
S+ x4+ (y+ d) ma patrit B a S + (x + d) + y ma patrit C, ¢o je spor, lebo
S+x+d)+y=S+z+ (y+d).

Teraz vezmime mnozinu A tak, Ze najmensi rozdiel medzi jej dvomi prvkami d je
najmensi zo vSetkych mnozin rozkladu mnoziny N. Potom ¢isla z+1,x+2,... ,x+
+ d — 1 musia patrif réoznym mnozindm roznym od A. Cisla z +d + 1,2 + d +
+2,...,2+2d — 1 podla uz dokdzaného tvrdenia (1) patria bud A, ¢o vzhladom
na minimalitu d nie je mozné, alebo tej istej mnozine, ktord obsahuje ¢islo o d
mensie. Preto dvojice (z+ 1,z +d+1), (z+2,2+d+2) a7 (x+d— 1,2+ 2d —
—1) patria do jednej mnoziny. Teraz vSak zrejme moZzeme mnozinu A’ obsahujicu
dvojicu (z + 1,z + d + 1) zvolit za pocdiatoénii a rovnakou tivahou dostaneme, Ze
dvojica prvkov (z + 1+ (d— 1),z +d+ 1+ (d — 1)) = (x + d,z + 2d) patri tej
iste] mnozine, ¢ize aj z + 2d € A. Dvojicu prvkov (z + d,z + 2d) mézeme teraz
zvolit za (z', 2" + d) atd. Postupne dostavame, 7e v mnozine A leZia vSetky prvky
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r,x+d,x+2d,... ,c+kd,...,prvky z+1,2+d+1,24+2d+1,... ,x+kd+1,...
v dalSej mnozine atd.
Tvrdenie (1) zrejme plati aj naopak (lahko sa obrétia uvahy), ¢ize

y+deB = yeAUB

a cela predchadzajicu ivahu moZno rozsirit aj na ¢isla mensie ako = a dostavame
rozklad N nie na n ale na d, d < n mnozin, ¢o je spor.

e Neexistuje mnozina A s ¢islami z,z + d, d < n. Kedze sme v8ak uz dokézali, 7e
d < n, potom pouZzitim tivah ako v predchidzajicom pripade dostaneme rozklad
mnoziny N na zvyskové triedy modulo n, ¢ize v jednotlivych mnozinach budu ¢isla
davajuce ten isty zvySok po deleni ¢islom n. Potom ak sc¢itame po jednom ¢isle
z kazdej mnoziny a sicet oznacime S, zrejme

S = Z (mod n).

Cislo S — 1 musi patrit zvyskovej triede obsahujicej 1, ¢ize S —1 = 1 (mod n)

a podobne S — 2 = 2 (mod n). Tak v8ak dostavame, ze zaroven 2 = S = 4
(mod n), ¢o nie je mozné, lebo 2 = 4 (mod n) len pre n < 2. Opét dostdvame
spor.

Tvrdenie je teda dokazané, hladany rozklad neexistuje.

3.5 (Peter Novotnyj) Polozme

A= @ inxj - (i(n - 2)35,) Z(] —1z;

i<j i=1 j=2

Potom je nerovnost v zadani ekvivalentnd s A > 0. Majme 1 < i < j < n. Lahko moZno
zistit’ ze koeficient v A pri z;z; je sn(n—1)—(n—i) (j—1) — (n—j) (i—1). A koeficient
pri zZ (pre 1 <i < n)je (n—1) (i —1). Teda

-1
A= Z.r@(ni)—(n—i)(j—l)—( 2—1) Z.r n—i)(i—1).
1<J
Skimajme dalej sucet
B = Z (xp — p) (x5 — 21) = Z (XpTs — TpTs — TpXp + TpTy) .
1St<r<s<pS<n 1St<r<s<pS<n

Podla zadania plati 1 < 9 < ... < x,. To znamené, ze B > 0.
UkaZzeme, 7e B = A. Na to stali vypocitat koeficienty v B pri z? a pri z;z;. Nech
teda 1 < 4 < n. Po s¢itani B mo’no dostat x? len pre i = r = s. Potom p mdZe
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nadobudat hodnoty i+1,i+2,... ,n, ¢o je n—i moznosti, a ¢ moze nadobudat hodnoty
1,2,...,i—1, ¢o je i — 1 moznosti. Koeficient pri z? teda bude —(n — i) (i — 1).
Dalej majme 1 < i < j < n. Na urenie koeficientu pri x;x; rozoberieme niekolko
moznosti (podla toho ako ten ¢len dostaneme).
1) Ak i =5, j =p, tak mdme 1 <t < r < i < j < n. Dahko moZno vypocitat, Ze
koeficient pri z;x; bude 3i(i — 1).

2) Ak i =7, j =35, takmdme 1 £t < i < j < p £ n. Dostavame koeficient
(=) 1)

3) Ak i =t,j = p, tak mame 1 < i < r £ s < j < n. Dostavame koeficient,
3 =) (G —i—1).

4) Ak i = t, j = r,tak mame 1 < i < j < s < p < n. Dostavame koeficient

s(n—7j)(n—j+1).

Po roznésobeni lahko dostavame, Ze
n(n—1 N N /-

M) i) (G- 1) - () - 1) =

Odtial porovnanim koeficientov okamzite zistime, ze A = B. No a vyuzitim B > 0
dostavame dokazovant nerovnost.

3.6 (Tomds Jurik)
a) Zrejme P nelezi na priamke p, teda PB je os uhla APC a PC os uhla BPD.
KedZe os uhla deli protilahli stranu v pomere prilahlych stran, plati:

|AP| a |BP| b

ICP| b’ IDP| ~ ¢’
Preto bod P musi lezat v priese¢niku dvoch Apolléniovych kruznic k1, ks nad tseckami
AC a BD (v pripade a = b, prip. b = ¢ sa z Apoll6niovej kruznice stava priamka kolma
na p). Uloha mé zrejme vZzdy nula alebo dve rieSenia.

b) Vzhladom na symetriu mozno predpokladat a = ¢. RozliSime niekolko pripadov:
e a = b > ¢; vtedy je Apolloniovou kruznicou k; priamka kolmé na p v bode B a

ks je kruznica s priemerom CX, kde X lezi na polpriamke C@ Zrejme v tomto
pripade tloha nema riesenie. Pre dlzky a, b, ¢ plati

(a+b) (b+c) = 2a(a+ ¢) = 2a* + 2ac > 4ac,

nerovnost v zadani nie je splnena.
e a > b = c¢; v tomto pripade je Apolloniovou kruznicou ko priamka kolma na p v

bode C' a k; je kruznica s priemerom BX, kde X lezi na polpriamke C@ Uloha
ma zrejme v tomto pripade vzdy dve rieSenia. Pre dlzky a, b, ¢ plati

a+b)(b+c)= (a+b)2b=2ab+ 2b? < 4ab < 4ac,
(
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nerovnost v zadani je splnena.
a = b = c; obe Apolloniove kruznice st priamky, a st zrejme disjunktné. Pre dlzky
a, b, c plati

(a +Db) (b+c) = 4a® = dac,
nerovnost v zadani nie je splnena.

—

a = ¢ < b; kruZnica ki ma priemer X;B, kde X lezi na polpriamke BA a ks ma
priemer B X5, kde X5 lezi na polpriamke C@ Tieto kruznice sa zrejme nepretinaji
a uloha nema riesenie. Pre dlzky a, b, ¢ plati

(a+b)(b+c)= (a+b)*=a®+2ab+ b*> > 4a® = dac,

nerovnost v zadani nie je splnena.
a = ¢ > b; kruznica k1 ma priemer BX{, kde X; lezi na polpriamke C’l3 a ko ma

priemer X,C, kde X5 lezi na polpriamke ﬂ Tieto kruznice sa zrejme pretinaja
a tloha ma dve riesenia. Pre dlzky a, b, ¢ plati

(a+b)(b+c)=(a+Db)?=a®+2ab+ b < 4a® = 4ac,

nerovnost v zadani je splnena.
a > ¢ > b; geometrickd situacia je rovnaka ako v pripade a = ¢ > b, a teda tloha
ma dve rieSenia. Pre dlzky a, b, ¢ plati

(a+0b)(b+c) <2a-2c=4ac,

nerovnost v zadani je splnena.
b > a > c; geometricka situacia je rovnaka ako v pripade a = ¢ < b, a teda tiloha
nema rieSenie. Pre dlzky a, b, ¢ plati

(a+0b)(b+c) > 2a-2c=4ac,

nerovnost v zadani nie je splnena.
a > b > c; kruznica k1 ma priemer BX;, kde X; lezi na polpriamke Cﬁ a ko

m3 priemer C' X5, kde X5 lezi na polpriamke C? Tieto kruznice maja neprazdny
prienik mimo p prave vtedy, ked maji neprazdny prienik tisecky BX; a C' X, teda
zrejme ked X lezi na tisecke C' X5 bez jej krajnych bodov. Tentokrat musime urcit

presni polohu bodov X7, Xo. Oznacme vzdialenosti |CX1| = y1 a |[DX2| = ys.

AX, a a+b+c a

Kedz = —, tak — = —

edze ox, . ta ” 2
b b

ktori moZno upravit na y; = M
a — —c

Zrejme X, € C'Xs prave vtedy, ked |CX1| < |CXs], t.J. ked |CX1| < |DX2|+|CD|.

7 tejto rovnosti po dosadeni

. Preto plati rovnost ay; = ab + b2 + by,

b
. Podobne mozno odvodit, Ze ys = u

b(a+b) <C+c(b+c) _ 2bc
a—>b b—c b—c’
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Jednoduchymi ekvivalentnymi tipravami (b > ¢) mozno tto nerovnost upravit na
(a+b)(b+c) < 4dac.

Tym sme preverili vSetky pripady a dokéazali, Ze bod P existuje prave vtedy, ked je
splnend nerovnost zo zadania.

3.7 Na uvod par tvah, ktoré vyuzijeme v dalSom texte. Oznacme 1. az 5. radom
jednotlivé rady zdola nahor. Lahko nahliadneme, Ze body 1. a 2. radu tvoria vrcholy
Styroch $tvorcekov 1 x 1, body 1. a 3. radu troch Stvorcekov 2 x 2, body 1. a 4. radu
dvoch Stvorcekov 3 x 3 a 1. a 5. radu tvoria vrcholy jedného Stvorca 4 x 4. To nas
vedie k zaveru, 7e z 1. a 2. radu musime spolu vybrat aspon dva vrcholy, aby nezostali
Styri vrcholy tvoriace jeden zo spominanych Stvorcekov 1 x 1. Uvahu zovieobecnime
a dostavame, 7Ze na ,zrusenie“ Stvorcekov 1 x 1 v dvoch susednych radoch musime z
tychto dokopy odobrat aspon dva vrcholy. Podobne na ,zruSenie* Stvorcekov 2 x 2
s vrcholmi v dvoch radoch vzdialenych 2, ako aj stvoréekov 3 x 3 s vrcholmi v dvoch
radoch vzdialenych 3, musime odobrat z tychto radov spolu aspon dva vrcholy. Naopak,
na ,,zrusenie“ Stvorca 4 x 4 sta¢i odobrat jeden vrchol.

Teraz ukazeme, 7Ze spolu musime odobrat najmenej osem vrcholov. Dokidzeme to
sporom - predpokladajme, Ze stac¢i vybrat sedem vrcholov.

Lema. 7 kazdého radu musime vybrat aspon jeden vrchol.

) 5

4
3
2
1

=N W e

A B C D FE A B C D FE

Obr. 38 Obr. 39

Dokaz. Najprv predpokladajme, Ze z 2. radu nemusime odobrat Ziaden vrchol. Tento je
susedny s 1. a 3. radom. Nakolko z 2. radu nevyberame Ziaden vrchol, musime vybrat
po dva vrcholy z 1. a 3. radu. Podobne na zaklade pociato¢nych tvah musime aj
zo 4. a 5. radu vybrat po 2 vrcholy. Spolu sme tak odobrali uz osem bodov, ¢o je
spor. Preto musime nutne z 2. radu vybrat aspon jeden vrchol. Analogicky musime
odobrat aspon jeden vrchol aj z 3. a 4. radu. Predpokladajme vSak, %e aspon z 1. radu
nemusime vybrat Ziaden vrchol. Potom vSak nutne z 2., 3. a 4. radu treba vybrat po
dva body a z 5. radu aspon jeden bod. Z 2. a 3. radu pritom nemdzeme odoberat
vrcholy Tubovolne, ale aby sme ,,zrusili“ vSetky Stvoréeky 1 x 1 a 2 X 2 s bodmi leZiacimi
v 1. rade, musime vybrat aspon body B2, D2 a C3. (vid obr. 38)

Na druhej strane, v 4. rade musime ponechat bod C4 (inak by sme totiz ,nezrusili*
vBetky StvorCeky 3 x 3 s vrcholmi v 1. a 4. rade — dokazte si sami). Potom vSak, aby
sme ,zrusili“ vSetky Stvorceky 2 x 2 s vrcholmi v 2. a 4. rade, nutne musime odobrat
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body A4 a E4 (vid obr. 39). Tym sme vSak ,nezrusili“ vSetky Stvorceky 1 x 1 medzi
4. a 5. radom — to sa ndm podari iba ak odoberieme vrchol C5. Z 5. radu teraz uz
nemozeme odobrat Ziaden dalsi vrchol, a teda Stvorec 4 x 4 sa uz nedd ,,zrusit“, ¢o je
spor. Tym sme dokazali, 7e aj z 1. radu (a teda tieZ z 5. radu) musime odobrat aspon
jeden vrchol, ¢im je dokaz lemy ukonceny.

Ziskany poznatok hned vyuzijeme. Ak totiz musime z kazdého radu odobrat aspon
jeden vrchol a spolu moéZeme odobrat iba 7 vrcholov, nutne existuji aspon tri rady,
7 ktorych vyberieme prave jeden bod. Tieto (rady) mo6zu byt iba v takychto vzdjomnych

polohéach:
O—0O0——C0—0——=0 oO—0O0——0—C0——>0 oO—0O0——0—C0——>0 O—0O0—0O—0—=0
O—0O0——0O—0O—=0 oO—0O0—0—0——=0 oO—0O0—0—0——=0
O—O0——0O——0—=0 oO—0O0—0—0——o0
oO—0O0—C0—C0——>0
oO—0O0—C0—C0——>0 O—0O0—C0O—0—=0
Obr. 40

Lahko sa presvedéime, Ze s vynimkou tretej moZnosti, nie je zo Ziadnej inej moZné
odobrat tri vrcholy (z kazdého radu po jednom) tak, aby sme ,zrusili“ vSetky Stvorceky
tvorené bodmi tychto troch radov (bez ujmy na vSeobecnosti sta¢i zacat tak ako
na obrazkoch). Zostava teda vyskasat tretiu moznost. Spociva v rozloZeni znazornenom
na obr. 41. V8imnime si teraz Stvorceky 2 x 2 medzi 3. a 5. radom. Ak neodoberieme vr-
chol C3, musime kvoli nim odobrat body A3 a E3, tym sme vSak ,,nezrusili“ $tvorcek B3-
C4. Preto musime nutne odobrat vrchol C3 a po om aj vrchol B3 (jedind moznost ako
LzruSit® zaroven vsetky Stvorceky 1 x 1 medzi 3. a 4. radom a taktieZ Stvorceky 2 x 2
medzi 1. a 3. radom (vid. obr. 42). Z 2. radu v8ak uz nie sme schopni odobrat iba
dva vrcholy, aby sme ,zrusili“ vSetky zvysné stvorceky, ¢o je spor.

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1A B C D FE 1A B C D FE 1A B C D FE
Obr. 41 Obr. 42 Obr. 43

Tym sme dokazali, Ze potrebujeme odobrat minimélne osem vrcholov. Jeden zo spo-
sobov ako je to moZné, ukazuje obr. 43. Mimochodom, vdaka dokdzanému moZzeme
v povodnej tlohe (Stvorcekova siet 9 x 9) zdola ohrani¢it minimalny poc¢et odobranych
vrcholov ¢islom 4 - 8 = 32.



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 167

STVRTA SERIA

4.1 Zaoberajme sa najprv pripadom, ked je niektoré z ¢isel z, y, z zdporné (nech z < 0).
Potom z nerovnosti (z—1)?+ (y—1)? = 0 dostdvame z+y < 1+ 1 (22 +y?) <141 =2.
Okrem toho zy < 1 (z2 + y*) < 1. Potom z(zy — 1) > 0, &Ze zyz > 2. No a odtial uZ
dostavame 2 + xyz >z +y + 2.

Dalej oznaéme A = 2+ zyz — (x +y + 2z), B = 22 + y% + 22 — 2 a zaoberajme sa
pripadom, ked st vSetky ¢isla x,y, z nezdporné. Potom mdzu nastat dve moznosti.

1) Ak (z—1)(y—1)(2—1) 2 0, potom

2A+B=(r+y+2z-2>2+2x—-1)(y—1)(2—1) =0.

To znamené, ze ak B < 0, tak nutne A = 0.
2) Nech (x —1)(y — 1) (2 — 1) < 0. Ak by bolo jedno 7z &sel x — 1,y — 1,2 — 1
zaporné a ostatné dve kladné, potom nie je splnena rovnost B < 0. Teda plati
0 < z,y,z < 1. Potom ale
A=(1-2)1-y)+(1—-2y)(1—2)20.

Tym sme dokézali pozadovani nerovnost.

4.2 (Peter Majek) Oznaéme P stred gulovej plochy prechddzajicej bodmi A, B, C, Ay, By, Cy.

Premietnime si kolmo cely Stvorsten ABC'S do roviny ABS. Priemety bodov O a P

oznaéme po rade O" a P’. KedZe bod O m4 rovnaku vzdialenost od bodov S, Ay, By,

tak aj jeho kolmy priemet bude mat rovnakia vzdialenost od bodov S, Ay, By, a teda

bude stredom kruZznice opisanej trojuholniku SA1B; (v rovine SA;B1). Analogicky by

sme ukézali, Ze bod P’ je stred kruZnice, ktora prechidza bodmi A, B, A, By.
Predpokladajme, Ze bod O’ lezi vnutri trojuholnika ABC. Ak by lezal na jeho obvode,

alebo mimo neho, mohli by sme previest analogické tivahy. Ozna¢me o = |[JSAB|, f =

= |4 SBA|. Stvoruholnik ABB;A; je tetivovy, takie

|§BB1A1|:7T—CY, |§AA1B1|:7T—ﬂ

Ale uhly A1B1S a BBjA; st susedné, teda |[{A1B1S| = a a |4B1A1S| = 0.
Dalej oznaéme By patu kolmice z bodu O’ na tsetku AS a Sy prieseénik priamok SO’
a AB. Z vety o obvodovych a stredovych uhloch vyplyva |4SO’By| = a. Z podobnosti
trojuholnikov ASpS a O'BpS (maji dva zhodné uhly) dostdvame SO’ | AB. Odtial
a z kolmosti rovin SO0’ a SAB vidno, 7e aj priamka AB je kolm4 na rovinu SOO’,
a teda SO 1 AB. Analogicky by sme ukazali, ze SO L AC, ¢o znamend, ze priamka
SO je kolma na rovinu ABC. Tym sme dokéazali, ¢o bolo treba.

4.3 Oznaé¢me D mnozinu vSetkych miest DiStancie. Zvolme si lubovolné mesto Mj.
Podla zadania potom musi existovat nejaké mesto Ms € D \ {M;} vzdialené od M,
nanajvys d. Medzi mestami M; a Ms postavime prva cestu.
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Podobne musi byt vzdialenost niektorého z miest My, My od niektorého mesta M3 €
€ D\ {M;, My} nanajvys d. Tu postavime druht cestu.

Tymto sposobom najdeme postupne pre k& = 4,5,...,n mesto My vzdialené na-
najvys d od niektorého z miest My, My, ..., My_1. Medzi tymito dvoma mestami
postavime (k — 1)-vi cestu, ¢im mesto M} ,napojime“ na siet ciest medzi mestami
My, Ms, ..., My_1, po ktorej sa da dostat z kazdého mesta M; do mesta M, i, j
€ {1,2,...,k—1},4i # j. Tym sme splnili podmienky zadania.

4.4 a) Predpokladajme, Ze f,g vyhovuju pre vSetky x € R podmienkam

flg(@)) = 2*, (1)
9(f(@)) = 2°. (2)

Nech pre z1,22 € R plati f(z1) = f(z2). Potom z 27 = g(f(21)) = g(f(z2)) = 23
dostavame x1 = 2, ¢o znamena, ze funkcia f je prosta. f)alej pre kazdé x € R plati
(dosadenim f(z) za x do (1) a aplikovanim f na obe strany rovnosti (2))

(@) = flg(f(2))) = f(%).

Ak dosadime za = postupne —1, 0, 1, dostavame f(0), f(—1), f(1) € {0, 1}, ¢o je ale spor
s tym, ze f je prosta, lebo méame len dve rézne hodnoty pre tri rozne argumenty. Teda
také f, g neexistuju.

b) Funkcie s pozadovanymi vlastnostami existuji, napriklad:

|x|\/—|1i|w pre xz # 0, 1,1, |1n |z]|
- - Rk pre x # 0,
f) =41 pre = —1,1, (r) =
. 0 pre z = 0.
0 pre =0,

Ostava eSte overit, Ze uvedené funkcie vyhovuji zadanym vztahom (pozor na pod-
mienky!).

4.5 Nech spomedzi &isel k; je jedno rovné —(n+2)?, dalej ((n + 2)'%97 + (n + 2)) ¢isel
rovinych n 4+ 2 a p ¢ésel rovnych —1 (hodnotu p uréime neskéor). Potom

Zk" — (n42)1998 _p— Zkiwg?_
i i
Pritom pocet &isel k; je m +4 = (n+2)1997 + (n 4+ 2) + 1 + p. Naviac m4 platit rovnost

mn = ((n+2)1997+(n+2)+p_3)":Zki:(n+2)1998—p,

Odtial dostavame pre p podmienku

p(n+1)=n+2)"% —nn+2)7 —nn+2)+3n.
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Zrejme je vyraz na pravej strane kladny. Staci uz len dokazat, ze je delitelny n + 1. Ale
(n+2)198 —nn+2)19" —n(n+2)+3n=1-(-1)1 — (-=1)1 =3 =0 (mod n + 1).
Tym sme dokazali, ze pre nami zvolené m a ¢isla k; st splnené podmienky zadania.

4.6 (Miroslava Sotdkovd) Vypocitajme velkosti uhlov | BAD| = ¢, a |[{BEC| =
Tieto uhly st rovnaké prave vtedy, ked st priamky EC a AD rovnobezné. Oznaéme T}
resp. To péaty kolmic z bodu D resp. C na priamku AB. Potom dostavame

tgp1 = 1.D)
1 — .
IT1A|
Bez ujmy na vSeobecnosti nech |BC| = |AB| = 1. Potom zo sinusovych viet dostdvame
sin 35° sin 25° sin 35° cos 25° sin 35°
BD|= ——— T\D|= ——————— ATy =1— ————
BDI=Gomoe 1D smroe 0 AT sin 70°
Dosadenim a tpravou pomocou goniometrickych vzorcov dostaneme
; . sin 25° sin 35° . sin 25° .
EPL= Gin 70° — sin35° cos 35°  2c0s35° — cos25°
B sin (15° + 10°)
"~ 2c0s (45° — 10°) — cos (15° 4+ 10°)
Dalej vieme, 7e
1—cos30° V3-1 _ [1+4c0s30°  V3+1

sin 15° = = cos 15°

2 2/2 - 2 22

Dosadenim a tipravou dostaneme

‘g:/_ cos 10° + ‘é_j_l sin 10°

tg QO]_ = =
V2(sin 10° 4 cos 10°) — ‘ij—l cos 10° + ‘é:/— sin 10°
(V3—1)cos10° + (V3 + 1)sin10° 1

V3((V3—1)cos10° + (v/3+ 1)sin10°) /3"
Ked7e ¢1 < 90°, tak potom dostavame ¢ = 30°. f)alej vidime, 7e

|T>C'| = sin80° = cos 10°,

in 75°
|ETy| = |AC| — |CD| + 1 + cos 80° = 2 cos 40° — -5+ 1+sin10°.
in
Potom tpravami dostavame
cos 10° cos 10°

te oy = i _ I
2T Beosd0° — T T sin10° VBeos10°+ (1 - 2m0) © V3
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KedZe aj oo < 90°, dostdavame p; > 30°. Teda @1 # @2, ¢o znamend, ze priamky EC,
AD nie st rovnobezné.

4.7 Mnozina M nemoé7ze obsahovat nulu. Keby totiz 0 € M, vezmeme x € M, xz # 0
a postupnou volbou aj = (%)kx, b = 0 (pre k£ = 0,1,2,...) dostaneme zo vztahu
%ak — b,% € M, ze mnozina M bude nekonec¢na, ¢o je spor.

Nech a1, as, ... ,a, st vietky prvky mnoziny M, pricom a1 < as < ... < Gp.

Ak a, > 0, potom pre prvky by = %ak —a2 (k=1,2,...,n — 1) mnoziny M plati
by < by < ...< b,_1. Naviac b,,_1 < %an_l < %an < ap. To znamena, ze nutne musi
byt ax = by, ¢ize ap = —3a2, pre k =1,2,...,n — 1. Ale pretoze &isla ay, st navzajom
rozne, dostavame n = 2.

Nech a,, < 0. Oznacme si ¢ = %ak —a} (pre k,1 = 1,2,...,n). Predpokladajme
najprv, ze n = 4. Pretoze n — 1 prvkov ¢,1 < 2 < ... < €y pn—1 mnoziny M sa musi
rovnat niektorym z n ¢isel a1 < ag < ... < a,, musi platit ¢, ;1 = a1 alebo ¢, 2 = as.
Podobne (pre n — 1 &isel ¢p—11 < cp—12 < ... < Cn—1pn—2 < Cp—1,n & pre n — 1 Cisel
Cn-21 < Cp—22 < ... < Cp_ap-3 < Cp—2n-1 < Cp—2,) dostaneme c,_11 = a; alebo
Cn—1,1 = a2 a tieZ c,_21 = a1 alebo ¢,_21 = as. To ale znamena, Ze dve z ¢isel ¢y, 1,
Cn-1,1, Cn—21 (a teda aj z Cisel %an, %an_l, %an_z) sa musia rovnat, ¢o je spor.

VysSetrime eSte pripad a, < 0 pre n = 3 (vtedy a,_2 = a1 a ¢,_2,1 nemusi patrit

z LT s v 2 2
do M). Musi platit cgo > 31 > c21 @ ca3 > c1,3 > c1,2. To znamend, ze sa3 —a; =

=c32=asa %al - a% = c1,2 = a1. Takze %ag = —a% = %al, ¢o nie je mozné.
Zostdva nam jedine pripad n = 2. Potom pre prvky ai,as musi nastat jedna
7 moznosti:
1) %al — a2 = ay, %ag —a? = ay,
2) %al - a% = a2, %az - a% = a1,

2 _
3) 5a1 — a3 = ay,

4) 241 — a3 = ao,
étvrty pripad je (po zdmene a; a as) rovnaky ako treti pripad; ak teda v trefom
pripade nebudeme predpokladat a; < as, Stvrty pripad riesit nemusime. Rozoberme

teraz pripady 1), 2) a 3).

az —a; = ay,
az — aj = asz.

2 _
1=

1) Z rovnosti %al —a3 = a1 vyplyva a; = —3a3. Po dosadeni do rovnosti %az —a
= a9 a po uprave dostaneme

as <a2+%> (9a§—3a2+1) =0,

pricom kvadratickd rovnica 9a3 — 3az + 1 = 0 nem4 realne korene. Ked%e nemdoze byt

ani ay = 0 a pre as = —% dostavame a; = —% = ag, tak tomuto pripadu nevyhovuje
ziadna mnozina M.
.2 2 _ g _ 3(,2 ; :
2) Z rovnosti fay — a3 = az vyplyva a1 = j(a3 + az). Po dosadeni do rovnice

2 2 _ .
3a2 — ai = a1 a po uprave dostaneme

1 2
as a2+§ (9a2-|-15a2+10) =0,
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kde kvadratickd rovnica Qa% 4+ 15a9 + 10 = 0 nema realne korene a pre a, = —%
dostavame a; = —% = ay. Takze ani tomuto pripadu nevyhovuje ziadna mnozina M.
3) Zrovnosti %al—ag = ay vyplyvaa, = —3a§. Po dosadeni do rovnice %az—a% =al
a uprave dostavame
2
+ L 2 0
ag | a2 - g — — ) = U.
3 3
Pre as = —% mame a; — —% = @9, takZe nutne musi byt as = %, a; — —3a% = —%.

Jedinou mnoZinou vyhovujicou podmienkam tlohy je teda M = {%, —%} (Tahko sa
mozno presveddit, Ze naozaj vyhovuje).

PIATA SERIA

5.1 Dokazujeme sporom. Predpokladajme teda, Ze A je parne ¢islo. Potom plati rovnost
(m + 3)™ + 1 = 6km pre nejaké celé k. Aby na Tavej strane rovnosti bolo parne ¢islo,
musi byt m parne. NavySe 3 | m™ + 1, z ¢oho vyplyva, Zze m = 3t + 2 a n je neparne.
Nech m = 2%mq, kde m; je neparne. KedZe n je neparne, tak 3™ + 1 je tvaru 3 -
-9™ + 1 = 4 (mod 8), z ¢oho vyuzitim faktu 2% | 3" + 1 dostaneme o < 2. Ked7e
my | 3™ 4+ 1, zavedenim oznacenia a = 3" (a je celé ¢islo) dostavame my | a® + 3.
Potom podTla lemy (jej znenie a dokaz st na konci rieSenia) musi byt m; = 6¢1 + 1. Cize
m = 2%(6t; + 1) a suc¢asne m = 3t + 2 ¢o nam déva o = 1. Potom m = 12¢; + 2 a zo
vztahu (m + 3)™ + 1 = 6km vyplyva, Ze 4 | 5™ + 1, ¢o je vSak nemoZné.

Lema. Nech m,a st celé &isla, pricom (m,6) = 1. Potom ak m | a®> + 3, tak m = 1
(mod 6).

Skor nez prejdeme k dékazu, uvedieme nejaky komentar. Vaznejsich zdujemcov o tito

problematiku mo6zeme odkazat na hocaki u¢ebnicu elementarnej teérie ¢isel (¢ uz Koli-
biar: Algebra a pribuzné discipliny alebo skriptéa Saldt: Vybrané kapitoly z elementdrnej
teérie cisel). Majme teda neparne prvodislo p, a skiimajme rieSitenost rovnice z2 —
—a = 0 (mod p), pricom predpokladame (a,p) = 1. Hovorime, Ze a je kvadratickym
zvyskom (nezvyskom), ak kongruencia z2 = a (mod p) ma (nem4) rieSenie. Lahko sa
dokéze, 7e ak a je kvadratickym zvyskom (mod p), tak kongruencia 2> = a (mod p)

ma prave dve rieSenia. f)alej zavedieme tzv. Legendrov symbol
(a) B 1, ak a je kvadraticky zvysok,
p/ —1, ak a je kvadraticky nezvysok.
_ a v
Pomocou Malej Fermatovej vety mozno dokazat, Ze o = (—) (mod p). Dalej plati
p
tzv. Gaussov zdkon reciprocity:

Veta. Nech p, q siti neparne prvocisla. Potom

() (@) - o
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Takto vybaveni uz mozeme prejst k dokazu lemy.

Dokaz lemy. Najskor si v§imnime, Ze tvrdenie lemy staci dokazat pre prvocisla (totiz
ak by bolo m = 5 (mod 6), tak zrejme m musi mat nejakého prvociselného delitela
p =5 (mod 6), pre ktorého opaf plati p | a + 3). Uvazujme teda m = p, kde p # 2,3
je prvocislo. Podla Gaussovho zdkona reciprocity plati

() (3) = ==t = - (¥

Rozoberieme dve moznosti. Ak p = 1 (mod 3), potom zrejme <§) =1, a z (%)

dostavame <2) = (—1)%. Potom
<_?3) = (_3)%1 — (_1)p—§1 35 = (—1)1’771 . (1§D> =(-1)»"'=1 (modp).

Teda —3 je kvadraticky zvySok (mod p) pre p =1 (mod 3). V pripade p = 2 (mod 3)
3 p—1

zrejme plati <§) = —1, a z (%) dostavame (—) = —(—1) 7 . Potom analogicky ako
p

v predchadzajicom pripade dostavame (_—> = —1 (mod p), a teda —3 je kvadraticky
p
nezvysok.

Celkovo sme teda dostali, Ze —3 je kvadraticky zvySok (mod p) prave vtedy, ked
p=1 (mod 3). Teda z p | a® + 3 nutne vyplyva p = 1 (mod 6) (pretoze p # 2,3). Tym
je dokaz lemy ukonceny.

5.2 Nech vrcholy trojuholnika ABC maju stradnice A = (—4,4), B = (4,4) a C =
= (4a,4b), kde b > 1. Stred Stvorca zostrojeného nad AB ma4 stradnice S; = (0,0).
Ozna¢éme ¢ = a? + (b — 1)2 — 1. Je zrejmé, Ze podmienka ostrého uhla pri vrchole C
je ekvivalentna s tym, ze bod C' lezi mimo kruznice s priemerom AB alebo na nej, ¢o
pri naSom oznaceni mézeme zapisat ¢ = 0. Stred strany BC je Spc = (2a + 2,2b + 2)
a vektor kolmy na AB je napriklad ni = (2b — 2,2 — 2a). KedZe stred S, n-uholnika
zostrojeného nad BC' lezi na osi usecky BC, plati So = Sap +t - 7T1> = (2a + 2+t
(20— 2),2b+ 2+t (2— 2a)) pre nejaké ¢t € RT (tato polpriamka je orientovand
,von“ z trojuholnika ABC). Viimnime si, 7e |ni| = %|AB|, teda t predstavuje pomer
polomeru kruznice vpisanej n-uholniku a polovice diiky jeho strany, ¢o pre n = 6 je

180° 180°
t = cotg > cotg 5 =3,
n

pricom rovnost nastava iba pre m = 6. Podobne stred Ss m-uholnika zostrojeného
nad AC je S3 = Sac +u-n3 pre nejaké u > /3, kde Syo = (2a—2,2b+2) a n3 = (2—
—2b,2a+2) je vektor kolmy na priamku BC. Potom S3 = (2a—2+u-(2—2b), 2b+2+
+u-(2a+ 2)) Ked7e trojuholnik ABC' mé byt rovnostranny, musi byt bod S3 obrazom
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bodu S5 v otoceni o 60° okolo Si. Toto otocenie Oggo modZeme zapisat

V3

"=c0860° -z —sin60° -y =~z — —vy,
T x — sin Y=g 5y
3 1
y' =sin60° - x + cos 60° - y = %x-l— Y-
Vyuzitim S3 = Oggo(S2) dostavame ststavu dvoch rovnic s nezndmymi ¢, u, ktori

upravime na tvar
t-(b—14+V3@a—1)+u-20-2) =a—-3+V3(b+1),
t-(l—a+V3b—1)+u-(—20—-2)=b+1-V3@a+1).

Tato ststavu moézeme vyrieSit (napr. pomocou determinantov), ¢im ziskame (po
upravach vratane pouzitia ¢)

t:<,0+2(d—1)—2(1+c)+2(\/§—1)

V3o +2(d—1) ’
U_<p+2(d—1)—2(1—c)+2(\/§—1)
a V3p +2(d—1) '

Je zrejmé, 7e menovatel je kladny, preto ked uvaZzime nerovnost ¢ > v/3, moZeme nim
nasobit, a tpravami ziskame (¢ — d + 2) (\/§ —1) 2920, %% c—d+2 2 0. Teda
bod C lezi v polrovine uréenej priamkou AC” a bodom B, kde C" = (0, 8). Podobne
ked uvazime, 7e u > v/3, dostaneme —c —d+2 > 0, a teda bod C lezi v polrovine danej
priamkou BC’ a bodom A. Potom vSak za podmienok d > 1 a ¢ = 0 musi byt C = C".
Teraz lahko vypoditame ¢ = u = /3, ¢ize m = n = 6, ¢im sme dokazali, ¢o bolo treba.
Ostéava eSte prehlésit, ze uhly v trojuholniku ABC st 45°, 45° a 90°.

5.3 Oznatme f(z) = V1+ a1z + V1+asx + ... + /1 +a,xz — n. Funkcia [ je
definovana na intervale s krajnymi bodmi max {—1/ax ; ar > 0} amin{—1/ay; ar < 0}
(kde maximum préazdnej mnozZiny berieme v prvom pripade ako —oo, v druhom ako +
+00). Na tomto intervale plati

n 2

f”(x):—2%<0.

41+ a;)?

To znamend, ze funkcia f je striktne (rydzo) konkdvna, a teda sa mdéze rovnat nule
nanajvys v dvoch bodoch. Ale pretoze f(0) = 0, tak rovnica f(z) = 0 ma nanajvys
jeden nenulovy korei.

5.4 Predpokladajme, Zze mame aspon tri rozne farby a, b, c. Skonstruujeme nekonecéni
podmnozinu vrcholov P, ¢o bude spor.
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Nech Z € P a A; je vrchol taky, ze A1Z ma farbu a. Z (i) vyplyva, Ze existuje vrchol
B taky, ze B1Z a By A1 ma farbu b. Analogicky existuje vrchol C; taky, ze C1Z a C'1 By
maji farbu e. V8imnime si trojuholniky C1 A1 7 a C; A1 B;. Z podmienky (ii) dostavame,
ze C'1A; ma farbu c. Nech A,y je taky vrchol, ze AsCy a AsZ maju farbu a. Zrejme
Ay # A, a naviac A3A; a A B; maju farbu a. f)alej budeme postupovat indukciou
(kreslite si obrazok!). Nech vrcholy As, By, Cs, ..., Ag_1, Bx—1,Ci—1 st také, 7e

A,’Aj, A,’Bj, AZC] manl farbu a,
B,L'Aj, B,L'Bj, B,CJ rnajﬁ farbu b,
C,'Aj, C,'Bj, CZCJ maJﬁ farbu C,

pre 2 < j < i < k. Vezmime vrchol Ay taky, 7e ApCr_1 a ApZ maji farbu a. Potom si
viimnime trojuholniky ZA,B; a Cr_1AxB; (j < k), ZArC; a B;j11AxC; (j+1 < k),
AR A;B; a ARA;C; (j < k). Vidime, ze A Bj, ArC; a ApAj; maji farbu a. Vrcholy By,
a C skonstruujeme analogicky.

Tym je dokaz ukonceny.

5.5 (Katarina Quittnerovd) Ddkaz urobime sporom. M4 platit z,.o > 0, takze

z pozadovanej rovnosti
Tp4+2 = \/Tn+1 — VIn (1)

vyplyva xny1 > x, pre kazdé n. Keby z,.1 = 1 pre nejaké n, potom

Tpn4+2 = \/Tn+1 — VTn < VIn4+1 g Tp+1,

¢o je spor. Preto z,, < 1. Rastica postupnost {z, }>2 ; je aj ohrani¢end, teda ma limitu
L € (0,1). Limitnym prechodom v rovnosti (1) dostavame L = L — /L = 0, ¢o je
spor. TakZe hladané postupnost neexistuje.

5.6 (Katarina Quittnerovd) Majme pospajanie danych bodov vyhovujtice zadaniu a oz-
nacme si a pocet vSetkych tseciek. Pre Tubovolny bod je zvySnych n bodov pospédjanych
k tseckami, takZe z tohto bodu musi vychadzat b = a—k tseciek. Kazda tsec¢ka vychadza
z dvoch bodov, takZze a = % (n + 1)b. Potom

P (LS (1)
2

Kazdy bod moze byt spojeny maximélne s n bodmi, takze plati 0 < b < n. Pre parne
n navyse z (1) vyplyva 2 | b. Dokdzeme, Ze pre takéto b a ¢isla k = £ (n — 1)b hladané
spojenie existuje. Oznac¢me si dané body Aq, As,..., Ay 41 a poloZzme Ay, 1145 = Aj
aA_p_14+; = Aj pre j = 1,2,... ,n+ 1. Pre parne b (nech b = 2¢) spojime bod
A,’ s bodmi Ai—c; Ai—c—f—l, ce ,Ai—l, Ai—i—l; AH_Q, ce ,Ai—i—c, kde 7 = 1, 2, e, T+ 1. Pre
neparne b (a neparne n) spojime najprv pre i = 1,2,...,n + 1 bod A4; s bodom
Ait(n+1y/2- Potom budeme musiet spojit eSte kazdy bod s dalsimi b — 1 bodmi, ¢o
mozeme urobit analogicky ako pre péarne b.
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5.7 Kedze |[{BFC| = 90° = |{BEC]|, tak body B,C,FE a F lezia na Thalesovej
kruznici nad stranou BC. Potom podla vety o stredovom a obvodovom uhle plati
|SEFC| = |[9EBC| = 90° — v. Podobne |[DFC| = 90° — v = |SEFC]|, 7 ¢oho
mame jednak, 7ze F'C' je os uhla PFD ale aj, %e obraz D’ bodu D v osovej simernosti
podla osi AB lezi na priamke FF'.

P
c Q
FE
|
|
|
i
A\ F |R B
N |
\
N |
N\ |
N |
AN
\
r 7
Obr. 44

Ked teraz dvakrat (pre trojuholniky PFD a PAD') vyuzijeme to, Ze os uhla deli
protilahla stranu v pomere prilahlych stran, dostaneme

\PC| |PF| |PF| |PA| |PC|+|CA]

|\DC|  |DF| |D'F| |D'A| |DA|

Ked uvdzime |CA| = a, |DC| = bcosy a |DA| = a—bcos-y, dostaneme vyrieSenim tejto

rovnice

PC| = abcosy .
a — 2bcos~y

Dalej plati aj |DS| = %a — bcos . Potom

|PD|- |DS| = (|PC| + |CD]) - |DS| =
abcosy a
= <7a—2bcosv —I—bcosv) . (5 —bcosv) =
=bcosy(a —bcosy) =|CD|-|DB.

Teraz si vSimnime, Ze |[<DRA| = |JEFA| = 90° — |[SEFC| = ~. Potom vSak aj
|[<SDRB| = |[$DCQ)| a trojuholniky DRB a DCQ st podobné podla vety uu (tiez
|SRDB| = |94CDQ)|). Z toho dostaneme

|\DC|  |DR)|

IDQ|  |DBJ’
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a teda
|DQ| - |DR| = |DB|-|DC| = |PD|-|DS]|.

Vzhladom na to, Ze D je vnttornym bodom oboch tseciek PS a QR, z mocnosti bodu D
ku kruznici opisanej trojuholniku PQR je zrejmé, Ze aj bod S na nej lezi. Tym sme
dokazali, ¢o bolo treba.



Iné koreSpondencné semindre

Okrem matematickej olympiady su pre Studentov zakladnych aj strednych §kol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické stutaze. Patria medzi ne predovSetkym
koreSpondenc¢né seminare. Tieto sitfaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zakladné
¢rty maju spolo¢né: pocas Skolského roka prebiehaji dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaji zvacSa z troch sérii tloh rozosielanych rieSitelom do §kol alebo domov.
RieSenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaji na adresu prislu$ného seminéra, odkial sa po niekolkych diioch az tyzdhoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
skuseni riesitelia zvicSa nemusia rieSit tie najzlozitejSie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, i¢ast na ktorom byva casto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie uloh. Nie je ale mozné nespomenut, ze takyto
pravidelny tréning sa odraza aj na vysledkoch dosahovanych v MO, a ze drviva vacsina
reprezentantov Slovenska a éeskej republiky na MMO, prip. MIO sa aktivne zapajala
do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené koresponden¢né seminare (KS) st urcené predovsetkym Studentom
strednych 8kol, svojim zaberom pokryvaji tzemie celého Slovenska a Casto maju aj
rieSitelov z éeskej Republiky. Je vsak mozné, 7e vo svojom okoli ndjdete aj mensie
stutaze podobného druhu.

Bratislava — Bratislavsky koreSpondenény matematicky seminar — BKMS
Tento KS je organizovany Studentmi MFF UK v Bratislave zvicsa (80%) bra-
tislavského povodu. Série byvaju tematicky zamerané a obsahuji niekedy aj velmi
narocné ulohy. Okrem seminara UK MO sa préave tento najviac venuje priprave na MO
v kategérii A. Sustredenia s pestrou celoslovenskou ucastou a takmer vzdy aj so vzorkou
wzahraniécného® ucastnika z CR mavaju asi najbohatsi matematicky program.

BKMS

RNDr. Jaroslav Gurican, CSc.
KATC MFF UK

Mlynska dolina

842 48 Bratislava

e-mail: bkms@pobox.sk
URL: http://www.bkms.sk

Stredné Slovensko — Stredoslovensky koresponden¢ny seminar — SSS
Tento KS je momentalne organizovany skupinou studentov MFF UK v Bratislave,
pochéadzajicich zo stredného, prip. vychodného Slovenska. Je pokracovatelom tradi-
cie stredoslovenskych KS organizovanych v minulosti zo Ziliny a Banskej Bystrice.
Do stuc¢asnej podoby sa SSS prepracoval pred niekolkymi rokmi, ked sa organizacie ujala
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skupina byvalych rieSitelov, v tom ¢ase Studujacich v Prahe. Pre tto sitaz je charak-
teristicky nizky vekovy priemer rieSitelov, sttazné tlohy maji blizko ku kategérii B
alebo C MO.

Stredoslovensky seminar
KZDM MFF UK
Mlynska dolina

842 48 Bratislava

e-mail: jan.zabka@fmph.uniba.sk
URL: http://skms.miesto.sk

Vychodné Slovensko — Korespondenény seminar z matematiky STROM

Korespondenény seminir STROM je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
nadSencov, viacSinou byvalych rieSitelov seminara. Je pokracovatelom najstarsieho ko-
respondentného seminara v byvalom Ceskoslovensku. Jednotlivé série byvajt tematicky
zamerané, témy vsak ¢asto byvaju netradi¢né a niekedy sa obsahovo lisia od tloh v MO.
Ststredenia s najmé ,,vychodoslovenskou® tc¢astou maji takmer neprekonatelne druzni
atmosféru.

STROM

PF UPJS
Jesennd 5
040 01 Kosice

e-mail: strom@upjs.sk

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajucich KS, je KSP satazou v programovani. Vsetky jeho
sutazné tlohy s, podobne ako na MIO, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou Studentov MFF UK v Bratislave, ktori maji zaroven na starosti vSetky
ostatné siutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Ststredenia byvaji mierne
netradi¢ne na jar a na jesen.

KSP

KVI MFF UK
Mlynska Dolina
842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk
URL: http://www.ksp.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tuloh prvej série v polovici septembra alebo koncom januara.
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