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O priebehu 49. ro¢nika matematickej olympiady

Matematicka olympidda (MO) je stitazou ziakov zdkladnych a strednych $kol. Jej
vyhlasovatelom je Ministerstvo Skolstva Slovenskej republiky v spolupraci s Jednotou
slovenskych matematikov a fyzikov. Tento ro¢nik MO na Slovensku riadila Slovenska
komisia matematickej olympiddy (SK MO). Jednotlivé kold odborne a organizac¢ne
zabezpefovali okresné a krajské komisie MO (KK MO). Cielom sttaze je vyhlada-
vanie ziakov talentovanych v matematike, prebiidzanie a podpora ich zaujmu o nu,
rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich usmeriovanie a vedenie k samostatnej
tvorivej ¢innosti. Vyvrcholenim sitaze je priprava na tspesnu reprezentaciu Slovenskej
republiky a ucast na medzinarodnych sataziach, najmi na Medzinarodnej matema-
tickej olympidde (MMO) a Medzindrodnej informatickej olympidde (MIO). V 8kol-
skom roku 1999/2000 sa uskutoc¢nil uz 49. roénik MO, pretoze matematicka olympiada
na Slovensku je pokracovatelom rovnakej sttaze z byvalého Ceskoslovenska. Aj v
tomto ro¢niku boli tilohy vo vietkych kolach MO v Ceskej republike a na Slovensku
rovnaké. S potesenim mozno konstatovat, ze MO aj tentokrat prebehla vo vSetkych 79
okresoch, a tiez vo vSetkych 8 krajoch Slovenskej republiky. Personalne obsadenie SK
MO v 49.ro¢niku stutaze bolo nasledovné.

Predsednictvo SK MO tvorili:

doc. RNDr. Viadislav Rosa, CSc., Slovenska $tatna inSpekcia, predseda SK MO,
doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FPEDaS ZU Zilina, podpredseda SK MO,
RNDr. Andrej Blaho, MFF UK Bratislava,

doc. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,

RNDr. Oto Klostermann, zastupca MS SR,

Mgr. Jana Visnovskd, MFF UK Bratislava,

RNDr. Monika Krillova, MFF UK Bratislava,

Ivan Lukac, Tuventa Bratislava,

prof. RNDr. Jozef Moravéik, CSec., FPV ZU Zilina.

Clenmi predsednictva st dalej predsedovia krajskych komisii:

RNDr. Zuzana Frkovd, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava,
prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra,

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FPEDaS ZU Zilina,
RNDr. Eva Oravcovd, FPV UMB Banska Bystrica,

RNDr. BoZena Mihalikovd, CSc., PF UPJS Kogice,

Mgr. Milan Demko, PedF PU Presov,

RNDr. Sona Pavlikova, CSc., TU Trencin,

doc. RNDr. Pavol Hic, CSc., PF TU Trnava,
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SK MO dalej tvorili:

Mgr. Dagmar Vongrejovd, ZS Moskovska, Zilina,

RNDr. Ludovit Baldzs, PF UPJS Kogice,

doc. RNDr. Ludovit Niepel, CSc., MFF UK Bratislava,

Mgr. Jozef Mészaros, Gymnazium s vyué. jaz. madarskym, Galanta,
RNDr. Milota Hilkovd, ZS Jilemnického, Reviica,

Tomas Vinar, MFF UK Bratislava

RNDr. Milan Cirjak, MC Presov,

RNDr. Dagmar Mikulasovd, Gymnazium Trencin,

RNDr. Dana Smutnd, FPV UMB Banska Bystrica,

RNDr. Anton Hndt, Gymnazium Michalovce.

V priebehu 49.rocnika MO sa uskutocnilo jedno plenarne zasadnutie SK MO a tri
zasadnutia predsednictva SK MO. Zamerali sa na obsahové a organizacné zabezpecenie
MO, finan¢né pokrytie sutaze, dalSie aktivity (koreSpondencéné semindre, sistredenia
a pod.), ako aj na pokracovanie v partnerskej spolupraci s ¢eskou Ustiedni komisi MO
pri priprave sutaznych tloh a terminovom zabezpecovani prebiehajiceho i budiceho
ro¢nika MO. Hostitelom pri oboch zasadnutiach tilohovych komisii bola v tomto ro¢niku
eska strana. Ulohy MO st prevazne povodné, za zadanim kazdej stitaznej tilohy preto
v dalSom texte v zdtvorke uvddzame meno autora (resp. navrhovatela) tlohy.

Organizacia sttaze zostala v 49.ro¢niku MO zachovana: pre ziakov zakladnych skol
bola rozdelend do piatich kategérii Z4 — Z9 uréenych Ziakom 4. aZ 9. ro¢énika ZS
a odpovedajicich roc¢nikov osemro¢nych gymnazii. Pre Ziakov strednych skoél a im
zodpovedajucich roc¢nikov viacroénych gymnézii bola sitaz organizovana v Styroch
kategoriach: C, B, A a P. Kategoria C bola urcena pre Studentov prvych roc¢nikov,
kategoria B pre Studentov druhych roc¢nikov a kategéria A pre Studentov tretich
a stvrtych roc¢nikov strednych skol. Kategoria P, zamerand na tlohy z programovania
a matematickej informatiky, bola urcéend Zziakom vsSetkych roc¢nikov strednych skol. Ta-
lentovani Zziaci mohli po stihlase svojho uéitela matematiky sitazit aj vo vyssej vekovej
kategoérii. Tykalo sa to aj ziakov ZS, ktorf tiez mohli stitazit v niektorej z kategérii A,
B, CaP.

Sutaz v kazdej z kategdrii pozostava z niekolkych postupovych kol, pricom v kategérii
74 je najvysSim kolom Skolské kolo, v kategériach Z5 — Z7 je to okresné kolo,
v kategoriach Z9, C a B sa stutaz konc¢i krajskym kolom a v kategéridch A a P olympiada
vyvrcholila celostatnym kolom.

Do celostatneho kola bolo pozvanych 40 najlepsich rieSitelov krajskych kol v kate-
gérii A a 25 najlepSich riesitelov krajskych kol v kategorii P, pri¢om sa postupovalo
podla poradia zostaveného po koordinacii bodovych hodnoteni z jednotlivych krajov.
V tomto kole je stutaZ rozdelend do dvoch dni. V kategérii A rieSia sutaziaci kazdy
den tri dlohy v casovom limite 4 hodiny, v kategorii P v rovnakom limite prvy den tri
teoretické a druhy den dve praktické tilohy na pocitaci.

Celostatne kolo 49.ro¢nika MO kategdrie A sa uskutocnilo v dhoch 9.-12.4.2000
v Banskej Bystrici a celostatne kolo 49. ro¢nika MO kategorie P v diioch 13.-16.4.2000
v Banskej Bystrici. Na tuspesnom priebehu celostatneho kola méa mimoriadnu zasluhu
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predsedkyna krajského vyboru MO pre banskobystricky kraj RNDr. Eva Oravcovad,
a tiez obetavi studenti MFF UK Bratislava.

Desat najuspesnejSich rieSitelov tretieho kola MO kategérie A prijalo pozvanie
na vyberové ststredenie pred 41. Medzindrodnou matematickou olympiadou, ktoré sa
konalo v dioch 25.4.-1.5.2000 na MFF UK v Bratislave. Na zéklade vysledkov tohto
sustredenia, vysledkov predchadzajicich kol MO a s prihliadnutim na tspeSnost v ko-
reSponden¢nom seminari SK MO bolo na konci sustredenia vybrané Sestclenné druZstvo
na reprezentaciu SR na MMO v Taejone (Kérea) v diioch 16.-25.7.2000. Tento vyber
absolvoval este jedno (pripravné) sustredenie v ditoch 11.-17.6.2000 na Zochovej chate
a zaroveh nas reprezentoval na Siestom ro¢niku medzistatneho stretnutia s Ceskou
republikou, ktoré sa konalo v dioch 7.-10.6.2000 na Zochovej chate. Medzistatnemu
stretnutiu ako aj MMO st v tejto ro¢enke venované samostatné kapitoly.

Vyberové sustredenie pre najlepsich riesitelov v kategérii P sa uskuto¢nilo v dioch
4.-10.6.2000 na MFF UK v Bratislave. V ramci naro¢ného sustredenia, ktoré prib-
lizovalo podmienky medzinarodnej sutaze, tcastnici kazdy deni dopoludnia tvorili pro-
gramy, ktoré veCer v ten isty den aj spolo¢ne vyhodnocovali. Na zaklade dosiahnutych
vysledkov schvalila SK MO zlozZenie stvorélenného druzstva, ktoré v diioch 23.-30.9.2000
reprezentovalo SR na MIO v Beijingu (Cina). Toto druzstvo pred MIO absolvovalo este
jedno pripravné ststredenie v diioch 13.-19.8.2000 v Przylekove (Polsko), na ktorom
sa zucastnili aj olympionici z Ceska a Polska. Rovnako bolo na ziklade vysledkov
vyberového sustredenia schvalené Stvorclenné reprezentacné druzstvo, ktoré sa v dnoch
24.-31.8.2000 zucastnilo na Stredoeurdpskej informatickej olympidde v rumunskom
meste Cluj-Napoca. Obom sttaziam st venované samostatné kapitoly.

Ako uZ bolo spomenuté, sticastou celoro¢nej pripravy na MO st aj rozne koreSpon-
den¢né seminare (KS) a sustredenia na okresnej a krajskej tirovni. Aj v tomto ro¢niku
prebiehalo niekolko KS s celoslovenskou pdsobnostou a to:

Bratislavsky korespondencny matematicky semindr (BKMS),

Stredoslovensky korespondencny semindr (SKMS),

Kogicky korespondencény semindr (STROM),

Korespondencny semindr z programovania (KSP).
Struént informéaciu o tychto aktivitach, spolu s kontaktnymi adresami, moZzno najst
v samostatnej kapitole.
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Vysledky celostatneho kola, kategdria A

Vladimir ZAJAC

Baldzs KESZEGH

Tom4s JURIK

Katarina QUITTNEROVA
Peter MAJEK

Miroslava SOTAKOVA
Jan ORAVEC

Peter PRAVDA

Tom4s KULICH

Mics ZOLTAN

Vitazi
4 G Grosslingova Bratislava
4 G Koméarno mad.
4 G Postova Kosice
2 G Bilikova Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Postova Kosice
3 G J.G.Tajovského B.Bystrica
4 G V.B.Nedozerského Prievidza
3 G V.B.Nedozerského Prievidza
3 G Sahy mad.

Dalsi tispesdni riesitelia

. Marian ERTL
12.
13.

Jozef SEVCIK
Rébert LUKOTKA
Milos MEDRIK
Michal PESTA
Radovan BAUER
Jaroslav TOTH
Tom&s FARKAS
Branislav NOVOTNY

Peter BELLA

Peter CENDULA

Peter MOLNAR

Jana SZOLGAYOVA
Istvan GYURKI

Miroslav ZAMECNIK
Roman NEDELA

Pavol ORAVEC

Peter KOSINAR

Veronika SKRIVANKOVA

4 G V.B.Nedozerského Prievidza
4 G Grosslingova Bratislava

3 G J.G.Tajovského B.Bystrica
3 G Parovska Nitra

3 G Liptovsky Mikulas

2 G Postova Kosice

4 G Alejova Kosice

3 G Grosslingova Bratislava

3 G Grosslingova Bratislava

Ostatni riesitelia
2 G Jura Hronca Bratislava
3 G Liptovsky Mikulas
4 G Postova Kosice
3 G Grosslingova Bratislava
4 G Zeliezovce mad.
4 G Nové Mesto n. Vahom
4 G J.G.Tajovského B.Bystrica
4 G Alejova Kosice
4 G Jura Hronca Bratislava
3 G Postova Kosice
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VYSLEDKY CELOSTATNEHO KOLA, KATEGORIA A

30. Katalin FEHER 4 G Komarno mad. 70
Zuzana KASAROVA 3 G J.G.Tajovského B.Bystrica 7 0
Branislav MIKULAS 4 G V.Paulinyho—Tétha Martin 0 0
Andrej OSUSKY 2 G Jura Hronca Bratislava 71
Martin TROJAK 4 G Velka Okruzna Zilina 11

35. Iveta HUDECOVA 4 G Velks Okruzna Zilina, 01
Milan KOLKUS 3 G Cadca 72
Michal POKORNY 3 G Grosslingova Bratislava 40

38. Katarina BEHULIAKOVA 4 G Velk4d Okruzna Zilina 0 2

39. Elena AXAMITOVA 3 G Grosslingova Bratislava 30
Igor GOMBOS 3 G Kezmarok 01

Uspesnost jednotlivych tiloh je zaznamenané v tabulke.

Pocet | Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2 3. 4. 5. 6.
7 bodov| 71 27 | 13 1 11 6 13
6 bodov 9 0 0 0 4 1 4
5 bodov| 14 1 0 1 3 8 1
4 body 12 1 2 1 3 3 2
3 body 26 2 2 3 4 7 8
2 body 14 0 4 1 2 4 3
1 bod 38 1 7 16 6 4 4
0 bodov| 56 8 12 17 7 7 5
Priemer | 3,39 |5,12(3,00|1,07|3,75(3,32|4,0
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Vysledky celostatneho kola, kategodria P

. Jan ORAVEC
. Peter KOSINAR

Jozef TVAROZEK
Tomas ZATHURECKY

. Tubomir CECH

Martin MACKO

Maridn DVORSKY
Méria NANASIOVA
Miroslav BAJTOS

. Matej SAPAK

Peter BELLA
Tomas LACKO

Radovan BAUER
Stefan VARGA
Marek MATEJAK
Frantisek GALCIK
Tomas HAJAS
Slavomir KATUSCAK
Juraj ONDERIK
Tomas DZETKULIC
Tom4as AGOSTON
Peter NATHER
Juraj BEDNAR
Stanislav SLUSNY
Igor OSTROVSKY

Vitazi
3 G J.G.Tajovského B.Bystrica
4 G Jura Hronca Bratislava
2 G Jura Hronca Bratislava
5 G V.Paulinyho—T6tha Martin
4 G Senecka, Pezinok
3 G Skolsk4, Spisska Nova Ves

Dalsi tispesdni riesitelia

3 G Srobarova, Kogice

5 G Metodova, Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
2 G Jura Hronca Bratislava
4 G Nové Zamky

Ostatni riesitelia

2 G Postova, KoSice

4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Myjava

4 G Stropkov

3 G Jura Hronca Bratislava
4 G Konstantinova, Presov

4 G Jura Hronca Bratislava
2 G Pavla Horova Michalovce
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
3 G J.G.Tajovského B.Bystrica
4 G Levice

3 Ev. lyceum Bratislava
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Vysledky krajskych kol

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C, P a Z9 st uvedeni vSetci, resp. aspon
prvych 10 uspesnych rieSitelov. V kategériach B, C, Z9, ak nie je uvedené inak, st vSetci
ziaci Studentmi 2., resp. 1., resp. 9. ro¢nika. Gymnézia so zameranim na matematiku,
Studijny odbor 01 su tieto:

Gymnazium Grosslingovéa, Bratislava,
Gymnazium Péarovska, Nitra,

Gymnézium Velka Okruzné, Zilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnéazium Alejova, Kosice,

Gymnazium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Peter MAJEK 4, Gymnazium Jura Hronca
2. Katarina QUITTNEROVA 2, Gymnézium Bilikova
3. Jana SZOLGAYOVA 3, Gymnazium Grosslingova,
4. Tom4as FARKAS 3, Gymnazium Grosslingova,
5. Peter BELLA 2, Gymnézium Jura Hronca
6. Branislav NOVOTNY 3, Gymnazium Grosslingova
7. Vladimir ZAJAC 4, Gymnazium Grosslingova
8. Elena AXAMITOVA 3, Gymnazium Grosslingova,
9.-11. Peter KOSINAR 4, Gymnazium Jura Hronca
Andrej OSUSKY 3, Gymnazium Jura Hronca
Jozef SEVCIK 4, Gymnazium Grosslingova
KATEGORIA B
1. Katarina QUITTNEROVA Gymnézium Bilikova
2. Peter BELLA Gymnazium Jura Hronca
3.-4. Matej BENDZALA Gymnazium Grosslingova
Martin SVETLIK Gymnazium Grosslingova

5. Jozef TVAROZEK Gymnazium Jura Hronca
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6. Michal MIKUS Gymnazium Jura Hronca
7. Juraj MAJER Gymnazium Toméasikova,
8. Tomas ZAHOREC Gymnazium Jura Hronca
9.-12. Pavol JUHOS Gymnazium Grosslingova
Andrej OSUSKY Gymnazium Jura Hronca
Stefan SURINA Gymnazium Jura Hronca
Tatiana VISZUSOVA Gymnazium Grosslingova
KATEGORIA C
1. Edita ROLLOVA Gymnazium Grosslingova
2. Matej BLAZEK Gymnazium Grosslingova
3.-4. Tomas MIKUS Gymnazium Jura Hronca
Luba KRIVA Gymnézium Grésslingova,
5.-6. Slavomir KOLKOVIC Gymnazium Grosslingova
Jan MARKOS Gymnazium Grosslingova
7.-12. Jan BAKOS Gymnazium Matky Alexie
Michal GEMERAN Gymnazium Sviitej UrSule
Natalia KASALOVSKA  Gymnézium Vazovova
Michal KOTRBCIK Gymnézium Jura Hronca
Adam SEVCIK Gymnazium Grosslingova
Martin ZIKA Gymnazium Jura Hronca
KATEGORIA Z9
1.-3. Michal BURGER Gymnazium Grosslingova
Andrej BORSUK Gymnazium Grosslingova
Jakub ZAVODNY Gymnazium Grosslingova
4.-6. Veronika BREZOVA Gymnazium Grosslingova
Martin FTALA ZS Prokofievova
Peter RAKYTA ZS Senec
7.-10. Katarina KITTANOVA Gymnazium Bilikova,
Hana KOLIBIAROVA Gymnazium Grosslingova
Tomas LABUDA ZS Holi¢ska
Méria SOLTESOVA ZS Mudrotiova
KATEGORIA P
1. Jozef TVAROZEK 2, Gymnéazium Jura Hronca
2. Peter KOSINAR 4, Gymnazium Jura Hronca
3. Matej SAPAK 4, Gymnazium Jura Hronca
4. Lubomir CECH 4, Gymnazium Pezinok, Senecka,
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Stefan VARGA
Tom4as AGOSTON
Tomas HAJAS
Maria NANASIOVA
Juraj ONDERIK

. Balazs KESZEGH

Milo§ MEDRIK
Zoltan MICS

. Istvan GYURKI

Katalin FEHER
Barbora HESSOVA

. Keve KURUC

Levente VARGA
Slavka DURISOVA

Stanislav SLUSNY
Tomas LACKO
Keve KURUCZ
Jozef VESELY
Tomas LAKATOS

4, Gymnazium Jura Hronca
4, Gymnazium Jura Hronca
3, Gymnazium Jura Hronca
5, Gymnazium Metodova

4, Gymnézium Jura Hronca

Kraj Nitra

KATEGORIA A

4, Gymnéazium mad., Komarno
3, Gymnéazium Parovska, Nitra
3, Gymnézium mad., Sahy

4, Gymnézium mad., Zeliezovce
4, Gymnéazium mad., Komarno
4, Gymnazium Parovska, Nitra
4, Gymnéazium mad., Komarno
4, Gymnéazium mad., Komarno
3, Gymnazium Parovska, Nitra

KATEGORIA P

4, Gymnazium Levice

4, Gymnazium Nové Zamky

4, Gymnazium H.Selyeho mad., Komarno
1, Gymnazium Golianova, Nitra

3, Gymnazium Nové Zamky

Vysledkové listiny kategorii B, C a Z9 neboli dodané do uzavierky rocenky.

1.
2.-3.

Peter SIDO
Kamil CHOVANEC
Michal SEDLAK

Kraj Trnava

KATEGORIA A

4, Gymnazium Dunajskd Streda
3, Gymnazium Sered
4, Gymnéazium Piestany

13
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KATEGORIA P

1. Tomas JANIK 2, Gymnazium Piestany

Vysledkové listiny kategorii B, C a Z9 neboli dodané do uzavierky rocenky.

Kraj Trencin

KATEGORIA A

1. Peter PRAVDA 4, Gymnazium Prievidza
2. Marian ERTL 4, Gymnazium Prievidza
3. Tomas KULICH 3, Gymnazium Prievidza
4. Miroslav ZAMECNIK 3, Gymnazium Nové Mesto nad Vahom
5. Pavol FULOP 3, Piaristické gymnézium Trenéin
KATEGORIA P
1. Marek MATEJAK 4, Gymnézium Myjava,
2.-4. Simon ZAMECNIK 4, Gymnézium MRS., Nové Mesto nad Vdhom
Martin PASTVA 4, Gymnazium Prievidza
Marian ERTL 4, Gymnazium Prievidza

Vysledkové listiny kategorii B, C a Z9 neboli dodané do uzavierky rocenky.

Kraj Zilina

KATEGORIA A

1. Branislav MIKULAS 4, Gymnazium V. Paulinyho-Tétha, Martin
2.-4. Katarina BEHULTAKOVA 4, Gymnazium Velka Okruzna, Zilina
Iveta HUDECOVA 4, Gymnézium Velkad Okruzné, Zilina
Martin TROJAK 4, Gymnazium Velka Okruzné, Zilina
5. Milan KOLKUS 3, Gymnazium Cadca
6.-7. Peter CENDULA 3, Gymnazium Liptovsky Mikulas
Michal PESTA 2, Gymnéazium Liptovsky Mikulas

8. Juraj STACHO 4, Gymnazium Velka Okruzné, Zilina
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1.

2.

3.

4.

.

6.

7.
8.~ 12.
1.

2.
3.~ 4.
d.

6.
7~ 9.
1
2.-3.
4.-6
7.
8.9
10

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Frantisek DEBNAR

Jakub DAUBNER
Michal BUTEK
Michal CICANIC
Tom4$ SKEREN
Tomas VRABEL
Miroslav HUDEC
Michal HUDEK
Ivan BLAZEK
DuSan KALUZA
Jarmila KECEROVA
Peter PETROVSKY
Erika TROJAKOVA

Mirko ZIBOLEN

Zuzana PODMANICKA

Milan SATKA

Pavel STARNIK
Maria SROKOVA
Zuzana KOROSIOVA
Maridn SLADEK
Juraj VOZARIK
Kristina VRABLOVA

. Martin SKORUPA

Bianka KOVACOVA
Jakub RESS

. Martin BRISUDA

Peter CERMAK
Rastislav TISON
Andrej FURTAK

. Petra BOHOVICOVA

Mariana FUKASOVA

. Lukés LICHNER

4, Gymnazium Liptovsky Hradok

KATEGORIA B

Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnézium bilingvalne Zilina
Gymnézium sv. Frantiska Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium V. Paulinyho-Tétha, Martin
Gymnézium Velké okruznd, Zilina
Gymnézium Velké okruzné, Zilina
Gymnazium Moyzesova, Ruzomberok
Gymnézium Hlinska, Zilina
Gymnazium Dolny Kubin
Gymnézium Velké okruzné, Zilina
Gymnézium Velké okruzné, Zilina

KATEGORIA C

Gymnazium V. Paulinyho-Tétha Martin
Gymnazium Moyzesova, Ruzomberok
Gymnazium Liptovsky Hradok
Gymnazium Liptovsky Mikulas
Gymnazium Namestovo

Gymnazium V. Paulinyho-Tétha, Martin
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnazium Liptovsky Mikulas
Gymnazium V. Paulinyho-Tétha, Martin

KATEGORIA Z9

7S Cs. brigady, Liptovsky Mikulds
ZS Limbova, Zilina

ZS Cs. brigady, Liptovsky Mikulas
ZS Krasno nad Kysucou

7S Cs. brigady, Liptovsky Mikulds
7S Zikamenné

ZS Martinska, Zilina

Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnazium Trstend

7S Vychodné, Martin

15
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Toméas ZATHURECKY

Tomas VANDERKA
Libor HAVLICEK
Andrej CHU

Jan ORAVEC
Roman NEDELA
Rébert LUKOTKA
Zuzana KASAROVA
Dusan LACIKA
Peter PAZAK

Michal ZILKA
Michal MALY

Vlado KSENZULIAK
Milan BODA

Marek TESAR

Jan ZIZKA

. Peter BUBELINY

Michal VALKOVIC

Hana BUDACOVA
Ivan SIMSALEK
Byryova IVANA
Michal SVAJDA
Lucia LAURINCOVA
Tom4as LISKA
Ludovit SCHOLTZ

KATEGORIA P

5, Gymnazium V. Paulinyho—Tétha, Martin
4, Gymnazium M.Hattalu, Trstena

6, Gymnazium Cadca

4, Gymnézium Cadca

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
4, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica

KATEGORIA B

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnézium Ziar nad Hronom

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium Lucenec

Gymnézium Ziar nad Hronom

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium Sport. Banska Bystrica

KATEGORIA C

9, ZS Hali¢ska, Lucenec

Gymnazium Hronskd, Zvolen

Gymnéazium Velky Krtis

Gymnazium evanjelické, Tisovec

Gymnazium evanjelické, Tisovec

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium evanjelické, Tisovec
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Hana BUDACOVA
Martin LYSIK

Tom4as BABTIAK
Toméas OSICKA
Roman STOKLASA
Daniela SLABEJOVA

. Milan LAMPER

Tom4as MANIK

. Matej BENO

Elena DUSKOVA
Lucia KOMENDOVA
Iveta KOTMANOVA

Jan ORAVEC

2. Juraj BEDNAR

e

David HARAGA

. Miroslava SOTAKOVA

Peter MOLNAR

Tomas JURIK

Pavol ORAVEC

Radovan BAUER
Veronika SKRIVANKOVA
Jaroslav TOTH

. Zuzana VARGOVA
. Anna KORDULIAKOVA
10.-11.

Tomas ANDRASINA
Jin UHRIN

. Peter SASAK

KATEGORIA Z9

7S Hali¢ska, Lucenec

ZS Brezno — Mazornikovo

7S Bakossova, Banska Bystrica
7S Tatranska, Banska Bystrica
7S Tatranska, Banska Bystrica
ZS Clementisa, Rimavska Sobota
ZS Vajanska, Lucenec

ZS Lovinobafa

7S M. R. Stefanika, Ziar nad Hronom
I. ZS Kremnica

ZS Zarnovica

7S Hali¢ska, Lucenec

KATEGORIA P

3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica

Kraj Kosice

KATEGORIA A

4, Gymnazium Postova, Kosice
4, Gymnéazium Postova, Kosice
4, Gymnéazium Postova, Kosice
4, Gymnazium Alejova, Kosice
2, Gymnéazium Postova, Kosice
3, Gymnazium Postova, Kosice
4, Gymnazium Alejova, Kosice
4, Gymnazium Alejova, Kosice
4, Gymnazium Alejova, Kosice
4, Gymnazium Alejova, Kosice
3, Gymnazium P. Horova, Michalovce

KATEGORIA B

Gymnazium Alejova, Kosice
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. Stanislav KOVALCIN

Jin MAZAK
Kamil PAULINY
Toméas DZETKULIC

. Margaréta HIEKELOVA

Martin RAKOCI

. Jaroslav KACMAR

Martina VISNOVSKA

. Jan TITKO

Matis LEVRINC
Emil KYKLOS

Jan BORSIK
Maros VRANEC
Adam BOSAK
Miroslav SABO
Peter NAWKA
Martin HASAJ
Gabriel KARADY

. Kamil BARBIERIK

Tomas REIFF
Peter NAGY

Maridn DVORSKY
Radovan BAUER
Martin MACKO
Zuzana VLCKOVA
Tom4s DZETKULIC
Oto CIULIS

Stefan BIGOS
Miroslav RUDISIN

Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium P. Horova, Michalovce
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Alejova, KoSice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnézium P. J. S., Rozhava
Gymnézium P. J. S., Rozihava

KATEGORIA C

9, ZS Starozagorska, Kogice
Gymnazium Alejova, KoSice
Gymnézium Srobérova, Kosice
Gymnazium TrebiSovska, KoSice
Gymnazium J. A. Komenského, Kosice
Gymnazium TrebiSovska, Kosice
Gymnéazium Kréalovsky Chlmec
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium sv. T. Akvinského, Kosice

KATEGORIA P

3, Gymnazium Srobarova, Kogice

2, Gymnazium Postova, Kosice

3, Gymnazium Skolska, Spisska Nova Ves
3, Gymnazium Alejova, Kosice

2, Gymnéazium P.Horova, Michalovce

4, SPSE Komenského, Kogice

4, Gymnazium Skolska, Spisska Nova Ves
3, Gymnazium Srobarova, Kogice

Vysledkova listina kategérie Z9 nebola dodand do uzavierky rocenky.
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Igor GOMBOS

Matej KRIZAN
Alexandra SAXOVA
Helena HOVANCOVA

Ll

Slavomir KATUSCAK
Frantisek GALCIK
Peter HRUSOVSKY
Michal RJASKO

5. Juraj LACA

i

Kraj Presov

KATEGORIA A

3, Gymnazium P.O. Hviezdoslava, Kezmarok
4, Gymnazium D. Tatarku, Poprad

4, Gymnazium Konstantinova, Presov

1, Gymnéazium Popr. nabrezie, Poprad

KATEGORIA P

4, Gymnazium Konstantinova PreSov
4, Gymnazium Stropkov

3, Gymnazium D. Tatarku, Poprad
1, Gymnézium, Vranov nad Toplou
4, Gymnazium Svidnik

Vysledkové listiny kategorii B, C a Z9 neboli dodané do uzavierky rocenky.
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Zadania sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1I-1

Pri deleni istého prirodzeného ¢isla ¢islami 19 a 99 dostaneme ako zvysky dve prvocisla.
Sucet oboch netplnych podielov sa rovna 1999. Urcte delené cislo.
(J. Simsa)

C-1-2

Najdite vSetky pravouhlé trojuholniky, v ktorych spojnica stredov vpisanej a opisanej
kruznice zviera s preponou uhol 45°.
(M. Krallova)

C-1-3

Zistite najmensie prirodzené ¢islo k, pre ktoré platia jednotlivé tvrdenia a), b) a ¢): Ak
obsadime figirkami Iubovolnych & poli Sachovnice 8 x 8, budi obsadené niektoré

a) tri susedné polia niektorého riadku,

b) tri susedné polia niektorého sikmého radu,

c¢) Styri susedné polia niektorého riadku alebo stipca.

Sikmym radom rozumieme takt skupinu poli, ktorych uhlopriecky jedného z oboch
smerov lezia na jednej a tej istej priamke.

(J. Simsa)
C-1-4

Juro zhotovil papierovy model pravidelného $tvorbokého ihlana ABCDV s podstavou
ABCD. Ked potom model rozrezal pozdl7 $tyroch hran, bolo ho mo7né rozvintt (bez
prekrytia) do roviny. Kolko réznych sieti daného ihlana tak mohol Juro dostat? Ukézalo
sa, e siet, ktortt Juro dostal, mala tvar (nekonvexného) sedemuholnika. Vypocitajte
uhol AVB v bocnej stene ihlana.

(P. Leischner)

C-1-5
V c¢iselnom vyraze

+142+3-4-5-64+74+8+9—-10—11—12+---+595+596 + 597 — 598 — 599 — 600),

v ktorom chyba lava zatvorka, st postupne vypisané vSetky prirodzené ¢isla od 1 do
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600; pred nimi sa pravidelne opakuji tri znamienka + a tri znamienka —. Doplite lavii
zatvorku do vyrazu tak, aby vysiel vysledok 378.
(P. Cernek)

C-1-6

Dany je pravidelny Sestuholnik KLMNOP. Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC
s preponou AB tak, aby jeho vrchol C' lezal na tsecke NP, body M, O, K lezali
po rade na priamkach AB, BC, CA a aby priamka NP rozdelila trojuholnik ABC' na

dve casti s rovnakym obsahom.
(K. Cernekova)

C-S-1

Najdite najmenSie prirodzené c¢islo k, pre ktoré plati: Ak vyberieme Iubovolnych
k roznych éisel z mnoziny {1,4,7,10,13,...,1999}, potom medzi vybranymi existuji
dve rozne cisla, ktorych siicet sa rovna 2 000.

(J. Zhouf)

C-S-2

Stvorec ABCD a obdlznik AEFD maja takt vzajomnt polohu, Ze bod B lezi na
kruznici vpisanej trojuholniku AEF. Vypoditajte pomer dlzky a Sirky obdiZnika
AFEFD.

(J. Simsa)

C-S-3

Ak celé kladné ¢islo N vydelime ¢islom 19 a ziskany netiplny podiel dalej vydelime
¢islom 99, vyjde ndm pri druhom deleni rovnaky netplny podiel a rovnaky zvysok, ako
ked povodné ¢islo N vydelime ¢islom 1999. Uréte ako najmensie, tak aj najvicsie také
¢islo N.

(J. Simsa)

C-11-1

Z dreva je vyrobenych Sest zhodnych pravidelnych Stvorbokych ihlanov a kocka. Stena
kocky je zhodna s podstavami ihlanov. Urcte pomer povrchu kocky a telesa, ktoré
vznikne zlepenim podstav ihlanov so stenami kocky, ak je pomer objemov tychto telies
1:2.

(P. Leischner)

C-1I-2

Milan zapisal za seba niekolko prvych prirodzenych ¢isel, vynechal pri tom len ¢isla 4,
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9, 14, 19, 24, 29, ... Potom medzi zapisané ¢isla vpisal striedavo znaky minus a plus,
takze dostal vyraz

1-24+3-5+6—-74+8-10+11-12+13—-15+---

Nakoniec eSte vpisal lavi zatvorku za kazdy znak minus a rovnaky podet pravych
zatvoriek zapisal az na koniec vyrazu:

1—(2+43—(54+6—(T+8—(10+11—(12+ 13— (15+---))))))

Vysledny vyraz mal hodnotu 103. Kolko ¢isel bolo v Milanovom vyraze? (Zistite vietky
moznosti.)

(P. Cernek)
C-11-3

Aky najvicsi pocet figirok je mozné rozostavit na jednotlivé polia
hracej dosky z obrazku tak, aby v Ziadnom Sikmom rade neboli
figirkami obsadené Ziadne tri susedné polia? Nezabudnite zdovod-
nit, preco vidsi podet figlirok takto rozostavit nemozno. (Sikmym
radom rozumieme takd skupinu poli, ktorych uhlopriecky jedného
7 oboch smerov lezia na jednej priamke.

(J. Bébela)

C-1I-4

V rovine st dané body A, L, M také, ze |AL| = 6,3cm, |[AM|=5,6cm, |[LM| = 1,8 cm.
Zostrojte lichobeznik ABC D, ktorému sa da vpisat kruznica, ktord sa dotyka ramena
BC v bode L a zdkladne C'D v bode M (body dotyku so zakladiiou AB a ramenom
AD lichobeznika ABC'D nie st dané).

(J. Simsa)

KATEGORIA B

B-1-1
Pre ktoré redlne ¢isla t ma funkcia f(z) =5x+44+1¢- |x — 2| — 3 - | — ¢| maximum
rovné 07
(P. Cernek)
B-1-2

Ozna¢me S stred kruznice vpisanej Iubovolnému trojuholniku ABC. Dokazte, Ze
rovnost |AS|-|BS| = |CS|-|AB| plati prave vtedy, ked je uhol ACB pravy.
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(J. Svréek)
B-1-3
Urcte redlne cisla a, b, pre ktoré ma ststava

z? +y? + 222 = 16,
:cy22+a7y+22 = a,
r+y+2z2=0>

v obore realnych cisel prave jedno rieSenie.

(J. Bébela)
B-1-4

Su dané kruznice k a [ s roznymi polomermi, ktoré sa dotykaja zvonku v bode T.
Priese¢nikom M dvoch ich spolo¢nych dotycnic vedme secnicu s oboch kruznic. Oz-
nac¢me X ten z oboch prieseénikov kruznice k£ so seCnicou s, ktory je vzdialenejsi od
bodu M. Podobne oznacme Y ten z oboch priesecnikov kruznice [ so se¢nicou s, ktory je
vzdialenejsi od bodu M. Nech P je taky bod, ze XTYP je rovnobeznik. Uréte mnozinu
bodov P odpovedajticich vSetkym takym sec¢niciam s.

(J. Zhouf)

B-1-5

Deviitsten ABCDEFGHYV vznikol zlepenim kocky ABCDEFGH a pravidelného stvor-
bokého ihlana EFGHYV. Na kazdt stenu tohoto deviifstena sme napisali &islo. Styri
z napisanych ¢isel st 25, 32, 50 a 57. Pre kazdy vrchol deviitstena ABCDEFGHV
sCéitame ¢isla na vSetkych stenéach, ktoré ho obsahuji. Dostaneme tak devit rovnakych

suc¢tov. Urcéte zvysnych pit ¢isel napisanych na stendch tohoto telesa.
(K. Cernekova)

B-1-6
Dany je rovnostranny trojuholnik XYZ s taziskom T a stranou dizky 5cm. Zostrojte
rovnobeznik ABCD s obsahom 8 cm? a stranou AB dl7ky 2cm tak, aby body X, Y, Z,

T lezali po rade na priamkach AB, BC, CD, DA.
(M. Kréallova)

B-S-1

Pre ktoré realne cisla a, b je funkcia

flz)=alx—1]4+b(z—-3)+ |z —b|+z—1
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ohranic¢ena?

(J. Bébela)
B-S-2

Dan4 je tisecka XZ dizky 7cm a jej body S, Y tak, Ze |XS| = 2cm, |[YZ| = 1cm.
Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC' s preponu AB tak, aby bod S bol stredom
kruznice vpisanej trojuholniku ABC' a body X, Y, Z lezali po rade na priamkach
AC, AB, BC.

(P. Cernek)

B-S-3

Do vyrazu
1-243-44+5—-6+...4+99—100

sme vpisali niekolko zatvoriek tak, Ze nakoniec st v kazdej dvojici odpovedajucich si
zatvoriek prave tri ¢isla a vyraz neobsahuje Ziadny sucin. Kolko réznych vysledkov
mozeme takto dostat?

(P. Cernek)
B-1II -1
Najdite vSetky realne ¢isla ¢, pre ktoré ma rovnica
(2 +c—8)(x+2)—8lx—c+2|=clz+c+ 14
nekonecne vela rieSeni v obore celych ¢isel.
(J. Simsa)

B-1I -2

Deviitsten vznikol zlepenim kocky a pravidelného Stvorbokého ihlana. Na kazdej stene
tohto devitstena je napisané jedno ¢islo. Ich stcet je 3003. Pre kazda stenu S uvazo-
vaného devitstena séitame ¢isla na vSetkych stenach, s ktorymi ma S spolo¢nt prave
jednu hranu. Dostaneme tak devit rovnakych siuc¢tov. Urcéte vSetky ¢isla napisané na
stenach deviitstena.

(K. Cernekova)

B-1II-3

Dany je lichobeznik ABCD, v ktorom |AB| = 8cm a |[{ABC| = 90°. Jeho obvod je
28 cm. PolkruZnica k s priemerom AB sa dotyka strany C'D. Vypoéitajte dlzky zvysnych
stran daného lichobeznika, ak strana AB je jeho

a) zakladiiou,
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b) ramenom.
(Smutna)

B-1II-4

Dany je obdlznik KLM N, |KN| > |K L|. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC' so
zékladiiou AB dlzky |K L| tak, aby jeho vyska v, obsahovala body K, N, vyska v, bod
L a vyska v, bod M. (Vy$kami tu rozumieme priamky.)

(K. Cernekova)

KATEGORIA A

A-T-1

Nech P(z), Q(x) st kvadratické mnoho¢leny také, ze ¢isla —22, 7, 13 su tri z korefiov
rovnice P(Q(z)) = 0. Uréte Stvrty korei tejto rovnice.
(P. Cernek)

A-T1T-2

Nech K, L, M st po rade vnutorné body stran BC', CA, AB daného trojuholnika ABC
také, ze kruznice vpisané dvojiciam trojuholnikov ABK a CAK, BCL a ABL, CAM
a BCM maja vonkajsi dotyk. Potom plati

IBK|-|CL|-|AM| = |CK|- |AL| - |BM].

Dokéazte.
Pozndmka. Z uvedenej rovnosti vyplyva na zaklade Cevovej vety, ze priamky AK, BL,
CM prechadzaja spolo¢nym bodom.

(J. Svréek)

A-1-3

V obore kladnych realnych ¢isel rieste sustavu
VTY + ez -z =a,
\/y_z + \/y_x —y=1b,
Ve + /2y — z = ¢,
kde a, b, ¢ st dané kladné ¢isla. (R. Horensky)

A-T1T-4

V rovine je danych 1999 zhodnych trojuholnikov s obsahom 1, ktoré st obrazmi jedného
trojuholnika v roznych posunutiach. Ak je prienikom vSetkych danych trojuholnikov
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mnozina M, ktora obsahuje tazisko kazdého z nich, je obsah mnoziny M aspon %

Dokéazte. (M. Benes)
A-1I-5
Dand je funkcia f : N — N takd, 7e f(n) = 1, ak je n nepéarne, a f(n) = k pre

kazdé parne &islo n = 2%, kde k je prirodzené &islo a [ &slo neparne. Uréte najvicsie
prirodzené c¢islo n, pre ktoré plati

)+ f(2)+---+ f(n) < 123 456.
(S. Travnicek)

A-1-6

Dany je stvorboky ihlan ABCDV s podstavou ABCD. Jeho hrany AB, CD su
rovnobezné a roviny ABV a CDV navzajom kolmé. Oznacme P pétu vysky z vrcholu
V na stranu AB v trojuholniku ABV a @ pidtu vysky z vrcholu V na stranu CD
v trojuholniku CDV'. Dokéazte nerovnost

AV + |BV]2 + |CV ]2 + |DV > 2 |PQ|* + 2(SaBv + Scov + Spov),

kde Sxyz oznacuje obsah trojuholnika XYZ. Zistite tiez, kedy plati rovnost.
(J. Bébela)

A-S-1

Urcte, pre ktoré realne ¢isla p ma sistava rovnic

(CL’ - y)2 = p2,
2 —y3 =16

prave jedno rieSenie v obore realnych ¢isel. (J. Babela)
A-S-2

Je dany trojuholnik ABC'. Vnitri jeho stran BC, C'A, AB uvazujme po rade body K,
L, M také, ze tsecky AK, BL, C'M sa pretinaju v bode U. Ak trojuholniky AMU
a KCU maji obsah P a trojuholniky M BU a CLU obsah @Q, potom P = (). Dokéazte.

(J. Svréek)
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A-S-3
Uréte najmensSie prirodzené ¢islo k, pre ktoré plati: Ak vyberieme Tubovolnych k roznych

¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, tak medzi vybranymi ¢islami existuji dve, ktorych
stucet, alebo rozdiel je 667.

(J. Simsa)
A-1II-1
Nech P(z) je kvadraticky trojélen. Urcte vSetky korene rovnice
Pz + 4z —-17) =0,
ak viete, ze medzi nimi je ¢islo 1 a aspon jeden koren je dvojnasobny.
(P. Cernek)

A-1I-2

Dany je rovnoramenny lichobeznik UVST, v ktorom 3|ST| < 2|UV|. Zostrojte rovno-
ramenny trojuholnik ABC so zédkladhou AB tak, aby body B, C' lezali na priamke V'S,
bod U na priamke AB a bod T bol taziskom trojuholnika ABC.

(P. Cernek)
A-1II-3
Dokazte, 7e pre lubovolné kladné ¢isla a, b plati nerovnost
s/ @ i/? < i/ 2a -+ b (l l)
\/;+ a = (a+?) a + b/
Zistite, kedy nastane rovnost. (J. Simsa)

A-1I -4

Urcte vSetky konvexné sStvoruholniky ABCD s nasledujicou vlastnostou: Vnutri
Stvoruholnika ABCD existuje bod F taky, ze kazda priamka, ktord prechadza tymto
bodom a pretina strany AB a CD vo vnutornych bodoch, deli stvoruholnik ABCD na,
dve c¢asti s rovnakym obsahom. Svoju odpoved zdovodnite.

(P. Cernek, J. Svréek)

A-1ITI -1
Nech n je prirodzené &islo. Dokéazte, 7e stcet 432" +3-42" je delitelny trinastimi préave

vtedy, ked n je parne.
(J. Simsa)
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Dany je rovnoramenny trojuholnik A BC' so zakladiou AB. Na jeho vyske C'D je zvoleny
bod P tak, ze kruznice vpisané trojuholniku ABP a Stvoruholniku PECF st zhodné;
pritom bod F je priesec¢nik priamky AP so stranou BC' a F priese¢nik priamky BP so
stranou AC'. Dokéazte, 7e aj kruznice vpisané trojuholnikom ADP a BCP st zhodné.
(J. Simsa, K. Horak)

A-T1IT-3

V rovine je danych 2000 zhodnych trojuholnikov s obsahom 1, ktoré sii obrazmi toho
istého trojuholnika v roznych posunutiach. Kazdy z tychto trojuholnikov obsahuje
taziska vsetkych ostavajiacich. Dokazte, Ze obsah zjednotenia tychto trojuholnikov je
mensi ako 2—92.

(P. Caldbek)

A-1II -4
Pre ktoré kvadratické funkcie f(z) existuje takd kvadratickd funkcia g(x), 7e korene
rovnice g (f(x)) = 0 st 8tyri rozne po sebe idice Eleny aritmetickej postupnosti a sii¢asne
st aj korefimi rovnice f(z)g(z) = 07
(P. Cernek)
A-1III-5

Monika zhotovila papierovy model trojbokého ihlana, ktorého podstavou bol pravouhly
trojuholnik. Ked model rozrezala pozdl# odvesien podstavy a pozdlZ taznice jednej zo
stien, vznikol po rozvinuti do roviny stvorec so stranou a. Uréte objem tohoto ihlana.
(P. Leischner)

A-1III-6
Néjdite vSetky Stvormiestne ¢isla abed (v desiatkovej ststave), pre ktoré plati rovnost

abed + 1 = (ac+ 1)(bd + 1).

(J. Zhouf)






RiesSenia sutaznych uloh

KATEGORIA C

C-1-1
Obe delenia hladaného ¢isla N vyjadrime rovnostami
N=19%+p a N =99+ q,
kde a, b st prislusné netplné pqdiely a p, q prislusné zvysky. Podla zadania su ¢isla p, ¢
prvocisla, pricom ako zvysky spliaji nerovnosti p < 19 a ¢ < 99. Nezaporné celé c¢isla a,

b st podla zadania zase také, Ze ich stcet sa rovnd ¢islu 1999. Preto plati b = 1999 —a
a 7 dvojitého vyjadrenia cisla N,

N =19a+p=99- (1999 — a) + ¢,

odvodime rovnost 118a+ (p—¢q) = 197 901. Pretoze rozdiel zvyskov p—q je ,malé* ¢islo,
presnejSie —99 < p — ¢ < 19, je podla poslednej rovnosti ¢islo 118a taky nésobok ¢isla
118, ktory lezi medzi ¢islami 197901 — 19 a 197 901 + 99. Delenim 197901 : 118 zistime,
ze 197901 = 1677 - 118 4 15. Preto nutne plati a = 1677 (takze b = 322) a p — ¢ = 15.
7 poslednej rovnosti vyplyva, ze jedno z prvocisel p,q je neparne a druhé parne, teda
g =2 a p=17. Ostava vypocitat hodnotu N:

N =19-1677+ 17 =99 - 322 4+ 2 = 31 880.
Odpoved’: Hladané ¢islo je rovné 31 880.

C-1-2

Obr. 1

Cast A. Predpokladajme, Ze kruznica vpisani wseobecnému trojuholniku ABC' sa
dotyka stran AB, BC, AC po rade v bodoch P, @ a R (obr. 1). Z hodin geometrie Ziaci
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vedia o stimernosti oboch doty¢nic vedenych z daného bodu k danej kruznici. Usecky
AP a AR su teda zhodné, rovnako ako tsecky BP a B(Q a tusecky C'() a C'R. Ukazeme,
ako mozno dlzky

z=|AP|=|AR|, y = |[BP| = |BQ|, z = |CQ| = |CR]|
vyjadrit pomocou dl7ok stran a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Podla obr. 1 plati
r+y=c,y+z=a, t+2=0>=,
¢o je sustava troch linedrnych rovnic, z ktorej lahko plynt uzitoéné vzorce

b+c—a a+c—2>b a+b—c
r=—— }

A

Cast B. Teraz predpokladajme, ze ABC je pravouhly trojuholnik s preponou AB.
Oznacme S stred kruznice vpisanej a 2, R jej body dotyku s odvesnami BC', AC
(obr. 2). Pretoze SQCR je pravouholnik, ktorého susedné strany S@Q a SR st zhodné
(maji dizku rovnt polomeru g kruznice vpisanej), jedna sa o Stvorec o strane p. Dlzku
tseku z = |C'Q| sme vSak vypocitali v ¢asti A. Tak pre polomer g kruznice vpisanej
pravouhlému trojuholniku s odvesnami a, b a preponu c dostavame vzorec

a+b—c
5 )

Cast C. Predpokladajme kone¢ne, 7ze ABC je pravouhly trojuholnik s preponou AB,
ktory spliia podmienku z textu tlohy. Podla Talesovej vety je stred O kruznice opisanej
trojuholniku ABC stredom prepony AB. Podla zadania m& jeden z uhlov SOA, SOB
(kde S je stred vpisanej kruznice) velkost 45°; nech je to uhol SOB (obr.3), inak
prehodime oznacenie vrcholov A, B. Bod P, v ktorom sa kruznica vpisana dotyka strany
AB, je potom vnitornym bodom tusetky OB. Podla €asti A plati vzorec |BP| = 1(a+
+ ¢ —b), takze

c a+c—b>b b—a
P|=|0B|—- |BP|= = — = .
oP| = (08| - |BP|= £ - © .

Vyjadrili sme dizku odvesny OP pravouhlého trojuholnika SOP. Jeho druha odvesna
SP mé podla fasti B dlzku |SP| = ¢ = (a+ b — c). Pretoze viak uhol SOP m4 podla
predpokladu velkost 45°, je trojuholnik SOP rovnoramenny:

b—a a+b-—c

|OP| = |SP|, alebo 5 = 5 alebo 2a = c.

Strany pravouhlého trojuholnika ABC st preto v pomere a : b : ¢ = 1 : /3 : 2,
takZe jeho vnitorné uhly si, ako je dobre zname, 30°, 60° a 90°. Pre Gplnost je treba
eSte ukazat, ze taky trojuholnik skuto¢ne pozadovani vlastnost ma. To mozno urobit
obritenim predchadzajiceho postupu: z rovnosti 2a = ¢ sa odvodi rovnost |OP| = |SP],
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Obr. 2 Obr. 3

ktorad znamenad, ze pravouhly trojuholnik SOP je rovnoramenny, takze uhol SOP ma
skutocne velkost 45°.

Strucné riesenie podla obr.4: Usefka SO zviera s preponou AB uhol 45° préve
vtedy, ked |OP| = |SP|. Pretoze vSak |SP| = |SR| = |QC| a |PB| = |QB|, je rovnost
|OP| = |SP| ekvivalentna s rovnostou |OP| + |PB| = |QC| + |QB|, teda s rovnostou
|OB| = |BC|. Podla Télesovej vety vSak vzdy plati |OB| = |OC], takze rovnost |OB| =
= | BC| nastane prave vtedy, ked je trojuholnik O BC rovnostranny, teda prave vtedy,
ked uhol ABC meria 60°.

Odpoved’: Pozadovani vlastnost maji prave tie pravouhlé trojuholniky, ktorych ostré
vnitorny uhly maju velkost 30° a 60°.

C-1-3

Riesenie casti a) sitaznej tlohy: VSimneme si, Ze v kazdom riadku je mozné obsadit
nanajvys Sest policok tak, aby medzi obsadenymi neboli Ziadne tri susedné policka.
Preto je moZné na celej Sachovnici obsadit nanajvys 8 x 6 = 48 policok tak, aby
v ziadnom riadku neboli obsadené tri susedné policka. Inak povedané, ak obsadime
lubovolnijch 49 poli¢ok, potom obsadené budi niektoré tri susedné policka niektorého
riadku. Tento jav nenastane pre (jediné) obsadenie 48 poli¢ok, ktoré vidite na obr. 5,
kde st obsadené policka vyznacené Srafovanim (zmienend jedinecnost vyplyva z toho,
7e je to jediné mozné obsadenie Siestimi polickami v kazdom riadku). Preto je hladané
¢islo k rovné 49.

Riesenie casti b): Skusme postupovat podobne ako pri rieSeni Casti a). Vyberme
teda jeden z oboch smerov Sikmych radov, napriklad smer ,,zlava zdola napravo hore*
a posudme, kolko poli¢ok je mozné obsadit v jednotlivych Sikmych radach vybraného
smeru tak, aby v ziadnej z nich neboli obsadené Ziadne tri susedné policka. Pocty
v8etkych poli¢ok v tychto 15 radach su (zhora dole) 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,7,6,5,4, 3,2
a 1; preto v nich moZno pozadovanym sposobom (pri pozadovanej podmienke) obsadit
po rade najviac 1, 2, 2, 3, 4, 4,5, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 2 a 1 policko (znovu uplatnime tivahu
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o disjunktnych trojiciach susednych poli¢ok ako v ndvodnej tilohe). Preto je mozné na
celej Sachovnici obsadit najviac

1+24+243+4+4+5+6+5+4+4+3+2+2+1=48

policok tak, aby neboli obsadené ziadne tri susedné policka, ani ziadne Sikmé rady
vybraného smeru. Ak obsadime s touto podmienkou v kazdej z uvazovanych 15 Sikmych
radov najvicsi mozny pocet poli vhodnym sposobom (v radach o 1, 2, 5 a 8 polickach
je toto ,maximéalne“ obsadenie jediné, ale nie v radach o 3, 4, 6 a 7 poli¢kach , zvolme
i v nich obsadenie z pohladu zlava doprava typu XXOXZXO...), dostaneme na celej
Sachovnici opif obsadenie 48 poli¢ok z obrazku 5. Co je dolezité: pri tomto obsadeni
tiez v Sikmych radoch druhého smeru nie st nikde obsadené tri susedné policka! Zhriime,
¢o sme zistili:
1. Ak obsadime na Sachovnici lubovolnych 49 polic¢ok, budi medzi nimi tri susedné
policka niektoreho Sikmého radu zvoleného smeru.
2. Na Sachovnici moZno obsadit 48 poli¢ok tak, aby medzi nimi neboli Ziadne tri
susedné policka, ani ziadne Sikmé rady (jedného aj druhého smeru).

il
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Obr. 5 Obr. 6 Obr. 7

To znamend, ze pre ¢ast b) tlohy je hladané ¢islo k rovné 49. Dodajme, Ze existuji
prave Styri rozne obsadenia 48 poli¢ok zmienenych v (2). Okrem tplného obsadenia
Siestimi stlpcami z obrazku 5 a obsadenie, ktoré je jeho otoenim o 90° (je teda uplnym
obsadenim Siestimi radmi), je to zaujimavé obsadenie z obrazku 6 a jeho ,zrkadlové
preklopenie®.

Dokaz: Ako vieme, pri kazdom obsadeni 48 policok zmienenom v (2) musi byt
v kazdej Sikmej rade Sachovnice obsadeny najvicsi mozny pocet policok (vypis tychto
maximalnych poc¢tov sme uviedli vyssie); na obr. 7 st znazornené rady policok dlzok 1
az 8, Srafovanim s v nich vyznacené prave tie policka, ktoré su nutne obsadené, ak
je v celej rade lubovolne obsadeny prislusny maximélny pocet poli¢ok (pripominame
podmienku: obsadené nie st Ziadne tri susedné policka); znovu zopakujme, ze vietky
obsadené policka st vyznac¢ené len v radach o 1, 2, 5 a 8 polickach. Odtial vyplyva, Ze
pri Tubovolnom obsadeni 48 poli¢ok zmienenom v (2) je nutne obsadenych 36 policok
vyznacenych na obr. 8; dalej uz je lahké ukazat, Ze ostavajicich 12 obsadenych poli¢ok
je tvorenych dvoma Sesticami policok znacenych na obr.8 jednou z dvojic pismen: A
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aC,BaC,AaD alebo B aD (obrizok 5 odpoveda dvojici pismen B a D, obrazok 6
dvojici A a D).

Riesenie casti ¢): Ako v Casti b) sa zaujimame o skupiny policok dvoch smerov,
v tomto pripade o riadky a stlpce. Posudzujme napriklad najprv, kolko poli¢ok mozno
obsadit v jednotlivych riadkoch tak, aby v Ziadnom z nich neboli obsadené Styri susedné
policka. Ako zistime pomocou rozdelenia riadku na dve Stvorice susednych policok,
obsadenych poli¢ok bude v kazdom riadku najviac Sest. Preto moZno na celej Sachovnici
obsadit najviac 8 x 6 = 48 poli¢ok tak, aby v Ziadnom riadku neboli obsadené Styri
susedné policka. Inak povedané: ak obsadime Iubovolnych 49 poli¢ok, potom obsadené
budi $tyri susedné policka niektorého riadku. (Je zaujimavé porovnat tento zdver
s podobnym zaverom 7 rieSenia ¢asti a), kde sme sa nezaujimali o §tvorice, ale o trojice
susednych policok.) Teraz samozrejme vzniké otazka, ¢i je mozné na Sachovnici obsadit
48 policok tak, aby neboli obsadené styri susedné policka nielen v Ziadnom riadku,
ale ani v ziadnom stlpci. Takéto obsadenia existuji, dva priklady vidite na obr.9
a 10. Preto aj v ¢asti c¢) je hladané ¢islo k rovné 49. Bez dokazu dodajme eSte popis
vSetkych obsadenych 48 policok Sachovnice, kedy medzi obsadenymi polickami nie st
Styri susedné policka Ziadneho riadku ani stipca: Celd Sachovnicu rozdelime na tyri
Stvrtiny 4 x 4, na jednej z nich, napriklad Tavej hornej ¢asti, obsadime zo 16 poli¢ok
prave 12 tak, aby v nej ostalo neobsadené prave jedno policko v kazdom zo Styroch
riadkov i v kazdom zo $tyroch stlpcov (to je mo7né urobit 4 - 3 -2 = 24 spdsobmi,
jeden 7z nich, odlisny od sposobov z obr.9 a 10, je na obr.11), a toto obsadenie zhodne
prenesieme vodorovnymi a zvislymi posunutiami o Styri policka do ostatnych troch
stvrtin celej Sachovnice.

Obr. 11
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Odpoved: Hladané ¢islo k je pre kazda z ¢asti a)—c) rovné tomu istému ¢islu 49
(poradovému ¢islu tohto ro¢énika MO).

C-1-4

Pocet roznych sieti daného ihlana urcime tak, ze najprv vSetky mozné siete nakreslime.
Aby sme niektorti moznost nevynechali, mali by sme do vypisu sieti vniest urcity systém.
Popiseme dva pristupy, ktoré taky systém vytvaraju.

Pristup 1 (,,0d siete k ihlanu*“). Kazd4 siet bude zloZen4 z jedného $tvorca so stranou
a a Styroch rovnoramennych trojuholnikov so stranami a, b, b, kde a oznacuje dlzku
podstavnej hrany a b dlzku bo¢nej hrany daného ihlana ABCDV. Premyslajme teda
o tom, ako taky Stvorec a $tyri trojuholniky ,,zlepit“ pozdlZ zhodnych stran do ,celku®
a ¢i tento celok skutoc¢ne vytvori siet ihlana. Je velmi prirodzené rozclenit rieSenie tejto
tlohy podla poctu stran Stvorca, ktoré budi zlepené (mozné pocty su 1 az 4).

Pristup 2 (,,od ihlana k sieti“). Premyslajme o tom, ako rozrezat dany ihlan ABC' DV
pozdlZ Styroch hran, aby sme po rozvinuti dostali jeho siet. (Coskoro si pri tom
uvedomime jeden vSeobecny poznatok: z kazdého vrcholu telesa musi vychadzat aspon
jedna hrana rezu.) Pretoze ndm ide o pocet roznych (t.j. po dvoch nezhodnych) sieti,
s ohladom na symetriu daného ihlana nie je prilis vhodné systematizovat Stvorice hran
rezu podTla toho, ¢i obsahuji niektoré konkrétne hrany (ako napr. hrany AB, AV apod.).
Vyhodnejsie je rozdelenie tychto Stvoric do skupin podla toho, kolko hrdan rezu je v ihlane
podstavngch (a kolko bo¢nych).

PretoZe obidva popisané pristupy vedi k zhodnej systematizacii (ak je prave k hran
rezu podstavnych, je v prislusnej sieti prave 4 — k stran Stvorce zlepenych s trojuhol-
nikmi), popiSeme vypis vSetkych sieti len podla Pristupu 2:

1. Ak nelezi v podstave ABC'D #iadna hrana rezu, je ihlan rozrezany pozdlz vietkych

styroch boc¢nych hran, prislusna siet je na obr. 12.

Vs Vi
174 174
D C = C
Vi Vs D Vs
A B A B
[ v
A B Vi A B V3
Obr. 12 Obr. 13

2. Predpokladajme, 7ze v podstave ABCD lezi jedind hrana rezu, napriklad hrana
AD. 7 vrcholov B a C' musia vychadzat nejaké hrany rezu, mézu to teda byt
jedine hrany BV a CV. Tri hrany rezu si teda AD, BV a CV, s ohladom na
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symetriu je jedno, ¢i je Stvrtou hranou rezu AV alebo DV, nech je to teda hrana
AV ako na obr. 13.

3. Predpokladajme, 7Ze v podstave ABC'D lezia prave dve hrany rezu. RozlisSme, ¢i
s to hrany susedné (napr. AB a AD), alebo hrany naprotivné (napr. AD a BC);
pre vicsiu prehladnost oba pripady posidme v oddelenych odstavcoch:

(3a) Ak je podstava rozrezana prave pozdlz hran AB a AD (takZe rezom v podstave je
lomené ¢ara BAD), musi byt trefou hranou rezu hrana CV, §tvrtd hrana rezu je
potom jedna z hran AV, BV, alebo DV. S ohladom na symetriu pripadov, kedy
je stvrtou hranu rezu BV alebo DV, uviddzame len obrazky pre hrany rezu AV
(obr.14) a BV (obr. 15).

V ‘/2 V Vl
By
As c Ay c
v D v,
C A B C A B
y 2 v
A B A B
Obr. 14 Obr. 15

(3b) Ak je podstava rozrezana prave pozdlz hran AD a BC, je tretou hranou rezu
jedna z bo¢nych hran AV, DV a Stvrtou hranou rezu jedna z boénych hran BV,
CV (nemod7zu to totiz byt ani obe hrany AV, DV ani obidve hrany BV, CV).
S ohladom na symetriu staéi rozliSit len dva pripady: bo¢né hrany rezu st bud
AV a BV (obr.16), alebo AV a C'V (obr.17).

Vi Vs
v v
Ay By Ay
Dl [C pl ¢
A—B AL 1B
Ch
v e
A B v A B v,
Obr. 16 Obr. 17

4. Predpokladajme, Ze v podstave ABC'D lezia prave tri hrany rezu, napriklad hrany
AB, BC a CD, takZe rezom v podstave je lomené ¢iara ABCD. S ohladom na
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symetriu teraz staci rozlisit len dva pripady: Stvrta hrana rezu vedie do vrcholu
V budto z jedného z oboch krajnych vrcholov zmienenej lomenej ¢iary ABCD,
napriklad bodu A (obr.18), alebo z jedného 7 oboch prostrednych vrcholov,
napriklad bodu B (obr. 19).

4 B 4 B
! C C

Obr. 18 Obr. 19

Zistili sme, ze dany ihlan ma prave osem roznych sieti.

Prejdeme teraz k druhej casti tlohy, otazke, kedy niektora zo sieti daného ihlana ma
tvar nekonvexného sedemuholnika. Podla obrazkov vidime, Ze kazd4 siet mé, vSeobecne
vzaté, osem vrcholov; ich pocet sa zniZi na sedem, prave ked sa uhol u jedného z 0Os-
mich vSeobecnych vrcholov ,napriami“, t.j. bude mat velkost 180°. Velkosti vSetkych
doty¢nych uhlov mozno lahko vyjadrit pomocou w = |{AVB| a a = |{BAV|; zistime
tak, Ze popisand situacia nastane, len ked jeden z uhlov

20, a4+ 90°, 2a0 4 90°, 2w, 3w alebo 4w (%)

bude 180°. Polozme si teraz trochu vSeobecnejsiu otazku: Aké hodnoty o a w si pri-
pustné, t.j. odpovedaji niektorému ihlanu ABC'DV? Ozna¢me S stred Stvorca ABC'D
a F stred hrany AB (obr.20), z pravouhlého trojuholniku EVS vyplyva, 7ze |[EV| >

> |ES| alebo |EV| > |AFE]|, preto pre uhol o v pravouhlom trojuholniku AVE plati
45° < a < 90° (pre o = 45° by sme dostali ,,zdegenerovany* ihlan s nulovou vysku,
pre a = 90° ,ihlan* s nekone¢nou vyskou, teda hranol). Zaroven je jasné, Ze pre kazdé
a € (45°,90°) odpovedajuci ihlan existuje. Odtial vzhladom k rovnosti 2 + w = 180°
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vyplyva, Ze pripustné hodnoty w zaplnia interval (0°,90°). Preto z uhlov (x) mozu byt
priame jedine uhly 3w a 4w. Pre w = 60° maju tvar sedemuholnika siete z obr. 15 a 16,
pre w = 45° siete 7z obr. 18 a 19.

Odpoved”: Jurko mohol dostat prave osem roznych sieti. Uhol AVB mal velkost 45°
alebo 60°.

C-1I-5

Riesenie rozdelime do piatich etap.
Cast A. Podla sposobu opakovania znamienok rozdelime dany vyraz (eSte bez oboch
zatvoriek) na 100 tsekov po Siestich ¢islach

+14+243-4-5-6, +7+84+9—-10— 11— 12,
4134+ 14+15—-16—17—18, ...,
+589 + 590 + 591 — 592 — 593 — 594, +595 + 596 + 597 — 598 — 599 — 600

(hovorme im dalej strucne ,,iseky*). Pri vypocte celého vyrazu bude vyhodné urcovat

,Clastkové sucty“ prave po tychto tsekoch: po doplneni chybajicej Tavej zatvorky sa

totiz narusi ,celistvost® jediného tseku (toho, do ktorého zatvorku doplnime).
ZapiSeme ¢isla v k-tom tseku (kK =1,2,3,...,100) takto:

6k — 5, 6k — 4, 6k — 3, 6k — 2, 6k — 1, 6k.

Cast B. Uréime teraz hodnoty vyrazov tvorenych jednotlivymi tisekmi. Ked napriklad
prvé ¢islo tiseku oznac¢ime pismenom z, dostaneme:

z+z+)+(z+2)—(z+3)—(x+4) —(z+5)=Bzx+3) — (3z+ 12) = -9.

(Na tomto mieste eSte nie je dolezité, ze ¢islo x je tvaru 6k — 5.)

Cast C. Zistime teraz mozné hodnoty V skiimaného vyrazu v pripade, ked chybajicu
Tavi zatvorku vpiSeme pred ¢islo z niektorého konkrétneho tseku, napriklad toho, ktory
obsahuje ¢islo 100:

V=14 497 +%98 ++99 —x100 —+101 —x102+103 + - - - — 600)

-~

niekde sem doplnime zatvorku

Hviezdickami sme oznacili moZné miesta pre dopliiovani zatvorku. Lahko uréime, Ze
pred ¢islom 97 je 16 tisekov, a Ze za ¢islom 102 je 83 tisekov (16 + 83 = 99, nezapocitany
sty usek je tvoreny ¢islami od 97 do 102). Je zrejmé, 7e pokial umiestnime zatvorku
na miesto pred c¢islo 97, 98 alebo 99, teda za znamienko plus, prispeje do vysledku V
vetkych 100 tsekov ¢islom —9, takze vyjde V' = 100 - (—9) = —900. Ak umiestnime
zatvorku na miesto pred c¢islo 100, 101 alebo 102, teda za znamienko minus, prispeje
16 tsekov (pred ¢islom 97) do vysledku V ¢éislom —9, zatial ¢o 83 tisekov (za ¢islom 102)
prispeje ¢islom —(—9) = 9. So zatvorkou pred ¢islom 100 tak vyjde

V=16-(—9) +97+ 98 +99 — 100 + 101 + 102 + 83 - 9 = 1 000,
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so zatvorkou pred ¢islom 101

V=16-(-9) +97+ 98 +99 — 100 — 101 + 102 + 83 - 9 = 798,
konecne so zatvorkou pred ¢islom 102

V=16-(-9) + 97+ 98 +99 — 100 — 101 — 102 + 83 - 9 = 594.

Cast D. Konkrétny postup z Casti C teraz zopakujeme vo vSeobecnej situécii, kedy
zatvorku doplnime do k-teho tiseku, na miesto niektorej z hviezdiciek:

V =1+ + «[6k — 5] + «[6k — 4] + [6k — 3] —
— 46k — 2] — #[6k — 1] — #[6k] + ... — 600)

(vyjadrenie ¢isel sme zapisali do hranatych zatvoriek kvoli odliSenia od vpisovanej oblej
zéatvorky). V Casti C bolo k rovné &islu 17, teraz je to fubovolné prirodzené &islo od 1
do 100 vréatane. Pred ¢islom 6k — 5 je zrejme (k — 1) tsekov a za ¢islom 6k je (100 — k)
usekov. Pokial umiestnime zatvorku na miesto pred ¢islo 6k — 5, 6k — 4 alebo 6k — 3,
teda za znamienko plus, prispeje do vysledku V vsetkych 100 tsekov c¢islom —9, takze
vyjde V' =100 - (—=9) = —900. Ak umiestnime zatvorku na miesto pred ¢islo 6k — 2,
6k — 1 alebo 6k, teda za znamienko minus, prispeje prvych (k — 1) tsekov ¢islom —9,
zatial ¢o poslednych (100 — k) usekov prispeje ¢islom —(—9) = 9. So zdtvorkou pred
¢islom 6k — 2 tak vyjde

V= (k—1)-(=9) + [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] — [6k — 2] + [6k — 1] +
+ [6K] + (100 — k) - 9 = 898 + 6k,
so zatvorkou pred ¢islom 6k — 1

V= (k—1)-(=9)+ [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] — [6k — 2] — [6k — 1] +
+ [6Kk] + (100 — k) - 9 = 900 — 6k,

konecne so zatvorkou pred c¢islom 6k

V=(k-=1)-(-9) + [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] —
— [6k — 2] — [6k — 1] — [6Kk] + (100 — k) - 9 = 900 — 18k.
Nasli sme vSetky mozné hodnoty V' skiimaného vyrazu po doplneni Tavej zatvorky.

Cast E. Zistime teraz vietky pripady, kedy vysledok V m4 hodnotu 378 zo zadania
tilohy. Podla Casti D staéi riesit rovnice

898 + 6k = 378, 900 — 6k = 378, 900 — 18k = 378

v obore prirodzenych ¢isel £ od 1 do 100. RieSenie ma len druha a tretia rovnica, a to
k = 87 resp. k = 29. Hodnote £ = 87 odpoveda umiestnenie zatvorky pred cislo 6k —
— 1 =521, hodnote k = 29 odpoveda umiestnenie zatvorky pred ¢islo 6k = 174.
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Odpoved: Uloha mé dve riefenia: zatvorku doplnime budto bezprostredne pred ¢islo
521, alebo bezprostredne pred ¢islo 174.

C-1-6

Z obrazka 21 je zrejmé, ze bod C moOzeme zostrojit ako prieseénik tsecky NP
s Talesovou kruznicou 7 nad priemerom OK, lebo uhol OCK je pravy. Akondhle
takto najdeme bod C', zostrojime priamky a = OC = BC a b = KC = AC.
Vsimnime si teraz trojuholnik SBC. Podla Télesovej vety plati |SC| = |SB|, takze
priamka a zviera zhodné ostré uhly s priamkami PN a AB (tieto uhly st vyznacené
na obrazku). PretoZe priamka a je uz zostrojend a priamka PN je urfend zadanim

Obr. 21

tlohy, ma podla predchddzajtcej vety (zatial neznidma) priamka ¢ = AB jednoznadne
urcéeny smer; pretoze méa tato priamka ¢ naviac prechidzat danym bodom M, moZzeme
ju teraz zostrojit. Potom uz ur¢ime vrcholy A a B ako priesecniky priamky ¢ po rade
s priamkami b a a. Tym je cely postup konstrukcie hotovy. Dokaz spravnosti: vysledkom
konstrukcie je zrejme pravouhly trojuholnik ABC's preponou AB, ktorého vrchol C' lezi
na usecke NP a ktorého strany BC, CA, AB lezia po rade na priamkach a, b, ¢, ktoré
prechadzaji po rade bodmi O, K, M; zostava vysvetlit, pre¢o prieseénik S priamky
PN s preponou AB je jej stredom. To ale vyplyva z toho, 7Ze podla konStrukcie ma
trojuholnik SBC' zhodné uhly pri vrcholoch B a C.

70 vzajomnej polohy usecky NP a kruznice 7 nad priemerom OK vyplyva, 7Ze pre
kazdy pravidelny Sestuholnik K LM NQOP mé4 tloha jediné rieSenie.

C-S-1

Ozna¢me M = {1,4,7,10,13,...,1999} a vypiSme vSetky stéty dvoch roznych (nebu-
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deme dalej zdoraziiovat) ¢isel z M, ktoré sa rovnaju éislu 2 000:
2000=14+1999=44+1996=7+1993 =... =997 + 1003.

S vynimkou jediného ¢isla 1000 vystupuje kazdé ¢islo z M préave v jednom stcéte (stcet
1000+ 1000 sa podla zadania neuvazuje). Pretoze 997 = 1+ 3-332, je vypisanych prave
333 suctov. D4 sa teda vybrat 334 ¢isel z M (po jednom z kazdého vypisaného stic¢tu
spolu s ¢islom 1000, teda napriklad ¢isla 1,4,7,...,997,1000) tak, 7e sucet ziadnych
dvoch vybranych ¢isel nie je 2 000. Ak vSak vyberieme fubovolnych 335 ¢isel z M, potom
niektoré dve vybrané ¢isla st s¢itancami jedného z vypisanych stctov (zopakujme:
vypisanych stétov je 333 a chyba v nich jediné ¢islo z M). Preto je k = 335 hladana
hodnota.

C-S-2
Pretoze oba pravouholniky musia lezat v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou
AD, lezi bod B na polpriamke AFE. Preto sa spominana kruznica dotyka strany AF

trojuholnika AEF prave v bode B. Body, v ktorych sa kruznica dotyka stran FF a F A,
ozna¢me po rade G a H (obr.22). Oznacme eSte a = |AB| = |EF| a nech |AE| = ka,

D C F

an

/“G
A B E
Obr. 22
k > 1. Zo simernosti dvojic doty¢nic ku kruznici vyplyvaji rovnosti |AH| = |AB| = a,

|EG| = |EB| = |AE| — |AB| = (k — 1)a, |FH| = |FG| = |EF| — |[EG| = (2 — k)a,
teda |AF| = |AH|+ |FH| = (3 — k)a. Pytagorova veta pre trojuholnik AEF tak déva
rovnicu (3 — k)% = k? + 1, ktord je po tiprave linedrna a ma (jediny) koreit k = 3.
Odpoved: Hladany pomer je 4 : 3.

C-S-3

Spominané tri delenia zapiSeme rovnostami N = 19a + b, a = 99¢ +d a N = 1999¢ +
+ d. Odtial vyplyva, ze 19(99¢ + d) + b = 1999¢ + d, alebo 18d + b = 118¢. Najmensie
a najvicsie vyhovujice N najdeme podla najmenSieho a najvicéSieho mozného net-
plného podielu ¢ (pri deleni ¢isla N ¢éislom 1999). Z rovnosti 184 + b = 118¢ vyplyva
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predovietkym, ze ¢ > 0 (keby bolo ¢ = 0, bolo by b =d = 0, tedai N = 0, ale N je
kladné); pre ¢ = 1 z rovnosti 18d+b = 118 usudime, 7e d = 6 a b = 10 (lebo pre zvySok
b pri deleni N : 19 plati 0 £ b < 18). Preto je najmensie N rovné ¢islu 19991+ 6 =
= 2005. Aby sme zistili najviic¢sie N, poznamenajme najprv, %e pre zvysky d a b pri
deleniach a : 99 a N : 19 platia nerovnosti d < 98 a b < 18, z ktorych vyplyva odhad
118¢ < 18-98 + 18, odkial ¢ < 15. Pre ¢ = 15 v8ak z rovnosti 18d+b = 118 - 15 vyplyva,
7ed=98ab==06,lebo0<b<18a118-15=1770=18-98 + 6. Najvicsie N sa teda
rovna 1999 - 15 4+ 98 = 30 083.
Odpoved: NajmenSie vyhovujiuce N je 2005, najviicsie také N je 30 083.

C-1II-1

Povrch vzniknutého telesa je tvoreny vsSetkymi 24 boc¢nymi stenami danych Siestich
ihlanov. Ozna¢me v vysku tychto ihlanov a a dizku ich hrany podstavy (ktora je zhodna

s hranou danej kocky). Zo zadania tlohy vyplyva, Ze objem jedného ihlana je Sestinou

objemu kocky, teda %azv = %aB, odkial v = %a. Bocna stena ihlana je rovnoramenny

trojuholnik, pre ktorého vySsku w z hlavného vrcholu (obr.23) plati podla Pytagorove;
vety rovnost w? = v? + (%a)z, odkial po dosadeni v = %a vychidza w = %a. Preto
je obsah bocnej steny ihlana rovny %aw = @az. Vysledné teleso ma povrch 24-krat

viacs, teda 6v/2a2, zatial ¢o povrch kocky je 6a2.

Obr. 23

Odpoved: Pomer povrchov povodnej kocky a vysledného telesa je 1 : v/2.

Poznamka. Za danych predpokladov vznikne zlepenim teleso, ktoré bude mat dvanast
zhodnych stien (tzv. kosoStvorcovy dvanéststen). Uvedené zhodné ihlany maju totiz
v stcéte rovnaky objem ako dand kocka a dostaneme ich, ked kocku rozdelime na Sest
zhodnych ihlanov so spolo¢nym hlavnym vrcholom v strede kocky.

C-1I-2

V danom vyraze odstranime zatvorky a ¢isla zdruzime do Stvoric:

1-2-34546-7-8+10+11 1213+ 15416 17— 18420+~ -
(posledna skupina je kratsia, ak nie je pocet N vSetkych ¢isel ndsobkom Styroch). Cisla
v i-tej skupine (i = 1,2,...) tvoria vyraz (5i — 4) — (5i — 3) — (5i — 2) + 54, ktorého
hodnota je zrejme rovnéd jednej (nezavisle od indexu i). Preto je hodnota V' celého
vyrazu v pripade N = 4k rovnd V =k, v pripade N =4k+1rovnd V =k+ (5k+1) =
=6k + 1, v pripade N =4k +2rovnda V =k + (bk+ 1) — (bk +2) = k — 1 a v pripade
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N =4k +3rovnd V =k + (5k + 1) — (5k + 2) — (5k + 3) = —4k — 4. Lahko sa zisti,
kedy V' = 103:

N = 4k, V =k = 103, N = 412,
N =4k + 1, V=6k+1=103, k=17, N =69,
N =4k + 2, V=k—1=103, k=104, N = 418,

N=4k+3, V=-4k—4=103, k¢N
Odpoved: V Milanovom vyraze bolo bud 69, alebo 412, alebo 418 ¢éisel.
C-1I1-3

Priklad z obr. 24a ukazuje, Ze je mozné pozadovanym sposobom rozostavit 16 figirok
(obsadené polia st oznafené krizikmi). Vysvetlime teraz, preco viac figirok rozostavit
nemozno. Na obr. 24b vidime rozdelenie vSetkych poli dosky do 6smych Sikmych radov
po troch poliach, ked polia toho istého radu-trojice s oznacené rovnakym pismenom.
Figtirkami je mozné obsadit nanajvys dve polia v kazdom rade-trojici (2 polia A,
2 polia B, ..., 2 polia H), spolu nanajvys 8 - 2 = 16 poli.

Tvrdenie o tom, %e nemoZno rozostavit viac ako 16 figirok, zdovodnime eSte inak,
postupom podobnym postupu z tlohy doméaceho kola. Sikmé rady jedného smeru majt
postupne 3, 4, 3, 4, 3, 4, 3 polia, v ktorych mozno obsadit nanajvys 2, 3, 2, 3, 2, 3, 2
polia. Sucet poslednych cisel je sice 17, ale keby v kazdom z troch uvazovanych radov
so 4 polami (rady poli A, poli B a poli C' na obr.24c) boli obsadené 3 polia, museli
by byt obsadené vSetky krajné polia tychto troch radov. Tie vSak tvoria dva Sikmé
rady-trojice druhého smeru (krajné sikmé rady ABC na obr. 24c).

x | x A|B A

x | x A|E|F|B A B
X X | x X A|G|F|E|H|B A B C
X X | x X C|\F|\G|\H|\E|D A B C

x | x C|H|G|D B C

x | x C\|\D C

a b c

Obr. 24

Odpoved: Najvacsi mozny pocet rozmiestenych figarok je 16.
C-11-4

Oznacme k vpisant kruznicu, S jej stred a K bod dotyku kruznice k so zakladiiou AB
(obr. 25). Pretoze AB || CD, SK L ABa SM 1 CD, je KM priemer kruZnice k. Preto
st obidva uhly AKM a KLM pravé, bod K teda zostrojime ako priese¢nik Télesovej
kruznice 7 nad priemerom AM s priamkou p, ktora prechadza bodom L a je kolma
na LM . ZvySok konstrukcie je Tahky: bod S uréime ako stred tsecky K M, zostrojime
kruznicu k = (S, |SK|) a v bodoch L a M po rade jej doty¢nice b a c¢. Vrchol B potom
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urc¢ime ako priesecnik polpriamky AK s priamkou b, vrchol C' ako priese¢nik priamok b
a ¢ a napokon vrchol D zostrojime ako priesecnik priamky c s dotyc¢nicou d kruznice k,
ktord je simerne zdruzend s doty¢nicou AK podla osi AS. Pre trojuholnik ALM zo
zadania ma kruznica 7 s priamkou p spoloc¢né dva body, ktoré st na obr. 26 oznacené
K1, K5, preto ma tloha dve rieSenia — lichobezniky AB1C1 Dy a ABsC5Ds.

Cy
-
D p, G\ p
L
D M C
2
\ L Ko
Sc
b
A K B A 1 By

Obr. 25 Obr. 26
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KATEGORIA B

B-1I-1

Dana funkcia je po Castiach linedrna, pretoze obsahuje dva vyrazy s absolttnou hodno-
tou, ktoré sposobuji, ze jej grafom nie je priamka, ale lomena ¢iara. Jej defini¢ny obor,
mnozinu R vSetkych redlnych ¢isel, mdzeme v tomto pripade rozdelit na tri disjunktné
Casti podla toho, ako sa prisluna absolitna hodnota chova (¢i je vyraz v absolitnej
hodnote kladny, ¢i zaporny). Pretoze jedna z absolttnych hodnét zavisi od parametra
t, rozlig§ime, ¢i je t < 2 (pripad A), alebo ¢ = 2 (pripad B).

Riesenie 1. Rozlisime dva pripady, podla toho, ¢i je t < 2 (pripad A), ¢i t = 2
(pripad B).

A.Nech t < 2. Mnozina R sa ndm rozpadne na tri disjunktné intervaly, R = (—oc, t)U
U (t,2) U (2,00).

(a) V intervale (—oo, t) je, ako lahko spocitame, f(z) = (8 —t)x + 44 — t. Pretoze za
uvedeného predpokladu je 8 —¢ > 0, je funkcia f v tomto intervale rastiica a nadobuda
maximum v bode x = t.

(b) V intervale (¢,2) je f(x) = (2 —t)x + 44 + 5t. PretoZe za uvedeného predpokladu
je 2 —t > 0, je funkcia f aj v tomto intervale rastiica a nadobida maximum v bode
x = 2. Pritom zrejme plati f(t) < f(2) = 2(2 —t) + 44 + 5¢.

(c¢) V intervale (2,00) je f(z) = (2 + t)x + 44 + t. Tato funkcia je pre 2 +¢ > 0
na tomto intervale rastica a zhora neohrani¢end, takZe nemdZze mat maximum. Musi
teda nutne byt 2+¢ < 0, t.j. t £ —2, funkcia f bude v intervale (2, 00) nerastiica a jej
hodnota nebude viicsia ako f(2), ktort sme spocitali v (b).

Zistili sme teda, 7ze za predpokladu ¢ < 2 nadobuda funkcia f maximum jedine pre
t < —2, pricom jej maximum je f(2) = 2(2 — t) + 44 + 5¢. Toto maximum sa rovna 0
prave vtedy, ked 2(2 —t) + 44 4 5t = 0, alebo t = —16, o je nastastie ¢islo, ktoré spliia
podmienku t £ —2.

B. Nech ¢ = 2. MnoZina R sa ndm rozpadne na tri disjunktné intervaly, R = (—oo, 2)U
U(2,t)U(t, 00), pricom prostredny ,interval“ bude prazdny pre ¢t = 2 (to vSak nie je pre
dalsie tvahy podstatné, inak by sme mohli tento pripad lahko rozobrat samostatne).

V intervale (—o0,2) je f(x) = (8 — t)x + 44 — t. Keby teraz bolo 8 —t < 0, bola
by funkcia f v tomto intervale klesajica a zhora neohranic¢end, takze by nemohla mat
maximum. Preto je 8 —¢ = 0, t.j. ¢ £ 8. Potom ale je f(2) =2(8—t)+44—t =60—3t >
> 0. Odtial hned vidime, Z%e za uvedeného predpokladu nemdze mat funkcia f nikdy
maximum rovné 0.

Z uvedeného rozboru vyplyva, ze uvazovana funkcia ma maximum rovné 0 jedine
pre t = —16.

Riesenie 2. Vieme, 7e grafom danej funkcie f je lomena ¢iara, ktord sa v naSom
pripade skladd z dvoch polpriamok (pre ¢ = 2), resp. z dvoch polpriamok a jednej
usecky.
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Dalej by sme si mali uvedomit, Ze pokial mé takato funkcia maximum, nadobtda
ho urcite v niektorom zo ,zlomovych“ bodov (tam, kde je prislusny vyraz v absolitnej
hodnote nulovy). To samozrejme neznamend, %e funkcia nemdze nadobtidat maximum
aj v inych bodoch (ak je kon$tantna na niektorom intervale).

V naSom pripade st tymito zlomovymi bodmi pre z = 2 bod A(2,54 — 3|t — 2|), pre
x =1t bod B(t,5t + 44 + t|t — 2|).

Pretoze jeden z bodov x = 2, x = t ma byt bodom maxima funkcie f rovného 0,
zistime, pre ktoré ¢ je jedna 7 y-ovych stradnic bodov A a B nulova (a druhd nekladnd).

A: 54 -3|t—-2|=0, B: 5t+44+4tlt—2|=0,
it — 2| = 18, t2>2=12+3t+44 =0,
t = 20 alebo t = —16. nema rieSenie.

t<2=1t>—Tt—44=0.
t =11 alebo t = —4,
vyhovuje len t = —4.

Méme teda tri moznosti:

Pre t = 20 je A(2,0), B(20,504), ¢o nevyhovuje.

Pre t = —16 je A(2,0), B(—16,—80+ 11 — 16 - 18), zatial vyhovuje.

Pre t = —4 je A(2,36), B(—4,0), ¢o nevyhovuje.

Zistili sme, 7Ze Gloha ma rieSenie nanajvys pre t = —16, ktorému zodpoveda funkcia
f(z) = bz + 44 — 16|z — 2| — 3|z + 16|. Pre tato funkciu samozrejme plati f(2) = 0.
Overit, ze tato hodnota je skuto¢ne maximom funkcie f, mézeme viacerymi spésobmi.
Napriklad tak, Ze overime, ze pre x < —16 je uvedend funkcia neklesajica (pre z < —16
je f(x) = 24x + 60) a stiCasne pre x > 2 nerastica (pre x > 2 je f(x) = —14x + 28).

B-1-2

Riesenie 1. Uhly vo vSeobecnom trojuholniku ABC' oznacme obvyklym spdsobom,
polomer vpisanej kruznice oznac¢me r a jej dotykové body so stranami AB, BC' oznacme
po rade X, Y (obr.27).

Obr. 27

Usecky AS a BS st stranami trojuholnika ASB. Jeho obsah mézeme vyjadrit dvoma
spOsobmi:

1 1
S(ASB) = §|AS|U = §|AB|T,



48 49. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

lebo vyska na stranu AB tohoto trojuholnika je r. Pre vysku v na stranu AS pritom
plati v = |BS| cos %7, pretoze vedlajsi uhol pri vrchole S mé velkost %a—l—%ﬁ =90°— %7.
Nakolko navyse sin(90° — ¢) = cos ¢, je teda

|AS] - |BS|cos% = |AB|r

a nasledujtce rovnosti su ekvivalentné:
|AS|-|BS| = |CS|-|AB],
|AB|r = |CS| - |AB| cosg,

r = |CS| cos % (1)
. , y . v _ oy] y : .
V pravouhlom trojuholniku C'SY vsak plati cos 5 = W, takze rovnost (1) je
ekvivalentna rovnosti
r=|CY]|,

¢o znamend, ze trojuholnik C'SY je rovnoramenny pravouhly a %fy = 45°. Dana rovnost
je teda ekvivalentnd tomu, ze v = 90°.
Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Riesenie 2. NapiSeme si dany vztah ako rovnost podielov tak, aby to boli pomery
stran v trojuholnikoch, a budeme sa snazit pouZit podobnost alebo sinusovi vetu.

) . |AS AB L. , ,

V nasom pripade vyjdeme z rovnosti ﬁ = ﬁ Skusime sinusovu vetu:

_ AS sin 3 _ AB
V trojuholniku ASC' plati |45] = — %'y a v trojuholniku ASB zase 45| =

|C'S| sin 5o |BS|
si ASB
= L“ Odtial dostavame nasledujticu ekvivalentnti rovnost:
sin s«

2

sing  sin|JASB]|

sin § sin§

sin% — sin|JASB|,

sin% - sin<90° + g)
v v m
T4 °—( ° —) leb Iy,
5 80 90 +5 (lebo v € (0 2))
v = 90°.

Tym je tvrdenie tilohy dokazané.

Riesenie 3. Skisime vypodcitat dizky useciek AS, BS, C'S, AB pomocou niektorych
prvkov trojuholnika. Zvolime si uhly trojuholnika a polomer r.
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——, |AS] = ——, |BS| = —1 a |AB| = |AX| +|BX| =
sin 5y sin 5 sin 53

= rcotg %a + r cotg % B. Po dosadeni dostaneme ekvivalentnii rovnost

Zrejme |CS| =

r r ( cot @ + rcot B)
. — r — r — e
sin%a sin %B 45 &9 sin %’y
. [0 2 e
SIn — = COS — * SIn — -+ COS — - SIn —,
2 2 2 2 2
sin% = sin(% + g),
sin% - sin(90° _ %)
sinl = cosz,
2 2
tglzl, a ked7ze v € (O,E),
2 2
v =90°
Tym je tvrdenie tilohy dokazané.
B-1-3

Predpokladajme, 7e stistava ma prave jedno rieSenie x = s, y = t, z = u. Pretoze
vo vSetkych rovniciach sa nezname x a y vyskytuji v rovnakom tvare, mozno vytusit
a overit, ze aj r = t, y = s a z = u je rieSenim danej sustavy. A pretoZze stustava méa
jediné rieSenie, musi byt t = s, a teda x = y. Po dosadeni dostaneme ststavu

22+ 22 =8,
2222 + 22 4 2% = a, (%)
x+z:%b.

Pokial (z,z) je niektoré rieSenie tejto ststavy, potom je trojica (x,z,z) rieSenim
povodnej stustavy. Ak mé preto povodna stustava jediné rieSenie, musi taka byt aj nova
ststava (). T4 je vSak opit symetrickd voéi nezndmym z a z. Preto bude mat jediné
rieSenie, len ked bude platit z = z.

Po dosadeni dostaneme ststavu

ktord mé jediné rieSenie. Podla prvej rovnice je to bud z = 2 (potom b = 8, a = 24),
alebo z = —2 (potom b = —8, a = 24).
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Tymito ivahami sme dospeli k nasledujicemu zaveru:

Pokial méa dand ststava prave jedno rieSenie, tak len pre a = 24, b = 8, a to x = 2,
y=2,2z=2aleboprea=24,b= -8 atoxr=-2,y=—-2, 2= —2.

Este musime overit, ¢i v tychto dvoch pripadoch nemé dan4 stistava iné rieSenie (ako
to symetrické, ktoré sme vypocitali nie ekvivalentnymi tipravami, ale zjednoduSovanim).

Nech a = 24, b = 8. Po dosadeni dostaneme ststavu

z? +y? + 222 = 16,
ryz? + xy + 2% = 24,
r+y+22=8.

Tato ststava sa da riesit viacerymi sposobmi. My tu uvedieme dva.
a) Vyla¢ime nezname z, y, napriklad tak, Ze najprv rovnice upravime:

z? -I-y2 =16 — 222,

24 — 22
W= T
r+y=8—2z

Dostavame tak

24 — 2
14227

(8—22)2=(x4+y)? =2 +y? +22y =16 — 22> +2-

Po tprave vychadza
324 — 1623 + 2822 — 162 = 0.

Vzhladom k tomu, Ze vieme, Ze z = 2 je korefiom tejto rovnice, mdZeme ju postupne
upravit az na tvar
z(z —2)%(3z — 4) = 0.
Odtial vyplyva, ze bud z = 0, z = %, alebo z = 2.
Pokial z = 0, dostaneme

2 4+ y? =16,
ry = 24,
r+y=238

a Tahko sa presved¢ime, 7e tato stistava nemd rieSenie (¢isla x, y by museli byt korene
kvadratickej rovnice t? — 8¢ + 24 = 0, ktord m4 zaporny diskriminant).
Pokial z = %, dostaneme

112
2 2 _
T +y - 9 9
Ty = 8§,
16
rT+y=—

3
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a opit sa lahko presvedcime, Ze tato siistava nemé rieSenie.
Pokial z = 2, dostaneme

22 +y2 =8,
Ty = 4,
r+y=4.

Lahko zistime, Ze tato stistava ma jediné rieSenie z = y = 2.
b) Sikovnejsi pristup vyuziva len prvii a tretiu rovnicu a nerovnost medzi kvadrat-
ickym a aritmetickym priemerom:

1 2 1
4=2"= (Z(r+y+z+z)) <@y ) =4
Medzi aritmetickym a kvadratickym priemerom nastane rovnost prave vtedy, ked sa
vSetky ¢leny rovnaju. Odtial z =y = z = 2.

Pripad a = 24, b = —8 posudime podobne; aj vtedy je riesenie jediné.

Odpoved. Dand sustava mé jediné rieSenie pre a = 24, b = 8 alebo a = 24, b = —8.

B-1-4

Ozna¢me S, Z stredy oboch kruznic k, [ a R, r ich polomery (bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme predpokladat, 7e r < R). Ozna¢me dalej C (D) od T rozny priesecnik kruznice
(k) s priamkou SZ a K1, K5, Ly, L2 po rade dotykové body oboch spolo¢nych vonkajsich
doty¢nic ku kruzniciam k a [ (obr. 28).

Obr. 28

Bod M je stredom rovnolahlosti h oboch kruZnic s koeficientom R/r. Pritom je
napriklad h(Ly) = K1, h(Z) = S, h(C) =T, h(T) = D, h(Y) = X. Odtial vyplyva,
ze priamky CY, TX sa rovnobeiné (h(CY) = TX). Pretoze uhol CYT je pravy
podla Talesovej vety, je také |[SYTX| = 90° (TY je priecka rovnobeziek CY, TX).
Rovnobeznik XTY P je teda vidy obdlZnik.
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Zaroven je zrejmé, ze body C, Y, P lezia na priamke a podobne aj body D, X,
P lezia na priamke. Teda plati |[JCPD| = 90° a bod P lezi na Talesovej kruznici 7
nad priemerom C'D. LeZia na nej aj vrcholy Py, P, rovnobeznikov KT L1 Py, KoT Lo Ps,
pretoZze pre ne mozeme zopakovat predchadzajicu tivahu (ako pre rovnobeznik XTY P).

Teraz uz nie je problém ukazaf, Ze hladand mnozinu bodov je viicsi z oblikov Py P
kruznice 7 okrem bodov Py, P, a D (lebo body Y tvoria vicsi z oblikov Ly Ly kruZnice
[ okrem bodov T, Ly, Ls).

Este naznac¢ime hlavné myslienky inych dvoch pristupov:

a) Aby sme odhadli tvar hladanej mnoZiny, zvolime niekolko vyznacnych poloh
priamky XY. Vhodné st nasledujice polohy: a) X = K;, Y = Ly (PT je kolmé
na SZ),b) XS a YZ st kolmé na SZ (vtedy vyjde, ze piita kolmice z bodu P na SZ
lezi v strede J tsecky C'D a |JC| = |JP]).

Z toho uz sa da odhadnut, ze bod P lezi najskor na kruznici so stredom J a polome-
rom 3 (R + 7). Ostdva uz len dokdzat (teda vSeobecne vypoditat), ze vzdialenost |P.J|
je rovnd 1 (r + R). (Nie je to lahké.)

b) Pomocou zhodnych a podobnych zobrazeni je najelegantnejsi nasledujtci postup:
Pomocou stradnic (bod M zvolime za zaciatok stradnicového systému) je P = X +

R R
YY - T=Y+h(Y)-T=Y+2y _T-= (1+—)Y—T, bod P teda vznikne
T T

z bodu Y (a v8etky body Y tvoria vicsi z oblikov LjLy kruznice [ bez bodov T, Ly,
L,) zlozenim rovnolahlosti sa stredom M a koeficientom 1 + % a posunutim o vektor

TM.
B-1-5

Pretoze dva susedné vrcholy lezia vzdy vo dvoch spolo¢nych stendch, budeme si v8imat
predovsetkym takéto dvojice vrcholov.
Vrcholy A a B (B a C) lezia v spolo¢nych stendch ABFE

a ABCD (BCGF a BCDA). Preto porovnanim im priradenych D ¢

¢isel dostaneme, Ze na stenich ADHE a BCGF (ABFE Yy G
a CGHD) je rovnaké ¢islo. Oznacme ho z (y). "
Podobne vrcholy E a F (F a G) lezia v spolo¢nych stenach
EFBA a EFV (FGCB a FGV) a naviac u7 vieme, 7%e steny | * | * 2T
ADHE a FBCG (ABFE a GHDC') maji rovnaké ¢isla. Preto t
porovnanim im priradenych ¢isel dostaneme, 7e na stenach H E'V " y F
a FGV (EFV a GHV) je rovnaké ¢islo. Ozna¢me ho z (¢,
obr. 29). A B
Porovnavanim ¢isel prislusnych vrcholom A a FE (maji Obr. 29

spolocné steny FABF a EADH) dalej dostaneme, Ze stena
ABCD ma cislo s = z + t.

Nakoniec porovnajme vrcholy E a V (maji spoloéné steny EFV a HEV).
Dostaneme z +t =z + y.

Ked to vSetko zhrnieme, zistime, Ze jednotlivé steny st nutne oc¢islované ¢islami x
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(steny BCGF a DAEH), z (steny FGV a EHV), s (stena ABCD), s—x (steny ABFE
a CDHG), s — z (steny EFV a GHV'). A Tahko sa presved¢ime, Ze takéto ocislovanie
ma vzdy pozadovani vlastnost (v8etkym vrcholom je priradené ¢islo 2s).

My pozname Styri rozne ¢isla z deviatich ¢isel z, z, 2, z, s, s —x, s —x, s — 2, § — 2,
teda Styri ¢isla z piatich cisel z, z, s, s —x, s — Z.

a) Pokial je nezndme piate ¢islo s, tvoria zndme ¢isla dve dvojice s rovnakym stétom:
z+(s—x) = z+(s—z). Pre dané ¢isla tak méme jedini moZnost 25+57 = 32450 = 82.
Hladané ¢isla st potom 25, 32, 50, 57 a 82.

b) Ak nie je piate nezname ¢islo s, je jedno zo zndmych ¢isel (a to s) sa¢tom dalsich
dvoch zndmych: s = x4+ (s — ), alebo s = z+ (s — z). Pre dané ¢isla je jedind moznost:
25 4+ 32 = 57. Potom je s = 57 a hladanu piticu tvoria ¢isla 7, 7, 25, 32 a 50.

Odpoved. Hladané ¢isla st bud 25, 32, 50, 57 a 82, alebo ¢isla 7, 7, 25, 32 a 50.

ESte naznac¢ime, ako by mohol vyzerat ¢isto algebraicky pristup — rieSenim deviatich
rovnic o desiatich neznamych.

Kvoli prehladnosti si musime dat zaleZat na oznaceni jednotlivych ¢isel napisanych
na stenach. Oznac¢me ¢isla na stenach ABFE, BCGF, CDHG, DAFH, EFV, FGV
GHV, HEV a ABCD postupne ay, as, as, as, b1, ba, b3, by, ¢ a nech spolocny sucet
na stenach pri kazdom vrchole je s. Dostaneme tak nasledujucich devét rovnic:

a1 + as + b1 + by = s, (F
as + ag + ba + bz = s, G
a3 + aq + bz + by = s, H
as + a1 +bs + by = s, E

ay+as +c=s,

I N T N N N S R
Q @
N e e e N N N N N

a2 +az+c=s
as + a4 +c=s, D
a4+ a1 +c=s, A
bi 4 by + b3 + by = s. \%
Porovnanim rovnic (B) a (C) mame a; = az. Porovnanim rovnic (D) a (C) méame
Ao = Q4.

Pomocou tychto vztahov dalej dostaneme: porovnanim rovnic (F) a (G) vyjde by =
= bs; porovnanim rovnic (G) a (H) vyjde by = by.
To znamend, 7e nam pre ¢isla a1, as, b1, bs a c ostali rovnice

a1+ as + by + by = s,
ay+as +c=s,
b1—|—b2:%8.

Odtial uz lahko dostaneme, Ze ¢ = a1 +as = by + by = %s.
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B-1-6

Podstatou riesenia st nasledujtice dve tlohy:

A. St dané body K, L. Vedte nimi po rade rovnobezky k, [, ak je dand ich vzdialenost d.
B. St dané body K, L a priamka m. Vedte bodmi K, L po rade rovnobezky k, [, ktoré
na priamke m vytinaja usecku danej dlzky d.

Riesenie tlohy A. Nech M je pidta kolmice vedenej z bodu K na priamku [. V tro-
juholniku K LM s pravym uhlom pri vrchole M pozname vrcholy K, L a dlzku odvesny
|KM| = d, vrchol M teda vieme zostrojit (ako priese¢nik Talesovej kruznice ¢ nad
priemerom KL s kruznicou »(K,d)). Potom ML je priamka .

Pokial by sme pozadovali diskusiu, vieme, Ze pocet rieSeni zavisi na existencii
priesecnikov kruznic t a s

Pokial |[K L| < d, nem4 tloha rieSenie.

Pokial |KL| = d, m4 tloha jedno rieSenie (kolmice na KL).

Pokial |K'L| > d, maji kruznice k a t dva priesecniky, tak iloha ma dve rieSenia.

m
K \\\\ k Kj: \
| K
I
dl d
I
A » \\\\ l » \\ n
M L M L
Obr. 30 Obr. 31

Riesenie tlohy B. Vedme bodom K rovnobezku n s priamkou m a oznac¢me M
jej priesecnik s priamkou /. Potom |[KM| = d, takZze konstrukcia bodu M je zrejma.
Priamka [ je potom urcend bodmi L a M.

Pokial by sme pozadovali diskusiu, Tahko zistime, Ze na priamke n existuju dva
body M pozadovanych vlastnosti, a pocet rieSeni zavisi na tom, ¢i M = L.

Pokial suc¢asne neplati, ze KL je rovnobezna s m a |K L| = d, mé tiloha dve rieSenia.

Pokial je KL rovnobeznd s m a |KL| = d, vznikne pre jednu z moZnych poloh
bodu M v predchidzajicom pripade nekoneéne mnoho rieSeni (za priamku [ mozeme
vziat Tubovolnt priamku prechadzajicu bodom L).

Riesenie povodnej tlohy. Z obsahu rovnobeznika ABCD a dizky strany AB lahko
vypo&itame vysku v na stranu AB: je v = S8cm? : 2em = 4cm. Odtial vyplyva,
7e vzdialenost rovnobeziek AB a C'D je 4cm, pricom pozname bod X priamky AB
a bod Z priamky C'D. Podla tlohy A teda vieme zostrojit priamky AB a CD.

V polohe, ktora je dana, mé tato cast dve rieSenia.
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Ked uz mame priamku AB, st AD a BC' dve neznidme rovnobezky, ktoré prechidzaji
danymi bodmi 7" a Y a na (znamej) priamke AB vytinajt tsecku danej dizky |AB| =
= 2 cm. Preto modZzeme rovnobezky AD a BC zostrojit na zdklade tlohy B.

Je zrejmé, Ze Specidlna poloha danych bodov X, Y, Z a T nema na postup rieSenia
vplyv, zarucuje ndm vSak Tahki diskusiu ohladom poctu rieSeni. Pre obidve polohy
priamky AB ma tloha v danej situicii dve rieSenia. Tym je rovnobeznik ABCD
zostrojeny. (Priamkami AB, BC, CD a AD st vrcholy A, B, C, D uréené.) Uloha
ma 4 rieSenia.

Obr. 32

B-S-1

Uvazovana funkcia f je po Castiach linedrna, preto je ohrani¢ena na kazdom ohrani¢enom
intervale. Staéi teda funkciu f vySetrit zvlast pre z < min(1,b) a zvIast pre x =
> max(1,b), ked maji oba vyrazy v absolitnych hodnotich rovnaké znamienko.

a) Ak je x < min(1,b), je

fe)=a(l—z)+bz-3)+b—x+zx—1=(b—a)r—2b+a— 1.
Funkcia f bude na tomto intervale ohrani¢ena prave vtedy, ked tu bude konsStantna,
t.j. prave vtedy, ked a = b.
a) Ak je x = max(1,b), je

flz)=alzx—1)+bxz—-3)+z—-—b+z—1=(a+b+2)x —a+4b—1.
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Funkcia f bude na tomto intervale ohrani¢end prave vtedy, ked tu bude konStantna,
t.j. prave vtedy, ked a + b = —2.

Spojenim oboch podmienok dostavame, 7e funkcia f bude ohranicenda prave vtedy,
ked bude ohrani¢end na oboch uvedenych neohranicenych intervaloch, t.j. prave ked
a = b = —1. Pre funkciu f potom dostaneme vyjadrenie

flxy=|lz+1—|x—1]+2.

Jej graf vidime na obr. 33.

Y
4
2
o o
1 1 “x
Obr. 33

B-S-2

Predpokladajme, Ze trojuholnik ABC' je rieSenim ulohy. Z daného poradia bodov X,
S, Y, Z na jednej priamke a z toho, Zze bod S je vnitornym bodom trojuholnika ABC,
vyplyva, Ze body X a Y st vnitornymi bodmi prislusnych stran AC' a AB, zatial ¢o
bod Z musi lezat na polpriamke opa¢nej k polpriamke BC'. Vrchol C' nezndmeho tro-
juholnika ABC' budeme hladat len v jednej z polrovin uréenych priamkou X Z, pretoze
ku kazdému rieSeniu existuje rieSenie simerne zdruZzené podla osi X Z.

Vrchol C' trojuholnika ABC' je vrcholom pravého uhla XCZ (obr.34), le7i teda na
Talesovej kruznici k nad priemerom X 7. Pretoze bod S je stredom kruZnice vpisanej
trojuholniku ABC, leZi na osi pravého uhla, takze |4SCX| = 45° a vrchol C' lezi
zaroven na obliku kruznice [ uréenej tetivou SX a obvodovym uhlom 45°. (Vzhladom
na uvedend stmernost sta¢i uvazovat len ten z dvoch stimernych oblikov, ktory lezi vo
zvolenej polrovine.) Odtial uz vyplyva konstrukcia trojuholnika ABC"

1. zostrojime kruznicu k nad priemerom X 7;

2. v jednej z polrovin urcenych priamkou X Z zostrojime vrchol O rovnoramenného
pravouhlého trojuholnika XSO, |4 SOX| = 90°, a v tej istej polrovine narysujeme
oblik SX kruinig\e 1(0,|08));

3. vrchol C = kN SX, C # X,
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4. zostrojime kruznicu (S, p), kde g je vzdialenost bodu S od priamky CX (polomer
kruznice vpisanej trojuholniku ABC);

5. bodom Y vedieme doty¢nicu ¢ ku kruznici s tak, aby jej bod dotyku lezal v polrovine
opacnej k polrovine X ZC;;

6. vrcholy A, B dostaneme ako prieseéniky priamky ¢ s priamkami X', resp. ZC.

Z popisanej konstrukcie je zrejmé, ze pre bod S leziaci medzi bodmi X a Z maja
kruznice k a [ prave jeden priesecnik réozny od bodu X. Aby sme mohli zostrojit
dotycnicu ¢, musi bod Y lezat mimo kruhu ohrani¢eného kruznicou ¢, musi byt teda
|SY| 2 0. Aby existoval priese¢nik doty¢nice ¢ s priamkou X C vnitri uhla XCZ, musi
byt dokonca |Y'S| > |X S| > p. V naSom pripade je to splnené a tiloha ma dve zhodné
rieSenia stimerne zdruzené podla osi X Z.

Ulohu by sme riesili rovnako, aj keby dané body X, S, Y, Z nelezali na jednej
priamke.

Pozndamka. Bod C' moéZzeme zostrojit aj inym postupom. PretoZe body X a Z leZia
po rade na polpriamkach C'A a C'B, je pravy uhol XCZ totozny s pravym uhlom ACB.
Os tohoto uhla prechadza stredom S kruznice vpisanej trojuholniku A BC'; zaroven tato
os pretne kruznicu k opisant trojuholniku XC'Z v takom bode U # C, ze tetivy XU
a UZ st zhodné (tieto tetivy totiz z bodu C vidiet pod rovnakym uhlom (45 stupiiov),
obr.0). Preto (bez toho, aby sme poznali bod C') mozeme bod U zostrojit ako stred
oblika X Z kruznice k (obliky XU a UZ su teda stvrtkruznice). Bod C potom urc¢ime
ako priesecnik kruznice k s polpriamkou US.

B-S-3

V danom vyraze sa pravidelne striedaju plusy a minusy, pricom neparne c¢isla maju
znamienko plus a parne minus. Zrejme musi kazda dvojica odpovedajicich si zatvoriek
obsahovat prave tri po sebe idice ¢isla. Ak umiestnime lavii zatvorku medzi plus
a prislusné neparne ¢islo, nemaju zatvorky na hodnotu vyrazu ziadny vplyv. Zaujimavy
je teda len pripad, ked lavi zatvorku dame medzi minus a nasledujice parne ¢islo, ¢o
zmeni vysledné znamienko druhého a tretieho ¢isla v zatvorkach. Ak je spomenuté parne
¢islo 2k (1 < k < 49), dostaneme miesto povodného suctu —2k + (2k +1) — (2k +2) =
= —2k — 1 sucet —(2k + (2k+ 1) — 2k +2)) = =2k — 2k + 1) + (2k + 2) = —2k + L.
Vidime teda, ze pridanim jedného paru zatvoriek popisanym spdsobom zvic¢sime celkovii
hodnotu vyrazu o 2 bez ohladu na to, ktort trojicu po sebe iducich ¢isel zac¢inajicu
parnym c¢islom zvolime. Zaroven je jasné, ze takto umiestneny par zatvoriek obsahuje
dalsie parne ¢islo (okrem ¢isla 2k esSte 2k 4 2), ktoré uz nebudeme moct pre umiestnenie
zatvorky vyuzit. (Nebudeme teda zbyto¢ne rozmiestiovat zatvorky pred neparne ¢isla,
pretoze by sme sa zbavili dal§ieho parneho ¢isla, pred ktoré mozeme umiestnit lavi
z dvojice zatvoriek, ktoré by mali vplyv na hodnotu daného vyrazu.)

Dany vyraz obsahuje spolu 50 parnych ¢isel. M6zeme teda vybrat nanajvys 25 dvojic
po sebe iducich parnych ¢isel, ktoré obklopime zatvorkami. Tomu zodpoveda 26 roznych
hodnot daného vyrazu s k dvojicami zatvoriek, kde 0 < k < 25. Prislusné hodnoty st
—50, —48, —46, ..., —4, —2, 0 (najmensia hodnota je 1 =243 —-4+5—-6+...4+99 —
— 100 = =50, najvicsia 1 — (2+3—-4)+5—(6+7—8)+...— (98 + 99 — 100) = 0).
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B-1I-1

Ak oznacime pre dané realne c
fol)=clz+c+ 14|+ 8|z —c+2| — (2 +c—8)(z+2)
zodpovedajicu po ¢astiach linedrnu funkciu, je zrejmé, Ze rovnica f.(x) = 0 bude
mat nekonecéne vela celo¢iselnych rieSeni prave vtedy, ked bude funkcia f. identicky
rovnd nule na niektorom z nekonecnych intervalov (—oo, min(c — 2, —c — 14)) alebo
(max(c — 2, —c — 14),00). VySetrime postupne obidve moznosti.
a) Nech x < min(c — 2, —¢ — 14), pre také = plati
fol)=—clz+c+14) =8z —c+2)— (> +c—8)(z+2) =
= —c(2+4c)z — 3¢® — 8¢ = —c(x(c+2) + 3¢+ 8).
Na tomto intervale bude funkcia f. identicky rovné nule prave vtedy, ked ¢ = 0 (stistava
c+2 =0, 3c+ 8 = 0 nemd Ziadne rieSenie).
b) Nech x =2 max(c — 2, —c¢ — 14), pre také z plati
fe@)=clz+c+14)+8(x—c+2) — (P +c—8)(z+2) =
= (16 — ¢®)z — ¢* + 4c + 32.
Na tomto intervale bude funkcia f. identicky rovna nule prave vtedy, ked bude sti¢asne
platit ¢ = 16 a ¢ — 4c — 32 = 0. Dosadenim ¢? = 16 do druhej rovnice vychadza

c = —4, ¢o je zrejme jediné rieSenie oboch rovnic.
Zaver. Dané rovnica mé v obore celych ¢isel nekonecne vela rieSeni prave vtedy, ked
¢ = 0 alebo ¢ = —4 (v prvom pripade rovnici vyhovuji vSetky celé ¢éisla = < —14,

v druhom potom vSetky celé ¢isla x = —6).
B-1I -2

Oznacme A, B, C, D, FE, F, G, H vrcholy spominanej kocky
a V vrchol prilepeného ihlana (obr.35). Cisla napisané na
boénych stendich ABFE, BCGF, CDHG, DAEH ozna¢me 4
postupne ai, as, agz a a4, Cisla na bocénych stendch EFFV, HAL
FGV, GHV a HEV prilepeného ihlana oznaénvqe po rade by, 7
ba, bz a by, ¢islo na podstave ABC' D ozna¢me c. Dalej ozna¢me /"
s uvedeny spolo¢ny stcet. E ’
Porovnanim suctov prislusiacich stenam EFV a GHV :
dostaneme rovnost a; = as, analogicky pre dalSiu dvojicu D) _1__JC
stien vyjde as = a4. Porovnanim suctov prislusiacich stenam /
ABFE a CDHG vyjde by = bg a analogicky pre dal$iu taku 4
dvojicu stien by = by. Porovnanim stuctov prislusiacich stenam A B
CDHG a HEV dostaneme rovnost by = ¢ + as a analogicky
pre dvojicu stien DAEH a GHV rovnost by = ¢+ a. Porov- Obr. 35
nanim suc¢tov dvoch susednych stien kocky vychadza as + a4 + b1 = a1 + a3 + bs, alebo
2as + by = 2a1 + bo, ¢o dosadenim z poslednych dvoch ziskanych rovnosti dava rovnost
as = a1, a teda tiez by = by = ¢+ a1. Preto mdzeme pisat a1 = as = a3 = a4 = a, by =
= by = by = by = b = a+c a z rovnosti suctov prislusiacich podstave a jednej z bo¢nych
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stien kocky vychadza 4a = 2a 4+ b + ¢ = 3a + 2¢, takze a = 2¢, b = 3¢ a celkovy stcet
vSetkych ¢isel je ¢ + 4a + 4b = 21c. Z rovnice 21c = 3003 vyplyva ¢ = 143. Na stenach
deviitstena s napisané ¢isla 143, 286 (Styrikrat) a 429 (Styrikrat).

Pozndmka. Ulohu je mozné riesit aj vypisanim a naslednym rieSenim ststavy desia-
tich linearnych rovnic pre devit neznamych ¢isel zapisanych na stenach telesa a desiatou
nezndmou rovinou celému suctu.

B-1II-3

Oznacme S stred strany AB a T bod dotyku polkruznice k so stranou CD. Ak je AB
zékladiou daného lichobeznika, je CD || AB a |AB|+ |BC|+ |CT| = 2|AB| = 16 cm
(obr. 36). Ozna¢me A; kolmy priemet vrchola A na priamku C'D. Pretoze |TD|+|DA| =
= 28cm-16 cm=12cm > |AA;| + |A1T| = 8cm, lezi vrchol D na polpriamke T'A; za
bodom A;. Oznacme velkost |A;D| = xcem, |DA| = dem. Pre &isla x, d dostavame
stistavu rovnic d + 2z = 8, d? = 22 + 42 (Pytagorova veta pre trojuholnik AA; D), ktorti
fahko upravime na tvar d+x =8, (d—xz)(d+x) = 16, t.j. d+x = 8, d —x = 2. Ststava
mé jediné rieSenie d = 5, x = 3. Zvysné strany daného lichobeZnika maju teda velkosti
4cm, 11cm a 5cm.

|b—d|

Ak je AB ramenom daného lichobeznika ABCD, je AB | BC'|| AD (obr. 37), takze
obidve zakladne BC' a AD sa dotykaju polkruznice k v zodpovedajucich vrcholoch B
a A. Oznacme b zhodné tseky dotycnic z vrcholu C ku k a d zhodné tiseky dotycnic
z vrcholu D k polkruZnici k. Zo znalosti obvodu tak dostavame (v centimetroch) rovnost
28 = 8 + 2b + 2d, alebo b+ d = 10. Z rovnobeznosti BC' || AD vyplyva |b — d| =
= /(b+d)? — 82 = 6. Vzhladom na stmernost podla osi danej polkruznice k staci
uvazovat len jednu z moznosti, napr. b > d. Ststava b +d = 10, b — d = 6 ma jediné
rieSenie b = 8, d = 2, takze ostavajuce strany daného lichobeznika maja v tomto pripade
velkosti 8 cm, 10cm a 2 cm, ¢o plati aj v pripade b < d.
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B-1I -4

Podla zadania pozname priamku KN, na ktorej lezi vyska v,. Pretoze vyska vy je
simerne zdruzena s v, podla osi zékladne AB hladaného rovnoramenného trojuholnika,
ABC, na ktorej zaroven lezi jeho tretia vyska v., pokisime sa najst priesecnik V' tychto
vySok. Ten ma ta vlastnost, Ze bod L lezi na priamke simerne zdruzenej s v, = KN
podla VM = v, (obr. 38). Ked bod V nidjdeme, budeme zaroven poznat polohu vSetkych
troch vySok trojuholnika ABC, takZe az na podobnost méZeme zostrojit aj hladany
trojuholnik ABC'.

C
k
% K N Ve
vp O L v, = KN
Vi
N
A B

ve D M L M
Obr. 38 Obr. 39

Predpokladajme, Ze bod V na priamke KN méa pozadovani vlastnost (obr.39).
Zo stmernosti priamok VL a VN podla VM vyplyva rovnost vyznacenych uhlov
s vrcholom V. Z rovnobeZznosti priamok KN a LM dostiavame, Ze rovnaki velkost
ma aj uhol LMYV takze trojuholnik MV L je rovnoramenny so zdkladiiou MV'. Je teda
|LV| = |LM| a bod V najdeme ako priese¢nik priamky KN s kruznicou k = (L, |[LM]|).
PretoZe podla predpokladu je |KL| < |[KN|= |LM]|, existuju také priesecniky dva.

Teraz dokon¢ime konstrukciu trojuholnika ABC'. Najprv zostrojime pomocny troju-
holnik A’B’C’, ktory bude rovnolahly s hlTadanym trojuholnikom ABC, a to tak, Ze na
priamke KN Tubovolne zvolime bod A’ # V (na obr.40 je ako bod A’ zvoleny dany
vrchol K), zostrojime bod B’ stiimerne zdruZeny s bodom A’ podla VM a vrchol C’,
v ktorom kolmica na B’V vedend bodom A’ pretne priamku VM. PretoZze méa platit
|AB| = |KL|, trojuholnik ABC' zostrojime pouzitim tej rovnolahlosti so stredom V/,
ktord znamu tsecku A’B’ prevedie na hladant tsecku AB danej dizky |KL| (také
rovnolahlosti st dve). Pre kazdy z moznych bodov V' tak bude mat uloha dve rieSenia
(na obr. 40 trojuholniky A13101 a AQBQCQ, na obr. 41 trojuholniky AgB,?,Cg a A4B4C4)
stredovo stimerné podla prislusného priesecnika vySok.
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KATEGORIA A

A-T-1

Vzhladom na to, Ze rovnica P (Q(:c)) = 0 ma redlny koren, mé kvadratickd rovnica
P(z) = 0 dva realne korene rq, ro (nevylucujeme, Ze r; = r3). Mnohoclen P(Q(z))
mozno preto zapisat v tvare

P(Q(x)) = a(Q(z) — ) (Qx) = r2),

kde a je redlne &slo a # 0. Rovnica P(Q(z)) = 0 ma podla zadania $tyri redlne
korene, preto kazda z kvadratickych rovnic Q(z) —ry = 0, Q(x) —r2 = 0 musi mat dva
realne korene. 7Z Vietovych vztahov vyplyva, Ze stcet korenov v oboch kvadratickych
rovniciach je rovnaky, lebo obidve rovnice maji rovnaky koeficient pri linedrnom clene.
Pritom tri zo $tyroch redlnych korehov oboch kvadratickych rovnic Q(z) — ry = 0,
Q(z) — ro = 0 st podla zadania ¢isla —22, 7, 13, §tvrty koreit oznaéme q. Dalej moze
nastat jedna z troch moZnosti:

(i) Jedna 7 kvadratickych rovnic mé korene —22, 7, druhd ma korene 13 a ¢q. Potom

plati =224+ 7 =13 + ¢, teda ¢ = —28.

(ii) Jedna 7 kvadratickych rovnic mé korene —22, 13, druhd méa korene 7 a ¢q. Potom

plati =224 13 =7+ ¢, teda ¢ = —16.

(iii) Jedna z kvadratickych rovnic mé korene 13, 7, druhd ma korene —22 a ¢q. Potom

plati 13+ 7 = —22 + q, teda q = 42.

Je zrejmé, 7e v kazdom z pripadov (i), (ii), (iii) existuju prislusné kvadratické
trojcleny P(x) a Q(x). Ak ma mat jedna z kvadratickych rovnic Q(z) —r1 = 0, Q(x) —
— ry = 0 korene —22, 7 a druhé 13, —28, polozime Q(z) = 22 + 15z, ry = (=22) -7 =
= —154, ry = 13- (=28) = =364, P(x) = (z + 154)(z + 364) = 22 + 518z + 56 056.
Obdobne moZno postupovat v zvysnych pripadoch.

Stvrtym korefiom rovnice P(Q(xz)) = 0 moze byt ktorékolvek z ¢isel —28, —16, 42.

Iné riesenie. Uvahy o koeficiente pri linedrnom &lene s vyuzitim Vietovych vztahov
mozno nahradit nasledujicou uvahou o grafoch kvadratickych funkcii.

Pretoze grafy kvadratickych funkcii f1 : y = Q(x) —r1 a fo : y = Q(z) — r2 maju
spolo¢nii 0s stimernosti, a pritom existuji $tyri redlne korene rovnice P(Q(z)) = 0, s
tieto korene na osi 2 po dvoch stredovo siimerné podla priesecnika osi siimernosti grafov
oboch funkcii f; a fo s osou . Vzhladom k polohe danych troch korefiov na osi x moZzno
dalej uvazovat tri moznosti — rovnako ako v predchadzajicom rieSeni. Napriklad
(i) Stred simernostije —7,5 = %"’7 Stvrty koreii lezi potom na osi z a je obrazom ¢isla

13 v stredovej simernosti podla stredu v bode —7,5. Stvrtym hladanym korefiom je

teda ¢islo —28.

Podobne mozno postupovat vo zvysnych dvoch pripadoch. Takymto postupom
dospejeme k rovnakému vysledku.
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A-1-2

Uvazujme vnutorny bod K strany BC' trojuholnika ABC' taky, ze kruznice vpisané
trojuholnikom BK A a CK A maju vonkajsi dotyk v bode D. Nech dalej (pri obvyklom
oznaceni dizok stran trojuholnika ABC) plati oznagenie podla obrazku 42, t.j.

|ADy| = |AD.| =z, |BD.| =1y, |CDy| =z, |BK|=y+u, |CK|= 2+ u.

Obr. 42

Z predo§lého obrazku lahko vidime, Ze plati nasledujiica sistava rovnic

Y+ z=a—2u,
z+x =0b,
rT+y=c

Jednoduchou tpravou odtial dostavame 2y + 2u = a — b + ¢ (analogicky vyjadrime
2z 4 2u), a teda plati

1
|BK|=y+u= §(a—b+c) =s—b,
1
ICK|=2z+u= §(a+b—c) =s—c,
kde 2s = a+ b+ c. To oznacuje (pozri prvii ndvodni tilohu), Ze bod K je bodom dotyku

kruZnice vpisanej trojuholniku ABC' so stranou BC. Pre body L a M platia (vyuZitim
analogického postupu) nasledujtice vztahy:

|CL|=5s—¢, |AL|=s—a, |AM|=s-a, |BM|=s—b.
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Z predoslych rovnosti uz bezprostredne vyplyva
|BK|-|CL|-|AM|= (s —a)(s—b)(s—c¢) =|CK|-|AL|- |BM|.
Tym je dokaz ukonceny.
A-1-3

7Z textu ulohy vyplyva, Ze nezname z, y, z su kladné ¢isla. Preto mozeme dant sustavu
upravit do nasledujticeho tvaru

Dalej po lahkej tiiprave

bz + ey = 2v/xyz,
c\/.;ﬂ + a\/; =2/ zyz,
a/y + bz = 2/ zyz.
Odcitanim prvej a tretej, resp. druhej a tretej, rovnice poslednej sustavy dalej ziskame
b\/z+ (¢ — a)\V/y = b/,
a/z —a\/y = (b — ¢)\/x.

Obe strany prvej rovnice predchadzajicej sustavy vynasobime c¢islom a, obe strany
druhej rovnice potom vynasobime ¢islom —b. Po sc¢itani obidvoch takto upravenych

rovnic, dostaneme
alb+c—a)\/y =b(c+a—b)\/z,

podobnym spésobom dostaneme tiez

a(b+c—a)\/z=cla+b—c)\/z.
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Ak by pre kladné ¢isla a, b, ¢, platil vztah b + ¢ — a = 0, potom z predoslych dvoch
rovnic vyplyva, 7e tiez a +b—c =0, c+a — b = 0. Potom vSak a = b = c = 0, ¢o
viak nie je mozné. Je teda b+c—a # 0. Z poslednej dvojice rovnic vyjadrime /y a /2
pomocou v/ nasledujticim spdsobom:

Odtial sa lahko sa vidi, ze vyrazy b+ c—a, c+a —b, a+b— c st sticasne vSetky kladné
alebo vSetky zaporné. Po dosadeni v/y a v/z do povodnej stistavy rovnic ziskame (po
Upravach) rieSenie (z,y, z), kde

_ a?(b+c—a)
e (c+a—>b)(a+b—rc)

B b2(c+a —b)
v= (b+c—a)la+b—rc)’

Ala+b—rc)

" (cta-b)btc—a)

Vzhladom k tomu, Ze k rieSeniu ststavy rovnic sme dospeli vyhradne po ekvivalentnych
upravach, nie je potrebné robit skisku spravnosti.

Ststava mé pritom vySSie uvedené rieSenie v obore kladnych ¢isel prave vtedy, ked
sucasne platia nasledujice podmienky b+c—a >0,c+a—b>0,a+b—c > 0, t.j.
prave vtedy, ked kladné é&isla a, b, ¢ st dlzkami stran trojuholnika.

A-T1T-4

Nech A;B;Cs, kde s € {1,2,...,1999}, st trojuholniky vyhovujtice podmienkam tlohy
a (XY Z) nech oznacuje polrovinu s hrani¢nou priamkou XY a vnitornym bodom Z.
Kazdy z danych trojuholnikov A;B;Cs je prienikom vzdy troch polrovin (AsBsCs),
(BsCsAg) a (CsAsByg), preto je (neprazdna) mnozina M prienikom 3 - 1999 = 5997
takych polrovin. Vzhladom k tomu, Ze polroviny (AsBsCs), kde s € {1,2,...,1999},
sa navzajom liSia len posunutim, je ich prienikom polrovina (A4;B;C;), kde i je pevny
index z mnoziny {1,2,...,1999}. Podobne prienikom vsSetkych polrovin (BsCsAs) je
urcita polrovina (B;C;A;) a prienikom vSetkych polrovin (CsA,B;) je urcita polrovina
(CkAkBk), kde 5,k € {1, 2,..., 1999}

MnozZina M je preto prienikom troch vysSSie spominanych polrovin (A4;B;C;),
(B;C;A;) a (CrAgBy), M je teda trojuholnik ABC, kde A je priese¢nik priamok A;B;
a CyAg, B je priesecnik priamok A;B; a B;C; a napokon C' je priese¢nik priamok
B;C; a CpAyg. Tento trojuholnik je podobny vSetkym trojuholnikom A;B,Cs, pricom
pre pomer podobnosti A plati 0 < A < 1. (Pripad A = B = C moZno podla zadania
tlohy vylucit.)
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Vzhladom k tomu, Ze obsah trojuholnika ABC je A2, sta¢i dokazat, ze A > %
Oznacme v vysku z vrcholu C; na stranu A; B; v trojuholniku A; B;C;. Pretoze priamka
A; B; je totozna s priamkou A B, je vzdialenost taziska T; trojuholnika A; B;C; od priam-
ky AB rovna %v. Podla zadani obsahuje mnozina M taZzisko vSetkych trojuholnikov
AsBsCy, musi teda obsahovat tazisko T; trojuholnika A; B;C;.

Vzdialenost vrcholu C' trojuholnika ABC od jeho strany AB je teda aspon %v.

Porovnanim velkosti vySok z vrcholov C; a C v podobnych trojuholnikoch A;B;C;

a ABC dostavame uz priamo Ziadant nerovnost A = % A2 > %, ¢o sme chceli
dokazat.

A-1-5
Oznac¢me

S(n)=f(1)+ f(2)+...+ f(n).

Zo zadania vyplyva S(1) = 1. Pretoze f(n) = 1 pre vSetky prirodzené ¢isla n, je S :
: N — N rasttica funkcia. Ak je n prirodzené &islo tvaru n = 2%, kde k je prirodzené,
urc¢ime sucet S(n) nasledujicim sposobom: Pocet neparnych ¢isel, ktoré nie st vicsie
ako n, je 28—1. Kazdé neparne ¢islo sa na stéte S(n) podiela hodnotou 1. Pocet parnych
¢isel, ktoré nie st viicSie ako n, je tiez 2871, pritom kazdé parne &islo sa na sucte S(n)
podiela hodnotou miniméalne 1. Ak je naviac toto ¢islo delitelné Styrmi, podiela sa na
stucte dalsou 1. Ak je dalej ¢islo delitelné 6smimi, podiela sa dalsou 1, atd. (Hodnotu
S(n) tak tvorime s¢itanim hodnét 1 ,,po vrstvach“). Spolu je teda

2k —1
5(2’“):2k—1+2k—1+2k—2+...+2+1:2’“—1+72 ==

=9k Lokl 1 3.9k 1 1,

Nech p je prirodzené ¢islo, ktoré sa da zapisat v tvare p = 2™s, kde m je celé
neziporné ¢islo a s neparne prirodzené ¢islo. Nech k je prirodzené ¢islo také, ze p < 2%
(teda m < k), a nech [ je neparne prirodzené ¢islo. Potom

F2F1+p) = F(2F1 +2™s) = F(2™(2™1 + 5)).

Cislo 2¥=™[ + s je nepéarne, preto f(2m(2k_ml + s)) = f(2™s) = f(p). Spolu teda
dostavame f(2%1 + p) = f(p).
Ak st k, m nezaporné celé ¢isla, k > m, a [ neparne ¢islo, plati podla predchadza-
juceho odstavca
SRR+ 2™) = F()+F)+ ...+ FR)+ R I+ D)+ FR I +2) +.. . +
+ f(2F1 + 2m) =
=)+ @+ D+ )+ )+ + f(2™) =
S+ S (2’")
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A odtial uz matematickou indukciou lahko dokéZeme, Ze ak st k1 > ko > ... > k;
nezaporné celé cisla, potom plati

S(2k 42k 4 4 2ki) = §(2F) 4 5(2k2) + .. 4 S(28).

NajvicSie nezaporné celé ¢islo ky také, ze 3-2M—1 -1 = §(2k1) < 123456, je ky = 16.
Pritom S(2'6) = 98 303.

Najviicsie nezaporné celé &islo ko také, ze 3-2F271 —1 = §(2%2) < 123456 — 98 303 =
= 25153, je ky = 14. Pritom S(2'4) = 24 575.

NajvicSie nezaporné celé &islo ks také, ze 3-2F—1 — 1 = §(2F2) < 25153 — 24575 =
= 578, je ks = 8. Pritom S(2%) = 383.

NajvicSie nezaporné celé ¢islo kg také, 7e 3-2kF—1 — 1 = §(2k1) < 578 — 383 = 195,
je ky = 7. Pritom S(27) = 191.

Najviicsie nezaporné celé &islo ks také, ze 3-2F5—1 — 1 = §(2%) <195 — 191 = 4, je
ks = 1. Pritom S(2') = 2.

NajvicSie nezaporné celé ¢islo kg také, 7ze S(2%) < 4 — 2 = 2, je kg = 0. Pritom
S(2°) = 1.

Teda

S(82307) = S(2'0 + 21 +28 + 27 + 24+ 1) =
= S(2"'%) + S(2'") + 5(2%) + S(2") + S(2) + S(1) =
— 123455 < 123456.

Pritom S(82308) = S(82307) + f(82308) = 123455 + 2 = 123457 > 123 456.
Najvicsie prirodzené &islo n, pre ktoré plati S(n) < 123456 je n = 82 307.

Iné riesenie. Na zéklade tivahy o s¢itani hodnot ,,po vrstvach“ (ako v predoglom

rieSeni) zistime, 7e
S(n)=n+ L—J + {—J + {—nJ +
4 8 16 o

Pritom |r| znamené celd ¢ast redlneho &isla r, ¢o je najviicsie celé &islo, ktoré nie je
vacsie ako 7.
Pretoze pre kazdé redlne cislo r plati

—

r| < r, plati tiez

1+1-|-1-|- n_l_ 3n
— -+ ... ) ==4+n=—.
2 4 2 2

Najvicsie prirodzené ¢islo n pre ktoré plati, ze 37" < 123456, je n = 82 304. Pritom

82304J n {82 304J {82 304J

n n n
Sn)ysn+—-—+—-+...=

48 5T

|3

4 8 16
82304 82304 B
* LMJ * L31072J o=
— 82304 + 20576 + 10288 + 5144 + 2572 + 1286 + 643 +

+3214+160+80+40+204+104+54+2+1+04+0+...=
= 123 452.

S(82304) = 82304 + {
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Dalej
J S(82305) = S(82304) + f(82305) = 123452 + 1 = 123453,
S(82306) = S(82305) + f(82306) = 123453 + 1 = 123 454,
S(82307) = S(82306) + f(82307) = 123454 + 1 = 123 455,
S(82308) = S(82307) + f(82308) = 123455 + 2 = 123 457.

Najvicsie prirodzené &islo n, pre ktoré S(n) < 123456, je teda n = 82 307.
A-1-6

Priamka AB je priesecnicou roviny ABV s rovinou podstavy ABCD stvorbokého
ihlana ABCDYV . Podobne priamka CD je priesecnicou roviny CDV s rovinou podstavy
ABCD uvazovaného ihlana. Vzhladom k tomu, Z%e obidve priese¢nice st podla zadania
rovnobezné, je rovnako priesefnica s rovin ABV a CDV s nimi rovnobezna (obr. 43).
Rovina kolma na priamku s, prechadzajica vrcholom V' daného ihlana, pretina priamky
AB, CD po rade v bodoch P, @), ktoré si piatami vySok z vrcholu V' po rade na strany
AB, CD v trojuholnikoch ABV, CDV. Roviny ABV a CDV st podla zadania navzajom
kolmé, trojuholnik PQV ma preto pravy uhol pri vrchole V. Pita M vysky z vrcholu V
na preponu P(Q) je pritom totozna s péitou telesovej vysky z vrcholu V' ihlana ABCDV .
Pre polohu bodov P a @ na priamke AB, resp. CD, je dalej potrebné rozlisit tri pripady:
(i) Obidva body P a @ lezia na odpovedajtcich hranidch AB, CD.

(i) Jeden z bodov P, @ leZi na odpovedajticej hrane, druhy na predlZeni odpovedajiice;

hrany.
(iii) Ziadny z bodov P, Q nelezi na odpovedajticej hrane.

//
7 S

//
7

//
7

Obr. 43

DokéZzeme dalej nerovnost z textu tlohy pre pripad (i). Zavedme oznadenie v zhode
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s obrazkom 43, t.j.
|AP| ==z, |BP| =y, |CQ|=2z |DQ|=u, |VP|=p, |VQ|=q.
Vyuzitim Pytagorovej vety v pravouhlych trojuholnikoch APV, BPV, CQV, DQV
a PQV dostavame postupne vztahy:
AVE =22 +9%, BV =y +p%, OV =22+,
IDV]? =w?+¢%  |PQP* =p>+¢".
Pre obsahy trojuholnikov ABV, CDV a PQV platia vzorce

2Sapv = (x +y)p, 2Scpv = (2+u)q, 2Spov =Dpq.

Ak dosadime teraz za |AV %, |BV|?, |CV|?, DV %, |PQ|? a 2Sapv, 2Scpv, 25pgv do
nerovnosti v texte tilohy, dostavame po jednoduchej tiprave

2+ y?+ 22 +u +p® +¢® = ap+yp + 2q + uq + pq.

Teraz dokdZzeme, Ze predoSla nerovnost plati pre Iubovolné nezaporné reilne ¢éisla =z,
Y, z, u a lubovolné kladné ¢isla p, ¢. Vynasobenim rozdielu lavej a pravej strany tejto
nerovnosti ¢islom 4 dostavame po tprave

(42® — dzp +p*) + (4y* — dyp + p?) + (427 — dzq + ¢°) + (4u® — dug + ¢°)+
+2(p* =20+ ¢*) = 2z —p)?  + 2y — )’ + 22— ¢)* + Qu—q)* +2(p— ¢)* 2 0.
Vzhladom k tomu, Ze vSetky prevedené tipravy boli ekvivalentné, plati tiez nerovnost
uvedend v texte tlohy, ¢o sme mali dokazat.

Podobne mozno postupovat aj v pripadoch (ii) a (iii). Odlisné je tu len vyjadrenie
hodno6t QSABV a QScpv.

Rovnost moze nastat len v pripade (i), vo zvy$nych dvoch pripadoch je vylucena.
V pripade (i) pritom rovnost nastava prave vtedy, ked plati

20 =2y =2z =2u =p =q,

t.j. prave vtedy, ked podstavou daného §tvorbokého ihlana ABCDYV je obdlznik ABCD,
pita M vysky VM uvazovaného ihlana je priesecnikom uhlopriecok AC' a BD v ob-
dlzniku ABCD a stcasne plati

|AB|: |BC|: VM| =14:2/2:/2.

A-S-1

Prva rovnica je splnend prave vtedy, ked plati x = y + p alebo x = y — p. Po dosadeni
do druhej rovnice danej sustavy dostaneme po tuprave v prvom pripade kvadraticku
rovnicu

3py? + 3py +p> — 16 = 0,
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v druhom pripade potom kvadraticka rovnicu
3py® — 3p°y +p° + 16 =0

o neznamej y. Dand ststava rovnic bude mat prave jedno rieSenie v obore redlnych
Cisel, prave ked jedna z dvoch predoslych kvadratickych rovnic bude mat jediny (dvoj-
nasobny) koren a druhd z nich nebude mat Ziadny redlny koreni alebo bude mat rovnaky
dvojnésobny koreii ako rovnica prva (mozeme predpokladat, ze p # 0, pretoze pre p = 0
dand ststava zrejme nemd rieSenie). Prva kvadratickd rovnica mé diskriminant D; =
= 3p(64 — p?), druhd m4 diskriminant Dy = —3p(64 + p3). Hladdme teda tie p # 0,
pre ktoré je jedno z &isel Dy, Do rovné nule a druhé zaporné (pripad Dy = Dy = 0 pre
p # 0 totiZ nenastane).

Akje D1 =0,jep=4a Dy <0.Pokial Dy =0, jep=—4a Dy <0. Hodnoty p =4
a p = —4 su teda jediné, ktoré maju pozadovani vlastnost.

Dana stistava rovnic ma pritom pre obe uvedené hodnoty parametra p jediné realne
rieSenie (z,y) = (2, —2).

Iné rieSenie. Z prvej rovnice mame |x — y| = |p|, z druhej rovnice v8ak vidime, Ze
3 > y3, o je ekvivalentné s nerovnostou z > y (je 2° — y® = (x — y) (2 + zy + y?)
a r2 + xy + 32 > 0 pre lubovolné redlne z, y s vynimkou pripadu z = y = 0). Je teda
x =1y+ |p|, |p| > 0. Po dosadeni do druhej rovnice ststavy (pre jednoduchost pisme q
miesto |p|) dostaneme pre y kvadratickil rovnicu

3y + 3%y +¢* —16 =0

s diskriminantom D(q) = 3¢(64 — ¢®) = 3¢(4 — ¢)(16 + 4q + ¢*). Ak m4 dand ststava
v obore redlnych ¢isel jediné rieSenie, je nutne diskriminant D(gq) predoslej rovnice
rovny 0, tj. musi platit (4 — q)(16 + 4q + ¢?) = 0 (vieme, ze ¢ = |p| > 0). Pretoze pre
Tubovolné redlne ¢ je 16 + 4q + ¢> > 0, musi byt ¢ = |p| = 4, tj. p = 4 alebo p = —4.
Zaroven hned dostavame, 7e y = —%q =—-2ar=y+4=2

Dand stustava rovnic ma prave jedno redlne rieSenie prave vtedy, ked p = 4 alebo
p=—4,ato (x,y) = (27 _2)

A-S-2

Z rovnosti obsahov trojuholnikov AMU a KCU plynie rovnost obsahov trojuholnikov
AMC a AKC. Body K, M maja teda rovnaka vzdialenost od priamky AC. Odtial
plynie, 7e CA || MK a Stvoruholnik CAM K je teda lichobeznik. Podobne dokazeme,
ze Stvoruholnik BCLM je tiez lichobernik, kde BC' || LM . Trojuholniky AML a ABC,
resp. BKM a BCA su teda rovnolahlé a plati (obr. 44)

|AL| = kb, |AM| = ke, |BM|= (1—k)c, |BK|=(1-k)a
a dalej
|CK| = ka, |CL| = (1—-k)b, kdek € (0;1).
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Pouzitim Cevovej vety pre trojicu useciek AK, BL a CM, ktoré sa podla textu tlohy

C

pretinaji v bode U, dostavame

ke (1—-FE)a (l—k)b_1
(1-—ke  ka kb

1-— 1
Odtial plynie =1, ¢ize k = 7 Tieto usecky su teda taznice a ich priese¢nik U

je taziskom daného trojuholnika. Zo zhodnosti tsediek AM a BM uz plynie rovnost
obsahov trojuholnikov AMU a BMU, teda rovnost P = (Q, ¢o sme mali dokazaft.

Iné riesenie (bez pouzitia Ceévovej vety). Rovnako ako v prvom rieSeni ukazeme, 7e
usecky BC a LM st rovnobezné, takze si navzajom odpovedaju v istej rovnolahlosti so
stredom U a zaroven aj v istej rovnolahlosti so stredom A. Ozna¢me K, K5 po rade
stredy oboch uvazovanych tseciek. Vzhladom k tomu, Ze body K1, K> si odpovedaju
v oboch zmienenych rovnolahlostiach, lezia body A a U (stredy oboch rovnolahlosti)
na priamke KiKs. Odtial plynie, Ze stred K strany BC' lezi na priamke AU, je teda
totozny s bodom K z textu tilohy. Usecka AK je teda faznicou trojuholnika ABC.
Podobne dokazeme, Ze aj tisecka BL je taznicou daného trojuholnika. Bod U je teda
jeho taziskom. Zaver je potom rovnaky ako v prvom rieSeni.

A-S-3

Ukézeme, 7e hladanym najmensim k je ¢islo 1001. Rozdelme vSetky ¢isla z mnoziny
{1,2,3,...,2000} do 1000 dvojic

{1,666}, {2,665}, {3,664}, ..., {333,334},
{667,1334}, {668,1335}, {669,1336}, ..., {1333,2000}.
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(Cislo 667 z textu tilohy je rovné stétu ¢isel kazdej dvojice v prvom riadku a rozdielu
¢isel kazdej dvojice v druhom riadku. VSimnime si, 7e skuto¢ne kazdé 7z cisel
1,2,3,...,2000 je zastipené prave v jednej dvojici.)

Cislo 1001 ma pozadovanti vlastnost, pretoze pokial vyberieme Iubovolnych 1001
¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, budi medzi nimi obe ¢isla aspoii jednej z uvedenych
dvojic (méme vybranych 1001 &isel, ale len 1000 dvojic). Sucet alebo rozdiel ¢isel
v najdenej dvojici je vSak 667.

Teraz ukazeme, Zze ziadne ¢islo & < 1000 pozadovani vlastnost nemé. Staéi to
zrejme ukazat pre kK = 1000: ak vyberieme 1000 parnych ¢isel 2,4, 6, ... ,2000, je sucet
aj rozdiel lubovolnych dvoch vybranych ¢isel parny, takze sa nemoze rovnat neparnemu
¢islu 667.

A-1II-1

Ozna¢me Q(x) = x2 + 4x — 7, potom 0 = P(Q(l)) = P(—2). Odtial vyplyva, 7Ze
P(z) = a(x + 2)(x — p), kde a a p st redlne ¢isla, a # 0. Je teda

P(Q(x)) = a(z® + 4z — T+ 2) (2> + 4z — 7T —p) =
=a(x — 1)(:U+5)(.r2 +4x — 7 —p).

To znamend, zZe korennmi danej rovnice st okrem ¢isel 1 a —5 eSte korene kvadratickej
rovnice
w2 +4r —7—p=0. (1)

Pretoze aspon jeden z korefiov danej rovnice ma byt dvojnasobny, je bud aspon jedno
z Cisel 1 a —5 korenom rovnice (1), alebo mé tato rovnica sama dvojnasobny korei.
Pritom z tvaru rovnice (1) vyplyva, Ze sucet jej korenov je —4 (¢islo opacné ku koefi-
cientu pri linedrnom ¢lene), takze tato rovnica méa koren 1, prave ked m4 koreni —5.

St teda dve moznosti:

a) Rovnica (1) mé dva korene 1 a —5 (takie je p = —2) a rovnica P(Q(z)) =
= a(z — 1)%(z +5)? = 0 m4 dva dvojnisobné korene 1 a —5.

b) Rovnica (1) mé sama dvojndsobny koren. Pretoze sucet jej korefiov je —4, je
dvojnésobnym korefiom ¢&islo (—4) : 2 = —2. (V tomto pripade je p = —11 a P(Q(x)) =
=a(z—1)(z +5)(zr+2)2=0.)

Zdver: Uloha mé dve rieSenia: dana rovnica ma bud dva dvojnasobné korene 1 a —5,
alebo m4 dva jednoduché korene 1 a —5 a dvojnasobny koren —2.

A-1I -2

Oznac¢me P stred zdkladne AB hladaného rovnoramenného trojuholnika ABC'. PretozZe
vrchol U daného lichobeznika UVST lezi na priamke AB, je bud U = P, alebo body T,
U a P tvoria vrcholy pravouhlého trojuholnika (obr. 45). V oboch pripadoch bod P le7i
na Talesovej kruznici k zostrojenej nad priemerom TU. Ozna¢me d vzdialenost vrcholu
T daného lichobeznika od priamky VS. Vzhladom k tomu, ze T je taziskom trojuholnika
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Obr. 45

ABC', mé jeho vyska z vrcholu A velkost 3d, teda bod P lezi na priamke p, ktord je
s priamkou V'S rovnobezna, mé od nej vzdialenost %d a lezi v polrovine VST. Odtial
uz vyplyva konstrukcia trojuholnika ABC"

1. zostrojime kruznicu k s priemerom T'U;

zostrojime v polrovine VST priamku p || VIS vo vzdialenosti %d od VS;
zostrojime bod P € kN p;

zostrojime priamku PB1TP, B € VS,

zostrojime vrcholy A (A € PB, A# B, |AP|=|PB|)aC (C € PTNVS).

RO

Diskusia: Pretoze podla predpokladu je ST || UV a g|ST| < |UV|, pretne priamka
p stranu TU daného lichobeznika vo vntutornom bode, bude teda secnicou kruznice
k a pretne ju vo dvoch roznych bodoch P a P’ (obr.45). Pre kazdy z nich dostéavame
jedno riesenie, trojuholniky ABC' a A’ B'C". Z konstrukcie je dalej zrejmé, Ze pokial bude
TU L SV, budt obidva body P, P’ simerne zdruzené podla osi TU, takze dostaneme
dva zhodné (stimerne zdruzené) trojuholniky ABC a A’B’'C’ (obr.46). Obe stimerné
rieSenia splynt v pripade, ked vyjde A = U. Pritom bude tazisko T trojuholnika ABC
zaroven priesecnikom jeho vysSok, takze vysledny trojuholnik ABC bude rovnostranny
(obr.47). To nastane prave vtedy, ked si obe ramend daného lichobeznika navzajom
kolmé a naviac plati 3|ST| = |UV|, ako vyplyva z podobnosti trojuholnikov UV Q ~
~ TSQ. V tomto jedinom pripade ma tloha jedno rieSenie. Vo vsSetkych ostatnych
pripadoch m4 tloha dve rieSenia (ktoré si pre TU L SV zhodné).
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Obr. 46 Obr. 47

A-1I-3

Umocnenim oboch stran danej nerovnosti na tretiu dostaneme ekvivalentni nerovnost

S L S I
b b a a b a

alebo

a b a b

—+—+4Z23 ¢+ 1
V predchadzajicej nerovnosti polozme x = ¢ a4 (z > 0). Po vynéasobeni oboch stran

b

nerovnosti (kladnym) &slom 23 a jednoduchej tiprave obdrzime ekvivalentnti nerovnost
2% — 32t + 423 — 322 +12>0.

Najprv zistime, ¢i rovnica 2% — 3z* + 423 — 322 + 1 = 0 nem4 celoéiselny korei. Taky
korei musi delit absoltitny ¢len, takZe st len dve moZnosti, 1 a —1. Lahko overime, 7e
uvedena rovnica mé koreit = 1, a po deleni dvojélenom (z — 1) zistime, 7e ide dokonca
o koren dvojnasobny a ze plati rozklad

25 — 3% + 42® - 32° + 1 = (v — 1)%(z* + 22° + 22 + 1).
Pre kazdé z > 0 je * + 223 + 22 + 1 > 0. Plati teda

20— 32t +42° — 322 + 1= (- 1)%(z* + 225 + 20+ 1) 2 0,
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¢o sme mali dokazat. Rovnost v predchadzajicej nerovnosti pritom nastava prave vtedy,
ked z = 1, t.j. prave vtedy, ked plati a = b.

Druhé riesenie. Pouzitim nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom

a
pre trojicu kladnych ¢isel —, 1, 1 dostaneme

b
a a
—+14+123¢~=
b+ +1=2 \/;,
é-l—l—i—lzfii/g.
a a

V oboch predchadzajtcich nerovnostiach nastiva rovnost prave vtedy, ked a = b. Ich

suc¢tom potom vyjde
b b
T2 rax3p =432,
b a b a

Tretie riesenie. Podla nerovnosti medzi mocninovymi priemermi stupna % a % dosta-

a podobne

¢o je nerovnost (1).

R . . o
vame pre kladné ¢isla A nerovnost (pozri napr. J. Herman, R. Kudera, J. Simga:
a

Metody FeSeni matematickych tloh I, str. 174)

b b 2
3/ a 3 ]
2 2 ’

. 7 9 ’ i a . ’ u
v ktorej nastava rovnost prave vtedy, ked 7= t.j. prave vtedy, ked a = b.
a

2
b 1 1

Pretoze <\/% + \/j> = (a+0) (— + Z)’ dostavame odtial po jednoduchej tprave
a a

dokazovant nerovnost, v ktorej nastava rovnost prave vtedy, ked a = b.
A-1I -4

Nech E je vnutornym bodom takého konvexného stvoruholnika ABCD, ktory vyhovuje
podmienkam tlohy. Uvazujme priamky X;Y7, XoY5 a X3Y3, ktoré prechadzaja bodom
E a pretinaja po rade strany AB a CD v bodoch X; a Y1, X2 a Y5, X3 a Y3 (obr. 48).
Ak vsetky tri uvazované priamky delia Stvoruholnik ABCD na dve c¢asti s rovnakym
obsahom, rovnaju sa aj obsahy trojuholnikov £ X1 X5 a EY1Ys, resp. EX2X3 a EY5Ys.
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Pretoze tieto trojuholniky maji vzdy zhodné vnutorné uhly pri vrchole E, vyplyva
7z rovnosti ich obsahov rovnost

|EX1|-|[EX;| = |EY:| - |EYs|,

resp.
|EX,|- |[EX3| = |EYs| - |[EYs).

Z oboch predoslych rovnosti dostavame

BXy| _ |BYi]
|[EX3|  |EY;

Trojuholniky EX; X3 a FY1Y3 st teda podobné (podla vety sus) a maji ten isty obsah.
St preto stredovo siimerné podla stredu E a plati teda X; X3 || Y1Y3. Stvoruholnik
ABCD ma teda nutne rovnobezné strany AB a CD.

Naopak kazdy (konvexny) Stvoruholnik ABCD, v ktorom plati AB || CD, vy-
hovuje podmienkam tulohy. Za bod E potom zvolime stred usecky spajajucej stredy
rovnobeznych stran AB a CD; pozadované vlastnost takého bodu je zrejma.

Zaver: Podmienkam tlohy vyhovuji prave vSetky konvexné Stvoruholniky ABCD,
v ktorych AB || CD.

D Y3 YZ Yl ¢
A X1 Xo X3 B
Obr. 48
A-III -1

b n n 4 . v v 7 . 7 N .
Oznaéme a, = 4 -3%2" + 3-42". UkdZzeme najprv, 7e pre kazdé prirodzené &islo n je
rozdiel a,yo — a, delitelny trindstimi. Po dpravach dostaneme rovnost

Unyo — ap =4 - (812 —3%") 4 3. (25627 — 427). (1)
Polozme v zndmom vzorci
AP — B? = (A — B)(AP~™' + AP72B 4+ ...+ BP71),

ktory plati pre kazdé prirodzené p a pre Iubovolné dve redlne ¢isla A a B, najprv p = 2",
A =81, B=3apotomp=2""1 A=2562 B = 42. Pretoze je 81 —3 =78=13-6
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a tiez 2562 — 4% = (256 — 4)(256 + 4) = 252260 = 13 - 20 - 252, st obidva s¢itance
na pravej strane rovnosti (1) ¢isla delitelné ¢islom 13. Preto je aj rozdiel a,120 — ap,
delitelny ¢islom 13. Cislo aq nie je delitelné 13-timi, lebo a; = 84 = 13- 6 + 6, zatialto
¢islo ag Gislom 13 delitelné je (a2 = 1092 = 13 - 84). PouZitim principu matematickej
indukcie uz lahko zistime, Ze a,, je delitelné ¢islom 13 prave vtedy, ked n je parne. Tym
je dokaz ukonceny.

Iné riesenie. Zostavme tabulku zvygkov pri deleni ¢isla a,, = 4-32" +3-42" trindstimi.

n 1]2]13]14]5
32 19131913109
42" 319131913
4.-32" [10[12]10 |12 10
3.4227 1911191119
an 6l 0l6]0]6

n

Zvysky oboch &sel tvaru N2" uréujeme rekurentne pomocou rovnosti N 2" = N2
. N?" = (Nzn)Q. Pretoze 32 = 9 a 92 = 81 = 3 (mod 13), vidime, 7e v druhom
aj tretom riadku tabulky sa pravidelne strieda trojka s deviatkou, zvysky ¢isla a, pri
deleni trindstimi sa teda (vzhladom na &islo n) opakuji s periédou 2. Cislo a,, je teda
delitelné trindstimi prave vtedy, ked je n parne.

A —-1IT - 2

Pretoze priamka C'D je osou simernosti dvoch vrcholovych uhlov APB a EPF, lezi
stred Iy kruznice vpisanej trojuholniku ABP na tsecke DP a zaroven stred I kruznice
vpisanej §tvoruholniku PECF lezia na tsetke C'P (obr.49). Naviac plati |[;P| =
= |IyP|, lebo obe spominané kruZnice st zhodné. Stredy Oq, Os kruznic vpisanych
trojuholnikom ADP a BCP (obr.50) potom leZia po rade na tseckach Aly, Bls, lebo
polpriamky AI; a Bl st osi odpovedajicich uhlov DAP a CBP. Z rovnosti |1 P| =
= |Iy P| naviac vyplyva, 7e trojuholniky API; a BPI, maji rovnaky obsah, pretoZe sa
rovnaju aj prislusné vysky |AD| = |BD|.

Oznac¢me r1, ro polomery vpisanych kruznic trojuholnikom ADP a BCP. Ak vy-
jadrime pomocou nich obidva spominané obsahy (S(XYZ) oznacuje obsah trojuholnika
XYZ), dostaneme

1 1
1 1
S(BPI,) = S(BO:P) + S(02PIy) = 5 - |BP|-ry 4 5 - |,P| -vy = Z(|BP| + | 1.P)).

Vzhladom na to, 7e S(API,) = S(BPI,), |I1P| = |IsP| a |AP| = |BP|, dostavame
r1 = ro, ¢o sme mali dokazat.

Iné riesenie. Vzhladom na stimernost trojuholnika ABC podla osi C'D staci dokézat,
ze sa zhoduju kruznice vpisané trojuholnikom BDP a BPC.
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C

C

Obr. 49 Obr. 50

Vonkajsie spolo¢né dotyc¢nice zhodnych vpisanych kruznic mnohouholnikom ABP
a PECF st rovnobezné s tseckou CD, teda kolmé na priamku AB. Uvazujme ta
z nich, ktora pretina usecky AD, PF a polpriamku opa¢ni k C'B. Tieto priese¢niky
oznacme po rade D', P', C' (obr.51).

C/

K\K

A D' D B
Obr. 51

V rovnolahlosti, ktora zobrazi trojuholnik BD'C’ na trojuholnik BDC', zodpovedaji
trojuholnikom BD'P’ a BP'C’ trojuholniky BDP a BPC'. PretoZe kruznica vpisana
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stvoruholniku PECF je zaroven vpisana aj trojuholniku BP'C’ a kruZnica vpisand
trojuholniku ABP je zaroven vpisana trojuholniku BD’P’ a obe uvedené kruznice st
podla predpokladu zhodné, st zhodné aj ich obrazy v spominanej rovnolahlosti, teda
kruznice vpisané trojuholnikom BDP a BPC.

A -1IT -3

Nech trojuholnik ABC' s obsahom 1 je vzorom vsetkych 2000 trojuholnikov Ay By Cl,
ke {1,2,...,2000}, v roznych posunutiach. Ak kazdy z tychto trojuholnikov obsahuje
tazisko vSetkych ostavajucich, vyplyva z rieSenia tlohy 49—A—I—4, 7e prienikom vSetkych
tychto trojuholnikov je trojuholnik AyByCy, ktory je podobny trojuholniku ABC,
pricom jeho strany AgBy, BoCo, CyAp st po rade rovnobezné sa stranami AB, BC,
CA a pre pomer podobnosti A naviac plati A € (%, 1).

Ak je AgBrCy (k € {1,2,...,2000}) lubovolny 7 danych trojuholnikov, je trojuhol-
nik AgByCy jeho castou, preto lezi vrchol A v polrovine ByCyAg vo vzdialenosti
nanajvys v, od hrani¢nej priamky ByCy, kde v, je velkost vysky trojuholnika ABC
prislichajtcej k vrcholu A. Na druht stranu je i vzdialenost strany B Cy, od vrcholu Ag
nanajvys v,. Pretoze naviac trojuholnik AgByC( obsahuje tazisko vSetkych takychto
trojuholnikov Ag By C}, nemdZe byt vzdialenost strany BiCy od strany BoCy || BrCl
vicsia ako %va. Vzdialenost vrcholu Ag od strany BoCy je Av,, spolu je teda vzdialenost
oboch rovnobeznych priamok ByC}, ByCy nanajvys min(%, 1—A)-v,. Vidime, Ze vSetky
dané trojuholniky lezia vnitri pasu ohrani¢eného dvoma rovnobezkami ag || a1 || BoCo
(obr.52), ktorych vzdialenost od BoCp je v, a min(z,1 — A) - v,. Analogické tvrdenie
mozeme vyslovit aj pre dalsie dva smery CyAy a AgBy. Zjednotenie vSetkych danych
trojuholnikov musi teda leZat v prieniku vSetkych troch odpovedajtcich péasov.

v /X / :

ao bO a1

Obr. 52 Obr. 53

RozliSime teraz dva pripady podla toho, ¢omu sa rovna min(%, 1—A).
1. Nech % S A< % Prienikom zodpovedajtcich troch pasov je Sestuholnik, ktory
vznikne 7z trojuholnika T uréeného trojicou priamok (ay, by, ¢1) odstranenim troch tro-

juholnic¢kov T,, Ty, T. uréenych trojicami priamok (ag, b1, 1), (a1,bo,c1) a (a1,b1,co).



80 49. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Na obr. 53 st vyznacené niektoré pomerné vzdialenosti vzhladom na |AB]|, s ktorych po-
mocou zistime, Ze trojuholnik 7" je podobny trojuholniku ABC s pomerom podobnosti
1+ X a trojuholniky T,, Ty, T, st podobné trojuholniku ABC' s pomerom podobnosti
A— % Z vypocitanych pomerov je zaroven zrejmé, ze pre A = % sa trojuholniky T, T,
T. stiahnu do jediného bodu, takze uvedeny Sestuholnik sa zredukuje na trojuholnik 7.

Pre obsah S(\) vyznaceného ttvaru potom (vyuzijic A < %) plati

1\ 2
S(A) = (1 + \)?2 —3<>\— g) -
2 8 8 1 22
= 24D+ =201+ < - -2 - =2,
taat 3 ( )+ 3 < 3 9 9
2. Nech % < X £ 1. Prienikom odpovedajtcich troch pasov je opit Sestuholnik
(obr. 54), pri¢om odpovedajtci trojuholnik T je podobny trojuholniku ABC' s pomerom

Co
C1
ao bO a1
Obr. 54

podobnosti 3 — 2\ a trojuholniky T, Ty, T, s podobné trojuholniku ABC' s pomerom
podobnosti 1— A (v tomto pripade sa Sestuholnik zredukuje na trojuholnik 7' pre A = 1).
Pre obsah S(\) v tomto pripade plati

SN =B-2)0)2-31-)?2=
=AM -6A+6=(1-32-3< - -3="2

s rovnostou pre A = %

Zistili sme, Ze zjednotenie vSetkych trojuholnikov ApBrCy (k = 1,2,...,2000)
je pre A\ # % ¢astou rovinného utvaru, ktorého obsah je mensi ako %2. Pre A =
= % je potom castou Sestuholnika s obsahom %2. Strana tohto Sestuholnika, ktora lezi
napr. na priamke ag, moze obsahovat len konecne vela vrcholov A; danych trojuholnikov
A;B;C;, takZe v Sestuholniku uréite ndjdeme trojuholni¢ek kladného obsahu, ktory
do uvazovaného zjednotenia nepatri. Obsah zjednotenia uvazovanych trojuholnikov je

preto aj v tomto pripade mensi ako %2. Tym je dokaz hotovy.
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A-1III -4

Zo zadania vyplyva, 7e kazda z rovnic f(z) = 0, g(z) = 0 ma dva reédlne korene,
pritom vSetky Styri korene oboch uvazovanych rovnic st navzajom rézne. Ozna¢me x1,
x2 korene rovnice f(x) = 0. Plati teda f(z) = a(x — z1)(z — x2), kde a je redlne ¢islo,
a # 0. Cislo z; je podla zadania aj koreiiom rovnice g(f(x)) = 0, plati teda g(f(.rl)) =
= ¢g(0) = 0. Odtial vyplyva, Ze rovnica g(x) = 0 mé jeden koren 0. Oznac¢me b (b # 0)
druhy korei tejto rovnice. Je teda g(x) = cz(z — b), kde c je redlne &islo, ¢ # 0. Cisla 0
a b st podla zadania aj koreiimi rovnice g(f(z)) = 0:

g(f(0) =cfO)(f(0)=b) =0 a  g(f(b)) =cf(D)(f(b)—b) =0.

Nakolko ¢isla 0 a b nemoZzu byt korefimi rovnice f(z) = 0, vyplyva odtial f(0) = f(b) =
=b.

Na ¢iselnej osi st preto ako body 0 a b, tak aj body x1 a x9 simerne zdruZené podla
z-ovej stiradnice vrcholu paraboly y = f(z). Cisla 0, b, 21 a 2 (tvoriace podla zadani
aritmetick postupnost) mozu teda byt usporiadané dvoma sposobmi:

e Cisla z; a zy lezia vnuatri intervalu s krajnymi bodmi 0 a b. Potom z; = %b
a 2 = 2b (pri vhodnej volbe indexov), teda
b= 1(0) ( b)( Qb) 2ab?
_= = qal| —— _—— [
3 3 9’
takze b = g a
2a
3 3 5 9 9
fw)=a(r— 5. ) (5= 5) =aa® = ot
o Cisla 0 a b lezia vnttri intervalu s krajnymi bodmi z; a z». Potom 21 = —b

a ro = 2b (pri vhodnej volbe indexov), teda

b= f(0) = ab(—2b) = —2ab?,

takze b= —— a
2a

=l ) ) et o

Zdver: Ulohe vyhovuju vietky kvadratické funkcie f tvaru

9 9 1 1
et 2_ = _— et 2 _r — —
f(x) =ax 57 + ™ alebo f(z) =ax® + 5%~ 3g7

kde a je Tubovolné nenulové reilne ¢islo.
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A-TIII-5

Nech ABCD je uvazovany ihlan s podstavou ABC, kde | ACB| = 90°. Podla textu
tilohy bol model rozrezany pozdlZ oboch odvesien AC a BC podstavy a dalej pozdlz
taznice z vrcholu D jednej zo stien BC'D, ACD. Pri reze pozdl7 taznice v stene ABD by

totiz nebolo mozné rozvinit model do roviny. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme

dalej, 7e rez je vedeny pozdlZ taznice DE v stene ACD (obr. 55) tak, 7e po rozvinuti
do roviny vznikne ttvar s hranicou BCAFE;DFE{C1B a pravym uhlom pri vrchole C
(obr.56). Pretoze tento utvar je Stvorec (ozna¢me ho C), st uhly AE>D a DEC4
pravé (7iadny z nich nemdze byt priamy, lebo ich stcet je 180°). Preto je taznica DE

trojuholnika AC'D zaroven jeho vyskou a body FE7, Fs st vrcholy $tvorca C.

D
D Fs
A x
A
3z x
E
x
/]
B C E, * Ci, T B ¥ (C
Obr. 55 Obr. 56
Predpokladajme, Ze st vrcholy E; a Es Stvorca C susedné. Z rovnosti |E1Cy| = |E3A|
a z toho, ze C méa vrchol C, vyplyva, ze C = CFEyFE B, B B
a tak |BC| = |BF1|. To ale odporuje rovnosti |BC| = ! D 2
= |BC4| (obr.57). Tak sme (sporom) dokéazali, Ze vrcholy J N
FE, a E5 stvorca C nie st susedné, preto k vrcholom C
patri (okrem bodov Ej, Fy a C) nutne aj bod D (z tseku
EzDEl hranice BCAEzDElclB) | |
Popisané body rozdeluju hranicu $tvorca C = CE,DE; Ch
na tseky, ktorych dlzky st vyznacené na obr. 56 pomocou
vyhodného oznacenia x = %a. Dl7ky ostatnych hran ihlana a
spocitame podla Pytagorovej vety: B C
Obr. 57

IDC| = |DA| = /(37)2 + ()% = 2:\/10,
IDB| = /(3z)2 + (22)%2 = z\/13, |AB|=x/5.

Aby sme zistili objem ihlana ABC D, potrebujeme urcit velkost jeho telesovej vysky.
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Ak oznac¢ime F' stred hrany AB, vidime, Ze hrana AC je kolma na rovinu EF D, lebo
AC 1L BC || EF a AC L DE. Rovina EFD je teda kolma na zakladiiu ABC.

Telesova vyska ihlana je preto vyskou (z vrcholu D) trojuholnika DEF'. Pretoze DF
tvori taznicu trojuholnika ABD, zo zndmeho vzorca pre velkost taznice dostaneme

1 41
2|DF|? = |DA]* + |DB|? — 5|AB|2 = ?r?,

takZe strany trojuholnika DEF maja dltky |DF| = 1x\/41, |DE| = 3z a |EF| =

= %|BC | = %x Podla Herénovho vzorca je obsah S takého trojuholnika rovny

2
S= Y63+ 6+ SN B+ S - DT +1-9) -

= T VA (- i s+ VAT (V- 9) = 2

25
a tak mé jeho vyska v z vrcholu D velkost v = ﬁ = 2x4/2. Objem V ihlana ABC'D

2y/3 24/2
|AC|-|BC|-U:T\/_953:8—\(@3.

je preto rovny

V=

w| =
DO | =

Zdver: Objem uvazovaného ihlana je —— a>.

81

Poznamka.

70 Stvorca mozno popisanym sposobom Stvorsten ABCD pozadovanych vlastnosti
vytvorit vtedy, ked je stcet dvoch z troch predpokladanych stenovych uhlov pri vrcho-
le D vicsi ako uhol treti. Pretoze ich sucet je 90°, staci overit, ze kazdy z tychto troch
uhlov je mensi ako 45°. Nerovnost | CDB| < 45° je zrejmé, zostavajice dve nerovnosti

st dosledkom vypoctov, podla ktorych cos|SADB| = \/%3—0 > g a tg|SCDA| =
= tg(2|4C1DE]) = 2 < 1.

A-1III-6
Rovnost 1000a + 1006+ 10c+ d+1 = (10a+ ¢+ 1)(10b + d + 1) mozno upravit na tvar
100a(9 — b) + 10a(9 — d) + 106(9 — ¢) + ¢(9 — d) = 0.
Pritom kazdy zo Styroch sc¢itancov na lavej strane je nezdporné celé ¢islo. Preto bude
tato rovnost splnend prave vtedy, ked bude kazdy z nich rovny nule. Pretoze je a >
> 0, musi byt b = d = 9 a néasledne i ¢ = 9. V tom pripade rovnici vyhovuje

Tubovolna ¢islica a, a € {1,2,...,9}. RieSenim tlohy st teda prave vSetky nasledujtice
Stvormiestne ¢isla: 1999, 2999, 3999, 4999, 5999, 6999, 7999, 8999 a 9 999.






Pripravné sustredenia pred MMO

Pred medzinidrodnou matematickou olympiadou (MMO) sa kazdoro¢ne kona jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlepsSich rieSitelov tretieho kola ka-
tegorie A. Po prvom z nich SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezen-
tac¢ného druzstva Slovenska a uréi dvoch ndhradnikov. Druhé ststredenie je zamerané

na pripravu Sest¢lenného reprezentacného druzstva.

Na vyberovom sustredeni pred MMO sa zGcastnilo 10 sutaziacich, najuspesnejsich
rieSitelov tretieho kola MO kategdrie A. Ststredenie sa konalo v dioch 26.4.-30.4.2000
v Bratislave. Kazdy den studenti riesili sériu troch tloh pri rovnakych podmienkach
ako na MMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci ststredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sc¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO a iné vysledky (predchadzajica tcast na MMO, vysledky koreSpon-
den¢ného seminara SK MO) bolo vybrané Sestélenné druZstvo, ktoré sa zicastni MMO.

Vysledky sustredenia:

1. Viadimir Zajac 81 6. Peter Majek
2. Balazs Keszegh 73 7. Peter Pravda
3. Katarina Quittnerovd 69 8. Tomas Kulich
4. Miroslava Sotdkovad 63 9. Marian Ertl
5. Tomas Jurik 29 10. Josef Sevcik

Ulohy zadévali lektori z Bratislavy:

Jan Bdbela, Martin Hrindk a Jin Spakula, MFF UK, tilohy 1 — 6,
Juraj Foldes, MFF UK, tlohy 7 — 10,

Mgr. Richard Kollar, MFF UK, tdlohy 11 — 14,

Fugen Kovac, MFF UK, ulohy 15 — 18.

Pre vybrané druzstvo sa organizovalo eSte jedno pripravné sustredenie v diioch 18.—
23.6.2000 v zariadeni IUVENTY na Zochovej chate. Tohtoro¢né pripravé stistredenie
prebehlo bez vicsich problémov. Toto sustredenie bolo zamerané viac na vedomostni
pripravu Studentov a jeho obsahom boli prednasky na vybrané témy. Lektormi boli:

FEugen Kovad¢, MFF UK Bratislava (Tedria ¢isel),

Jdn Spakula, MFF UK Bratislava (Kombinatorika)
Jan Bdbela, MFF UK Bratislava (Nerovnosti)

Mgr. Richard Kollir MFF UK Bratislava (Analyza)
Mgr. Vojtech Bdalint, MFF UK Bratislava (Geometria),
Juraj Fildes, MFF UK Bratislava (Geometria)

95
47
44
40
28
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Zadania sttaznych tiloh vyberového stistredenia pred MMO

. Nech a, b, ¢ st1 tri prirodzené &isla s vliastnostami: a3 je delitelné b, b3 je delitelné

c a c je delitelné a. Ukazte, 7e (a + b+ c)'3 je delitelné abe.

. Dokézte, 7Ze existuje mnoho¢len p(x) s celoéiselnymi koeficientmi taky, Ze pre

1 9

kazdé x € (15, 15) Plati

. Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik taky, 7ze |AB| = |BC|, |CD| = |DE|,

|EF| = |FA|. Dokézte, 7e (predlzené) vysky trojuholnikov BCD, DEF, FAB
z vrcholov po rade C, E, A sa pretinaju v jednom bode.

. Majme dané postupnosti {a, }22 1, {b,}22, {cn}22,, {dn}22,, pre ktoré platia

nasledujuce vztahy:

Ap4+1 = Ap + bn, bn+1 = bn + cn,
Cn+l = Cp + dn7 dn—i—l = dp, + an.

Dokéazte, ze ak existuju k = 1, m = 1 také, Ze plati

Ak4+m = Am, bk+m = bm,
Ck+m = Cm, dk-i—m = dm;

potom as = by = co = dy = 0.

. Nech P,(Q, R st po rade stredy kruZnicovych oblikov BC,CA, AB kruZnice

opisanej danému trojuholniku ABC. K, L, M nech dalej oznacuji po rade
stredy jeho stran BC, C'A, AB a I stred kruznice tomuto trojuholniku vpisane;j.
Dokazte, 7ze plati

|AI| - |BI|-|CI| =8 |KP|-|LQ|- |MR]|.

. Pre n prirodzené rieste v obore redlnych ¢isel rovnicu

n+1
4

x%+x§+...+xi—xn+1:\/:171+a72+...+:cn—a7n+1—

. Je danych n redlnych cisel

1212292 ...2,>0

a redlne ¢islo a € (0, 1). DokaZte nerovnost

1 1
(I+z1+x20+...+2,)* S 1427 + 5(2.@)“—}— §(3x3)“+...5(nxn)a.
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Nech ABCD je stvoruholnik vpisany do kruznice so stredom O. Nech P je
priesecnik uhlopriecok AC a BD. Stredy opisanych kruznic trojuholnikom
ABP, BCP,CDP a DAP su poporadi Oy, 03,03 a O4. Dokézte, ze priamky
OP,0103 a O304 sa pretinaju v jednom bode.

. Majme cislo

N =025865413989732.

Ked sa pozrame zlava, tak sa ndm ¢&islo N rozpadne na Sest rasticich a
klesajucich retazcov cifier

0258, 86541, 139, 99, 89, 9732.

Uvazujme len maximalne retazce, t.j. refazce idice od jednej zmeny smeru
(z rastticej na klesajicu alebo naopak) k druhej. Pripustme, aby naSe ¢islo
zacinalo 0, ale aby malo kazdé dve susedné cifry rozne. Aky je priemerny pocet
maximalnych retazcov v tychto n-cifernych cislach?

Je danych n celoéiselnych aritmetickych postupnosti (a;)icz. Dokazte, ze ak
kazdé dve postupnosti maji spoloc¢ny clen, tak potom maju vsSetky postup-
nosti spolo¢ny ¢len. Dokazte, Ze ak mdzu mat postupnosti redlne hodnoty, tak
tvrdenie nemusi platit.

Vrcholy A, B, C ostrouhlého trojuholnika ABC' lezia po rade na stranach B,CY,
ClAl S AlBl trojuholnika A13101 tak, ze plati |§:ABC| = |§:A13101|,
|[ABCA| = |[94B1C1Ay| a |[JCAB| = |4C1A1B;|. Dokézte, 7e ortocentra
(priese¢niky vySok) trojuholnikov ABC a A;B;C; si rovnako vzdialené od
stredu kruznice opisanej trojuholniku ABC'.

V pravouhlom stradnicovom systéme je kazdému mrezovému bodu (bod
s celo¢islelnymi stradnicami) priradené redlne &islo tak, Ze Zziadnym dvom
mrezovym bodom nie je priradené to isté ¢islo. Nech A je lubovolné neprazdna
kone¢na mnozina mrezovych bodov v tomto systéme, ktora je stredovo symet-
rickd vzhladom na podciatok O suradnicového systému, O ¢ A. Dokazte, ze
potom existuje mrezovy bod X roviny taky, ze ak Ax je obraz mnoziny X v

posunuti o vektor Ojk , tak aspon polovica ¢isel priradenych bodom moziny Ax
je vicsia ako ¢islo priradené bodu X.

Ozna¢me d(n) pocet kladnych celo¢iselnych delitelov prirodzeného ¢isla n.
Najdite vetky prirodzené ¢isla, pre ktoré plati n = (d(n))2.

Vsetky tri vrcholy trojuholnika maji obe stradnice celoéiselné, dlzka jednej
7o strdn je \/n, kde n nie je delitelné Ziadnou druhou mocninou prvodcisla.
Dokazte, 7ze pomer polomeru vpisanej a opisanej kruznice tomuto trojuholniku
je iracionalne cislo.

Najdite vsetky funkcie h : Z — Z také, ze pre vsetky celé ¢isla x, y plati

h(z +y) + h(zy) = h(z)h(y) + 1.

Karty ocislované ¢islami 1,2, ... , 32 st ndhodne zoradené vedla seba. V jednom
tahu mozeme vybrat nejaky blok po sebe iducich kariet, ktorych c¢isla s
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zoradené vzostupne alebo zostupne, a polozit ho v opa¢nom poradi. Napriklad
...11 4510 26 8 ...mo67%e byt zmenené na ...11 105 4 26 8 ...Dokéazte, 7e
po najviac 58 tahoch moézeme zoradit karty tak, %e ich ¢isla buda zoradené
vzostupne alebo zostupne.

Nech ABCD je tetivovy Stvoruholnik, k£ je kladné redlne ¢islo. Nech E a F s
body postupne na straniach AB a CD také, ze |AE|: |EB| = |CF|: |FD|=k.
Nech P je taky bod na tsecke E'F taky, 7e |PE|: |PF| = |AB|: |CD|. Dokazte,
ze pomer obsahov trojuholnikov APD a BPC nezavisi od ¢isla k.

Najdite vSetky dvojice (a,b) redlnych &isel také, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo
plati a|bn| = blan]. (Pripomefime, Ze |2:| znamena najvicsie celé ¢islo, ktoré
je mensie alebo rovné z.)



6. cesko-slovenské stretnutie

MODRA — PIESOK, 7.—10. JUNA 2000

V diioch 7.-10.6.1999 sa v prijemnom prostredi zariadenia Iuventy pri Zochovej chate
uskuto¢nil uz Siesty roénik matematickej sitaze medzi olympionikmi Ceskej a Slovenskej
republiky. Ttato sutaz usporadiuvaju striedavo obidve zucastnené krajiny; prvy ro¢nik
sa konal v Jevicku, druhy v Ziline, treti v Bilovci, $tvrty na Zochovej chate a piaty opiit
v Bilovei. Cesky tim doprevadzali tento rok RNDr. Jaroslav Svréek, CSc. a Mgr. Pavel
Caldabek. Vedicimi Slovenského timu boli Fugen Kovdc a Juraj Foldes.

Téato sutaz je spolu s vyberovym a pripravnym sustredenim sucastou dlhodobej
pripravy na medzindrodnti matematick olympidadu (MMO). Na rozdiel od spomi-
nanych ststredeni si tu moézu Studenti precvicit svoje schopnosti vo velmi podobnych
podmienkach, ako ich ¢akaju na MMO. Na riesenie tloh maja styri a pol hodiny,
¢o je o pol hodiny viac ako vo vSetkych kolach nasej MO. Aj tematické zameranie
a narocnost tloh je ovela bliz§ia MMO ako napriklad celoStdtnemu kolu. Okrem tychto
dolezitych faktov, je toto stretnutie aj stretnutim v pravom slova zmysle. Sttaziaci
z dvoch historicky spitych krajin sa maji moZnost spoznat a naviazat priatelstva,
ktoré vyrazne pomahaju aklimatizacii v cudzom a dalekom prostredi MMO. Toto
stretnutie zaroven prispieva k uchovavaniu tradicie spolo¢nej ¢eskoslovenskej olympiady
a spolu so spoloc¢nou tvorbou tloh je prejavom, ktorym najvyssie organy MO v oboch
republikdch davaji najavo svoj zaujem o vzajomni spolupracu. Vysledky stutaze s
uvedené v tabulke.

Por. | Meno Ro¢nik, Skola 1.|2.|3.[4.5.]6.>
1. Vladimir Zajac 4 G Gross., Bratislava 1712177737
2. Miroslava Sotakova 4 G Postova, Kosice 7711167230
3. Tomas Jurik 4 G Postova, Kosice 7121267125
4. Katarina Quittnerova |2 G Bilikova, Bratislava 711]0|7([4]1]20
D. Jan Kyncl 3 G Jilemnice 7101371119
6. Peter Majek 4 G J. Hronca, Bratislava | 7|1 0|7 | 1|1 |17
7. Jaroslav Hajek 2 G M.K. Bilovec 7Ti1]1]4]1]2]|16
8. Jozef K¥istan 3 G Plzen 6(0[4|1]2|1]14
9. Jan Herman 3 G Kpt. Jarose, Brno 710[0]6[0]0]13
10. Tomas Kulich 3 G Prievidza 7/0[{0/0]1]0|8
11.-12. | Rudolf Stolar 3 G Kpt. Jarose, Brno 2/0[0]0|0|0]2
11.-12.| Ondiej Suchy 3 G Plzen 0(0|0|2]0|0]2

Tento ro¢nik bol pre slovenské druzstvo asi najuspesnejsi, ked okrem vyborného
vysledku druzstva potesil individualne najma Viadimir Zajac.

Po netspechoch v poslednych dvoch rokoch sa nadSmu druzstvu podarilo zvitazit
v tradi¢nom volejbalovom stretnuti v pomere setov 3 : 0.
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Zadania uloh 6. ¢esko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Dokéazte, ze ak kladné redlne &sla a, b, ¢ spliiaji nerovnost

5abc > a® 4+ b3 4 ¢,

potom existuje trojuholnik s dizkami stran a, b, c.
(Bielorusko, MO 98/99)

Uloha 2.
Dany je trojuholnik ABC' a jemu vpisana kruznica k. Kruznice kg, kp, k. pretinaju
ortogonélne kruznicu k a tisetky BC, CA, AB st (v tomto poradi) ich tetivami. KruZnice
k., ky sa druhykrat pretinaju v bode C’, kruZnice k., k, v bode B’ a kruznice ky, k.
v bode A’. Dokéazte, ze polomer kruZnice opisanej trojuholniku A’B’C’ je polovicou
polomeru kruznice k.
Poznamka. Hovorime, Ze dve kruznice sa pretinaju ortogondlne, ak ich dotyc¢nice v kaz-
dom spolo¢nom bode st navzajom kolmé.

(jury MMO 99)
Uloha 3.
Nech n je prirodzené ¢islo. Dokazte, Zze n je mocninou 2 prave vtedy, ked existuje celé
¢islo m také, ze 2™ — 1 je delitelom m? + 9.

(jury MMO 98)
Uloha 4.
Nech P(z) je polyném s celociselnymi koeficientami. Dokazte, %e potom polyném

Q(z) = P(a*)P(a®) P(a®) P(z) + 1

nema celociselny koren.
(E. Kovac)
Uloha 5.
Nech ABCD je rovnoramenny lichobeznik so zakladihami AB a CD. Kruznica vpisana
trojuholniku BCD sa dotyka strany CD v bode E. Nech F' je taky bod na osi uhla
DAC, 7e priamky EF a CD st navzajom kolmé. Kruznica opisané trojuholniku ACF
pretina priamku CD v bodoch C a G. Dokézte, ze trojuholnik AF'G je rovnoramenny.
(USA, MO 98/99)
Uloha 6.
Kazdé celé cislo je ofarbené jednou z farieb cervena, modra, zelend a biela. Nech = a y
st neparne celé ¢isla také, ze |z| # |y|. Dokazte, Ze existuji nejaké dve prirodzené ¢isla
rovhakej farby, ktorych rozdiel nadobuda jednu z hodnét z, y, x + y alebo z — y.
(jury MMO 99)
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RieSenia dloh 6. ¢eskoslovenského stretnutia

Uloha 1.

Tvrdenie dokaZeme sporom. Nech pre nejaké kladné realne ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost
zo zadania, a nech neexistuje trojuholnik s dfzkami stran a,b,c. To znamend, 7e pre
ne neplati aspon jedna z trojuholnikovych nerovnosti. Bez ujmy na vSeobecnosti nech
cZa+b, éize c=a+ b+ x, kde x = 0. Po dosadeni dostavame

5ab(a+b+x) > a® + b3+ (a +b)® + 3(a + b)*x + 3(a + b)2® + 23,

alebo
2a%b + 2ab® > 2a° + 2b° + abx + 2(a® + b%)x + 3(a + b)x® + 2.

Vzhladom na to, 7e posledné styri ¢leny na pravej strane st nezaporné, dostavame 2a2b+
+ 2ab? > 2a3 + 2b3, ¢o mozno upravit na ekvivalentnt nerovnost (a + b) (a — b)% < 0,
ktora zrejme neplati. Tym sme dostali spor.

Uloha 2.

Nech kruznica k mé stred I a polomer r. Dalej nech D, E, F st postupne jej dotykové
body so stranami BC, CA, AB a P, Q, R st postupne stredy tise¢iek EF, FD, DE. Dalej
sformulujeme a dokaZzeme lemu.

Lema. Kruznice k1(S1,71) a ko(S2,72) sa pretinaji ortogonalne prave vtedy, ked r? +
+T‘% = |5152|2.

Dokaz. Nech sa kruznice ki a ko pretinaju ortogondlne, pricom X,Y st ich spolo¢né
body. Potom doty¢nica ku ks v bode X je priamka, ktora je kolma na S X. Potom
7z ortogonality vyplyva, 7e priamka Ss X je dotyc¢nicou ku kruznici kq, takZze mocnost
bodu S ku kruznici kq je [S2S51]% — r = S X|? = r3.

Obréatene, nech plati rovnost [S2S51|> = r? + r2. Potom zrejme |S;1S2| < 71 +
+ 19, takze kruznice ki, ks sa pretinaju v dvoch bodoch. Oznac¢me ich X,Y. Potom
trojuholnik S1S5X je pravouhly, ¢ize S; X 1S, X. To ale znamena, 7e priamky S; X,
Ss X st postupne dotyc¢nicami ku kruzniciam ko, k1. Tieto priamky st navzajom kolmé
(analogicky to plati v bode Y'), takZze kruznice ki, ko sa pretinaji ortogondlne. Tym je
dokaz lemy ukonceny.

Dalej dokazeme, 7e body Q a R lezia na kruZnici k,. Ozna¢me O, jej stred a r, jej
polomer. Zrejme BDIF je deltoid, takze @) je pdta kolmice z bodu D na BI. Potom
z Euklidovej vety o odvesne pre trojuholnik IBD dostavame |IQ|- |IB| = |ID|? = r2.
Podobne aj |IR|- |IC| = r%. To znamen4, 7e body B, C, R, Q leZia na nejakej kruznici,
ktort oznac¢ime [. Pritom body ) a R lezia na tuseckach IB a IC, takze bod I lezi
zvonku kruznice [. Vyuzitim vysSie uvedenych rovnosti dostavame, ze mocnost bodu I
ku kruznici [ je r2, ¢o podla lemy znamen4, Ze kruznice k a [ sa pretinaji ortogonalne.
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Avsak, ako si lahko uvedomime, bodmi B a C' moze prechiddzat najviac jedna kruZnica,
ktora pretina ortogonalne kruznicu k. Takze kruznice k, a [ splynt, a body Q a R lezia
na kruznici k.

Obr. 58

Analogicky sa dokéaze, ze body R, P lezia na kruznici k, a body P, na kruZnici
k.. Takze A’ = P, B’ = Q a C' = R. To znamend, Ze polomer kruZnice opisanej
trojuholniku A’B’C” je rovny polovici polomeru kruZnice k (pretoze k je kruZnica
opisand trojuholniku DEF'). Tym sme dokézali, ¢o bolo treba.

Uloha 3.

Najprv ukadZzeme, 7e ak 2" — 1 deli m? 4+ 9 pre nejaké celé ¢&islo m, tak n je mocninou
¢isla 2. V opa¢nom pripade ma n nejakého neparneho delitela [ > 3, a pretoze 2! —1 deli
2" — 1, tak deli aj m2 +9. Ale pre [ > 3 mame 2! — 1 = —1 (mod 4), a teda 2! — 1 m4
prvociselného delitela p takého, ze p = —1 (mod 4). Najprv sa zaoberajme pripadom,
ked p # 3. PretoZe p | m? + 32, tak z Malej Fermatovej vety vyplyva

1=mPt = (m2) P2 = (Cg)r=D/2 = (L)P=D/2 3p1 = g (mod p).
To ale nie je moZné, takZe p = 3. Potom ale pre neparne [ plati 2 = —1 # 1 (mod 3),
¢o je spor.

Nech teraz n = 2*. Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati. Dalej nech k¥ > 1. Potom
2" —1=3(22+1) (2% +1)...(2% +1).

Takze ak 2 — 1 deli m2 49, tak ho delia aj &isla tvaru 22' 11 prekazdél =1,2,...  k—
— 1. Dalej plati, 7e pre a # (3 st &sla 22 +1 a 922” 1 1 nestdelitelné. To preto, 7ze ak
d > 2 by bol ich najviicsi spoloény delitel a o > 3, potom —1 = 22 = (225)2a = 1
(mod d), ¢o je spor. Takze nutne d = 1 (zrejme d # 2, lebo s obe neparne). Potom
podla Cinskej zvyskovej vety (pretoze &isla 22 4 1 st po dvoch nesudelitelné) existuje
prirodzené cislo ¢ také, ze

c=2% (mod 2°")  preka#dé [ =0,1,... ,k—2
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Potom ¢ +1 =0 (mod 221+1) pre | =0,1,...,k—2, ateda 2" — 1 deli (3¢)% + 9.

Uloha 4.

Viimnime si, 7e pre celé &islo n plati n® =n (mod 3). Jednoducho to mdzeme nahliad-
nut overenim vsetkych zvyskovych tried modulo 3, alebo priamo z Malej Fermatovej
vety. Potom tiez n* = n? (mod 3). Avsak, ak P(x) je polyném s celo¢iselnymi koefi-
cientami, tak aj P(n3) = P(n) (mod 3) a P(n*) = P(n?) (mod 3). Polyném Q(x) m4
zrejme celociselné koeficienty. Z poslednych dvoch kongruencii dostavame

Q(n) = (P(n)P(nz))2 +1 (mod 3).
Ale Tahko sa overi, Ze pre kazdé celé ¢islo m plati m? +1 # 0 (mod 3). TakZe pre kazdé

celé ¢islo n plati Q(n) Z 0 (mod 3), z ¢oho vyplyva, 7e polyném Q(x) nemdze mat
celoc¢iselny koren. Tym sme dokazali, ¢o bolo treba.

Uloha 5.

Ukazeme, 7e |FA| = |FG|. Budeme postupovat odzadu. Na polpriamke opa¢nej k DC'
vezmime bod P taky, 7e |DP| = |DA| a podobne na polpriamke opac¢nej k C'D vezmime
bod @ taky, ze |CQ| = |C'A|. Potom vyuZzitim znamych faktov o tisekoch na stranich
pri vpisanej kruznici dostavame

|BD|+ |CD| - |BC| _ |BD|+ |CD|+ |BC|

|PE|=|PD|+ |DE| = |DA| +

2 2 ’
_ _ |BD|+|CD| - |BC| _ |BD|+|CD|+ |BC|

To znamend, 7e priamka EF je osou tisecky P(Q. Specidlne to znamend, ze stred O
kruznice opisanej trojuholniku APQ lezi na priamke E'F, a teda priamky DO, CO st
postupne osami tseciek AP, A(Q). To znamena, 7Ze

[ DAO| = |[gOPD| = |§CQO| = [OAC],
takze body O a F splyvaji. Naviac
[SAOP| = 2[4 AQP| = [ AQC| + |4CAQ| = 7 — |[JQCA| = |FACP|.

Odtial vyplyva, ze body A, C, F, P lezia na kruznici. TakZe nutne P = G, a teda |F P| =
= |FG| = |FA|. Tym sme dokézali, ¢o bolo treba.

F
MC
P o Q
A B

Obr. 59
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Uloha 6.
Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, Zze existuje ofarbenie, t.j. funkcia f : Z —
—{C,Z, M, B} taka, 7e pre kazdé celé ¢islo a plati

f{a,a+w2,a+y,a+2+y}) ={C,M,Z, B}.
Vezmime teraz mnoZinu Z x Z (mo7no ju reprezentovat ako mnozinu vietkych mrezovych
bodov v rovine) a jej ofarbenie g : Z X Z — {C, M, Z, B} také, ze
9(i,5) = f(iz + jy)

pre vSetky 4,j € Z. Podla vyssie uvedeného predpokladu dostavame, Ze v ofarbeni g
majt vrcholy kazdého jednotkového §tvorca navzajom rozne farby. Dalej sformulujeme
a dokazeme dve lemy.

Lema 1. Ak existuje stlpec {i} x Z, ktory nie je periodicky s periédou 2 (t.j. jeho
ofarbenie nie je periodické s periddou 2), potom existuje riadok Z x {j}, ktory je
periodicky s periodou 2.

Dékaz. Predpokladajme, Ze stipec {i} x Z nie je periodicky s periédou 2. Potom v fiom
mozeme najst tri po sebe idice vrcholy s navzajom roznymi farbami. Bez ujmy na

B
vSeobecnosti nech st to M. Ak uvazime susedné jednotkové Stvorce, dostaneme situaciu
C
CBC BCBCB
ZMZ, a dalej MZMZM.
BCB CBCBC

Je zrejmé, 7ze riadky budu periodické s periédou 2.

Lema 2. Ak pre nejaké celé cislo k je riadok Z x {k} periodicky s periédou 2, potom
pre kazdé j € 7 je riadok 7 x {j} periodicky s periodou 2. Naviac pre [ = j (mod 2)
st riadky Z x {k} a Z x {j} ofarbené rovnakymi farbami a pre | #Z j (mod 2) roznymi
farbami.

Dokaz. Nech riadok Z x {l} vyzera (bez ujmy na vSeobecnosti) takto: ...CMCMC'...,
pricom nad niektorym C' sa nachiddza B. Vyuzitim pravidla pre jednotkové Stvorce
dostavame

...CMCMC... ...MCMCM...
'”25252“3 adalej ...BZBZB... alebo ...BZBZB....
- - ...CMCMC... ...OCMCMC...

Analogicky to plati pre riadok pod Z x {l}.

Tieto lemy zrejme zostavaji v platnosti, ak zamenime riadky za stlpce a naopak.
TakZe mozeme predpokladat, Ze napr. riadky st periodické s periédou 2. Dalej nech
g(0,0) = C, ¢g(1,0) = M. Potom g(y,0) = M (pretoZe y je neparne). Pretoze x je
neparne, tak dostavame g(Z x {z}) = {B, Z}. Ale 7 rovnosti g(y,0) = f(zy) = g(0,x)
dostavame spor.



41. Medzinarodna matematicka olympidda

41. ro¢nik Medzindrodnej matematickej olympiady (MMO) sa uskutoc¢nil v dioch
16. az 25. jula 2000 v meste Taejon v Juznej Korei.

Medzinarodnd matematickd olympidda je stutazou jednotlivcov. Kazda zucastnend
krajina na nu vysiela reprezentacné druzstvo zloZené najviac zo Siestich sutaziacich,
sprevadzané dvoma vedicimi. Slovenské druzstvo tvorili Viadimir Zajac zo 4.roc¢nika
Gymnazia Grosslingova v Bratislave, Baldzs Keszegh zo 4.rocénika Madarského gym-
nazia v Komarne, Katarina Quittnerovd z 2.ro¢nika Gymnazia Bilikova v Bratislave,
Miroslava Sotdikovd zo 4.rocnika Gymnazia Postova v KosSiciach, Tomas Jurik
zo 4.roc¢nika Gymnézia Postova v KoSiciach, a Peter Majek zo 4.ro¢nika Gymnazia
Jura Hronca v Bratislave. Vedicim delegacie a odbornym vedicim bol doc. RNDr.
Vladislav Rosa, CSc. zo Slovenskej statnej inSpekcie Bratislava, pedagogickym vedicim
bol Juraj Foldes 7 MFF UK v Bratislave.

Pravidlad sttaze st velmi podobné pravidlam néasho celoStatneho kola. Sutazi sa
dva dni, Studenti dostani kazdy denn 3 tlohy v ich rodnom jazyku, na vyrieSenie
ktorych maja 4,5 hodiny. Po skonceni stitaze rieSenia prezrii vedici prislusnej krajiny
a svoj navrh hodnotenia podla vopred pripravenych bodovacich schém obhajuji pred
koordinatormi. Za spravne vyrieSeni ulohu méze sutaziaci ziskat maximéalne 7 bodov.
Vysledky slovenského druzstva uvadza nasledujica tabulka:

Meno 112 13]4]| 5] 6| sacet | cena
Tomas Jurik 7171010132 19 3.
Balazs Keszegh 716114107 25 2.
Peter Méjek 020|402 8 -
Katarina Quittnerova 7171016100 20 3.
Miroslava Sotdkova 7111|507 21 2.
Vladimir Zajac 711]0]6|0]|4 18 3.

Na 41. roéniku MMO sa ztcéastnilo 82 statov celého sveta. Aj ked je MMO oficidlne
individualnou sttazou najlepSich matematickych talentov z celého sveta, s obrovskym
zaujmom sa sleduje aj umiestnenie jednotlivych krajin. Druzstvo Slovenska skoncilo
v neoficidlnom poradi krajin na velmi dobrom 18.—19. mieste. Slovenskému druZstvu sa
podarilo zlepsit dobry vykon z minulého roka a posuntt sa o tri priecky vyssie. Stalo
sa uz takmer tradiciou, ze piati zo sutaziacich sa vracaju z MMO s medailou. Oproti
minulému roku sa medailové bilancia nezmenila, ale stutaziaci ziskali o 23 bodov viac, ¢o
je uréite uspechom. Po Styroch rokoch sa kone¢ne podarilo znovu pokorit 100 bodovi
hranicu. Tim Ceskej republiky neobstal v tohtoroénej MMO najlep§ie, ako ukazuje
tabulka vysledkov ¢eského druZstva:
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Meno 112|3|4] 5] 6| sacet | cena
Jaroslav Hajek 0]0]0]2]01|0 2 -
Jan Herman 71210121010 11 3.
Jan Houstek 7121171410 21 2.
Jan Kyncl 7111412102 16 3.
Rudolf Stolar 0O,1(0|13]01]O0 4 —
Ondfej Suchy 710102102 11 3.

Ako vidno 7z tabulky vysledkov slovenského druzstva, najlepSie sme si poradili
s 1. a 4. dlohou. Prvad z nich bola lahki geometria a druha lahki kombinatorika.
Vynikajico sme vyriesili Siestu tlohou, tazkd geometria, ako Siesta najispesnejsia
krajina. Tym sme potvrdili svoje dobré vysledky v geometrikych tlohich. Najhorsie
sme dopadli na netradi¢nej tretej ulohe a piatej tlohe — taZkej tedrii ¢isel. Treba
poznamenat, ze tieto ulohy patrili medzi najtazsie na tohtoroc¢nej olympiade.

Prekvapujtico nizka bola hranica 11 bodov na zisk bronzovej medaily. Na strieborni
medailu bolo treba ziskat 21 a na zlatti 30 bodov. Skoda jediného bodu, ktory chybal
Katarine Quittnerovej na zisk striebornej medaily.

NajuspesnejSie krajiny boli opit ,tradié¢né“, poradie prvej desiatky je uvedené
v tabulke.

1 Cina 7. Bielorusko
2. Rusko 8. Taiwan
3. USA 9. Madarsko
4. Juzna Korea 10. Iran
5.—6. Bulharsko 18.-19. Slovensko
5—6. Vietnam

Plny pocet bodov (42) ziskali (na rozdiel od predchadzajticeho roka) Styria sttaziaci —
dvaja z Ruska, po jednom z Bieloruska a Ciny.

Medzinarodna matematickd olympiada plni okrem stutaznej aj nemenej dolezitu
spolocenski tlohu. Maji sa tu moZnost stretnit a zoznamit matematické talenty
z celého sveta. Tohtorocna sutaz prebehla bez vic¢sich problémov. Okrem drobnych
prestojov a zdrzani, ktoré si pri organizacii takejto akcie pochopitelné, sa usporia-
datelom nedalo ni¢ vytknut.

Slovenské druzstvo sa dostalo po naro¢nom 11 hodinovom lete z Franfurktu nad
Mohanom do Soulu, kde uz na kazdu vypravu c¢akali usporiadatelia. Nasledovala asi
dvojhodinova cesta autobusom do miesta konania olympidady — mesta Taejon. Tae-
jon je niekolkomiliénové mesto v strednej casti Juznej Koérei. Asi jediné, ¢o neprialo
tohtoro¢nej medzinarodnej olympiade, bolo pocasie. Klima v Juznej Koérei je podobna
nasej, jediny rozdiel je vo vlhkosti. A prave v tomto ¢ase bolo obdobie dazdov. Sttaziaci
boli ubytovani v priestoroch Taejonskej univerzity. Mali k dispozicii ihriska, telocvi¢hu a
bazén. Organizatori sa postarali o hodnotny program, v ktorom nechybalo predstavenie
tradi¢nej korejskej kultary. Hned prvy den sme navstivili tradiéni kérejska dedinu,
ktora je obdobou naSich skanzenov. Asi najvic¢se] pozornosti nasej vypravy sa tesil
budhisticky klastor. Na druhy den sa konalo slavnostné otvorenie spojené s ukazkou
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miestnych tancov. Vdaka nasej sprievodkyni sme mali moznost navstivit Taejon a vidiet
obyc¢ajny Zivot. Nasledujice dni mali sitaziaci moznost absolvovat niekolko exkurzii,
okrem iného do Kyunglu, ktoré je jedno z najstarsich miest v Korei. Za jeden z vrcholov
mozno povazovat korejska kultirnu noc a najmé bubnovy koncert, pretoze bubon je
v Korei jeden z najpopularnejSich hudobnych néastrojov. VSade mozno vidiet bubny
najrozmanitejSich velkosti, dokonca hned na letisku v Soule stoji jeden asi dvojmetrovy
kolos. Na zaver pripravili usporiadatelia zavereény ceremonidl, na ktorom vyhlasili
najuspesnejsich rieSitelov a odovzdali medaily.

Pred tplnym ukoncenim MMO pozvali zastupcovia Spojenych $tatov americkych
vSetky zucastnené krajiny na nasledujicu 42. MMO, ktord sa bude konat v prvej

polovici jila 2001 v meste Washington. Dalsie ro¢niky MMO by mali usporiadat Velks
Britania, Japonsko a Iran.
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Zadania 1iloh MMO

Uloha 1.

Dve kruznice I'y a Iy sa pretinaji vo dvoch bodoch M a N. Nech priamka AB je
ich spolo¢nou doty¢nicou, pricom bod A lezi na kruznici I'y, bod B na Iy a naviac
bod M je k priamke AB blizsie nez bod N. Nech C'D je priamka rovnobezna s AB
a prechadzajica bodom M, pricom bod C' lezi na kruznici Iy a bod D na I's. Priamky
AC a BD sa pretinaja v bode E; priamky BN a C'D sa pretinaju v bode Q. Dokazte,
ze |[EP| = |EQ)|. (Rusko)

Uloha 2.
Nech a, b, ¢ su kladné redlne ¢isla také, 7e abc = 1. Dokazte nerovnost

o) (o) () o

(Bielorusko)

Uloha 3.
Nech n = 2 je prirodzené ¢islo a A je kladné redlne ¢islo. Na zaciatku mame na
vodorovnej priamke n blch, nie vietky v jednom bode. V jednom kroku si mdzeme
zvolit dve blchy v nejakych bodoch A a B, pricom A je nalavo od B, a blchu z bodu A
nechame sko¢it do bodu C, ktory je napravo od B a plati |BC|: |[AB| = A.

Uréte vSetky hodnoty A také, Zze pre lubovolny bod M na danej priamke a fubovolna
zaliatoéni poziciu blch, existuje koneéna postupnost krokov, po ktorej budi vietky

blchy napravo od bodu M. (USA)
Uloha 4.
Kizelnik ma sto karticiek oc¢islovanych ¢islami 1,2, ... ,100. Rozdeli ich do troch krabic

(CGervenej, bielej a modrej) tak, Ze v kazdej krabici je asponn jedna karticka. Divak
7z hladiska vytiahne dve karticky z dvoch réznych krabic a nahlas oznami stcet ¢isel na,
tychto kartickach. Na zaklade tejto informdacie dokaZe kuzelnik urcit, z ktorej krabice
nebola vytiahnutd Zziadna karticka. Urc¢te kolkymi sposobmi moze kizelnik rozdelit

karticky do krabic tak, aby tento trik fungoval. (Madarsko)
Uloha 5.
Zistite, ¢ existuje prirodzené ¢islo n také, ze n mé prave 2000 prvociselnych delitelov
a 2" + 1 je delitelné n. (Rusko)
Uloha 6.

Nech AH,, BHs, C'H3 st vysky v ostrouhlom trojuholnitku ABC. Jemu vpisand sa
dotyka stran BC', CA, AB postupne v bodoch Ty, T5,T5. Uvazujme obrazy priamok
H{H,, HyHs;, H3H; v osovej simernosti postupne podla priamok T1Ts, ToT5, T5T;.
Dokéazte, ze tieto obrazy vytvaraji trojuholnik, ktorého vrcholy lezia na kruznici
vpisanej trojuholniku ABC. (Rusko)



41. MEDZINARODNA MATEMATICKA OLYMPIADA 99

RieSenia iloh MMO

Uloha 1.

Nech K je priesec¢nik priamok AB a M N. Vyuzitim mocnosti bodu ku kruznici dosta-
vame |AK|?> = |KN|-|KM| = |BK|?, takze K je stred AB. Pretoze PQ || AB, tak M
je stred PQ. Takze stac¢i dokazat, ze EM | PQ).

Obr. 60

Pretoze CD || AB, tak body A a B st postupne stredmi oblikov CM a DM
kruznic I'y a I's. To znamend, 7e trojuholniky ACM a BDM st rovnoramenné. Potom
7z vlastnosti rovnobeziek vyplyva

[SBAM| = [{AMC| = [JACM| = |[JEAB|,
|SABM|=|XBMD|=|XBDM|=|4EBA|.
Odtial dostavame, 7e body E a M st stmerne zdruzené v osovej simernosti podla

priamky AB, a teda EM LAB. A pretoze PQ || AB, tak EM 1 PQ, ¢o sme chceli
dokéazat.

Uloha 2.
PretoZe plati abc = 1, mdzeme tito nehomogénnu nerovnost previest na homogénnu
vhodnou substiticiou premennych. Konkrétne mozeme a, b, ¢ pisat v tvare

T Y z

pre nejaké kladné realne ¢isla x,y, z (jedna z moznosti je napr. z = 1, y = 1/a, z =
= 1/(ab)). Prepisanim nasej nerovnosti do novych premennych dostavame

(r—y+2)(y—z+z)(z—2+y) < wyz
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Pritom najviac jedno z ¢isel u = x —y+ 2, v =y — 24z, w = z —x +y je zaporné, lebo
sucet kazdych dvoch z nich je kladny. Ak je zaporné prave jedno z nich, potom uvw <
< 0 < zyz. Ak je niektoré z nich rovné 0, potom uvw = 0 < zyz. Dalej predpokladajme,
ze u >0, v >0, w> 0. Pouzitim AG-nerovnosti dostavame

(r-y+2)+(y—2+m)

Vi = JE T £ : =

Analogicky plati /ow < y, Vwu < z. Vynasobenim poslednych troch nerovnosti (na
oboch stranéach st vzdy kladné ¢isla) dostavame uvw £ zyz. Tym sme dokazali, ¢o bolo
treba.

Pozndmka. 7 rieSenia je zrejmé, Ze rovnost nastava prave vtedy, ked a =b=c = 1.

Uloha 3.
Rozumnou stratégiou na to, aby sme dostali blchy ¢o najviac vpravo je v kazdom kroku
nechat blchu, ktord je najviac vlavo, skoCit cez t0, ktord je najviac vpravo. Touto
stratégiou dostaneme po k krokoch konfiguraciu, v ktorej budu dolezité dva parametre:
maximum vzdialenosti medzi blchami (t.j. priemer mnoziny bIch), ktory oznacime dj
a minimum vzdialenosti medzi blchami, ktort oznacime dx. Zrejme dy = (n — 1)d.

Po (k + 1)-tom kroku sa ndm objavi nova vzdialenost medzi blchami, a to Adg. T4
by mohla byt novym minimom, ak dx11 = Adg; inak zrejme plati 01 = d. V kazdom
pripade vsak

Ok+1 > min {1, ﬂ} > min {1, (n — 1)A}.
k Ok

To znamend, ze ak A\ = 1/(n — 1), tak dp11 = 0 pre k = 0,1,2,...; teda minimum
vzdialenosti sa nezmensSuje. TakZe poloha blchy najviac vlavo sa v kaZzdom kroku
posunie doprava o viac nez nejaka kladna konstanta. To znamenad, 7e dokazeme blchy
dostat tak daleko doprava ako len chceme.

Dalej predpokladajme, 7e A < 1/(n — 1). UkdZeme, 7e existuje zaciatocnd pozicia,
7z ktorej nedokaZzeme blchy dostat za nejaky bod M. Vlastne ukaZzeme, Ze to je vlastnost
vSetkych zaciatocnych pozicii.

Pozicie bich budeme oznacovaf redlnymi ¢islami. UvaZzujme lubovolnt koneénii pos-
tupnost tahov. Oznacme s, sacet Cisel reprezentujtcich pozicie blch po k-tom kroku
a wy najvicsie z tychto ¢isel (t.j. poziciu najpravejSej blchy). Uvedomme si, Ze sp <
< nwy. UkdZeme, Ze postupnost wg, w1, wa, ... je ohranicena.

Nech v (k + 1)-tom kroku sko¢i blcha z bodu A cez B a pristane v C. Nech tieto
body st postupne reprezentované ¢islami a, b, c. Potom siy1 = sx + ¢ — a.

Podla daného pravidla skakania plati ¢ — b = A(b — a), ¢o je ekvivalentné s A(c —
—a)=(A+1)(c—b). Potom

14+ A
A

Spi1 — Sk =C—a = (c — D).
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Predpokladajme, Ze ¢ > wy; blcha, ktora skocila skocila zaujala poziciu najviac vpravo,
t.j. wx11 = c. PretoZe b bola pozicia nejakej blchy po k-tom kroku, tak b < wy, a teda

Skt = 85 = —— (€ =) 2 —— (W41 — wp).

Tato nerovnost zrejme plati aj ked ¢ < wy; vtedy wiy1 —wr = 0a sg1—sp = c—a > 0.
UvaZzujme postupnost ¢isel

1+ A
zk:%wk—sk, pre k=0,1,2,....
Z vyssie uvedenej nerovnosti vyplyva zi 1 — 2 < 0, ¢ize postupnost je nerastica, a teda
2 Sz pre k=0,1,2,....
Z predpokladu A < 1/(n — 1) dostavame 1+ A > nA, a mdzeme pisat

1+ A
2k = (n+ p)wk — Sk, kde ,u:%—n>0.

Tak dostavame nerovnost zx = pwy + (nwy — si) = pwg. To znamend, ze wy, < zo/p
pre kazdé k = 0,1, 2,.... Takze pozicia blchy najviac vpravo nikdy nepresiahne nejakt
konStantu (zdvisli na n, A a zafiato¢nej konfigurécii, ale nie na postupnosti tahov).

Celkove st hladanymi hodnotami A\ vSetky redlne ¢isla z intervalu (1/(n — 1), 00).

Uloha 4.

Ukazeme, 7e hladany pocet je 12. Kazdé ¢islo i ofarbime tou istou farbou ako je farba
krabice, v ktorej sa nachiddza karticka s ¢islom 7. VSetky ¢isla, o ktorych budeme v rieseni
hovorit budu prirodzené ¢isla nie vicésie nez 100. Rozoberieme dva pripady.

Pripad 1. Ak existuje také ¢, ze i, ¢ + 1, 7 + 2 maja rozne farby, povedzme €&, b, m.
Vzhladom na to, ze i 4 (i +3) = (¢ + 1) + (¢ + 2), tak ¢ + 3 nemdze byt ani farby b
(lebo t farbu ma ¢+ 1) ani farby m (lebo ju ma ¢+ 2). To znamend, 7e i + 3 je farby €.
Vidime, 7Ze tri susedné cisla roznych farieb jednoznacne urcéuju nasledujuce ¢islo. Takto
vSak pokracuje aj dalej: za €bm musi nasledovat ¢, potom b, m atd. Tento argument
mozeme pouzit aj opaénym smerom: trojicu ¢bm musi predchadzat m, atd.

Takze stac¢i priradit farby ¢islam 1, 2, 3, ¢o mdZeme urobit Siestimi sposobmi. Potom
budu splnené podmienky zadania, lebo sticty ¢ +b, b +m, m + ¢ davaji rozne zvysky
po deleni 3.

Pripad 2. Nech ziadne tri po sebe iduce ¢isla nie st réznych farieb. Nech 1 je farby
¢ a nech 7 je najmensie ¢islo, ktoré je farby inej ako &, povedzme, Ze je b. Dalej nech
k je najmensie ¢islo farby m. Pretoze tam nikde nemame tri po sebe idiice cisla farieb
¢bm, tak plati s +1 < k.

Ak by bolo k£ < 100, potom z rovnosti i + k = (i — 1) + (k + 1) dostavame, ze k + 1
je farby €. AvSak podla rovnosti i + (k+ 1) = (i + 1) + k ma byt i + 1 farby m, ¢o je
spor s faktom, ze k je najmensSie m cislo. Takze nutne musi byt & = 100.
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Pretoze (i — 1) + 100 = ¢ + 99, tak vidime, ze 99 je farby b. UkaZeme, Ze to musi
vyzerat takto: 1 je &, 100 je m a vSetky ostatné ¢isla si b. Ak by bolo nejaké ¢t > 1
farby €, potom z t + 99 = (¢t — 1) + 100 vyplyva, 7e t — 1 je m, ale najmensie m ¢islo je
100.

Takze dostavame ofarbenie ¢bb...bbm, ktoré zrejme vyhovuje. Totiz ak ozndmeny
sucet je najviac 100, potom ni¢ nebolo vybraté z modrej krabice; ak je sucet 101, tak
z bielej a ak je sucet viac¢si nez 101, potom z ¢ervenej. Opit zrejme dostavame 6 moznosti
ofarbenia.

Uloha 5.
Odpoved je dno. Indukciou vzhladom na k dokdZeme vSeobecnejsie tvrdenie:

Pre kazdé k € N existuje n = n(k) € N také, Zen | 2" +1, 3 | n a ¢islon m4
prave k prvociselnych delitelov.

Zakladom indukcie moze byt n(1) = 3. Pri indukénom kroku predpokladajme, Ze pre
nejaké k > 1 existuje ¢islo n(k) = 3'-¢, kde I > 1 a 3 { ¢, spliiajice podmienky. Potom je
¢islo n = n(k) neparne, a teda 3 | 22" —2"+-1. Z rovnosti 23" +1 = (2" +1) (22" —2"+1)
dostdvame 3n | 237 + 1. Podla lemy, ktori uvedieme niZsie existuje prvo&islo p také, ze
p | 2%" +1, ale p{ 2" + 1. TakZe ¢islo n(k + 1) = 3p - n(k) splia podmienky pre k + 1.
Na dokoncenie dokazu nasho tvrdenia sta¢i uviest a dokazat lemu.

Lema. Pre kazdé celé &islo a > 2 existuje prvocislo p také, Ze p | a® + 1, alepta + 1.

Dokaz. Predpokladajme, Ze tvrdenie lemy neplati pre nejaké a > 2. Potom kazdy
prvoéiselny delitel ¢isla a? —a + 1 je aj delitelom ¢isla a + 1. Z rovnosti a? —a + 1 =
= (a+1) (a—2)+3 vyplyva, ze 3 moze byt jedinym prvociselnym delitefom a®> —a +1,
takZe a® — a + 1 je mocninou 3. Potom musi byt aj a + 1 ndsobkom 3, takZe je nim aj
a—2. To znamena, Ze a® —a+1 je delitelné 3, ale nie je delitelné 9. KedZe je to mocnina
3, tak nutne a2 — a + 1 = 3, ¢o je spor s nerovnostou a? —a + 1 > 3 pre kazdé a > 2.

Uloha 6.

Nech My, My, M3 st obrazy bodov T7,Ts,T3 v osovej simernosti postupne podla osi
uhlov CAB, ABC', BC'A. Zrejme body My, My, M3 lezia na kruznici vpisanej trojuhol-
niku ABC. Dokéazeme, 7e si to vrcholy trojuholnika, o ktorom sa hovori v zadani, ¢im
by bolo tvrdenie dokazané.

Kvoli stimernosti stac¢i dokdzat, Ze obraz Iy priamky HsHj3 v stiimernosti podla T5T53
prechadza cez My. Oznacme I stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC'. V§imnime si,
ze body Ty a Hs lezia v jednej polrovine urcenej priamkou BI, pricom T5 lezi k priamke
BI blizsie nez H,. Budeme uvazovat len pripad, ked bod C' lezi v tej istej polrovine

urcenej priamkou BI ako na obrazku (pripad, ked leZi v druhej polrovine je velmi
podobny). Nech |[JCAB| = 2a, |<ABC| =23, |[SBCA| = 2.

Lema. Obraz bodu Hy v osovej siimernosti podla priamky T>T3 lezi na priamke BI.

Dokaz. Nech | L T5T3, Hy € [. Oznac¢me postupne P a S priesecniky Bl sl a BI s T5Ts.
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Uvedomme si, Ze S lezi na tseckich ToT3 a BP. Takze staci dokdzat, Zze | PSHa| =
= 2|4 PSTy|.
Vieme, 7e |4 PSTy| = | BST;|, a z vlastnosti vonkajsieho uhla dostavame

4 BSTy| = |4 AT3S| — |4 Ty BS| = (90° — a) — B = .

Dalej |4 BST;| = |4 BST3| = v, kvdli stmernosti podla priamky BI. Uvedomme si, 7e
body C a S lezia v rovnakej polrovine urcenej priamkou ITy, lebo |4 BT1S| = 90° +
+ a > 90°. Potom z rovnosti | ISTy| = |[<ICT;| = v vyplyva, ze Stvoruholnik SIT;C
je tetivovy, takze | ISC| = |4 IT1C| = 90°. Potom je aj Stvoruholnik BC'H>S tetivovy,
lebo |4 BH.C| = 90°. Odtial dostavame | PSHs| = | BCA| = 2y = 2|4 PST,|, ¢o
sme chceli dokazat.

B Ty C
Obr. 61
Vsimnime si, 7ze 7z dokazu lemy tiez vyplyva |[{BPTy| = |[{SH.T3| = [, kvoli

simernosti podla TyT3 a 7 toho, Ze Stvoruholnik BC'H5S je tetivovy. Potom, pretoze
M je obraz Ty podla BI, dostévame |[{ BPMs| = |S{BPT>| = = |4 CBP|, a teda
priamka PMs; je rovnobezna s BC. Aby sme dokazali, ze M lezi na [, stac¢i dokazat,
ze 1 je tiez rovnobezna s BC.

Predpokladajme, ze 8 # v; nech priamka C' B pretina priamky Hs H3 a T>T5 postupne
v bodoch D a E. (Uvedomme si, 7Ze body D, E lezia na tej istej strane usecky BC.)
Jednoduchy vypocet uhlov dava |{BDH;3| = 2|8 — 7|, |[<BET3| = | — 7|, a teda
priamka /1 je rovnobezna s BC. Tym je dékaz ukonceny.






Zadania sutaznych ualoh

KATEGORIA P

Archiv zadani Matematickej olympiddy, kategorie P sa nachdadza na WWW stranke
http:/ /www.ksp.sk/mop.

P-1-1

V tovarni ida zahajit vyrobu nového typu vyrobku. Tato vyroba je dana presnym tech-
nologickym planom, ktory hovori, aké pracovné postupy treba vykonat a ako dlho kazdy
z tychto postupov trva. Pre kazdy postup P je dalej zndmy zoznam postupov, ktoré musia,
byt vykonané predtym, ako sa vykona postup P (nazvime ich predchaddzajice postupy).

Mayjitelia chctt vyrobu zorganizovat tak, aby bolo mozné vyrobit prvy hotovy vyro-
bok v najkratSom moznom ¢ase. V tovarni mozno siuc¢asne vykonavat lubovolny pocet
postupov, fubovolny postup v8ak mozno zac¢at vykonavat az potom, ¢o sa skonéilo vyko-
navanie vSetkych jemu predchadzajucich postupov. Inak moézu byt postupy vykonavané
v akomkolvek poradi. Mozete predpokladat, Ze vykonanie podla tychto pravidiel existuje.

Napiste program, ktory zo siboru TOVAREN. IN nacita technologicky plan vyroby no-
vého vyrobku a do siboru TOVAREN . OUT vypiSe najkratsi ¢as, v akom mozno vyrobit prvy
novy vyrobok.

Subor TOVAREN. IN obsahuje v prvom riadku pocet pracovnych postupov N (N < 100).
V dalsich N riadkoch sa nachadzaju informéacie o jednotlivych pracovnych postupoch,
v i-tom riadku o pracovnom postupe ¢islo 2. Informéacia o pracovnom postupe sa sklada
z niekolkych ¢isel oddelenych medzerou. Prvé ¢islo oznac¢uje, ako dlho postup trva, a dalSie
¢isla urcuja c¢isla jemu predchadzajucich postupov. Riadok je ukonceny cislom —1. Na
vyrobenie nového vyrobku je potrebné vykonat vsetkych N postupov. Postupy mozno
vykonavat v Tubovolnom poradi, ak sa kazdy postup zacne vykonavat az po vykonani
vSetkych jemu predchadzajiucich postupov.

Stbor TOVAREN.QUT méa obsahovat jediny riadok, v ktorom sa nachadza cas, za ktory
mozno vyrobit prvy novy vyrobok.

Priklad

Stbor TOVAREN.IN Stbor TOVAREN.QUT
4 7

23 -1

33 -1

3 -1

112 -1
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P-1-2

Je dand mnozina A = {ay, as, as,...,ay} (N > 1), ktora budeme nazyvat abeceda. Prvky
abecedy budeme nazyvat znakmi. Retazcom nad abecedou A je konec¢na postupnost prv-
kov z mnoziny A (znakov). Vybrany podretazec vznikne 7 retazca vynechanim niektorych
jeho znakov, pricom poradie ostatnych znakov retazca zachovame. Permutdcia prvkov
mnoziny A je retazec, v ktorom sa kazdy prvok mnoziny A vyskytuje prave raz.

Priklad

Nech N =3, A = {a,b,c}. Potom 7z retazca abcabcch mozno vytvorit vybrané podretazce
napr. ab, aac, bbcb, abbb, abc, cab. Z nich len abc a cab st permutacie mnoziny A.

Sitazna tloha

Najdite ¢o najkratsi refazec nad abecedou A = {a,b,¢,...,0} (N = 15), ktory obsahuje
vSetky permutacie prvkov A ako vybrané podretazce a kazdy znak sa v nom vyskytuje
nanajvys N krat. Podrobne uvedte aj sposob, akym ste tento retazec nasli a prilozte a
popiste vSetky algoritmy a programy, ktoré ste pri tom pouzili. Vysledny retazec ma byt
ulozeny v stibore P12.TXT. Tento sibor bude obsahovat jediny riadok, v ktorom sa bude
nachadzat tento retazec.

Priklad

Napriklad pre abecedu A = {a,b,c} (N = 3) vyhovuje refazec acbacab, pretoze sa v fiom
nachadzaji permutacie abc, ach, bac, bca, cab, cba ako vybrané podretazce. Sucasne je
tento retazec aj najkratsim takym retazcom.

P-1-3

V istej krajine existuje N politickych stran. Kazdd zo strdn ma medzi obyvatelstvom
urcité preferencie, pricom kazdé dve strany maji rozne preferencie. Agentiry na pries-
kum verejnej mienky vedia uskuto¢nit prieskum, ktory pre lubovolné dve politické strany
umoznuje presne zistit, ktora z nich ma preferencie nizsie a ktora vyssie. Tento prieskum
je vsak pomerne drahy a da sa vzdy pouzit iba pre dve strany.

Jedna agentura chce zistit, ktora zo stran méa najvyssie a ktora najnizsie preferencie,
a to tak, ze pre rozne dvojice stran vykona takyto prieskum. Chce pritom vykonat ¢o
najmenej prieskumov.

Napiste program, ktory bude riadit ¢innost agentury. Tento program najprv nacita
pocet stran N (1 < N < 100). Strany pre jednoduchost ocislujeme ¢islami 1,2..., N.
Program potom v cykle vzdy vypiSe, pre ktoré dve strany sa ma vykonat prieskum a
nacita vysledok tohto prieskumu — ¢islo strany s vic¢simi preferenciami. Ked takymto
sposobom zhromazdi dostatok iidajov na to, aby urcil, ktora strana ma najvyssie a ktora
najnizsie preferencie, vypise odpoved a skondi.

Dbajte najmi na to, aby vas program dal vzdy spravnu odpoved a aby pouzil ¢o
najmenej prieskumov. Odhadnite, kolko najviac prieskumov moze va§ program pouZit
pre N stran.
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Priklad

Uvedieme priklad ¢innosti programu pre 3 strany, pricom texty vypisované programom
su od zaciatku riadku a odpovede uzivatela si zadané v riadkoch zac¢inajucich znakom >.
Zadaj poCet stréan:

>3

Urob prieskum 1,2

> 2

Urob prieskum 1,3

>3

Urob prieskum 2,3

> 2

Najvy88ie preferencie md strana 2, najniZ8ie 1

P-1-4
Minského registrové stroje

Minského registrovy stroj je jednoduché vypoctové zariadenie. K dispozicii ma mnozinu
registrov oznacenych Ry, Ry, Ro, . .., pricom v kazdom registri moze byt ulozené Tubovolne
velké nezaporné celé ¢islo.

Minského registrovy stroj moze mat jeden alebo viacero vstupov, ktorych hodnoty
st na zaciatku vypoctu ulozené v registroch Ry,..., Ry, kde k je pocet tychto vstupov.
Ostatné registre st na zaciatku vypoctu inicializované na hodnotu nula. Po skonceni
vypoctu Minského registrového stroja je vysledkom hodnota ulozena v registri Ry.

Kazdy Minského registrovy stroj je riadeny pevne danym programom. V programe sa
mozu vyskytovat tieto prikazy:

e Zvysenie hodnoty v danom registri o 1
e ZniZenie hodnoty v danom registri o 1 (ak je v registri nula, hodnota sa nezmeni)

e Test na nulu zisti, ¢i je v danom registri nula

Register je dany svojim ¢islom. Cislo registra je v prikaze vzdy pevne zadané, nemozno
teda na urcenie registra pouzit obsah inych registrov.

Programy budeme zakreslovat do schém, pricom zvySenie hodnoty registra R; bu-
deme znacif obdlznikom s napisom R;++, zniZenie hodnoty registra R; budeme znadit
obdl7nikom s népisom R;--, test na nulu v registri R; znac¢ime ovalom s népisom R;?.
Zaciatok programu znac¢ime pismenom 7 v krazku a koniec programu znac¢ime pismenom
K v krazku (program moze mat aj viacero koncov, ale iba jeden zaciatok). Jednotlivé
prikazy st pospajané Sipkami, ktoré uréuji tok riadenia programu. Z obdlZnika vychidza
vzdy jedna sipka. Z ovalu vychadzaju dve sipky, pricom jedna z nich je oznacena nulou
(po nej pokracuje vypocet vtedy, ked bola v testovanom registri nula, v opa¢nom pri-
pade vypocet sleduje druhi Sipku). Ak v programe za sebou nasleduje niekolko prikazov
zvysenia alebo znizenia, mozno ich zapisat pod seba do jedného obdlznika.
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Priklad

Uloha. Zostrojte stroj, ktory bude mat na vstupe &sla 2 a y (ulozené v registroch Ry
a Ry) a ktory vypodita ich stéin z - y (ulozi ho do registra Ry).
RieSenie. Stroj riesiaci tito tlohu vidime na obrazku. Tento
stroj vzdy odcita od registra R, jednotku a k registru Ry pricita
¢islo y (obsah registra Ry). To robi dovtedy, kym v registri R;
nie je nula. Cislo y sa teda do registra R, pripo¢ita spolu z-krat,
takze dostaneme spravny vysledok.
Podme sa teraz pozriet na to, ako sa robi pripoc¢itanie ¢isla y
Ra? 0] k Ry. Opit v cykle znizujeme hodnotu registra Ry a zvySujeme

hodnotu registra Ry, az kym nemame v registri Ry nulu. Vtedy

R R sme do Ry pridali presne y. Problém je ale v tom, ze v registri
Rat+ Rot++ Ry mame teraz nulu a pre dalsi priebeh vypoc¢tu tam potrebu-
Ro++ | jeme dat spit y. Preto v cykle okrem znizenia R, a zvySenia
J Ry este zvySime R3. Tym po skonceni cyklu mame hodnotu y

144

ulozenu v registri R3. Stac¢i ju odtial ,,presypat spit do regis-
tra R,. To opét robime cyklom, v ktorom sucasne znizujeme R3 a zvySujeme Ry, kym
v Rj3 nie je nula. Vtedy mame v Ry spif y a mdzeme zacat s dalsim kolom vypoctu.

Sttazné tlohy
a) Zostrojte Minského registrovy stroj s jednym vstupom n, ktory vypocita ¢islo 2".

b) Zostrojte Minského registrovy stroj s jednym vstupom n, ktory vypocita Fibonac-
ciho ¢islo F,. VAs stroj pritom moze pouzivat iba registre Ry, Ry, Ro, 3.

Fibonacciho ¢isla st uréené nasledujicim vztahom:

a1 ak 0 <n <2,
"o Fn71+Fn72 aanQ

P-1II-1

Vo vypoctovom stredisku je N pocitacov ocislovanych od 1 po N, ktoré st navzajom
rozne poprepajané jednosmernymi spojeniami. Ak je ,pocitac¢ ¢ pripojeny k pocitacu j*,
znamend to, ze poc¢ita¢ i moze posielat spravy pocitacu j (avSak nie naopak). Ak je
pocitac ¢ pripojeny k pocita¢u j, moze, ale nemusi byt pripojeny pocita¢ j k pocitacu .
(Ziadny pocitaé nie je pripojeny sam k sebe.)

Do vypoctového strediska bol zakipeny novy centralny pocitac. Je potrebné, aby
tento pocita¢ mohol poslat spravu vSetkym ostatnym pocitacom. Treba ho preto pripojit
k niekolkym dalsim pocitacom tak, aby sa z neho dala poslat sprava Tubovolnému podi-
tacu p bud priamo (t.j. centralny pocita¢ je pripojeny k pocitacu p), alebo cez niekolko
inych pocitacov (t.j. existuji pocitace ay, as, . . ., a; také, ze centralny pocitac je pripojeny
k pocitacu a,, pre e = 1,2,...k — 1 je pocitac a; pripojeny k pocitacu a;,; a pocitac ay
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je pripojeny k pocitacu p). Kvoli ispore kdblov je nutné minimalizovat pocet pocitacov,
ku ktorym bude pripojeny centralny pocitac.

Sttazna tloha

Je dany pocet pocitacov N. Dalej pre kazdy pocita¢ i (1 < i < N) je dany pocet pocita-
cov d;, ku ktorym je dany pocitac¢ pripojeny, ako aj ich zoznam, a;1, a;s, . .. a;q,. NapiSte
program, ktory vypiSe zoznam pocitacov, ku ktorym je potrebné pripojit centralny po-
¢itac tak, aby ich pocet bol minimalny. Ak mozno centralny pocita¢ pripojit viacerymi
sposobmi, vypiste Tubovolny z nich.

Priklad

vstup: vystup:

N=7 2,47

dy = 1, pripojenia: 2 (Iné mozné rieSenie je 1,4,7.)
dy = 2, pripojenia: 1 5

d3 = 1, pripojenia: 6

dy = 2, pripojenia: 3 6

ds = 1, pripojenia: 3

d¢ = 1, pripojenia: 5

d; = 0, pripojenia: ()

P-1II-2

Nech A = (ay, as, ..., apr) je postupnost celych ¢isel. Postupnost A’ je vybrand podpostup-
nost tejto postupnosti, ak vznikne z postupnosti A vynechanim niektorych jej ¢lenov, pri-
¢om poradie ostatnych prvkov zachovame. Spolo¢na vybrana podpostupnost postupnosti
A, B je kazda postupnost C, ktora je vybranou podpostupnostou kazdej z postupnosti
A, B.

Priklad

Nech A = (1,11,2,1,4,99), B = (9,4,1,2,7,1,99). Postupnost (1,2,1,99) je spolo¢nou
vybranou podpostupnostou postupnosti A, B. Postupnost (1,2,4) je vybranou podpo-
stupnostou postupnosti A, ale nie je vybranou podpostupnostou postupnosti B, teda nie
je ani spolo¢nou vybranou podpostupnostou A a B.

Satazna tloha

Majme dané dve postupnosti celych ¢isel A = (ay,as,...,ar) a B = (by, by, ..., by)
s dlzkami M, resp. N. Tieto postupnosti st ulozené v poliach al[1..M], resp. b[1..N],
ktoré nie je mozné menit.

Uvazujme takt vybrant podpostupnost postupnosti A a B, ktorej stcet jednotlivych
¢lenov je najviacsi mozny. Napiste program, ktory vypise sucet ¢lenov takejto postupnosti.
Poznamka: Existuje algoritmus, ktory tato tlohu riesi v ¢ase imernom M - N a pamiiti,
ktorej velkost je imerna menSiemu z ¢isel M, N.
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Priklad
vstup: vystup:
M=6N=17 103

A=(1,11,2,1,4,99)
B=1(9,4,1,2,7,1,99)

Vybrané podpostupnosti so sti¢tom 103 st dve: (4,99) a (1,2,1,99).

P-1II-3

V istej krajine sa prave skonéili volby. Kazdy voli¢ v nich hlasoval za jedného z navrho-
vanych kandidatov. Vitazom volieb sa stane kandidat, za ktorého hlasovala nadpolovi¢na
vacsina volicov. Mate k dispozicii vysledky hlasovania jednotlivych volicov a mate c¢o
najrychlejsie zistit, ktory kandidat vyhral volby.

Sttfazna tloha

Volieb sa ztcastnilo N volicov oc¢islovanych od 1 po N a M kandidatov ocislovanych od
1 po M (niektori kandidati v8ak nemuseli ziskat ani jeden hlas). Vysledky hlasovania st
ulozené v poli a, pricom plati, Ze voli¢ i (1 < i < N) hlasoval za kandidéata ¢islo afi].
Toto pole nemozte menit.

Napiste program, ktory zisti, ¢i existuje kandidat, za ktorého hlasovalo viac ako %
volicov. Ak ano, vypise ¢islo tohto kandidata, ak nie, vypise, ze takyto kandidat neexis-
tuje.

Poznamka: Cisla M a N mozu byt velmi velké. Snaite sa, aby va§ program pracoval
¢o najefektivnejsie a pouzival ¢o najmenej paméte.

Priklad

vstup: vystup:

N=9 Vyhral kandidat 2.
A=(2,3,2,2,3,50001,3,2,2)

vstup: vystup:

N=10 Nevyhral ziadny kandidat.

A={22,1,4,3,2,1,2,100,2}

P-1I1-4
Minského registrové stroje

Studijny text ” Minského registrové stroje” k prikladu P-II-4 mozZno ndgjst v zadani prikladu
P-I-/ na strane 107. Oproti domacemu kolu je popis registrového stroja rozsireny o novy
druh instrukcie.

Kazdy Minského registrovy stroj je riadeny pevne danym programom. V programe sa
mozu vyskytovat tieto instrukcie:
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e ZvySenie hodnoty v danom registri o 1
e ZniZenie hodnoty v danom registri o 1 (ak je v registri nula, hodnota sa nezmeni)
e Test na nulu zisti, ¢i je v danom registri nula

Pre tcely tohto kola zavedieme dals$i druh instrukeie:

e Vypocet hodnoty funkcie F'. Tato instrukcia zoberie obsah ur¢eného vstupného
registra x, vypocita hodnotu F(z) a ulozi ju do urceného vystupného registra.
Obsah vstupného registra po vykonani tejto inStrukcie nie je definovany (moze
tam byt Tubovolné nezaporné ¢islo). Stroj, ktory moze obsahovat takito instrukciu,
budeme nazyvat rozsireny registrovy stroj.

Register je dany svojim ¢islom. Cislo registra je v prikaze vzdy pevne zadané, nemoizno
teda na urcenie registra pouzit obsah inych registrov.

Instrukciu na vypocet funkcie F' so vstupnym registrom R; a vystupnym registrom
R; znaéime obdiznikom s napisom R; <— F(R;) (vstupny a vystupny register musia byt
navzajom rozne).

Ak v programe za sebou nasleduje niekolko prikazov zvySenia, znizenia a vypoctu
hodnoty funkcie, mozno ich zapisat pod seba do jedného obdlznika.

Priklad

Uloha. Nech F(z) je dopredu dana, aviak neznama funkcia. Zostrojte rozireny regis-
trovy stroj, ktory bude mat na vstupe ¢islo n (ulozené v registri Ry) a ktory vypocita
stcet F(0)+ F(1)+ ...+ F(n—1) (ulozi ho do registra Ry).

Ry++ [ [

L]

Riesenie. Stroj riesiaci tuto tlohu vidime na obrazku. Tento stroj pracuje v cykle. Pri
kazdom prechode cyklom znizi hodnotu v registri R; o jednotku, vypocita hodnotu funkcie
F(R;) a pripo¢ita ju k registru Ry. Budeme potrebovat niekolko pomocnych registrov.
Register R3 bude sluzit ako vstupny register pre vypocet funkcie F'. Do tohto skopirujeme
obsah registra R; tak, ze najprv ,presypeme® obsah registra R do registrov R3 a Ry,
potom naspét obsah R, do R;. Teraz mozeme pouzit inStrukciu na vypocet funkcie F.
Vysledok funkcie sa zapise do registra Ry. Na dokoncenie cyklu staci ,prisypat® obsah
Ry do registra Ry a vynulovat register Rj.
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Sttazné dlohy

a) Nech F(x) je nejakd dopredu dand, avSak neznama rastiica funkcia. (Funkcia je
rastlica, ak pre vSetky z plati F'(x+1) > F(z).) Zostrojte rozsireny registrovy stroj
s jednym vstupom y, ktory vypocita funkciu G(y), inverzna k funkeii F'. Presnejsie,
G(y) = z, kde x je najmenSie také nezaporné celé ¢islo, pre ktoré plati F'(x) > y.

Priklad: Predpokladajme, ze F(z) = 22 4+ 6. Potom pre vstup y = 5 by mal stroj
vypodcitat hodnotu 0 (pretoze F'(0) > 5 a 0 je najmensSie nezaporné celé ¢islo). Pre
vstup y = 10 je spravny vystup 2, pre vstup y = 11 je vystupom 3.

b) Zostrojte Minského registrovy stroj s jednym vstupom n, ktory zisti, ¢i zdpis ¢isla
n v dvojkovej ststave je palindromom. Palindrom je postupnost cifier, ktora je rov-
nakd, ked sa ¢ita spredu a zozadu (nie je dovolené dopisovat nuly na zaciatok zapisu
¢isla). Stroj bude na konci vypoc¢tu obsahovat v registri Ry jednotku v pripade, 7e
n je palindréom, alebo nulu v pripade, ze n palindrémom nie je.

Napriklad, zapis ¢isla 09 = 04 alebo 21,9 = 101015 v dvojkovej sustave je palindrém,
zapisy cisel 1019 = 1010, a 1179 = 1011, palindrémami nie si.

P-IIT-1

V centre mesta je N vyznacnych krizovatiek oc¢islovanych 1 az N, ktoré st urc¢itym sposo-
bom spojené M cestami. Cesta je asfaltovy koberec spajajici dve konkrétne krizovatky.
Medzi dvoma krizovatkami existuje najviac jedna cesta. VsSetky cesty st obojsmerné a na
kazda krizovatku sa mozno po tychto cestach zo vSetkych ostatnych krizovatiek dostat,
t.j. pre lubovolnu dvojicu krizovatiek ¢ a j, i # j, existuju krizovatky aq, as, ..., a; také,
7eay =1, a,=japrei =12 ... k—1 vedie medzi krizovatkami a; a a;;, cesta. Pre
ucely tejto tlohy volajme krizovatkou aj miesto, do ktorého vedie jedina cesta (pripadne
dve cesty).

V ramci zvySenia bezpec¢nosti premavky sa mestska rada rozhodla ¢o najviac ciest
wzjednosmernit“. To znamend, ze ak medzi krizovatkami ¢ a j existuje cesta, po ,,zjedno-
smerneni od ¢ ku j¢ (oznacujeme i — j) bude po tejto ceste mozné ist z krizovatky i do
krizovatky 7, ale nie naopak. Mestska rada mé jedini podmienku: z kazdej krizovatky sa
musi dat dostat do vSetkych ostatnych krizovatiek dodrzujic prikdzany smer jazdy.

Sttazna tloha

Je dany pocet krizovatiek N a ciest M. Dalej je danych M dvojic krizovatiek {i, 7},
1 # j, takych, ze medzi krizovatkami ¢ a j vedie cesta. Napiste program, ktory vypise
,zjednosmernené“ cesty a ich novy smer tak, aby bol pocet zostavajucich obojsmernych
ciest minimalny. Ak je viac moznosti, vypiste fubovolnt z nich.
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Priklad

vstup: vystup:

N =8 M=10 253

{1,2} 3—+8

{2, 3} 8 — 2

(2,8} 415

(3,4} 56

(3,8 6— 7

{4,5} 74

(4,7} 57

{5,6} (Iné mozné rieSenie je presmerovat
(5,7} {5,7} na 7 — 5.)

{6,7}

P—-1IIT -2

V istej krajine sa prave skonéili volby. Kazdy voli¢ v nich hlasoval za jedného z navrho-
vanych kandidatov. Za poslancov miestneho zhromazdenia st zvoleni vSetci kandidati, za
ktorych hlasovala viac ako jedna k-tina vSetkych voli¢ov. VS8imnite si, ze v takychto vol-
béach je mozné zvolit najviac k — 1 kandidatov (mozno menej). Méte k dispozicii vysledky
hlasovania jednotlivych voli¢ov a mate ¢o najrychlejsie zistit, ktori kandidati boli zvoleni
do zastupitelstva.

Sttazna tloha

Volieb sa zacastnilo N voli¢ov oc¢islovanych od 1 po N a M (M < N) kandidatov odis-
lovanych od 1 po M (niektori kandidati vSak nemuseli ziskatf ani jeden hlas). Vysledky
hlasovania st uloZené v poli a, pricom plati, 7e voli¢ i (1 < i < N) hlasoval za kandidata
¢islo afi]. Toto pole nemdzete menit. Dalej mate dané ¢islo & > 2 (velmi malé v porovnani
s N).

Napiste program, ktory vypise ¢isla vSetkych kandidatov, za ktorych hlasovalo viac
ako % volicov.
Poznamka: Cisla M a N mozu byt velmi velké. Snaite sa, aby va§ program pracoval
¢o najefektivnejsie a pouzival ¢o najmenej pamite.

Priklad

vstup: vystup:

N=11,k=3 M=7 Zvoleni st kandidati 1, 2.
A=(1,2,3,2,1,1,7,2,3,2,1)

vstup: vystup:

N=8 k=4, M =4 Nebol zvoleny ziadny kandidat.

A=(1,2,3,3,4,2,4,1)
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P—-1IT -3
Minského registrové stroje

Studijny text *Minského registrové stroje” k prikladu P-III-8 mozno ndjst v zadani pri-
kladu P-I-4 na strane 107. Oproti domdcemu kolu sa studigny text lisi prikladom zosta-
venia Minského stroja z blokov.

Kazdy Minského registrovy stroj je riadeny pevne danym programom. V programe sa
mozu vyskytovat tieto prikazy:

e ZvySenie hodnoty v danom registri o 1
e ZniZenie hodnoty v danom registri o 1 (ak je v registri nula, hodnota sa nezmeni)

e Test na nulu zisti, ¢i je v danom registri nula

Pouzitie blokov. Pri zakreslovani zlozitejsich schém sa ndm moze stat, Ze niektoré
¢asti potrebujeme pouzit viackrat. Aby sme sa vyhli viacnasobnému kresleniu rovnakych
skupin prikazov, budeme ich zoskupovat do blokov. Blok je skupina prikazov s jednym ur-
¢enym pociatoc¢nym prikazom a jednou alebo viacerymi vystupnymi sipkami. Kazdy blok
musime najprv definovat, t.j. zakreslit prislusna skupinu prikazov. Definovany blok po-
tom mdzeme pouzit na Tubovolnom mieste pri zakreslovani programu registrového stroja
(pripadne pri definovani inych blokov). Blok znac¢ime oblZnikom s menom bloku, z ktorého
vychadza prislusny pocet Sipok. Pri definicii mozeme niektoré registre oznacit premen-
nymi. Za tieto premenné sa dosadia konkrétne registre az na mieste, kde sa blok pouzije
(v tomto pripade napiSeme do obdl7nika za meno bloku do zatvoriek registre, ktoré sa
maji dosadit za jednotlivé premenné). Premennym, za ktoré nedosadime Ziadny regis-
ter, sa nakoniec priradia nepouzité registre (kazda képia premennej ma vlastny register).
Pouzitie blokov najlepsie objasni priklad:

Uloha. Zostrojte stroj, ktory bude mat na vstupe ¢islo n (uloZené v registri R;) a ktory
vypocita sucet druhych mocnin ¢isel od 0 po n (ulozi ho do registra Ry).

i v
L y—- y++ ADD(z, y)
T++ p--
pht A B
Blok ADD a jeho
schématicka znacka

RieSenie. Najprv nadefinujeme blok ADD(z, y), ktory k registru x pripo¢ita obsah registra
y (obsah registra y sa zachovd). Tento blok bude pouzivat jeden pomocny register p,
ktorému nie je explicitne priradeny ziadny konkrétny register. Bude mat dve vystupné
Sipky: ak je v registri y nula, pouzije sa sipka A, v opacnom pripade pouzijeme Sipku B.



ZADANIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA P 115

Nas registrovy stroj bude pracovat nasledovne: K obsahu
@ registra Ry (ktory je na zaciatku nulovy) budeme postup-
' ne pripo¢itavat n?, (n —1)%, ..., 12 V registri R; bude
vzdy ulozené ¢islo x, ktorého druhtt mocninu prave pripoci-
tavame. Ak x = 0, kon¢ime (vetva A bloku ADD(Ry, Ry)).
V opacnom pripade pomocou ADD(Ry, R;) skopirujeme
obsah R; do R, (obsah R, bol predtym nulovy) a pomocou
cyklu a dalSieho bloku ADD pripoc¢itavame do Ry x-krat
¢islo . (VSimnime si, ze v Ry je po prebehnuti tohto cyklu
opét nula.) Tento postup opakujeme, pricom znizujeme ob-
sah R; o jednotku.

‘ ADD(RQ, Rl) }»
A

Sttazna tloha

Konecna mnozina nezdpornych celych ¢isel M = {e¢1,¢,...,¢,} sa di jednoznacne za-
kédovat do nezaporného celého ¢isla m takto: m = 27", 2%. (V mnozine sa moze kazdy
prvok nachadzat najviac raz, t.j. ¢; # ¢; pre i # j.) Ak si predstavime zapis ¢isla m
v dvojkovej ststave, potom ¢islo ¢ patri do mnoziny M prave vtedy, ak c-ty bit zapisu m
je jednotka. Bity ¢islujeme sprava dolava, t.j. najpravejsi bit ma ¢islo 0, jeho Tavy sused
¢islo 1, atd.

Zostrojte Minského registrovy stroj, ktory dostane na vstupe koéd m nejakej mnoziny
M a ¢islo s a zisti, ¢i sa ¢islo s d& dostat ako stcet niektorych prvkov mnoziny M, t.j.
¢i existuje takd mnozina M’ C M, 7e Y.y ¢ = 5. Cislo m je pred zaciatkom vypoctu
ulozené v registri Ry, ¢islo s v registri Ry. Po skon¢eni vypoc¢tu ma register Ry obsahovat
jednotku v pripade, ze s je stuctom niektorych prvkov mnoziny M a nulu v opa¢nom
pripade. Sucet nula prvkov ma definitoricky hodnotu nula.

Priklad

Pre hodnoty m = 203 (11001011 v dvojkovej stistave, to znamend, ze M = {0,1,3,6,7}),
s = 10, je spravny vysledok 1 (10 =3+ 7). Pre m = 203, s = 12, je vysledok 0 (pretoze
12 sa ned4 dosiahnut ako stcet ¢isel z mnoziny M). Pre m Tubovolné, s = 0, je spravny
vysledok 1.

P-1II1 -4
Program: pramen.pas/pramen.cpp
Vstup: pramen.in
Vystup: pramen.out
V istom kiipelnom mestecku je N mineralnych pramenov oc¢islovanych 1,2,..., N na-

vzajom pospajanych chodnickami, pricom medzi kazdou dvojicou pramenov vedie chod-
nicek. Turisti zvic¢sa chea ochutnat vodu z kazdého pramena, ale kedze s chodnicky
neoznacené, obcas sa stane, ze nejakého zbludilého turistu najdu vo vedlajSej doline.
Preto sa spravca kupelov rozhodol dat ku kazdému pramenu prave jeden smerovnik uka-
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zujuci na dal$i pramen a to tak, Ze turista zac¢inajuci pri lubovolnom prameni pokracujic
v smere smerovnikov prejde cez vSetky pramene.

Spravca dal vyrobit N smerovnikov s ¢islami pramenov 1, ..., N. Robotnici ale neroz-
myslali a rozmiestnili smerovniky k prameniom tplne ndhodne. Tak pri kazdom prameni
sice bol prave jeden smerovnik ukazujici k nejakému pramenu, ale mohlo sa stat, Ze ak
turista zacal pri jednom prameni, tak sa k niektorym pramenom vobec nedostal. Mohlo
sa dokonca stat, ze smerovnik pri niektorom prameni ukazoval naspit na ten isty pramen,
pri ktorom bol osadeny.

Spravca vie, ze na robotnikov sa moze spolahnit len v tejto jednoduchej operacii:
vzajomne vymenit smerovniky pri dvoch pevne danych pramenoch p a g, t.j. ak smerovnik
pri prameni p ukazoval na pramen ¢ a smerovnik pri prameni ¢ ukazoval na pramen j, tak
po takejto vymene bude pri prameni p smerovnik ukazovat na pramen j a pri prameni ¢
bude smerovnik ukazovat na pramen 1.

Napiste spravcovi program, ktory zisti, aké vymeny maji robotnici vykonat tak, aby
sa dalo pomocou smerovnikov prejst cez vSetky pramene a pocet vymen bol najmensi
mozny.

Vstupny subor

Vstupny stibor PRAMEN.IN obsahuje na prvom riadku pocet prameiov N (1 < N <
< 30000). Nasleduje N ¢isel (oddelenych medzerami alebo koncami riadkov), i-te z nich
je ¢islo pramena, na ktory ukazuje smerovnik pri i-tom prameni.

Vystupny stbor

Prvy riadok vystupného stiboru PRANEM.OUT obsahuje minimalny pocet vymen M, ktoré
je potrebné vykonat. Nasleduje M riadkov popisujucich vymeny: (i+1)-vy riadok vystup-
ného suboru (1 < i < N) obsahuje dve ¢isla p, ¢ oddelené jednou medzerou, oznacujice
dvojicu pramenov, pri ktorych treba vymenit smerovniky. Vymeny sa vykonavaju v uve-
denom poradi.

Priklad
PRAMEN.IN PRAMEN.QUT
7 2
5146 237 13
7 1

Poznamka: Uvedeny vystupny subor je jednym z moznych spravnych vystupnych su-
borov.



ZADANIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA P 117

P-1IIT -5

Program: kina.pas/kina.cpp
Vstup: kina.in
Vystup: kina.out

V istej krajine prave zacal Medzinarodny Filmovy Festival Umeleckej Kinematografie
(MFF UK). V krajine je n (1 < n < 50) miest oznacenych ¢islami 1,2,...,n. V kaz-
dom meste je jedno kino. O kazdom kine je zname, aky film z ponuky filmov MFF UK
o¢islovanych 1,2,...,t (1 <t < n) v iom premietaji. Konkrétne, v kine v meste ¢islo i
premietaji kazdy vecer ten isty film ¢islo f;. Mesta s navzajom pospajané m obojsmer-
nymi cestami. O kazdej ceste ¢ (1 < ¢ < m) vieme ¢isla miest 2z, a k. (z. # k.), ktoré
spaja, ako aj jej dlzku I, (0 < I, < 1000). Medzi kazdou dvojicou miest vedie najviac
jedna cesta.

Predpokladajme, 7e mate rozpis k vecerov (0 < k < 1000), pricom pre kazdy vecer
i (1 < i < k) je urcené ¢islo filmu p;, ktory by ste chceli v ten vecer vidiet. Niektoré
filmy sa na rozpise mozu vyskytnut aj viackrat. Aby ste mohli vecer vidiet naplanovany
film, musite sa behom diia dopravit do niektorého mesta (nezélezi na tom do ktorého),
v ktorom tento film uvadzaji. KedZe neradi cestujete, chceli by ste, aby celkovd vami
precestovana vzdialenost bola ¢o najmensia. Prvy den rano sa nachadzate v meste ¢islo
1. Pri prechddzani z mesta do mesta je mozné prechadzat cez lubovolne vela inych miest.
7 kazdého mesta sa da dostat do kazdého a da sa to stihnif za jeden den. Nezalezi na
tom, v ktorom meste sa budete nachadzat po zhliadnuti posledného filmu.

Napiste program, ktory pre kazdé mesto nacita cislo filmu, ktory v nom premietaji,
dalej nacita popis jednotlivych ciest a rozpis filmov, ktoré mate v jednotlivé dni vidiet, a
vypise, v ktorom meste mate ist ktory vecer do kina, aby vami precestovana draha bola
minimalna, ako aj dlzku tejto miniméalnej drahy.

Vstupny stbor

Vstupny stbor kina.in obsahuje na prvom riadku tri ¢isla n, m, k. Druhy riadok obsa-
huje n cisel fi, fa, ..., fu. Nasleduje m riadkov popisujucich cesty, kazdy obsahuje trojicu
¢isel z., ke, l.. Posledny riadok obsahuje k ¢isel pq, po, ..., pr. Kazda dvojica po sebe na-
sledujucich ¢isel v riadku je oddelena jednou medzerou. Mozete predpokladat, ze kazdy
film p; (1 < i < k), ktory chcete vidiet, sa premieta aspon v jednom meste.

Vystupny stbor

Vystupny sibor kina.out na prvom riadku obsahuje dlzku celkovo precestovanej drahy
medzi mestami. Druhy riadok popisuje jednu optimélnu trasu. Obsahuje k ¢isel (kazdé
dve nasledujice oddelené medzerou), i-te ¢islo v poradi oznacuje mesto, v ktorom by ste
podla danej trasy mali vidiet film p;.

Poznamka: Ak vystupny stbor obsahuje spravnu minimalnu di7ku, aviak bud neobsa-
huje popis optimalnej trasy, alebo obsahuje popis trasy, ktory je chybny, bude hodnoteny
ako Ciasto¢ne spravne riesenie poloviénym poc¢tom bodov za dany vstup.
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Priklad

kina.in kina.out

7 49
2314 5326432
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RieSenia sutaznych uloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Vezmime pracovny postup ¢ a ozna¢me h; najkratsi ¢as od spustenia vyroby, v ktorom
moze byt postup ¢ dokon¢eny. Kedze v tovarni je mozné vykonavat naraz lubovolny pocet
postupov, mozeme vyrobu usporiadat tak, ze kazdy postup ¢ sa skutoc¢ne dokonci v c¢ase
h;. Na vyrobenie celého vyrobku potrebujeme dokoncit vSetky pracovné postupy, takze
cely vyrobok mozno dokon¢it najskor v ¢ase max{hy, ho, ..., h,}.

Otazkou zostava, ako spocitat ¢as h;. Ak postup ¢ nema ziadne predchadzajice po-
stupy, znamena to, ze ho mozno priamo spustit. Hodnota h; je teda priamo rovna trvaniu
postupu 7. Ak postup ¢ ma nejaké predchadzajice postupy pi, pa, ..., P, treba tieto po-
stupy najprv vykonat. Teda postup i mdze zacat najskor v ¢ase, ktory je maximom ¢asov
By, s By .o hy, . Ak vieme, kedy postup i zacne a vieme dlzku jeho trvania, vieme tri-
vialne spocitat aj kedy skondi.

Hodnoty h; budeme pocitat rekurzivne. Program obsahuje funkciu urci_cas(7), ktora
rekurzivne vypocita hodnotu h;. Ak postup ¢ nema predchodcov, bude to jednoducho ¢as
jeho trvania. Ak postup ¢ uz ma predchodcov, spusti sa funkcia urci_cas pre kazdého
predchodcu postupu 7, z tychto casov sa najde maximum a k nemu sa pripocita cas
trvania postupu i. NavySe, ked vypocitame hodnotu h; pre nejaké i, ulozime si ju do
pola. Ak potom neskor zavolame funkciu urci_cas pre to isté 7 znovu, tato funkcia uz
nebude znovu pocitat, ale jednoducho vrati uz vypocitant hodnotu z pola.

Dokéazeme najprv, ze takyto program vzdy skonci. Predpokladajme, Ze by sme pocitali
nejaki hodnotu h; a pri jej vypocte by sme potrebovali vypocitat nejaki hodnotu h;, pre
predchéadzajici postup ji. Pri vypocte hj, by sme potrebovali vypocitat nejakt hodnotu
hj, a tak by sme sa vndarali hlbsie a hlbsie, az by sme zistili, Ze na vypocet nejakého
hj, potrebujeme vediet h;. To by sposobilo nekonecné volanie rekurzie. Takyto pripad
vSak moze nastat iba vtedy, ak nie je mozné vykonat postup ¢, pretoze postup i sa moze
vykonat az po tom, ako skon¢i j; a j; mozno vykonat az potom, ako skonéi j, atd. a jj
mozno vykonat az po tom, ako skon¢i i. Dostali sme teda cyklus, takze i nie je mozné
vykonat vobec. V zadani je vSak uvedené, ze vSetky postupy sa daji vykonat, takze tento
pripad nemoze nastat a algoritmus vzdy skondi.

Na zaver podme analyzovat vypoctova zlozitost algoritmu. Uvazujme, 7e pre kazdy
postup mame zoznam predchadzajucich postupov ulozeny v spajanom zozname. Oznac¢me
n pocet postupov a m celkovy pocet predchadzajicich postupov pre vsetky postupy
v technologickom plane vyrobku. V prvej ¢asti algoritmu nac¢itame potrebné iidaje. Tato
¢ast ma zlozitost O(m + n).

V druhej ¢asti algoritmu zavolame funkciu urci_cas(i) pre kazdé i od 1 po n. V rdmci
kazdého takého volania sa funkcia moze este dalej rekurzivne volat. Funkciu urci_cas(7)
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volame pre kazdé ¢ raz z hlavnej casti algoritmu a pre kazdy postup, ktorému je po-
stup ¢ predchodcom, tito funkciu opif zavolame. Spolu sa teda vykona m + n volani
funkcie urci_cas. Pre kazdi hodnotu i sa ale hodnota urci_cas(i) pocita iba raz a pri
dal8ich volaniach sa iba najde v poli v konStantnom ¢ase. Mame teda presne m volani fun-
kcie urci_cas, ktoré prebehnt v konstantnom case. Ostatnych n volani pocita hodnotu.
Pri volani, ktoré pocita hodnotu, sa prejde zoznam vsetkych predchadzajtcich postupov
a hlad4d sa maximum z ¢asov. Cas takéhoto volania je teda timerny poétu predchadzaji-
cich postupov (ak vynechdme ¢as potrebny na vnorené rekurzivne volania). Celkovy ¢as
vSetkych n volani, ktoré pocitaji hodnotu bude teda O(m + n). Spolu v8etkych m + n
volani bude tiez trvat ¢as O(m+n). Celkova ¢asova zlozitost algoritmu je teda O(m—+n).
Pamiitova zlozitost je tiez O(m + n).

Nakoniec dve poznamky. Ak by sme vypocitané hodnoty vo funkcii urci_cas neu-
kladali do pofla, ale pocitali vzdy znovu, dostaneme algoritmus s exponencialnou ¢aso-
vou zlozitostou. VSimnime si, Ze problém mozno jednoducho pretransformovat do tedrie
grafov — postupy budi vrcholy a hrany (orientované) povedi vzdy od postupu k jeho
predchodcom. Ulohou je potom najst orientovani cestu s najviéim saétom &asov vo
vrcholoch. Algoritmus, ktory sme uviedli, je v grafovej terminoldgii iba jednoduchou mo-
difikdciou prehladavania do hibky.

P-1-2

Je zndmych viacero algoritmov na konstrukciu retazca obsahujticeho vSetky permutacie
znakov danej abecedy ako podretazce. Najprv uvedieme priklad jednoduchého algoritmu,
ktory pre N-prvkovii abecedu zostroji retazec dizky N? — N 4+ 1. Potom ukazeme kompli-
kovanejsi algoritmus, ktory zostroji refazec dlzky iba N?—2N +4 (pre N > 3). Ci existuje
aj kratsi retazec, nie je zndme (existuje dolny odhad poctu znakov takéhoto retazca, tento
odhad je vsak nizsi ako N? — 2N + 4).

Ukézme najprv jednoduchsiu konsStrukciu. Majme N-prvkova abecedu {ai,as,...,
ay}. V retazci bude N —1 tsekov tvaru ajas . . . ay a ukonéeny bude znakom a;. Napriklad
pre abecedu {a, b, ¢} zostrojime retazec abcabca. Retazec obsahuje (N —1)-N+1 = N?—
— N + 1 znakov. Pre N = 15 teda dostavame refazec dlzky 211.

Zostava dokazat, ze takto zostrojeny retazec skutoc¢ne obsahuje kazda permutaciu ako
vybrany podretazec. Rozdelme si teraz refazec na N — 1 tsekov tvaru aqas...ay. Me-
dzi kazdymi dvoma takymi tsekmi, rovnako ako za poslednym aj pred prvym takymto
tsekom sa nachddza znak a;. Vezmime Tubovolnt permutaciu znakov abecedy. Najprv z
tejto permutacie vynechajme znak aq. ZvySok permutacie je urcite vybranym podretaz-
com nasho retazca, lebo z kazdého useku tvaru asas...ay mozeme vybrat prave jeden
znak tak, aby sme z j-teho tseku vyberali j-ty znak permutacie rozny od a.

Nech je teraz a; v permutacii na i-tom mieste, t.j. pred nou je ¢ — 1 znakov. Potom
z retazca vyberieme i-ty vyskyt znaku a; v poradi. Pred nim sa vyskytuje i — 1 tisekov
tvaru asas...ay a teda a; bude aj vo vybranom podretazci na i-tom mieste. Dokazali
sme, 7e pre Tubovolni permutéciu vieme najst taky vybrany podretazec nasho retazca,
ktory sa jej rovna.

Teraz este struc¢ne popiSeme zlozitejsiu konstrukciu. Ta bude vytvarat postupnost
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retazcov T'(1), T(2), T(3),..., pricom T(N) obsahuje vSetkych N! permutacii N znakov
ako podretazce. Ukdzeme sposob, ako z T'(N) zostrojit T(N + 1) (pre N > 3).

Retazce T'(1), T(2) a T(3) zvolime pevne: T(1) = a1, T(2) = ajaga; a T(3) =
= ajazasaiaza az. St to najkratsie mozné retazce pre N = 1,2,3 (mozno dokazat overe-
nim v8etkych moznosti).

Majme teraz abecedu {ay, as, ...,ayn}. K retazcu T(N) vytvorime postupnost zdklad-
nyjch bodov. Prvy zakladny bod retazca T'(N) je index prvého vyskytu znaku a; v T(N).
Pre i > 1 je i-ty zdkladny bod index prvého vyskytu znaku a; za (i — 1)-vym zdkladnym
bodom v retazci. Napriklad, v T'(3) = ajazasajazaias je postupnost zakladnych bodov
(1,3,5).

Algoritmus pre konstrukciu retazca T(N) z retazca T(N — 1):

1. Pre kazdé i = 2,3,..., N —1 vsunat tesne pred i-ty zakladny bod retazca T(N —1)
znak ay.

2. Na koniec takto vzniknutého retazca pripojit usek
a2,043,...,AN-3,0N,Q1,AN—1-

Podla prvého bodu algoritmu sme vlozili N — 2 znakov a podla druhého bodu sme
vlozili N — 1 znakov. Celkovo sa teda retazec predlzi o 2N — 3 znakov. Vietky zakladné
body retazca T(N — 1) buda aj zdkladnymi bodmi retazca T'(N) (len sa posund kvoli
vsuvaniu znakov ay podla bodu 1) a N-tym zékladnym bodom sa stane znak ay pri-
dany v bode 2. Napriklad pre N = 4 dostdvame pomocou tohoto algoritmu 7'(4) =
= (10304020104030109040103.

Retazec T(N) zostrojeny nasim algoritmom (pre N > 3) ma dizku N2 — 2N + 4. Toto
tvrdenie dokazeme matematickou indukciou — dizka refazca T'(3) je 7, ¢o je rovné 3% — 2
-3 4 4. Predpokladajme teraz, 7e dizka T(N —1) je (N —1)2 —2(N — 1) + 4 a dokaZeme,
7e potom dl7ka retazca T(N) je N2> — 2N + 4. Retazec T(N) vznikol pridanim 2N — 3
znakov do retazca T(N —1), jeho dlzka je (N —1)2—2(N —1)+4+42N —3 = N2 —2N +4.
Dokazali sme, ze dizka retazca T'(N) je N? — 2N + 4.

Nakoniec zostava dokazat, ze refazec T'(IN) obsahuje vSetkych N! permutéacii znakov
abecedy ako podrefazce. Tento dokaz je pomerne zdlhavy, takze uvedieme len zékladni
myslienku. Retazec T'(N) rozdelime na tseky. Prvy usek za¢ina prvym zakladnym bodom
a konc¢i druhym zakladnym bodom. Pre 2 < i < N — 1 bude i-ty tsek zac¢inat znakom
ay, ktory je hned za i-tym zékladnym bodom a kon¢it znakom a;, ktory sa vyskytuje
prvykrat za (i + 1)-vym zdkladnym bodom.

Mozno dokézat matematickou indukciou (vzhladom na N), 7ze kazdy 7 takto vytvo-
renych tsekov obsahuje znaky aq,as...ay a za¢ina znakom a;. Retazec obsahuje N — 1
takychto usekov a kazdy z nich obsahuje prave jeden zakladny bod s vynimkou prvého
tiseku, ktory obsahuje dva zakladné body. Dalsou vlastnostou dvoch susednych tisekov
i-teho a (i + 1)-vého je ich prekrytie v dvoch znakoch, a sice a; a a;.

Nech ma teraz nasa permutacia znak a; na i-tom mieste. Uvazujme pripad, ze i <
< N — 1. V permutécii vyberieme prvy vyskyt znaku a; z i-teho tseku retazca T'(N).
7 i-teho useku je mozné pouzit este jeden znak, lebo sa v nom vyskytuju vSetky znaky
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a to az za vybranym znakom a;. Pred ¢-tym tsekom je ¢ — 1 tisekov a za nim je N —i—1
usekov. Teda pri vybere jedného znaku 7 kazdého tseku dostaneme vSetky permutacie
so znakom aq v i-tej pozicii. Prekrytie susednych tsekov nespdsobi problémy, pretoze
pri vybere znaku a; z i-teho tseku je mozné vSetky ostatné znaky a; ignorovat a dalSie
spolo¢né znaky sa stavaji hrani¢nymi prvkami tisekov. Hrani¢ny prvok je povazovany za
prvok patriaci len do jedného tseku.

Zostava dokazat tvrdenie v pripade, Ze a; je v permutacii na N-tom mieste. Vtedy
retazec T(N) je rozdelime na tiseky so zékladnymi bodmi ako hraniénymi bodmi tsekov.
Pocet tisekov je N —1 a kazdy z nich obsahuje znaky ay, as, ...ay. Ak na posledné miesto
vyberieme posledny vyskyt znaku a; v refazci T(N), tento znak nepatri do Ziadneho
7 vySSie spominanych tsekov. Teda refazec T'(N) obsahuje vSetky permutécie so znakom
a1 na poslednom mieste.

Uvedeny algoritmus pre N = 15 dava nasledujici retazec dizky 199:
acdefghijklmnobadefghijklmnocabefghijklmnodacbfghijklmnoeadbcghijklmnofa-
ebcdhijklmnogafbcdeijklmnohagbcdef jklmnoiahbcdefgklmnojaibcdefghlmnokajb-
cdefghimnolakbcdefghijnomalbcdefghijkonambcdefghijkloan

P-1-3

Thto tlohu si mozeme predstavit aj tak, ze mame pole n navzajom roznych ¢isel a[l],
a[2], ..., a[n] (preferencie stran) a mame najst najmensi a najvicsi prvok tohto pola,
pri¢om ale k polu moéZzeme pristupovat iba prostrednictvom funkcie prieskum(s, j), ktora
nam povie, ¢ je afi] < a[j] alebo alj] < a[i].

Ukézme si najprv rieSenie pre parne n. Rozdelime vSetky prvky pola do dvojic a v kaz-
dej dvojici prvky porovname (pomocou funkcie prieskum). Prvky sa nam rozdelia na dve
podmnoziny — do mnoziny X dame tie, ktoré boli pri porovnani v dvojici vécsie a do
mnoziny Y tie, ktoré boli pri porovnani mensie. Je zrejmé, ze ziaden prvok z mnoziny X
nebude najmensim prvkom, lebo od neho existuje aspon jeden mensi prvok (ten, ktory
bol s nim v dvojici). Preto ked hlfaddme minimum, sta¢i hladat medzi prvkami mnoZiny
Y. Podobne ziaden prvok z Y nebude najvic¢$im prvkom pola a preto sta¢i maximum
hladat medzi prvkami mnoziny X.

Najmensi z prvkov v mnozine Y najdeme jednoducho. V premennej min si budeme pa-
miitat najmensi ndjdeny prvok. Na zaciatku to bude Tubovolny prvok mnoziny Y. Potom
budeme najmensi ndjdeny prvok porovnavat vidy s dalsim a dal$im prvkom mnoziny
Y. Vzdy ked bude porovnavany prvok mensi ako prvok v premennej min, stane sa on
najmensim nijdenym prvkom (ulozi sa do premennej min). Podobne budeme hladat aj
najvacsi prvok v mnozine X.

V pripade, Ze n je neparne, budeme postupovat rovnako, ibaze do dvojic rozdelime
iba n — 1 prvkov a posledny prvok nakoniec priddme aj do mnoziny X aj do mnoziny
Y. V niektorych pripadoch mozeme este jedno porovnanie usetrit — ak sa tento posledny
prvok stal najmensim prvkom mnoziny Y (a tym padom aj celého pola), tak ho mozeme
z mnoziny X vynechat, lebo uréite nebude stcasne aj najvic¢sim prvkom. Pripad, ked
n = 1, oSetrime zvlast. Netreba ni¢ porovnavat — jedina strana ma sicasne najvyssie aj
najnizsie preferencie.
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Podme teraz zistit, kolko porovnani v najhorSom pripade vykoname pre dané n. Ak n
je parne, vznikne nam n/2 dvojic. Pre kazda dvojicu spravime jedno porovnanie, aby sme
minima (alebo maxima) v mnozine s x prvkami pouZijeme x — 1 porovnani (do premennej
min ulozime najprv prvy prvok, potom tito premennii porovname so vSetkymi ostatnymi
x — 1 prvkami). TakZe na ndjdenie minima v mnozine Y spotrebujeme n/2 — 1 porovnani
a na najdenie maxima v mnozine X tiez n/2 — 1 porovnani. Spolu teda mame

n+<n 1>+<n 1)_371—4
2 2 2 2

Pre neparne n budeme mat (n — 1)/2 dvojic, takze na zaiatku spravime (n — 1)/2
porovnani vo dvojiciach. Mnoziny X a Y vSak budi mat (n — 1)/2 + 1 prvkov, takze
na nijdenie minima alebo maxima z takejto mnoziny potrebujeme (n — 1)/2 porovnani.
Spolu teda mame

n—1 n—-1 n—-1 3n-3
> T2 T T3

Dostali sme teda, 7e pre n parne spravime najviac (3n — 4)/2 porovnani a pre n

neparne spravime najviac (3n — 3)/2 porovnani. Tento vysledok je mozné zapisat aj

jednym vzorcom s pouzitim celych hornych a celych dolnych c¢asti takto:

2[5]+ 5] -

Na zaver si povedzme niec¢o o tom, ako implementovat popisany algoritmus. Mnoziny
X a Y nebudeme vytvarat na zaciatku, ale priebezne. Najprv zoberieme prvé dva prvky
v poli, porovname ich a mensi z nich bude pociato¢na hodnota premennej min a vAcsi
bude poc¢iato¢na hodnota premennej max. Potom vezmeme vzdy dalsiu a dal$iu dvojicu,
porovname jej prvky navzajom a potom mensi z nich porovname s premennou min (a ak
treba, tak obsah min zmenime) a via¢si porovname s premennou max. Pre nepéarne n treba
nakoniec zvlast spracovat posledny prvok. Takto naprogramovany algoritmus bude mat
¢asovt zlozitost linedrnu (t.j. O(n)) a pamitovi zloZitost konstantni.

P-1-4

Cast a) Ulohou bolo zostrojit stroj, ktory pre vstup n vypoéita ¢slo 27. Cislo n mame
uloZené v registri R;. Na zaciatku vypoc¢tu ulozime do Ry ¢islo 1 (t.j. 2°). Potom budeme
postupovat tak, ze v kazdom kroku znizime Ry o 1 a register Ry vynasobime 2. To robime
dovtedy, kym v R; nie je 0. Vtedy mame v Ry ulozené ¢islo 2".

Zostava popisat, ako nasobime register Ry dvoma. Jedna moznost je ulozit do niekto-
rého dalSieho registra hodnotu 2 a potom pouzit algoritmus nasobenia uvedeny v priklade
v Studijnom texte. My vSak pouzijeme trochu zjednoduseny algoritmus, ktory sa da pou-
zit iba na nasobenie konstantou. V cykle budeme znizovat Ry, az kym neklesne na nulu a
za kazdym zniZzenim dvakrat zvySime hodnotu R,. Takze po skonceni cyklu mame v R,
dvojnasobok hodnoty, aki sme mali povodne v Ry. Zostava uz len presunut hodnotu
7 Ry spit do Ry, ¢o spravime dalsim cyklom, ktory vzdy raz znizi Ry a zvy$i Ry, az kym
nebude v R, nula.
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Ro--
Ry++
Ry++

Ro++

Cast b) Ulohou je vypoditat n-té Fibonacciho &slo F,. Podla definicie Fy = Fy = 1
a F, = F,_1 + F,_o pre n > 2. Ak si vSak zavedieme pomocny ¢len tejto postupnosti
F_; = 0, bude platit, ze F,, = F,,_1 + F,,_» aj pre n = 1, ¢o znizi pocet pripadov, ktoré
je treba v programe pre Minského stroj Specialne osetrit.

Nas stroj bude pracovat tak, 7e v cykle bude znizovat register R; a pocitat dalsi
¢len Fibonacciho postupnosti, az kym nebude R; nula. Po k£ prechodoch tohto cyklu
bude register Ry obsahovat Fj, a register Ry bude obsahovat Fj_;. Spolu sa vykona n
prechodov, takze stroj spravne vypocita Fj,.

Pred prvym vykonanim cyklu (t.j. po nula prechodoch) potrebujeme mat v registri
Ry cislo Fy =1 a v registri Ry ¢islo F' ;1 = 0. To dosiahneme jednoducho prikazom Ry++.

Nakoniec preskiimajme, ¢o potrebujeme spravit v tele cyklu. V registri Ry mame ¢islo
F}, a v registri Ry ¢islo F_;. Chceme dosiahnut, aby v registri Ry bolo Fy.1 = Fj + Fj,_1,
t.j. stcet registrov Ry a Ry a v registri Ry aby bolo Fy, t.j. ¢islo, ktoré bolo povodne v Rj.
Budeme postupovat tak, Ze hodnotu v Ry pric¢itame k registrom Ry a R3 (a to tak, ze
budeme v cykle Ry znizovat, az kym neklesne na nulu a zakazdym zvySime Ry aj R3). Po
skonceni tejto operacie mame v Ry nulu, v Ry mame Fjy a v R3 mame Fj. Potrebujeme
teraz este obsahy registrov premiestnit tak, aby sme do Ry dostali obsah Ry a do R»
obsah R3. To spravime opit obvyklym spdsobom (dvoma ,presypacimi“ cyklami).

Ro++

Ry.? (Ry? Y0
0

Ry—-
Ro++ Ry++ Ro++
Rs++

P-1II-1

Jednotlivé pocitace nazvime vrcholmi. Z vrchola ¢ do vrchola j nech vedie hrana prave
vtedy, ked je pocitac¢ ¢ pripojeny k pocitac¢u j. Vznikne nam tak orientovany graf G.
Nasou tlohou je vybrat mnozinu vrcholov M s minimalnym poc¢tom prvkov taki, ze pre
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Tubovolny vrchol v existuje vrchol u € M taky, Ze z u do v vedie cesta (priptstame cestu
dlzky 0, t.j. u = v).
Mnozinu vrcholov U, pre ktort plati, ze

1. pre Tubovolné dva vrcholy u,v € U,u # v existuje cesta z u do v veduca len cez
vrcholy patriace do U

2. 7o ziadneho vrchola w € G nepatriaceho do U nevedie hrana do ziadneho vrchola
uelU

nazvime mazimdalny silne sivisly komponent (MSSK) grafu G' (poznamenajme, ze vrchol,
do ktorého nevedie 7iadna hrana, tvori maximalny silne stvisly komponent). Kazdé dva
rozne MSSK su disjunktné. Keby MSSK U a MSSK V' (U # V') neboli disjunktné, potom
existuje u, ktory patri do obidvoch a vrchol v, ktory patri do U a nepatri do V' (alebo
naopak). Z vrchola v vedie cesta do vrchola u. Na nej niekde musia za sebou nasledovat
vrchol v, ktory do V nepatri a vrchol «/, ktory uz do V' patri — mnozina V' nemé vlastnost
2 MSSK - spor.

LCahko vidno, 7e z kazdého MSSK grafu G musi nejaky vrchol patrit do mnoziny M.
Zaroven staci, aby z kazdého MSSK bol v mnozZine M jeden Tubovolny vrchol.

Budeme ofarbovat vrcholy grafu roznymi farbami. Za¢nime z lubovolného neofarbe-
ného vrchola v a ofarbime farbou f vSetky neofarbené vrcholy (vratane v), do ktorych
existuje cesta z v vedica cez doteraz neofarbené vrcholy. Farbenie realizujeme prehla-
davanim grafu do hibky. Vrchol v vyhlasime za reprezentanta farby f. Potom si zvolime
dalsiu farbu f a iny neofarbeny vrchol v a opakujeme, kym sa nemint vSetky neofarbené
vrcholy. Do kazdého vrchola zrejme existuje cesta z niektorého z reprezentantov. Niektori
reprezentanti su vsak zbytoc¢ni: ak do vrchola 7, reprezentujiceho farbu f; vedie cesta
z vrchola ry reprezentujiceho farbu fo, z 75 sa da dostat do vSetkych vrcholov ofarbenych
farbou f; a preto r; je zbytoc¢ny.

Ako rychlo zistit, ktori reprezentanti su zbytoc¢ni? Nech r; je zbyto¢ny reprezentant.
Potom existuje reprezentant r; taky, ze z r; vedie do r; cesta prechadzajica len cez vrcholy
ofarbené farbami f; a f;, pricom farby na ceste sa nestriedaji, t.j. cesta vedie najprv cez
vrcholy farby f; a potom cez vrcholy farby f;. Posledny vrchol na tejto ceste ofarbeny
farbou f; ozna¢me v, prvy vrchol ofarbeny f; nech je w. Vrcholy farby f; boli zrejme
ofarbované neskor ako vrcholy farby f;. Preto ak by sme v okamihu ofarbovania vrchola
v vedeli, Ze z vrchola u sa da dostat do vrchola r;, velmi lahko by sme prisli na zbyto¢nost
r;. Preto si pre kazda farbu f; a pre kazdy vrchol u ofarbeny touto farbou spocitame, ¢i
sa z vrchola v da dostat do reprezentanta farby f; t.j. vrchola r;. Tato praca sa da tiez
zverit rekurzivnej ofarbovacej procediire. Na zaver treba skontrolovat, pre kazda hranu,
ktora vedie medzi vrcholmi roznych farieb, ¢i sa z jej koncového vrchola da dostat do
reprezentanta farby koncového vrchola. Ak ano, oznac¢ime reprezentanta tejto farby ako
zbyto¢ného. Tato kontrola sa da tiez robit pocas ofarbovania.

Procedira Prehladaj(v : integer) dostane ako argument ¢islo vrchola, z ktorého
mé prehladavat. Oznaéme N(v) mnozinu vrcholov, do ktorych vedie z v hrana. Pred
spustenim procedury Prehladaj z vrchola r; si poznacime, 7ze z vrchola r; sa da dostat
do reprezentanta r;. Tato procedira:
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e ofarbi vrchol v aktualnou farbou f;,
e rekurzivne sa zavola pre vSetky vrcholy u € N(v), ktoré eSte nie st ofarbené,

e ak existuje vrchol u € N(v) farby f;, z ktorého sa d4 dostat do reprezentanta r;,
poznadi si, ze aj z v sa da dostat do ;.

e ak existuje vrchol u € N(v) ofarbeny farbou f; # f; a pritom z u existuje cesta do
reprezentanta r;, poznaci si, Ze reprezentant r; je zbytocny.

Ostéava ukazat, 7e mnozina vsetkych reprezentantov, ktori nie s zbytoc¢ni, tvori nasu
hladant mnoZinu M. Lahko vidno, Ze do kazdého zbyto¢ného reprezentanta r vedie cesta
7 nejakého reprezentanta, ktory nie je zbyto¢ny. Nech to tak nie je. Potom existuje repre-
zentant ry taky, ze z r; vedie do r cesta. Ak by aj ten bol zbytocny, existuje ro taky, ze
z neho vedie cesta do r; atd. Bud po nejakom c¢ase prideme k reprezentantovi, do ktorého
uz nic nevedie, alebo sa ndm zacni reprezentanti opakovaft, teda nejaki dvaja, r; a r; sa
v postupnosti vyskytni aspon dvakrat. Jeden z nich musel byt ofarbovany skor, nech je
to r;. Potom ale z r; vedie do r; cesta, a preto by mal byt r; ofarbeny farbou f; (alebo
inou, pouzitou skor ako f;) — spor. Z mnoziny nezbyto¢nych reprezentantov sa teda da
dostat do Tubovolného reprezentanta, a teda aj do Iubovolného vrchola. Zaroven ziadni
dvaja reprezentanti nemozu lezat v rovnakom MSSK (lebo inak by museli byt ofarbeni
rovnakou farbou), teda ich je naozaj minimélny mo7ny pocet.

Casové a pamiitova zloZitost: Prehladavanie kazdého vrchola je timerné poc¢tu hrén,
ktoré z neho vedd. Ziadny vrchol sa neprehladava viac nez raz, preto celkova ¢asova
zlozitost algoritmu je O(M + N), kde M je celkovy pocet hran v grafe. Pamiitova zlozitost
je tiez O(M + N), pretoZe si potrebujeme zapamitat cely graf.

P-1II-2
Riesenie tohto prikladu pouziva metédu dynamického programovania. Ozna¢me A; =
= a[l],al2],...,ali] postupnost utvorentt z prvych i ¢lenov postupnosti a, analogicky
B; = b[1],...,b[j]. Budeme riesit vSeobecnejsiu tlohu: Pre kazdé 7, j, (0 <i < M, 0 <

< j < N) vypoditame, aky je maximélny stcet vybranej podpostupnosti postupnosti A4;
a B;. Tieto maximalne sacty si budeme zapisovat do tabulky p[0..A/,0..N], kde p[i, j]
je sticet maximalnej vybranej podpostupnosti postupnosti A; a B;. Hladany maximalny
stcet bude teda hodnota p[M, N].

Tabulku p budeme vyplhat po riadkoch s vyuzitim predpocitanej informécie v predos-
lom riadku. Riadok p[0] obsahuje samé nuly, pretoze neexistuje vybrana podpostupnost
prazdnej postupnosti. Riadok p[i] (pre ¢ > 0) vyplnime podla riadku p[i —1] takto: Poli¢ko
pli, 0] je zrejme nula. Policko pli, j] (pre j > 0) vieme vyplnit pomocou hodnot p[i — 1, j],
pli,j—1] apli—1,j —1]. Ak sa ¢isla a[i] a b[j] nezhoduji, kazda vybrana podpostupnost
postupnosti A; a B; je zarovenn vybranou podpostupnostou postupnosti A4;_; a B; alebo
A; a Bj_;. Teda v tomto pripade je p[i, j] rovné maximu z ¢isel p[i — 1, 5] a p[i,j — 1].
Ak ali] = b[j], kazda vybrand podpostupnost postupnosti A; a B; je vybranou podpo-
stupnostou postupnosti 4, ; a B; alebo A; a B;_;, alebo vybranou podpostupnostou
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postupnosti A;_; a Bj_; s pridanym ¢lenom a[i] = b[j]. Preto p[¢, j] je rovné maximu
z ¢isel pli —1,7], pli,7 — 1] apli — 1,5 — 1] + ali].

Navrhnuty algoritmus mé ¢asovt zlozitost O(M - N). Pamiitova zlozitost je tiez O(M -
-N). Kedze kazdy riadok tabulky p zavisi iba na predchadzajicom riadku, sta¢i si pamétat
len posledné dva riadky (pri poc¢itani riadku p[i] si pamétame predchdadzajici riadok pli —
— 1]). Po takejto uprave bude pamiitova zlozitost algoritmu O(M + N).

P-1II-3

Ulohu budeme riesit v dvoch prechodoch. V prvom prechode najdeme kandidata — prvok,
ktory ako jediny mo6ze mat nadpoloviéni vic¢sinu. V druhom prechode len overime, ¢i sa
tento prvok nachadza v poli a viac ako % krat.

Kandidata budeme hladat nasledovnym spdsobom: pre kazdy prvok k, ktory sa v poli
a aspon raz vyskytuje, si budeme pocitat jeho silu s;,. Na zaciatku polozme silu vSetkych
prvkov rovnu 0. Silu prvkov budeme menit takym spdsobom, aby v kazdom okamihu
bola nenulova pre nanajvys jeden prvok. Tento prvok nazvime kandidatom a oznac¢me
ho K. Ak majua vSetky prvky silu nulovi, kandidatom je bud prvok a[l] (pred za¢iatkom
vypoctu), alebo prvok, ktory bol kandidatom v predchadzajicom kroku.

Pri spracovavani prvku a[i] mozu nastat tieto situacie:

1. K = ali], t.j. dalsi spracovavany hlas patri kandidatovi. ZvySime sg o 1.
2. K # ali], sk > 0, spracovavany hlas nepatri kandidatovi, preto znizime sy o 1.

3. K # ali], sk = 0. Zvysime silu s, prvku afi] o 1. Tym sa prvok a[i] stane novym
kandiddtom K.

Tento postup opakujeme, kym nespracujeme vSetky prvky pola.
Je zrejmé, 7e si netreba pamiitat silu vSetkych prvkov, staci si pamétat silu kandidata

a to, ktory prvok je kandidatom. Na to nam stacia dve premenné typu integer.
Lema: Nech sa nejaky prvok K vyskytuje v poli a M krat, kde M > g Potom po
spracovani vSetkych prvkov pola bude K kandidatom so silou sz > 2M — N > 0.
Oznacme pocet zvySeni sily kandidata K ako k., pocet znizeni jeho sily k_, pocet
zvySeni sily Tubovolného iného kandidata [, a pocet znizeni sily inych kandidatov [ .
Znizenie sily kandidata K, ako aj zvySenie sily iného kandidata je spésobené jedine vy-
skytom prvku rozneho od K. Takychto operacii teda bude najviac N — M. Kazdy vyskyt
prvku K sposobi bud zvySenie sily K, alebo zniZenie sily iného kandidata (prvky rozne
od K si v8ak mozu znizovat silu aj navzajom), preto tychto operacii bude najmenej M.

N-M > k_ +1I;
ke +1. > M
l,—1_ > 0

Posledna nerovnost vyplyva z toho, ze pocet zniZeni u ziadneho prvku nepresiahne
pocet zvySeni. Po s¢itani nerovnosti a iprave dostaneme

ke —k > 2M - N>0
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a teda po skonceni algoritmu méa prvok K kladnu silu. To je mozné len tak, ze bude na
konci kandidatom. O

Casova a pamiitova zlozitost: algoritmus vyzaduje dva prechody polom, kazdy z nich
je v ¢ase O(N). Pamiftova zlozitost je konstantna.

P-1I-4
Cast a)
Ry-- Ry—-
Ry++ Ry++
Ryt++ L]
L]
Stroj, rieSiaci tuto tulohu, bude postupne skusat ako z cisla 0,1,2,.... Vypocita

funkéntt hodnotu F(z) v kazdom z tychto ¢isel a porovna ju s hodnotou y v registri
R;. Ak je vicsia alebo rovna, mame rieSenie, ak nie, zvySime hodnotu x o 1 a pokracu-
jeme. V registri Ry budeme uchovavat hodnotu z, v registri R; bude hodnota y. Funkénii
hodnotu F'(x) ulozime do registra R3. Registre Ry a R4 slizia ako pomocné registre.
Jeden cyklus stroja sa bude skladat z tychto operacii:

e Skopirovanie obsahu registra Ry do registra Rs, ktory bude sluzit ako vstupny
register pre vypocet funkcie F'. Najprv presunieme obsah registra Ry do registrov
Ry a R3 (za kazdé zniZenie registra Ry raz zvySime kazdy z registrov Ry a Rs),
potom presunieme naspit obsah R3 do registra Ry.

e Pouzijeme instrukciu na vypocet funkcie F. Ry je vstupny register, vysledok sa
ulozi do vystupného registra R3. Po vykonani tejto instrukcie je obsah registra Rs
nedefinovany, preto ho musime vynulovat.

e Prekopirujeme obsah registra R, do registra Ry za pomoci registra R, rovnakou
technikou ako v prvom kroku.
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e Porovname velkosti ¢isel ulozenych v registroch Ry a R3. Postupne budeme od oboch
registrov odpocitavat jednotku, az kym sa nam jeden z registrov nevynuluje. Ak sa
prvy vynuluje register Ry (alebo sa vynuluji oba registre naraz), znamend to, ze
y < F(z). KedZe sme hodnoty z sktsali od najmensieho, je to najmensie x s touto
vlastnostou. Hodnota z je prezieravo ulozena v registri Ry, takze mozeme skoncit.
Ak sa naopak prvy vynuluje register R3, znamend to, 7ze F(z) < y a preto musime
pokracovat v cykle. Vynulujeme register Ry a vratime sa na zaciatok.

Cast b)

L D e

Rl—— R4__
Ry++ Ry++
Rs++ L]
L]
Ro? oo Ra? L Rr? Ra7 )"
R3-- R, Ri-- Ry—-
Ry++ Rs++ R;++
Ry++ L] Ry ? 0 Ra++ L]
L]

Ri—-

Ro++

L

Cinnost stroja je zaloZzena na jednoduchej myslienke: vstupné &slo n si skopirujeme
do pomocného registra, vypocitame c¢islo, ktoré vznikne obratenim binarneho zapisu n
(ozna¢me ho nlt). Potom porovname obe tieto ¢isla. Ak st rovnaké, odpoved stroja bude
1, v opa¢nom pripade bude odpoved 0.

Podme sa na ¢innost stroja pozriet trochu blizsie. Najprv obsah registra R;, obsa-
hujticeho vstupné cislo n, prekopirujeme za pomoci registra R4 do registra R5. Potom
budeme v cykle v registri R3 vyrabat ¢islo, ktoré vznikne otocenim binarneho zapisu
¢isla n. Nech n = 2Fb, 4+ 28='b,_; + ... + 2% je bindrny zapis ¢isla n. Po i prechodoch
cyklu (0 <i <k + 1) bude platit:

R1 == Qk_lbk + 2k_i_1bk,1 + ...+ 20b2
Ry = 2%+ 2% + ...+ 2%,

Na zaciatku teda R; = n, R3 = 0. V jednom prechode cyklom najprv vynasobime
obsah R3 dvomi, potom vydelime obsah R; dvomi. Obe tieto operacie sa daju realizovat
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s jednym pomocnym registrom tak, ze na kazdé znizenie obsahu Rj3 dvakrat zvySime
obsah pomocného registra, resp. na kazdé dve znizenia R, raz zvySime obsah pomocného
registra. Potom staci len presypat obsah pomocného registra naspit do Rj3, resp. Rj.
Ak nam pri deleni vznikne zvySok, vieme, ze posledna cifra zapisu R; bola 1, a preto
nastavime poslednt cifru aj ¢islu v registri R3 (t.j. pripo¢itame k R3 jednotku).

Ked je v registri R; nula, zrejme plati i > k a teda v Rj je ¢islo nf. Posledna vec,
ktora treba urobit, je porovnat obsah registrov R3 a Rs. Budeme postupne znizovat obsah
oboch registrov o 1, az kym sa jeden z nich nebude nulovy. V pripade, ze je aj druhy
nulovy, zvysime obsah registra Ry (lebo n je palindrém). V opa¢nom pripade zanechame
v registri Ry nulu a skonc¢ime.

P-III-1

Vytvorime graf G, ktorého vrcholy st krizovatky a medzi vrcholmi ¢ a j vedie hrana prave
vtedy, ak st krizovatky 7 a j spojené cestou. Hranu, ktorej odobratie sposobi rozpadnutie
grafu na dve ¢asti (komponenty stvislosti), nazyvame most. Ukdzeme, ze mosty si prave
tie hrany, ktoré musia zostat obojsmerné. Zrejme hranu e z vrchola v do v, ktora je
mostom, nemdzeme orientovat (ak sme ju zorientovali povedzme 7 u do v, nedalo by sa
dostat z v do u, pretoZe e je most). Z algoritmu vyplynie, Ze vSetky ostatné hrany mozu
byt ,,zjednosmernené*.

Algoritmus je zalozeny na myslienke prehladavania grafu do hibky. Prehladavanie
do hibky je rekurzivna procedira s jedinym parametrom — vrcholom v. Tento vrchol
oznac¢ime za uz prehladany a rekurzivne volame t0 ist procediru pre vSetkych eSte
neprehladanych susedov vrchola v. Volajme tychto susedov potomkamivrchola v. Nazvime
hlavnou kazda hranu, ktora vedie z predka do niektorého z jeho potomkov, a hrany, ktoré
nie su hlavné, volajme spdtné.

Pre naSe ucely priradime naviac pri prehladavani kazdému vrcholu v poradové ¢islo ¢,
oznacujuce, kolky v celkovom poradi bol vrchol v prvykrat objaveny. Zaroven kazdu eSte
neorientovani (obojsmernti) hranu orientujeme (,,zjednosmernime*) smerom od vrchola
v. Orientaciu uz orientovanych hran nemenime.

Ukézeme, ako sa da tento algoritmus pouzit na najdenie mostov v grafe. Aby sme
zistili, ¢i je hrana z u do v most, potrebujeme overit, ¢i sa da dostat z v do u po hranach
roznych od hrany (u,v). Ak sa d4, hrana (u, v) mostom byt nemdze. Naopak, ak sa neda,
hrana (u,v) je most. Kedze kazdy most je hlavnou hranou, predpokladajme, 7e v je
potomok u, teda prehladdvacia procedira pre v bola spustend v prehladavacej procedire
pre u. Nech w je vrchol s najmensim ¢islom ¢, taky, do ktorého sa da dostat z vrchola v
po orientovanych hranéach.

Ak je hrana (u,v) most, pre kazdy vrchol w’ objaveny volanim prehladavacej proce-
dary z v plati ¢,y > ¢,. Zaroven 7ziaden z vrcholov, do ktorych sa vieme prehladavanim z v
dostat (nepouzivame hlavné, t.j. uz orientované, hrany) nemohol byt v okamihu volania
procedury pre v objaveny. Teda ¢, > c,.

Naopak, predpokladajme, 7e ¢, < ¢,. Ozna¢me P mnozinu prehladanych vrcholov
tesne pred spustenim procedury pre v a () mnozinu vrcholov, ktoré objavime touto pro-
cedarou. Okrem hrany (u,v) nemoze viest 7iadna hlavna hrana z vrcholu z P do vrcholu
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7z (), ani naopak. (Ak by viedla z P do @, vrchol v @ by bol uz prehladany pred volanim
procedury, ¢o je spor. Ak by viedla z () do P, tato hrana by nemohla byt hlavna, pretoze
vedie do uz objaveného vrcholu — opit spor.) Ak ¢, < ¢, neexistuje ziadna spitna hrana
z @ do P (inak by platilo ¢, > ¢,), a teda neexistuje ziadna hrana medzi P a @) okrem
(u,v). Z toho vyplyva, ze hrana (u,v) je most.

Zostava nam ukazat, ze hrany, ktoré nie si mostami, s orientované vhodne, t.j. 7e je
mozné prejst z kazdého vrcholu do ITubovolného iného vrcholu dodrzujic orientaciu hran.
Predpokladajme, ze graf G nema mosty. Nech u a v st také vrcholy, ze ¢, =1 a ¢, = 2.
Z predoslého vieme, ze pre hlavnt hranu (u,v), ktord nie je mostom, plati ¢, > ¢, teda
cw = 1. Teda existuje orientovany cyklus (postupnost vrcholov vy, ..., vy takd, ze vi = vy
a pre kazdé i = 1,...,k — 1 vedie z vrcholu v; do v;4; orientovana hrana) prechadzajici
vrcholmi u, v. Ozna¢me S mnozinu vrcholov z cyklu. Pre mnozinu S plati, 7e sa vieme
7z kazdého do kazdého z jej vrcholov dostat po orientovanych hranach. Ak S obsahuje
vsetky vrcholy, ukazali sme, ze orientacia grafu vyhovuje. V opac¢nom pripade nech x je
vrchol mimo S taky, ze existuje vrchol y v S, Ze z y vedie do x orientovana hrana. Z x
sa da dostat po orientovanych hranich do niektorého vrcholu z S, pretoze inak by bola
hrana (y, z) most. TakZe sa da dostat aj z x do u, aj z u do x, a teda ak vrchol z pridame
do S, zostane zachovana vlastnost, 7e z kazdého do kazdého vrcholu v S sa da dostat.
Induktivne m6zme pridat do S vsetky vrcholy, z ¢oho vyplyva, ze navrhnuta orientacia
G je vhodna.

Analogickt argumentaciu mozno pouzit aj ked sa v grafe G mosty nachddzajia. Nech
(1 je (neorientovany) graf, ktory vznikne z G po odobrani vSetkych mostov. Oznaéme
C1,...,C; komponenty suvislosti G; (z kazdého vrcholu v C; sa da dostat do kazdého
vrcholu z C; po hrandch z Gy, pre i = 1,...,1). Existuje aspon jeden komponent Cj,
do ktorého viedol jediny most. (Ak si zostrojime graf, v ktorom kazdému komponentu
zodpoveda jeden vrchol a dva vrcholy st spojené hranou prave vtedy, ked medzi zodpove-
dajicimi komponentami v G vedie most, tento graf je suvisly a neobsahuje kruznice, musi
to byt teda strom. Kazdy strom mé aspon jeden list.) Pre tento komponent mozno pouzit
argumenty z predchadzajiceho odstavca, C; z grafu vynechat a induktivne pokracovat
v dokaze pre ostatné Cj.

Implementacia. Pre kazdy vrchol v je v poli kriz ulozeny zoznam jeho susednych
vrcholov. Teda kazda hrana je v tomto poli ulozena dvojnasobne a tieto dve képie na
seba navzajom ukazuji pomocou smernikov dual. Atribat aktiv hovori, ¢i sa da v tom
smere po danej hrane prechddzat (vyuziva sa pri orientovani, ked povolujeme len jeden
z dvoch moznych smerov hrany). Pole sus [v] uchovava pocet susedov vrchola v, pole ¢ [v]
obsahuje ¢, a v poli naj[v] je ulozené ¢islo ¢,. Najskor pomocou procediury prehladaj
podla vyssieuvedeného algoritmu orientujeme vSetky hrany grafu, pricom mosty tplne
vymazeme (obidvom hranidm nastavime aktiv na false). Potom vypiSeme vSetky aktivne
hrany.

Casova a pamitova zlozitost. Pamifovd zlozitost algoritmu je O(M + N) = O(M).
Casové zlozitost je zhodnd so zlozitostou prehladavania do hibky, teda tiez O(M) (po
kazdej hrane prejdeme prave raz).
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P—-1IIT -2

Ulohu budeme riegit analogicky ako v krajskom kole — v prvom prechode nijdeme kan-
didatov a v druhom overime pre kazdého z nich, ¢i sa nachadza v poli a viac ako %
krat.

Kandidétov je zjavne najviac k— 1. Budeme ich hladat nasledovne: pre kazdy prvok p,
ktory sa v poli a aspon raz vyskytuje, si budeme pocitat jeho silu s,. Na zaciatku polozme
silu v8etkych prvkov rovnu 0. Silu prvkov budeme menit takym spdsobom, aby v kazdom
okamihu bola nenulova pre nanajvys k& — 1 prvkov. Tieto prvky nazvime kandidatmi a
oznac¢me ich Ky,..., K;_,.

Pri spracovavani prvku a[i] mozu nastat tieto situdcie:

1. 35; K; = ali], t.j. dalsi spracovavany hlas patri niektorému kandidatovi. Zvysime
SKj ol.

2. Vj; K; # ali], Yu; sk, > 0, spracovavany hlas nepatri ziadnemu kandidatovi, preto
znizime kazdému kandidatovi silu o 1.

3. Vj; K; # ali], Fu; sk, = 0. Zvysime silu s, prvku afé] o 1. Preto sa prvok a[i] stane
novym kandidatom K.

Tento postup opakujeme, kym nespracujeme vSetky prvky pola.
Je zrejmé, Ze si netreba pamétat silu vSetkych prvkov, stac¢i si pamiitat sily & — 1
kandidatov a to, ktoré prvky st kandidatmi. Na to ndm stacia dve polia velkosti O(k).

Lema: Nech sa nejaky prvok P vyskytuje v poli a M krat, kde M > &. Potom po

k
spracovani vSetkych prvkov pola bude P kandidatom so silou sp > 0.

Doékaz: Nazvime operacie 1 a 3 zvysSenim a operaciu 2 znizenim. Dokazme najskor, ze
znizeni je najviac % Sporom. Vsimnime si, ze sila kazdého prvku je nezaporné celé ¢islo,
teda sucet sil vSetkych prvkov je na konci urcite nezaporny. Ak by bolo znizeni viac ako
X, (t.j. aspoir [ ¥ | +1) znamenalo by to, Ze sa celkovy sticet sil zniZil aspoii o (L%J + 1) :

- (k—1), zatial ¢o sa zvysil najviac o N — (L%J + 1). To ale znamena, 7e stcet sil prvkov
na konci je

s (B )= (31 01) e (2 <

¢o je spor, preto je naozaj znizeni najviac %

Vsimnime si teraz prvok P. Nech jeho vyskyt A-krat sposobil znizenie, B-krat zvyse-
nie. Opit sporom. Ukédzeme, ze sp > 0. Ak by mal prvok P na konci silu 0, znamenalo
by to, ze bolo aspont A + B znizeni — A-krat ho sposobil prvok P, B inych znizeni muselo
prvku P znizit silu na 0. Pocet znizeni je teda aspon A+ B = M > %, ¢o je spor s vyssie
dokdzanym tvrdenim, ze zvySeni je najviac % Preto mé prvok P na konci nenulovi silu.
To je mozné len tak, ze bude na konci kandidatom. 4
Casova a pamiitova zloZitost. Algoritmus vyzaduje dva prechody polom, kazdy z
nich je v ¢ase O(k.N). Pamitova zlozitost je O(k).
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P—-1III -3

Stroj riesiaci tto tlohu je uz pomerne zlozity a velmi tazko by sa kreslil naraz, bez toho,
aby sme ho rozlozili na mensie celky. Predtym, ako ho budeme konstruovat, si povedzme,
ako by sa takyto problém riesil na normalnom pocitaci.

Prvé rieSenie. Jeden z pristupov by bol backtrackom skusat vsetky mozné podmnoziny
mnoziny M, pre kazda vypocitat sucet a overit, ¢i sa nerovna danému c¢islu s. Skon¢cili
by sme, ak by sme nasli podmnozinu s vyhovujicim stc¢tom, alebo keby sme vyskusali
vSetky podmnoziny mnoziny M. Klasické backtrackové riesenie vSak pouziva zasobnik,
ktory by sme pomocou registrového stroja simulovali len s velkou ndmahou. Pekny trik,
ako vyskusat vsetky podmnoziny mnoziny M je takyto: Mnozina M ma kéd m. Postupne
budeme skusat vsetky také mnoziny N, ktorych kéd n je mensi alebo rovny m. Pre kazdua
takito mnozinu vypocitame kéd prieniku M N N, ¢o je vlastne logicky stac¢in (AND) po
bitoch ¢isel m a n. Niektoré podmnoziny sice vygenerujeme viackrat, ale to vobec nevadi.
Pre kazdy prienik (t.j. pre jeho k6d m AND n) potom spocitame stacet jeho prvkov a
skontrolujeme, ¢i sa ndhodou nerovna hladanému sactu s.

Blok pre bitovy logicky st¢in skonstruujeme podobne ako blok pre logicky sucet (OR,
vid. dalej). Na vypocet saétu prvkov v mnozine mozeme pouzit blok SHR(x), ktory zistuje
hodnotu najnizsieho bitu ¢isla v registri & a zaroven register x celociselne vydeli dvomi
(vid. dalej) a blok ADD(z, y), definovany v priklade zo zadania.

Druhé riesenie. Ako vzorové uvadzame iné rieSenie, ktoré vyuziva myslienku dynamic-
kého programovania. Postupne budeme budovat mnoziny stuc¢tov, ktoré sa daju vytvorit
len z k najmensich prvkov mnoziny M. Ozna¢me tieto mnoziny Sy, S, ..., Sk a ich kédy
S1, 82,...,8k. Jediné ¢islo, ktoré sa da utvorit si¢tom nula prvkov, je ¢islo 0. Preto Sy =
= {0} a sp = 1. Predstavme si, Ze uz mame vytvoreni mnozinu S; a nech (i + 1)-vy
najmensi prvok v mnozine M je p. Ku kazdému prvku z mnoziny S; pripoc¢itame ¢islo
p. Dostaneme tak mnozinu Sj, S; = {c+p | c € S;}. KedZze kazdy stcet z prvych i + 1
prvkov sa da dosiahnut bud s pouzitim alebo bez pouzitia prvku p, mnozina S;;; do-
staneme zjednotenim mnozin S; a S;. Kéd s, mnoziny S; dostaneme velmi jednoducho:
s, = 5;2P. Zjednotenie mnozin zase dosiahneme bitovym logickym saétom ich kédov, t.j.
Si+1 = s; OR s}. Pred tym, ako do detailov rozoberieme ¢innost nasho stroja, si definujeme
a popiseme niekolko blokov.

Vsetky popisované bloky pre spravnu ¢innost predpokladaji, ze vSetky pouzité po-
mocné registre su pred vstupom do bloku vynulované. Pred vystupom z bloku sa tieto
registre opét vynuluja.

Popis blokov.

Blok ADD(z bol popisany a definovany
e LN (,y) bol popisany y

L v zadaniach.
SHL(z) e o
o ot Blok SHL(x) vynésobi ¢islo v registri « dvo-
Pt it mi. Potrebuje jeden pomocny register p, do
p-- ktorého "presype” obsah registra x, potom ob-
sah p presypa do x, pricom za kazdé znizenie

registra p dvakrat zvysi obsah registra x.
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Blok SHR(z) celociselne deli ¢islo v registri
xr? . 7 , v 7 cv
\_l_) dvomi. M4 dva vystupy oznacené 0 a 1, pricom

vystup 0 sa pouzije, ak bolo ¢islo v registri x
R

p; SHR(x) pri vstupe do bloku parne a vystup 1, ak bolo
’ 0 1 neparne. Pracuje podobne ako blok SHL s tym,
ze najprv za kazdé dve znizenia registra x raz

77 Lpl_J zvySime pomocny register a potom presypame
obsah pomocného registra naspiit do .

;: 5;; Blok OR(x, y) je najzlozitejsi. Jeho funkciou

L L je priradit do registra = bitovy OR ¢isel uloze-

nych v registroch x a y a zaroven vynulovat
register . Budeme to robit podobne ako vo vzorovom rieseni krajského kola. Pomocou
blokov SHR odoberieme posledny bit zo zapisu oboch ¢isel x,y. Ak je aspon jeden z odo-
bratych bitov jednotkovy, priddme na koniec zapisu ¢isla v pomocnom registri p jednotku
(t.j. p vynasobime dvomi pomocou bloku SHL a potom k nemu pripoc¢itame jednotku),
v opa¢nom pripade priddme na koniec p nulu (t.j. vynasobime ho dvomi). Takto sa nam
bude v registri p postupne objavovat bitovy sucet ¢isel x a y, avSsak s bitmi zapisanymi
v obratenom poradi. Na koniec teda musime obsah registra p otoceny zapisat do registra
x, ¢o spravime opit odoberanim posledného bitu zapisu p a jeho pridavanim na koniec za-
pisu z. Aby sme vedeli, kolkokrat mame tito operaciu spravit, poc¢itame si pocet platnych
bitov registra p v pomocnom registri q.
Nakoniec nam zostava popisat sa-
‘ fq—?\o m,otn}'f stroj. Sklada sa z dvoch hla'v—
LI_J nych cyklov. V prvom cykle sa v regis-
l tri R3 postupne pocitaju kédy mnozin
S;, po skonceni i-teho cyklu R3 obsa-
l huje kéd s;. Zaroven sa v kazdom pre-
chode odoberie z mnoziny M jej naj-
mensi prvok.

Odoberanie prvku sa robi v dvoch mensich cyk-
loch spolu s vypoc¢tom kédu mnoziny S:_,, kto-
ry bude ulozeny v registri R4. Na zaciatku si
kéd s; ; skopirujeme z registra R3 aj do regis-
tra R4. V prvom cykle postupne delime obsah
registra Ry (t.j. k6d mnoziny M) dvomi a obsah
registra R, naopak nasobime dvomi, pricom si pocitame pocet prechodov cyklu v registri
R5. Ked sa nam nepodari vydelit obsah R; dvomi bezo zvysku, narazili sme na najmensi
prvok. V tomto okamihu mame v R4 kéd S!_,, ktory pomocou bloku OR pridame k ob-
sahu R3, ¢im nam v tomto registri vznikne kéd mnoziny S;. Na zaver v druhom cykle po
sebe upraceme, t.j. vynasobime obsah R; takou mocninou dvojky, akou sme ho v prvom
cykle vydelili. V§imnite si, ze tymto postupom sa ndm automaticky vynuloval najnizsi

nenulovy bit registra I, t.j. odobrali sme najmensi prvok mnoziny M.
Ked z M odoberieme posledny prvok, jej kéd ulozeny v registri R; sa vynuluje a riade-
nie prejde do druhého hlavného cyklu. V tomto cykle overime, ¢i ¢islo s ulozené v registri

| sHL(z) | | OR(z,y) |
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R,, patri do mnoziny, ktorej kod je ulozeny v registri R3. Hodnotu R3 staci s krat vydelit
dvomi a potom zistit, ¢i posledny bit registra je 1.

P-1III -4

Smerovnik pri prameni ¢islo ¢ nech ukazuje na pramen ¢islo s[i], pre 1 < i < N. Hovorime,
7e pramene pi, Pa, ..., pr tvoria cyklus, ak od pramena p; ukazuje smerovnik k pramenu
P2, od po k p3 a tak dalej, az od pramena p, k pramenu p;.

Ak vystartujeme z [ubovolného pramena p; a sledujic smerovniky prechddzame po-
stupne pramene po, ps, ..., po najviac N krokoch sa nam stane, ze prideme k pramenu
Pk+1, pri ktorom sme uz boli, t.j. pry1 = p; pre nejaké j < k. Kedze smerovnik ukazujici
na pramen j bol vyrobeny iba jeden, musi byt bud p, = p;_y, alebo j = 1. Ak je k naj-
mensie také, Ze py41 = pj, 7 < k, potom j = 1, a teda pramene py, ..., p; tvoria cyklus.
Takymto sposobom vieme pre kazdy pramen urcit cyklus, do ktorého patri.

Vzorovy program vyuziva fakt, ze ak vymenime smerovniky pri dvoch pramenoch,
ktoré patria do rovnakého cyklu, tento cyklus sa nam rozdeli na dva, t.j. pocet cyklov sa
zvysi o 1. Ak naopak vymenime smerovniky pri pramenoch z roznych cyklov, tieto dva
cykly sa spoja do jedného.

Oznacime si pramene, ktoré patria do toho istého cyklu ako pramen 1. Postupne
budeme hladat dalSie cykly, ktoré budeme pripajat k cyklu obsahujicemu pramen 1. Vzdy,
ked ndjdeme novy cyklus, ozna¢ime si vSetky pramene, ktoré donho patria a zaroven
spravime vymenu smerovnikov, ktorou sa tento cyklus pripoji k cyklu obsahujicemu
prvy pramen. V8imnime si, Ze novovzniknuty cyklus obsahuje prave doposial oznacené
pramene. Dalsi cyklus potom hladdme medzi neoznaenymi pramenmi.

Implementacia. Na oznacovanie pramenov pouzivame pole s. Pramen j povazujeme za
oznaceny, ak s[j] < 0. Novy cyklus zac¢iname hladat od takého neoznaceného pramena i,
ze vsetky pramene s ¢islom mensim ako : si1 oznacené. Pramen ¢ ako reprezentanta nového
cyklu ozna¢ime s[i] = —1, ostatné pramene cyklu ozna¢ime nulou. Ked pri prechédzani
cyklom opiit natrafime na pramen 7, cyklus sme uzatvorili. Rovnakym postupom hladdme
dalsi cyklus, pricom vieme, Ze kazdy pramen na tomto cykle ma ¢islo viicSie ako 7.

Na zaver vymenime jeden smerovnik z kazdého cyklu so smerovnikom pri niektorom
prameni z cyklu obsahujiceho pramen 1, t.j. postupne vymiename smerovnik pri prameni
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1 so smerovnikmi pri pramenoch oznacenych —1 (reprezentanti cyklov). Potrebny pocet
vymen je o jednotku mensi ako pocet cyklov.

Casova a pamiifova zloZitost. Pamitovd zlozitost je zrejme O(N). Casova zloZitost
algoritmu je tiez O(N), pretoze s kazdym prvkom pola s pracujeme maximéalne trikrat
(dvakrat pri hladani cyklov a na zaver robime esSte jeden prechod polom s).

P-1IIT -5

Ulohu zo zadania si trochu zjednodusme a venujme sa len podstate tlohy. Je jasné, 7e ak
sa z akéhokolvek dovodu budeme prestivat medzi dvoma mestami, tak optiméalne bude, ak
sa medzi nimi budeme prestvat najkratSsou moznou cestou. Nech teda h; ; (1 <i,j < N)
oznacuje dlzku najkratsej cesty medzi mestom i a mestom j. RieSenie podiilohy, ako zistit
dlzky najkratsich ciest, je uvedené o par odstavcov nizsie.

Takto zredukovanu tlohu budeme riesit metédou dynamického programovania. Oz-
natme F;; (1<i<N,0<j<K) dfzku najkratSej trasy koniacej v defi j v meste i,
takej, ze sme videli filmy p;, ps, ..., p; a pritom sme posledny film p; videli v meste i. Ak
hodnota E; j neexistuje (t.j. neexistuje trasa popisanych vlastnosti), polozime E; ; = oc.

Hodnoty E; ; budeme postupne pocitat z inych skor vypocitanych hodnét E; ; a z hod-
not h; ;. Zaéneme zrejme takto: By g =0a E; g =00 (2 <i < N).

Pocitajme hodnotu E; ; pre 1 < 7 < N. Mdme dve moznosti: V meste ¢ nehraja film
pj. Trasa pozadovanych vlastnosti konc¢iaca v meste i neexistuje, preto E; ; = oo.

Druh4 moznost je, ze film p; v meste ¢ hraji. Rozoberme tiito moznost. Na to, aby
sme videli filmy py, po, . .., p; sme museli vidiet filmy py, po, ..., p;—1. Film p;_; sme mohli
vidiet v nejakom meste s. Do mesta s sme sa pritom zrejme dostali najkratSou trasou,
kon¢iacou v tomto meste. DI7ka tejto trasy je E, ;1. Z mesta s do mesta 7 sme tak-
isto museli ist najkratsou cestou. Teda dl7ka takejto trasy bude E,; 1+ hg;. Prostym
vysktsanim vSetkych moznych miest s dostaneme dizku najkrasej cesty E; ;.

Eij=min {E,; 1+hg; | 1<s< N}

Najkratsia trasa, potrebna na zhliadnutie vSetkych K filmov, konc¢i v nejakom meste
i. Sta¢i ndm teda vybrat z df7ok tras, ktoré koncia v jednotlivych mestach, tii najmensiu.
Pre dlzku optimalnej trasy E teda plati

E :=min{E; k|1 <i < N}

Ostéva nadm eSte zistit, cez ktoré mestd vlastne optiméalna trasa vedie. Oznacme D ;
mesto, z ktorého sme prisli v den 7 do mesta ¢, ak by sme isli po optimalnej trase konciacej
v meste ¢ v deni j. Hodnotu D; j budeme pocitat sibezne s hodnotou E; ;. D; ; bude vlastne
to mesto s, pre ktoré bude E; ;_; + h,; miniméalne.

Mesto, v ktorom kon¢i hladand optimalna trasa (t.j. také, pre ktoré je E;  minimélne),
oznacme zr. Potom predchadzajice mesto na optiméalnej trase bude zx_ = Dy k.
Vo vSeobecnosti mesto na optiméalnej trase, z ktorého sme prisli do mesta z; bude mesto
Ti1= Dzz
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Nakoniec venujme par slov otazke, ako vzdialenosti h; ; (1 <,j < N) medzi jednot-
livymi mestami pocitat. Pouzijeme Standardny Floyd-Warshallov algoritmus. Vstupom
tohto algoritmu je matica h;; (1 < i,j < N), obsahujtica dlzky ciest, spajajtcich jednot-
livé dvojice miest (pre cestu vediicu medzi mestami i a j s dlzkou [ poloZime hij = hj; =1,
ak medzi 7 a j nevedie ziadna cesta, polozime h;; = h;; = co). Vystupom algoritmu je
matica h, v ktorej h;; je minimdlna vzdialenost, ktort musime precestovat, aby sme sa
dostali z mesta ¢ do mesta j.

Algoritmus bude pracovat v N cykloch. Po vykonani k-teho cyklu (0 < k < N) bude
platit, ze h; ; je dlzka najkratsej trasy z mesta i do mesta j, ktora prechidza len cez mesta
s ¢islom mensim alebo rovnym k. Na zaciatku (t.j. po vykonani 0 cyklov) je v h; ; ulozena
dl7ka priamej trasy bez prechadzania cez iné vrcholy. Pri vykonavani k-teho cyklu, dizka
trasy h;; moze byt bud rovnaka ako v predchddzajicom cykle (ak nevyuzijeme moznost
viest trasu z mesta ¢ do mesta j cez mesto k), alebo rovna h;; + hy; (ak trasu z i do j
vedieme cez mesto k). Vzdy si samozrejme vyberieme krat$iu moznost.

Implementécia. DI7ky ciest na¢itavame priamo do pola, v ktorom aj poéitame vzdia-
lenosti medzi mestami F-W algoritmom. Na vypocet si nepotrebujeme pamétat vsetky
hodnoty E; ;, staci si pamétat iba dva stipce pre j a j+1. Ak v8ak chceme zrekonstruovat
optimalnu trasu, potrebujeme si pamétat vSetky hodnoty D; ;.

Casova a pamitova zlozitost. Casova zloZitost celého algoritmu bude O(N3 + K N?),
z toho O(N?) je Floyd-Warshallov algoritmus. Pamiitova zloZitost bude O(N? + KN),
kde O(N?) pamiite zabera matica h a O(NK) zaberaji matice F a D.

Poznamka. Existuje algoritmus, ktory nepotrebuje ivodné predvypocitanie vzdialenosti
F-W algoritmom a ktory na vypocet kazdého stipca matice E pouziva modifikdciu Dijks-
trovho algoritmu. Tento algoritmus méa Casovi zloZitost O(K (M log N)), resp. O(KN?)
(podla implementacie Dijkstrovho algoritmu) a pamétova zlozitost O(M + NK).






7. Stredoeurdpska informaticka olympiada

Siedma Stredoeurdpska olympidda v programovani (Central European Olympiad in
Informatics — CEOI) sa uskuto¢nila v diioch 24. — 31. augusta 2000 v rumunskom meste
Cluj-Napoca, kde sa pred sSiestimi rokmi uskutocnila aj prva CEOI. CEOI je sttazou
stredoskolakov prevazne zo stredoeurépskych krajin. Kazda ztcastnend krajina ma pravo
vyslat Styroch sttaziacich, vediceho vypravy a jeho zastupcu. Na CEOI sa kazdorocne
zacastiuji druzstva zakladajicich krajin — Ceskej Republiky, Chorvatska, Madarska, Pol-
ska, Rumunska, Slovenskej Republiky a Slovinska. Tento rok organizatori navyse pozvali
timy z USA, Holandska, Moldavska a zacastnil sa aj tim Nemecka, ktoré bolo tohto roku
prijaté ako regularny ¢len CEOI.

Druzstvo Slovenska sa zicastnilo v zlozeni Jan Oravec (gym. J.G. Tajovského, B. Bys-
trica), Marian Dvorsky (gym. Kogice, Srobarova), Tomas$ Zathurecky (gym. V. Paulinyho—
Tétha, Martin) a Jozef Tvarozek (gym. J. Hronca, Bratislava) pod vedenim Michala
Forigeka a Richarda Kralovi¢a (Fakulta matematiky, fyziky a informatiky UK).

S vynimkou Jana Oravca sa eSte ziadny zo Studentov vyslanych na CEOI dovtedy
nezucastnil na ziadnej podobnej medzinarodnej sutazi, takze hlavnym uc¢elom CEOI bolo,
aby nazbierali skuisenosti pred dolezitejsimi sutazami v budicnosti. Napriek tomu nasi
studenti dosiahli tradi¢ne dobry vysledok a k eSte lepSiemu umiestneniu im chybala snad
len ta povestna Stipka Stastia — Tomasovi Zathureckému 7 bodov na medailu, Jozefovi
Twvarozkovi 10 na striebro.

meno body

Jan Oravec 362 | striebro
Marian Dvorsky 356 | striebro
Jozef Tvarozek 235 | bronz
Tomas Zathurecky 173 -

Celkové vysledky nas v neoficidAlnom poradi krajin radia spolu s USA na tretie miesto
za, doméacim Rumunskom a tradi¢ne vybornym Polskom. VSetci $tyria nasi zGcastneni
studenti maji pred sebou este rok studia na strednej skole, a teda Sancu na este lepsi
vysledok budftci rok.

Michal Forisek

Zadania uloh 7. Stredoeurdpskej informatickej olympiady

Planéta X

Vsetci obyvatelia planéty X stavaju svoje domy v trojuholnikovom tvare. Aby si usetrili
¢as a namahu, pouzivaju Specidlnu metddu ich konstrukcie. Cela stavba zacne jednou
rovnou stenou. Potom pri konstrukcii kazdého domu len pridaji dve nové steny k jednej
uz existujucej, ¢im dostanu uzavrety trojuholnikovy dom. Samozrejme, nové steny mozu
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byt neskor tiez pouzité ako pociatocné steny pre nové domy. Niekedy, ked pouZivaji tento
postup, sa dostant do situécie, Ze niektoré domy lezia vnitri inych (ako na obrazku). Tato
situacia ale vobec nevadi, lebo vo vnttornych domoch mézu zit ich deti.

Aby si osvetlili domy, obyvatelia nainstalovali na kazdom rohu vyslednej konstrukcie
prave jednu ziarovku (tato ziarovka je spoloéné pre vSetky domy, ktoré tento roh obsa-
huji). Okrem toho je na kazdom rohu tlac¢itko. Ked sa stla¢i tlacitko v niektorom rohu,
prepne sa ziarovka v tomto rohu a vsSetky Ziarovky v susednych rohoch. Dva rohy st
susedné, ak lezia na koncoch jednej steny. (Prepnutie znamena, ze ak doteraz svietila,
odteraz nesvieti a naopak.)

Sttazna tloha

Napiste program, ktory najde postupnost stlaceni tlacitiek, po stlaceni ktorej budu vsetky
ziarovky rozsvietené, pricom sa zacina z nejakého daného stavu ziaroviek.

Vstup: Prvy riadok vstupného stiboru obsahuje jediné celé ¢islo N (3 < N < 1000) —
pocet rohov budovy. Tieto st o¢islované od 1 po N. Na kazdom z dalsich 2N — 3 riadkov
st dve celé cisla I, .J, ktoré znamenaju, ze medzi rohmi [ a .J vedie stena. Posledny
(2N —1). riadok obsahuje N celych ¢isel oddelenych medzerami. Tieto celé ¢isla st 0 a 1
a zodpovedaji pociatocnému stavu ziaroviek — i-te z nich je stav ziarovky v rohu cislo ¢
a je to 0, ak ziarovka nesvieti a 1, ak svieti.

Vstupné tidaje zarucene reprezentuji budovu, ktora bola postavena podla tychto pra-
vidiel.
Vystup: Pokial rieSenie neexistuje, na prvom a jedinom riadku vystupného siboru ma
byt ¢islo 0. Pokial rieSenie existuje, ma na prvom a jedinom riadku byt K celych ¢isel,
oddelenych medzerami — ¢isla rohov, na ktorych treba stlacit tlac¢itko. Ak je rieSeni viac,
mozete vypisat [ubovolné z nich.

Na obrazku vidite moznt postupnost krokov vystavby ukazkového vstupu. Cisla rohov
so ziarovkami, ktoré na zaciatku svietia, s podciarknuté.

4 4 4
2 2
1
3 3 3
4 4
2 5 2
1 6

(6%}
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Priklad

Stbor X.IN Sdbor X.0UT
16

O P P WWLWNNFR,EFEL P~ O
= O OO DD WO W

1100

Cesty

Rumunské ministerstvo dopravy sa konecne rozhodlo opravit rumunské cesty. Kazda cesta
je obojsmerna a spaja dve mesté. Ziadne dve mesta nie st spojené viac ako jednou cestou.
Po existujiicej cestnej sieti sa da dostat z lubovolného do Iubovolného iného mesta.
Lenze ono to nie je také Tahké. Oprava cestnej siete znamend, ze postupne je vzdy
jedna cesta uzavretd, opravend a znovu otvorend, potom sa zac¢ne s opravou dalsej, atd.
Je ale nutné, aby pocas uzavretia Iubovolnej z ciest bola cestnd siet stale spojita. Aby
tomu tak bolo, minister sa rozhodol, ze najskor buda postavené nové cesty. A to tak, aby
bez ohladu na to, ktora cesta bude prave uzavreta (vzdy naraz len jedna), bola cestna siet
spojita. Samozrejme, pocet postavenych ciest by mal byt najmensi mozny. Navyse ziadna
nova cesta nesmie spajat dve mesta, ktoré uz predtym boli nejakou cestou spojené.

Sttazna tloha

Napiste program, ktory najde minimalny pocet ciest, ktoré treba postavit a ktoré dvojice
miest maji spajat.

Vstup: Prvy riadok vstupného siiboru obsahuje dve celé ¢isla N, M oddelené medzerou
(3 < N <2500,2 < M < 20000) — N je poet miest, M je pocet ciest medzi nimi.
Mesta su cislované od 1 po N. Kazdy z nasledujticich M riadkov obsahuje dve celé ¢isla
I, J oddelené medzerou. Tieto ¢isla znamenaji, 7ze medzi mestami [ a .J vedie cesta.

Vystup: Na prvom riadku vystupného siboru ma byt jediné celé ¢islo K, ktoré udava
minimalny pocet ciest, ktoré treba postavit. Kazdy z nasledujicich K riadkov obsahuje
dve ¢isla miest, medzi ktorymi treba postavit cestu. Pokial je optiméalnych rieSeni viac,
mozete si vybrat lubovolné z nich. Na poradi dvojic miest vo vystupe nezalezi.
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Priklad
Stbor ROADS.IN Subor ROADS.OUT
4 3 2
12 14
2 3 13
2 4
Buldozér
Definicia.

Buldozér' je druh stromu s nasledujticou vlastnostou: existuje v fiom nejaka cesta (vo-
lajme ju hlavna refaz) také, ze kazdy vrchol lezi bud na tejto hlavnej retazi, alebo susedi s
niektorym jej vrcholom. Na obrazkoch 62 a 63 mate dva priklady buldozérov. Vyfarbené
vrcholy tvoria ich hlavné retaze.

&) (7)

O-2-63-® O—2—5—9
& ® 3@ ®

Obrazok 62 Obrazok 63

Hlavna retaz nemusi byt jedina, napriklad v buldozéri napravo to moze byt aj cesta
3—2-5-0.

Sitazna tloha

Pre dany buldozér s N vrcholmi napiste program, ktory priradi jeho vrcholom ohodno-
tenia také, ze:

e ohodnotenia vrcholov sit navzajom rozne celé ¢isla od 1 do N, teda kazdé je pouzité
prave raz

e ziadne dve hrany nemaji rovnakt absoltitnu hodnotu rozdielu medzi ohodnoteniami
svojich koncovych vrcholov

Pre buldozér na obrazku 63 je jedno mozné ohodnotenie vrcholov na obrazku 64. Na tomto
obrazku st navyse pri hranach uvedené prislusné absoltitne hodnoty rozdielov ohodnoteni
ich koncovych vrcholov.

! Caterpillar sa d4 prelozit aj ako hisenica, ale vzhladom na grafickti reprezenticiu sa nam preklad
buldozér zda omnoho vystiznejsi :-)
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Label=8@ / 6\ 8 5 2 @Label=7

Label=9

4 1
Label=5 Label=2 Label=3

Obrazok 64

Vstup: Prvy riadok vstupného siiboru obsahuje jediné celé ¢islo N — pocet vrcholov (2 <
< N <10000). Kazdy z dalsich N —1 riadkov obsahuje dve celé ¢isla oddelené medzerou
— ¢isla dvoch vrcholov, ktoré sii spojené hranou.

Vstupné udaje st korektné a dany strom je naozaj buldozér.

Vystup: Pokial pozadované ohodnotenie neexistuje, vystupny stibor mé obsahovat je-
diny riadok a na nom slovo IMPOSSIBLE

Pokial také ohodnotenie existuje, ma vystupny stbor obsahovat jediny riadok a na
nom N celych c¢isel Ly,..., Ly oddelenych medzerami — ohodnotenia vrcholov, pricom
L; je ohodnotenie i-teho vrchola. Ak existuje viacero rieSeni, mozete vypisat Tubovolné
z nich.

Priklad

Subor CP.IN Sdbor CP.QUT
815294637

AN OO N DS OTO - ©
©O© 0101 W N N O N

Vsimnite si, ze tento vstup a vystup zodpovedaju buldozéru na obrazku 64.



144 49. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Nevolny pad
Predstavte si hru, ktora sa hra na zariadeni, ktoré je na obrazku ponize.

Toto zariadenie sa sklada z vodorovnych ploginiek roznych dizok, ktoré sit umiestnené
v rozliénych vyskach. Najnizsia ploSinka je podlaha (mé& vysku 0 a je oboma smermi
nekonec¢ne dlha). Z danej pozicie je pustena lopticka. Od tohto okamihu meriame ¢as,
teda lopticka je pustena v ¢ase 0. Lopticka na poc¢udovanie pada konstantnou rychlostou
1 meter za sekundu. Ked sa lopti¢ka dotkne plosinky, za¢ne sa kotulat smerom k jednému
7 jej koncov, pricom hrac¢ si moze vybrat, ktory z nich to bude. Kottla sa taktiez rychlostou
1 meter za sekundu. Ked sa dostane na koniec ploSinky, pokracuje v zvislom nevolnom
pade. Lopticka sa rozplesti na mastny flak, ak dopadne na nejaka ploSinku po tom, ¢o
bez dotyku plosinky padala vzdialenost dlhsiu ako dana vzdialenost M AX.

Sttazna tloha
Napiste program, ktory najde sposob, ako ovladat lopticku pri dopadoch tak, aby sa
nerozplestila a dotkla sa podlahy v najkratSom moznom case.
Vstup: Prvy riadok vstupného stiboru obsahuje Styri celé ¢isla N, X, Y, MAX (1 <
< N <1000,0 <Y <20000) oddelené medzerami. N je pocet ploSiniek okrem podlahy.
X a 'Y st zadiatocné stiradnice lopticky (X je vodorovnd, Y zvisld). MAX je najvicsia
vyska, z akej moze lopticka priamo padnit bez toho, aby sa rozplestila. Plosinky st
oc¢islované od 1 po N podla poradia na vstupe.

Na kazdom 7 dalsich N riadkov st 3 celé ¢isla X;1, X2, H; (—20000 < X1 < X <
< 20000, 0 < H; < Y) oddelené medzerami. Znamenaju, ze i-ta ploSinka lezi vo vyske
H,; a siaha vo vodorovnom smere od stradnice X;; po suradnicu X;,.

Poznamky.

e Mobrzete ignorovat polomer lopticky a hrabku plosiniek. Ak lopticka dopadne presne
na okraj plosinky, berie sa to ako normalny dopad na ploSinku.

e Ziadne dve ploginky nemaji spolo¢ny bod.
e Pre dané vstupy vzdy bude existovat rieSenie.

e Vsetky rozmery st udavané v metroch.
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Vystup: Prvy riadok vystupného siboru ma obsahovat jediné ¢islo — minimalny cas,
v ktorom sa lopticka moze dotknat podlahy. Kazdy zo zvysnych riadkov az do konca
stiiboru obsahuje tri celé ¢isla P, T', D oddelené medzerami. Tieto ¢isla znamenaju, ze
lopticka sa dotkne ploSinky P v ¢ase T a zacne sa kotulat v smere D (0 je vlavo a 1
vpravo). Tieto riadky maji byt zoradené vzostupne podla ¢asu a nema medzi nimi byt
dotyk loptic¢ky s podlahou. Ak je viacero moznych rieSeni, vypiste fubovolné z nich.

Priklad

Stbor FALL.IN Stbor FALL.OUT
3 8 17 20 23

0 10 8 241

0 10 13 1111

4 14 3 316 1

Zapalky

Majme nasledujicu hru dvoch hracov: Na stole je N radov zapaliek, v i-tom 7z nich
je S; zapaliek, ktoré s ocislované postupne od 1 po S;. Hrac¢i tahaja striedavo. Jeden
tah pozostava z odobratia jednej, dvoch alebo troch zapaliek. Tieto zapalky musia byt
v jednom rade a musia byt o¢islované postupne (teda musia tvorit stvisly tsek).

Napr. ak je rad s 10 zapalkami a prvy hrac¢ odstrani zapalky oc¢islované 4, 5 a 6, ostanu
zapalky 1, 2, 3, 7, 8, 9 a 10. Druhy hra¢ moze odstranit napr. zapalky 1, 2, 3, ale nie
napr. 3, 7, 8, lebo nie st o¢islované postupne. Samozrejme v tejto pozicii existuje viacero
moznych tahov.

Vitazom je hrac, ktory odstrani zo stola posledni zapalku.

Satazna tloha

Napiste program, ktory bude hrat podla vitaznej stratégie proti inému programu.
Vstup: Prvy riadok vstupného suboru obsahuje jediné celé ¢islo N — pocet radov zapaliek
(1 < N <10). Druhy riadok obsahuje N celych ¢isel Sy, ..., Sy (1 < S; < 10) oddelenych
medzerami — poc¢ty zapaliek v jednotlivych radoch. Treti riadok obsahuje jediné celé ¢islo
X. Toto ¢islo je 0, ak vas program taha ako prvy a 1, ak faha ako druhy. Na danych
vstupoch bude vas program vzdy moct vyhrat.

Interface:  Vas program bude hrat proti inému programu. Interakcia medzi vasim

programom a jeho siperom bude zabezpecena nasledovnym rozhranim: V Pascale je to
unit STICKS a v C/C++ header file sticks.h s nasledujicimi rutinami:

procedure putMove(nr,labell,label2:integer);
void putMove(int nr, int labell, int label2);

— fiou oznamujete svoj tah protihracovi. Tento tah je ,odstran z riadku nr zapalky ocis-
lované labell az label2 vratane® (labell<label2).

procedure getMove(var nr,labell,label2:integer);
void getMove(int *nr, int #*labell, int *label2);
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— nou sa dozvedate tah protihraca. Tento tah je v rovnakom formate ako predchadzajuci.
V C/C++ odovzdavajte ako argumenty pointre na premenné, do ktorych chcete dostat
odpoved.

Vas program by mal striedavo volat tieto dve rutiny, az kym uz na stole nie st ziadne
zapalky. Nasa kniznica ukon¢i hru, ak vas program spravi nelegalny tah. V tomto pripade
samozrejme body za test udelené nebudu.

Priklad

Stbor STICKS.IN moZna postupnost tahov v PASCALe

2 getMove (nr,k1,k2); — nr=2, k1=2, k2=2
13 putMove(1,1,1);

1 getMove (nr,k1,k2); — nr=2, ki=1, k2=1

putMove(2,3,3);
kkkk yOUr program wins ¥kkk

Oziarena krajina

Majme zjednoduseny model krajiny (zlozeny 7 naviizujucich tseciek) ako na tomto ob-
razku:

T A A A
Vv Vv v

2=
L]}

w o

B

> X3 B X X X X

o
b
| i
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| i
Lo
B
| L
X, B, X 2 Xs X
Nad krajinou leti N nepriatelskych druzic v rovnakej vyske 1" a na réznych vodorov-
nych stradniciach. Ulohou tychto druzic je oZiarit celi krajinu pod nimi. Bod krajiny je
oziareny, ak ,vidi“ druzicu priamo, teda ak tusecka, spajajica ho s niektorou druzicou,
neobsahuje ziaden iny bod krajiny.

Sitazna tloha

Napiste program, ktory uréi, kolko minimélne druzic treba zapnit (vypnutd druzica sa-
mozrejme ni¢ neozaruje), aby sme oziarili celtt krajinu.

Vstup: Prvy riadok vstupného siboru obsahuje jediné celé ¢islo M (1 < M < 200) —
pocet bodov, v ktorych je udana vyska krajiny, vratane oboch koncovych bodov. Kazdy
7z dalsich M riadkov obsahuje dve celé ¢isla X;, H; (1 < X;, H; < 10000) oddelené
medzerou. H; je vyska krajiny v bode s z-ovou stradnicou X;. Pre vSetky ¢, 1 <1 < M,
je X; < X;,1. Kazdé dva susedné dané body urcuju jednu tsecku z krajiny.
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Na dalsom, teda (M + 2). riadku st dve celé ¢isla N, T (1 < N <200,1 < T <
< 10000) oddelené medzerou. N je pocet druzic a T je vyska, v ktorej letia. Pre vSetky i,
1 <i<M,jeT > H;. Druzice si o¢islované od 1 po N. Na (M + 3). riadku je N celych
¢isel By,...,By (X1 < By < By < ... < By < X)) oddelenych medzerami — vodorovné
stiradnice druzic.
Vystup: Prvy riadok vystupného siboru ma obsahovat jediné ¢islo K — minimalny
pocet druzic, ktoré treba zapnut. Druhy riadok obsahuje K celych ¢isel Ly, ..., Lx — ¢isla
druzic, ktoré treba zapnit, vzostupne utriedené podla vodorovnej siradnice.

Mbobzete predpokladat, Ze pre dané vstupy maé tloha rieSenie. Pokial je optiméalnych
rieSeni viac, vypiste Tubovolné.

Priklad

Stbor LIGHT.IN Stbor LIGHT.QUT
6 2
11 14
33

41

71

8 3

11 1

45

156 10






12. Medzinarodna informaticka olympiada

V ditoch 23. — 30. septembra 2000 sa v Beijingu v Cine konala medzinarodna infor-
matickd olympiada (IOT 2000). Olympiady sa zacastnilo celkovo 71 druzstiev stredogko-
lakov zo 70 krajin celého sveta. Nasu vypravu na olympiade tvorilo stvroclenné druzstvo
v zlozeni Marian Dvorsky (gym. Kogice, Srobarova), Peter Koginar (gym. J. Hronca,
Bratislava), Jan Oravec (gym. J.G. Tajovského, B. Bystrica) a Tomas Zathurecky (gym.
V. Paulinyho-Tétha, Martin) spolu s dvomi vediicimi Gabrielou Andrejkovou (UPJS Ko-
Sice) a Danou Pardubskou (FMFI UK Bratislava).

Slovenské druzstvo uz tradi¢ne napriek silnej konkurencii dosiahlo dobry vysledok (aj
ked trochu slabsi, ako v predchadzajicich dvoch rokoch), ked sa vSetci Styria Studenti
vratili s medailami.

meno body

Jan Oravec 527 | striebro
Marian Dvorsky 520 | striebro
Peter KoSinar 370 | bronz
Tomas Zathurecky | 350 | bronz

Celkové vysledky nas v neoficiAlnom hodnoteni krajin radia na 13. miesto, pricom
krajiny umiestené pred nami (Rusko, Polsko, Cina, USA, ...) sa uz dlhé roky radia
medzi Spicku v tejto oblasti.

Treba povedaf, 7e nebyt zavdhania v druhom dni (sposobeného prilisnou snahou),
mohli byt vysledky ovela lepsie. Dokonca i pri danom zisku bodov mali chlapci zlato na
dosah — chybalo trosku toho ”$portového” stastia. Aj napriek tomu, ze chlapci st svojim
umiestnenim sklamani (tak velmi cheeli zlato!), st ich vysledky rozhodne tispechom. Bola
to pre kazdého z nich prva medzinarodna olympiada, ktora sa pre kazdého z nich stane
hnacim motorom do dalsieho ro¢nika olympiady. Ako ich pozndme, budu sebe aj ostatnym
chciet dokazat, ze maju na viac. Drzme im k tomu palce!

D. Pardubska, G. Andrejkova, M. Forisek
Zadania uloh 12. Medzindrodnej informatickej olympiady

Parkovanie

Parkovisko pri Velkom mire je tvorené dlhym radom parkovacich miest. Jeden koniec
radu povazujeme za lavy, druhy koniec povazujeme za pravy. Parkovisko je plné Aut.
Kazdé auto je nejakého typu, pricom viaceré autd mozu byt rovnakého typu. Typy su
urcované celymi ¢islami. Skupina pracovnikov parkoviska sa rozhodla usporiadat zapar-
kované autd v rastiicom poradi zlava doprava podla typu. Pouziji pritom metédu, ktord
pozostava z niekolkych kol. V jednom kole moze kazdy pracovnik preparkovat jedno auto.
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Preparkovat auto znamend odist z jeho pozicie a zaparkovat ho na poziciu, ktora bola
v tom istom kole uvolnena. Moze sa stat, Ze niektori pracovnici sa prace v niektorych
kolach nezucastnuji. Kvoli efektivnosti uprednostnujeme maly pocet kol.

Predpokladajte, ze N je pocet aut, W je pocet pracovnikov. Napiste program, ktory
pre dany typ parkujicich aut a pocet pracovnikov najde taky sposob preusporiadania aut,
ktory vyzaduje nanajvys [N/(W — 1)] kol, to znamena N/(WW — 1) zaokrtithlené nahor.
Miniméalny pocet kol nie je nikdy vicsi ako [N/(W —1)].

Majme nasledujuci priklad. Na parkovisku je 10 dut typov 1, 2, 3, 4 a 4 pracovnici.
Pociato¢né umiestnenie aut zlava doprava urcené ich typmi je 2 33442 11 3 1.
Minimélny pocet kol je 3, pricom kola je mozné vykonat tak, aby umiestnenie aut po
jednotlivych kolach bolo nasledovné:

2114423331 pol. kole,

2112433341 -po2. kolea

1112233344 po 3. kole.

Vstup: Nazov vstupného siiboru je CAR.IN. Prvy riadok vstupného siiboru obsahuje tri
celé ¢isla. Prvé c¢islo N urcuje pocet aut, 2 < N < 20000. Druhé cislo M urcuje pocet
typov aut, 2 < M < 50. Typy aut su celé ¢isla od 1 po M. Existuje aspon jedno auto
kazdého typu. Tretie celé ¢islo W je pocet pracovnikov, 2 < W < M. Druhy riadok
obsahuje N celych ¢isel, pricom i-te ¢islo je typ i-teho auta v rade (pocitame zlava
doprava).

Vystup: Nazov vystupného stiiboru je CAR.QOUT. Prvy riadok vystupného siboru obsahuje
jedno celé cislo R, ktoré urcuje pocet kol v rieseni. Nasledujucich R riadkov popisuje kola
usporiadané od 1 po R. V kazdom riadku prvé celé ¢islo C' urcéuje pocet aut, ktoré si
v danom kole presiivané. Potom nasleduje 2C' celych ¢isel, ktoré urc¢uju pozicie dut. Pozicie
aut st urcené celymi ¢islami od 1 po N, pricom pocitat za¢iname na lavom konci. Prva
dvojica popisuje presun jedného z aut: prvé celé ¢islo je pozicia zlava pred zacatim kola,
a druhé je jeho pozicia zlava po skonceni kola. Dalsia dvojica popisuje presun dalgieho
auta, atd. Tychto R riadkov nemusi byt urcenych jednoznac¢ne. V4§ program mé ndjst
jedno z moznych rieseni.

Priklad

Stbor CAR.IN Stbor CAR.OUT

10 4 4 3

2334421131 427387283
3499664

315510101

Ciastoény kredit: Predpokladajte, Ze vystup vasho programu pre vyhodnocovany beh
je Ra [N/(W —1)] je Q. Ak vystup vasho programu nepopisuje tychto R kol korektne
alebo nevedie k pozadovanému poradiu aut, ziskavate 0 bodov. Inak sa bodovy zisk pocita
z maximalneho mozného bodového zisku nasledovne:

R<Q@ 100% bodovy zisk
R=Q+1 50% bodovy zisk
R=Q+2 20% bodovy zisk

R>Q+3 0% bodovy zisk
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Palindrom

Palindrém je symetricky retazec, to znamené retazec, ktory sa ¢ita rovnako zlava doprava,
aj sprava dolava. NapiSte program, ktory pre dany retazec uréi minimalny pocet znakov,
ktoré donho treba vlozit, aby z neho vznikol palindrém.

Napriklad, retazec Ab3bd mozno pretransformovat na palindrém vlozenim 2 znakov
(dAb3bAd alebo Adb3bdA). Avsak vlozenie menej ako 2 znakov na vytvorenie palindrému
z daného retazca nestaci.

Vstup: Nazov vstupného stiboru je PALIN.IN. Prvy riadok obsahuje jedno celé ¢islo N
— dl7ku vstupného refazca, 3 < N < 5000. Druhy riadok obsahuje jeden retazec dlzky N.
Retazec je tvoreny z velkych pismen od ’A’ po ’Z’, malych pismen od ’a’ po 'z’ a ¢islic od
'0’ po ’9’. Malé a velké pismenad je potrebné rozliSovat.

Vystup: Nazov vystupného siboru je PALIN.OUT. Prvy riadok obsahuje jedno celé ¢islo
— pozadovany minimalny pocet vkladanych znakov.

Priklad
Stbor PALIN.IN Stdbor PALIN.OUT
5 2
Ab3bd

Median

Novy experiment zahina N objektov ocislovanych od 1 po N. Vieme, 7ze N je neparne.
Kazdy objekt ma roznu, ale nezndmu pevnost vyjadreni prirodzenym ¢islom YV, 1 <Y <
< N. Objekt s medianovou pevnostou je taky objekt X, pre ktory je pocet objektov s
mensou hodnotou pevnosti ako X rovnaky ako pocet objektov s vii¢sou hodnotou pevnosti
ako X. Napiste program, ktory urc¢i objekt s medidnovou pevnostou. Pozor, jedinym
sposobom na porovnanie pevnosti je pouzitie zariadenia, ktoré spomedzi troch danych
roznych objektov urci ten s medidnovou pevnostou.

Kniznica: K dispozicii mate kniznicu device s troma operaciami:
e GetN, bez parametrov, ktort treba zavolat raz — na zaciatku; vrati hodnotu N.

e Med3, ktora sa vola s troma roznymi ¢islami objektov ako argumentami; vrati ¢islo
objektu s medidnovou (strednou) pevnostou.

e Answer, ktort treba zavolat raz (na konci) s jednym ¢islom objektu ako parametrom.
Oznamuje ¢islo objektu X s medidanovou pevnostou a spravne ukonc¢uje vykonavanie
vasho programu.

Kniznica device vytvara dva textové sibory: MEDIAN.OUT a MEDIAN.LOG. Prvy riadok
sttboru MEDIAN.QUT obsahuje jedno celé ¢islo — ¢islo objektu, ktoré bolo odovzdané kniz-
nici volanim Answer. Druhy riadok bude obsahovat jedno celé ¢islo — pocet volani Med3
vykonanych pocas behu vasho programu. Dialég medzi vasim programom a kniznicou sa
zaznamenava v subore MEDIAN.LOG.
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Instrukcie pre programatorov v Pascale: Vlozte prikaz volania kniznice
uses device;
do zdrojového kdédu.

InStrukcie pre programatorov v C/C++: V zdrojovom kéde pouzite instrukciu
#include '"device.h"

Vytvorte projekt MEDIAN.PRJ a pridajte don subory MEDIAN.C (resp. MEDIAN.CPP) a
DEVICE.OBJ.

Experimentovanie: S kniznicou mozete experimentovat vytvorenim textového sitboru
DEVICE.IN. Stibor musi obsahovat dva riadky. Prvy riadok musi obsahovat jedno celé
¢islo — pocet objektov N. Druhy riadok musi obsahovat celé ¢isla od 1 po N v nejakom
poradi — i-te celé ¢islo je pevnost objektu s ¢islom i.

Priklad

Stbor DEVICE.IN
5
25431

Vyssie uvedeny sibor DEVICE. IN popisuje vstup pre 5 objektov s nasledujicimi pev-
nostami:

Cislo objektu ‘ 1 2 3 4 5

Pevnost ‘ 2 5 4 3 1
Nasleduje spravna postupnost 5 volani kniZnice:
1. GetN (v Pascale) alebo GetN() (v C/C++) vrati 5.
2. Med3(1,2,3) vrati 3.
3. Med3(3,4,1) vrati 4.
4. Med3(4,2,5) vrati 4.
5

. Answer(4)

Obmedzenia:
e Pre pocet objektov N plati 5 < N <1499 a N je neparne.
e Pre cisla objektov i plati 1 <7 < N.
e Pre pevnosti Y objektov plati 1 <Y < N, pricom vSetky pevnosti st rozne.
e Meno kniznice v Pascale: device.tpu

e Deklaracie funkcii a procediry v Pascale:
function GetN: integer;
function Med3(x,y,z:integer) :integer;
procedure Answer(m:integer) ;
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e Mena kniznic v C/C++: device.h, device.obj (pouzite large memory model)

e Hlavicky funkcii v C/C++:
int GetN(void);
int Med3(int x, int y, int z);
void Answer (int m);

e Nie je povolené pouzit viac ako 7777 volani funkcie Med3 (v jednom behu).

e V&S program nesmie ¢itat z / zapisovat do ziadneho suboru.

Stavebnica

Jednotkova kocka je kocka velkosti 1 x 1 x 1, ktorej rohy maji celo¢iselné suradnice z, y, 2.
Dve kocky st spojené, ak maja spolo¢nii stenu. 3-rozmerny objekt (skratene objekt) je
neprazdna mnozina pospajanych jednotkovych kociek (pozri Obr. 65). Objem objektu je
pocet jednotkovych kociek, z ktorych sa sklada. Blok je objekt s objemom maximéalne 4.
Dva bloky st rovnakého typu, ak jeden mozno dostat z druhého posunutim a rotaciou
(nie zrkadlovym obrazom). Je danych presne 12 typov blokov (pozri Obr. 66). Farby na
obrazkoch iba pomahaju sprehladnit struktiru objektov; nemaja Ziadny iny vyznam.

Mnozina D blokov je rozkladom objektu S, ak zjednotenie blokov z D sa rovnd S a
ziadne dva rozne bloky z D nemaji spolo¢ni jednotkovi kocku.

Vasou ulohou je napisat program, ktory pre dany popis typov blokov a objekt S urci
najmensiu mnozinu blokov, ktoré tvoria rozklad S. Je potrebné uviest iba typy tychto
blokov tolkokrat, kolkokrat sa v rozklade vyskytuju.

Vstup: Vo vstupnych suboroch je jednotkova kocka urcenad riadkom s tromi celymi
¢islami x, y, z. Tieto ¢isla st stiradnicami toho rohu, pre ktory je x + y + 2 minimélne.

Meno vstupného stboru popisujiceho typy blokov je TYPES.IN. Obsahy tohto suboru
st vymenované nizsie a si rovnaké pre vSetky behy vyhodnocovania. Stibor obsahuje
popis 12 blokov z Obr. 66 utriedenych podla ¢isla typu. Kazdy blok je popisany skupinou
po sebe iducich riadkov. Prvy riadok obsahuje celé ¢islo I urcujtce typ bloku (1 < I <
< 12). Druhy riadok obsahuje objem V" bloku (1 < V' < 4). Kazdy zo zvy$nych V riadkov
obsahuje 3 celé ¢isla x, y, z, ktoré ur¢uju jednotkovi kocku bloku (1 < z,y, z < 4).

Meno vstupného stboru popisujiceho objekt je BLOCK.IN. Prvy riadok obsahuje ob-
jem V objektu (1 <V < 50). Kazdy zo zvySnych V riadkov obsahuje 3 celé ¢isla x, y, z,
ktoré urcuji jednotkovii kocku objektu (1 < z,y,2z < 7).

Vystup: Meno vystupného stiboru je BLOCK.OUT. Prvy riadok musi obsahovat jedno
celé ¢islo M — najmensi pocet blokov, ktoré tvoria rozklad vstupného objektu. V dru-
hom riadku je zoznam M identifikdtorov typov blokov, ktoré tvoria rozklad vstupného
objektu. Pre kazdy vstupny sibor moze existovat niekolko roznych rieSeni, vas program
ma vypocitat iba jedno z nich.
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Obr. 66 — 12 typov blokov

Obr. 65 — Kén

Priklad

Stbor BLOCK.IN

18
2

Stbor TYPES.IN

10

1
1
1
1
2
2
2

1

1
23
4 3
2
3

1
1
1
2

1
2

2
1

1
1
2
2

1
2
1
2

1
1
1
1

111

22
2

1
1
1

1

1
1

1
2

1
1

11

22
22

1
2

1
1
1
2

1
2

1
1

1
1
2
3

1

2
1

1
1
1

1
1
1

1
2

1
1

322
4 22
232
332
4 32
423
4 24
425
525

22
1

1

1

1

13

12

1
2

22
2
1

1
1
1
2

1
2
3
2

1
1
1
1

1
1
2

1
2
1

1
1
1

1

22

222

1
1
1
1

1
2

1
1
2
2

2
3

1
1
1
1

1

Stdbor BLOCK.OUT

5

13
14

1
2

7 10 2 10 12

Poznamka:

1. Uvedeny vstupny subor BLOCK.IN popisuje objekt ,,kon“ na Obr. 65.
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2. Iné riesenia pre druhy riadok vystupného suboru, ktory popisuje typy pouzitych
blokov:
27 10 11 12
27 11 11 12
447 10 11
4 49 10 11

Posta

Krajinou vedie dialmica, pozdl# ktorej sa nachadzaju dediny. Dialnica je reprezentované
celo¢iselnou osou a pozicie dedin sti uréené jedinou celo¢iselnou stradnicou. Ziadne dve
dediny nie st na rovnakej pozicii. Vzdialenost medzi dvomi poziciami je uréena absoliitnou
hodnotou rozdielu ich celociselnych stiradnic.

Na dedinach, nie nutne v kazdej z nich, sa budi budovat posty. Dedina a poSta
v nej maju rovnaka poziciu. Posty chceme umiestnit tak, aby celkovy sucet vsetkych
vzdialenosti z kazdej dediny k najblizsej poste bol minimalny.

Napiste program, ktory pre dané pozicie dedin a pocet pdst vypocita minimalnu

mozni sumu vSetkych vzdialenosti medzi kazdou dedinou a k nej najblizSou postou,
ako aj tejto sume odpovedajice pozicie post.
Vstup: Meno vstupného siiboru je POST.IN. Prvy riadok obsahuje dve celé ¢isla — prvé
je pocet dedin V', 1 <V < 300, druhé udava pocet post P, 1 < P < 30, P < V. Druhy
riadok obsahuje V' celych ¢isel v rasticom poradi. Tychto V' celych ¢isel urcuje pozicie
dedin. Pre kazda poziciu X plati, ze 1 < X < 10000.

Vystup: Meno vystupného stboru je POST.0UT. Prvy riadok obsahuje jedno celé ¢islo,
ktoré urcuje minimalny mozny stucet vSetkych vzdialenosti medzi kazdou dedinou a k nej
najblizsou postou, podla toho, ¢o je uvedené v druhom riadku. Druhy riadok obsahuje
P celych c¢isel v rastiicom poradi. Tieto celé ¢isla st pozicie roznych dedin, v ktorych sa
budii budovat posty. Moze existovat viacero réznych rieSeni pre umiestnenia post, vas
program ma vypisat len jedno z nich.

Priklad

Stbor POST.IN Subor POST.QUT
10 5 9

123679 11 22 44 50 2 7 22 44 50

Ciasto¢ny kredit:

q= S/Sm'm C
q=1.0 10 Ak vystup vasho programu nezodpoveda vystupnym po-

1.0 <q< 1.1 5 ziadavkam, vaS bodovy zisk je 0. Inak, va$ bodovy zisk sa
11<q<1.15 | 4 bude pocitat podla tabulky uvedenej vlavo nasledovne: Ak
1.15 <q< 1.2 3 vasim programom vypocitana suma je S a skutocnd mini-
1.2<q<125 | 2 méalna mozna suma je S, potom pre ¢ = S/S,,;, sa Vas
1.25 <q< 1.3 1 bodovy zisk ¢ nachadza v pravom stipci tabulky.

1.3 <q 0
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Mbry

V krajine st vybudované velké mury tak, ze kazdy velky mur spaja presne dve mesta.
Velké miry sa navzajom nekrizuja. Krajina je teda rozdelena na také oblasti, Ze prechod
7 jednej oblasti do inej znamend prechod cez mesto alebo cez velky mir. Pre kazda dvojicu
miest A a B existuje nanajvys jeden mir s jednym koncom v A a druhym v B a navySe
z A do B sa vidy da ist tak, Ze ideme cez mesto alebo pozdlz velkého miru. Vstupny
format urcuje dalsie obmedzenia.

V tychto mestach zija ¢lenovia klubu KSP. V kazdom meste zije alebo iba jeden ¢len
KSP alebo ani jeden. Clenovia sa cheti stretnif v niektorej z oblasti (mimo akéhokolvek
mesta). Na cestovanie pouzivaji bicykle. Kvoli doprave nechct vojst do Ziadneho mesta
a chet prechadzat cez tak malo murov, ako je to len mozné, pretoze prechod cez mur
sposobuje problémy. Pri ceste na miesto stretnutia musi kazdy ¢len prejst cez nejaky
(mozno 0) pocet velkych mirov. Chett ndjst takii optimalnu oblast, ze sucet tychto poctov
(skratene cross-sum) je minimalny.

Obr. 67 Obr. 68

Mesta su oznacené celymi c¢islami od 1 do N, kde N je pocet miest. Na obrazku 67
zodpovedaji oznacené vrcholy mestam a ¢iary spajajtce vrcholy reprezentuji velké mury.
Predpokladajme, Ze traja ¢lenovia 7ziju v mestach 3, 6, 9. Potom optimalna oblast stretnu-
tia a odpovedajuce cesty ¢lenov st znazornené na obrazku 68. Cros-sum je 2: ¢len z mesta
9 musi prejst velky mar medzi mestami 2 a 4 a ten z mesta 6 musi prejst cez velky mur
medzi mestami 4 a 7.

Napiste program, ktory pre dané mesta, oblasti a pocet domovskych miest ¢lenov
klubu KSP vypocita optiméalnu oblast a minimalnu cross-sum.

Vstup: Meno vstupného stboru je WALLS.IN. Prvy riadok obsahuje jedno celé ¢islo M
— pocet oblasti, 2 < M < 200. Druhy riadok obsahuje jedno celé ¢islo N — pocet miest,
3 < N < 250. Treti riadok obsahuje jedno celé ¢islo L — pocet ¢lenov klubu KSP, 1 <
< L < 30, L < N. Stvrty riadok obsahuje L roznych celych ¢isel v rastiicom poradi —
oznacenia tych miest, v ktorych ¢lenovia klubu KSP zija.

Potom nasleduje 2M riadkov, jedna dvojica pre kazda oblast: prvé dva z 2M riadkov
opisuju prva oblast, nasledujice dva druht, atd. Prvy riadok dvojice urc¢uje pocet miest
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I na hranici tejto oblasti. Druhy riadok dvojice obsahuje I celych ¢isel — oznacenia tychto
I miest v poradi, v ktorom sa mo6zu prechadzat pri obchadzani tejto oblasti v smere
hodinovych rucic¢iek s vynimkou nasledujiceho pripadu. Posledna oblast je , vonkajsia
oblast“, ktora obkolesuje vSetky mesta a ostatné oblasti; preto poradie oznaceni odpoveda
obchadzaniu proti smeru hodinovych ruci¢iek. Poradie oblasti urcuje celoc¢iselné nazvy
tychto oblasti: ndzov prvej oblasti je 1, druhej 2, atd. Pripominame, 7e vstup zahina
vSetky plochy tvorené mestami a velkymi marmi véitane ,,vonkajSej oblasti.

Vystup: Meno vystupného stiboru je WALLS.0UT. Prvy riadok obsahuje jedno celé ¢islo —
minimalnu cross-sum. Druhy riadok obsahuje jedno celé ¢islo — nazov optimalnej oblasti.
Riesenim moze byt viacero roznych nazvov oblasti a va$ program méa vypocitat iba jeden
z nich.

Priklad

Nasledujtici vstupny a vystupny subor zodpovedaju prikladu uvedenému v texte.
Subor WALLS.IN Sabor WALLS.OUT

10 10 2

3
6 9

8 10 9

3

3

3

1

3

1

4

2

3

4

3
486
3

6

3

4
4

7

3
510 8
7
7

9105654 21






Korespondencny seminar SK MO

V 49. ro¢niku matematickej olympiddy SK MO prebiehal pre najuspesnejsich olym-
pionikov predchadzajiceho roénika MO zo Slovenska koreSpondencény seminar SK MO.
Tento korespondenc¢ny seminar vznikol uz v 24. ro¢niku MO preto, aby bolo umoz-
nené venovat individualnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy
so zameranim na matematiku. V sucasnosti, pretoZze existuje velké mnoZstvo inych
matematickych korespondenénych seminarov (napriklad krajskych, ktorym je venovana
samostatnd kapitola), a pretoze pocet §kol so zameranim na matematiku stiipol, seminar
SK MO sa zameriava na zlepSenie pripravy vSetkych studentov, ktori preukazali svoje
schopnosti v predchddzajucich rocénikoch MO. Ked7e tlohy tohto seminara svojou
naro¢nostou prevysuju akukolvek ini matematicku sttaz pre stredoskolakov, seminar
sa stava dolezitou sucastou pripravy aj na medzinidrodni matematickd olympiadu.
V 44. ro¢niku MO bol KS SK MO prvykrat zorganizovany samostatne na Slovensku.
Pozostava tradic¢ne z piatich sérii po sedem tloh. Do rieSenia sa v tomto roc¢niku zapojilo
20 studentov.

Korespondencény seminar viedol Fugen Kovdc a opravovanie zabezpecovali Studenti
a pracovnici MFF UK (v8etko byvali olympionici).

Celkové poradie KS SK MO 1999/2000

1. Tomas Jurik, 4 Gymnazium Postova, Kosice, 89 bodov;

2. Katarina Quittnerovd, 2 Gymnazium Bilikova, Bratislava, 88 bodov;

3. Miroslava Sotdkovd, 4 Gymnazium Postova, KoSice, 80 bodov;

4. Jan Oravec, 3 Gymnazium J.G. Tajovského, Banska Bystrica, 44 bodov;
5. Peter Sido, 3 Gymnazium Dunajska Streda, 43 bodov.

Uvadzame vsetky priklady tohto ro¢nika siutaZe spolu s rieSeniami, prevazne Stu-
dentskymi. Priklady boli vyberané z prikladov zo jury MMO a z narodnych olympiad,
¢i inych satazi tychto krajin: Polsko, Rakusko, Bielorusko, Bulharsko a Iran.
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Zadania sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

Dokazte, 7Ze existuje nekonecne vela prirodzenych ¢isel tvaru 1998k + 1, k € N,
v ktorych dekadickom zapise su vSetky cifry rovnaké.
(Bielorusko, MO 97/98)

Dany je trojuholnik ABC'. Na priamke AC st dané body M, N tak, 7e |[M A| =
= |AB|, INC| = |CB| (pri¢om body lezia na priamke v poradi M, A,C, N).
Nech BK je spolo¢na tetiva kruznic opisanych trojuholnikom MCB a NAB.
Dokéazte, ze BK je osou uhla ABC.

(Bielorusko, MO 97/98)

Qn

Nech a7 £ as £ ... £ a, st kladné realne ¢isla. Ozna¢me k = —. Dokazte
nerovnost "
n S 2k _a1+a2+...+an
ail+ai2+...+$:k2+1 "

(Bielorusko, MO 97/98)

Hokejového turnaja sa ztacastnilo n druzstiev, kde n je neparne prirodzené cislo.
Hralo sa systémom kazdy s kazdym (po jednom zapase), pri¢om za vyhru boli
2 body, za remizu 1 bod a za prehru nic¢. Po skonceni turnaja nemali ziadne dve
druzstva rovnaky pocet bodov. Uréte najvicsi mozny pocet remiz v turnaji.

(Bielorusko, MO 97/98)

V rovine je dany konvexny Sestuholnik ABCDEF taky, 7ze BCEF je rovnobeZnik
a ABF je rovnostranny trojuholnik. Dalej viete, ze |BC| =1, |AD| = 3, |CD|+
+ |DE| = 2. Urcte obsah Sestuholnika ABCDEF'.

(Bielorusko, MO 97/98)

Nech a je reédlne ¢islo, pre ktoré plati 0 < a < 1. Dokazte, Ze neexistuje funkcia
f: Rt — Rt takd, Ze pre vietky kladné redlne &sla 2 plati

f(f(x)+ﬁ> —z+a.

(Bielorusko, MO 97/98)
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1.7 Nech s,t st nenulové celé &isla. Dalej nech (z,%) je Tubovoln4 (usporiadand)

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

dvojica celych ¢isel. V jednom tahu mozeme z dvojice (x,y) urobit dvojicu (z+
+ t,y — s). Hovorime, Ze dvojica (z,y) je dobrd, ak po nejakom (aj nulovom)
pocte tahov z nej dostaneme dvojicu ¢isel, ktoré s sudelitelné.

a) Zistite, ¢ je dvojica (s,t) dobra.

b) Dokéazte, 7e pre Tubovolné nenulové s a t existuje dvojica (z,y), ktoré nie je
dobra.

(Bielorusko, MO 97/98)

DRUHA SERIA

Reélne ¢isla a;, b;, c;,d; st také, 7e 0 < ¢; S a; S b; <d; aa; +b; =c; +d; pre
1=1,2,...,n. Dokadzte nerovnost

(zbornik Polskych a Rakiskych MO)

Nech ABCDE je konvexny pituholnik vpisany do kruznice. Oznac¢me a,b,c
a d postupne vzdialenosti bodu A od priamok BC, CD, DE a BE. Vyjadrite
d pomocou a, b, c.

(zbornik Polskych a Rakiskych MO)

Nech A, B st realne ¢isla rozne od nuly. Dokéazte, Ze potom nie je funkcia
f(z) = Asinz + Bsin (v/2 - z) periodicka.
(zbornik Polskych a Rakiskych MO)

Uvazujme nekonecnu Sachovnicu, ktorej polia st ofarbené bielou a ¢iernou
farbou obvyklym spdsobom. Nech § je mnozina 1976 poli Sachovnice taka,
ze kazdé dve polia v § mdzu byt spojené cestou pozostavajicou z postupnosti
susednych poli (t.j. maji spoloéna stranu) z S. Dokazte, Ze v mnoZine S je
aspont 494 bielych poli. Dalej dokazte, Ze existuje taka mnozina S, v ktorej je
prave 494 bielych poli.

(zbornik Polskych a Rakiiskych MO)

Dokéazte, ze [n\/g] je mocninou ¢isla 2 pre nekonec¢ne vela n € N.
(zbornik Polskych a Rakiskych MO)

Nech ABC' je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB. Nech U je stred
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jemu opisanej kruznice a M je stred kruZnice pripisanej k strane AB (téato
kruznica sa dotyka strany AB a predlZeni stran C A a CB). Dokéite, 7e 2|CU| <
< |CM]| < 4|CU)|.

(zbornik Polskych a Rakiiskych MO)

Najdite vSetky trojice (z,y, z) prirodzenych ¢isel také, %e y je prvocislo, y a 3
nie st delitelmi z a plati 3 — y2 = 22.

(Bulharsko, MO 98/99)

TRETIA SERIA

Najdite vSetky hodnoty redlneho parametra a také, ze pre kazdé realne ¢islo x
plati nerovnost

acos 2x + a2 sin? z é 2.
(Bulharsko, MO 98/99)

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC' taky, 7ze |AC| > |BC|. Nech CD, AP a BQ
st jeho vysky a M je stred strany AB. Ozna¢me postupne ki a ko kruznice
opisané trojuholnikom PQC a DRP, kde R je priesecnik priamok AB a PQ.
a) Dokézte, ze M P je spolo¢né doty¢nica kruznic ki a ks.
b) Dokazte, ze priamky RH a C'M si navzajom kolmé (kde H je ortocentrum
trojuholnika ABC).

(Bulharsko, MO 98/99)

Najdite vietky polynémy f(z) = 2" +a,_12" 1 +...+ a1z +ag s celotiselnymi
koeficientami také, ze f(a;) =0 pre i =0,1,...,n— 1.
(Bulharsko, MO 98/99)

Dany je pravidelny n-uholnik. V jednom z jeho vrcholov je napisané ¢islo 1,
a v ostatnych ¢islo 0. V jednom kroku mdzme zmenit ¢isla v troch po sebe
idicich vrcholoch na opa¢né (t.j. 1 na 0 a 0 na 1).
a) Zistite ¢ pre n = 1999 mozno po koneénom pocte krokov dostat nuly vo
vSetkych vrcholoch.
b) Néjdite vSetky hodnoty n, pre ktoré je mo7né po konecnom pocte krokov
dostat nuly vo vsetkych vrcholoch.

(Bulharsko, MO 98/99)

Uréte pocet prirodzenych ¢isel n takych, ze 4 < n < 1023, a v ich bindrnom
rozvoji sa nenachadzaju za sebou tri rovnaké cislice.

(Bulharsko, MO 98/99)
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Najdite najmensie prirodzené cislo n také, ze sucet Stvorcov vSetkych jeho
(prirodzenych) delitelov je rovny (n + 3)2.
(Bulharsko, MO 98/99)

3.7 Zistite, ¢i existuju dve kocky také, 7ze kazda stena prvej z nich a kazda stena

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

druhej z nich maji neprazdny prienik (moze nim byt aj hrana alebo vrchol).
(zbornik Polskych a Rakiiskych MO)

STVRTA SERIA

V obore celych ¢isel rieste rovnicu z2(y — 1) + y%(z — 1) = 1.
(zbornik Polskych a Rakiiskych MO)

Na taneénu zabavu prislo 8 dievéat a niekolko chlapcov. V priebehu vecera
kazdy chlapec poziadal (prave raz) kazdé dievéa o tanec. Diev¢a sa pri poziadani
o tanec moze rozhodnut, ¢ si pojde zatancovat, alebo,,da chlapcovi kosom*. Je
zname, ze pre kazdych dvoch chlapcov dve dievéata tancovali s oboma, dve
tancovali len s prvym, dve tancovali len s druhym a posledné dve netancovali
so ziadnym z nich. Urcéte najvacsi mozny pocet chlapcov na zabave.

(Bulharsko, MO 98/99)

Vrcholy A, B a C ostrouhlého trojuholnika ABC' lezia postupne na stranach
B.C1, C1Aq a A1 By trojuholnika A1 B1C4, ktory jepodobny trojuholniku ABC.
Dokazte, 7ze ortocentra trojuholnikov ABC' a Ay B1C; st rovnako vzdialené od
stredu kruznice opisanej trojuholniku ABC'.

(Bulharsko, MO 98/99)

Pre kazdé prirodzené ¢islo n najdite vSetky dvojice redlnych &isel (a,b), pre
ktoré existuje spojita funkcia f : R — R taka, ze pre kazdé redlne ¢islo = plati

FCf(@)..)) = az +b.
————

n-krat
(Bielorusko, MO 98/99)
Nech {a,}22 ; je postupnost prirodzenych ¢isel taka, Ze pre kazdé n = 1 plati
(n—1)ap+1 = (n+1)a, —2(n —1)

a a1999 je delitelné 2000. Nijdite najmensie n = 2 také, Ze a,, je delitelné 2000.
(Bulharsko, MO 98/99)
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Nech A;A5A3 je nerovnoramenny trojuholnik a I je stred jemu vpisanej
kruznice. Nech k; je mensSia z kruznic, ktord prechadza bodom I a dotyka
sa stran A;A;11 a A;A;12 (s¢itanie indexov berieme modulo 3). Pre i = 1,2,3
nech B; je druhy priesecnik kruznic k;11 a k;1o. Dokazte, ze stredy kruznic
opisanych trojuholnikom A{BiI, A3Bsl a A3Bsl lezia na jednej priamke.
(jury MMO 97)

Pre kazd koneéntt mnoZinu U nenulovych vektorov v rovine definujme £(U) ako
dlzku vektora, ktory je sti¢tom vietkych vektorov v U. Dana je koneéna mnozina
V nenulovych vektorov v rovine. Jej podmnozinu B nazveme maximalmou, ak
£(B) 2 £(A) pre kazda neprazdnu podmnoZzinu A mnoziny V.

a) Najdite mnoziny Styroch a piatich vektorov, ktoré maji postupne 8 a 10
maximalnych mnozin.

b) Dokazte, 7e pre Tubovolnii mnozinu V' obsahujicu n 2 1 vektorov je pocet
jej maximalnych podmnozin najviac 2n.

(jury MMO 97)

PIATA SERIA

Nech z1, x5, 3,24 st kladné redlne cisla také, 7e xixox3x4 = 1. Dokazte, 7Ze
plati
3 3 3 3 1 1 1 1
]+ Ty + x5+ 2y zmax{x1+x2+x3+x4, —+—+—+—}.
T T2 T3 T4
(Irdn, MO 97/98)

Do tabulky n x n (n 2 2) su vpisané ¢isla 0,1, —1, pricom v kazdom riadku
a v kazdom stlpci je prave jedna 1 a prave jedna —1. DokéZte, Ze vymenou
riadkov a tieZ vymenou stipcov mozno dostat tabulku, ktord bude maf na

kazdom mieste ¢islo opacné ako bolo v povodnej tabulke.
(Irdn, MO 97/98)

Laviym blokom prirodzeného &isla N nazveme blok po sebe iducich cifier jeho
desiatkového zapisu, ktory za¢ina prvou cifrou zlava (napr. 137 je Tavym blokom
Cisla 13729, ale nie ¢isla 5137). Konecént neprazdnu mnozinu M prirodzenych
¢isel nazveme $pecidlnou, ak pre vSetky a,b € M, a # b ¢islo a nie je Tavym
blokom ¢isla b. Dokézte, ze pre kazdu Specidlnu mnozinu M plati

> ! §1+1+...+1.

n 2 9
nemM

(Irén, MO 97/98)
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Dany je trojuholnik ABC. Na predizeni strany BC (za bodom C) je dany
bod D, pre ktory |CD| = |AC/|. Kruznica opisana trojuholniku AC'D pretina
kruznicu s priemerom C'B v bodoch C a P. Predpokladajme, ze priamky BP
a AC sa pretinaju v bode E a priamky C'P a AB v bode F. Dokazte, ze body
FE,F a D lezia na jednej priamke.

(Irdn, MO 97/98)

Urcte vSetky redlne ¢isla a také, Ze funkcia f(z) = {ax + sinz} je periodicka
({y} znamend desatinnt cast redlneho éisla y).
(Bielorusko, MO 98/99)

Dokazte, ze neexistuji prirodzené ¢isla a,b také, Ze (36a + b) (a + 36b) je
mocninou 2.
(zbornik Polskych a Rakiskych MO)

Dokéazte, ze konvexna a uzavreta mnozina bodov K v rovine, ktora je obsiahnuta

v trojuholniku s minimalnym obsahom, obsahuje stredy jeho stran.
(Irdn, MO 97/98)



166 49. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

RieSenia sataznych uloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1 (Katarina Quittnerovd) Ukazeme, Ze vSetky ¢isla tvaru a,, = 11...1 (je to ¢islo
—_—

27n+1
obsahujice 27n + 1 jednotiek), kde n € N, davaji po deleni 1998 zvySok 1, a teda s
tvaru 1998k + 1 (pre vhodné k € N). Tychto &isel je nekoneéne vela, takze tym bude
dokaz hotovy.

Ked7e 1998 = 2-999, a D(2,999) = 1 (pricom D(a,b) znamend najvicsi spolo¢ny
delitel ¢isel a,b), stac¢i ndm ukazat, 7ze a, = 1 (mod 2) a a, = 1 (mod 999). Prva
kongruencia je zrejma. A dokdzat druht tiez nie je tazké. Pretoze 1000 = 1 (mod 999),
tak

an = 1000°™ 4+ 111 - 1000°" L + ...+ 111 - 1000 + 111 =
=14+9n-111=14999n =1 (mod 999).

Tym je tloha vyrieSena.

1.2 (Miroslava Sotdkovd, Istvan Gyiirki) Ozna¢me X priesecnik tsefiek AC a BK.
Potom pre mocnost bodu X ku kruznici opisanej trojuholniku NAB plati

|IBX|-|KX|=|NX| - |AX|=|AX] (|C’X|+|CN|) = |AX|-|CX|+ |AX|-|CN]|.
Podobne pre mocnost bodu X ku kruZnici opisanej trojuholniku M C'B plati
|IBX| - |KX|=|CX| - |MX|=|CX| (|AX|-|— |AM|) =|CX|-|AX |+ |CX]|-|AM]|.

Porovnanim tychto dvoch vztahov dostaneme |[AX|-|[CN| = |AM|-|CX|. Ked7e |BC| =
= |CN| a |MA|=|AB|, potom

|AB|  |AX]
|BC|  |CX|’

Ale to je nutnd, a ako sa Tahko overi, aj postacujica podmienka na to, aby priamka
BX bola osou uhla ABC'. Tym sme dokazali, ¢o bolo treba.

1
1.3 Nech z,y st redlne ¢isla také, ze x > y = 1. Potom (z — y) (1 — —> > 0, a teda
Ty
1 1 1
x+ —>y+ —. Aby sme zvolili y = 1 a x = 1, podobne dostaneme z + — = 2. Tym
T y T

. . 1, . , .
sme vlastne dokéazali, 7ze funkcia f(z) = z + — je na intervale (1,00) rastica, a 7e
T
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ho zobrazuje do intervalu (2,00). Dokdzané hned vyuZijeme. Zrejme totiz pre vSetky

_ . a a; )

i,j €{1,2,...,n},i < j plati a—? > ﬁ 2 1. Potom dostdvame
7
Gnp a1

A >4 0y

a1 Qp a; a;

Vztah vyuZijeme pri nasledujicej uprave

1 1 1
(a1 +as+...4a,)|—+—+...+4— | =
a1 a9 (02
-1
- T (Zem)eyEet(tan)
a; — a; 2 al ay,

15i<js<n

; Gp, ;
Dosadime k£ = —, a dostavame
ai

nn—1) (a, a1 n(n —1) 1 n 1
- - <X 7 — — — | =
; (a?+%>+n: T G RS O

n? 1 n?(k? + 1)
gy e

Tym sme dokazali

11 1 n?(k? +1
(a1 +as+...+a,) | —+—+...+ — gi( ).
ar a2 Qn, 2k
Z toho uz vhodnym prendsobenim, ¢ predelenim (zrejme vSetky ¢leny st kladné)
dostaneme dokazovant nerovnost.

1.4 (Katarina Quittnerovd) Oznac¢me druzstva ¢islami 1,2,...,n. Nech n = 2k + 1,
kde £ € N. V celom turnaji sa udelilo 2 (Z) = n(n—1) bodov n druzstvam. V priemere

n(n—1)

teda kazdé druzstvo dostalo =n — 1 = 2k bodov, ¢o je stcet bodov za jeho

n — 1 = 2k zapasov. Ked niektoréndruistvo dostalo 2k + A bodov (kde —2k < A < 2k),
tak pre A > 0 muselo uhrat asponn A vitazstiev (inak by malo maximalne 2(A — 1) +
+ (Zk — (A - 1)) = 2k — A+ 1 bodov), a podobne v pripade A < 0 asponn A prehier.
Druzstvo s 2k + A bodmi teda uhralo maximéalne 2k — |A| remiz.

Oznalme teraz r; pocet remiz a 2k + A; pocet bodov druzstva i (kde i = 1,...,n
a —2k < A; £ 2k). Kazdé druzstvo mé iny pocet bodov, takze ¢isla A; st navzdjom
rozne, a pre sucet poctov remiz ziskanych jednotlivymi druzstvami plati

> ri £ 2k — |A]) £ 2kn — ([0 4+ L+ = L+ 2]+ | =2/ + ...+ k[ +]|—k]) =
=1 =1
k(k+1) n—1 n+1 (n—1)(3n—-1)

= 2kn — 2 —(n—1)n— : -
n (n mn 5 5 1
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Kazda remiza sa pritom do tohto sictu zaratala 2-krat (za kazdé druZstvo raz), takze
pre celkovy pocet remiz R plati odhad

R< (n—l)(?m—l).
- 8
Este ukdzeme, ze moze nastal R = £(n — 1)(3n — 1), teda Ze hladanym &islom je
+(n —1) (3n — 1). Nech turnaj dopadne takto:
e Druzstvo 1 vyhra nad poslednymi k& druzstvami (k+1,...,2k+ 1) a s ostatnymi
remizuje.
e Druzstvo 2 vyhra nad poslednymi k—1 druzstvami (k+2, ... ,2k+1) a s ostatnymi
remizuje.

e Takto postupujeme dalej, az druzstvo k — 1 vyhra len nad k + 1, ni¢ neprehra a k
so vSetkymi remizuje.
Pocet remiz potom bude
1
§(k+(k+1)+(k+2)+...+(2k—1)+2k+(2k—1)+(2k—2)-|—...-|—k) =
1 (n—1)3n-1)

= —k(3k+1) = :
2(3+) 3

Lahko sa overi, Ze takto turnaj naozaj mohol skon¢it.

1.5 Oto¢me Sestuholnik ABCDFEF okolo bodu A o 60° v smere jeho orientacie. Nech
Sestuholnik A’B'C'D'E'F’ je jeho obrazom v tomto otoceni. Zrejme A’ = A. KedZe
trojuholnik ABF' je rovnostranny, tak aj B’ = F. Potom tsecky BC a FC’ zvieraju
uhol 60° a zaroven BC' || B'E. Takze trojuholnik EB’C” je rovnostranny, a teda |EC’| =
= 1. Zrejme |C'D'| = |CD|, takze

|DE| + |C'D'| = |CD| + |DE| = 2.
Z rovnostrannosti trojuholnika ADD’ vidime, Ze

|\DD'| =3 =|DE|+ |EC'| + |C'D'|.
To znamend, %e body D, FE,C’, D’ lezia na jednej priamke (v tomto poradi), ¢o si
znazornime na obrazku:

Obr. 69
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Vsimnime si, Ze obsah Sestuholnika ABCDEF je rovny suc¢tu obsahov stvoruholnikov
ABCD a ADEF. Dalej vieme, 7e otoCenie je zhodné zobrazenie, teda Sipcp =
= Sapc'pr. Teraz uz jednoducho vypocitame obsah Sestuholnika ABCDEF:

_LpV3 V3,5

SaBcpeF = SADEF + Sap'c'p’ = Sapp' — SFrECc = 5

2 4

(vyuzili sme, Ze trojuholnik ADD’ je rovnostranny so stranou dizky 3). Tym je tiloha
vyrieSena.

1.6 Tvrdenie dokdzeme sporom. Predpokladajme, Ze taka funkcia pre dané a € (0,1)
existuje.
Najprv dokdZeme, Ze funkcia f musi byt prostd. Totiz ak f(z1) = f(x2), tak

a+x1=f(f($1)+@> =f<f(x2)+@> = a + 3,

a teda x1 = x9. Z prostosti potom vyplyva, 7e k nej existuje aj inverzna funkcia f~1.
Navyse pre kazdé z > a > 0 je

f<f(r—a)+ﬁ>:w,

takze
1

flz —a)

Ak by funkcia f dosahovala v niektorom bode u; hodnotu ¢; < 1, zvolme ty = 1/t;.
Potom ¢ > 1 < a, a preto existuje aj us = f~1(t2). Viimnime si, ze t; # t», a teda aj
w1 # uo. Avsak

fHz) = flx—a)+

pre > a. (%)

teda u; = ug, ¢o je spor. Preto oborom hodndét funkcie f je interval (1, 00). PouZitim
AG-nerovnosti v (x) zistime, 7e pre x > 1 2 a plati

o
flz—a)

To znamena, 7e ak f(z) > 1, tak z = f~!(f(z)) = 2. TakZe, pre z € (0,2) je f(z) <1,
z ¢oho vyplyva f(z) = 1. To je ale spor s prostostou funkcie f. Tym sme dokézali, Ze
funkcia f neexistuje.

v

fHz)=f(xr—a)+ 2.
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1.7 a) Ak zacneme dvojicou (s,t), tak po n krokoch budeme mat dvojicu (s + nt,t —
—ns). Ak D(s,t) # 1, tak nemame ¢o dokazovat. Takze predpokladajme, 7e D(s,t) = 1.
Potom aj D(st,s? +t2) = 1, a preto existuje prirodzené &islo ng také, 7e stng = —s>
(mod s% + t2). Potom

D(s + not,t — ngs) = D(s* + nots, t*> — ngst) =
= D(s® + nots, s* +t?) = D(0,s* + t?) > 1.

Tym je dokaz Casti a) ukonceny.

b) Nech d = D(s,t). Potom existujt celé ¢isla x, y také, Ze xs + yt = d (to je zname
z tedrie Cisel). Ukazeme, Ze dvojica (z,y) nie je dobrd. Ak totiz z + nt a y — ns su
delitelné nejakym ¢islom dy, potom d; deli aj ¢islo

t .rs+yt_1
d d -

(x+nt)2 + (y — ns)

takze nutne d; = 1. To ale znamenad, Ze ¢isla = + nt, y — ns st nestdelitelné pre kazdé
n € N, a teda dvojica (z,y) nie je dobra. Tym sme dokézali, ¢o bolo treba.

DRUHA SERIA

2.1 Tvrdenie dokdzeme indukciou. Pre n = 1 je to zrejmé. Teraz predpokladajme, 7e
tvrdenie plati pre n = 1, a dokdZzeme ho pre n + 1. Pre jednoduchost ozna¢me

n n n

A:ﬁa,’, B:Hb“ C:HCZ', D:Hdz
i=1 1=1

PretoZe any1 + bp+1 = cpt1 + dny1, tak existuja s, z, y také, ze
apn+1 =8 — T, bn+1:3+x, Cn+1 =S — Y, dn+1:3+y7
Podla zadania plati 0 £ ¢; < a; < b; £ d; (prei = 1,2,...,n+ 1), takZe nutne s =

> 0a0 < z < y. Dalej musia platit nerovnosti B < D, C < A a A < B. Potom
< B—- A< D-—C. Odtial dostavame

<l

2(B—A) < z(D-C) <y(D-0).

Z indukéného predpokladu vyplyva s(B + A) < s(C + D). Séitanim poslednych dvoch
nerovnosti, po tuprave dostavame

(s—z)A+(s+z)B= (s—y)C+ (s+y)D,

¢o je vlastne dokazovana nerovnost pre n + 1.
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2.2 Uvazujme vSeobecny trojuholnik K LM so Standardne oznacenymi stranami k, [ a

m a uhlom w pri vrchole M. Zo sinusovej vety vieme, Ze = 2r, kde r je polomer

sin w
kruznice opisanej trojuholniku K LM . Potom pre obsah trojuholnika K LM plati

kl
SAKLM = lesinw = 4—:1 .

Tym sme dostali pomerne znamy vztah, ktory vSak nezaskodi dokazat.

P ™.c

E
/ ’
A
Obr. 70
Zaroven vsak Saxrm = %vmm, pricom v,, je vySka na stranu m. Vztahy dame
do rovnosti a dostavame »
U = —
™ Ay

Dokazany vztah aplikujme na trojuholniky ABC, ACD, ADFE a ABFE 7z povodnej tilohy.
Zrejme plati (pozri obrazok)

. |AB| - |AC| - |AC| - |AD)| o |AD| - |AE| g |AB| - |AE)|
2R > °2rR 7 2r > 7 2R

kde R je polomer kruznice opisanej patuholniku ABCDFE, a teda aj opisanej vSetkym

ac
Styrom spominanym trojuholnikom. Zrejme bd = ac, z ¢oho d = 5 A to je hladany

vztah.
2.3 (Katarina Quittnerovd) Tvrdenie dokdZeme sporom. Predpokladajme, Ze funkcia
f je periodicka s kladnou periédou p. Z definicie periodickosti funkcie f vyplyva, ze pre
vsetky x € R plati

Asinx+Bsin\/§x:Asin(a¢+p)+Bsin(\/ix—l—\/ip), (1)

¢o po uprave dava

sin (z +p) —sinz = —g <sin (\/ix + \/ip) — sin \/5.15) . (2)
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Ak pouzijeme znamy vzorcek pre sina — sin b, dostavame
1 S B \/5 V2 i V2 3
coS (.r+ §p) sin 5p = 1 cos( x—l—Tp) sin 5= p. (3)

Pre lepsiu orientaciu oznaéme y = = + %p. Mo7zu nastat dve moznosti:
.1 v
1) Ak sin 5p # 0. Ozna¢me

_Esin ?p

C= .
A sin %p
C' je v naSom pripade pevné redlne ¢islo. Vztah (3) mdzeme prepisat v novom
oznaceni cosy = Ccos/2y, pre vietky y € R. To viak evidentne pre Ziadne C
neplati.

2) Ak sin %p = 0. Potom nutne p = 2k7 pre nejaké nenulové celé k. To ale znamend

(kedZe /2 nie je racionalne ¢islo), e sin %p # 0 a zo vztahu (3) vyplyva, 7e pre

vietky z € R plati cos 2z + ?p = 0, ¢o je nezmysel.
Tym sme dokézali, ze funkcia f nie je periodicka.

2.4  (Katarina Quittnerova) Majme mnoZzinu S spliiajicu podmienky zadania.
Vytvorme teraz novii mnozinu S’ nasledujicim spésobom:

1° Do & dame Tubovolné (jedno) biele pole z S (zrejme také existuje). Pokracujeme
krokom 2°.

2° Do &8’ pridame vSetky Cierne polia z S, ktoré eSte nepatria do S’, a susedia s nejakym
bielym polom pridanym do S v predchadzajicom kroku. Pokrac¢ujeme krokom 3°.

3° Vyberieme Iubovolné biele pole z S, ktoré este nepatri do S’ a susedi s niektorym
(zrejme Ciernym) polom z S’. Ak také pole existuje, priddme ho do S8’ a pokrac¢ujeme
krokom 2°. Ak neexistuje, skonéime.

Ked7e S méa konecny pocet bielych poli, urcite v niektorom kroku 3° skoncime. Ked
skon¢ime, znamend to, %e uz ziadne pole susedné s niektorym polom z S’ nepatri do
S. (Cierne by sme pridali v niektorom kroku 2°, ked%e susedi s nejakym bielym z S’.
Biele by sme pridali v poslednom kroku 3°.) Ale polia v § s navzijom,spojené*,
teda mimo S’ uz nemoZe existovat ziadne pole patriace do S, takZze nutne S = S'.
Odhadnime teraz pocet poli v §’. V prvom kroku 2° sme pridali maximalne 4 Cierne
polia, ked sme pred tym v kroku 1° pridali jedno biele pole. V kazdom dalSom kroku 2°
sme pridali maximélne 3 ¢ierne polia (pretoze biele pole,,na ktoré* sme ich pridali, uz
jednou stranou susedilo so zvySkom mnoziny S’), ked sme pred tym v kroku 3° pridali
jedno biele pole. Ak oznac¢ime b pocet bielych a ¢ pocet ¢iernych poli v §, tak mame
¢ <4+3(b—1), ¢o znamend, ze 1976 = b+ ¢ < 4b+ 1. Takze b = % = 493,75, a teda
b = 494 (pretoze b je prirodzené ¢islo). Tym sme dokazali, ¢o bolo treba.

Prikladom pre b = 494 moze byt 494 T-¢iek zlozenych z jedného bieleho a troch
(s nim susednych ¢iernych poli — vlavo, vpravo a pod nim), ktoré si naukladané na
seba.
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2.5 Cislo /3 nie je ni¢im zvlastne. V skutocnosti ho mézme nahradif Tubovolnym
¢islom a € (1,2). Uvedieme preto rieSenie, v ktorom budeme uvazovat ¢isla tvaru [nal,
kde a je pevné ¢islo také, 7e 1 < a < 2. Prirodzené ¢islo n nazveme pekné, ak [na] je
mocninou 2.

Tvrdenie budeme dokazovat sporom. Nech je teda peknych ¢isel konecne vela.
Vezmime prirodzené &islo k také, ze 2% > na pre kazdé pekné ¢islo n. Nech ¢ je také
(jediné) prirodzené ¢islo, Ze ga < 2% < (g + 1)a a polozme 7 = 2¥ — ga. Potom existuje
(jediné) celé nezaporné &islo j, pre ktoré

ja<2r<a.
Pretoze (podla predpokladu) a < 2, tak 3a > a — 1, a dostdvame
a—1<2r=21(2"—qa)<a,

¢o je ekvivalentné s

(27g+1)a—1< 2k < (27g+ 1)a.

Ak oznacime m = 27g+ 1, potom mame [ma] = 271*, takze m je pekné. Ale zrejme pre
m plati

ma = (2q+1)a 2 (¢ +1)a = 2¥,

¢o je spor s definiciou ¢isla k. Takze peknych ¢isel musi byt nekonecne vela.

2.6 Ogznacme |AC| = |BC| = a, |AB| = c. Dalej oznaé¢me body X, Y, C, podla
obrazka. Skimajme podiel |CM| : |CU|. Pretoze trojuholniky CUX a CMY st
podobné, tak |[CM| : |CU| = |CY]| : |CX]|. Zrejme X je stred usecky BC' (pretoze
U je stred opisanej kruznice). NavySe plati |YB| = |BCy|, pretoze BM je os uhla,
a teda trojuholniky BCyM a BY M st zhodné. Potom

ICM| _|CY| a+3b  2a+b b

_ _ 24 >0
cUl 10X T La a i

Z trojuholnikovej nerovnosti v trojuholniku A BC' navySe vieme, Ze 2a > b. Potom

oM b
Pl 9042 <y
co) ~ e sh
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¢ize naozaj plati 2|CU| < |CM| < 4|CU|, o sme mali dokazat.

C

Co

M
Obr. 71

2.7 (Katarina Quittnerova) Je zrejmé, 7e x > y. Tak si zavedme substituciu x = y + u.
Po dosadeni dostaneme
u(3y? + 3yu + u?) = 22 (1)

Zrejme teda u | z, a nasledne (3y, z) = 1 implikuje (u,3y) = 1. Potom v8ak pre kazdé
prvodislo p v prvociselnom rozklade u je p f 3y2, a teda aj p f 3y? + 3yu + u?. Navyse
v prvociselnom rozklade pravej strany rovnice (1) mé p uréite parny exponent, musi mat
teda parny exponent aj na lavej strane. Z toho je uz zrejmé, 7e u je Stvorec. Oznac¢me
preto u = v2 a nech z = zyv. Po vydeleni rovnice (1) ¢islom v? dostaneme

3y + 3yv? + ot = 22, (2)
By(y +v%) = (20 —v*) (20 + 07). (3)

Urcite teda y | zo — v2 alebo y | zg + v2. Rozliime tieto dva pripady.
1) Ak y | 29 — v2. Pre 2o — v?> = ay, a € N dosadenim do rovnice (2), a vydelenim tejto
rovnice ¢islom y dostaneme

3(y +v?) = a(20® + ay). (4)

Pre a = 1 v8ak plati 3(y + v?) > 202 +y = a(2v% + ay), a pre a = 2 zase plati
3y + v? < 4v? + 4y < a(2v? + ay), ¢ize rovnica (3) nem4 riesenie.

2) Ak y | zo +v2. Pre zg +v? = ay, a € N rovnicu (2) po dosaden{ upravime vydelenim
¢islom y na tvar

3(y +v?) = a(ay — 2v?), (5)
(2a + 3)v? = (a® — 3)y. (6)
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KedZze y 1 v?, uréite 2a + 3 = cy, pre nejaké ¢ € N, a teda a = %(cy — 3), ¢im po
dosadeni a dalsich apravach z rovnice (4) dostdvame

c(cy® — 6y — 4v*) = 3. (7)

Nasledne mozu nastat uz iba dva pripady pre c.
2.1) Pre ¢ = 3 tpravou rovnice (5) dostaneme

3(y> — 2y) = 4® + 1, (8)

ale Tava strana tejto rovnice je delitelna 3, pri¢om prava strana dava po deleni 3
iba zvysky 1 a 2. Rovnica (6) teda tieZ nem4 rieSenie.
2.2) Pre ¢ =1 rovnicu (5) upravime na tvar

y? — 6y — (4v* +3) =0, (9)

ktory moZno povazovat za kvadraticka rovnicu s ohladom na y. Potom y = 3 +
+ 2v/v2 + 3. Musi teda platit v2 + 3 = w? pre nejaké w také, 7e 2w € N. Je viak
zrejmé, Ze aj w € N, a néasledne

3= (w—v)(w+wv) (10)

mé jediné riefenie w —v =1, w +v = 3, teda w = 2, v = 1. Dalej y = 3+
+ 21+ 3 = 3 £4, z éoho vyhovuje jedine y = 7, u = v®> = 1,2 =y +u = 8,
a=1(cy—3)=123=220=ay—0v>=2-T-1=13a 2z = vz = 13.
Trojica (z,y, z) = (8,7,13), ktord evidentne splia vietky podmienky, je teda jedinym
rieSenim tulohy.

TRETIA SERIA

3.1 KedZe cos2x € (—1,1), musi byt a > 0. Nerovnost zo zadania sa d4 upravit na
tvar
ol " +a" —220,

kde r = 2sin®z, o moze byt Iubovolné &slo z intervalu (0,2). Teraz si najdeme
maximum funkcie f(r) = a' =" +a" —2 na intervale (0, 2). Kandid4tmi na toto maximum
st jednak body, v ktorych je derivacia f/(r) = 0 a tiez body r = 0 a r = 2, ked7e ide
o uzavrety interval (ktory je kompaktnou mnozinou). TakZe netreba pocitat druha
deriviciu, stac¢i uvazit zopar éisel. Dahko moZzno vypocitat (mame na to vzordeky)
derivaciu

f'(r)=—a'""Ina+a" Ina.

Zrejme a = 1 je rieSenim tlohy. Pre a # 1 je f'(r) = 0 prave vtedy, ked r = 1, ¢o le
v intervale (0, 2). TakZe nasa tloha je ekvivalentna so stistavou nerovnic
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a>0, a>0,

£(0) <0, a-120,

Mo, T aE-nse
1

f(2)§07 _‘|‘CL2—2§0.
a

Z prvej a druhej rovnice mame 0 < a < 1. Potom tretiu mozno upravit na tvar a® —

—2a? + 1 £ 0. Lahko uhddneme koreir ¢ = 1 polynému na lavej strane, a potom tito
nerovnicu upravime na tvar

I

) (o) <

2

Odtial uz jednoducho dostédvame, Ze rieSenim nasej ststavy je interval <%‘/5, 1>.

Zaverom uz len staci konstatovat, Ze nerovnost zo zadania je splnend pre kazdé z € R

prave vtedy, ked a € <%‘/5, 1>.

3.2 a) Oznacme si uhly v trojuholniku ABC' $tandartne «, 3, . Zrejme body A, Q, P, B
lezia na Talesovej kruznici nad priemerom AB a tiez body @, Z, P,C lezia na jednej
kruznici. Potom vyuzijic vetu o obvodovych uhloch modzeme pisat:

[XBAP|=90° — 3 = [4BQP]|,
X BQP| + |4 PQC| = 90°.

Z toho vyplyva, Ze |[<PQC| = B a |[4QBC| = «. Analogicky by sme ukazali, Ze
|9BDP| = B a [{DPB| = a. Taktiez plati |JMDP| = 180° — |J PDB| = 180° —
— v = B+ «a. KedZe trojuholnik BM P je rovnostranny, tak | M PB| = 3. Uhol BPR
je vrcholovy k uhlu QBC, takze ma velkost a. UZ je teda jasné, Zze uhol M PR mé
rovnaku velkost ako uhol M D P, takze trojuholniky M DP a M PR st podobné. Z tejto
podobnosti vyplyva |[MP|: |MD| = |MR|: |MP)|, ¢o po tprave ddva |M P|*> = |M D] -
- |MR|. Vyuzijuc zname fakty o mocnosti bodu M ku kruznici opisanej trojuholniku
PDR dostavame, ze M P je jej dotycnica.

Dalej si oznaéme Z priesecnik tsecky MC a kruZnice opisanej trojuholniku QPC.
Zrejme aj ortocentrum H trojuholnika ABC' lezi na tejto kruznici. Potom z vety o
obvodovych uhloch vyplyva, Ze f = |[SCQP| = |<CHP]|, a teda | MZP| = 180° — f.
Lenze aj |4 M PC| = 180° — 3, ¢o znamen4, ze trojuholniky M PC a M Z P st podobné.



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 177

Analogicky ako vys§ie dostaneme |M P|?> = |[M Z|-|MC|, ¢ize priamka M P je doty¢nica
ku kruznici opisanej trojuholniku QPC'.

C
Q
P
H
A T D B R
Obr. 72

b) Z uz dokdzaného vieme, ze |[M P|?> = M Z|-|MC| = M D|-|M R|. Po tiprave mame
|MZ| : [MD| = |MR| : |MC|, z ¢oho dostavame, Ze trojuholniky M ZD a MRC st
podobné, a teda | M HD| = |4 MRC|. Potom ale sucet velkosti uhlov BHC a BRC
je 180°, ¢ize Stvoruholnik DRCZ je tetivovy. Vzhladom na pravy uhol RDC mozno
o usecke RC prehlasit, Ze je priemerom Talesovej kruznice, na ktorej lezi aj bod Z. To
ale znamend, ze RH L MC'. Tym sme dokazali tvrdenie tlohy.

3.3 (Tomds Jurik) Zrejme polyném f(z) = x™ vyhovuje zadaniu. Dalej uvazujme len

také polynomy, pre ktoré je aspon jedno z ¢isel ag,aq, ... ,a,_1 nenulové.
Nech a; je prvy (s najmensim indexom) nenulovy ¢len. Pre jednoduchost oznac¢me
m=mn-—t,c =aj4s pret=20,1,...,m. Vezmime polyném
g(@) =™ 4+ 1™ izt (1)

Potom f(z) = g(x)z™. Pritom g(z) uz nemd nulovy korei, ale niektoré jeho koeficienty
mozu byt aj nuly. Celkove teda pre kazdé i = 0,1,...,m — 1 plati bud g(¢;) = 0, alebo
¢; = 0. Nech ¢isla bq,...,b; s navzajom rozne a také, ze

{bl, . ,bl} = {60,01, . 7Cm—1} \ {0} . (2)

Vsetky st korenmi polynému g(x); nech «i,...,q; si postupne ich nédsobnosti.
Z Viétovyjch vztahov vyplyva, Ze

co= b b d- ()™ (3)

kde d je sucin ostatnych korefiov (s prislu$nymi nédsobnostami) polynému g(z).
Ukazeme, 7e d je celé ¢islo. Zrejme je raciondlne. Vzhladom na to, Ze veduci koeficient
g(z) je 1, tak kazdy jeho raciondlny korefh musi byt celo¢iselny. Totiz ak p/q je zlomok
v zékladnom tvare, tak z rovnosti ¢™g(p/q) = 0 vyplyva ¢ | 1. TakZe d musi nutne
byt celé ¢islo. Z (2) vyplyva, Ze medzi ¢islami by,...,b; sa nachidza aj ¢p. Ak nim
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predelime rovnost (3), dostavame, Ze pre kazdé j = 1,... [ plati b?j | 1. To znamen4,
ze pre kazdé ¢ = 0,1,... ,m — 1 plati

¢ € {07 _17 1, CO}

Dalej ukdzeme, 7e coy € {—2,—1,1}. Dokazeme to sporom. U7 vieme, %e co # 0.
Rozoberieme dva pripady.
1) Nech ¢y = 2. Potom pre kazdé i =1,... ,m — 1 plati ¢; =2 —1, a teda

gleo) Z e —c™t — ... —cg+co >0

(uvedomte si preco), ¢o je spor.
2) Nech ¢y < —3. V pripade, Ze cy_1 = co, potom ¢ = cp_1ch' ™" a tiez

=2

l9(co)| 2 [2¢5"] = [em—2cG" .= lercol = leol 2

2 2¢5' = leg' %] = .. = leg| = |eo] > 0,

takze g(co) # 0, ¢o je spor. V pripade, Ze ¢,_1 # co, tak |cp,—1| < 1 a podobne
mame
—1| . —2| —

lg(co)| Z |eg'| — lem—1c" lem—2c4" . — lerco| = |eo| 2

2 [ef| = ley ™ = leg = [ = .. = leg| — leo] >0

(vyuzili sme |¢g| 2 3). Teda opéit g(cg) # 0, ¢o je opit spor.
Vratme sa teraz k polynému f(z). Zhrnutim tychto ivah dostaneme, Ze pre kazdé
i=0,1,...,n—1.
a; € {-2,-1,0,1}

Znovu mame dva pripady.

1) Existuje a; = —2. Potom ¢&islo —2 je koreniom polynému. Potom nutne a,_; =
= 1. V opac¢nom pripade,strhne“ najvyssia mocnina znamienko na svoju stranu
(dokézte si to sami, ale je to analogické ako, ked sme vyssie dokazovali a,, = —2).
Podobne sa dokaze, 7e an,_o € {—2,—1}. Ak a,_» = —2 tak vyraz o' + 2*~! —
— 2272 nazveme refazcom nultého radu (oznacenie Ro(z)). Mozeme si viimntt, Ze
Ro(=2) =0, Ro(1) = 0 a Ro(—1) = 2(-1)*"L. Ak a,_» = —1, potom zopakovanim
rovnakych tvah dostaneme a,_3 = 1. Znovu mame pre a,,_4 rovnaké moznosti ako
pri a,_o. Pre a,_4 = —2 definujme refazec prvého radu Ry (z) = 2* + 2=t —2°72 +
+ 2i73 — 22°=% 5 vlastnostami Ry(—2) = Ri(1) = 0 a Ri(—1) = 4(—1)""1 Ak
an_4 = —1 pokracujeme dalej a postupne definujeme retazce vyssich radov pricom
vo vSeobecnosti retazec k-tého radu bude vyzerat takto

Ri(z) = ot + it — gi=2 4 gi=(@kFD) _ 9pi=(2k+2)

Pritom plati Ri(—2) = Ri(1) = 0 a Ri(—1) = 2(k + 1)(=1)*"!. Z konstrukcie
vyplyva, ze retazce su jediné polynémy, ktoré maju jediny koeficient rovny -2. Teda
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vo vSeobecnosti vSetky polynémy vyhovujice zadaniu, ktoré maji aspon jeden koefi-
cient rovny -2 maju nasledujuci tvar. Jeden retazec, potom Iubovolny poc¢et nulovych
¢lenov, dalsi retazec, atd. Na konci mozeme pridat Tubovolny pocet nulovych ¢lenov.
Ak sme mali aspon jeden nulovy koeficient, tak absoltatny ¢len je rovny 0; ak ziaden
nulovy koeficient nebol, tak absolttny ¢len moze byt 0, alebo je to koniec posledného
refazca, teda je to —2. Ak sme mali iba retazce typu Ro(z), potom ich m6zeme mat
hocikolko, a medzi nimi Tubovolny pocet nulovych ¢lenov. Ak sme vSak mali aspon
jeden retazec vyssieho radu, tak si musime dat pozor, aby sucet retazcov v —1 bol 0
(vyskytol sa koeficient -1). Z kon$trukcie vyplyva, Ze to si vietky hladané polynémy
s aspon jednym koeficientom —2.
2) Neexistuje a; = —2. Teda a; € {—1,0,1} pre i = 0,...n — 1. Aj tu mame niekolko

moznosti.

2.1) Nech a; € {0,1}. Tato vetva zrejme nem4 rieSenie.

2.2) a; € {—1} tato vetva tiez nema rieSenie. Dokazte si sami (rozobera sa dva pripady

pre n parne a neparne)
2.3) a; € {0,—1}. V tomto pripade musi platit ap = f(0) = 0, a zaroven

Z a; = (—1)” + Z a;

0<iSn—1 0<i<n-—1

2ti 20i

Tieto dve podmienky st nutné aj postacujiice na existenciu polynému zo zadania.

MozZnosti a; € {—1,1} a a; € {—1,0,1} sa rozobert analogicky. Z postupu vyplyva,

7e najdené polynémy st vietky riefenia a zarovein spliiaji podmienky zo zadania. Tym
sme ulohu vyriesili.

3.4 (Katarina Quittnerovd) Oznafme si ¢isla vo vrcholoch n-uholnika postupne
ai,as,- .. ,a,. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech na zaciatku a; =1, a9, =0, ..., a, = 0.
Ukazeme, Ze vo vSetkych vrcholoch mozeme dostat nuly prave vtedy, ked 3 t n.

Najprv ukazeme, 7ze ak n = 3k, kde k € N, potom z pdévodnej pozicie nemobzeme
dostat poziciu so samymi nulami. Uvazujme stcet

S:a1-|-a2+a4+a5-|-...-|-a3k_2+a3k_1.

Zrejme v kazdom kroku menime prave jedno ¢islo s indexom delitelnym troma a prave
dve ¢isla zo sucétu S. To v8ak znamend, Ze parita stcétu S sa ndm nemeni. KedZe na
zaCiatku je S = 1 neparne, po Ziadnom koneénom pocte krokov nemozeme dostat S = 0
parne, ¢o sme chceli dokazat.

Teraz ukazeme, ako dostaneme nuly vo vSetkych vrcholoch pre n = 3k+1an = 3k+
+2. Zrejme v oboch pripadoch lahko ziskame poziciu so samymi jednotkami. Teraz vSak
staci kazdy vrchol zobraf préave raz za stred menenej trojice (kazdy vrchol tak zmenime
prave trikrat) a dostaneme poziciu so samymi nulami.

Zostava eSte odpovedat na prvi otizku zadania. Nakolko 1999 = 1 (mod 3), pre
1999 vrcholov mozno po koneénom pocte krokov dostat samé nuly.



180 49. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Samozrejme, 7e vietky uvedené tivahy mali vyznam pre n > 3. nakolko v opa¢nom
) _ )
pripade nemozno hovorit o pravidelnom n-uholniku.

3.5 (Katarina Quittnerovd) Cisla, ktoré neobsahuji v bindrnom rozvoji tri rovnaké
Cislice za sebou, budeme nazyvat dobré. Ozna¢me p,, pocet n-cifernych (v dvojkovej
sustave) dobrych ¢isel. Pre hladané dobré ¢isla plati 4 = (100)y < n < (1111111111)5 =
= 1023. Mame teda urcit stacet p3 + ps + ...+ p1o.

Oznacme ¢, Cn_1,...,c1 dvojkové cifry n-ciferného ¢isla a = ¢,, ... ¢y, pricom ¢, =
= 1. Pre n = 3 ak ¢islo a je dobré, musi byt tvaru

a=10c,_s...c1 alebo a=110¢c,_3...c1.

V prvom pripade mozeme ¢islu a priradit (n — 1)-ciferné ¢islo b = 1¢f_,cf_4...c;, kde
ci =1—-c;pret=1,2,...,n—2. Je zrejmé, Ze ¢islo b je dobré a tiez, Ze toto priradenie
je prosté, a navyse kazdé dobré (n — 1)-ciferné ¢islo mozeme dostat pre vhodné a. Preto
je pocet dobrych ¢isel tvaru a = 10¢,_s . ..c1 prave p,_1. Rovnako sa ukéze, ze dobrych
¢isel tvaru a = 110¢,_3...¢1 je pn_2, teda p, = pr_1 + Pn_o.

Vsimnime si, 7e p; = 1 a py = 2. Dalej uZ stadi len spoéitat p3 = 3, ps = 5,...,
p1o = 89 pomocou najdeného rekurentného vztahu, ¢im prideme k hladanému vysledku
p3+Ppa+ ...+ p1o = 228.

Pozndmka. Cisla p1,ps, ... tvoria zndmu Fibonacciho postupnost, ktora je rekurentne
urcend takto:
FO = 0, Fl = 1, Fn-l-l = Fn +Fn—1 pre n € N.

Pre nu sa dd4 matematickou indukciou lahko dokazat, ze Fo+ Fy + ...+ F, = Fj,10— 1.
Vzhladom na to, ze p, = Fj, 11, dostaneme v nasom pripade ps+ps+...+pn = Fry3—5.

3.6 Oznacme S,, sucet Stvorcov vSetkych (prirodzenych) delitelov prirodzeného ¢isla n.
Nagou tilohou je vlastne najst najmensie n vyhovujice rovnosti S(n) = (n + 3)2. Nech
n sa da napisat ako sucin troch ¢isel vicsich ako 1, t.j. n = abe, kde 2 < a < b < c.
Potom

l1<a<b<ab<ac<be<abe

st navzajom rozne delitele ¢isla n. Z AG-nerovnosti dostavame
a®b? + a’c® + b2 = 3Va*bict = 3abeVabe > 3nV/8 = 6n.
Naviac a2 + b2 > 8, takze sticet stvorcov delitelov &isla n je
S(n) 21+ a®+ b +a?b® + a*c® + b2 +a®*b*c® > 1 +8+6n+n = (n+3)2.

Vidime, Ze &slo n tohto tvaru nespliia podmienku zo zadania. Tohto tvaru je zrejme
kazdé n, ktoré je delitelné aspon tromi navzajom rdznymi prvocislami a takisto kazdé
n delitelné §tvorcami dvoch réznych prvocisel.

Zostava nam uz len rozobrat niekolko moznosti (niektoré pripady si rozobraté
viackrat).
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1) Nech n = 1. To zjavne nevyhovuje.

2) Nech n = p, kde p je prvocislo. Potom S(n) = 1+ p? < 9+ 6p + p? = (n + 3)2,
takze takéto n nie je riesenim.

3) Nech n = p*, kde p je prvoéislo a k > 2. Potom mame S(n) = 1+ p% + ... + p2*.
7o zadania vyplyva p% + p* +... + p?*=2 = 6p* +8, takze p | 8, ¢ize p = 2. Potom
z poslednej rovnosti vyplyva 1 4+ p? + ...+ p**=% = 6p¥=2 4 2, ¢o nie je mozné.

4) Nech n = pq, kde p > ¢ st prvoéisla. Z rovnosti S(n) = (n + 3)2, tak

L+p® +q¢® +p*¢> = 9+ 6pg + p*¢?,
p>—6pg+q*—8=0,

¢o je kvadraticka rovnica s neznamou p a parametrom ¢. Jej korenimi st

P12 = 3¢+ 2/2(¢*> +1).

Pretoze p > ¢ = 2, tak nas zaujima len korefi s plusom (ten druhy je zaporny). Pre

q = 2,3,5 nie je p celé ¢islo. Pre ¢ = 7 dostavame p = 41. Ak ¢ > 7, tak p > 41.

TakZe v tomto pripade ju najmensie ¢islo s pozadovanou vlastnostou 7 -41 = 287.
5) Nech n = pq?, kde p, q st rozne prvodisla. Z rovnosti S(n) = (n + 3)3 vyplyva

P’ +¢*+q" +p°¢> = 6pg® + 8.

Ak g = 5, tak g* 4+ p?¢® = 2pg® = 10pq® > 6pq + 8. TakZe nutne ¢ = 2 alebo ¢ = 3.
Priamym dosadenim lahko zistime, Ze to nie je mozné.
Tym sme rozobrali vietky moznosti, takze najmensim ¢islom n takym, ze S(n) = (n +
+3)2 je n = 287,

3.7 (Katarina Quittnerovd) Predpokladajme, 7e takéto dve kocky existuji. Nech st to
kocky K = ABCDEFGH, K' = A’B'C'D'E'F'G'H', pricom K’ je vic§ia z nich (ak
st zhodné, tak nech je to Iubovolnd z nich). Zvolme si siradnicovi sustavu tak, aby
vrcholy A’, B',C’, D' mali z-ovu stradnicu rovnt 0 a vrcholy E’, F', G’, H' rovnu 1.
Spodnym, resp. vrchnym bodom steny alebo kocky budeme nazyvat bod tejto steny
alebo kocky, ktorého z-ova suradnica je najmensia, resp. najviicsia (tychto bodov moze
byt aj viac). Zrejme spodnym a vrchnym vrcholom $tvorca a kocky st vZzdy (aj) niektoré
dva ich protilahlé vrcholy. Ak mame bod P, tak jeho stiradnice nech st (zp,yp, zp).
Nech vrchol A kocky K je jej spodnym vrcholom. Potom z-ova stradnica kazdého
bodu tejto kocky je aspon z4. Ak maji mat steny kocky K neprazdny prienik so stenou
ABCD, tak nutne z4 < 0. UkadZeme, 7e aj zp,zp,zg < 0 (ide o vrcholy spojené
hranou s A). Zrejme to sta¢i ukazat pre jeden z nich a pre ostatné je to analogické.
Predpokladajme teda, ze zp > 0. Stena BCGF je obrazom steny ADHFE v posunuti

o vektor B, pricom B je obrazom A. KedZe A je spodnym vrcholom steny ADHE,
musi byt B spodnym vrcholom steny BCGF'. To ale znamena, Ze kazdy bod tejto steny
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mé z-ovi stiradnicu kladni. AvSak potom nemaju steny A’B'C’'D’ a BCGF prienik.
A to je spor. TakZe nutne zg, zp, zg < 0.

G

Obr. 73

Pozrime sa teraz na zg. V trojuholniku BF E pre z-ové suradnice bodov B, F plati
2B, 2E < 0, takze aj stred S tusecky EB ma zg < 0. Pritom |BF| < |B'F’| = 1, takze pre
vysku 7z bodu F na stranu B'E’ plati v = |F'S| = §|BF| < @ Dalej 7 trojuholnikovej

nerovnosti mame zp < zg + |F'S| = @ < 1. Ale F je vrchny bod steny ABFE (a A je
jej spodny bod), takze kazdy bod steny ABFFE ma z-ovi stradnicu mensiu ako 1. To
ale znamena, Ze steny ABFE a E'F'G'H’ nemaju prienik, ¢o je spor.

Zostava uz len skonsStatovat, Ze hladané kocky neexistuju.

STVRTA SERIA

4.1 (Jekaterina Fehér) Povodnia rovnicu si prepiseme do tvaru:
zy(z+y) — (z+y)* +2zy —1=0.
Zavedieme substituciu a = xy, b = x + y, kde a, b st celé ¢isla. Potom plati
ab—b> +2a —1=0.
Ak si vyjadrime z tejto rovnice a, dostavame

b+2 +b+2'

Nakolko a a b maju byt celé ¢isla, tak ¢islo b + 2 musi byt delitelom 5. TakZe pren
dostavame Styri moznosti: 1, —1,5 a —5. Celkovo pre [a, b] mame Styri rieSenia [2, —1],
[—10, 3], [2,3] a [-10, —7]. Zostava tak pre tieto dvojice riesit sustavu

Ty =a,

r+y=>b.



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 183

To vSak nie je ni¢ iné ako hladanie korefiov kvadratickej rovnice tvaru
2 —
r*—br+a=0.

Postupne tak lahko ndjdeme Styri celo¢iselné rieSenia povodnej tlohy: [2, —5], [-5, 2],
2,1] a [1,2].

4.2 (Miroslava Sotikovd) Oznaéme si dievéata ¢islami 1,2, ..., 8. Zo zadania vyplyva,
ze kazdy chlapec tancoval prave so Styrmi dievéatami, takZe mu moézeme priradit
jednu Stvoricu ¢isel z mnoziny 1,2,...,8. UkaZeme, Ze nemodzeme vytvorit 8 Stvoric
tak, aby prienik Tubovolnych dvoch Stvoric boli prave dve ¢&isla. (To by bolo v spore
s podmienkou, 7ze pre kazdych dvoch chlapcov dve dievcéata tancovali s oboma, dve len
s jednym, dve len s druhym a dve netancovali ani s jednym.)

Predpokladajme, ze existuje 8 takychto Stvoric. V§Simnime si jednu z nich. Bez ujmy
na vSeobecnosti nech je to Stvorica (1,2, 3,4). S ostatnymi §tvoricami m4 prienik prave
dve dcisla, zo Styroch ¢isel mozno vytvorit (‘21) = 6 dvojic. KedZze chceme vytvorit este
aspon 7 $tvoric, dve z nich budi mat so Stvoricou (1,2, 3,4) rovnaky prienik, bez ujmy
na vSeobecnosti nech je to dvojica (1,2). KedZe mame k dispozicii len 8 dievcat, jedna
dvojica moze byt najviac v troch roznych Stvoriciach. Bez ujmy na vSeobecnosti nech
st to Stvorice (1,2,3,4), (1,2,5,6) a (1,2,7,8).

Dvojica (3,4) sa uz nemdze vyskytovat v ziadnej Stvorici, lebo by v tej Stvorici
musela byt aj dvojica (5,6), aj dvojica (7,8) (kvoli tomu, aby dve $tvorice mali prienik
prave dve ¢isla), ¢o nie je mozné. Teda zo Stvorice (1,2,3,4) mozeme v dalsich piatich
Stvoriciach pouzit len (‘21) — 2 = 4 dvojice, ¢o znamena, 7e jedna bude aspon vo dvoch
Stvoriciach. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je to dvojica (1,3).

Aby sme splnili podmienky tlohy, mézeme vytvorit Stvorice (1,3,5,7) a (1, 3,6, 8),
alebo (1,3,6,7) a (1,3,5,8). Pozrime sa na prvy pripad (ten druhy by sa rozobral
tplne analogicky). Do poslednych troch $tvoric mézeme pouzit len dvojice (1,4) a (2, 3)
(dvojicu (2,4) uz pouzit nemdzeme, lebo by vo Stvorici s iou musela byt aj dvojica
(5,7), aj dvojica (6,8)). Teda jedna z nich bude asponi vo dvoch Stvoriciach (dokonca
prave vo dvoch, lebo jedna dvojica moze byt najviac v troch Stvoriciach). Nech je to
dvojica (a,b). Aby tie Stvorice mali dvojprvkovy prienik so Stvoricou (1,2,3,4), tak
musia vyzerat (a,b,e, f) a (a,b,g,h). LenZe aby posledna Stvorica obsahujuca (c,d)
mala s nimi dvojprvkovy prienik, musela by obsahovat aj dvojicu (e, f) aj dvojicu
(g,h). Ale to je spor.

Ostava nam uz len napisat 7 Stvoric (dievéat, s ktorymi tancovali jednotlivi chlapci),
ktoré spliaji podmienky zadania. Pomerne Tahko mo#no néjst napriklad stvorice

(1,2,3,4), (1,2,5,6), (1,2,7,8), (1,3,5,7), (1,3,6,8), (1,4,5,6), (1,4,6,7).

4.3 Ozna¢me H ortocentrum trojuholnika ABC. Pretoze |[CHB| = 180°—|4CAB| =
= 180° — |[4C1A1By|, tak bod A; leZi na kruznici k; opisanej trojuholniku BHC.
Podobne body B; a Cy lezia postupne na kruzniciach ks a k3 opisanych trojuholnikom
CHA a AHB. To znamena, 7Ze

S B1HC| = [§BiHA| + |9C1HA| = |4 B1CA| + |[C1BA| = 2[4 B1A1C4 | .
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Podobne tiez |§01HA1| = 2|§0131A1| a |§A1HBl| = 2|§A10131|, takze H je stred
kruznice opisanej trojuholniku A, B1C}.

Vedme vrcholmi trojuholnika A BC' priamky rovnobezné s jeho protilahlymi stranami.
Ich priesecéniky nech st Ag, By a Cy, pricom plati, Ze trojuholniky AqgByCy a A1 B1C4
sti podobné. To ale znamend, Ze dlzky tseciek AgH, BoH a CoH st postupne priemery
kruznic ki, ko a k3, ktoré su rovnako dlhé (dokdzte si sami). Odtial je uz zrejmé, 7e
existuje zobrazenie, ktoré je zloZenim otocenia a rovnolahlosti, obe so stredom H,
v ktorom obrazom trojuholnika A;B1C4 je trojuholnik AgBoCy. Ak oznac¢ime ich
ortocentra postupne H; a Hp, tak v tomto zobrazeni musi byt obrazom bodu H;
bod Hy. Takze |SHH1Hy| = |4 HA1Ap| = 90° a ndm stadi uz len dokazat, ze stred O
kruznice opisanej trojuholniku ABC' je stredom tusecky H Hy.

Vzhladom na to, Ze obraz trojuholnika A BC' v rovnolahlosti so stredom v jeho tazisku

—
T a koeficiemtom —2 je trojuholnik AgByCy, tak THy = —2T‘H). A pretoze ﬁ =

——
— _9TO (vyplyva to z Eulerovej priamky), tak dostdvame OH, = _OH. Tym je
dokaz hotovy.

4.4 Sktmanim linedrnych funkcii moézeme prist na niektoré rieSenia. Nech f(z) = cx+d
potom

f(f(...f(.r)...))):c"+d(1+c+cz_‘_“.cn_1)
——

n-krat

Porovnanim s funkciou, ktort mame dostat, zistime

g b
I N e

c= a,

Problémy nastanu iba v pripade ¢ = 0, alebo ak je a < 0 a n je parne ¢islo. Rozoberme
prvy pripad. Ak 0 = ¢ = {/a, potom zrejme a = 0. V tomto pripade staci polozit d = b.
Sktigkou Tahko overime, Ze funkcia f(x) = b naozaj vyhovuje zadaniu pre a = 0. Ostéva
nam zistit, ¢i existuje spojita funkcia f(z) pre ktora plati

UG f(x)...))) = az + 0,
N——
n-krat
pricom a < 0 a n je neparne prirodzené cislo. Najprv dokazeme, ze funkcia f je prosta,

t.j. z rovnosti f(z) = f(y) vyplyva x = y. Nech f(z) = f(y). Potom zrejme f(f(x)) =
= f(f(y)). Takto postupne dostaneme

SUC @) )))=F00Fy)-)),
N—— N——
n-krat n-krat
¢o je ekvivalentné s rovnostou ax + b = ay + b. Kedze a # 0 potom x = y. Teda funkcia
f(z) je prosta. V dalsom vyuzijeme nasledujicu lemu (ktortd hned aj dokdZzeme).

Lema. Ak f : R — R je spojita a prosta funkcia, potom je rydzomonoténna (rastiica
alebo klesajica).
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Dokaz. Dokazujme sporom. Nech nie je funkcia rydzomonotdénna. Potom existuju cisla
v <y < 2 také e f(x) < F@) () > F(2), alebo f(x) > F@),f@w) < ()
Rozoberme prvy pripad, s dodatoénym predpokladom f(z) < f(z) (rovnost nemdze
nastat, lebo f(z)je prostd funkcia). Ostatné moznosti sa rozobert analogicky.

Ked7ze f(x) je spojita tak z vety o medzihodnote (hovori sa jej tiez Bolzanova veta)
vyplyva, Ze na intervale (z,y) existuje ¢islo ¢ také, ze f(c) = f(y). To je ale spor
s prostostou f(x). Teda nutne f musi byt rydzomonoténna funkcia. Tym je lema
dokazana.

Vratme sa k pripadu a < 0. Funkcia ax + b je zrejme klesajica. Nech je f(z) rastica.
Potom je aj f(f(x)) rastica (dokazte si to!). Podobne je aj funkcia

f(fCe..f(x)...)) =azx+b

rastica, ¢o je evidentne spor s klesajicostou az + b. V pripade, 7e f(z) je klesajica
potom je f(f(z)) rastuca funkcia (dokazte si to!). Jednoducho indukciou dokazeme, 7e
po parnom pocte iteracii (parne n) je funkcia rastiica, a po neparnom pocte iteracii
(nepéarne n) je funkcia klesajtca. Teda pre parne n dostdvame spor. Z toho vyplyva, Ze
pre a < 0 a parne n neexistuje funkcia f(x) spliajtca podmienky zo zadania. Ostatné
pripady sme overili na zaciatku. Skuskou sa lahko overi, Ze najdené funkcie naozaj
vyhovuji zadaniu.

4.5 Zrejme a; = 0 a pre n = 2 plati

n+1
(ln_;’_l:man—z.

To znamena, Ze postupnost je jednoznacne urcend svojim druhym c¢lenom. Pritom
postupnost a, = (n — 1) (cn + 2), kde ¢ = %az — 1 je Tubovolné reédlne ¢islo, vyhovuje
rovnosti zo zadania. TakZe vSetky postupnosti vyhovujice tejto rovnosti musia byt
vysSie uvedeného tvaru. Clenmi nagej postupnosti st viak len celé ¢isla, pricom 2000 |

| a1999. Pritom
a1999 = 1998(c - 1999 + 2) = ¢- 2000 - 1998 + 2 - 1998 — 1998c.

To ale znamend, ze 1000 | 1998 —999¢, ¢ize ¢ = 1000m+2, kde m € Z. Odtial dostavame,
ze 2000 | a,, prave vtedy, ked 1000 | (n — 1) (n + 1). Takze n = 2k + 1, pri¢om k(k + 1)
je delitené 250 = 2 - 52. Vzhladom na to, 7e ¢&isla k a k + 1 st nestdelitelné, tak Tahko
mozno urcit, ze najmensie pozadované n sa rovnd 2 - 124 + 1 = 249.

4.6 PretoZe trojuholnik A;AsAs3 nie je rovnoramenny, fahko moZno nahliadnut, Ze
A;B;I (pre i = 1,2, 3) st naozaj trojuholniky, a teda im moZzno opisat kruznicu.

Lema. Nech I je stred kruznice vpisanej trojuhoniku ABC' aT je stred kruznice opisanej
trojuholniku BIC. Potom T lezi na osi uhla BAC.
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Dokaz. Narysujme si osi vonkajsich uhlov pri vrcholoch B a C' (pozri obrazok). Preti-
naju sa v bode FE, ktory lezi aj na osi uhla BAC'. Pretoze BELBI a CEL1CI, tak
stvoruholnik BEC'T je tetivovy, pricom stred jemu opisanej kruznice lezi na I'E. Tento
stred je vSak aj stredom kruznice opisanej trojuholniku BIC. Tym je lema dokazané.

A C

Obr. 74 Obr. 75

Vratme sa teraz k naSej ulohe. Pre i = 1,2,3 ozna¢me O; stred kruZnice k; a T;
stred kruznice opisanej trojuholniku A; 1T A; 5. Dalej ozna¢me Q; priesecnik priamok
0i4+10;42 a T;11Tiy2. Zrejme O; lezi na osi vnitorného uhla (trojuholnika Ay AsAg) pri
vrchole A;. Podla lemy na tejto osi lezi aj bod T;. Teda priamky T101, ToO2 a T303
sa pretinaju v jednom bode. Podla Desarguesovej vety body Q1,Q2 a Q3 leZia na
jednej priamke. Avsak T;, 17542 je osou usecky A;I a 0;110;12 je osou usecky B;I. To
znamena, ze bod @; je stred kruZnice opisanej trojuholniku A;B;I.

Poznamka. V rieSeni sme vyuzili Desarguesovu vetu, ktora patri medzi nie prili§ zname.
Viac o nej mozete najst napr. v broziare A. Niederle: Zajimavé dvojice trojuhelniku,
SMM 47, alebo v hocijakej kniZke z projektivnej geometrie.

4.7 (Tomdas Jurik)

b) Maximalnym vektorom budeme nazyvat stacet vektorov v niektorej z maximalnych

mnozin. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech /(A) = 1, kde A je niektord z maximéalnych
mnozin. VSetky maximélne vektory teraz lezia na kruZmici k so stredom (0,0) a po-
lomerom 1. Nech V' = {u3,...,u;}. Nakreslime teraz n kruznic k;(u;, 1). Ked nejaky
maximalny vektor ¢ zodpovedajici maximéalnej mnozine A lezi na obliku kruznice k,
ktory je v kruhu (pripadne na okraji) danom kruZnicou k;, tak velkost vektora 7+ u; je
vicsia ako 1. Preto A musi obsahovat ;. Naopak, ked v leZi mimo tohto kruhu, neméze
A obsahovat u;, lebo inak mnozina A\ {u;} by mala sicet vektorov @ — uj, a ten by
bol mimo kruhu ohrani¢eného kruznicou k.
Indukciou sa Tahko ukéze, 7e kruznice k; rozdelia kruznicu k na najviac 2n casti. Ked
si vezmeme niektoru z tychto casti spolu s jej okrajovymi bodmi, staci si v8imnut, v
ktorych kruhoch lezi a v ktorych neleZi a vieme jednoznac¢ne povedat, ktoré z vektorov
u; (a 7iadne iné) sa musia nachddzat v mnozine A, ak sicet jej vektorov méa lezat na
tomto Useku. Takidto maximdalna mnozina moéZze byt teda pre zvoleny tsek nanajvys
jedna. Tym je tvrdenie dokazané.

a) Pre n = 4 je mozné skonstruovat vektory nasledujicim sposobom: Oznacme O
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zaciatok pravouhlej siradnicovej ststavy. Nech bod A ma siradnice (%, —% 3). Zvolme

teraz body X;, i = 2,3, ..., n — 1, so suradnicami (cos ¢;,sin ¢;), kde 60° = @1 <

< g < oo < 1 = 120° a ¢; + pp—; = 180° (mnoZina tychto bodov je symetricka
—

vzhladom na os y). Teraz stadi zvolit v; = OXq, u; = X, 1X:,i=2,3,....,n—1a

Uy = (ﬁ Je zrejmé, 7e maximélne vektory budia OX; a Xﬁ, 1=1,2,...,n—1,spolu

s (1,0) a (—1,0), teda 2n maximélnych vektorov. Lahko sa moZzno presved¢it, 7ze Ziadna
mnozina A vytvorend z takto zvolenych vektorov nebude mat ¢(A) > 1. To, Ze toto nie

—
je jedina volba vektorov zistime napriklad pre n = 5, kde mozeme zvolit vektory OA;,
i=1,2,3,4,5,kde Aj A3 A3A4 A5 je pravidelny 5-uholnik vpisany do kruznice k(O, 1).

PIATA SERIA

5.1 Zrejme staci dokazat nerovnosti

1 1 1 1
Tyt —+—+—+—,
Ir1 o s T4

w34y ad 4+l >+ wo w3+ 24 (2)
Z AG-nerovnosti dostavame

3(xF 4+ o5+ 23+ 23) =
= (2} + 25+ 23) + (27 + 25+ 23) + (2 + 23 + 23) + (25 + 23 +23) =
1 1 1 1

2 3(x1x2w3 + T1T2%4 + T1X3T4 + TaT3T4) = 3 (— 4+ — 4+ — 4+ _> .
1 ) r3 T4

Odtial uz vyplyva nerovnost (1).
Dalej vyuzijeme nerovnost medzi mocninngmi priemermi, ktora hovori, 7e ak st
kladné realne ¢isla a1, as,...,a, a p > q > 0, potom

1\

n

<a€+a§+...+a§;>”p
n

<a;1+ag+...+a;{>1/q

Specialne pre p = 3, ¢ = 1 po umocneni mame

1

16(-’171 + T+ T3 + .’174)3.

I T T i
Pritom z AG-nerovnosti mame z1 + xs + o3 + 14 = 4Yx1130304 = 4. Z poslednych
dvoch nerovnosti dostavame

1

16 42-(I1+$2+I‘3+$4):.’171—|—.I‘2+$3+.’174,

3 3 3 3
x| tay+rst+ay 2
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¢o je nerovnost (2).
Tym sme dokéazali, ¢o bolo treba.

5.2 Viimnime si najskor, Zze zamenou riadkov (stipcov) mozeme dosiahnut ich lubovolné
usporiadanie. KedZe kazdy riadok je unikatny (na mieste, kde obsahuje jednotku neméze
jednotku obsahovat 7iadny iny riadok), stac¢i ndm usporiadat stipce tak, aby ku kazdému
povodnému riadku existoval inverzny riadok (s vymenenymi 1 a —1). Potom uZz len
usporiadame riadky na spravne miesta. V dalSom teda budeme uvazovat iba mnozinu
n riadkov bez usporiadania.

Kedze kazdy riadok obsahuje prave jednu 1 aj —1, potom mozeme definovat funkciu
f:N, = N, (kde N,, = {1, 2,... ,n}) tak, Ze f(i) pre i € N,, udava poziciu 1 v riadku
obsahujicom —1 na z-tom mieste. Takto definovana funkcia je permuticiou mnoziny
N,, (kazdy stlpec obsahuje prave jednu 1 aj —1), pre ktort f(i) # i, i € N,. Navyse
tiez ku kazdej takejto permutéacii existuje n zodpovedajuicich riadkov. VSimnime si, ako
sa transformuje funkcia f na f’, ked pozicie povymiefianych stlpcov reprezentujeme
permutaciou g. Ked je v novom usporiadani —1 na i-tom mieste, pred usporiadanim
bola na g~!(i)-tom mieste, a nasledne 1 bola na f(g~'(7))-tom mieste, ale teraz je uz
na g(f(g~1(i)))-tom mieste, ¢ize f' = go fog~ L

Zamyslime sa teraz nad tym, akt permutaciu f’ chceme dosiahnut. Ak riadok, ktory
mal na i-tom mieste —1, mal na f(i)-tom mieste 1, potom po usporiadani ma mat
riadok s —1 na f(7)-tom mieste 1 na i-tom mieste, teda f'(f(i)) = i, ¢o mdzeme zapisat
ako f' = f~!. Existenciu vhodnej permutacie g ukdZzeme konstrukéne.

Pre kazdy cyklus ay, as, ...,ar permuticie f (t.j. f(a1) = ao, ... f(ax-1) = ag,
f(ax) = a1) definujme g(a;) = agy1_i, @ € Ni. VSimnime si, Ze g~! = g a nésledne
f'(ai) = g(f(g7(a:))) = g(f(ar+1-i)) = g(art2-i) = a;—1 pre i € Ny (pre i = 1
rozumieme k + 1 v indexe ako 1 a 0 ako k), ¢o skuto¢ne znamens f' = f~!. Tym je
tvrdenie dokazané.

5.3 (Peter Sidd) Trojciferné &islo s ciframi a, b, ¢ si oznaéme abe. Roz$irme si oznacenie
tak, Ze ab je ¢islo 10a+b, kde b je jednociferné ¢islo, ale a moze byt viac ako jednociferné.
Napriklad ak a = 145, b = 5 potom ab = 1455.

Zrejme plati zi = £0. Odtial mame

9 9

R > L1

— T z0 z0 T
Ak sa v mnoZine M nachddzalo &islo x4, tak sa v M zrejme nenachédzalo ¢islo T (bolo
by Tavym blokom). Podobne ak sa v mnoZzine nachadzalo ¢islo 7, tak sa tam nemohlo
vyskytovat ¢islo xi. Rozdelme si mnozinu M na mnoZiny My, kde do mnoziny My
dame vsetky ¢isla A7 patriace do M. Do mnoziny My dédme vSetky jednociferné ¢isla.

Zrejme zjednotenie vSetkych mnozin M, a mnoziny My je cela mnozina M.

Vezmime mnozinu M, pre ktord je L najvacsi z indexov. Taky index vzdy existuje,
lebo mnozin je len konecny pocet. Zrejme sa v tejto mnozine nachadzaji najvicsie
¢isla mnoziny M. Pokial je L > 0, tak nahradime vSetky prvky mnoziny My, ¢islom L
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a naSa suma sa (podla predchédzajicich ivah) zvicsi. Nova mnozina, ktord vznikne,
je znovu Specidlna (premyslite si to). Znovu opakujeme cely postup. KedZze mnozin
je konecény pocet, lebo prvkov mnoziny M je konecny pocet, tak sa nam nas postup
raz zastavi (zmenSujem najvicsie ¢islo mnoziny M). Nakoniec dospejeme k tomu, Ze
nemame ziadnu mnozinu M4 pre A > 0. Teda vSetky prvky st v mnozine M,. KedZe
sme kazdym krokom stcet zvicsovali, tak potom

1 1 1
Y -S4 4to,

n 2 9
neM

¢o je tvrdenie, ktoré sme mali dokazat.

5.4 (Robert Lukolka) Ozna¢me strany a uhly v trojuholniku obvyklym spdsobom.
Predpokladajme najprv, ze uhol « je ostry. Oznacme () priese¢nik priamok AP a BC),
S stred strany BC', Sp stred tusecky C'D, S stred kruznice opisanej trojuholniku
ACD. Dalej nech ¢ = |JCDA|, w = |4SCD|. Podla zadania je trojuholnik ACD
rovnoramenny (so zakladiiou AD), takze os strany AD prechadza vrcholom C' (a zrejme
aj bodom S), a teda CSLAD. Odtial mame

w+ o = 90°. (1)

Stvoruholnik APCD je podla zadania tetivovy, a preto |3 APC|+|XCDA| = 180°, ¢ize
|[SQPC| = 180° — |[SAPC| = |[4CDA| = ¢. Naviac uhol BPC' je pravy, takze z (1)
dostdvame |4 BPQ| = 90° — |[SQPC| =90° — p = w.

B Sa Q C Sp D
Obr. 76

Spojnica stredov Talesovej kruznice nad BC a kruznice opisanej trojuholniku ACD
je zrejme kolm4 na ich spolo¢nt tetivu, ¢ize S4SLPC. To ale znamend, ze S4S || BP
(lebo priamky S4S a BP st kolmé na CP). Dalej uhly PBC a SS4Sp zhodné (lebo
st stihlasné), a teda pravouhlé trojuholniky BPC' a S4SSp st podobné. Z toho mame

|PB|  |SaSp|
Trojuholniky QC'P a BQP maju spolo¢nu vysku v. Ak ich obsahy vypocitame dvoma
sposobmi, dostavame
|QC| . ’U|QC| . 2SAQC’P . |PC| . |PQ| -Sil’lgo . |PC| ) Singo
|BQ| v-|BQ| 2Sapop |PQ|-|PB|-sinw |PB| sinw’

(3)
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Po dosadeni (1) a (2) do (3) mame

|QC| _ [SSp| sing  |SSp|
|BQ| |SaSp| cose  |SaSD]

tg (4)

Dalej trojuholnik C' DS je rovnoramenny, a teda SSp L CD. Z pravouhlého trojuholnika
CSpS potom vyuzitim (1) dostdvame

1
|ISSp| = |CSp|-tgw = |CSp|-tg(90° — ¢) = |CSp] - —t (5)
Dosadenim (4) do (5) a vywZitim |CSp| = $|CD| = 1b, |[SaSp| = 3|BC|+ 3|CD| =
= 2(a+b) mame

QC| _1CSpl 55 _ 10Sp| _ b

BQ| ~  [SaSp| ¥ T |SaSp| a+b’

(6)

Priamky AQ, BE a C'F sa pretinaju v jednom bode, takze z Cévovej vety vyplyva

AF| |BQ| [CB| _
FB| |1QC| |EA

1. (7)

Dosadenim (6) do (7) uZ kone¢ne dostavame

_|AF| a+b |CE| |AF| |BD| |CE]|
“|FB| b |EA| |FB| |DC| |EA|’

1

takZe podla Menelaovej vety mame, Ze body E, F, D lezia na jednej priamke.

V pripade a = 90° zrejme P = A, takze F = F = A, a teda body FE, F, D lezia
trividlne na jednej priamke.

V pripade o > 90° je situdcia rovnaki ako pre a < 90°, len rovnost |[JQPC| = ¢
dostaneme 7z toho, ze uhly QPC a ADC' st obvodové nad AC, a teda st rovnaké.

5.5 Predpokladajme, Ze funkcia f(x) = {az + sinz} je periodicka s periédou ¢ > 0.
Potom dostavame

{ax +sinz} = {a(x +t) +sin (z + 1)}
{sinz} = {at +sin (z +t)}. (1)

Dosadenim x = —t do (1) a vyuzitim sin (—¢) = sint dostaneme rovnost

{sint} = {at}. (2)

Po dosadeni 2z = 0 do (1) a upravach, s vyuzitim (2) dostavame

0= {at +sint} = {{at} + {sint}} = {2{sint}} = {2{at}}.
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Lahko nahliadneme, %e na to, aby {2{sint}} = 0, nutne sint € {—1,—%,0,% 1}.
0

LubovoIné riefenie ¢ tak modZeme zapisat v tvare t = ro, r € Q. Zaroven {Q{at}}
z z
Cize 2at = z pre nejaké celé cislo z. Potom ale a = % = 2 Funkcia f teda moze byt

periodickd iba pre a = m/m, kde m je raciondlne ¢islo.

2rm

Teraz ukazeme, Ze pre lubovolné a = m/7, kde m € Q je uvedend funkcia periodicka.
Nech m = p/q je zlomok v zdkladnom tvare. Uvazujme periédu 2qm. Zrejme plati

flax + 2qm) = {a(x + 2q7) + sin (x + 2q7)} = {ax + 2q7 - m/m + sinx} =
= {az +2p+sinz} = {ax +sinz},

¢ize funkcia f je periodicka s periédou 2¢m.
Tym sme dokazali, 7ze funkcia f(x) = {az + sinz} je periodickéd prave vtedy, ked ax
je racionélne ¢islo (¢ize a = m/mw, kde m € Q).

5.6 Predpokladajme, 7e existuje n také, ze
(36a + b) (36b + a) = 2™.

Vsimnime si, ze hodnoty v obidvoch zatvorkach st aspon 37. To znamend, 7Ze nutne
n > 10 a cisla a,b st parne. Nech a = 2aq, b = 2by, kde a1, by st prirodzené cisla.
Predelenim Styrmi dostavame

(36ay + b1) (36b1 + a1) = 2" 2.

Takyto postup mozeme opakovat dovtedy, kym nebude mocnina ¢isla 2 mensia ako 10,
¢im dojdeme ku sporu.

5.7 (Katarina Quittnerovd) V uvode si povedzme nie¢o o mnozinach bodov v rovine.
Najprv si uvedomme, ¢o je vlastne konvernd mnozina. Je to mnozina bodov taka, 7ze ak
v nej lezia dva body, tak v nej lezi aj celd tisecka, ktord ich spaja. Toto spliiaji konvexné
mnohouholniky, ale napriklad aj polrovina a kruh. Dalej si uvedieme nejaké definicie.
Nech M je mnozina bodov v rovine. Hovorime, ze M je otvorend, ak okolo kazdého jej
bodu moZno opisat kruzok, ktory cely lezi v M. Hovorime, %e M je uzavretd, ak okolo
kazdého bodu, ktory v nej nelezi mozno opisat krazok, ktory ma s M prazdny prienik.

Tvrdenie dokdZeme sporom. Nech K je (neprazdna) uzavretd a konvexnd mnoZzina
bodov v rovine, ktord je obsiahnutd v trojuholniku ABC' s minimalnym obsahom
a neobsahuje stred strany RQ (oznalime ho D). 7 uzavretosti vyplyva, Ze existuje
kruh (nech je ohrani¢eny kruZnicou k) so stredom D a polomerom r > 0, ktory ma
s K prazdny prienik. Naviac nech 2r < ¢ = |AB| (inak kruznicu zmensime). Oznac¢me
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P, Q priese¢niky kruznice k so stranou AB, pricom |AP| < |AQ|. Nech p je doty¢nica
kruznice k, ktora je rovnobezna s priamkou AB a lezi v polrovine ABC.

C
Ta
p
NN N
P\I_)/Q b
R
k
Obr. 77

Priamka p a kruznica k rozdeluji trojuholnik ABC' na $tyri Casti Ty, T2, T3 a T4 (pozri
obrazok). Pritom K mé s 73 prazdny prienik. Kazda spojnica bodov X,Y, ktoré lezia
postupne v 71, T3 ma zrejme neprazdny prienik s 7. Potom z konvexnosti dostavame,
ze IC musi mat prazdny prienik aspon s jednou z c¢asti 71,73. Bez ujmy na vSeobecnosti
nech je to 73. Vezmime teraz taka priamku ¢, ktord prechadza bodom P a pre jej
priese¢niky R a S s priamkou AC a stranou BC plati |RA| < r, |SB| < r (takd priamka
zrejme existuje). Potom plati | APR| = | BPS| (ide o vrcholové uhly), |AP| = zc—r,
|BP| = 3c+1r > |AP|, |RP| < |AP|+|AR| < tc—r+r = ic, |PS| =2 |PB| - |BS| >
> 2c+ 71 —r=1c>|RP|. Z toho mame

1 . 1 .
SaaPr = §|AP| -|RP|-sin|4APR| < §|BP| -|PS|-sin |[¢BPS| = SaBps-

Potom ale SArsc = Saac — SaBps + Saaprr < Saapc. Pritom trojuholnik PBS
je cely obsiahnuty v zjednoteni ¢asti 75 a 7T3. Pritom ale IC je obsiahnuté vo Stvoruhol-
niku APSC, ktory je zase obsiahnuty v trojuholniku RSC'. Z poslednej rovnosti vSak
dostavame spor s minimalitou obsahu trojuholnika ABC'.

Tym sme dokéazali, ¢o bolo treba.



Iné koreSpondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre Studentov zakladnych aj strednych kol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sitaze. Patria medzi ne predovSetkym
korespondencéné seminare. Tieto sutaze sa v detailoch istotne liSia, avSak zakladné
¢rty maju spoloéné: pocas Skolského roka prebiehaji dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zviicéSa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
Riesenia sutaziaci vypracovavaju rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych dinoch a7 tyzdhoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
skiiseni rieSitelia zviic8a nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi rieSitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, Gi¢ast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tuloh. Nie je ale mo’né nespomenit, Ze takyto
pravidelny tréning sa odraza aj na vysledkoch dosahovanych v MO, a zZe drviva vicsina
reprezentantov Slovenska a Ceskej republiky na MMO, prip. MIO sa aktivne zapajala
do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené korespondencné seminare (KS) st urcené predovsetkym Studentom
strednych 8§kol, svojim zdberom pokryvaji tzemie celého Slovenska a casto maju aj
rieSitelov z Ceskej Republiky. Je viak mozné, Ze vo svojom okoli nijdete aj mensie
stutaze podobného druhu.

Bratislava — Bratislavsky koreSpondenény matematicky seminar — BKMS
Tento KS je organizovany $tudentmi MFF UK v Bratislave zviicsa (80%) bra-
tislavského povodu. Série byvaju tematicky zamerané a obsahuji niekedy aj velmi
naro¢né tlohy. Okrem seminara UK MO sa prave tento najviac venuje priprave na MO
v kategorii A. Stustredenia s pestrou celoslovenskou uc¢astou a takmer vzdy aj so vzorkou
,zahrani¢ného* ti¢astnika z CR mévaji asi najbohatsi matematicky program.

BKMS

RNDr. Jaroslav Guri¢an, CSc.
KATC MFF UK

Mlynska dolina

842 48 Bratislava

e-mail: bkms@pobox.sk
URL: http://www.bkms.sk/

Stredné Slovensko — Stredoslovensky korespondenény matematicky semi-
nar — SKMS

Tento KS je momentalne organizovany skupinou Studentov MFF UK v Bratislave,
pochadzajicich zo stredného, prip. vychodného Slovenska. Je pokracovatelom tradi-
cie stredoslovenskych KS organizovanych v minulosti zo Ziliny a Banskej Bystrice.
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Do sucasnej podoby sa SKMS prepracoval pred niekolkymi rokmi, ked sa organiza-
cie ujala skupina byvalych riesitelov, v tom case Studujucich v Bratislave. Pre tato
stutaZ je charakteristicky nizky vekovy priemer riesitelov, sitazné tlohy maja blizko ku
kategorii B alebo C MO.

SKMS

KZDM MFF UK
Mlynskéa dolina
842 48 Bratislava

e-mail: skms@host.sk
URL: http://skms.miesto.sk/

Vychodné Slovensko — KoreSpondenény seminar z matematiky STROM

Korespondenc¢ny seminiar STROM je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
nadSencov, vic¢sinou byvalych rieSitelov seminéra. Je pokracovatelom najstarsieho ko-
respondenéného seminara v byvalom Ceskoslovensku. Jednotlivé série byvaja tematicky
zamerané, témy vsak Casto byvaju netradi¢né a niekedy sa obsahovo lisia od tloh v MO.
Stustredenia s najmé ,, vychodoslovenskou® ti¢astou maju takmer neprekonatelne druzni
atmosféru.

STROM

PF UPJS
Jesenna 5
040 01 Kosice

e-mail: strom@Qupjs.sk
URL: http://www.strom.sk/

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajucich KS, je KSP sitazou v programovani. Vsetky jeho
siutazné tlohy s, podobne ako na MIO, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov MFF UK v Bratislave, ktori maja zaroven na starosti vSetky
ostatné siutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Ststredenia byvaji mierne
netradi¢ne na jar a na jesen.

KSP

KVI MFF UK
Mlynska Dolina
842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk
URL: http://www.ksp.sk/

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara.
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