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O priebehu 49. roèníka matemati
kej olympiádyMatemati
ká olympiáda (MO) je sú»a¾ou ¾iakov základný
h a stredný
h ¹k�l. Jejvyhlasovateµom je Ministerstvo ¹kolstva Slovenskej republiky v spoluprá
i s Jednotouslovenský
h matematikov a fyzikov. Tento roèník MO na Slovensku riadila Slovenskákomisia matemati
kej olympiády (SK MO). Jednotlivé kolá odborne a organizaènezabezpeèovali okresné a krajské komisie MO (KK MO). Cieµom sú»a¾e je vyhµadá-vanie ¾iakov talentovaný
h v matematike, prebúdzanie a podpora i
h záujmu o òu,rozvíjanie i
h matemati
ký
h s
hopností a i
h usmeròovanie a vedenie k samostatnejtvorivej èinnosti. Vyvr
holením sú»a¾e je príprava na úspe¹nú reprezentá
iu Slovenskejrepubliky a úèas» na medzinárodný
h sú»a¾ia
h, najmä na Medzinárodnej matema-ti
kej olympiáde (MMO) a Medzinárodnej informati
kej olympiáde (MIO). V ¹kol-skom roku 1999/2000 sa uskutoènil u¾ 49. roèník MO, preto¾e matemati
ká olympiádana Slovensku je pokraèovateµom rovnakej sú»a¾e z bývalého Èeskoslovenska. Aj vtomto roèníku boli úlohy vo v¹etký
h kolá
h MO v Èeskej republike a na Slovenskurovnaké. S pote¹ením mo¾no kon¹tatova», ¾e MO aj tentokrát prebehla vo v¹etký
h 79okreso
h, a tie¾ vo v¹etký
h 8 krajo
h Slovenskej republiky. Personálne obsadenie SKMO v 49. roèníku sú»a¾e bolo nasledovné.Predsední
tvo SK MO tvorili:do
. RNDr. Vladislav Rosa, CS
., Slovenská ¹tátna in¹pek
ia, predseda SK MO,do
. RNDr. Vojte
h Bálint, CS
., FPEDaS ®U ®ilina, podpredseda SK MO,RNDr. Andrej Blaho, MFF UK Bratislava,do
. RNDr. Jozef Fulier, CS
., FPV UKF Nitra,RNDr. Oto Klostermann, zástup
a M© SR,Mgr. Jana Vi¹òovská, MFF UK Bratislava,RNDr. Monika Krállová, MFF UK Bratislava,Ivan Lukáè, Iuventa Bratislava,prof. RNDr. Jozef Moravèík, CS
., FPV ®U ®ilina.Èlenmi predsední
tva sú ïalej predsedovia krajský
h komisií:RNDr. Zuzana Frková, Gymnázium Grösslingová, Bratislava,prof. RNDr. Ondrej ©edivý, CS
., FPV UKF Nitra,do
. RNDr. Vojte
h Bálint, CS
., FPEDaS ®U ®ilina,RNDr. Eva Orav
ová, FPV UMB Banská Bystri
a,RNDr. Bo¾ena Mihalíková, CS
., PF UPJ© Ko¹i
e,Mgr. Milan Demko, PedF PU Pre¹ov,RNDr. Soòa Pavlíková, CS
., TU Trenèín,do
. RNDr. Pavol Hí
, CS
., PF TU Trnava,



6 49. roèník matemati
kej olympiádySK MO ïalej tvorili:Mgr. Dagmar Vongrejová, Z© Moskovská, ®ilina,RNDr. ¥udovít Balázs, PF UPJ© Ko¹i
e,do
. RNDr. ¥udovít Niepel, CS
., MFF UK Bratislava,Mgr. Jozef Mészáros, Gymnázium s vyuè. jaz. maïarským, Galanta,RNDr. Milota Hilková, Z© Jilemni
kého, Revú
a,Tomá¹ Vinaø, MFF UK BratislavaRNDr. Milan Cirjak, MC Pre¹ov,RNDr. Dagmar Mikulá¹ová, Gymnázium Trenèín,RNDr. Dana Smutná, FPV UMB Banská Bystri
a,RNDr. Anton Hnát, Gymnázium Mi
halov
e.V priebehu 49. roèníka MO sa uskutoènilo jedno plenárne zasadnutie SK MO a trizasadnutia predsední
tva SK MO. Zamerali sa na obsahové a organizaèné zabezpeèenieMO, �nanèné pokrytie sú»a¾e, ïal¹ie aktivity (kore¹pondenèné semináre, sústredeniaa pod.), ako aj na pokraèovanie v partnerskej spoluprá
i s èeskou Ústøední komisí MOpri príprave sú»a¾ný
h úloh a termínovom zabezpeèovaní prebiehajú
eho i budú
ehoroèníka MO. Hostiteµom pri obo
h zasadnutia
h úlohový
h komisií bola v tomto roèníkuèeská strana. Úlohy MO sú preva¾ne p�vodné, za zadaním ka¾dej sú»a¾nej úlohy pretov ïal¹om texte v zátvorke uvádzame meno autora (resp. navrhovateµa) úlohy.Organizá
ia sú»a¾e zostala v 49. roèníku MO za
hovaná: pre ¾iakov základný
h ¹k�lbola rozdelená do piati
h kategórií Z4 { Z9 urèený
h ¾iakom 4. a¾ 9. roèníka Z©a odpovedajú
i
h roèníkov osemroèný
h gymnázií. Pre ¾iakov stredný
h ¹k�l a imzodpovedajú
i
h roèníkov via
roèný
h gymnázií bola sú»a¾ organizovaná v ¹tyro
hkategóriá
h: C, B, A a P. Kategória C bola urèená pre ¹tudentov prvý
h roèníkov,kategória B pre ¹tudentov druhý
h roèníkov a kategória A pre ¹tudentov tretí
ha ¹tvrtý
h roèníkov stredný
h ¹k�l. Kategória P, zameraná na úlohy z programovaniaa matemati
kej informatiky, bola urèená ¾iakom v¹etký
h roèníkov stredný
h ¹k�l. Ta-lentovaní ¾ia
i mohli po súhlase svojho uèiteµa matematiky sú»a¾i» aj vo vy¹¹ej vekovejkategórii. Týkalo sa to aj ¾iakov Z©, ktorí tie¾ mohli sú»a¾i» v niektorej z kategórií A,B, C a P.Sú»a¾ v ka¾dej z kategórií pozostáva z niekoµký
h postupový
h k�l, prièom v kategóriiZ4 je najvy¹¹ím kolom ¹kolské kolo, v kategóriá
h Z5 { Z7 je to okresné kolo,v kategóriá
h Z9, C a B sa sú»a¾ konèí krajským kolom a v kategóriá
h A a P olympiádavyvr
holila 
elo¹tátnym kolom.Do 
elo¹tátneho kola bolo pozvaný
h 40 najlep¹í
h rie¹iteµov krajský
h k�l v kate-górii A a 25 najlep¹í
h rie¹iteµov krajský
h k�l v kategórii P, prièom sa postupovalopodµa poradia zostaveného po koordiná
ii bodový
h hodnotení z jednotlivý
h krajov.V tomto kole je sú»a¾ rozdelená do dvo
h dní. V kategórii A rie¹ia sú»a¾ia
i ka¾dýdeò tri úlohy v èasovom limite 4 hodiny, v kategórii P v rovnakom limite prvý deò triteoreti
ké a druhý deò dve prakti
ké úlohy na poèítaèi.Celo¹tátne kolo 49. roèníka MO kategórie A sa uskutoènilo v dòo
h 9.{12.4.2000v Banskej Bystri
i a 
elo¹tátne kolo 49. roèníka MO kategórie P v dòo
h 13.{16.4.2000v Banskej Bystri
i. Na úspe¹nom priebehu 
elo¹tátneho kola má mimoriadnu zásluhu



O priebehu 49. roèníka matemati
kej olympiády 7predsedkyòa krajského výboru MO pre banskobystri
ký kraj RNDr. Eva Orav
ová,a tie¾ obetaví ¹tudenti MFF UK Bratislava.Desa» najúspe¹nej¹í
h rie¹iteµov tretieho kola MO kategórie A prijalo pozvaniena výberové sústredenie pred 41.Medzinárodnou matemati
kou olympiádou, ktoré sakonalo v dòo
h 25.4.{1.5.2000 na MFF UK v Bratislave. Na základe výsledkov tohtosústredenia, výsledkov pred
hádzajú
i
h k�l MO a s prihliadnutím na úspe¹nos» v ko-re¹pondenènom seminári SK MO bolo na kon
i sústredenia vybrané ¹es»èlenné dru¾stvona reprezentá
iu SR na MMO v Taejone (Kórea) v dòo
h 16.{25.7.2000. Tento výberabsolvoval e¹te jedno (prípravné) sústredenie v dòo
h 11.{17.6.2000 na Zo
hovej 
hatea zároveò nás reprezentoval na ¹iestom roèníku medzi¹tátneho stretnutia s Èeskourepublikou, ktoré sa konalo v dòo
h 7.{10.6.2000 na Zo
hovej 
hate. Medzi¹tátnemustretnutiu ako aj MMO sú v tejto roèenke venované samostatné kapitoly.Výberové sústredenie pre najlep¹í
h rie¹iteµov v kategórii P sa uskutoènilo v dòo
h4.{10.6.2000 na MFF UK v Bratislave. V rám
i nároèného sústredenia, ktoré prib-li¾ovalo podmienky medzinárodnej sú»a¾e, úèastní
i ka¾dý deò dopoludnia tvorili pro-gramy, ktoré veèer v ten istý deò aj spoloène vyhodno
ovali. Na základe dosiahnutý
hvýsledkov s
hválila SKMO zlo¾enie ¹tvorèlenného dru¾stva, ktoré v dòo
h 23.{30.9.2000reprezentovalo SR na MIO v Beijingu (Èína). Toto dru¾stvo pred MIO absolvovalo e¹tejedno prípravné sústredenie v dòo
h 13.{19.8.2000 v Przylekove (Poµsko), na ktoromsa zúèastnili aj olympioni
i z Èeska a Poµska. Rovnako bolo na základe výsledkovvýberového sústredenia s
hválené ¹tvorèlenné reprezentaèné dru¾stvo, ktoré sa v dòo
h24.{31.8.2000 zúèastnilo na Stredoeurópskej informati
kej olympiáde v rumunskommeste Cluj-Napo
a. Obom sú»a¾iam sú venované samostatné kapitoly.Ako u¾ bolo spomenuté, súèas»ou 
eloroènej prípravy na MO sú aj r�zne kore¹pon-denèné semináre (KS) a sústredenia na okresnej a krajskej úrovni. Aj v tomto roèníkuprebiehalo niekoµko KS s 
eloslovenskou p�sobnos»ou a to:Bratislavský kore¹pondenèný matemati
ký seminár (BKMS),Stredoslovenský kore¹pondenèný seminár (SKMS),Ko¹i
ký kore¹pondenèný seminár (STROM),Kore¹pondenèný seminár z programovania (KSP).Struènú informá
iu o tý
hto aktivitá
h, spolu s kontaktnými adresami, mo¾no nájs»v samostatnej kapitole.



Výsledky 
elo¹tátneho kola, kategória A
Ví»azi1. Vladimír ZAJAC 4 G Grösslingová Bratislava 7 7 7 7 7 7 422. Balázs KESZEGH 4 G Komárno maï. 7 7 4 6 7 7 383. Tomá¹ JURÍK 4 G Po¹tová Ko¹i
e 7 7 2 7 7 7 374. Katarína QUITTNEROVÁ 2 G Bilíkova Bratislava 7 4 5 7 5 7 355. Peter MÁJEK 4 G Jura Hron
a Bratislava 7 7 3 6 7 4 346. Miroslava SOTÁKOVÁ 4 G Po¹tová Ko¹i
e 7 7 3 7 3 6 337. Ján ORAVEC 3 G J.G.Tajovského B.Bystri
a 7 7 0 7 4 7 328. Peter PRAVDA 4 G V.B.Nedo¾erského Prievidza 7 7 1 7 1 7 309. Tomá¹ KULICH 3 G V.B.Nedo¾erského Prievidza 3 7 0 7 5 6 2810. Mi
s ZOLTÁN 3 G ©ahy maï. 7 0 1 7 5 6 26Ïal¹í úspe¹ní rie¹itelia11. Marian ERTL 4 G V.B.Nedo¾erského Prievidza 7 0 0 4 7 7 2512. Jozef ©EVÈÍK 4 G Grösslingová Bratislava 7 1 0 7 6 3 2413. Róbert LUKO«KA 3 G J.G.Tajovského B.Bystri
a 7 4 0 6 1 5 23Milo¹ MEDØÍK 3 G Párovská Nitra 7 0 1 7 1 7 23Mi
hal PE©TA 3 G Liptovský Mikulá¹ 7 7 1 5 3 0 2316. Radovan BAUER 2 G Po¹tová Ko¹i
e 7 3 0 3 2 7 22Jaroslav TÓTH 4 G Alejová Ko¹i
e 7 7 0 3 5 0 2218. Tomá¹ FARKA© 3 G Grösslingová Bratislava 7 0 1 6 4 3 21Branislav NOVOTNÝ 3 G Grösslingová Bratislava 7 0 1 5 5 3 21Ostatní rie¹itelia20. Peter BELLA 2 G Jura Hron
a Bratislava 7 2 0 7 1 3 20Peter ÈENDULA 3 G Liptovský Mikulá¹ 7 7 0 3 0 3 2022. Peter MOLNÁR 4 G Po¹tová Ko¹i
e 0 2 3 0 5 7 17Jana SZOLGAYOVÁ 3 G Grösslingová Bratislava 7 1 1 1 0 7 1724. István GYÜRKI 4 G ®eliezov
e maï. 5 7 1 0 0 3 16Miroslav ZÁMEÈNÍK 4 G Nové Mesto n. Váhom 0 7 1 2 3 3 1626. Roman NEDELA 4 G J.G.Tajovského B.Bystri
a 7 0 0 0 7 1 15Pavol ORAVEC 4 G Alejová Ko¹i
e 0 3 1 1 3 7 1528. Peter KO©INÁR 4 G Jura Hron
a Bratislava 7 0 1 4 0 2 14Veronika SKØIVÁNKOVÁ 3 G Po¹tová Ko¹i
e 0 1 1 0 5 7 14



Výsledky 
elo¹tátneho kola, kategória A 930. Katalin FEHÉR 4 G Komárno maï. 7 0 0 3 2 0 12Zuzana KASAROVÁ 3 G J.G.Tajovského B.Bystri
a 7 0 0 1 0 4 12Branislav MIKULÁ© 4 G V.Paulínyho{Tótha Martin 0 0 1 0 5 6 12Andrej OSUSKÝ 2 G Jura Hron
a Bratislava 7 1 0 0 3 1 12Martin TROJÁK 4 G Veµká Okru¾ná ®ilina 1 1 0 5 4 1 1235. Iveta HUDECOVÁ 4 G Veµká Okru¾ná ®ilina 0 1 0 4 2 3 10Milan KOLKUS 3 G Èad
a 7 2 0 1 0 0 10Mi
hal POKORNÝ 3 G Grösslingová Bratislava 4 0 1 1 2 2 1038. Katarína BEHULIAKOVÁ 4 G Veµká Okru¾ná ®ilina 0 2 1 2 3 0 839. Elena AXAMÍTOVÁ 3 G Grösslingová Bratislava 3 0 1 1 0 1 6Igor GOMBO© 3 G Ke¾marok 0 1 0 0 3 2 6Úspe¹nos» jednotlivý
h úloh je zaznamenaná v tabuµke.
Poèet Spolu Èíslo úlohybodov 1: 2: 3: 4: 5: 6:7 bodov 71 27 13 1 11 6 136 bodov 9 0 0 0 4 1 45 bodov 14 1 0 1 3 8 14 body 12 1 2 1 3 3 23 body 26 2 2 3 4 7 82 body 14 0 4 1 2 4 31 bod 38 1 7 16 6 4 40 bodov 56 8 12 17 7 7 5Priemer 3; 39 5; 12 3; 00 1; 07 3; 75 3; 32 4; 05



Výsledky 
elo¹tátneho kola, kategória P
Ví»azi1. Ján ORAVEC 3 G J.G.Tajovského B.Bystri
a 7 7 1 1 9 432. Peter KO©INÁR 4 G Jura Hron
a Bratislava 3 8 1 1 1 41Jozef TVARO®EK 2 G Jura Hron
a Bratislava 1 6 5 1 1 414. Tomá¹ ZÁTHURECKÝ 5 G V.Paulínyho{Tótha Martin 5 3 1 1 8 365. ¥ubomír ÈECH 4 G Sene
ká, Pezinok 6 3 1 1 4 336. Martin MACKO 3 G ©kolská, Spi¹ská Nová Ves 1 2 8 1 2 32Ïal¹í úspe¹ní rie¹itelia7. Marián DVORSKÝ 3 G ©robárova, Ko¹i
e 8 3 1 1 9 31Mária NÁNÁSIOVÁ 5 G Metodova, Bratislava 7 4 1 7 3 319. Miroslav BAJTO© 4 G Jura Hron
a Bratislava 8 8 4 1 0 3010. Matej SAPÁK 4 G Jura Hron
a Bratislava 1 4 0 1 2 26Peter BELLA 2 G Jura Hron
a Bratislava 4 8 3 1 1 2612. Tomá¹ LACKÓ 4 G Nové Zámky { 4 9 1 2 25Ostatní rie¹itelia13. Radovan BAUER 2 G Po¹tová, Ko¹i
e 7 5 1 0 2 2414. ©tefan VARGA 4 G Jura Hron
a Bratislava 7 2 2 1 1 2215. Marek MATEJÁK 4 G Myjava 6 5 2 7 0 2016. Franti¹ek GALÈÍK 4 G Stropkov 6 1 { 1 1 1817. Tomá¹ HAJAS 3 G Jura Hron
a Bratislava 4 3 { 1 0 17Slavomír KATU©ÈÁK 4 G Kon¹tantínova, Pre¹ov 3 3 0 1 1 1719. Juraj ONDERÍK 4 G Jura Hron
a Bratislava 4 2 0 1 { 1620. Tomá¹ DZETKULIÈ 2 G Pavla Horova Mi
halov
e 2 3 0 6 2 1321. Tomá¹ ÁGO©TON 4 G Jura Hron
a Bratislava 2 3 1 3 1 1022. Peter NÁTHER 4 G Jura Hron
a Bratislava 1 0 1 7 0 923. Juraj BEDNÁR 3 G J.G.Tajovského B.Bystri
a 3 3 2 0 0 824. Stanislav SLU©NÝ 4 G Levi
e 6 1 { 0 0 725. Igor OSTROVSKÝ 3 Ev. lý
eum Bratislava 2 2 0 { { 4



Výsledky krajský
h k�l
Z príslu¹ného kraja a v príslu¹nej kategórii A, B, C, P a Z9 sú uvedení v¹et
i, resp. aspoòprvý
h 10 úspe¹ný
h rie¹iteµov. V kategóriá
h B, C, Z9, ak nie je uvedené inak, sú v¹et
i¾ia
i ¹tudentmi 2., resp. 1., resp. 9. roèníka. Gymnáziá so zameraním na matematiku,¹tudijný odbor 01 sú tieto:Gymnázium Grösslingová, Bratislava,Gymnázium Párovská, Nitra,Gymnázium Veµká Okru¾ná, ®ilina,Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a,Gymnázium Alejová, Ko¹i
e,Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
e. Kraj BratislavaKategória A1. Peter MÁJEK 4, Gymnázium Jura Hron
a2. Katarína QUITTNEROVÁ 2, Gymnázium Bilíkova3. Jana SZOLGAYOVÁ 3, Gymnázium Grösslingová4. Tomá¹ FARKA© 3, Gymnázium Grösslingová5. Peter BELLA 2, Gymnázium Jura Hron
a6. Branislav NOVOTNÝ 3, Gymnázium Grösslingová7. Vladimír ZAJAC 4, Gymnázium Grösslingová8. Elena AXAMÍTOVÁ 3, Gymnázium Grösslingová9.{11. Peter KO©INÁR 4, Gymnázium Jura Hron
aAndrej OSUSKÝ 3, Gymnázium Jura Hron
aJozef ©EVÈÍK 4, Gymnázium GrösslingováKategória B1. Katarína QUITTNEROVÁ Gymnázium Bilíkova2. Peter BELLA Gymnázium Jura Hron
a3.{4. Matej BEND®ALA Gymnázium GrösslingováMartin SVETLÍK Gymnázium Grösslingová5. Jozef TVARO®EK Gymnázium Jura Hron
a
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kej olympiády6. Mi
hal MIKU© Gymnázium Jura Hron
a7. Juraj MAJER Gymnázium Tomá¹ikova8. Tomá¹ ZÁHOREC Gymnázium Jura Hron
a9.{12. Pavol JUHOS Gymnázium GrösslingováAndrej OSUSKÝ Gymnázium Jura Hron
a©tefan ©URINA Gymnázium Jura Hron
aTatiana VISZUSOVÁ Gymnázium GrösslingováKategória C1. Edita ROLLOVÁ Gymnázium Grösslingová2. Matej BLA®EK Gymnázium Grösslingová3.{4. Tomá¹ MIKU© Gymnázium Jura Hron
a¥uba KRIVÁ Gymnázium Grösslingová5.{6. Slavomír KOLKOVIÈ Gymnázium GrösslingováJán MARKO© Gymnázium Grösslingová7.{12. Ján BAKO© Gymnázium Matky AlexieMi
hal GEMERAN Gymnázium Svätej Ur¹uleNatália KASALOVSKÁ Gymnázium VazovovaMi
hal KOTRBÈÍK Gymnázium Jura Hron
aAdam ©EVÈÍK Gymnázium GrösslingováMartin ZIKA Gymnázium Jura Hron
aKategória Z91.{3. Mi
hal BURGER Gymnázium GrösslingováAndrej BORSUK Gymnázium GrösslingováJakub ZÁVODNÝ Gymnázium Grösslingová4.{6. Veronika BREZOVÁ Gymnázium GrösslingováMartin FIALA Z© Proko�evovaPeter RAKYTA Z© Sene
7.{10. Katarína KITTANOVÁ Gymnázium BilíkovaHana KOLIBIAROVÁ Gymnázium GrösslingováTomá¹ LABUDA Z© HolíèskaMária ©OLTÉSOVÁ Z© MudroòovaKategória P1. Jozef TVARO®EK 2, Gymnázium Jura Hron
a2. Peter KO©INÁR 4, Gymnázium Jura Hron
a3. Matej SAPÁK 4, Gymnázium Jura Hron
a4. ¥ubomír ÈECH 4, Gymnázium Pezinok, Sene
ká



Výsledky krajský
h k�l 135. ©tefan VARGA 4, Gymnázium Jura Hron
a6. Tomá¹ ÁGO©TON 4, Gymnázium Jura Hron
a7. Tomá¹ HAJAS 3, Gymnázium Jura Hron
a8.{9. Mária NÁNÁSIOVÁ 5, Gymnázium MetodovaJuraj ONDERÍK 4, Gymnázium Jura Hron
aKraj NitraKategória A1. Balázs KESZEGH 4, Gymnázium maï., Komárno2.{3. Milo¹ MEDØÍK 3, Gymnázium Párovská, NitraZoltán MICS 3, Gymnázium maï., ©ahy4. István GYÜRKI 4, Gymnázium maï., ®eliezov
e5.{6. Katalin FEHÉR 4, Gymnázium maï., KomárnoBarbora HE©©OVÁ 4, Gymnázium Párovská, Nitra7.{8. Keve KURUC 4, Gymnázium maï., KomárnoLevente VARGA 4, Gymnázium maï., Komárno9. Slávka ÏURI©OVÁ 3, Gymnázium Párovská, NitraKategória P1. Stanislav SLU©NÝ 4, Gymnázium Levi
e2. Tomá¹ LACKÓ 4, Gymnázium Nové Zámky3. Keve KURUCZ 4, Gymnázium H.Selyeho maï., Komárno4. Jozef VESELÝ 1, Gymnázium Golianova, Nitra5. Tomá¹ LAKATOS 3, Gymnázium Nové ZámkyVýsledkové listiny kategórií B, C a Z9 neboli dodané do uzávierky roèenky.Kraj TrnavaKategória A1. Peter SIDÓ 4, Gymnázium Dunajská Streda2.{3. Kamil CHOVANEC 3, Gymnázium SereïMi
hal SEDLÁK 4, Gymnázium Pie¹»any
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kej olympiádyKategória P1. Tomá¹ JANÍK 2, Gymnázium Pie¹»anyVýsledkové listiny kategórií B, C a Z9 neboli dodané do uzávierky roèenky.Kraj TrenèínKategória A1. Peter PRAVDA 4, Gymnázium Prievidza2. Marián ERTL 4, Gymnázium Prievidza3. Tomá¹ KULICH 3, Gymnázium Prievidza4. Miroslav ZÁMEÈNÍK 3, Gymnázium Nové Mesto nad Váhom5. Pavol FÜLÖP 3, Piaristi
ké gymnázium TrenèínKategória P1. Marek MATEJÁK 4, Gymnázium Myjava,2.{4. ©imon ZÁMEÈNÍK 4, Gymnázium MR©., Nové Mesto nad VáhomMartin PASTVA 4, Gymnázium PrievidzaMarian ERTL 4, Gymnázium PrievidzaVýsledkové listiny kategórií B, C a Z9 neboli dodané do uzávierky roèenky.Kraj ®ilinaKategória A1. Branislav MIKULÁ© 4, Gymnázium V. Paulínyho{Tótha, Martin2.{4. Katarína BEHULIAKOVÁ 4, Gymnázium Veµká Okru¾ná, ®ilinaIveta HUDECOVÁ 4, Gymnázium Veµká Okru¾ná, ®ilinaMartin TROJÁK 4, Gymnázium Veµká Okru¾ná, ®ilina5. Milan KOLKUS 3, Gymnázium Èad
a6.{7. Peter ÈENDULA 3, Gymnázium Liptovský Mikulá¹Mi
hal PE©TA 2, Gymnázium Liptovský Mikulá¹8. Juraj STACHO 4, Gymnázium Veµká Okru¾ná, ®ilina



Výsledky krajský
h k�l 159. Franti¹ek DEBNÁR 4, Gymnázium Liptovský HrádokKategória B1. Jakub DAUBNER Gymnázium Veµká okru¾ná, ®ilina2. Mi
hal BUTEK Gymnázium bilingválne ®ilina3. Mi
hal CICANIÈ Gymnázium sv. Franti¹ka ®ilina4. Tomá¹ ©KEREÒ Gymnázium Veµká okru¾ná, ®ilina5. Tomá¹ VRÁBEL Gymnázium V. Paulínyho{Tótha, Martin6. Miroslav HUDEC Gymnázium Veµká okru¾ná, ®ilina7. Mi
hal HUDEK Gymnázium Veµká okru¾ná, ®ilina8.{ 12. Ivan BLA®EK Gymnázium Moyzesova, Ru¾omberokDu¹an KALU®A Gymnázium Hlinská, ®ilinaJarmila KECEROVÁ Gymnázium Dolný KubínPeter PETROVSKÝ Gymnázium Veµká okru¾ná, ®ilinaErika TROJÁKOVÁ Gymnázium Veµká okru¾ná, ®ilinaKategória C1. Mirko ZIBOLEN Gymnázium V. Paulínyho{Tótha Martin2. Zuzana PODMANICKÁ Gymnázium Moyzesova, Ru¾omberok3.{ 4. Milan ©ATKA Gymnázium Liptovský HrádokPavel ©IARNIK Gymnázium Liptovský Mikulá¹5. Mária SROKOVÁ Gymnázium Námestovo6. Zuzana KÖRÖSIOVÁ Gymnázium V. Paulínyho{Tótha, Martin7.{ 9. Marián SLÁDEK Gymnázium Var¹avská, ®ilinaJuraj VOZÁRIK Gymnázium Liptovský Mikulá¹Kristína VRÁBLOVÁ Gymnázium V. Paulínyho{Tótha, MartinKategória Z91. Martin ©KORUPA Z© Ès. brigády, Liptovský Mikulá¹2.{3. Bianka KOVÁÈOVÁ Z© Limbová, ®ilinaJakub RESS Z© Ès. brigády, Liptovský Mikulá¹4.{6. Martin BRISUDA Z© Krásno nad Kysu
ouPeter ÈERMÁK Z© Ès. brigády, Liptovský Mikulá¹Rastislav TISOÒ Z© Zákamenné7. Andrej FURTÁK Z© Martinská, ®ilina8.{9. Petra BOHOVICOVÁ Gymnázium Var¹avská, ®ilinaMariana FUKASOVÁ Gymnázium Trstená10. Luká¹ LICHNER Z© Vý
hodná, Martin
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kej olympiádyKategória P1. Tomá¹ ZÁTHURECKÝ 5, Gymnázium V. Paulínyho{Tótha, Martin2. Tomá¹ VANDERKA 4, Gymnázium M.Hattalu, Trstená3. Libor HAVLÍÈEK 6, Gymnázium Èad
a4. Andrej CHU 4, Gymnázium Èad
aKraj Banská Bystri
aKategória A1. Ján ORAVEC 3, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a2. Roman NEDELA 4, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a3. Róbert LUKO«KA 3, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a4.{5. Zuzana KASÁROVÁ 3, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
aDu¹an LACIKA 4, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a6. Peter PA®ÁK 4, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
aKategória B1. Mi
hal ®ILKA Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a2. Mi
hal MALÝ Gymnázium ®iar nad Hronom3. Vlado K©ENZULIAK Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a4. Milan BOÏA Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a5.{6. Marek TESAØ Gymnázium Luèene
Ján ®I®KA Gymnázium ®iar nad Hronom7.{8. Peter BUBELÍNY Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
aMi
hal VALKOVIÈ Gymnázium ¹port. Banská Bystri
aKategória C1. Hana BUDÁÈOVÁ 9, Z© Halièská, Luèene
2. Ivan ©IM©ÁLEK Gymnázium Hronská, Zvolen3.{4. Býryová IVANA Gymnázium Veµký Krtí¹Mi
hal ©VAJDA Gymnázium evanjeli
ké, Tisove
5.{7. Lu
ia LAURINCOVÁ Gymnázium evanjeli
ké, Tisove
Tomá¹ LÍ©KA Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a¥udovít SCHOLTZ Gymnázium evanjeli
ké, Tisove




Výsledky krajský
h k�l 17Kategória Z91. Hana BUDÁÈOVÁ Z© Halièská, Luèene
2. Martin LYSÍK Z© Brezno { Mazorníkovo3.{6. Tomá¹ BABIAK Z© Bakossova, Banská Bystri
aTomá¹ OSIÈKA Z© Tatranská, Banská Bystri
aRoman STOKLASA Z© Tatranská, Banská Bystri
aDaniela SLABEJOVÁ Z© Clementisa, Rimavská Sobota7.{8. Milan LAMPER Z© Vajanská, Luèene
Tomá¹ MÁNIK Z© Lovinobaòa9.{12. Matej BEÒO Z© M. R. ©tefánika, ®iar nad HronomElena DU©KOVÁ I. Z© Kremni
aLu
ia KOMENDOVÁ Z© ®arnovi
aIveta KOTMANOVÁ Z© Halièská, Luèene
Kategória P1. Ján ORAVEC 3, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a2. Juraj BEDNÁR 3, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
a3. Dávid HARAGA 3, Gymnázium J.G.Tajovského, Banská Bystri
aKraj Ko¹i
eKategória A1.{2. Miroslava SOTÁKOVÁ 4, Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
ePeter MOLNÁR 4, Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
e3. Tomá¹ JURÍK 4, Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
e4. Pavol ORAVEC 4, Gymnázium Alejová, Ko¹i
e5.{7. Radovan BAUER 2, Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
eVeronika SKØIVÁNKOVÁ 3, Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
eJaroslav TÓTH 4, Gymnázium Alejová, Ko¹i
e8. Zuzana VARGOVÁ 4, Gymnázium Alejová, Ko¹i
e9. Anna KORDULIAKOVÁ 4, Gymnázium Alejová, Ko¹i
e10.{11. Tomá¹ ANDRA©INA 4, Gymnázium Alejová, Ko¹i
eJán UHRÍN 3, Gymnázium P. Horova, Mi
halov
eKategória B1. Peter SASÁK Gymnázium Alejová, Ko¹i
e
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kej olympiády2.{5. Stanislav KOVALÈIN Gymnázium Alejová, Ko¹i
eJán MAZÁK Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
eKamil PAULÍNY Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
eTomá¹ DZETKULIÈ Gymnázium P. Horova, Mi
halov
e6.{7. Margaréta HIEKELOVÁ Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
eMartin RÁKOCI Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
e8.{9. Jaroslav KAÈMÁR Gymnázium Alejová, Ko¹i
eMartina VI©ÒOVSKÁ Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
e10.{12. Ján TITKO Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
eMatú¹ LEVRINC Gymnázium P. J. ©., Ro¾òavaEmil KYKLO© Gymnázium P. J. ©., Ro¾òavaKategória C1. Ján BORSÍK 9, Z© Starozagorská, Ko¹i
e2. Maro¹ VRANEC Gymnázium Alejová, Ko¹i
e3. Adam BOSÁK Gymnázium ©robárova, Ko¹i
e4. Miroslav SABO Gymnázium Trebi¹ovská, Ko¹i
e5.{7. Peter NAWKA Gymnázium J. A. Komenského, Ko¹i
eMartin HASAJ Gymnázium Trebi¹ovská, Ko¹i
eGabriel KARÁDY Gymnázium Kráµovský Chlme
8.{10. Kamil BARBIERIK Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
eTomá¹ REIFF Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
ePeter NAGY Gymnázium sv. T. Akvinského, Ko¹i
eKategória P1. Marián DVORSKÝ 3, Gymnázium ©robárova, Ko¹i
e2. Radovan BAUER 2, Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
e3. Martin MACKO 3, Gymnázium ©kolská, Spi¹ská Nová Ves4. Zuzana VLÈKOVÁ 3, Gymnázium Alejová, Ko¹i
e5. Tomá¹ DZETKULIÈ 2, Gymnázium P.Horova, Mi
halov
e6.{7. Oto CIULIS 4, SP©E Komenského, Ko¹i
e©tefan BIGO© 4, Gymnázium ©kolská, Spi¹ská Nová Ves8. Miroslav RUDI©IN 3, Gymnázium ©robárova, Ko¹i
eVýsledková listina kategórie Z9 nebola dodaná do uzávierky roèenky.



Výsledky krajský
h k�l 19Kraj Pre¹ovKategória A1. Igor GOMBO© 3, Gymnázium P.O. Hviezdoslava, Ke¾marok2. Matej KRI®AN 4, Gymnázium D. Tatarku, Poprad3. Alexandra SAXOVÁ 4, Gymnázium Kon¹tantínova, Pre¹ov4. Helena HOVANCOVÁ 1, Gymnázium Popr. nábre¾ie, PopradKategória P1. Slavomír KATU©ÈÁK 4, Gymnázium Kon¹tantínova Pre¹ov2. Franti¹ek GALÈÍK 4, Gymnázium Stropkov3.{4. Peter HRU©OVSKÝ 3, Gymnázium D. Tatarku, PopradMi
hal RJA©KO 1, Gymnázium, Vranov nad Topµou5. Juraj LACA 4, Gymnázium SvidníkVýsledkové listiny kategórií B, C a Z9 neboli dodané do uzávierky roèenky.





Zadania sú»a¾ný
h úlohKategória CC { I { 1Pri delení istého prirodzeného èísla èíslami 19 a 99 dostaneme ako zvy¹ky dve prvoèísla.Súèet obo
h neúplný
h podielov sa rovná 1 999. Urète delené èíslo. (J. ©im¹a)C { I { 2Nájdite v¹etky pravouhlé trojuholníky, v ktorý
h spojni
a stredov vpísanej a opísanejkru¾ni
e zviera s preponou uhol 45Æ. (M. Krállová)C { I { 3Zistite najmen¹ie prirodzené èíslo k, pre ktoré platia jednotlivé tvrdenia a), b) a 
): Akobsadíme �gúrkami µubovoµný
h k polí ¹a
hovni
e 8� 8, budú obsadené niektoréa) tri susedné polia niektorého riadku,b) tri susedné polia niektorého ¹ikmého radu,
) ¹tyri susedné polia niektorého riadku alebo ståp
a.©ikmým radom rozumieme takú skupinu polí, ktorý
h uhloprieèky jedného z obo
hsmerov le¾ia na jednej a tej istej priamke. (J. ©im¹a)C { I { 4Juro zhotovil papierový model pravidelného ¹tvorbokého ihlana ABCDV s podstavouABCD. Keï potom model rozrezal pozdå¾ ¹tyro
h hrán, bolo ho mo¾né rozvinú» (bezprekrytia) do roviny. Koµko r�zny
h sietí daného ihlana tak mohol Juro dosta»? Ukázalosa, ¾e sie», ktorú Juro dostal, mala tvar (nekonvexného) sedemuholníka. Vypoèítajteuhol AVB v boènej stene ihlana. (P. Leis
hner)C { I { 5V èíselnom výraze+1+2+3�4�5�6+7+8+9�10�11�12+ � � �+595+596+597�598�599�600);v ktorom 
hýba µavá zátvorka, sú postupne vypísané v¹etky prirodzené èísla od 1 do
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kej olympiády600; pred nimi sa pravidelne opakujú tri znamienka + a tri znamienka �. Doplòte µavúzátvorku do výrazu tak, aby vy¹iel výsledok 378. (P. Èernek)C { I { 6Daný je pravidelný ¹es»uholník KLMNOP . Zostrojte pravouhlý trojuholník ABCs preponou AB tak, aby jeho vr
hol C le¾al na úseèke NP , body M , O, K le¾alipo rade na priamka
h AB, BC, CA a aby priamka NP rozdelila trojuholník ABC nadve èasti s rovnakým obsahom. (K. Èerneková)C { S { 1Nájdite najmen¹ie prirodzené èíslo k, pre ktoré platí: Ak vyberieme µubovoµný
hk r�zny
h èísel z mno¾iny f1; 4; 7; 10; 13; : : : ; 1 999g, potom medzi vybranými existujúdve r�zne èísla, ktorý
h súèet sa rovná 2 000. (J. Zhouf)C { S { 2©tvore
 ABCD a obdå¾nik AEFD majú takú vzájomnú polohu, ¾e bod B le¾í nakru¾ni
i vpísanej trojuholníku AEF . Vypoèítajte pomer då¾ky a ¹írky obdå¾nikaAEFD. (J. ©im¹a)C { S { 3Ak 
elé kladné èíslo N vydelíme èíslom 19 a získaný neúplný podiel ïalej vydelímeèíslom 99, vyjde nám pri druhom delení rovnaký neúplný podiel a rovnaký zvy¹ok, akokeï p�vodné èíslo N vydelíme èíslom 1 999. Urète ako najmen¹ie, tak aj najväè¹ie takéèíslo N . (J. ©im¹a)C { II { 1Z dreva je vyrobený
h ¹es» zhodný
h pravidelný
h ¹tvorboký
h ihlanov a ko
ka. Stenako
ky je zhodná s podstavami ihlanov. Urète pomer povr
hu ko
ky a telesa, ktorévznikne zlepením podstáv ihlanov so stenami ko
ky, ak je pomer objemov tý
hto telies1 : 2. (P. Leis
hner)C { II { 2Milan zapísal za seba niekoµko prvý
h prirodzený
h èísel, vyne
hal pri tom len èísla 4,



Zadania sú»a¾ný
h úloh, kategória B 239, 14, 19, 24, 29, : : : Potom medzi zapísané èísla vpísal striedavo znaky mínus a plus,tak¾e dostal výraz1� 2 + 3� 5 + 6� 7 + 8� 10 + 11� 12 + 13� 15 + � � �Nakonie
 e¹te vpísal µavú zátvorku za ka¾dý znak mínus a rovnaký poèet pravý
hzátvoriek zapísal a¾ na konie
 výrazu:1� (2 + 3� (5 + 6� (7 + 8� (10 + 11� (12 + 13� (15 + � � � ))))))Výsledný výraz mal hodnotu 103. Koµko èísel bolo v Milanovom výraze? (Zistite v¹etkymo¾nosti.) (P. Èernek)C { II { 3Aký najväè¹í poèet �gúrok je mo¾né rozostavi» na jednotlivé poliahra
ej dosky z obrázku tak, aby v ¾iadnom ¹ikmom rade neboli�gúrkami obsadené ¾iadne tri susedné polia? Nezabudnite zd�vod-ni», preèo väè¹í poèet �gúrok takto rozostavi» nemo¾no. (©ikmýmradom rozumieme takú skupinu polí, ktorý
h uhloprieèky jednéhoz obo
h smerov le¾ia na jednej priamke. (J. Bábeµa)C { II { 4V rovine sú dané body A, L,M také, ¾e jALj = 6;3 
m, jAM j = 5;6 
m, jLM j = 1;8 
m.Zostrojte li
hobe¾ník ABCD, ktorému sa dá vpísa» kru¾ni
a, ktorá sa dotýka ramenaBC v bode L a základne CD v bode M (body dotyku so základòou AB a ramenomAD li
hobe¾níka ABCD nie sú dané). (J. ©im¹a)Kategória BB { I { 1Pre ktoré reálne èísla t má funk
ia f(x) = 5x + 44 + t � jx � 2j � 3 � jx � tj maximumrovné 0? (P. Èernek)B { I { 2Oznaème S stred kru¾ni
e vpísanej µubovoµnému trojuholníku ABC. Doká¾te, ¾erovnos» jASj � jBSj = jCSj � jABj platí práve vtedy, keï je uhol ACB pravý.
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kej olympiády (J. ©vrèek)B { I { 3Urète reálne èísla a, b, pre ktoré má sústavax2 + y2 + 2z2 = 16;xyz2 + xy + z2 = a;x+ y + 2z = bv obore reálny
h èísel práve jedno rie¹enie. (J. Bábeµa)B { I { 4Sú dané kru¾ni
e k a l s r�znymi polomermi, ktoré sa dotýkajú zvonku v bode T .Prieseèníkom M dvo
h i
h spoloèný
h dotyèní
 veïme seèni
u s obo
h kru¾ní
. Oz-naème X ten z obo
h prieseèníkov kru¾ni
e k so seèni
ou s, ktorý je vzdialenej¹í odboduM . Podobne oznaème Y ten z obo
h prieseèníkov kru¾ni
e l so seèni
ou s, ktorý jevzdialenej¹í od bodu M . Ne
h P je taký bod, ¾e XTYP je rovnobe¾ník. Urète mno¾inubodov P odpovedajú
i
h v¹etkým takým seèni
iam s. (J. Zhouf)B { I { 5Devä»sten ABCDEFGHV vznikol zlepením ko
ky ABCDEFGH a pravidelného ¹tvor-bokého ihlana EFGHV . Na ka¾dú stenu tohoto devä»stena sme napísali èíslo. ©tyriz napísaný
h èísel sú 25, 32, 50 a 57. Pre ka¾dý vr
hol devä»stena ABCDEFGHVsèítame èísla na v¹etký
h stená
h, ktoré ho obsahujú. Dostaneme tak devä» rovnaký
hsúètov. Urète zvy¹ný
h pä» èísel napísaný
h na stená
h tohoto telesa. (K. Èerneková)B { I { 6Daný je rovnostranný trojuholník XYZ s »a¾iskom T a stranou då¾ky 5 
m. Zostrojterovnobe¾ník ABCD s obsahom 8 
m2 a stranou AB då¾ky 2 
m tak, aby body X, Y , Z,T le¾ali po rade na priamka
h AB, BC, CD, DA. (M. Krállová)B { S { 1Pre ktoré reálne èísla a, b je funk
iaf(x) = ajx� 1j+ b(x� 3) + jx� bj+ x� 1



Zadania sú»a¾ný
h úloh, kategória B 25ohranièená? (J. Bábeµa)B { S { 2Daná je úseèka XZ då¾ky 7 
m a jej body S, Y tak, ¾e jXSj = 2 
m, jY Zj = 1 
m.Zostrojte pravouhlý trojuholník ABC s preponu AB tak, aby bod S bol stredomkru¾ni
e vpísanej trojuholníku ABC a body X, Y , Z le¾ali po rade na priamka
hAC, AB, BC. (P. Èernek)B { S { 3Do výrazu 1� 2 + 3� 4 + 5� 6 + : : :+ 99� 100sme vpísali niekoµko zátvoriek tak, ¾e nakonie
 sú v ka¾dej dvoji
i odpovedajú
i
h sizátvoriek práve tri èísla a výraz neobsahuje ¾iadny súèin. Koµko r�zny
h výsledkovm�¾eme takto dosta»? (P. Èernek)B { II { 1Nájdite v¹etky reálne èísla 
, pre ktoré má rovni
a(
2 + 
� 8)(x+ 2)� 8jx� 
+ 2j = 
jx+ 
+ 14jnekoneène veµa rie¹ení v obore 
elý
h èísel. (J. ©im¹a)B { II { 2Devä»sten vznikol zlepením ko
ky a pravidelného ¹tvorbokého ihlana. Na ka¾dej stenetohto devä»stena je napísané jedno èíslo. I
h súèet je 3 003. Pre ka¾dú stenu S uva¾o-vaného devä»stena sèítame èísla na v¹etký
h stená
h, s ktorými má S spoloènú právejednu hranu. Dostaneme tak devä» rovnaký
h súètov. Urète v¹etky èísla napísané nastená
h devä»stena. (K. Èerneková)B { II { 3Daný je li
hobe¾ník ABCD, v ktorom jABj = 8
m a j<)ABCj = 90Æ. Jeho obvod je28 
m. Polkru¾ni
a k s priemeromAB sa dotýka strany CD. Vypoèítajte då¾ky zvy¹ný
hstrán daného li
hobe¾níka, ak strana AB je jehoa) základòou,



26 49. roèník matemati
kej olympiádyb) ramenom. (Smutná)B { II { 4Daný je obdå¾nik KLMN , jKN j > jKLj. Zostrojte rovnoramenný trojuholník ABC sozákladòou AB då¾ky jKLj tak, aby jeho vý¹ka va obsahovala body K, N , vý¹ka vb bodL a vý¹ka v
 bod M . (Vý¹kami tu rozumieme priamky.) (K. Èerneková)Kategória AA { I { 1Ne
h P (x), Q(x) sú kvadrati
ké mnohoèleny také, ¾e èísla �22, 7, 13 sú tri z koreòovrovni
e P �Q(x)� = 0. Urète ¹tvrtý koreò tejto rovni
e. (P. Èernek)A { I { 2Ne
h K, L,M sú po rade vnútorné body strán BC, CA, AB daného trojuholníka ABCtaké, ¾e kru¾ni
e vpísané dvoji
iam trojuholníkov ABK a CAK, BCL a ABL, CAMa BCM majú vonkaj¹í dotyk. Potom platíjBKj � jCLj � jAM j = jCKj � jALj � jBM j:Doká¾te.Poznámka. Z uvedenej rovnosti vyplýva na základe C�evovej vety, ¾e priamky AK, BL,CM pre
hádzajú spoloèným bodom. (J. ©vrèek)A { I { 3V obore kladný
h reálny
h èísel rie¹te sústavupxy +pxz � x = a;pyz +pyx� y = b;pzx+pzy � z = 
;kde a, b, 
 sú dané kladné èísla. (R. Horenský)A { I { 4V rovine je daný
h 1 999 zhodný
h trojuholníkov s obsahom 1, ktoré sú obrazmi jednéhotrojuholníka v r�zny
h posunutia
h. Ak je prienikom v¹etký
h daný
h trojuholníkov



Zadania sú»a¾ný
h úloh, kategória A 27mno¾ina M, ktorá obsahuje »a¾isko ka¾dého z ni
h, je obsah mno¾iny M aspoò 19 .Doká¾te. (M. Bene¹)A { I { 5Daná je funk
ia f : N ! N taká, ¾e f(n) = 1, ak je n nepárne, a f(n) = k preka¾dé párne èíslo n = 2kl, kde k je prirodzené èíslo a l èíslo nepárne. Urète najväè¹ieprirodzené èíslo n, pre ktoré platíf(1) + f(2) + � � �+ f(n) 5 123 456: (S. Trávníèek)A { I { 6Daný je ¹tvorboký ihlan ABCDV s podstavou ABCD. Jeho hrany AB, CD súrovnobe¾né a roviny ABV a CDV navzájom kolmé. Oznaème P pätu vý¹ky z vr
holuV na stranu AB v trojuholníku ABV a Q pätu vý¹ky z vr
holu V na stranu CDv trojuholníku CDV . Doká¾te nerovnos»jAV j2 + jBV j2 + jCV j2 + jDV j2 = jPQj2 + 2(SABV + SCDV + SPQV );kde SXYZ oznaèuje obsah trojuholníka XYZ. Zistite tie¾, kedy platí rovnos».(J. Bábeµa)A { S { 1Urète, pre ktoré reálne èísla p má sústava rovní
(x� y)2 = p2;x3 � y3 = 16práve jedno rie¹enie v obore reálny
h èísel. (J. Bábeµa)A { S { 2Je daný trojuholník ABC. Vnútri jeho strán BC, CA, AB uva¾ujme po rade body K,L, M také, ¾e úseèky AK, BL, CM sa pretínajú v bode U . Ak trojuholníky AMUa KCU majú obsah P a trojuholníky MBU a CLU obsah Q, potom P = Q. Doká¾te.(J. ©vrèek)



28 49. roèník matemati
kej olympiádyA { S { 3Urète najmen¹ie prirodzené èíslo k, pre ktoré platí: Ak vyberieme µubovoµný
h k r�zny
hèísel z mno¾iny f1; 2; 3; : : : ; 2 000g, tak medzi vybranými èíslami existujú dve, ktorý
hsúèet alebo rozdiel je 667. (J. ©im¹a)A { II { 1Ne
h P (x) je kvadrati
ký trojèlen. Urète v¹etky korene rovni
eP (x2 + 4x� 7) = 0;ak viete, ¾e medzi nimi je èíslo 1 a aspoò jeden koreò je dvojnásobný. (P. Èernek)A { II { 2Daný je rovnoramenný li
hobe¾ník UVST , v ktorom 3jST j < 2jUV j. Zostrojte rovno-ramenný trojuholník ABC so základòou AB tak, aby body B, C le¾ali na priamke V S,bod U na priamke AB a bod T bol »a¾iskom trojuholníka ABC. (P. Èernek)A { II { 3Doká¾te, ¾e pre µubovoµné kladné èísla a, b platí nerovnos»3rab + 3r ba 5 3r2(a+ b)�1a + 1b�:Zistite, kedy nastane rovnos». (J. ©im¹a)A { II { 4Urète v¹etky konvexné ¹tvoruholníky ABCD s nasledujú
ou vlastnos»ou: Vnútri¹tvoruholníka ABCD existuje bod E taký, ¾e ka¾dá priamka, ktorá pre
hádza týmtobodom a pretína strany AB a CD vo vnútorný
h bodo
h, delí ¹tvoruholník ABCD nadve èasti s rovnakým obsahom. Svoju odpoveï zd�vodnite. (P. Èernek, J. ©vrèek)A { III { 1Ne
h n je prirodzené èíslo. Doká¾te, ¾e súèet 4 �32n+3 �42n je deliteµný trinástimi právevtedy, keï n je párne. (J. ©im¹a)



Zadania sú»a¾ný
h úloh, kategória A 29A { III { 2Daný je rovnoramenný trojuholník ABC so základòou AB. Na jeho vý¹ke CD je zvolenýbod P tak, ¾e kru¾ni
e vpísané trojuholníku ABP a ¹tvoruholníku PECF sú zhodné;pritom bod E je prieseèník priamky AP so stranou BC a F prieseèník priamky BP sostranou AC. Doká¾te, ¾e aj kru¾ni
e vpísané trojuholníkom ADP a BCP sú zhodné.(J. ©im¹a, K. Horák)A { III { 3V rovine je daný
h 2 000 zhodný
h trojuholníkov s obsahom 1, ktoré sú obrazmi tohoistého trojuholníka v r�zny
h posunutia
h. Ka¾dý z tý
hto trojuholníkov obsahuje»a¾iská v¹etký
h ostávajú
i
h. Doká¾te, ¾e obsah zjednotenia tý
hto trojuholníkov jemen¹í ako 229 . (P. Calábek)A { III { 4Pre ktoré kvadrati
ké funk
ie f(x) existuje taká kvadrati
ká funk
ia g(x), ¾e korenerovni
e g�f(x)� = 0 sú ¹tyri r�zne po sebe idú
e èleny aritmeti
kej postupnosti a súèasnesú aj koreòmi rovni
e f(x)g(x) = 0? (P. Èernek)A { III { 5Monika zhotovila papierový model trojbokého ihlana, ktorého podstavou bol pravouhlýtrojuholník. Keï model rozrezala pozdå¾ odvesien podstavy a pozdå¾ »a¾ni
e jednej zostien, vznikol po rozvinutí do roviny ¹tvore
 so stranou a. Urète objem tohoto ihlana.(P. Leis
hner)A { III { 6Nájdite v¹etky ¹tvormiestne èísla ab
d (v desiatkovej sústave), pre ktoré platí rovnos»ab
d+ 1 = (a
+ 1)(bd+ 1): (J. Zhouf)





Rie¹enia sú»a¾ný
h úlohKategória CC { I { 1Obe delenia hµadaného èísla N vyjadríme rovnos»amiN = 19a+ p a N = 99b+ q;kde a, b sú príslu¹né neúplné podiely a p, q príslu¹né zvy¹ky. Podµa zadania sú èísla p, qprvoèísla, prièom ako zvy¹ky spåòajú nerovnosti p < 19 a q < 99. Nezáporné 
elé èísla a,b sú podµa zadania zase také, ¾e i
h súèet sa rovná èíslu 1 999. Preto platí b = 1999� aa z dvojitého vyjadrenia èísla N ,N = 19a+ p = 99 � (1 999� a) + q;odvodíme rovnos» 118a+(p�q) = 197 901. Preto¾e rozdiel zvy¹kov p�q je "malé\ èíslo,presnej¹ie �99 < p� q < 19, je podµa poslednej rovnosti èíslo 118a taký násobok èísla118, ktorý le¾í medzi èíslami 197 901�19 a 197 901+99. Delením 197 901 : 118 zistíme,¾e 197 901 = 1 677 � 118 + 15. Preto nutne platí a = 1677 (tak¾e b = 322) a p� q = 15.Z poslednej rovnosti vyplýva, ¾e jedno z prvoèísel p; q je nepárne a druhé párne, tedaq = 2 a p = 17. Ostáva vypoèíta» hodnotu N :N = 19 � 1 677 + 17 = 99 � 322 + 2 = 31 880:Odpoveï : Hµadané èíslo je rovné 31 880.C { I { 2
A B

C
P

QR Sx y yzzx�Obr. 1Èas» A. Predpokladajme, ¾e kru¾ni
a vpísaná v¹eobe
nému trojuholníku ABC sadotýka strán AB, BC, AC po rade v bodo
h P , Q a R (obr. 1). Z hodín geometrie ¾ia
i



32 49. roèník matemati
kej olympiádyvedia o súmernosti obo
h dotyèní
 vedený
h z daného bodu k danej kru¾ni
i. ÚseèkyAP a AR sú teda zhodné, rovnako ako úseèky BP a BQ a úseèky CQ a CR. Uká¾eme,ako mo¾no då¾kyx = jAP j = jARj; y = jBP j = jBQj; z = jCQj = jCRjvyjadri» pomo
ou då¾ok strán a = jBCj, b = jACj, 
 = jABj. Podµa obr. 1 platíx+ y = 
; y + z = a; x+ z = b;èo je sústava tro
h lineárny
h rovní
, z ktorej µahko plynú u¾itoèné vzor
ex = b+ 
� a2 ; y = a+ 
� b2 ; z = a+ b� 
2 :Èas» B. Teraz predpokladajme, ¾e ABC je pravouhlý trojuholník s preponou AB.Oznaème S stred kru¾ni
e vpísanej a Q, R jej body dotyku s odvesnami BC, AC(obr. 2). Preto¾e SQCR je pravouholník, ktorého susedné strany SQ a SR sú zhodné(majú då¾ku rovnú polomeru % kru¾ni
e vpísanej), jedná sa o ¹tvore
 o strane %. Då¾kuúseku z = jCQj sme v¹ak vypoèítali v èasti A. Tak pre polomer % kru¾ni
e vpísanejpravouhlému trojuholníku s odvesnami a, b a preponu 
 dostávame vzore
% = a+ b� 
2 :Èas» C. Predpokladajme koneène, ¾e ABC je pravouhlý trojuholník s preponou AB,ktorý spåòa podmienku z textu úlohy. Podµa Tálesovej vety je stred O kru¾ni
e opísanejtrojuholníku ABC stredom prepony AB. Podµa zadania má jeden z uhlov SOA, SOB(kde S je stred vpísanej kru¾ni
e) veµkos» 45Æ; ne
h je to uhol SOB (obr. 3), inakprehodíme oznaèenie vr
holov A;B. Bod P , v ktorom sa kru¾ni
a vpísaná dotýka stranyAB, je potom vnútorným bodom úseèky OB. Podµa èasti A platí vzore
 jBP j = 12 (a++ 
� b), tak¾e jOP j = jOBj � jBP j = 
2 � a+ 
� b2 = b� a2 :Vyjadrili sme då¾ku odvesny OP pravouhlého trojuholníka SOP . Jeho druhá odvesnaSP má podµa èasti B då¾ku jSP j = % = 12 (a+ b� 
). Preto¾e v¹ak uhol SOP má podµapredpokladu veµkos» 45Æ, je trojuholník SOP rovnoramenný:jOP j = jSP j; alebo b� a2 = a+ b� 
2 ; alebo 2a = 
:Strany pravouhlého trojuholníka ABC sú preto v pomere a : b : 
 = 1 : p3 : 2,tak¾e jeho vnútorné uhly sú, ako je dobre známe, 30Æ, 60Æ a 90Æ. Pre úplnos» je trebae¹te ukáza», ¾e taký trojuholník skutoène po¾adovanú vlastnos» má. To mo¾no urobi»obrátením pred
hádzajú
eho postupu: z rovnosti 2a = 
 sa odvodí rovnos» jOP j = jSP j,



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória C 33A
B CQ RS%�Obr. 2

A
B COP S%�Obr. 3

A
B COP S Q R
�Obr. 4ktorá znamená, ¾e pravouhlý trojuholník SOP je rovnoramenný, tak¾e uhol SOP máskutoène veµkos» 45Æ.Struèné rie¹enie podµa obr. 4: Úseèka SO zviera s preponou AB uhol 45Æ právevtedy, keï jOP j = jSP j. Preto¾e v¹ak jSP j = jSRj = jQCj a jPBj = jQBj, je rovnos»jOP j = jSP j ekvivalentná s rovnos»ou jOP j + jPBj = jQCj + jQBj, teda s rovnos»oujOBj = jBCj. Podµa Tálesovej vety v¹ak v¾dy platí jOBj = jOCj, tak¾e rovnos» jOBj == jBCj nastane práve vtedy, keï je trojuholník OBC rovnostranný, teda práve vtedy,keï uhol ABC meria 60Æ.Odpoveï : Po¾adovanú vlastnos» majú práve tie pravouhlé trojuholníky, ktorý
h ostrévnútorný uhly majú veµkos» 30Æ a 60Æ.C { I { 3Rie¹enie èasti a) sú»a¾nej úlohy: V¹imneme si, ¾e v ka¾dom riadku je mo¾né obsadi»nanajvý¹ ¹es» políèok tak, aby medzi obsadenými neboli ¾iadne tri susedné políèka.Preto je mo¾né na 
elej ¹a
hovni
i obsadi» nanajvý¹ 8 � 6 = 48 políèok tak, abyv ¾iadnom riadku neboli obsadené tri susedné políèka. Inak povedané, ak obsadímeµubovoµný
h 49 políèok, potom obsadené budú niektoré tri susedné políèka niektoréhoriadku. Tento jav nenastane pre (jediné) obsadenie 48 políèok, ktoré vidíte na obr. 5,kde sú obsadené políèka vyznaèené ¹rafovaním (zmienená jedineènos» vyplýva z toho,¾e je to jediné mo¾né obsadenie ¹iestimi políèkami v ka¾dom riadku). Preto je hµadanéèíslo k rovné 49.Rie¹enie èasti b): Skúsme postupova» podobne ako pri rie¹ení èasti a). Vybermeteda jeden z obo
h smerov ¹ikmý
h radov, napríklad smer "zµava zdola napravo hore\a posúïme, koµko políèok je mo¾né obsadi» v jednotlivý
h ¹ikmý
h radá
h vybranéhosmeru tak, aby v ¾iadnej z ni
h neboli obsadené ¾iadne tri susedné políèka. Poètyv¹etký
h políèok v tý
hto 15 radá
h sú (zhora dole) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2a 1; preto v ni
h mo¾no po¾adovaným sp�sobom (pri po¾adovanej podmienke) obsadi»po rade najvia
 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 2 a 1 políèko (znovu uplatníme úvahu



34 49. roèník matemati
kej olympiádyo disjunktný
h troji
ia
h susedný
h políèok ako v návodnej úlohe). Preto je mo¾né na
elej ¹a
hovni
i obsadi» najvia
1 + 2 + 2 + 3 + 4 + 4 + 5 + 6 + 5 + 4 + 4 + 3 + 2 + 2 + 1 = 48políèok tak, aby neboli obsadené ¾iadne tri susedné políèka, ani ¾iadne ¹ikmé radyvybraného smeru. Ak obsadíme s touto podmienkou v ka¾dej z uva¾ovaný
h 15 ¹ikmý
hradov najväè¹í mo¾ný poèet polí vhodným sp�sobom (v radá
h o 1, 2, 5 a 8 políèka
hje toto "maximálne\ obsadenie jediné, ale nie v radá
h o 3, 4, 6 a 7 políèka
h , zvoµmei v ni
h obsadenie z pohµadu zµava doprava typu XXOXXO: : : ), dostaneme na 
elej¹a
hovni
i opä» obsadenie 48 políèok z obrázku 5. Èo je d�le¾ité: pri tomto obsadenítie¾ v ¹ikmý
h rado
h druhého smeru nie sú nikde obsadené tri susedné políèka! Zhròme,èo sme zistili:1. Ak obsadíme na ¹a
hovni
i µubovoµný
h 49 políèok, budú medzi nimi tri susednépolíèka niektoreho ¹ikmého radu zvoleného smeru.2. Na ¹a
hovni
i mo¾no obsadi» 48 políèok tak, aby medzi nimi neboli ¾iadne trisusedné políèka, ani ¾iadne ¹ikmé rady (jedného aj druhého smeru).ZZ0ZZ0ZZZZ0ZZ0ZZZZ0ZZ0ZZZZ0ZZ0ZZZZ0ZZ0ZZZZ0ZZ0ZZZZ0ZZ0ZZZZ0ZZ0ZZObr. 5
ZZZZZ0ZZZZ0ZZZZZ0Z0Z000ZZZ0ZZZZZZZZZZ0ZZZ000Z0Z0ZZZZZ0ZZZZ0ZZZZZObr. 6

ZZZ000Z00ZZZ0ZZ000000Z00Z00ZZZ0ZZ0ZZObr. 7To znamená, ¾e pre èas» b) úlohy je hµadané èíslo k rovné 49. Dodajme, ¾e existujúpráve ¹tyri r�zne obsadenia 48 políèok zmienený
h v (2). Okrem úplného obsadenia¹iestimi ståp
ami z obrázku 5 a obsadenie, ktoré je jeho otoèením o 90Æ (je teda úplnýmobsadením ¹iestimi radmi), je to zaujímavé obsadenie z obrázku 6 a jeho "zrkadlovépreklopenie\.D�kaz: Ako vieme, pri ka¾dom obsadení 48 políèok zmienenom v (2) musí by»v ka¾dej ¹ikmej rade ¹a
hovni
e obsadený najväè¹í mo¾ný poèet políèok (výpis tý
htomaximálny
h poètov sme uviedli vy¹¹ie); na obr. 7 sú znázornené rady políèok då¾ok 1a¾ 8, ¹rafovaním sú v ni
h vyznaèené práve tie políèka, ktoré sú nutne obsadené, akje v 
elej rade µubovoµne obsadený príslu¹ný maximálny poèet políèok (pripomínamepodmienku: obsadené nie sú ¾iadne tri susedné políèka); znovu zopakujme, ¾e v¹etkyobsadené políèka sú vyznaèené len v radá
h o 1, 2, 5 a 8 políèka
h. Odtiaµ vyplýva, ¾epri µubovoµnom obsadení 48 políèok zmienenom v (2) je nutne obsadený
h 36 políèokvyznaèený
h na obr. 8; ïalej u¾ je µahké ukáza», ¾e ostávajú
i
h 12 obsadený
h políèokje tvorený
h dvoma ¹esti
ami políèok znaèený
h na obr. 8 jednou z dvojí
 písmen: A



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória C 35ZZAZZCZZZZCZZAZZB D0D B0B DZZCZZAZZZZAZZCZZD B0B D0D BZZAZZCZZZZCZZAZZObr. 8
ZZ0ZZZ0ZZZZ0ZZZ00ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZZZ0ZZZ00ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZObr. 9a C, B a C, A a D alebo B a D (obrázok 5 odpovedá dvoji
i písmen B a D, obrázok 6dvoji
i A a D).Rie¹enie èasti 
): Ako v èasti b) sa zaujímame o skupiny políèok dvo
h smerov,v tomto prípade o riadky a ståp
e. Posudzujme napríklad najprv, koµko políèok mo¾noobsadi» v jednotlivý
h riadko
h tak, aby v ¾iadnom z ni
h neboli obsadené ¹tyri susednépolíèka. Ako zistíme pomo
ou rozdelenia riadku na dve ¹tvori
e susedný
h políèok,obsadený
h políèok bude v ka¾dom riadku najvia
 ¹es». Preto mo¾no na 
elej ¹a
hovni
iobsadi» najvia
 8 � 6 = 48 políèok tak, aby v ¾iadnom riadku neboli obsadené ¹tyrisusedné políèka. Inak povedané: ak obsadíme µubovoµný
h 49 políèok, potom obsadenébudú ¹tyri susedné políèka niektorého riadku. (Je zaujímavé porovna» tento závers podobným záverom z rie¹enia èasti a), kde sme sa nezaujímali o ¹tvori
e, ale o troji
esusedný
h políèok.) Teraz samozrejme vzniká otázka, èi je mo¾né na ¹a
hovni
i obsadi»48 políèok tak, aby neboli obsadené ¹tyri susedné políèka nielen v ¾iadnom riadku,ale ani v ¾iadnom ståp
i. Takéto obsadenia existujú, dva príklady vidíte na obr. 9a 10. Preto aj v èasti 
) je hµadané èíslo k rovné 49. Bez d�kazu dodajme e¹te popisv¹etký
h obsadený
h 48 políèok ¹a
hovni
e, kedy medzi obsadenými políèkami nie sú¹tyri susedné políèka ¾iadneho riadku ani ståp
a: Celú ¹a
hovni
u rozdelíme na ¹tyri¹tvrtiny 4 � 4, na jednej z ni
h, napríklad µavej hornej èasti, obsadíme zo 16 políèokpráve 12 tak, aby v nej ostalo neobsadené práve jedno políèko v ka¾dom zo ¹tyro
hriadkov i v ka¾dom zo ¹tyro
h ståp
ov (to je mo¾né urobi» 4 � 3 � 2 = 24 sp�sobmi,jeden z ni
h, odli¹ný od sp�sobov z obr. 9 a 10, je na obr. 11), a toto obsadenie zhodneprenesieme vodorovnými a zvislými posunutiami o ¹tyri políèka do ostatný
h tro
h¹tvrtín 
elej ¹a
hovni
e.0ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZZZ0ZZZ00ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZZZ0ZZZ0Obr. 10
0ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZZZZ0ZZZ0ZZ0ZZZ0Z0ZZZ0ZZZZ0ZZZ0ZZZZZ0ZZZ0ZZ0ZZZ0ZObr. 11



36 49. roèník matemati
kej olympiádyOdpoveï : Hµadané èíslo k je pre ka¾dú z èastí a){
) rovné tomu istému èíslu 49(poradovému èíslu tohto roèníka MO).C { I { 4Poèet r�zny
h sietí daného ihlana urèíme tak, ¾e najprv v¹etky mo¾né siete nakreslíme.Aby sme niektorú mo¾nos» nevyne
hali, mali by sme do výpisu sietí vnies» urèitý systém.Popí¹eme dva prístupy, ktoré taký systém vytvárajú.Prístup 1 ("od siete k ihlanu\). Ka¾dá sie» bude zlo¾ená z jedného ¹tvor
a so stranoua a ¹tyro
h rovnoramenný
h trojuholníkov so stranami a, b, b, kde a oznaèuje då¾kupodstavnej hrany a b då¾ku boènej hrany daného ihlana ABCDV . Premý¹µajme tedao tom, ako taký ¹tvore
 a ¹tyri trojuholníky "zlepi»\ pozdå¾ zhodný
h strán do "
elku\a èi tento 
elok skutoène vytvorí sie» ihlana. Je veµmi prirodzené rozèleni» rie¹enie tejtoúlohy podµa poètu strán ¹tvor
a, ktoré budú zlepené (mo¾né poèty sú 1 a¾ 4).Prístup 2 ("od ihlana k sieti\). Premý¹µajme o tom, ako rozreza» daný ihlan ABCDVpozdå¾ ¹tyro
h hrán, aby sme po rozvinutí dostali jeho sie». (Èoskoro si pri tomuvedomíme jeden v¹eobe
ný poznatok: z ka¾dého vr
holu telesa musí vy
hádza» aspoòjedna hrana rezu.) Preto¾e nám ide o poèet r�zny
h (t.j. po dvo
h nezhodný
h) sietí,s ohµadom na symetriu daného ihlana nie je príli¹ vhodné systematizova» ¹tvori
e hránrezu podµa toho, èi obsahujú niektoré konkrétne hrany (ako napr. hrany AB, AV apod.).Výhodnej¹ie je rozdelenie tý
hto ¹tvorí
 do skupín podµa toho, koµko hrán rezu je v ihlanepodstavný
h (a koµko boèný
h).Preto¾e obidva popísané prístupy vedú k zhodnej systematizá
ii (ak je práve k hránrezu podstavný
h, je v príslu¹nej sieti práve 4 � k strán ¹tvor
e zlepený
h s trojuhol-níkmi), popí¹eme výpis v¹etký
h sietí len podµa Prístupu 2:1. Ak nele¾í v podstave ABCD ¾iadna hrana rezu, je ihlan rozrezaný pozdå¾ v¹etký
h¹tyro
h boèný
h hrán, príslu¹ná sie» je na obr. 12.

A B CD
V
� A BCD

V1
V2

V3
V4
 A B CD

V
� A BCD

V3
V2

V1A1
ÆObr. 12 Obr. 132. Predpokladajme, ¾e v podstave ABCD le¾í jediná hrana rezu, napríklad hranaAD. Z vr
holov B a C musia vy
hádza» nejaké hrany rezu, m�¾u to teda by»jedine hrany BV a CV . Tri hrany rezu sú teda AD, BV a CV , s ohµadom na



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória C 37symetriu je jedno, èi je ¹tvrtou hranou rezu AV alebo DV , ne
h je to teda hranaAV ako na obr. 13.3. Predpokladajme, ¾e v podstave ABCD le¾ia práve dve hrany rezu. Rozlí¹me, èisú to hrany susedné (napr. AB a AD), alebo hrany náprotivné (napr. AD a BC);pre väè¹iu prehµadnos» oba prípady posúïme v oddelený
h odstav
o
h:(3a) Ak je podstava rozrezaná práve pozdå¾ hrán AB a AD (tak¾e rezom v podstave jelomená èiara BAD), musí by» tre»ou hranou rezu hrana CV , ¹tvrtá hrana rezu jepotom jedna z hrán AV , BV , alebo DV . S ohµadom na symetriu prípadov, kedyje ¹tvrtou hranu rezu BV alebo DV , uvádzame len obrázky pre hrany rezu AV(obr. 14) a BV (obr. 15).

A B CD
V
� A B CD V1

V2
A1

A2
� A B CD

V
� A BCD V2

V1A1B1
�Obr. 14 Obr. 15(3b) Ak je podstava rozrezaná práve pozdå¾ hrán AD a BC, je tre»ou hranou rezujedna z boèný
h hrán AV , DV a ¹tvrtou hranou rezu jedna z boèný
h hrán BV ,CV (nem�¾u to toti¾ by» ani obe hrany AV , DV , ani obidve hrany BV , CV ).S ohµadom na symetriu staèí rozlí¹i» len dva prípady: boèné hrany rezu sú buïAV a BV (obr. 16), alebo AV a CV (obr. 17).

A B CD
V
	 A BCD

V2
V1A1 B1
� A B CD

V

 A BCD

V1
V2A1 C1�Obr. 16 Obr. 174. Predpokladajme, ¾e v podstave ABCD le¾ia práve tri hrany rezu, napríklad hranyAB, BC a CD, tak¾e rezom v podstave je lomená èiara ABCD. S ohµadom na



38 49. roèník matemati
kej olympiádysymetriu teraz staèí rozlí¹i» len dva prípady: ¹tvrtá hrana rezu vedie do vr
holuV buïto z jedného z obo
h krajný
h vr
holov zmienenej lomenej èiary ABCD,napríklad bodu A (obr. 18), alebo z jedného z obo
h prostredný
h vr
holov,napríklad bodu B (obr. 19).
A B CD

V
� A BCDV1 C1B1A1
� A B CD

V
� A BCDV1 C1B2

B1�Obr. 18 Obr. 19Zistili sme, ¾e daný ihlan má práve osem r�zny
h sietí.Prejdeme teraz k druhej èasti úlohy, otázke, kedy niektorá zo sietí daného ihlana mátvar nekonvexného sedemuholníka. Podµa obrázkov vidíme, ¾e ka¾dá sie» má, v¹eobe
nevzaté, osem vr
holov; i
h poèet sa zní¾i na sedem, práve keï sa uhol u jedného z �s-mi
h v¹eobe
ný
h vr
holov "napriami\, t.j. bude ma» veµkos» 180Æ. Veµkosti v¹etký
hdotyèný
h uhlov mo¾no µahko vyjadri» pomo
ou ! = j℄AVBj a � = j℄BAV j; zistímetak, ¾e popísaná situá
ia nastane, len keï jeden z uhlov2�; �+ 90Æ; 2�+ 90Æ; 2!; 3! alebo 4! (�)bude 180Æ. Polo¾me si teraz tro
hu v¹eobe
nej¹iu otázku: Aké hodnoty � a ! sú prí-pustné, t.j. odpovedajú niektorému ihlanu ABCDV ? Oznaème S stred ¹tvor
a ABCDa E stred hrany AB (obr. 20), z pravouhlého trojuholníku EVS vyplýva, ¾e jEV j >
A B CE SV��Obr. 20> jESj alebo jEV j > jAEj, preto pre uhol � v pravouhlom trojuholníku AVE platí45Æ < � < 90Æ (pre � = 45Æ by sme dostali "zdegenerovaný\ ihlan s nulovou vý¹ku,pre � = 90Æ "ihlan\ s nekoneènou vý¹kou, teda hranol). Zároveò je jasné, ¾e pre ka¾dé� 2 (45Æ; 90Æ) odpovedajú
i ihlan existuje. Odtiaµ vzhµadom k rovnosti 2�+ ! = 180Æ



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória C 39vyplýva, ¾e prípustné hodnoty ! zaplnia interval (0Æ; 90Æ). Preto z uhlov (�) m�¾u by»priame jedine uhly 3! a 4!. Pre ! = 60Æ majú tvar sedemuholníka siete z obr. 15 a 16,pre ! = 45Æ siete z obr. 18 a 19.Odpoveï : Jurko mohol dosta» práve osem r�zny
h sietí. Uhol AVB mal veµkos» 45Æalebo 60Æ. C { I { 5Rie¹enie rozdelíme do piati
h etáp.Èas» A. Podµa sp�sobu opakovania znamienok rozdelíme daný výraz (e¹te bez obo
hzátvoriek) na 100 úsekov po ¹iesti
h èísla
h+1 + 2 + 3� 4� 5� 6; +7 + 8 + 9� 10� 11� 12;+13 + 14 + 15� 16� 17� 18; : : : ;+589 + 590 + 591� 592� 593� 594; +595 + 596 + 597� 598� 599� 600(hovorme im ïalej struène "úseky\). Pri výpoète 
elého výrazu bude výhodné urèova»"èiastkové súèty\ práve po tý
hto úseko
h: po doplnení 
hýbajú
ej µavej zátvorky satoti¾ naru¹í "
elistvos»\ jediného úseku (toho, do ktorého zátvorku doplníme).Zapí¹eme èísla v k-tom úseku (k = 1; 2; 3; : : : ; 100) takto:6k � 5; 6k � 4; 6k � 3; 6k � 2; 6k � 1; 6k:Èas» B. Urèime teraz hodnoty výrazov tvorený
h jednotlivými úsekmi. Keï napríkladprvé èíslo úseku oznaèíme písmenom x, dostaneme:x+ (x+ 1) + (x+ 2)� (x+ 3)� (x+ 4)� (x+ 5) = (3x+ 3)� (3x+ 12) = �9:(Na tomto mieste e¹te nie je d�le¾ité, ¾e èíslo x je tvaru 6k � 5.)Èas» C. Zistíme teraz mo¾né hodnoty V skúmaného výrazu v prípade, keï 
hýbajú
uµavú zátvorku vpí¹eme pred èíslo z niektorého konkrétneho úseku, napríklad toho, ktorýobsahuje èíslo 100:V = 1 + � � �+ �97 +�98 +�99��100��101��102| {z }niekde sem doplníme zátvorku +103 + � � � � 600)Hviezdièkami sme oznaèili mo¾né miesta pre doplòovanú zátvorku. ¥ahko urèíme, ¾epred èíslom 97 je 16 úsekov, a ¾e za èíslom 102 je 83 úsekov (16+83 = 99, nezapoèítanýstý úsek je tvorený èíslami od 97 do 102). Je zrejmé, ¾e pokiaµ umiestnime zátvorkuna miesto pred èíslo 97, 98 alebo 99, teda za znamienko plus, prispeje do výsledku Vv¹etký
h 100 úsekov èíslom �9, tak¾e vyjde V = 100 � (�9) = �900. Ak umiestnimezátvorku na miesto pred èíslo 100, 101 alebo 102, teda za znamienko mínus, prispeje16 úsekov (pred èíslom 97) do výsledku V èíslom �9, zatiaµ èo 83 úsekov (za èíslom 102)prispeje èíslom �(�9) = 9. So zátvorkou pred èíslom 100 tak vyjdeV = 16 � (�9) + 97 + 98 + 99� 100 + 101 + 102 + 83 � 9 = 1 000;



40 49. roèník matemati
kej olympiádyso zátvorkou pred èíslom 101V = 16 � (�9) + 97 + 98 + 99� 100� 101 + 102 + 83 � 9 = 798;koneène so zátvorkou pred èíslom 102V = 16 � (�9) + 97 + 98 + 99� 100� 101� 102 + 83 � 9 = 594:Èas» D. Konkrétny postup z Èasti C teraz zopakujeme vo v¹eobe
nej situá
ii, kedyzátvorku doplníme do k-teho úseku, na miesto niektorej z hviezdièiek:V = 1 + � � �+ �[6k � 5℄ + �[6k � 4℄ + �[6k � 3℄�� �[6k � 2℄� �[6k � 1℄� �[6k℄ + : : :� 600)(vyjadrenie èísel sme zapísali do hranatý
h zátvoriek kv�li odlí¹enia od vpisovanej oblejzátvorky). V Èasti C bolo k rovné èíslu 17, teraz je to µubovoµné prirodzené èíslo od 1do 100 vrátane. Pred èíslom 6k� 5 je zrejme (k� 1) úsekov a za èíslom 6k je (100� k)úsekov. Pokiaµ umiestnime zátvorku na miesto pred èíslo 6k � 5, 6k � 4 alebo 6k � 3,teda za znamienko plus, prispeje do výsledku V v¹etký
h 100 úsekov èíslom �9, tak¾evyjde V = 100 � (�9) = �900. Ak umiestnime zátvorku na miesto pred èíslo 6k � 2,6k � 1 alebo 6k, teda za znamienko mínus, prispeje prvý
h (k � 1) úsekov èíslom �9,zatiaµ èo posledný
h (100 � k) úsekov prispeje èíslom �(�9) = 9. So zátvorkou predèíslom 6k � 2 tak vyjdeV = (k � 1) � (�9) + [6k � 5℄ + [6k � 4℄ + [6k � 3℄� [6k � 2℄ + [6k � 1℄ ++ [6k℄ + (100� k) � 9 = 898 + 6k;so zátvorkou pred èíslom 6k � 1V = (k � 1) � (�9) + [6k � 5℄ + [6k � 4℄ + [6k � 3℄� [6k � 2℄� [6k � 1℄ ++ [6k℄ + (100� k) � 9 = 900� 6k;koneène so zátvorkou pred èíslom 6kV = (k � 1) � (�9) + [6k � 5℄ + [6k � 4℄ + [6k � 3℄�� [6k � 2℄� [6k � 1℄� [6k℄ + (100� k) � 9 = 900� 18k:Na¹li sme v¹etky mo¾né hodnoty V skúmaného výrazu po doplnení µavej zátvorky.Èas» E. Zistíme teraz v¹etky prípady, kedy výsledok V má hodnotu 378 zo zadaniaúlohy. Podµa Èasti D staèí rie¹i» rovni
e898 + 6k = 378; 900� 6k = 378; 900� 18k = 378v obore prirodzený
h èísel k od 1 do 100. Rie¹enie má len druhá a tretia rovni
a, a tok = 87 resp. k = 29. Hodnote k = 87 odpovedá umiestnenie zátvorky pred èíslo 6k �� 1 = 521, hodnote k = 29 odpovedá umiestnenie zátvorky pred èíslo 6k = 174.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória C 41Odpoveï : Úloha má dve rie¹enia: zátvorku doplníme buïto bezprostredne pred èíslo521, alebo bezprostredne pred èíslo 174.C { I { 6Z obrázka 21 je zrejmé, ¾e bod C m�¾eme zostroji» ako prieseèník úseèky NPs Tálesovou kru¾ni
ou � nad priemerom OK, lebo uhol OCK je pravý. Akonáhletakto nájdeme bod C, zostrojíme priamky a = OC = BC a b = KC = AC.V¹imnime si teraz trojuholník SBC. Podµa Tálesovej vety platí jSCj = jSBj, tak¾epriamka a zviera zhodné ostré uhly s priamkami PN a AB (tieto uhly sú vyznaèenéna obrázku). Preto¾e priamka a je u¾ zostrojená a priamka PN je urèená zadaním

K L MNOP
A

BC S a
b


��Obr. 21úlohy, má podµa pred
hádzajú
ej vety (zatiaµ neznáma) priamka 
 = AB jednoznaèneurèený smer; preto¾e má táto priamka 
 navia
 pre
hádza» daným bodom M , m�¾emeju teraz zostroji». Potom u¾ urèíme vr
holy A a B ako prieseèníky priamky 
 po rades priamkami b a a. Tým je 
elý postup kon¹truk
ie hotový. D�kaz správnosti: výsledkomkon¹truk
ie je zrejme pravouhlý trojuholník ABC s preponou AB, ktorého vr
hol C le¾ína úseèke NP a ktorého strany BC, CA, AB le¾ia po rade na priamka
h a, b, 
, ktorépre
hádzajú po rade bodmi O, K, M ; zostáva vysvetli», preèo prieseèník S priamkyPN s preponou AB je jej stredom. To ale vyplýva z toho, ¾e podµa kon¹truk
ie mátrojuholník SBC zhodné uhly pri vr
holo
h B a C.Zo vzájomnej polohy úseèky NP a kru¾ni
e � nad priemerom OK vyplýva, ¾e preka¾dý pravidelný ¹es»uholník KLMNOP má úloha jediné rie¹enie.C { S { 1Oznaème M = f1; 4; 7; 10; 13; : : : ; 1 999g a vypí¹me v¹etky súèty dvo
h r�zny
h (nebu-



42 49. roèník matemati
kej olympiádydeme ïalej zd�razòova») èísel z M , ktoré sa rovnajú èíslu 2 000:2 000 = 1 + 1 999 = 4 + 1 996 = 7 + 1 993 = : : : = 997 + 1 003:S výnimkou jediného èísla 1 000 vystupuje ka¾dé èíslo z M práve v jednom súète (súèet1 000+1 000 sa podµa zadania neuva¾uje). Preto¾e 997 = 1+3 �332, je vypísaný
h práve333 súètov. Dá sa teda vybra» 334 èísel z M (po jednom z ka¾dého vypísaného súètuspolu s èíslom 1 000, teda napríklad èísla 1; 4; 7; : : : ; 997; 1 000) tak, ¾e súèet ¾iadny
hdvo
h vybraný
h èísel nie je 2 000. Ak v¹ak vyberieme µubovoµný
h 335 èísel zM , potomniektoré dve vybrané èísla sú sèítan
ami jedného z vypísaný
h súètov (zopakujme:vypísaný
h súètov je 333 a 
hýba v ni
h jediné èíslo z M). Preto je k = 335 hµadanáhodnota. C { S { 2Preto¾e oba pravouholníky musia le¾a» v rovnakej polrovine s hraniènou priamkouAD, le¾í bod B na polpriamke AE. Preto sa spomínaná kru¾ni
a dotýka strany AEtrojuholníka AEF práve v bode B. Body, v ktorý
h sa kru¾ni
a dotýka strán EF a FA,oznaème po rade G a H (obr. 22). Oznaème e¹te a = jABj = jEF j a ne
h jAEj = ka,

A E
FD

B
C

GH
�Obr. 22k > 1. Zo súmerností dvojí
 dotyèní
 ku kru¾ni
i vyplývajú rovnosti jAHj = jABj = a,jEGj = jEBj = jAEj � jABj = (k � 1)a, jFHj = jFGj = jEF j � jEGj = (2 � k)a,teda jAF j = jAHj+ jFHj = (3� k)a. Pytagorova veta pre trojuholník AEF tak dávarovni
u (3� k)2 = k2 + 1, ktorá je po úprave lineárna a má (jediný) koreò k = 43 .Odpoveï : Hµadaný pomer je 4 : 3.C { S { 3Spomínané tri delenia zapí¹eme rovnos»ami N = 19a+ b, a = 99
+ d a N = 1999
++ d. Odtiaµ vyplýva, ¾e 19(99
+ d) + b = 1999
+ d, alebo 18d+ b = 118
. Najmen¹iea najväè¹ie vyhovujú
e N nájdeme podµa najmen¹ieho a najväè¹ieho mo¾ného neú-plného podielu 
 (pri delení èísla N èíslom 1 999). Z rovnosti 18d + b = 118
 vyplýva



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória C 43predov¹etkým, ¾e 
 > 0 (keby bolo 
 = 0, bolo by b = d = 0, teda i N = 0, ale N jekladné); pre 
 = 1 z rovnosti 18d+ b = 118 usúdime, ¾e d = 6 a b = 10 (lebo pre zvy¹okb pri delení N : 19 platí 0 5 b 5 18). Preto je najmen¹ie N rovné èíslu 1 999 � 1 + 6 == 2 005. Aby sme zistili najväè¹ie N , poznamenajme najprv, ¾e pre zvy¹ky d a b pridelenia
h a : 99 a N : 19 platia nerovnosti d 5 98 a b 5 18, z ktorý
h vyplýva odhad118
 5 18 �98+18, odkiaµ 
 5 15. Pre 
 = 15 v¹ak z rovnosti 18d+ b = 118 �15 vyplýva,¾e d = 98 a b = 6, lebo 0 5 b 5 18 a 118 � 15 = 1 770 = 18 � 98+ 6. Najväè¹ie N sa tedarovná 1 999 � 15 + 98 = 30 083.Odpoveï : Najmen¹ie vyhovujú
e N je 2 005, najväè¹ie také N je 30 083.C { II { 1Povr
h vzniknutého telesa je tvorený v¹etkými 24 boènými stenami daný
h ¹iesti
hihlanov. Oznaème v vý¹ku tý
hto ihlanov a a då¾ku i
h hrany podstavy (ktorá je zhodnás hranou danej ko
ky). Zo zadania úlohy vyplýva, ¾e objem jedného ihlana je ¹estinouobjemu ko
ky, teda 13a2v = 16a3, odkiaµ v = 12a. Boèná stena ihlana je rovnoramennýtrojuholník, pre ktorého vý¹ku w z hlavného vr
holu (obr. 23) platí podµa Pytagorovejvety rovnos» w2 = v2 + (12a)2, odkiaµ po dosadení v = 12a vy
hádza w = p22 a. Pretoje obsah boènej steny ihlana rovný 12aw = p24 a2. Výsledné teleso má povr
h 24-krátväè¹í, teda 6p2a2, zatiaµ èo povr
h ko
ky je 6a2.
12awv�Obr. 23Odpoveï : Pomer povr
hov p�vodnej ko
ky a výsledného telesa je 1 : p2.Poznámka. Za daný
h predpokladov vznikne zlepením teleso, ktoré bude ma» dvanás»zhodný
h stien (tzv. koso¹tvor
ový dvanás»sten). Uvedené zhodné ihlany majú toti¾v súète rovnaký objem ako daná ko
ka a dostaneme i
h, keï ko
ku rozdelíme na ¹es»zhodný
h ihlanov so spoloèným hlavným vr
holom v strede ko
ky.C { II { 2V danom výraze odstránime zátvorky a èísla zdru¾íme do ¹tvorí
:1� 2� 3 + 5| {z }+6� 7� 8 + 10| {z }+11� 12� 13 + 15| {z }+16� 17� 18 + 20| {z }+ � � �(posledná skupina je krat¹ia, ak nie je poèet N v¹etký
h èísel násobkom ¹tyro
h). Èíslav i-tej skupine (i = 1; 2; : : : ) tvoria výraz (5i � 4) � (5i � 3) � (5i � 2) + 5i, ktoréhohodnota je zrejme rovná jednej (nezávisle od indexu i). Preto je hodnota V 
eléhovýrazu v prípade N = 4k rovná V = k, v prípade N = 4k+1 rovná V = k+(5k+1) == 6k+ 1, v prípade N = 4k+ 2 rovná V = k+ (5k+ 1)� (5k+ 2) = k� 1 a v prípade



44 49. roèník matemati
kej olympiádyN = 4k + 3 rovná V = k + (5k + 1) � (5k + 2) � (5k + 3) = �4k � 4. ¥ahko sa zistí,kedy V = 103:N = 4k, V = k = 103, N = 412;N = 4k + 1, V = 6k + 1 = 103, k = 17; N = 69;N = 4k + 2, V = k � 1 = 103, k = 104; N = 418;N = 4k + 3, V = �4k � 4 = 103, k =2 N :Odpoveï : V Milanovom výraze bolo buï 69, alebo 412, alebo 418 èísel.C { II { 3Príklad z obr. 24a ukazuje, ¾e je mo¾né po¾adovaným sp�sobom rozostavi» 16 �gúrok(obsadené polia sú oznaèené krí¾ikmi). Vysvetlíme teraz, preèo via
 �gúrok rozostavi»nemo¾no. Na obr. 24b vidíme rozdelenie v¹etký
h polí dosky do �smy
h ¹ikmý
h radovpo tro
h polia
h, keï polia toho istého radu-troji
e sú oznaèené rovnakým písmenom.Figúrkami je mo¾né obsadi» nanajvý¹ dve polia v ka¾dom rade-troji
i (2 polia A,2 polia B, : : : , 2 polia H), spolu nanajvý¹ 8 � 2 = 16 polí.Tvrdenie o tom, ¾e nemo¾no rozostavi» via
 ako 16 �gúrok, zd�vodníme e¹te inak,postupom podobným postupu z úlohy domá
eho kola. ©ikmé rady jedného smeru majúpostupne 3, 4, 3, 4, 3, 4, 3 polia, v ktorý
h mo¾no obsadi» nanajvý¹ 2, 3, 2, 3, 2, 3, 2polia. Súèet posledný
h èísel je sí
e 17, ale keby v ka¾dom z tro
h uva¾ovaný
h radovso 4 poµami (rady polí A, polí B a polí C na obr. 24
) boli obsadené 3 polia, museliby by» obsadené v¹etky krajné polia tý
hto tro
h radov. Tie v¹ak tvoria dva ¹ikmérady-troji
e druhého smeru (krajné ¹ikmé rady ABC na obr. 24
).� �� �� � � �� � � �� �� �a
A BA E F BA G F E H BC F G H E DC H G DC Db

AA BA B CA B CB CC
Obr. 24Odpoveï : Najväè¹í mo¾ný poèet rozmiestený
h �gúrok je 16.C { II { 4Oznaème k vpísanú kru¾ni
u, S jej stred a K bod dotyku kru¾ni
e k so základòou AB(obr. 25). Preto¾e AB k CD, SK ? AB a SM ? CD, je KM priemer kru¾ni
e k. Pretosú obidva uhly AKM a KLM pravé, bod K teda zostrojíme ako prieseèník Tálesovejkru¾ni
e � nad priemerom AM s priamkou p, ktorá pre
hádza bodom L a je kolmána LM . Zvy¹ok kon¹truk
ie je µahký: bod S urèíme ako stred úseèky KM , zostrojímekru¾ni
u k = (S; jSKj) a v bodo
h L a M po rade jej dotyèni
e b a 
. Vr
hol B potom



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória C 45urèíme ako prieseèník polpriamky AK s priamkou b, vr
hol C ako prieseèník priamok ba 
 a napokon vr
hol D zostrojíme ako prieseèník priamky 
 s dotyèni
ou d kru¾ni
e k,ktorá je súmerne zdru¾ená s dotyèni
ou AK podµa osi AS. Pre trojuholník ALM zozadania má kru¾ni
a � s priamkou p spoloèné dva body, ktoré sú na obr. 26 oznaèenéK1, K2, preto má úloha dve rie¹enia | li
hobe¾níky AB1C1D1 a AB2C2D2.

A B
CD

K
LMS k�Obr. 25 A B1

C1D1

K1
B2

C2D2
K2 LM� p
�Obr. 26



46 49. roèník matemati
kej olympiádyKategória BB { I { 1Daná funk
ia je po èastia
h lineárna, preto¾e obsahuje dva výrazy s absolútnou hodno-tou, ktoré sp�sobujú, ¾e jej grafom nie je priamka, ale lomená èiara. Jej de�nièný obor,mno¾inu R v¹etký
h reálny
h èísel, m�¾eme v tomto prípade rozdeli» na tri disjunktnéèasti podµa toho, ako sa príslu¹ná absolútna hodnota 
hová (èi je výraz v absolútnejhodnote kladný, èi záporný). Preto¾e jedna z absolútny
h hodn�t závisí od parametrat, rozlí¹ime, èi je t < 2 (prípad A), alebo t = 2 (prípad B).Rie¹enie 1. Rozlí¹ime dva prípady, podµa toho, èi je t < 2 (prípad A), èi t = 2(prípad B).A. Ne
h t < 2. Mno¾ina R sa nám rozpadne na tri disjunktné intervaly, R = (�1; ti[[ (t; 2i [ (2;1).(a) V intervale (�1; ti je, ako µahko spoèítame, f(x) = (8� t)x+44� t. Preto¾e zauvedeného predpokladu je 8� t > 0, je funk
ia f v tomto intervale rastú
a a nadobúdamaximum v bode x = t.(b) V intervale (t; 2i je f(x) = (2� t)x+44+5t. Preto¾e za uvedeného predpokladuje 2 � t > 0, je funk
ia f aj v tomto intervale rastú
a a nadobúda maximum v bodex = 2. Pritom zrejme platí f(t) < f(2) = 2(2� t) + 44 + 5t.(
) V intervale (2;1) je f(x) = (2 + t)x + 44 + t. Táto funk
ia je pre 2 + t > 0na tomto intervale rastú
a a zhora neohranièená, tak¾e nem�¾e ma» maximum. Musíteda nutne by» 2 + t 5 0, t.j. t 5 �2, funk
ia f bude v intervale (2;1) nerastú
a a jejhodnota nebude väè¹ia ako f(2), ktorú sme spoèítali v (b).Zistili sme teda, ¾e za predpokladu t < 2 nadobúda funk
ia f maximum jedine pret 5 �2, prièom jej maximum je f(2) = 2(2� t) + 44 + 5t. Toto maximum sa rovná 0práve vtedy, keï 2(2� t) + 44+ 5t = 0, alebo t = �16, èo je na¹»astie èíslo, ktoré spåòapodmienku t 5 �2.B. Ne
h t = 2. Mno¾ina R sa nám rozpadne na tri disjunktné intervaly, R = (�1; 2i[[ (2; ti[(t;1), prièom prostredný "interval\ bude prázdny pre t = 2 (to v¹ak nie je preïal¹ie úvahy podstatné, inak by sme mohli tento prípad µahko rozobra» samostatne).V intervale (�1; 2i je f(x) = (8 � t)x + 44 � t. Keby teraz bolo 8 � t < 0, bolaby funk
ia f v tomto intervale klesajú
a a zhora neohranièená, tak¾e by nemohla ma»maximum. Preto je 8� t = 0, t.j. t 5 8. Potom ale je f(2) = 2(8� t)+44� t = 60�3t >> 0. Odtiaµ hneï vidíme, ¾e za uvedeného predpokladu nem�¾e ma» funk
ia f nikdymaximum rovné 0.Z uvedeného rozboru vyplýva, ¾e uva¾ovaná funk
ia má maximum rovné 0 jedinepre t = �16.Rie¹enie 2. Vieme, ¾e grafom danej funk
ie f je lomená èiara, ktorá sa v na¹omprípade skladá z dvo
h polpriamok (pre t = 2), resp. z dvo
h polpriamok a jednejúseèky.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória B 47Ïalej by sme si mali uvedomi», ¾e pokiaµ má takáto funk
ia maximum, nadobúdaho urèite v niektorom zo "zlomový
h\ bodov (tam, kde je príslu¹ný výraz v absolútnejhodnote nulový). To samozrejme neznamená, ¾e funk
ia nem�¾e nadobúda» maximumaj v iný
h bodo
h (ak je kon¹tantná na niektorom intervale).V na¹om prípade sú týmito zlomovými bodmi pre x = 2 bod A(2; 54� 3jt� 2j), prex = t bod B(t; 5t+ 44 + tjt� 2j).Preto¾e jeden z bodov x = 2, x = t má by» bodom maxima funk
ie f rovného 0,zistíme, pre ktoré t je jedna z y-ový
h súradní
 bodov A a B nulová (a druhá nekladná).A: 54� 3jt� 2j = 0; B: 5t+ 44 + tjt� 2j = 0;jt� 2j = 18; t = 2) t2 + 3t+ 44 = 0;t = 20 alebo t = �16: nemá rie¹enie.t < 2) t2 � 7t� 44 = 0:t = 11 alebo t = �4;vyhovuje len t = �4:Máme teda tri mo¾nosti:Pre t = 20 je A(2; 0), B(20; 504), èo nevyhovuje.Pre t = �16 je A(2; 0), B(�16;�80 + 11� 16 � 18), zatiaµ vyhovuje.Pre t = �4 je A(2; 36), B(�4; 0), èo nevyhovuje.Zistili sme, ¾e úloha má rie¹enie nanajvý¹ pre t = �16, ktorému zodpovedá funk
iaf(x) = 5x + 44 � 16jx � 2j � 3jx + 16j. Pre túto funk
iu samozrejme platí f(2) = 0.Overi», ¾e táto hodnota je skutoène maximom funk
ie f , m�¾eme via
erými sp�sobmi.Napríklad tak, ¾e overíme, ¾e pre x < �16 je uvedená funk
ia neklesajú
a (pre x < �16je f(x) = 24x+ 60) a súèasne pre x > 2 nerastú
a (pre x > 2 je f(x) = �14x+ 28).B { I { 2Rie¹enie 1. Uhly vo v¹eobe
nom trojuholníku ABC oznaème obvyklým sp�sobom,polomer vpísanej kru¾ni
e oznaème r a jej dotykové body so stranami AB, BC oznaèmepo rade X, Y (obr. 27).
A B

C
S12� 12�
12

X

Y vr r�Obr. 27Úseèky AS a BS sú stranami trojuholníka ASB. Jeho obsah m�¾eme vyjadri» dvomasp�sobmi: S(ASB) = 12 jASjv = 12 jABjr;



48 49. roèník matemati
kej olympiádylebo vý¹ka na stranu AB tohoto trojuholníka je r. Pre vý¹ku v na stranu AS pritomplatí v = jBSj 
os 12
, preto¾e vedµaj¹í uhol pri vr
hole S má veµkos» 12�+ 12� = 90Æ� 12
.Nakoµko navy¹e sin(90Æ � ') = 
os', je tedajASj � jBSj 
os 
2 = jABjra nasledujú
e rovnosti sú ekvivalentné:jASj � jBSj = jCSj � jABj;jABjr = jCSj � jABj 
os 
2 ;r = jCSj 
os 
2 : (1)V pravouhlom trojuholníku CSY v¹ak platí 
os 
2 = jCY jjCSj , tak¾e rovnos» (1) jeekvivalentná rovnosti r = jCY j;èo znamená, ¾e trojuholník CSY je rovnoramenný pravouhlý a 12
 = 45Æ. Daná rovnos»je teda ekvivalentná tomu, ¾e 
 = 90Æ.Tým je tvrdenie úlohy dokázané.Rie¹enie 2. Napí¹eme si daný vz»ah ako rovnos» podielov tak, aby to boli pomerystrán v trojuholníko
h, a budeme sa sna¾i» pou¾i» podobnos» alebo sínusovú vetu.V na¹om prípade vyjdeme z rovnosti jASjjCSj = jABjjBSj . Skúsime sínusovú vetu:V trojuholníku ASC platí jASjjCSj = sin 12
sin 12� a v trojuholníku ASB zase jABjjBSj == sin j<)ASBjsin 12� . Odtiaµ dostávame nasledujú
u ekvivalentnú rovnos»:sin 
2sin �2 = sin j<)ASBjsin �2 ;sin 
2 = sin j<)ASBj;sin 
2 = sin�90Æ + 
2�;
2 = 180Æ � �90Æ + 
2� (lebo 
 2 (0; �2 ) );
 = 90Æ:Tým je tvrdenie úlohy dokázané.Rie¹enie 3. Skúsime vypoèíta» då¾ky úseèiek AS, BS, CS, AB pomo
ou niektorý
hprvkov trojuholníka. Zvolíme si uhly trojuholníka a polomer r.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória B 49Zrejme jCSj = rsin 12
 , jASj = rsin 12� , jBSj = rsin 12� a jABj = jAXj + jBXj == r 
otg 12�+ r 
otg 12�. Po dosadení dostaneme ekvivalentnú rovnos»rsin 12� � rsin 12� = �r 
otg �2 + r 
otg �2 � � rsin 12
 ;sin 
2 = 
os �2 � sin �2 + 
os �2 � sin �2 ;sin 
2 = sin��2 + �2 �;sin 
2 = sin�90Æ � 
2�;sin 
2 = 
os 
2 ;tg 
2 = 1; a keï¾e 
 2 (0; �2 );
 = 90Æ:Tým je tvrdenie úlohy dokázané. B { I { 3Predpokladajme, ¾e sústava má práve jedno rie¹enie x = s, y = t, z = u. Preto¾evo v¹etký
h rovni
ia
h sa neznáme x a y vyskytujú v rovnakom tvare, mo¾no vytu¹i»a overi», ¾e aj x = t, y = s a z = u je rie¹ením danej sústavy. A preto¾e sústava májediné rie¹enie, musí by» t = s, a teda x = y. Po dosadení dostaneme sústavux2 + z2 = 8;x2z2 + x2 + z2 = a;x+ z = 12b: (�)Pokiaµ (x; z) je niektoré rie¹enie tejto sústavy, potom je troji
a (x; x; z) rie¹enímp�vodnej sústavy. Ak má preto p�vodná sústava jediné rie¹enie, musí taká by» aj novásústava (�). Tá je v¹ak opä» symetri
ká voèi neznámym x a z. Preto bude ma» jedinérie¹enie, len keï bude plati» x = z.Po dosadení dostaneme sústavu x2 = 4;x4 + 2x2 = a;x = 14b;ktorá má jediné rie¹enie. Podµa prvej rovni
e je to buï x = 2 (potom b = 8, a = 24),alebo x = �2 (potom b = �8, a = 24).



50 49. roèník matemati
kej olympiádyTýmito úvahami sme dospeli k nasledujú
emu záveru:Pokiaµ má daná sústava práve jedno rie¹enie, tak len pre a = 24, b = 8, a to x = 2,y = 2, z = 2, alebo pre a = 24, b = �8, a to x = �2, y = �2, z = �2.E¹te musíme overi», èi v tý
hto dvo
h prípado
h nemá daná sústava iné rie¹enie (akoto symetri
ké, ktoré sme vypoèítali nie ekvivalentnými úpravami, ale zjednodu¹ovaním).Ne
h a = 24, b = 8. Po dosadení dostaneme sústavux2 + y2 + 2z2 = 16;xyz2 + xy + z2 = 24;x+ y + 2z = 8:Táto sústava sa dá rie¹i» via
erými sp�sobmi. My tu uvedieme dva.a) Vylúèime neznáme x, y, napríklad tak, ¾e najprv rovni
e upravíme:x2 + y2 = 16� 2z2;xy = 24� z21 + z2 ;x+ y = 8� 2z:Dostávame tak(8� 2z)2 = (x+ y)2 = x2 + y2 + 2xy = 16� 2z2 + 2 � 24� z21 + z2 :Po úprave vy
hádza 3z4 � 16z3 + 28z2 � 16z = 0:Vzhµadom k tomu, ¾e vieme, ¾e z = 2 je koreòom tejto rovni
e, m�¾eme ju postupneupravi» a¾ na tvar z(z � 2)2(3z � 4) = 0:Odtiaµ vyplýva, ¾e buï z = 0, z = 43 , alebo z = 2.Pokiaµ z = 0, dostaneme x2 + y2 = 16;xy = 24;x+ y = 8a µahko sa presvedèíme, ¾e táto sústava nemá rie¹enie (èísla x, y by museli by» korenekvadrati
kej rovni
e t2 � 8t+ 24 = 0, ktorá má záporný diskriminant).Pokiaµ z = 43 , dostaneme x2 + y2 = 1129 ;xy = 8;x+ y = 163



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória B 51a opä» sa µahko presvedèíme, ¾e táto sústava nemá rie¹enie.Pokiaµ z = 2, dostaneme x2 + y2 = 8;xy = 4;x+ y = 4:¥ahko zistíme, ¾e táto sústava má jediné rie¹enie x = y = 2.b) ©ikovnej¹í prístup vyu¾íva len prvú a tretiu rovni
u a nerovnos» medzi kvadrat-i
kým a aritmeti
kým priemerom:4 = 22 = �14(x+ y + z + z)�2 5 14(x2 + y2 + z2 + z2) = 4:Medzi aritmeti
kým a kvadrati
kým priemerom nastane rovnos» práve vtedy, keï sav¹etky èleny rovnajú. Odtiaµ x = y = z = 2.Prípad a = 24, b = �8 posúdime podobne; aj vtedy je rie¹enie jediné.Odpoveï. Daná sústava má jediné rie¹enie pre a = 24, b = 8 alebo a = 24, b = �8.B { I { 4Oznaème S, Z stredy obo
h kru¾ní
 k, l a R, r i
h polomery (bez ujmy na v¹eobe
nostim�¾eme predpoklada», ¾e r < R). Oznaème ïalej C (D) od T r�zny prieseèník kru¾ni
e l(k) s priamkou SZ aK1,K2, L1, L2 po rade dotykové body obo
h spoloèný
h vonkaj¹í
hdotyèní
 ku kru¾ni
iam k a l (obr. 28).
S Z MCD TX YP K1
K2

L1
L2

k

lP1 R
�

P2
r�

Obr. 28Bod M je stredom rovnoµahlosti h obo
h kru¾ní
 s koe�
ientom R=r. Pritom jenapríklad h(L1) = K1, h(Z) = S, h(C) = T , h(T ) = D, h(Y ) = X. Odtiaµ vyplýva,¾e priamky CY , TX sú rovnobe¾né (h(CY ) = TX). Preto¾e uhol CY T je pravýpodµa Talesovej vety, je také j<)Y TXj = 90Æ (TY je prieèka rovnobe¾iek CY , TX).Rovnobe¾ník XTY P je teda v¾dy obdå¾nik.



52 49. roèník matemati
kej olympiádyZároveò je zrejmé, ¾e body C, Y , P le¾ia na priamke a podobne aj body D, X,P le¾ia na priamke. Teda platí j<)CPDj = 90Æ a bod P le¾í na Talesovej kru¾ni
i �nad priemerom CD. Le¾ia na nej aj vr
holy P1, P2 rovnobe¾níkov K1TL1P1,K2TL2P2,preto¾e pre ne m�¾eme zopakova» pred
hádzajú
u úvahu (ako pre rovnobe¾níkXTY P ).Teraz u¾ nie je problém ukáza», ¾e hµadaná mno¾inu bodov je väè¹í z oblúkov P1P2kru¾ni
e � okrem bodov P1, P2 a D (lebo body Y tvoria väè¹í z oblúkov L1L2 kru¾ni
el okrem bodov T , L1, L2).E¹te naznaèíme hlavné my¹lienky iný
h dvo
h prístupov:a) Aby sme odhadli tvar hµadanej mno¾iny, zvolíme niekoµko význaèný
h pol�hpriamky XY . Vhodné sú nasledujú
e polohy: a) X = K1, Y = L1 (PT je kolména SZ), b) XS a Y Z sú kolmé na SZ (vtedy vyjde, ¾e päta kolmi
e z bodu P na SZle¾í v strede J úseèky CD a jJCj = jJP j).Z toho u¾ sa dá odhadnú», ¾e bod P le¾í najsk�r na kru¾ni
i so stredom J a polome-rom 12 (R + r). Ostáva u¾ len dokáza» (teda v¹eobe
ne vypoèíta»), ¾e vzdialenos» jPJ jje rovná 12 (r + R). (Nie je to µahké.)b) Pomo
ou zhodný
h a podobný
h zobrazení je najelegantnej¹í nasledujú
i postup:Pomo
ou súradní
 (bod M zvolíme za zaèiatok súradni
ového systému) je P = X ++ Y � T = Y + h(Y ) � T = Y + Rr Y � T = �1 + Rr �Y � T , bod P teda vzniknez bodu Y (a v¹etky body Y tvoria väè¹í z oblúkov L1L2 kru¾ni
e l bez bodov T , L1,L2) zlo¾ením rovnoµahlosti sa stredom M a koe�
ientom 1 + Rr a posunutím o vektor��!TM . B { I { 5Preto¾e dva susedné vr
holy le¾ia v¾dy vo dvo
h spoloèný
h stená
h, budeme si v¹íma»predov¹etkým takéto dvoji
e vr
holov.
A B

CD
VE F

GH tz t zyx y x�Obr. 29
Vr
holy A a B (B a C) le¾ia v spoloèný
h stená
h ABFEa ABCD (BCGF a BCDA). Preto porovnaním im priradený
hèísel dostaneme, ¾e na stená
h ADHE a BCGF (ABFEa CGHD) je rovnaké èíslo. Oznaème ho x (y).Podobne vr
holy E a F (F a G) le¾ia v spoloèný
h stená
hEFBA a EFV (FGCB a FGV ) a navia
 u¾ vieme, ¾e stenyADHE a FBCG (ABFE a GHDC) majú rovnaké èísla. Pretoporovnaním im priradený
h èísel dostaneme, ¾e na stená
hHEVa FGV (EFV a GHV ) je rovnaké èíslo. Oznaème ho z (t,obr. 29).Porovnávaním èísel príslu¹ný
h vr
holom A a E (majúspoloèné steny EABF a EADH) ïalej dostaneme, ¾e stenaABCD má èíslo s = z + t.Nakonie
 porovnajme vr
holy E a V (majú spoloèné steny EFV a HEV ).Dostaneme z + t = x+ y.Keï to v¹etko zhrnieme, zistíme, ¾e jednotlivé steny sú nutne oèíslované èíslami x



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória B 53(steny BCGF aDAEH), z (steny FGV a EHV ), s (stena ABCD), s�x (steny ABFEa CDHG), s� z (steny EFV a GHV ). A µahko sa presvedèíme, ¾e takéto oèíslovaniemá v¾dy po¾adovanú vlastnos» (v¹etkým vr
holom je priradené èíslo 2s).My poznáme ¹tyri r�zne èísla z deviati
h èísel x, x, z, z, s, s� x, s� x, s� z, s� z,teda ¹tyri èísla z piati
h èísel x, z, s, s� x, s� z.a) Pokiaµ je neznáme piate èíslo s, tvoria známe èísla dve dvoji
e s rovnakým súètom:x+(s�x) = z+(s�z). Pre dané èísla tak máme jedinú mo¾nos» 25+57 = 32+50 = 82.Hµadané èísla sú potom 25, 32, 50, 57 a 82.b) Ak nie je piate neznáme èíslo s, je jedno zo známy
h èísel (a to s) súètom ïal¹í
hdvo
h známy
h: s = x+(s�x), alebo s = z+(s� z). Pre dané èísla je jediná mo¾nos»:25 + 32 = 57. Potom je s = 57 a hµadanú päti
u tvoria èísla 7, 7, 25, 32 a 50.Odpoveï. Hµadané èísla sú buï 25, 32, 50, 57 a 82, alebo èísla 7, 7, 25, 32 a 50.E¹te naznaèíme, ako by mohol vyzera» èisto algebrai
ký prístup | rie¹ením deviati
hrovní
 o desiati
h neznámy
h.Kv�li prehµadnosti si musíme da» zále¾a» na oznaèení jednotlivý
h èísel napísaný
hna stená
h. Oznaème èísla na stená
h ABFE, BCGF , CDHG, DAEH, EFV , FGV ,GHV , HEV a ABCD postupne a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, b4, 
 a ne
h spoloèný súèetna stená
h pri ka¾dom vr
hole je s. Dostaneme tak nasledujú
i
h devä» rovní
:a1 + a2 + b1 + b2 = s; (F)a2 + a3 + b2 + b3 = s; (G)a3 + a4 + b3 + b4 = s; (H)a4 + a1 + b4 + b1 = s; (E)a1 + a2 + 
 = s; (B)a2 + a3 + 
 = s; (C)a3 + a4 + 
 = s; (D)a4 + a1 + 
 = s; (A)b1 + b2 + b3 + b4 = s: (V)Porovnaním rovní
 (B) a (C) máme a1 = a3. Porovnaním rovní
 (D) a (C) mámea2 = a4.Pomo
ou tý
hto vz»ahov ïalej dostaneme: porovnaním rovní
 (F) a (G) vyjde b1 == b3; porovnaním rovní
 (G) a (H) vyjde b2 = b4.To znamená, ¾e nám pre èísla a1, a2, b1, b2 a 
 ostali rovni
ea1 + a2 + b1 + b2 = s;a1 + a2 + 
 = s;b1 + b2 = 12s:Odtiaµ u¾ µahko dostaneme, ¾e 
 = a1 + a2 = b1 + b2 = 12s.



54 49. roèník matemati
kej olympiádyB { I { 6Podstatou rie¹enia sú nasledujú
e dve úlohy:A. Sú dané bodyK, L. Veïte nimi po rade rovnobe¾ky k, l, ak je daná i
h vzdialenos» d.B. Sú dané body K, L a priamka m. Veïte bodmi K, L po rade rovnobe¾ky k, l, ktoréna priamke m vytínajú úseèku danej då¾ky d.Rie¹enie úlohy A. Ne
h M je päta kolmi
e vedenej z bodu K na priamku l. V tro-juholníku KLM s pravým uhlom pri vr
holeM poznáme vr
holy K, L a då¾ku odvesnyjKM j = d, vr
hol M teda vieme zostroji» (ako prieseèník Talesovej kru¾ni
e t nadpriemerom KL s kru¾ni
ou {(K; d)). Potom ML je priamka l.Pokiaµ by sme po¾adovali diskusiu, vieme, ¾e poèet rie¹ení závisí na existen
iiprieseèníkov kru¾ní
 t a {:Pokiaµ jKLj < d, nemá úloha rie¹enie.Pokiaµ jKLj = d, má úloha jedno rie¹enie (kolmi
e na KL).Pokiaµ jKLj > d, majú kru¾ni
e k a t dva prieseèníky, tak úloha má dve rie¹enia.K
LMd

k
l�Obr. 30

K
LMd d

kn
m l
�Obr. 31Rie¹enie úlohy B. Veïme bodom K rovnobe¾ku n s priamkou m a oznaème Mjej prieseèník s priamkou l. Potom jKM j = d, tak¾e kon¹truk
ia bodu M je zrejmá.Priamka l je potom urèená bodmi L a M .Pokiaµ by sme po¾adovali diskusiu, µahko zistíme, ¾e na priamke n existujú dvabody M po¾adovaný
h vlastností, a poèet rie¹ení závisí na tom, èi M = L.Pokiaµ súèasne neplatí, ¾e KL je rovnobe¾ná s m a jKLj = d, má úloha dve rie¹enia.Pokiaµ je KL rovnobe¾ná s m a jKLj = d, vznikne pre jednu z mo¾ný
h pol�hbodu M v pred
hádzajú
om prípade nekoneène mnoho rie¹ení (za priamku l m�¾emevzia» µubovoµnú priamku pre
hádzajú
u bodom L).Rie¹enie p�vodnej úlohy. Z obsahu rovnobe¾níka ABCD a då¾ky strany AB µahkovypoèítame vý¹ku v na stranu AB: je v = 8
m2 : 2 
m = 4
m. Odtiaµ vyplýva,¾e vzdialenos» rovnobe¾iek AB a CD je 4 
m, prièom poznáme bod X priamky ABa bod Z priamky CD. Podµa úlohy A teda vieme zostroji» priamky AB a CD.V polohe, ktorá je daná, má táto èas» dve rie¹enia.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória B 55Keï u¾ máme priamkuAB, sú AD a BC dve neznáme rovnobe¾ky, ktoré pre
hádzajúdanými bodmi T a Y a na (známej) priamke AB vytínajú úseèku danej då¾ky jABj == 2 
m. Preto m�¾eme rovnobe¾ky AD a BC zostroji» na základe úlohy B.Je zrejmé, ¾e ¹pe
iálna poloha daný
h bodov X, Y , Z a T nemá na postup rie¹eniavplyv, zaruèuje nám v¹ak µahkú diskusiu ohµadom poètu rie¹ení. Pre obidve polohypriamky AB má úloha v danej situá
ii dve rie¹enia. Tým je rovnobe¾ník ABCDzostrojený. (Priamkami AB, BC, CD a AD sú vr
holy A, B, C, D urèené.) Úlohamá 4 rie¹enia.

TX Y

ZA1
B1

C1
D1A2

B2 C2
D2A3 B3

C3D3
A4B4C4 D4 �
Obr. 32B { S { 1Uva¾ovaná funk
ia f je po èastia
h lineárna, preto je ohranièená na ka¾dom ohranièenomintervale. Staèí teda funk
iu f vy¹etri» zvlá¹» pre x 5 min(1; b) a zvlá¹» pre x == max(1; b), keï majú oba výrazy v absolútny
h hodnotá
h rovnaké znamienko.a) Ak je x 5 min(1; b), jef(x) = a(1� x) + b(x� 3) + b� x+ x� 1 = (b� a)x� 2b+ a� 1:Funk
ia f bude na tomto intervale ohranièená práve vtedy, keï tu bude kon¹tantná,t.j. práve vtedy, keï a = b.a) Ak je x = max(1; b), jef(x) = a(x� 1) + b(x� 3) + x� b+ x� 1 = (a+ b+ 2)x� a+ 4b� 1:



56 49. roèník matemati
kej olympiádyFunk
ia f bude na tomto intervale ohranièená práve vtedy, keï tu bude kon¹tantná,t.j. práve vtedy, keï a+ b = �2.Spojením obo
h podmienok dostávame, ¾e funk
ia f bude ohranièená práve vtedy,keï bude ohranièená na obo
h uvedený
h neohranièený
h intervalo
h, t.j. práve keïa = b = �1. Pre funk
iu f potom dostaneme vyjadrenief(x) = jx+ 1j � jx� 1j+ 2:Jej graf vidíme na obr. 33.

O x
y

�1 124�Obr. 33
X Y ZS

A
B

CO
U

kl
{�

Obr. 34B { S { 2Predpokladajme, ¾e trojuholník ABC je rie¹ením úlohy. Z daného poradia bodov X,S, Y , Z na jednej priamke a z toho, ¾e bod S je vnútorným bodom trojuholníka ABC,vyplýva, ¾e body X a Y sú vnútornými bodmi príslu¹ný
h strán AC a AB, zatiaµ èobod Z musí le¾a» na polpriamke opaènej k polpriamke BC. Vr
hol C neznámeho tro-juholníka ABC budeme hµada» len v jednej z polrovín urèený
h priamkou XZ, preto¾eku ka¾dému rie¹eniu existuje rie¹enie súmerne zdru¾ené podµa osi XZ.Vr
hol C trojuholníka ABC je vr
holom pravého uhla XCZ (obr. 34), le¾í teda naTálesovej kru¾ni
i k nad priemerom XZ. Preto¾e bod S je stredom kru¾ni
e vpísanejtrojuholníku ABC, le¾í na osi pravého uhla, tak¾e j<)SCXj = 45Æ a vr
hol C le¾ízároveò na oblúku kru¾ni
e l urèenej tetivou SX a obvodovým uhlom 45Æ. (Vzhµadomna uvedenú súmernos» staèí uva¾ova» len ten z dvo
h súmerný
h oblúkov, ktorý le¾í vozvolenej polrovine.) Odtiaµ u¾ vyplýva kon¹truk
ia trojuholníka ABC:1. zostrojíme kru¾ni
u k nad priemerom XZ;2. v jednej z polrovín urèený
h priamkou XZ zostrojíme vr
hol O rovnoramennéhopravouhlého trojuholníka XSO, j<)SOXj = 90Æ, a v tej istej polrovine narysujemeoblúk SX kru¾ni
e l(O; jOSj);3. vr
hol C = k \ _SX, C 6= X;



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória B 574. zostrojíme kru¾ni
u {(S; %), kde % je vzdialenos» bodu S od priamky CX (polomerkru¾ni
e vpísanej trojuholníku ABC);5. bodom Y vedieme dotyèni
u t ku kru¾ni
i { tak, aby jej bod dotyku le¾al v polrovineopaènej k polrovine XZC;6. vr
holy A, B dostaneme ako prieseèníky priamky t s priamkami XC, resp. ZC.Z popísanej kon¹truk
ie je zrejmé, ¾e pre bod S le¾ia
i medzi bodmi X a Z majúkru¾ni
e k a l práve jeden prieseèník r�zny od bodu X. Aby sme mohli zostroji»dotyèni
u t, musí bod Y le¾a» mimo kruhu ohranièeného kru¾ni
ou {, musí by» tedajSY j = %. Aby existoval prieseèník dotyèni
e t s priamkou XC vnútri uhla XCZ, musíby» dokon
a jY Sj > jXSj > %. V na¹om prípade je to splnené a úloha má dve zhodnérie¹enia súmerne zdru¾ené podµa osi XZ.Úlohu by sme rie¹ili rovnako, aj keby dané body X, S, Y , Z nele¾ali na jednejpriamke.Poznámka. Bod C m�¾eme zostroji» aj iným postupom. Preto¾e body X a Z le¾iapo rade na polpriamka
h CA a CB, je pravý uhol XCZ toto¾ný s pravým uhlom ACB.Os tohoto uhla pre
hádza stredom S kru¾ni
e vpísanej trojuholníku ABC; zároveò tátoos pretne kru¾ni
u k opísanú trojuholníku XCZ v takom bode U 6= C, ¾e tetivy XUa UZ sú zhodné (tieto tetivy toti¾ z bodu C vidie» pod rovnakým uhlom (45 stupòov),obr. 0). Preto (bez toho, aby sme poznali bod C) m�¾eme bod U zostroji» ako stredoblúka XZ kru¾ni
e k (oblúky XU a UZ sú teda ¹tvr»kru¾ni
e). Bod C potom urèímeako prieseèník kru¾ni
e k s polpriamkou US.B { S { 3V danom výraze sa pravidelne striedajú plusy a mínusy, prièom nepárne èísla majúznamienko plus a párne mínus. Zrejme musí ka¾dá dvoji
a odpovedajú
i
h si zátvoriekobsahova» práve tri po sebe idú
e èísla. Ak umiestnime µavú zátvorku medzi plusa príslu¹né nepárne èíslo, nemajú zátvorky na hodnotu výrazu ¾iadny vplyv. Zaujímavýje teda len prípad, keï µavú zátvorku dáme medzi mínus a nasledujú
e párne èíslo, èozmení výsledné znamienko druhého a tretieho èísla v zátvorká
h. Ak je spomenuté párneèíslo 2k (1 5 k 5 49), dostaneme miesto p�vodného súètu �2k + (2k+ 1)� (2k+ 2) == �2k � 1 súèet ��2k + (2k + 1)� (2k + 2)� = �2k � (2k + 1) + (2k + 2) = �2k + 1.Vidíme teda, ¾e pridaním jedného páru zátvoriek popísaným sp�sobom zväè¹íme 
elkovúhodnotu výrazu o 2 bez ohµadu na to, ktorú troji
u po sebe idú
i
h èísel zaèínajú
upárnym èíslom zvolíme. Zároveò je jasné, ¾e takto umiestnený pár zátvoriek obsahujeïal¹ie párne èíslo (okrem èísla 2k e¹te 2k+2), ktoré u¾ nebudeme m�
» pre umiestneniezátvorky vyu¾i». (Nebudeme teda zbytoène rozmiestòova» zátvorky pred nepárne èísla,preto¾e by sme sa zbavili ïal¹ieho párneho èísla, pred ktoré m�¾eme umiestni» µavúz dvoji
e zátvoriek, ktoré by mali vplyv na hodnotu daného výrazu.)Daný výraz obsahuje spolu 50 párny
h èísel. M�¾eme teda vybra» nanajvý¹ 25 dvojí
po sebe idú
i
h párny
h èísel, ktoré obklopíme zátvorkami. Tomu zodpovedá 26 r�zny
hhodn�t daného výrazu s k dvoji
ami zátvoriek, kde 0 5 k 5 25. Príslu¹né hodnoty sú�50, �48, �46, : : : , �4, �2, 0 (najmen¹ia hodnota je 1� 2+ 3� 4+ 5� 6+ : : :+99�� 100 = �50, najväè¹ia 1� (2 + 3� 4) + 5� (6 + 7� 8) + : : :� (98 + 99� 100) = 0).



58 49. roèník matemati
kej olympiádyB { II { 1Ak oznaèíme pre dané reálne 
f
(x) = 
jx+ 
+ 14j+ 8jx� 
+ 2j � (
2 + 
� 8)(x+ 2)zodpovedajú
u po èastia
h lineárnu funk
iu, je zrejmé, ¾e rovni
a f
(x) = 0 budema» nekoneène veµa 
eloèíselný
h rie¹ení práve vtedy, keï bude funk
ia f
 identi
kyrovná nule na niektorom z nekoneèný
h intervalov (�1;min(
� 2;�
� 14)i alebohmax(
� 2;�
� 14);1). Vy¹etríme postupne obidve mo¾nosti.a) Ne
h x 5 min(
� 2;�
� 14), pre také x platíf
(x) = �
(x+ 
+ 14)� 8(x� 
+ 2)� (
2 + 
� 8)(x+ 2) == �
(2 + 
)x� 3
2 � 8
 = �
�x(
+ 2) + 3
+ 8�:Na tomto intervale bude funk
ia f
 identi
ky rovná nule práve vtedy, keï 
 = 0 (sústava
+ 2 = 0, 3
+ 8 = 0 nemá ¾iadne rie¹enie).b) Ne
h x = max(
� 2;�
� 14), pre také x platíf
(x) = 
(x+ 
+ 14) + 8(x� 
+ 2)� (
2 + 
� 8)(x+ 2) == (16� 
2)x� 
2 + 4
+ 32:Na tomto intervale bude funk
ia f
 identi
ky rovná nule práve vtedy, keï bude súèasneplati» 
2 = 16 a 
2 � 4
 � 32 = 0. Dosadením 
2 = 16 do druhej rovni
e vy
hádza
 = �4, èo je zrejme jediné rie¹enie obo
h rovní
.Záver. Daná rovni
a má v obore 
elý
h èísel nekoneène veµa rie¹ení práve vtedy, keï
 = 0 alebo 
 = �4 (v prvom prípade rovni
i vyhovujú v¹etky 
elé èísla x 5 �14,v druhom potom v¹etky 
elé èísla x = �6).B { II { 2

A B CD
V

E F GH
	Obr. 35

Oznaème A, B, C, D, E, F , G, H vr
holy spomínanej ko
kya V vr
hol prilepeného ihlana (obr. 35). Èísla napísané naboèný
h stená
h ABFE, BCGF , CDHG, DAEH oznaèmepostupne a1, a2, a3 a a4, èísla na boèný
h stená
h EFV ,FGV , GHV a HEV prilepeného ihlana oznaème po rade b1,b2, b3 a b4, èíslo na podstave ABCD oznaème 
. Ïalej oznaèmes uvedený spoloèný súèet.Porovnaním súètov príslu¹ia
i
h stenám EFV a GHVdostaneme rovnos» a1 = a3, analogi
ky pre ïal¹iu dvoji
ustien vyjde a2 = a4. Porovnaním súètov príslu¹ia
i
h stenámABFE a CDHG vyjde b1 = b3 a analogi
ky pre ïal¹iu takúdvoji
u stien b2 = b4. Porovnaním súètov príslu¹ia
i
h stenámCDHG a HEV dostaneme rovnos» b1 = 
 + a2 a analogi
kypre dvoji
u stien DAEH a GHV rovnos» b2 = 
+ a1. Porov-naním súètov dvo
h susedný
h stien ko
ky vy
hádza a2+ a4+ b1 = a1+ a3+ b2, alebo2a2+ b1 = 2a1+ b2, èo dosadením z posledný
h dvo
h získaný
h rovností dáva rovnos»a2 = a1, a teda tie¾ b2 = b1 = 
+ a1. Preto m�¾eme písa» a1 = a2 = a3 = a4 = a, b1 == b2 = b3 = b4 = b = a+
 a z rovnosti súètov príslu¹ia
i
h podstave a jednej z boèný
h



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória B 59stien ko
ky vy
hádza 4a = 2a+ b + 
 = 3a+ 2
, tak¾e a = 2
, b = 3
 a 
elkový súèetv¹etký
h èísel je 
+ 4a+ 4b = 21
. Z rovni
e 21
 = 3003 vyplýva 
 = 143. Na stená
hdevä»stena sú napísané èísla 143, 286 (¹tyrikrát) a 429 (¹tyrikrát).Poznámka. Úlohu je mo¾né rie¹i» aj vypísaním a následným rie¹ením sústavy desia-ti
h lineárny
h rovní
 pre devä» neznámy
h èísel zapísaný
h na stená
h telesa a desiatouneznámou rovnou 
elému súètu. B { II { 3Oznaème S stred strany AB a T bod dotyku polkru¾ni
e k so stranou CD. Ak je ABzákladòou daného li
hobe¾níka, je CD k AB a jABj+ jBCj+ jCT j = 2jABj = 16 
m(obr. 36). Oznaème A1 kolmý priemet vr
hola A na priamku CD. Preto¾e jTDj+jDAj == 28 
m-16 
m=12 
m > jAA1j + jA1T j = 8 
m, le¾í vr
hol D na polpriamke TA1 zabodom A1. Oznaème veµkos» jA1Dj = x 
m, jDAj = d 
m. Pre èísla x, d dostávamesústavu rovní
 d+ x = 8, d2 = x2+42 (Pytagorova veta pre trojuholník AA1D), ktorúµahko upravíme na tvar d+x = 8, (d�x)(d+x) = 16, t.j. d+x = 8, d�x = 2. Sústavamá jediné rie¹enie d = 5, x = 3. Zvy¹né strany daného li
hobe¾níka majú teda veµkosti4 
m, 11 
m a 5 
m.
A1

S
T

A B
CD xd k
Obr. 36 S

T
A B

C
D dd

b b jb� djk
�Obr. 37Ak je AB ramenom daného li
hobe¾níka ABCD, je AB ? BC k AD (obr. 37), tak¾eobidve základne BC a AD sa dotýkajú polkru¾ni
e k v zodpovedajú
i
h vr
holo
h Ba A. Oznaème b zhodné úseky dotyèní
 z vr
holu C ku k a d zhodné úseky dotyèní
z vr
holu D k polkru¾ni
i k. Zo znalosti obvodu tak dostávame (v 
entimetro
h) rovnos»28 = 8 + 2b + 2d, alebo b + d = 10. Z rovnobe¾nosti BC k AD vyplýva jb � dj == p(b+ d)2 � 82 = 6. Vzhµadom na súmernos» podµa osi danej polkru¾ni
e k staèíuva¾ova» len jednu z mo¾ností, napr. b > d. Sústava b + d = 10, b � d = 6 má jedinérie¹enie b = 8, d = 2, tak¾e ostávajú
e strany daného li
hobe¾níka majú v tomto prípadeveµkosti 8 
m, 10 
m a 2 
m, èo platí aj v prípade b < d.



60 49. roèník matemati
kej olympiádyB { II { 4Podµa zadania poznáme priamku KN , na ktorej le¾í vý¹ka va. Preto¾e vý¹ka vb jesúmerne zdru¾ená s va podµa osi základne AB hµadaného rovnoramenného trojuholníkaABC, na ktorej zároveò le¾í jeho tretia vý¹ka v
, pokúsime sa nájs» prieseèník V tý
htový¹ok. Ten má tú vlastnos», ¾e bod L le¾í na priamke súmerne zdru¾enej s va = KNpodµa VM = v
 (obr. 38). Keï bod V nájdeme, budeme zároveò pozna» polohu v¹etký
htro
h vý¹ok trojuholníka ABC, tak¾e a¾ na podobnos» m�¾eme zostroji» aj hµadanýtrojuholník ABC.

A B
C
V va = KNvb 3 L

v
 3M�Obr. 38 L M
NKV vak


Obr. 39Predpokladajme, ¾e bod V na priamke KN má po¾adovanú vlastnos» (obr. 39).Zo súmernosti priamok V L a V N podµa VM vyplýva rovnos» vyznaèený
h uhlovs vr
holom V . Z rovnobe¾nosti priamok KN a LM dostávame, ¾e rovnakú veµkos»má aj uhol LMV , tak¾e trojuholník MV L je rovnoramenný so základòou MV . Je tedajLV j = jLM j a bod V nájdeme ako prieseèník priamky KN s kru¾ni
ou k = (L; jLM j).Preto¾e podµa predpokladu je jKLj < jKN j = jLM j, existujú také prieseèníky dva.Teraz dokonèíme kon¹truk
iu trojuholníka ABC. Najprv zostrojíme pomo
ný troju-holník A0B0C 0, ktorý bude rovnoµahlý s hµadaným trojuholníkom ABC, a to tak, ¾e napriamke KN µubovoµne zvolíme bod A0 6= V (na obr. 40 je ako bod A0 zvolený danývr
hol K), zostrojíme bod B0 súmerne zdru¾ený s bodom A0 podµa VM a vr
hol C 0,v ktorom kolmi
a na B0V vedená bodom A0 pretne priamku VM . Preto¾e má plati»jABj = jKLj, trojuholník ABC zostrojíme pou¾itím tej rovnoµahlosti so stredom V ,ktorá známu úseèku A0B0 prevedie na hµadanú úseèku AB danej då¾ky jKLj (takérovnoµahlosti sú dve). Pre ka¾dý z mo¾ný
h bodov V tak bude ma» úloha dve rie¹enia(na obr. 40 trojuholníky A1B1C1 a A2B2C2, na obr. 41 trojuholníky A3B3C3 a A4B4C4)stredovo súmerné podµa príslu¹ného prieseèníka vý¹ok.
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62 49. roèník matemati
kej olympiádyKategória AA { I { 1Vzhµadom na to, ¾e rovni
a P �Q(x)� = 0 má reálny koreò, má kvadrati
ká rovni
aP (x) = 0 dva reálne korene r1, r2 (nevyluèujeme, ¾e r1 = r2). Mnohoèlen P �Q(x)�mo¾no preto zapísa» v tvareP �Q(x)� = a�Q(x)� r1��Q(x)� r2�;kde a je reálne èíslo a 6= 0. Rovni
a P �Q(x)� = 0 má podµa zadania ¹tyri reálnekorene, preto ka¾dá z kvadrati
ký
h rovní
 Q(x)� r1 = 0, Q(x)� r2 = 0 musí ma» dvareálne korene. Z Vi�etový
h vz»ahov vyplýva, ¾e súèet koreòov v obo
h kvadrati
ký
hrovni
ia
h je rovnaký, lebo obidve rovni
e majú rovnaký koe�
ient pri lineárnom èlene.Pritom tri zo ¹tyro
h reálny
h koreòov obo
h kvadrati
ký
h rovní
 Q(x) � r1 = 0,Q(x) � r2 = 0 sú podµa zadania èísla �22, 7, 13, ¹tvrtý koreò oznaème q. Ïalej m�¾enasta» jedna z tro
h mo¾ností:(i) Jedna z kvadrati
ký
h rovní
 má korene �22, 7, druhá má korene 13 a q. Potomplatí �22 + 7 = 13 + q, teda q = �28.(ii) Jedna z kvadrati
ký
h rovní
 má korene �22, 13, druhá má korene 7 a q. Potomplatí �22 + 13 = 7 + q, teda q = �16.(iii) Jedna z kvadrati
ký
h rovní
 má korene 13, 7, druhá má korene �22 a q. Potomplatí 13 + 7 = �22 + q, teda q = 42.Je zrejmé, ¾e v ka¾dom z prípadov (i), (ii), (iii) existujú príslu¹né kvadrati
kétrojèleny P (x) a Q(x). Ak má ma» jedna z kvadrati
ký
h rovní
 Q(x)� r1 = 0, Q(x)�� r2 = 0 korene �22, 7 a druhá 13, �28, polo¾íme Q(x) = x2 + 15x, r1 = (�22) � 7 == �154, r2 = 13 � (�28) = �364, P (x) = (x + 154)(x + 364) = x2 + 518x + 56 056.Obdobne mo¾no postupova» v zvy¹ný
h prípado
h.©tvrtým koreòom rovni
e P �Q(x)� = 0 m�¾e by» ktorékoµvek z èísel �28, �16, 42.Iné rie¹enie. Úvahy o koe�
iente pri lineárnom èlene s vyu¾itím Vi�etový
h vz»ahovmo¾no nahradi» nasledujú
ou úvahou o grafo
h kvadrati
ký
h funk
ií.Preto¾e grafy kvadrati
ký
h funk
ií f1 : y = Q(x) � r1 a f2 : y = Q(x) � r2 majúspoloènú os súmernosti, a pritom existujú ¹tyri reálne korene rovni
e P (Q(x)) = 0, sútieto korene na osi x po dvo
h stredovo súmerné podµa prieseèníka osi súmernosti grafovobo
h funk
ií f1 a f2 s osou x. Vzhµadom k polohe daný
h tro
h koreòov na osi x mo¾noïalej uva¾ova» tri mo¾nosti { rovnako ako v pred
hádzajú
om rie¹ení. Napríklad(i) Stred súmernosti je �7;5 = �22+72 . ©tvrtý koreò le¾í potom na osi x a je obrazom èísla13 v stredovej súmernosti podµa stredu v bode �7;5. ©tvrtým hµadaným koreòom jeteda èíslo �28.Podobne mo¾no postupova» vo zvy¹ný
h dvo
h prípado
h. Takýmto postupomdospejeme k rovnakému výsledku.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória A 63A { I { 2Uva¾ujme vnútorný bod K strany BC trojuholníka ABC taký, ¾e kru¾ni
e vpísanétrojuholníkom BKA a CKA majú vonkaj¹í dotyk v bode D. Ne
h ïalej (pri obvyklomoznaèení då¾ok strán trojuholníka ABC) platí oznaèenie podµa obrázku 42, t.j.jADbj = jAD
j = x; jBD
j = y; jCDbj = z; jBKj = y + u; jCKj = z + u:A

B CKy u u zy
x x

u
x

zD DbD
�Obr. 42Z predo¹lého obrázku µahko vidíme, ¾e platí nasledujú
a sústava rovní
y + z = a� 2u;z + x = b;x+ y = 
:Jednodu
hou úpravou odtiaµ dostávame 2y + 2u = a � b + 
 (analogi
ky vyjadríme2z + 2u), a teda platí jBKj = y + u = 12(a� b+ 
) = s� b;jCKj = z + u = 12(a+ b� 
) = s� 
;kde 2s = a+b+
. To oznaèuje (pozri prvú návodnú úlohu), ¾e bod K je bodom dotykukru¾ni
e vpísanej trojuholníku ABC so stranou BC. Pre body L a M platia (vyu¾itímanalogi
kého postupu) nasledujú
e vz»ahy:jCLj = s� 
; jALj = s� a; jAM j = s� a; jBM j = s� b:



64 49. roèník matemati
kej olympiádyZ predo¹lý
h rovností u¾ bezprostredne vyplývajBKj � jCLj � jAM j = (s� a)(s� b)(s� 
) = jCKj � jALj � jBM j:Tým je d�kaz ukonèený. A { I { 3Z textu úlohy vyplýva, ¾e neznáme x, y, z sú kladné èísla. Preto m�¾eme danú sústavuupravi» do nasledujú
eho tvaru�px+py +pz = apx;px�py +pz = bpy ;px+py �pz = 
pz :Ak po dvoji
ia
h sèítame jednotlivé rovni
e predo¹lej sústavy, dostaneme tak sústavubpy + 
pz = 2px;
pz + apx = 2py;apx + bpy = 2pz:Ïalej po µahkej úprave bpz + 
py = 2pxyz;
px+ apz = 2pxyz;apy + bpx = 2pxyz:Odèítaním prvej a tretej, resp. druhej a tretej, rovni
e poslednej sústavy ïalej získamebpz + (
� a)py = bpx;apz � apy = (b� 
)px:Obe strany prvej rovni
e pred
hádzajú
ej sústavy vynásobíme èíslom a, obe stranydruhej rovni
e potom vynásobíme èíslom �b. Po sèítaní obidvo
h takto upravený
hrovní
, dostaneme a(b+ 
� a)py = b(
+ a� b)px;podobným sp�sobom dostaneme tie¾a(b+ 
� a)pz = 
(a+ b� 
)px:



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória A 65Ak by pre kladné èísla a, b, 
, platil vz»ah b + 
 � a = 0, potom z predo¹lý
h dvo
hrovní
 vyplýva, ¾e tie¾ a + b � 
 = 0, 
 + a � b = 0. Potom v¹ak a = b = 
 = 0, èov¹ak nie je mo¾né. Je teda b+ 
�a 6= 0. Z poslednej dvoji
e rovní
 vyjadríme py a pzpomo
ou px nasledujú
im sp�sobom:py = b(
+ a� b)a(b+ 
� a)px;pz = 
(a+ b� 
)a(b+ 
� a)px:Odtiaµ sa µahko sa vidí, ¾e výrazy b+ 
� a, 
+ a� b, a+ b� 
 sú súèasne v¹etky kladnéalebo v¹etky záporné. Po dosadení py a pz do p�vodnej sústavy rovní
 získame (poúpravá
h) rie¹enie (x; y; z), kdex = a2(b+ 
� a)(
+ a� b)(a+ b� 
) ;y = b2(
+ a� b)(b+ 
� a)(a+ b� 
) ;z = 
2(a+ b� 
)(
+ a� b)(b+ 
� a) :Vzhµadom k tomu, ¾e k rie¹eniu sústavy rovní
 sme dospeli výhradne po ekvivalentný
húpravá
h, nie je potrebné robi» skú¹ku správnosti.Sústava má pritom vy¹¹ie uvedené rie¹enie v obore kladný
h èísel práve vtedy, keïsúèasne platia nasledujú
e podmienky b + 
 � a > 0, 
 + a � b > 0, a+ b� 
 > 0, t.j.práve vtedy, keï kladné èísla a, b, 
 sú då¾kami strán trojuholníka.A { I { 4Ne
h AsBsCs, kde s 2 f1; 2; : : : ; 1999g, sú trojuholníky vyhovujú
e podmienkam úlohya (XY Z) ne
h oznaèuje polrovinu s hraniènou priamkou XY a vnútorným bodom Z.Ka¾dý z daný
h trojuholníkov AsBsCs je prienikom v¾dy tro
h polrovín (AsBsCs),(BsCsAs) a (CsAsBs), preto je (neprázdna) mno¾ina M prienikom 3 � 1 999 = 5 997taký
h polrovín. Vzhµadom k tomu, ¾e polroviny (AsBsCs), kde s 2 f1; 2; : : : ; 1999g,sa navzájom lí¹ia len posunutím, je i
h prienikom polrovina (AiBiCi), kde i je pevnýindex z mno¾iny f1; 2; : : : ; 1999g. Podobne prienikom v¹etký
h polrovín (BsCsAs) jeurèitá polrovina (BjCjAj) a prienikom v¹etký
h polrovín (CsAsBs) je urèitá polrovina(CkAkBk), kde j; k 2 f1; 2; : : : ; 1999g.Mno¾ina M je preto prienikom tro
h vy¹¹ie spomínaný
h polrovín (AiBiCi),(BjCjAj) a (CkAkBk), M je teda trojuholník ABC, kde A je prieseèník priamok AiBia CkAk, B je prieseèník priamok AiBi a BjCj a napokon C je prieseèník priamokBjCj a CkAk. Tento trojuholník je podobný v¹etkým trojuholníkom AsBsCs, prièompre pomer podobnosti � platí 0 < � 5 1. (Prípad A = B = C mo¾no podµa zadaniaúlohy vylúèi».)



66 49. roèník matemati
kej olympiádyVzhµadom k tomu, ¾e obsah trojuholníka ABC je �2, staèí dokáza», ¾e � = 13 .Oznaème v vý¹ku z vr
holu Ci na stranu AiBi v trojuholníku AiBiCi. Preto¾e priamkaAiBi je toto¾ná s priamkou AB, je vzdialenos» »a¾iska Ti trojuholníka AiBiCi od priam-ky AB rovná 13v. Podµa zadaní obsahuje mno¾ina M »a¾isko v¹etký
h trojuholníkovAsBsCs, musí teda obsahova» »a¾isko Ti trojuholníka AiBiCi.Vzdialenos» vr
holu C trojuholníka ABC od jeho strany AB je teda aspoò 13v.Porovnaním veµkostí vý¹ok z vr
holov Ci a C v podobný
h trojuholníko
h AiBiCia ABC dostávame u¾ priamo ¾iadanú nerovnos» � = 13 , t.j. �2 = 19 , èo sme 
h
elidokáza». A { I { 5Oznaème S(n) = f(1) + f(2) + : : :+ f(n):Zo zadania vyplýva S(1) = 1. Preto¾e f(n) = 1 pre v¹etky prirodzené èísla n, je S :: N ! N rastú
a funk
ia. Ak je n prirodzené èíslo tvaru n = 2k, kde k je prirodzené,urèíme súèet S(n) nasledujú
im sp�sobom: Poèet nepárny
h èísel, ktoré nie sú väè¹ieako n, je 2k�1. Ka¾dé nepárne èíslo sa na súète S(n) podieµa hodnotou 1. Poèet párny
hèísel, ktoré nie sú väè¹ie ako n, je tie¾ 2k�1, pritom ka¾dé párne èíslo sa na súète S(n)podieµa hodnotou minimálne 1. Ak je navia
 toto èíslo deliteµné ¹tyrmi, podieµa sa nasúète ïal¹ou 1. Ak je ïalej èíslo deliteµné �smimi, podieµa sa ïal¹ou 1, atï. (HodnotuS(n) tak tvoríme sèítaním hodn�t 1 "po vrstvá
h\). Spolu je tedaS(2k) = 2k�1 + 2k�1 + 2k�2 + : : :+ 2 + 1 = 2k�1 + 2k � 12� 1 == 2k + 2k�1 � 1 = 3 � 2k�1 � 1:Ne
h p je prirodzené èíslo, ktoré sa dá zapísa» v tvare p = 2ms, kde m je 
elénezáporné èíslo a s nepárne prirodzené èíslo. Ne
h k je prirodzené èíslo také, ¾e p < 2k(teda m < k), a ne
h l je nepárne prirodzené èíslo. Potomf(2kl + p) = f(2kl+ 2ms) = f�2m(2k�ml + s)�:Èíslo 2k�ml + s je nepárne, preto f�2m(2k�ml + s)� = f(2ms) = f(p). Spolu tedadostávame f(2kl + p) = f(p).Ak sú k, m nezáporné 
elé èísla, k > m, a l nepárne èíslo, platí podµa pred
hádza-jú
eho odstav
aS(2kl + 2m) = f(1) + f(2) + : : :+ f(2kl) + f(2kl + 1) + f(2kl + 2) + : : :++ f(2kl+ 2m) == f(1) + f(2) + : : :+ f(2kl) + f(1) + f(2) + : : :+ f(2m) == S(2kl) + S(2m):



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória A 67A odtiaµ u¾ matemati
kou induk
iou µahko doká¾eme, ¾e ak sú k1 > k2 > : : : > kinezáporné 
elé èísla, potom platíS(2k1 + 2k2 + : : :+ 2ki) = S(2k1) + S(2k2) + : : :+ S(2ki):Najväè¹ie nezáporné 
elé èíslo k1 také, ¾e 3 �2k1�1�1 = S(2k1) 5 123 456, je k1 = 16.Pritom S(216) = 98 303.Najväè¹ie nezáporné 
elé èíslo k2 také, ¾e 3 �2k2�1�1 = S(2k2) 5 123 456�98 303 == 25 153, je k2 = 14. Pritom S(214) = 24 575.Najväè¹ie nezáporné 
elé èíslo k3 také, ¾e 3 � 2k3�1 � 1 = S(2k3) 5 25 153� 24 575 == 578, je k3 = 8. Pritom S(28) = 383.Najväè¹ie nezáporné 
elé èíslo k4 také, ¾e 3 � 2k4�1 � 1 = S(2k4) 5 578� 383 = 195,je k4 = 7. Pritom S(27) = 191.Najväè¹ie nezáporné 
elé èíslo k5 také, ¾e 3 � 2k5�1 � 1 = S(2k5) 5 195� 191 = 4, jek5 = 1. Pritom S(21) = 2.Najväè¹ie nezáporné 
elé èíslo k6 také, ¾e S(2k6) 5 4 � 2 = 2, je k6 = 0. PritomS(20) = 1.Teda S(82 307) = S(216 + 214 + 28 + 27 + 2 + 1) == S(216) + S(214) + S(28) + S(27) + S(2) + S(1) == 123 455 5 123 456:Pritom S(82 308) = S(82 307) + f(82 308) = 123 455 + 2 = 123 457 > 123 456.Najväè¹ie prirodzené èíslo n, pre ktoré platí S(n) 5 123 456 je n = 82 307.Iné rie¹enie. Na základe úvahy o sèítaní hodn�t "po vrstvá
h\ (ako v predo¹lomrie¹ení) zistíme, ¾e S(n) = n+ jn4 k+ jn8 k+ j n16k+ : : : :Pritom br
 znamená 
elú èas» reálneho èísla r, èo je najväè¹ie 
elé èíslo, ktoré nie jeväè¹ie ako r.Preto¾e pre ka¾dé reálne èíslo r platí br
 5 r, platí tie¾S(n) 5 n+ n4 + n8 + : : : = n2 + n2 �1 + 12 + 14 + : : :� = n2 + n = 3n2 :Najväè¹ie prirodzené èíslo n pre ktoré platí, ¾e 3n2 5 123456, je n = 82 304. PritomS(82 304) = 82 304 + �82 3044 �+ �82 3048 �+ �82 30416 �+ : : :++ �82 30465 536�+ � 82 304131 072�+ : : : == 82 304 + 20 576 + 10 288 + 5 144 + 2 572 + 1 286 + 643 ++ 321 + 160 + 80 + 40 + 20 + 10 + 5 + 2 + 1 + 0 + 0 + : : : == 123 452:



68 49. roèník matemati
kej olympiádyÏalej S(82 305) = S(82 304) + f(82 305) = 123 452 + 1 = 123 453;S(82 306) = S(82 305) + f(82 306) = 123 453 + 1 = 123 454;S(82 307) = S(82 306) + f(82 307) = 123 454 + 1 = 123 455;S(82 308) = S(82 307) + f(82 308) = 123 455 + 2 = 123 457:Najväè¹ie prirodzené èíslo n, pre ktoré S(n) 5 123 456, je teda n = 82 307.A { I { 6Priamka AB je prieseèni
ou roviny ABV s rovinou podstavy ABCD ¹tvorbokéhoihlana ABCDV . Podobne priamka CD je prieseèni
ou roviny CDV s rovinou podstavyABCD uva¾ovaného ihlana. Vzhµadom k tomu, ¾e obidve prieseèni
e sú podµa zadaniarovnobe¾né, je rovnako prieseèni
a s rovín ABV a CDV s nimi rovnobe¾ná (obr. 43).Rovina kolmá na priamku s, pre
hádzajú
a vr
holom V daného ihlana, pretína priamkyAB, CD po rade v bodo
h P , Q, ktoré sú pätami vý¹ok z vr
holu V po rade na stranyAB, CD v trojuholníko
h ABV , CDV . Roviny ABV a CDV sú podµa zadania navzájomkolmé, trojuholník PQV má preto pravý uhol pri vr
hole V . PätaM vý¹ky z vr
holu Vna preponu PQ je pritom toto¾ná s pätou telesovej vý¹ky z vr
holu V ihlana ABCDV .Pre polohu bodov P a Q na priamke AB, resp. CD, je ïalej potrebné rozlí¹i» tri prípady:(i) Obidva body P a Q le¾ia na odpovedajú
i
h hraná
h AB, CD.(ii) Jeden z bodov P , Q le¾í na odpovedajú
ej hrane, druhý na predå¾ení odpovedajú
ejhrany.(iii) ®iadny z bodov P , Q nele¾í na odpovedajú
ej hrane.

A B
CD

P
Q

V

Mx y
u zp

q s

�Obr. 43Doká¾eme ïalej nerovnos» z textu úlohy pre prípad (i). Zaveïme oznaèenie v zhode



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória A 69s obrázkom 43, t.j.jAP j = x; jBP j = y; jCQj = z; jDQj = u; jV P j = p; jV Qj = q:Vyu¾itím Pytagorovej vety v pravouhlý
h trojuholníko
h APV , BPV , CQV , DQVa PQV dostávame postupne vz»ahy:jAV j2 = x2 + p2; jBV j2 = y2 + p2; jCV j2 = z2 + q2;jDV j2 = u2 + q2; jPQj2 = p2 + q2:Pre obsahy trojuholníkov ABV , CDV a PQV platia vzor
e2SABV = (x+ y)p; 2SCDV = (z + u)q; 2SPQV = pq:Ak dosadíme teraz za jAV j2, jBV j2, jCV j2, jDV j2, jPQj2 a 2SABV , 2SCDV , 2SPQV donerovnosti v texte úlohy, dostávame po jednodu
hej úpravex2 + y2 + z2 + u2 + p2 + q2 = xp+ yp+ zq + uq + pq:Teraz doká¾eme, ¾e predo¹lá nerovnos» platí pre µubovoµné nezáporné reálne èísla x,y, z, u a µubovoµné kladné èísla p, q. Vynásobením rozdielu µavej a pravej strany tejtonerovnosti èíslom 4 dostávame po úprave(4x2 � 4xp+ p2) + (4y2 � 4yp+ p2) + (4z2 � 4zq + q2) + (4u2 � 4uq + q2)++2(p2 � 2pq + q2) = (2x� p)2 + (2y � p)2 + (2z � q)2 + (2u� q)2 + 2(p� q)2 = 0:Vzhµadom k tomu, ¾e v¹etky prevedené úpravy boli ekvivalentné, platí tie¾ nerovnos»uvedená v texte úlohy, èo sme mali dokáza».Podobne mo¾no postupova» aj v prípado
h (ii) a (iii). Odli¹né je tu len vyjadreniehodn�t 2SABV a 2SCDV .Rovnos» m�¾e nasta» len v prípade (i), vo zvy¹ný
h dvo
h prípado
h je vylúèená.V prípade (i) pritom rovnos» nastáva práve vtedy, keï platí2x = 2y = 2z = 2u = p = q;t.j. práve vtedy, keï podstavou daného ¹tvorbokého ihlana ABCDV je obdå¾nik ABCD,päta M vý¹ky VM uva¾ovaného ihlana je prieseèníkom uhloprieèok AC a BD v ob-då¾niku ABCD a súèasne platíjABj : jBCj : jVM j = 4 : 2p2 :p2:A { S { 1Prvá rovni
a je splnená práve vtedy, keï platí x = y + p alebo x = y � p. Po dosadenído druhej rovni
e danej sústavy dostaneme po úprave v prvom prípade kvadrati
kúrovni
u 3py2 + 3p2y + p3 � 16 = 0;



70 49. roèník matemati
kej olympiádyv druhom prípade potom kvadrati
kú rovni
u3py2 � 3p2y + p3 + 16 = 0o neznámej y. Daná sústava rovní
 bude ma» práve jedno rie¹enie v obore reálny
hèísel, práve keï jedna z dvo
h predo¹lý
h kvadrati
ký
h rovní
 bude ma» jediný (dvoj-násobný) koreò a druhá z ni
h nebude ma» ¾iadny reálny koreò alebo bude ma» rovnakýdvojnásobný koreò ako rovni
a prvá (m�¾eme predpoklada», ¾e p 6= 0, preto¾e pre p = 0daná sústava zrejme nemá rie¹enie). Prvá kvadrati
ká rovni
a má diskriminant D1 == 3p(64 � p3), druhá má diskriminant D2 = �3p(64 + p3). Hµadáme teda tie p 6= 0,pre ktoré je jedno z èísel D1, D2 rovné nule a druhé záporné (prípad D1 = D2 = 0 prep 6= 0 toti¾ nenastane).Ak je D1 = 0, je p = 4 a D2 < 0. Pokiaµ D2 = 0, je p = �4 a D1 < 0. Hodnoty p = 4a p = �4 sú teda jediné, ktoré majú po¾adovanú vlastnos».Daná sústava rovní
 má pritom pre obe uvedené hodnoty parametra p jediné reálnerie¹enie (x; y) = (2;�2).Iné rie¹enie. Z prvej rovni
e máme jx � yj = jpj, z druhej rovni
e v¹ak vidíme, ¾ex3 > y3, èo je ekvivalentné s nerovnos»ou x > y (je x3 � y3 = (x � y)(x2 + xy + y2)a x2 + xy + y2 > 0 pre µubovoµné reálne x, y s výnimkou prípadu x = y = 0). Je tedax = y + jpj, jpj > 0. Po dosadení do druhej rovni
e sústavy (pre jednodu
hos» pí¹me qmiesto jpj) dostaneme pre y kvadrati
kú rovni
u3qy2 + 3q2y + q3 � 16 = 0s diskriminantom D(q) = 3q(64� q3) = 3q(4 � q)(16 + 4q + q2). Ak má daná sústavav obore reálny
h èísel jediné rie¹enie, je nutne diskriminant D(q) predo¹lej rovni
erovný 0, tj. musí plati» (4 � q)(16 + 4q + q2) = 0 (vieme, ¾e q = jpj > 0). Preto¾e preµubovoµné reálne q je 16 + 4q + q2 > 0, musí by» q = jpj = 4, tj. p = 4 alebo p = �4.Zároveò hneï dostávame, ¾e y = � 12q = �2 a x = y + 4 = 2.Daná sústava rovní
 má práve jedno reálne rie¹enie práve vtedy, keï p = 4 alebop = �4, a to (x; y) = (2;�2). A { S { 2Z rovnosti obsahov trojuholníkov AMU a KCU plynie rovnos» obsahov trojuholníkovAMC a AKC. Body K, M majú teda rovnakú vzdialenos» od priamky AC. Odtiaµplynie, ¾e CA k MK a ¹tvoruholník CAMK je teda li
hobe¾ník. Podobne doká¾eme,¾e ¹tvoruholník BCLM je tie¾ li
hobe¾ník, kde BC k LM . Trojuholníky AML a ABC,resp. BKM a BCA sú teda rovnoµahlé a platí (obr. 44)jALj = kb; jAM j = k
; jBM j = (1� k)
; jBKj = (1� k)aa ïalej jCKj = ka; jCLj = (1� k)b; kde k 2 (0; 1):
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h úloh, kategória A 71Pou¾itím C�evovej vety pre troji
u úseèiek AK, BL a CM , ktoré sa podµa textu úlohy

A B

C
K � K1L

M
UK2k
 (1� k)
(1� k)a

ka(1� k)b
kb�Obr. 44pretínajú v bode U , dostávamek
(1� k)
 � (1� k)aka � (1� k)bkb = 1:Odtiaµ plynie 1� kk = 1, èi¾e k = 12. Tieto úseèky sú teda »a¾ni
e a i
h prieseèník Uje »a¾iskom daného trojuholníka. Zo zhodnosti úseèiek AM a BM u¾ plynie rovnos»obsahov trojuholníkov AMU a BMU , teda rovnos» P = Q, èo sme mali dokáza».Iné rie¹enie (bez pou¾itia C�evovej vety). Rovnako ako v prvom rie¹ení uká¾eme, ¾eúseèky BC a LM sú rovnobe¾né, tak¾e si navzájom odpovedajú v istej rovnoµahlosti sostredom U a zároveò aj v istej rovnoµahlosti so stredom A. Oznaème K1, K2 po radestredy obo
h uva¾ovaný
h úseèiek. Vzhµadom k tomu, ¾e body K1, K2 si odpovedajúv obo
h zmienený
h rovnoµahlostia
h, le¾ia body A a U (stredy obo
h rovnoµahlostí)na priamke K1K2. Odtiaµ plynie, ¾e stred K1 strany BC le¾í na priamke AU , je tedatoto¾ný s bodom K z textu úlohy. Úseèka AK je teda »a¾ni
ou trojuholníka ABC.Podobne doká¾eme, ¾e aj úseèka BL je »a¾ni
ou daného trojuholníka. Bod U je tedajeho »a¾iskom. Záver je potom rovnaký ako v prvom rie¹ení.A { S { 3Uká¾eme, ¾e hµadaným najmen¹ím k je èíslo 1 001. Rozdeµme v¹etky èísla z mno¾inyf1; 2; 3; : : : ; 2 000g do 1 000 dvojí
f1; 666g; f2; 665g; f3; 664g; : : : ; f333; 334g;f667; 1334g; f668; 1 335g; f669; 1336g; : : : ; f1 333; 2 000g:
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kej olympiády(Èíslo 667 z textu úlohy je rovné súètu èísel ka¾dej dvoji
e v prvom riadku a rozdieluèísel ka¾dej dvoji
e v druhom riadku. V¹imnime si, ¾e skutoène ka¾dé z èísel1; 2; 3; : : : ; 2 000 je zastúpené práve v jednej dvoji
i.)Èíslo 1 001 má po¾adovanú vlastnos», preto¾e pokiaµ vyberieme µubovoµný
h 1 001èísel z mno¾iny f1; 2; 3; : : : ; 2 000g, budú medzi nimi obe èísla aspoò jednej z uvedený
hdvojí
 (máme vybraný
h 1 001 èísel, ale len 1 000 dvojí
). Súèet alebo rozdiel èíselv nájdenej dvoji
i je v¹ak 667.Teraz uká¾eme, ¾e ¾iadne èíslo k 5 1 000 po¾adovanú vlastnos» nemá. Staèí tozrejme ukáza» pre k = 1000: ak vyberieme 1 000 párny
h èísel 2; 4; 6; : : : ; 2 000, je súèetaj rozdiel µubovoµný
h dvo
h vybraný
h èísel párny, tak¾e sa nem�¾e rovna» nepárnemuèíslu 667. A { II { 1Oznaème Q(x) = x2 + 4x � 7, potom 0 = P �Q(1)� = P (�2). Odtiaµ vyplýva, ¾eP (x) = a(x+ 2)(x� p), kde a a p sú reálne èísla, a 6= 0. Je tedaP �Q(x)� = a(x2 + 4x� 7 + 2)(x2 + 4x� 7� p) == a(x� 1)(x+ 5)(x2 + 4x� 7� p):To znamená, ¾e koreòmi danej rovni
e sú okrem èísel 1 a �5 e¹te korene kvadrati
kejrovni
e x2 + 4x� 7� p = 0: (1)Preto¾e aspoò jeden z koreòov danej rovni
e má by» dvojnásobný, je buï aspoò jednoz èísel 1 a �5 koreòom rovni
e (1), alebo má táto rovni
a sama dvojnásobný koreò.Pritom z tvaru rovni
e (1) vyplýva, ¾e súèet jej koreòov je �4 (èíslo opaèné ku koe�-
ientu pri lineárnom èlene), tak¾e táto rovni
a má koreò 1, práve keï má koreò �5.Sú teda dve mo¾nosti:a) Rovni
a (1) má dva korene 1 a �5 (tak¾e je p = �2) a rovni
a P �Q(x)� == a(x� 1)2(x+ 5)2 = 0 má dva dvojnásobné korene 1 a �5.b) Rovni
a (1) má sama dvojnásobný koreò. Preto¾e súèet jej koreòov je �4, jedvojnásobným koreòom èíslo (�4) : 2 = �2. (V tomto prípade je p = �11 a P �Q(x)� == a(x� 1)(x+ 5)(x+ 2)2 = 0.)Záver : Úloha má dve rie¹enia: daná rovni
a má buï dva dvojnásobné korene 1 a �5,alebo má dva jednodu
hé korene 1 a �5 a dvojnásobný koreò �2.A { II { 2Oznaème P stred základne AB hµadaného rovnoramenného trojuholníka ABC. Preto¾evr
hol U daného li
hobe¾níka UVST le¾í na priamke AB, je buï U = P , alebo body T ,U a P tvoria vr
holy pravouhlého trojuholníka (obr. 45). V obo
h prípado
h bod P le¾ína Tálesovej kru¾ni
i k zostrojenej nad priemerom TU . Oznaème d vzdialenos» vr
holuT daného li
hobe¾níka od priamky VS. Vzhµadom k tomu, ¾e T je »a¾iskom trojuholníka
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U V
ST

A B
C

A0

B0
C 0PP 0k p�Obr. 45ABC, má jeho vý¹ka z vr
holu A veµkos» 3d, teda bod P le¾í na priamke p, ktorá jes priamkou V S rovnobe¾ná, má od nej vzdialenos» 32d a le¾í v polrovine VST . Odtiaµu¾ vyplýva kon¹truk
ia trojuholníka ABC:1. zostrojíme kru¾ni
u k s priemerom TU ;2. zostrojíme v polrovine VST priamku p k VS vo vzdialenosti 32d od V S;3. zostrojíme bod P 2 k \ p;4. zostrojíme priamku PB?TP , B 2 V S;5. zostrojíme vr
holy A (A 2 PB, A 6= B, jAP j = jPBj) a C (C 2 PT \ V S).Diskusia: Preto¾e podµa predpokladu je ST k UV a 32 jST j < jUV j, pretne priamkap stranu TU daného li
hobe¾níka vo vnútornom bode, bude teda seèni
ou kru¾ni
ek a pretne ju vo dvo
h r�zny
h bodo
h P a P 0 (obr. 45). Pre ka¾dý z ni
h dostávamejedno rie¹enie, trojuholníkyABC aA0B0C 0. Z kon¹truk
ie je ïalej zrejmé, ¾e pokiaµ budeTU ? SV , budú obidva body P , P 0 súmerne zdru¾ené podµa osi TU , tak¾e dostanemedva zhodné (súmerne zdru¾ené) trojuholníky ABC a A0B0C 0 (obr. 46). Obe súmernérie¹enia splynú v prípade, keï vyjde A = U . Pritom bude »a¾isko T trojuholníka ABCzároveò prieseèníkom jeho vý¹ok, tak¾e výsledný trojuholník ABC bude rovnostranný(obr. 47). To nastane práve vtedy, keï sú obe ramená daného li
hobe¾níka navzájomkolmé a navia
 platí 3jST j = jUV j, ako vyplýva z podobnosti trojuholníkov UV Q �� TSQ. V tomto jedinom prípade má úloha jedno rie¹enie. Vo v¹etký
h ostatný
hprípado
h má úloha dve rie¹enia (ktoré sú pre TU ? SV zhodné).
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U VST
A B

C

A0

B0
C 0PP 0k p�Obr. 46 A = U V

ST B = C 0
C = B0

PP 0 Q
k p�Obr. 47A { II { 3Umo
nením obo
h strán danej nerovnosti na tretiu dostaneme ekvivalentnú nerovnos»ab + 3 3sab + 3 3s ba + ba 5 4 + 2ab + 2 baalebo ab + ba + 4 = 3 3sab + 3s ba! : (1)V pred
hádzajú
ej nerovnosti polo¾me x = 3sab (x > 0). Po vynásobení obo
h stránnerovnosti (kladným) èíslom x3 a jednodu
hej úprave obdr¾íme ekvivalentnú nerovnos»x6 � 3x4 + 4x3 � 3x2 + 1 = 0:Najprv zistíme, èi rovni
a x6 � 3x4 + 4x3 � 3x2 + 1 = 0 nemá 
eloèíselný koreò. Takýkoreò musí deli» absolútny èlen, tak¾e sú len dve mo¾nosti, 1 a �1. ¥ahko overíme, ¾euvedená rovni
a má koreò x = 1, a po delení dvojèlenom (x�1) zistíme, ¾e ide dokon
ao koreò dvojnásobný a ¾e platí rozkladx6 � 3x4 + 4x3 � 3x2 + 1 = (x� 1)2(x4 + 2x3 + 2x+ 1):Pre ka¾dé x > 0 je x4 + 2x3 + 2x+ 1 > 0. Platí tedax6 � 3x4 + 4x3 � 3x2 + 1 = (x� 1)2(x4 + 2x3 + 2x+ 1) = 0;
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h úloh, kategória A 75èo sme mali dokáza». Rovnos» v pred
hádzajú
ej nerovnosti pritom nastáva práve vtedy,keï x = 1, t.j. práve vtedy, keï platí a = b.Druhé rie¹enie. Pou¾itím nerovnosti medzi aritmeti
kým a geometri
kým priemerompre troji
u kladný
h èísel ab , 1, 1 dostanemeab + 1 + 1 = 3 3sab ;a podobne ba + 1 + 1 = 3 3s ba :V obo
h pred
hádzajú
i
h nerovnostia
h nastáva rovnos» práve vtedy, keï a = b. I
hsúètom potom vyjde ab + ba + 4 = 3 3sab + 3 3s ba;èo je nerovnos» (1).Tretie rie¹enie. Podµa nerovnosti medzi mo
ninovými priemermi stupòa 13 a 12 dostá-vame pre kladné èísla ab , ba nerovnos» (pozri napr. J. Herman, R. Kuèera, J. ©im¹a:Metody øe¹ení matemati
ký
h úloh I, str. 174)0� 3qab + 3q ba2 1A3 5 0�qab +q ba2 1A2 ;v ktorej nastáva rovnos» práve vtedy, keï ab = ba , t.j. práve vtedy, keï a = b.Preto¾e  sab +s ba!2 = (a+ b)�1a + 1b�, dostávame odtiaµ po jednodu
hej úpravedokazovanú nerovnos», v ktorej nastáva rovnos» práve vtedy, keï a = b.A { II { 4Ne
h E je vnútorným bodom takého konvexného ¹tvoruholníka ABCD, ktorý vyhovujepodmienkam úlohy. Uva¾ujme priamky X1Y1, X2Y2 a X3Y3, ktoré pre
hádzajú bodomE a pretínajú po rade strany AB a CD v bodo
h X1 a Y1, X2 a Y2, X3 a Y3 (obr. 48).Ak v¹etky tri uva¾ované priamky delia ¹tvoruholník ABCD na dve èasti s rovnakýmobsahom, rovnajú sa aj obsahy trojuholníkov EX1X2 a EY1Y2, resp. EX2X3 a EY2Y3.



76 49. roèník matemati
kej olympiádyPreto¾e tieto trojuholníky majú v¾dy zhodné vnútorné uhly pri vr
hole E, vyplývaz rovnosti i
h obsahov rovnos»jEX1j � jEX2j = jEY1j � jEY2j;resp. jEX2j � jEX3j = jEY2j � jEY3j:Z obo
h predo¹lý
h rovností dostávamejEX1jjEX3j = jEY1jjEY3j :Trojuholníky EX1X3 a EY1Y3 sú teda podobné (podµa vety sus) a majú ten istý obsah.Sú preto stredovo súmerné podµa stredu E a platí teda X1X3 k Y1Y3. ©tvoruholníkABCD má teda nutne rovnobe¾né strany AB a CD.Naopak ka¾dý (konvexný) ¹tvoruholník ABCD, v ktorom platí AB k CD, vy-hovuje podmienkam úlohy. Za bod E potom zvolíme stred úseèky spájajú
ej stredyrovnobe¾ný
h strán AB a CD; po¾adovaná vlastnos» takého bodu je zrejmá.Záver : Podmienkam úlohy vyhovujú práve v¹etky konvexné ¹tvoruholníky ABCD,v ktorý
h AB k CD.
A B

CD
X1 X2 X3

Y1Y2Y3 E�Obr. 48A { III { 1Oznaème an = 4 � 32n + 3 � 42n . Uká¾eme najprv, ¾e pre ka¾dé prirodzené èíslo n jerozdiel an+2 � an deliteµný trinástimi. Po úpravá
h dostaneme rovnos»an+2 � an = 4 � (812n � 32n) + 3 � (2562n � 42n): (1)Polo¾me v známom vzor
iAp � Bp = (A� B)(Ap�1 +Ap�2B + : : :+Bp�1);ktorý platí pre ka¾dé prirodzené p a pre µubovoµné dve reálne èísla A a B, najprv p = 2n,A = 81, B = 3 a potom p = 2n�1, A = 2562, B = 42. Preto¾e je 81 � 3 = 78 = 13 � 6
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h úloh, kategória A 77a tie¾ 2562 � 42 = (256 � 4)(256 + 4) = 252 � 260 = 13 � 20 � 252, sú obidva sèítan
ena pravej strane rovnosti (1) èísla deliteµné èíslom 13. Preto je aj rozdiel an+2 � andeliteµný èíslom 13. Èíslo a1 nie je deliteµné 13-timi, lebo a1 = 84 = 13 � 6 + 6, zatiaµèoèíslo a2 èíslom 13 deliteµné je (a2 = 1092 = 13 � 84). Pou¾itím prin
ípu matemati
kejinduk
ie u¾ µahko zistíme, ¾e an je deliteµné èíslom 13 práve vtedy, keï n je párne. Týmje d�kaz ukonèený.Iné rie¹enie. Zostavme tabuµku zvy¹kov pri delení èísla an = 4�32n+3�42n trinástimi.n 1 2 3 4 5 : : :32n 9 3 9 3 9 : : :42n 3 9 3 9 3 : : :4 � 32n 10 12 10 12 10 : : :3 � 42n 9 1 9 1 9 : : :an 6 0 6 0 6 : : :Zvy¹ky obo
h èísel tvaru N2n urèujeme rekurentne pomo
ou rovností N2n+1 = N2n �� N2n = �N2n�2. Preto¾e 32 = 9 a 92 = 81 � 3 (mod 13), vidíme, ¾e v druhomaj tre»om riadku tabuµky sa pravidelne strieda trojka s deviatkou, zvy¹ky èísla an pridelení trinástimi sa teda (vzhµadom na èíslo n) opakujú s periódou 2. Èíslo an je tedadeliteµné trinástimi práve vtedy, keï je n párne.A { III { 2Preto¾e priamka CD je osou súmernosti dvo
h vr
holový
h uhlov APB a EPF , le¾ístred I1 kru¾ni
e vpísanej trojuholníku ABP na úseèke DP a zároveò stred I2 kru¾ni
evpísanej ¹tvoruholníku PECF le¾ia na úseèke CP (obr. 49). Navia
 platí jI1P j == jI2P j, lebo obe spomínané kru¾ni
e sú zhodné. Stredy O1, O2 kru¾ní
 vpísaný
htrojuholníkom ADP a BCP (obr. 50) potom le¾ia po rade na úseèká
h AI1, BI2, lebopolpriamky AI1 a BI2 sú osi odpovedajú
i
h uhlov DAP a CBP . Z rovnosti jI1P j == jI2P j navia
 vyplýva, ¾e trojuholníky API1 a BPI2 majú rovnaký obsah, preto¾e sarovnajú aj príslu¹né vý¹ky jADj = jBDj.Oznaème r1, r2 polomery vpísaný
h kru¾ní
 trojuholníkom ADP a BCP . Ak vy-jadríme pomo
ou ni
h obidva spomínané obsahy (S(XYZ) oznaèuje obsah trojuholníkaXYZ), dostanemeS(API1) = S(AO1P ) + S(O1PI1) = 12 � jAP j � r1 + 12 � jI1P j � r1 = r12 (jAP j+ jI1P j);S(BPI2) = S(BO2P ) + S(O2PI2) = 12 � jBP j � r2 + 12 � jI2P j � r2 = r22 (jBP j+ jI2P j):Vzhµadom na to, ¾e S(API1) = S(BPI2), jI1P j = jI2P j a jAP j = jBP j, dostávamer1 = r2, èo sme mali dokáza».Iné rie¹enie. Vzhµadom na súmernos» trojuholníka ABC podµa osi CD staèí dokáza»,¾e sa zhodujú kru¾ni
e vpísané trojuholníkom BDP a BPC.
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	Obr. 49 A B
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Obr. 50Vonkaj¹ie spoloèné dotyèni
e zhodný
h vpísaný
h kru¾ní
 mnohouholníkom ABPa PECF sú rovnobe¾né s úseèkou CD, teda kolmé na priamku AB. Uva¾ujme túz ni
h, ktorá pretína úseèky AD, PF a polpriamku opaènú k CB. Tieto prieseèníkyoznaème po rade D0, P 0, C 0 (obr. 51).

A B

C

D
EF P

D0

C 0
P 0
�Obr. 51V rovnoµahlosti, ktorá zobrazí trojuholník BD0C 0 na trojuholník BDC, zodpovedajútrojuholníkom BD0P 0 a BP 0C 0 trojuholníky BDP a BPC. Preto¾e kru¾ni
a vpísaná



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória A 79¹tvoruholníku PECF je zároveò vpísaná aj trojuholníku BP 0C 0 a kru¾ni
a vpísanátrojuholníku ABP je zároveò vpísaná trojuholníku BD0P 0 a obe uvedené kru¾ni
e súpodµa predpokladu zhodné, sú zhodné aj i
h obrazy v spomínanej rovnoµahlosti, tedakru¾ni
e vpísané trojuholníkom BDP a BPC.A { III { 3Ne
h trojuholník ABC s obsahom 1 je vzorom v¹etký
h 2 000 trojuholníkov AkBkCk,k 2 f1; 2; : : : ; 2 000g, v r�zny
h posunutia
h. Ak ka¾dý z tý
hto trojuholníkov obsahuje»a¾isko v¹etký
h ostávajú
i
h, vyplýva z rie¹enia úlohy 49{A{I{4, ¾e prienikom v¹etký
htý
hto trojuholníkov je trojuholník A0B0C0, ktorý je podobný trojuholníku ABC,prièom jeho strany A0B0, B0C0, C0A0 sú po rade rovnobe¾né sa stranami AB, BC,CA a pre pomer podobnosti � navia
 platí � 2 h13 ; 1i.Ak je AkBkCk (k 2 f1; 2; : : : ; 2 000g) µubovoµný z daný
h trojuholníkov, je trojuhol-ník A0B0C0 jeho èas»ou, preto le¾í vr
hol Ak v polrovine B0C0A0 vo vzdialenostinanajvý¹ va od hraniènej priamky B0C0, kde va je veµkos» vý¹ky trojuholníka ABCprislú
hajú
ej k vr
holu A. Na druhú stranu je i vzdialenos» strany BkCk od vr
holu A0nanajvý¹ va. Preto¾e navia
 trojuholník A0B0C0 obsahuje »a¾isko v¹etký
h taký
htotrojuholníkov AkBkCk, nem�¾e by» vzdialenos» strany BkCk od strany B0C0 k BkCkväè¹ia ako 13va. Vzdialenos» vr
holu A0 od strany B0C0 je �va, spolu je teda vzdialenos»obo
h rovnobe¾ný
h priamok BkCk, B0C0 nanajvý¹ min( 13 ; 1��)�va. Vidíme, ¾e v¹etkydané trojuholníky le¾ia vnútri pásu ohranièeného dvoma rovnobe¾kami a0 k a1 k B0C0(obr. 52), ktorý
h vzdialenos» od B0C0 je va a min(13 ; 1 � �) � va. Analogi
ké tvrdeniem�¾eme vyslovi» aj pre ïal¹ie dva smery C0A0 a A0B0. Zjednotenie v¹etký
h daný
htrojuholníkov musí teda le¾a» v prieniku v¹etký
h tro
h odpovedajú
i
h pásov.

a0 a1A0 B0
C0

Ak Bk
Ck
�Obr. 52 a0 a1b0b1


0

11

13 13 � 13
�Obr. 53Rozlí¹ime teraz dva prípady podµa toho, èomu sa rovná min(13 ; 1� �).1. Ne
h 13 5 � < 23 . Prienikom zodpovedajú
i
h tro
h pásov je ¹es»uholník, ktorývznikne z trojuholníka T urèeného troji
ou priamok (a1; b1; 
1) odstránením tro
h tro-juholníèkov Ta, Tb, T
 urèený
h troji
ami priamok (a0; b1; 
1), (a1; b0; 
1) a (a1; b1; 
0).



80 49. roèník matemati
kej olympiádyNa obr. 53 sú vyznaèené niektoré pomerné vzdialenosti vzhµadom na jABj, s ktorý
h po-mo
ou zistíme, ¾e trojuholník T je podobný trojuholníku ABC s pomerom podobnosti1 + � a trojuholníky Ta, Tb, T
 sú podobné trojuholníku ABC s pomerom podobnosti�� 13 . Z vypoèítaný
h pomerov je zároveò zrejmé, ¾e pre � = 13 sa trojuholníky Ta, Tb,T
 stiahnu do jediného bodu, tak¾e uvedený ¹es»uholník sa zredukuje na trojuholník T .Pre obsah S(�) vyznaèeného útvaru potom (vyu¾ijú
 � < 23 ) platíS(�) = (1 + �)2 � 3��� 13�2 == � 2�2 + 4�+ 23 = �2(�� 1)2 + 83 < 83 � 2 � 19 = 229 :2. Ne
h 23 5 � 5 1. Prienikom odpovedajú
i
h tro
h pásov je opä» ¹es»uholník(obr. 54), prièom odpovedajú
i trojuholník T je podobný trojuholníku ABC s pomerom

a0 a1b0b1

0

1�1 1� �
Obr. 54podobnosti 3� 2� a trojuholníky Ta, Tb, T
 sú podobné trojuholníku ABC s pomerompodobnosti 1�� (v tomto prípade sa ¹es»uholník zredukuje na trojuholník T pre � = 1).Pre obsah S(�) v tomto prípade platíS(�) = (3� 2�)2 � 3(1� �)2 == �2 � 6�+ 6 = (�� 3)2 � 3 5 499 � 3 = 229s rovnos»ou pre � = 23 .Zistili sme, ¾e zjednotenie v¹etký
h trojuholníkov AkBkCk (k = 1; 2; : : : ; 2 000)je pre � 6= 23 èas»ou rovinného útvaru, ktorého obsah je men¹í ako 229 . Pre � == 23 je potom èas»ou ¹es»uholníka s obsahom 229 . Strana tohto ¹es»uholníka, ktorá le¾ínapr. na priamke a0, m�¾e obsahova» len koneène veµa vr
holov Ai daný
h trojuholníkovAiBiCi, tak¾e v ¹es»uholníku urèite nájdeme trojuholníèek kladného obsahu, ktorýdo uva¾ovaného zjednotenia nepatrí. Obsah zjednotenia uva¾ovaný
h trojuholníkov jepreto aj v tomto prípade men¹í ako 229 . Tým je d�kaz hotový.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória A 81A { III { 4Zo zadania vyplýva, ¾e ka¾dá z rovní
 f(x) = 0, g(x) = 0 má dva reálne korene,pritom v¹etky ¹tyri korene obo
h uva¾ovaný
h rovní
 sú navzájom r�zne. Oznaème x1,x2 korene rovni
e f(x) = 0. Platí teda f(x) = a(x� x1)(x� x2), kde a je reálne èíslo,a 6= 0. Èíslo x1 je podµa zadania aj koreòom rovni
e g�f(x)� = 0, platí teda g�f(x1)� == g(0) = 0. Odtiaµ vyplýva, ¾e rovni
a g(x) = 0 má jeden koreò 0. Oznaème b (b 6= 0)druhý koreò tejto rovni
e. Je teda g(x) = 
x(x� b), kde 
 je reálne èíslo, 
 6= 0. Èísla 0a b sú podµa zadania aj koreòmi rovni
e g�f(x)� = 0:g�f(0)� = 
f(0)�f(0)� b� = 0 a g�f(b)� = 
f(b)�f(b)� b� = 0:Nakoµko èísla 0 a b nem�¾u by» koreòmi rovni
e f(x) = 0, vyplýva odtiaµ f(0) = f(b) == b.Na èíselnej osi sú preto ako body 0 a b, tak aj body x1 a x2 súmerne zdru¾ené podµax-ovej súradni
e vr
holu paraboly y = f(x). Èísla 0, b, x1 a x2 (tvoria
e podµa zadaníaritmeti
kú postupnos») m�¾u teda by» usporiadané dvoma sp�sobmi:� Èísla x1 a x2 le¾ia vnútri intervalu s krajnými bodmi 0 a b. Potom x1 = 13ba x2 = 23b (pri vhodnej voµbe indexov), tedab = f(0) = a�� b3���2b3 � = 2ab29 ;tak¾e b = 92a a f(x) = a�x� 32a��x� 3a� = ax2 � 92x+ 92a:� Èísla 0 a b le¾ia vnútri intervalu s krajnými bodmi x1 a x2. Potom x1 = �ba x2 = 2b (pri vhodnej voµbe indexov), tedab = f(0) = ab(�2b) = �2ab2;tak¾e b = � 12a a f(x) = a�x� 12a��x+ 1a� = ax2 + 12x� 12a:Záver : Úlohe vyhovujú v¹etky kvadrati
ké funk
ie f tvaruf(x) = ax2 � 92x+ 92a alebo f(x) = ax2 + 12x� 12a;kde a je µubovoµné nenulové reálne èíslo.



82 49. roèník matemati
kej olympiádyA { III { 5Ne
h ABCD je uva¾ovaný ihlan s podstavou ABC, kde j<)ACBj = 90Æ. Podµa textuúlohy bol model rozrezaný pozdå¾ obo
h odvesien AC a BC podstavy a ïalej pozdå¾»a¾ni
e z vr
holu D jednej zo stien BCD, ACD. Pri reze pozdå¾ »a¾ni
e v stene ABD bytoti¾ nebolo mo¾né rozvinú» model do roviny. Bez ujmy na v¹eobe
nosti predpokladajmeïalej, ¾e rez je vedený pozdå¾ »a¾ni
e DE v stene ACD (obr. 55) tak, ¾e po rozvinutído roviny vznikne útvar s hrani
ou BCAE2DE1C1B a pravým uhlom pri vr
hole C(obr. 56). Preto¾e tento útvar je ¹tvore
 (oznaème ho C), sú uhly AE2D a DE1C1pravé (¾iadny z ni
h nem�¾e by» priamy, lebo i
h súèet je 180Æ). Preto je »a¾ni
a DEtrojuholníka ACD zároveò jeho vý¹kou a body E1, E2 sú vr
holy ¹tvor
a C.
A

B C

D
EF
ÆObr. 55 E1 C

E2D A
BC1 xx

x
x x x

3x
�Obr. 56

B C
E2E1
A

D
C1�Obr. 57

Predpokladajme, ¾e sú vr
holy E1 a E2 ¹tvor
a C susedné. Z rovnosti jE1C1j = jE2Aja z toho, ¾e C má vr
hol C, vyplýva, ¾e C = CE2E1B,a tak jBCj = jBE1j. To ale odporuje rovnosti jBCj == jBC1j (obr. 57). Tak sme (sporom) dokázali, ¾e vr
holyE1 a E2 ¹tvor
a C nie sú susedné, preto k vr
holom Cpatrí (okrem bodov E1, E2 a C) nutne aj bod D (z úsekuE2DE1 hrani
e BCAE2DE1C1B).Popísané body rozdeµujú hrani
u ¹tvor
a C = CE2DE1na úseky, ktorý
h då¾ky sú vyznaèené na obr. 56 pomo
ouvýhodného oznaèenia x = 13a. Då¾ky ostatný
h hrán ihlanaspoèítame podµa Pytagorovej vety:jDCj = jDAj =p(3x)2 + (x)2 = xp10;jDBj =p(3x)2 + (2x)2 = xp13; jABj = xp5:Aby sme zistili objem ihlana ABCD, potrebujeme urèi» veµkos» jeho telesovej vý¹ky.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória A 83Ak oznaèíme F stred hrany AB, vidíme, ¾e hrana AC je kolmá na rovinu EFD, leboAC ? BC k EF a AC ? DE. Rovina EFD je teda kolmá na základòu ABC.Telesová vý¹ka ihlana je preto vý¹kou (z vr
holu D) trojuholníka DEF . Preto¾e DFtvorí »a¾ni
u trojuholníka ABD, zo známeho vzor
a pre veµkos» »a¾ni
e dostaneme2jDF j2 = jDAj2 + jDBj2 � 12 jABj2 = 412 x2;tak¾e strany trojuholníka DEF majú då¾ky jDF j = 12xp41, jDEj = 3x a jEF j == 12 jBCj = 12x. Podµa Herónovho vzor
a je obsah S takého trojuholníka rovnýS = x24 q�3 + 12 + p412 ��3 + 12 � p412 ��3 + p412 � 12��p412 + 12 � 3� == x216q�7 +p41��7�p41��5 +p41��p41� 5� = x2p22 ;a tak má jeho vý¹ka v z vr
holu D veµkos» v = 2SjEF j = 2xp2. Objem V ihlana ABCDje preto rovný V = 13 � 12 jACj � jBCj � v = 2p33 x3 = 2p281 a3:Záver : Objem uva¾ovaného ihlana je 2p281 a3.Poznámka.Zo ¹tvor
a mo¾no popísaným sp�sobom ¹tvorsten ABCD po¾adovaný
h vlastnostívytvori» vtedy, keï je súèet dvo
h z tro
h predpokladaný
h stenový
h uhlov pri vr
ho-le D väè¹í ako uhol tretí. Preto¾e i
h súèet je 90Æ, staèí overi», ¾e ka¾dý z tý
hto tro
huhlov je men¹í ako 45Æ. Nerovnos» j<)CDBj < 45Æ je zrejmá, zostávajú
e dve nerovnostisú d�sledkom výpoètov, podµa ktorý
h 
os j<)ADBj = 9p130 > p22 a tg j<)CDAj == tg(2j<)C1DE1j) = 34 < 1. A { III { 6Rovnos» 1 000a+100b+10
+ d+1 = (10a+ 
+1)(10b+ d+1) mo¾no upravi» na tvar100a(9� b) + 10a(9� d) + 10b(9� 
) + 
(9� d) = 0:Pritom ka¾dý zo ¹tyro
h sèítan
ov na µavej strane je nezáporné 
elé èíslo. Preto budetáto rovnos» splnená práve vtedy, keï bude ka¾dý z ni
h rovný nule. Preto¾e je a >> 0, musí by» b = d = 9 a následne i 
 = 9. V tom prípade rovni
i vyhovujeµubovoµná èísli
a a, a 2 f1; 2; : : : ; 9g. Rie¹ením úlohy sú teda práve v¹etky nasledujú
e¹tvormiestne èísla: 1 999, 2 999, 3 999, 4 999, 5 999, 6 999, 7 999, 8 999 a 9 999.





Prípravné sústredenia pred MMOPred medzinárodnou matemati
kou olympiádou (MMO) sa ka¾doroène koná jednovýberové a jedno prípravné sústredenie pre najlep¹í
h rie¹iteµov tretieho kola ka-tegórie A. Po prvom z ni
h SK MO vyberie 6 najlep¹í
h ¹tudentov do reprezen-taèného dru¾stva Slovenska a urèí dvo
h náhradníkov. Druhé sústredenie je zameranéna prípravu ¹es»èlenného reprezentaèného dru¾stva.Na výberovom sústredení pred MMO sa zúèastnilo 10 sú»a¾ia
i
h, najúspe¹nej¹í
hrie¹iteµov tretieho kola MO kategórie A. Sústredenie sa konalo v dòo
h 26.4.{30.4.2000v Bratislave. Ka¾dý deò ¹tudenti rie¹ili sériu tro
h úloh pri rovnaký
h podmienka
hako na MMO. V poobedòaj¹í
h hodiná
h sa konal spoloèný rozbor úloh s lektorom. Nakon
i sústredenia sa získané body za jednotlivé dni sèítali a s prihliadnutím na výsledkytretieho kola MO a iné výsledky (pred
hádzajú
a úèas» na MMO, výsledky kore¹pon-denèného seminára SK MO) bolo vybrané ¹es»èlenné dru¾stvo, ktoré sa zúèastní MMO.Výsledky sústredenia:1. Vladimír Zaja
 81 6. Peter Májek 552. Balázs Keszegh 73 7. Peter Pravda 473. Katarína Quittnerová 69 8. Tomá¹ Kuli
h 444. Miroslava Sotáková 63 9. Marian Ertl 405. Tomá¹ Jurík 59 10. Josef ©evèík 28Úlohy zadávali lektori z Bratislavy:Ján Bábeµa, Martin Hriòák a Ján ©pakula, MFF UK, úlohy 1 { 6,Juraj Földes, MFF UK, úlohy 7 { 10,Mgr. Ri
hard Kollár, MFF UK, úlohy 11 { 14,Eugen Kováè, MFF UK, úlohy 15 { 18.Pre vybrané dru¾stvo sa organizovalo e¹te jedno prípravné sústredenie v dòo
h 18.{23.6.2000 v zariadení IUVENTY na Zo
hovej 
hate. Tohtoroèné prípravé sústredenieprebehlo bez väè¹í
h problémov. Toto sústredenie bolo zamerané via
 na vedomostnúprípravu ¹tudentov a jeho obsahom boli predná¹ky na vybrané témy. Lektormi boli:Eugen Kováè, MFF UK Bratislava (Teória èísel),Ján ©pakula, MFF UK Bratislava (Kombinatorika)Ján Bábeµa, MFF UK Bratislava (Nerovnosti)Mgr. Ri
hard Kollár MFF UK Bratislava (Analýza)Mgr. Vojte
h Bálint, MFF UK Bratislava (Geometria),Juraj Földes, MFF UK Bratislava (Geometria)



86 49. roèník matemati
kej olympiádyZadania sú»a¾ný
h úloh výberového sústredenia pred MMO1. Ne
h a; b; 
 sú tri prirodzené èísla s vlastnos»ami: a3 je deliteµné b, b3 je deliteµné
 a 
3 je deliteµné a. Uká¾te, ¾e (a+ b+ 
)13 je deliteµné ab
.2. Doká¾te, ¾e existuje mnohoèlen p(x) s 
eloèíselnými koe�
ientmi taký, ¾e preka¾dé x 2 h 110 ; 910 i platí ����p(x)� 12 ���� < 11000 :3. Ne
h ABCDEF je konvexný ¹es»uholník taký, ¾e jABj = jBCj, jCDj = jDEj,jEF j = jFAj. Doká¾te, ¾e (predå¾ené) vý¹ky trojuholníkov BCD, DEF , FABz vr
holov po rade C;E;A sa pretínajú v jednom bode.4. Majme dané postupnosti fang1n=1, fbng1n=1, f
ng1n=1, fdng1n=1, pre ktoré platianasledujú
e vz»ahy:an+1 = an + bn; bn+1 = bn + 
n;
n+1 = 
n + dn; dn+1 = dn + an:Doká¾te, ¾e ak existujú k = 1, m = 1 také, ¾e platíak+m = am; bk+m = bm;
k+m = 
m; dk+m = dm;potom a2 = b2 = 
2 = d2 = 0.5. Ne
h P;Q;R sú po rade stredy kru¾ni
ový
h oblúkov BC;CA;AB kru¾ni
eopísanej danému trojuholníku ABC. K;L;M ne
h ïalej oznaèujú po radestredy jeho strán BC;CA;AB a I stred kru¾ni
e tomuto trojuholníku vpísanej.Doká¾te, ¾e platíjAIj � jBIj � jCIj = 8 � jKP j � jLQj � jMRj:6. Pre n prirodzené rie¹te v obore reálny
h èísel rovni
ux21 + x22 + : : :+ x2n � xn+1 =px1 + x2 + : : :+ xn � xn+1 � n+ 14 :7. Je daný
h n reálny
h èísel1 = x1 = x2 = : : : xn > 0a reálne èíslo a 2 h0; 1i. Doká¾te nerovnos»(1 + x1 + x2 + : : :+ xn)a 5 1 + xa1 + 12(2x2)a + 13(3x3)a + : : : 1n (nxn)a :



Prípravné sústredenia pred MMO 878. Ne
h ABCD je ¹tvoruholník vpísaný do kru¾ni
e so stredom O. Ne
h P jeprieseèník uhloprieèok AC a BD. Stredy opísaný
h kru¾ní
 trojuholníkomABP;BCP;CDP a DAP sú poporadí O1; O2; O3 a O4. Doká¾te, ¾e priamkyOP;O1O3 a O2O4 sa pretínajú v jednom bode.9. Majme èíslo N = 02 5 8 6 5 4 1 3 9 8 9 7 3 2 :Keï sa pozráme zµava, tak sa nám èíslo N rozpadne na ¹es» rastú
i
h aklesajú
i
h re»az
ov 
i�er0258; 86541; 139; 99; 89; 9732 :Uva¾ujme len maximálne re»az
e, t.j. re»az
e idú
e od jednej zmeny smeru(z rastú
ej na klesajú
u alebo naopak) k druhej. Pripus»me, aby na¹e èíslozaèínalo 0, ale aby malo ka¾dé dve susedné 
ifry r�zne. Aký je priemerný poèetmaximálny
h re»az
ov v tý
hto n-
iferný
h èísla
h?10. Je daný
h n 
eloèíselný
h aritmeti
ký
h postupností (ai)i2Z. Doká¾te, ¾e akka¾dé dve postupnosti majú spoloèný èlen, tak potom majú v¹etky postup-nosti spoloèný èlen. Doká¾te, ¾e ak m�¾u ma» postupnosti reálne hodnoty, taktvrdenie nemusí plati».11. Vr
holy A;B;C ostrouhlého trojuholníka ABC le¾ia po rade na straná
h B1C1,C1A1 s A1B1 trojuholníka A1B1C1 tak, ¾e platí j<)ABCj = j<)A1B1C1j,j<)BCAj = j<)B1C1A1j a j<)CABj = j<)C1A1B1j. Doká¾te, ¾e orto
entrá(prieseèníky vý¹ok) trojuholníkov ABC a A1B1C1 sú rovnako vzdialené odstredu kru¾ni
e opísanej trojuholníku ABC.12. V pravouhlom súradni
ovom systéme je ka¾dému mre¾ovému bodu (bods 
eloèíslelnými súradni
ami) priradené reálne èíslo tak, ¾e ¾iadnym dvommre¾ovým bodom nie je priradené to isté èíslo. Ne
h A je µubovoµná neprázdnakoneèná mno¾ina mre¾ový
h bodov v tomto systéme, ktorá je stredovo symet-ri
ká vzhµadom na poèiatok O súradni
ového systému, O =2 A. Doká¾te, zepotom existuje mre¾ový bod X roviny taký, ¾e ak AX je obraz mno¾iny X vposunutí o vektor ��!OX, tak aspoò polovi
a èísel priradený
h bodom mo¾iny AXje väè¹ia ako èíslo priradené bodu X.13. Oznaème d(n) poèet kladný
h 
eloèíselný
h deliteµov prirodzeného èísla n.Nájdite v¹etky prirodzené èísla, pre ktoré platí n = (d(n))2.14. V¹etky tri vr
holy trojuholníka majú obe súradni
e 
eloèíselné, då¾ka jednejzo strán je pn, kde n nie je deliteµné ¾iadnou druhou mo
ninou prvoèísla.Doká¾te, ¾e pomer polomeru vpísanej a opísanej kru¾ni
e tomuto trojuholníkuje ira
ionálne èíslo.15. Nájdite v¹etky funk
ie h : Z! Z také, ¾e pre v¹etky 
elé èísla x; y platíh(x+ y) + h(xy) = h(x)h(y) + 1:16. Karty oèíslované èíslami 1; 2; : : : ; 32 sú náhodne zoradené vedµa seba. V jednom»ahu m�¾eme vybra» nejaký blok po sebe idú
i
h kariet, ktorý
h èísla sú



88 49. roèník matemati
kej olympiádyzoradené vzostupne alebo zostupne, a polo¾i» ho v opaènom poradí. Napríklad: : :11 4 5 10 26 8 : : :m�¾e by» zmenené na : : : 11 10 5 4 26 8 : : :Doká¾te, ¾epo najvia
 58 »aho
h m�¾eme zoradi» karty tak, ¾e i
h èísla budú zoradenévzostupne alebo zostupne.17. Ne
h ABCD je tetivový ¹tvoruholník, k je kladné reálne èíslo. Ne
h E a F súbody postupne na straná
h AB a CD také, ¾e jAEj : jEBj = jCF j : jFDj = k.Ne
h P je taký bod na úseèke EF taký, ¾e jPEj : jPF j = jABj : jCDj. Doká¾te,¾e pomer obsahov trojuholníkov APD a BPC nezávisí od èísla k.18. Nájdite v¹etky dvoji
e (a; b) reálny
h èísel také, ¾e pre ka¾dé prirodzené èísloplatí abbn
 = bban
. (Pripomeòme, ¾e bx
 znamená najväè¹ie 
elé èíslo, ktoréje men¹ie alebo rovné x.)



6. èesko-slovenské stretnutieModra { Piesok, 7.{10. júna 2000V dòo
h 7.{10.6.1999 sa v príjemnom prostredí zariadenia Iuventy pri Zo
hovej 
hateuskutoènil u¾ ¹iesty roèník matemati
kej sú»a¾e medzi olympionikmi Èeskej a Slovenskejrepubliky. Túto sú»a¾ usporadúvajú striedavo obidve zúèastnené krajiny; prvý roèníksa konal v Jevíèku, druhý v ®iline, tretí v Bílov
i, ¹tvrtý na Zo
hovej 
hate a piaty opä»v Bílov
i. Èeský tím doprevádzali tento rok RNDr. Jaroslav ©vrèek, CS
. a Mgr. PavelCalábek. Vedú
imi Slovenského tímu boli Eugen Kováè a Juraj Földes.Táto sú»a¾ je spolu s výberovým a prípravným sústredením súèas»ou dlhodobejprípravy na medzinárodnú matemati
kú olympiádu (MMO). Na rozdiel od spomí-naný
h sústredení si tu m�¾u ¹tudenti pre
vièi» svoje s
hopnosti vo veµmi podobný
hpodmienka
h, ako i
h èakajú na MMO. Na rie¹enie úloh majú ¹tyri a pol hodiny,èo je o pol hodiny via
 ako vo v¹etký
h kolá
h na¹ej MO. Aj temati
ké zameraniea nároènos» úloh je oveµa bli¾¹ia MMO ako napríklad 
elo¹tátnemu kolu. Okrem tý
htod�le¾itý
h faktov, je toto stretnutie aj stretnutím v pravom slova zmysle. Sú»a¾ia
iz dvo
h histori
ky spätý
h krajín sa majú mo¾nos» spozna» a naviaza» priateµstvá,ktoré výrazne pomáhajú aklimatizá
ii v 
udzom a ïalekom prostredí MMO. Totostretnutie zároveò prispieva k u
hovávaniu tradí
ie spoloènej èeskoslovenskej olympiádya spolu so spoloènou tvorbou úloh je prejavom, ktorým najvy¹¹ie orgány MO v obo
hrepubliká
h dávajú najavo svoj záujem o vzájomnú spoluprá
u. Výsledky sú»a¾e súuvedené v tabuµke.Por. Meno Roèník, ©kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. P1. Vladimír Zaja
 4 G Gröss., Bratislava 7 7 2 7 7 7 372. Miroslava Sotáková 4 G Po¹tová, Ko¹i
e 7 7 1 6 7 2 303. Tomá¹ Jurík 4 G Po¹tová, Ko¹i
e 7 2 2 6 7 1 254. Katarína Quittnerová 2 G Bilíkova, Bratislava 7 1 0 7 4 1 205. Jan Kynèl 3 G Jilemni
e 7 0 3 7 1 1 196. Peter Májek 4 G J. Hron
a, Bratislava 7 1 0 7 1 1 177. Jaroslav Hájek 2 G M.K. Bílove
 7 1 1 4 1 2 168. Jozef Køi¹»an 3 G Plzeò 6 0 4 1 2 1 149. Jan Herman 3 G Kpt. Jaro¹e, Brno 7 0 0 6 0 0 1310. Tomá¹ Kuli
h 3 G Prievidza 7 0 0 0 1 0 811.{12. Rudolf Stolaø 3 G Kpt. Jaro¹e, Brno 2 0 0 0 0 0 211.{12. Ondøej Su
hý 3 G Plzeò 0 0 0 2 0 0 2Tento roèník bol pre slovenské dru¾stvo asi najúspe¹nej¹í, keï okrem výbornéhovýsledku dru¾stva pote¹il individuálne najmä Vladimír Zaja
.Po neúspe
ho
h v posledný
h dvo
h roko
h sa ná¹mu dru¾stvu podarilo zví»azi»v tradiènom volejbalovom stretnutí v pomere setov 3 : 0.



90 49. roèník matemati
kej olympiádyZadania úloh 6. èesko-slovenského stretnutiaÚloha 1.Doká¾te, ¾e ak kladné reálne èísla a; b; 
 spåòajú nerovnos»5ab
 > a3 + b3 + 
3;potom existuje trojuholník s då¾kami strán a; b; 
. (Bielorusko, MO 98/99)Úloha 2.Daný je trojuholník ABC a jemu vpísaná kru¾ni
a k. Kru¾ni
e ka; kb; k
 pretínajúortogonálne kru¾ni
u k a úseèky BC;CA;AB sú (v tomto poradí) i
h tetivami. Kru¾ni
eka; kb sa druhýkrát pretínajú v bode C 0, kru¾ni
e k
; ka v bode B0 a kru¾ni
e kb; k
v bode A0. Doká¾te, ¾e polomer kru¾ni
e opísanej trojuholníku A0B0C 0 je polovi
oupolomeru kru¾ni
e k.Poznámka. Hovoríme, ¾e dve kru¾ni
e sa pretínajú ortogonálne, ak i
h dotyèni
e v ka¾-dom spoloènom bode sú navzájom kolmé. (jury MMO 99)Úloha 3.Ne
h n je prirodzené èíslo. Doká¾te, ¾e n je mo
ninou 2 práve vtedy, keï existuje 
eléèíslo m také, ¾e 2n � 1 je deliteµom m2 + 9. (jury MMO 98)Úloha 4.Ne
h P (x) je polynóm s 
eloèíselnými koe�
ientami. Doká¾te, ¾e potom polynómQ(x) = P (x4)P (x3)P (x2)P (x) + 1nemá 
eloèíselný koreò. (E. Kováè)Úloha 5.Ne
h ABCD je rovnoramenný li
hobe¾ník so základòami AB a CD. Kru¾ni
a vpísanátrojuholníku BCD sa dotýka strany CD v bode E. Ne
h F je taký bod na osi uhlaDAC, ¾e priamky EF a CD sú navzájom kolmé. Kru¾ni
a opísaná trojuholníku ACFpretína priamku CD v bodo
h C a G. Doká¾te, ¾e trojuholník AFG je rovnoramenný.(USA, MO 98/99)Úloha 6.Ka¾dé 
elé èíslo je ofarbené jednou z farieb èervená, modrá, zelená a biela. Ne
h x a ysú nepárne 
elé èísla také, ¾e jxj 6= jyj. Doká¾te, ¾e existujú nejaké dve prirodzené èíslarovnakej farby, ktorý
h rozdiel nadobúda jednu z hodn�t x, y, x+ y alebo x� y.(jury MMO 99)



6. èesko-slovenské stretnutie, rie¹enia 91Rie¹enia úloh 6. èeskoslovenského stretnutia
Úloha 1.Tvrdenie doká¾eme sporom. Ne
h pre nejaké kladné reálne èísla a; b; 
 platí nerovnos»zo zadania, a ne
h neexistuje trojuholník s då¾kami strán a; b; 
. To znamená, ¾e prene neplatí aspoò jedna z trojuholníkový
h nerovností. Bez ujmy na v¹eobe
nosti ne
h
 = a+ b, èi¾e 
 = a+ b+ x, kde x = 0. Po dosadení dostávame5ab(a+ b+ x) > a3 + b3 + (a+ b)3 + 3(a+ b)2x+ 3(a+ b)x2 + x3;alebo 2a2b+ 2ab2 > 2a3 + 2b3 + abx+ 2(a2 + b2)x+ 3(a+ b)x2 + x3:Vzhµadom na to, ¾e posledné ¹tyri èleny na pravej strane sú nezáporné, dostávame 2a2b++ 2ab2 > 2a3 + 2b3, èo mo¾no upravi» na ekvivalentnú nerovnos» (a+ b) (a� b)2 < 0,ktorá zrejme neplatí. Tým sme dostali spor.Úloha 2.Ne
h kru¾ni
a k má stred I a polomer r. Ïalej ne
h D;E; F sú postupne jej dotykovébody so stranami BC;CA;AB a P;Q;R sú postupne stredy úseèiek EF; FD;DE. Ïalejsformulujeme a doká¾eme lemu.Lema. Kru¾ni
e k1(S1; r1) a k2(S2; r2) sa pretínajú ortogonálne práve vtedy, keï r21 ++ r22 = jS1S2j2.D�kaz. Ne
h sa kru¾ni
e k1 a k2 pretínajú ortogonálne, prièom X;Y sú i
h spoloènébody. Potom dotyèni
a ku k2 v bode X je priamka, ktorá je kolmá na S2X. Potomz ortogonality vyplýva, ¾e priamka S2X je dotyèni
ou ku kru¾ni
i k1, tak¾e mo
nos»bodu S2 ku kru¾ni
i k1 je jS2S1j2 � r21 = jS2Xj2 = r22.Obrátene, ne
h platí rovnos» jS2S1j2 = r21 + r22. Potom zrejme jS1S2j < r1 ++ r2, tak¾e kru¾ni
e k1; k2 sa pretínajú v dvo
h bodo
h. Oznaème i
h X;Y . Potomtrojuholník S1S2X je pravouhlý, èi¾e S1X?S2X. To ale znamená, ¾e priamky S1X,S2X sú postupne dotyèni
ami ku kru¾ni
iam k2; k1. Tieto priamky sú navzájom kolmé(analogi
ky to platí v bode Y ), tak¾e kru¾ni
e k1; k2 sa pretínajú ortogonálne. Tým jed�kaz lemy ukonèený.Ïalej doká¾eme, ¾e body Q a R le¾ia na kru¾ni
i ka. Oznaème Oa jej stred a ra jejpolomer. Zrejme BDIF je deltoid, tak¾e Q je päta kolmi
e z bodu D na BI. Potomz Euklidovej vety o odvesne pre trojuholník IBD dostávame jIQj � jIBj = jIDj2 = r2.Podobne aj jIRj � jICj = r2. To znamená, ¾e body B;C;R;Q le¾ia na nejakej kru¾ni
i,ktorú oznaèíme l. Pritom body Q a R le¾ia na úseèká
h IB a IC, tak¾e bod I le¾ízvonku kru¾ni
e l. Vyu¾itím vy¹¹ie uvedený
h rovností dostávame, ¾e mo
nos» bodu Iku kru¾ni
i l je r2, èo podµa lemy znamená, ¾e kru¾ni
e k a l sa pretínajú ortogonálne.



92 49. roèník matemati
kej olympiádyAv¹ak, ako si µahko uvedomíme, bodmi B a C m�¾e pre
hádza» najvia
 jedna kru¾ni
a,ktorá pretína ortogonálne kru¾ni
u k. Tak¾e kru¾ni
e ka a l splynú, a body Q a R le¾iana kru¾ni
i ka.
A B

C DE FI QR�Obr. 58Analogi
ky sa doká¾e, ¾e body R;P le¾ia na kru¾ni
i kb a body P;Q na kru¾ni
ik
. Tak¾e A0 � P , B0 � Q a C 0 � R. To znamená, ¾e polomer kru¾ni
e opísanejtrojuholníku A0B0C 0 je rovný polovi
i polomeru kru¾ni
e k (preto¾e k je kru¾ni
aopísaná trojuholníku DEF ). Tým sme dokázali, èo bolo treba.Úloha 3.Najprv uká¾eme, ¾e ak 2n � 1 delí m2 + 9 pre nejaké 
elé èíslo m, tak n je mo
ninouèísla 2. V opaènom prípade má n nejakého nepárneho deliteµa l = 3, a preto¾e 2l�1 delí2n � 1, tak delí aj m2 + 9. Ale pre l = 3 máme 2l � 1 � �1 (mod 4), a teda 2l � 1 máprvoèíselného deliteµa p takého, ¾e p � �1 (mod 4). Najprv sa zaoberajme prípadom,keï p 6= 3. Preto¾e p j m2 + 32, tak z Malej Fermatovej vety vyplýva1 � mp�1 � �m2�(p�1)=2 � (�9)(p�1)=2 � (�1)(p�1)=2 � 3p�1 � �1 (mod p):To ale nie je mo¾né, tak¾e p = 3. Potom ale pre nepárne l platí 2l � �1 6� 1 (mod 3),èo je spor.Ne
h teraz n = 2k. Pre n = 1 tvrdenie zrejme platí. Ïalej ne
h k = 1. Potom2n � 1 = 3�22 + 1� �222 + 1� : : : �22k�1 + 1�:Tak¾e ak 2n�1 delí m2+9, tak ho delia aj èísla tvaru 22l+1 pre ka¾dé l = 1; 2; : : : ; k�� 1. Ïalej platí, ¾e pre � 6= � sú èísla 22� + 1 a 22� + 1 nesúdeliteµné. To preto, ¾e akd > 2 by bol i
h najväè¹í spoloèný deliteµ a � > �, potom �1 � 22� � �22��2��� � 1(mod d), èo je spor. Tak¾e nutne d = 1 (zrejme d 6= 2, lebo sú obe nepárne). Potompodµa Èínskej zvy¹kovej vety (preto¾e èísla 22l + 1 sú po dvo
h nesúdeliteµné) existujeprirodzené èíslo 
 také, ¾e
 � 22l �mod 22l+1� pre ka¾dé l = 0; 1; : : : ; k � 2



6. èesko-slovenské stretnutie, rie¹enia 93Potom 
2 + 1 � 0 �mod 22l+1� pre l = 0; 1; : : : ; k � 2, a teda 2n � 1 delí (3
)2 + 9.Úloha 4.V¹imnime si, ¾e pre 
elé èíslo n platí n3 � n (mod 3). Jednodu
ho to m�¾eme nahliad-nu» overením v¹etký
h zvy¹kový
h tried modulo 3, alebo priamo z Malej Fermatovejvety. Potom tie¾ n4 � n2 (mod 3). Av¹ak, ak P (x) je polynóm s 
eloèíselnými koe�-
ientami, tak aj P (n3) � P (n) (mod 3) a P (n4) � P (n2) (mod 3). Polynóm Q(x) mázrejme 
eloèíselné koe�
ienty. Z posledný
h dvo
h kongruen
ií dostávameQ(n) � �P (n)P (n2)�2 + 1 (mod 3):Ale µahko sa overí, ¾e pre ka¾dé 
elé èíslo m platí m2+1 6� 0 (mod 3). Tak¾e pre ka¾dé
elé èíslo n platí Q(n) 6� 0 (mod 3), z èoho vyplýva, ¾e polynóm Q(x) nem�¾e ma»
eloèíselný koreò. Tým sme dokázali, èo bolo treba.Úloha 5.Uká¾eme, ¾e jFAj = jFGj. Budeme postupova» odzadu. Na polpriamke opaènej k DCvezmime bod P taký, ¾e jDP j = jDAj a podobne na polpriamke opaènej k CD vezmimebod Q taký, ¾e jCQj = jCAj. Potom vyu¾itím známy
h faktov o úseko
h na straná
hpri vpísanej kru¾ni
i dostávamejPEj = jPDj+ jDEj = jDAj+ jBDj+ jCDj � jBCj2 = jBDj+ jCDj+ jBCj2 ;jQEj = jQCj+ jCEj = jACj+ jBDj+ jCDj � jBCj2 = jBDj+ jCDj+ jBCj2 :To znamená, ¾e priamka EF je osou úseèky PQ. ©pe
iálne to znamená, ¾e stred Okru¾ni
e opísanej trojuholníku APQ le¾í na priamke EF , a teda priamky DO, CO súpostupne osami úseèiek AP , AQ. To znamená, ¾ej<)DAOj = j<)OPDj = j<)CQOj = j<)OACj;tak¾e body O a F splývajú. Navia
j<)AOP j = 2j<)AQP j = j<)AQCj+ j<)CAQj = � � j<)QCAj = j<)ACP j:Odtiaµ vyplýva, ¾e body A;C; F; P le¾ia na kru¾ni
i. Tak¾e nutne P � G, a teda jFP j == jFGj = jFAj. Tým sme dokázali, èo bolo treba.
A B

CD EFP Q
�Obr. 59



94 49. roèník matemati
kej olympiádyÚloha 6.Tvrdenie doká¾eme sporom. Predpokladajme, ¾e existuje ofarbenie, t.j. funk
ia f : Z!! fC;Z;M;Bg taká, ¾e pre ka¾dé 
elé èíslo a platíf(fa; a+ x; a+ y; a+ x+ yg) = fC;M;Z;Bg:Vezmime teraz mno¾inu Z�Z (mo¾no ju reprezentova» ako mno¾inu v¹etký
h mre¾ový
hbodov v rovine) a jej ofarbenie g : Z� Z! fC;M;Z;Bg také, ¾eg(i; j) = f(ix+ jy)pre v¹etky i; j 2 Z. Podµa vy¹¹ie uvedeného predpokladu dostávame, ¾e v ofarbení gmajú vr
holy ka¾dého jednotkového ¹tvor
a navzájom r�zne farby. Ïalej sformulujemea doká¾eme dve lemy.Lema 1. Ak existuje ståpe
 fig � Z, ktorý nie je periodi
ký s periódou 2 (t.j. jehoofarbenie nie je periodi
ké s periódou 2), potom existuje riadok Z � fjg, ktorý jeperiodi
ký s periódou 2.D�kaz. Predpokladajme, ¾e ståpe
 fig�Z nie je periodi
ký s periódou 2. Potom v òomm�¾eme nájs» tri po sebe idú
e vr
holy s navzájom r�znymi farbami. Bez ujmy nav¹eobe
nosti ne
h sú to BMC . Ak uvá¾ime susedné jednotkové ¹tvor
e, dostaneme situá
iuCBCZMZBCB, a ïalej BCBCBMZMZMCBCBC .Je zrejmé, ¾e riadky budú periodi
ké s periódou 2.Lema 2. Ak pre nejaké 
elé èíslo k je riadok Z� fkg periodi
ký s periódou 2, potompre ka¾dé j 2 Z je riadok Z� fjg periodi
ký s periódou 2. Navia
 pre l � j (mod 2)sú riadky Z� fkg a Z� fjg ofarbené rovnakými farbami a pre l 6� j (mod 2) r�znymifarbami.D�kaz. Ne
h riadok Z�flg vyzerá (bez ujmy na v¹eobe
nosti) takto: : : : CMCMC : : : ,prièom nad niektorým C sa na
hádza B. Vyu¾itím pravidla pre jednotkové ¹tvor
edostávame: : :B Z BZ B: : :: : : CMCMC: : : , a ïalej : : : CMCMC: : :: : :B Z B Z B: : :: : : CMCMC: : : alebo : : :M CM CM: : :: : : B Z B Z B : : :: : : CM CM C : : : .Analogi
ky to platí pre riadok pod Z� flg.Tieto lemy zrejme zostávajú v platnosti, ak zameníme riadky za ståp
e a naopak.Tak¾e m�¾eme predpoklada», ¾e napr. riadky sú periodi
ké s periódou 2. Ïalej ne
hg(0; 0) = C, g(1; 0) = M . Potom g(y; 0) = M (preto¾e y je nepárne). Preto¾e x jenepárne, tak dostávame g(Z� fxg) = fB;Zg. Ale z rovnosti g(y; 0) = f(xy) = g(0; x)dostávame spor.



41. Medzinárodná matemati
ká olympiáda
41. roèník Medzinárodnej matemati
kej olympiády (MMO) sa uskutoènil v dòo
h16. a¾ 25. júla 2000 v meste Taejon v Ju¾nej Kórei.Medzinárodná matemati
ká olympiáda je sú»a¾ou jednotliv
ov. Ka¾dá zúèastnenákrajina na òu vysiela reprezentaèné dru¾stvo zlo¾ené najvia
 zo ¹iesti
h sú»a¾ia
i
h,sprevádzané dvoma vedú
imi. Slovenské dru¾stvo tvorili Vladimír Zaja
 zo 4. roèníkaGymnázia Grösslingová v Bratislave, Balázs Keszegh zo 4. roèníka Maïarského gym-názia v Komárne, Katarína Quittnerová z 2. roèníka Gymnázia Bilíkova v Bratislave,Miroslava Sotáková zo 4. roèníka Gymnázia Po¹tová v Ko¹i
ia
h, Tomá¹ Juríkzo 4. roèníka Gymnázia Po¹tová v Ko¹i
ia
h, a Peter Májek zo 4. roèníka GymnáziaJura Hron
a v Bratislave. Vedú
im delegá
ie a odborným vedú
im bol do
. RNDr.Vladislav Rosa, CS
. zo Slovenskej ¹tátnej in¹pek
ie Bratislava, pedagogi
kým vedú
imbol Juraj Földes z MFF UK v Bratislave.Pravidlá sú»a¾e sú veµmi podobné pravidlám ná¹ho 
elo¹tátneho kola. Sú»a¾í sadva dni, ¹tudenti dostanú ka¾dý deò 3 úlohy v i
h rodnom jazyku, na vyrie¹eniektorý
h majú 4;5 hodiny. Po skonèení sú»a¾e rie¹enia prezrú vedú
i príslu¹nej krajinya svoj návrh hodnotenia podµa vopred pripravený
h bodova
í
h s
hém obhajujú predkoordinátormi. Za správne vyrie¹enú úlohu m�¾e sú»a¾ia
i získa» maximálne 7 bodov.Výsledky slovenského dru¾stva uvádza nasledujú
a tabuµka:Meno 1 2 3 4 5 6 súèet 
enaTomá¹ Jurík 7 7 0 0 3 2 19 3.Balázs Keszegh 7 6 1 4 0 7 25 2.Peter Májek 0 2 0 4 0 2 8 {Katarína Quittnerová 7 7 0 6 0 0 20 3.Miroslava Sotáková 7 1 1 5 0 7 21 2.Vladimír Zaja
 7 1 0 6 0 4 18 3.Na 41. roèníku MMO sa zúèastnilo 82 ¹tátov 
elého sveta. Aj keï je MMO o�
iálneindividuálnou sú»a¾ou najlep¹í
h matemati
ký
h talentov z 
elého sveta, s obrovskýmzáujmom sa sleduje aj umiestnenie jednotlivý
h krajín. Dru¾stvo Slovenska skonèilov neo�
iálnom poradí krajín na veµmi dobrom 18.{19. mieste. Slovenskému dru¾stvu sapodarilo zlep¹i» dobrý výkon z minulého roka a posunú» sa o tri prieèky vy¹¹ie. Stalosa u¾ takmer tradí
iou, ¾e piati zo sú»a¾ia
i
h sa vra
ajú z MMO s medailou. Oprotiminulému roku sa medailová bilan
ia nezmenila, ale sú»a¾ia
i získali o 23 bodov via
, èoje urèite úspe
hom. Po ¹tyro
h roko
h sa koneène podarilo znovu pokori» 100 bodovúhrani
u. Tím Èeskej republiky neobstál v tohtoroènej MMO najlep¹ie, ako ukazujetabuµka výsledkov èeského dru¾stva:



96 49. roèník matemati
kej olympiádyMeno 1 2 3 4 5 6 súèet 
enaJaroslav Hájek 0 0 0 2 0 0 2 {Jan Herman 7 2 0 2 0 0 11 3.Jan Hou¹tek 7 2 1 7 4 0 21 2.Jan Kynèl 7 1 4 2 0 2 16 3.Rudolf Stolaø 0 1 0 3 0 0 4 {Ondøej Su
hý 7 0 0 2 0 2 11 3.Ako vidno z tabuµky výsledkov slovenského dru¾stva, najlep¹ie sme si poradilis 1. a 4. úlohou. Prvá z ni
h bola µahká geometria a druhá µahká kombinatorika.Vynikajú
o sme vyrie¹ili ¹iestu úlohou, »a¾ká geometria, ako ¹iesta najúspe¹nej¹iakrajina. Tým sme potvrdili svoje dobré výsledky v geometriký
h úlohá
h. Najhor¹iesme dopadli na netradiènej tretej úlohe a piatej úlohe | »a¾kej teórii èísel. Trebapoznamena», ¾e tieto úlohy patrili medzi naj»a¾¹ie na tohtoroènej olympiáde.Prekvapujú
o nízka bola hrani
a 11 bodov na zisk bronzovej medaily. Na striebornúmedailu bolo treba získa» 21 a na zlatú 30 bodov. ©koda jediného bodu, ktorý 
hýbalKataríne Quittnerovej na zisk striebornej medaily.Najúspe¹nej¹ie krajiny boli opä» "tradièné\, poradie prvej desiatky je uvedenév tabuµke. 1. Èína 7. Bielorusko2. Rusko 8. Taiwan3. USA 9. Maïarsko4. Ju¾ná Kórea 10. Irán5.{6. Bulharsko 18.{19. Slovensko5.{6. VietnamPlný poèet bodov (42) získali (na rozdiel od pred
hádzajú
eho roka) ¹tyria sú»a¾ia
i |dvaja z Ruska, po jednom z Bieloruska a Èíny.Medzinárodná matemati
ká olympiáda plní okrem sú»a¾nej aj nemenej d�le¾itúspoloèenskú úlohu. Majú sa tu mo¾nos» stretnú» a zoznámi» matemati
ké talentyz 
elého sveta. Tohtoroèná sú»a¾ prebehla bez väè¹í
h problémov. Okrem drobný
hprestojov a zdr¾aní, ktoré sú pri organizá
ii takejto ak
ie po
hopiteµné, sa usporia-dateµom nedalo niè vytknú».Slovenské dru¾stvo sa dostalo po nároènom 11 hodinovom lete z Franfurktu nadMohanom do Soulu, kde u¾ na ka¾dú výpravu èakali usporiadatelia. Nasledovala asidvojhodinová 
esta autobusom do miesta konania olympiády | mesta Taejon. Tae-jon je niekoµkomiliónové mesto v strednej èasti Ju¾nej Kórei. Asi jediné, èo neprialotohtoroènej medzinárodnej olympiáde, bolo poèasie. Klíma v Ju¾nej Kórei je podobnána¹ej, jediný rozdiel je vo vlhkosti. A práve v tomto èase bolo obdobie da¾ïov. Sú»a¾ia
iboli ubytovaní v priestoro
h Taejonskej univerzity. Mali k dispozí
ii ihriská, telo
vièòu abazén. Organizátori sa postarali o hodnotný program, v ktorom ne
hýbalo predstavenietradiènej kórejskej kultúry. Hneï prvý deò sme nav¹tívili tradiènú kórejskú dedinu,ktorá je obdobou na¹i
h skanzenov. Asi najväè¹ej pozornosti na¹ej výpravy sa te¹ilbudhisti
ký klá¹tor. Na druhý deò sa konalo slávnostné otvorenie spojené s uká¾kou



41. Medzinárodná matemati
ká olympiáda 97miestny
h tan
ov. Vïaka na¹ej sprievodkyni sme mali mo¾nos» nav¹tívi» Taejon a vidie»obyèajný ¾ivot. Nasledujú
e dni mali sú»a¾ia
i mo¾nos» absolvova» niekoµko exkurzií,okrem iného do Kyunglu, ktoré je jedno z najstar¹í
h miest v Kórei. Za jeden z vr
holovmo¾no pova¾ova» kórejskú kultúrnu no
 a najmä bubnový kon
ert, preto¾e bubon jev Kórei jeden z najpopulárnej¹í
h hudobný
h nástrojov. V¹ade mo¾no vidie» bubnynajrozmanitej¹í
h veµkostí, dokon
a hneï na letisku v Soule stojí jeden asi dvojmetrovýkolos. Na záver pripravili usporiadatelia závereèný 
eremoniál, na ktorom vyhlásilinajúspe¹nej¹í
h rie¹iteµov a odovzdali medaily.Pred úplným ukonèením MMO pozvali zástup
ovia Spojený
h ¹tátov ameri
ký
hv¹etky zúèastnené krajiny na nasledujú
u 42. MMO, ktorá sa bude kona» v prvejpolovi
i júla 2001 v meste Washington. Ïal¹ie roèníky MMO by mali usporiada» VeµkáBritánia, Japonsko a Irán.



98 49. roèník matemati
kej olympiádyZadania úloh MMOÚloha 1.Dve kru¾ni
e �1 a �2 sa pretínajú vo dvo
h bodo
h M a N . Ne
h priamka AB jei
h spoloènou dotyèni
ou, prièom bod A le¾í na kru¾ni
i �1, bod B na �2 a navia
bod M je k priamke AB bli¾¹ie ne¾ bod N . Ne
h CD je priamka rovnobe¾ná s ABa pre
hádzajú
a bodom M , prièom bod C le¾í na kru¾ni
i �1 a bod D na �2. PriamkyAC a BD sa pretínajú v bode E; priamky BN a CD sa pretínajú v bode Q. Doká¾te,¾e jEP j = jEQj. (Rusko)Úloha 2.Ne
h a; b; 
 sú kladné reálne èísla také, ¾e ab
 = 1. Doká¾te nerovnos»�a� 1 + 1b��b� 1 + 1
��
� 1 + 1a� 5 1: (Bielorusko)Úloha 3.Ne
h n = 2 je prirodzené èíslo a � je kladné reálne èíslo. Na zaèiatku máme navodorovnej priamke n bå
h, nie v¹etky v jednom bode. V jednom kroku si m�¾emezvoli» dve bl
hy v nejaký
h bodo
h A a B, prièom A je naµavo od B, a bl
hu z bodu Ane
háme skoèi» do bodu C, ktorý je napravo od B a platí jBCj : jABj = �.Urète v¹etky hodnoty � také, ¾e pre µubovoµný bod M na danej priamke a µubovoµnúzaèiatoènú pozí
iu bå
h, existuje koneèná postupnos» krokov, po ktorej budú v¹etkybl
hy napravo od bodu M . (USA)Úloha 4.Kúzelník má sto kartièiek oèíslovaný
h èíslami 1; 2; : : : ; 100. Rozdelí i
h do tro
h krabí
(èervenej, bielej a modrej) tak, ¾e v ka¾dej krabi
i je aspoò jedna kartièka. Divákz hµadiska vytiahne dve kartièky z dvo
h r�zny
h krabí
 a nahlas oznámi súèet èísel natý
hto kartièká
h. Na základe tejto informá
ie doká¾e kúzelník urèi», z ktorej krabi
enebola vytiahnutá ¾iadna kartièka. Urète koµkými sp�sobmi m�¾e kúzelník rozdeli»kartièky do krabí
 tak, aby tento trik fungoval. (Maïarsko)Úloha 5.Zistite, èi existuje prirodzené èíslo n také, ¾e n má práve 2000 prvoèíselný
h deliteµova 2n + 1 je deliteµné n. (Rusko)Úloha 6.Ne
h AH1, BH2, CH3 sú vý¹ky v ostrouhlom trojuholníku ABC. Jemu vpísaná sadotýka strán BC, CA, AB postupne v bodo
h T1; T2; T3. Uva¾ujme obrazy priamokH1H2, H2H3, H3H1 v osovej súmernosti postupne podµa priamok T1T2, T2T3, T3T1.Doká¾te, ¾e tieto obrazy vytvárajú trojuholník, ktorého vr
holy le¾ia na kru¾ni
ivpísanej trojuholníku ABC. (Rusko)



41. Medzinárodná matemati
ká olympiáda 99Rie¹enia úloh MMOÚloha 1.Ne
h K je prieseèník priamok AB a MN . Vyu¾itím mo
nosti bodu ku kru¾ni
i dostá-vame jAKj2 = jKN j � jKM j = jBKj2, tak¾e K je stred AB. Preto¾e PQ k AB, tak Mje stred PQ. Tak¾e staèí dokáza», ¾e EM?PQ.
A B

C
DEK M

N
P Q

�1
�2

�Obr. 60Preto¾e CD k AB, tak body A a B sú postupne stredmi oblúkov CM a DMkru¾ní
 �1 a �2. To znamená, ¾e trojuholníky ACM a BDM sú rovnoramenné. Potomz vlastností rovnobe¾iek vyplývaj<)BAM j = j<)AMCj = j<)ACM j = j<)EABj;j<)ABM j = j<)BMDj = j<)BDM j = j<)EBAj:Odtiaµ dostávame, ¾e body E a M sú súmerne zdru¾ené v osovej súmernosti podµapriamky AB, a teda EM?AB. A preto¾e PQ k AB, tak EM?PQ, èo sme 
h
elidokáza».Úloha 2.Preto¾e platí ab
 = 1, m�¾eme túto nehomogénnu nerovnos» previes» na homogénnuvhodnou substitú
iou premenný
h. Konkrétne m�¾eme a; b; 
 písa» v tvarea = xy ; b = yz ; 
 = zxpre nejaké kladné reálne èísla x; y; z (jedna z mo¾ností je napr. x = 1, y = 1=a, z == 1=(ab)). Prepísaním na¹ej nerovností do nový
h premenný
h dostávame(x� y + z) (y � z + x) (z � x+ y) 5 xyz:



100 49. roèník matemati
kej olympiádyPritom najvia
 jedno z èísel u = x� y+ z, v = y� z+x, w = z�x+ y je záporné, lebosúèet ka¾dý
h dvo
h z ni
h je kladný. Ak je záporné práve jedno z ni
h, potom uvw 55 0 < xyz. Ak je niektoré z ni
h rovné 0, potom uvw = 0 < xyz. Ïalej predpokladajme,¾e u > 0, v > 0, w > 0. Pou¾itím AG-nerovnosti dostávamepuv =p(x� y + z) (y � z + x) 5 (x� y + z) + (y � z + x)2 = x:Analogi
ky platí pvw 5 y, pwu 5 z. Vynásobením posledný
h tro
h nerovností (naobo
h straná
h sú v¾dy kladné èísla) dostávame uvw 5 xyz. Tým sme dokázali, èo bolotreba.Poznámka. Z rie¹enia je zrejmé, ¾e rovnos» nastáva práve vtedy, keï a = b = 
 = 1.Úloha 3.Rozumnou stratégiou na to, aby sme dostali bl
hy èo najvia
 vpravo je v ka¾dom krokune
ha» bl
hu, ktorá je najvia
 vµavo, skoèi» 
ez tú, ktorá je najvia
 vpravo. Toutostratégiou dostaneme po k kroko
h kon�gurá
iu, v ktorej budú d�le¾ité dva parametre:maximum vzdialeností medzi bl
hami (t.j. priemer mno¾iny bå
h), ktorý oznaèíme dka minimum vzdialeností medzi bl
hami, ktorú oznaèíme Æk. Zrejme dk = (n� 1)Æk.Po (k + 1)-tom kroku sa nám objaví nová vzdialenos» medzi bl
hami, a to �dk. Táby mohla by» novým minimom, ak Æk+1 = �dk; inak zrejme platí Æk+1 = Æk. V ka¾domprípade v¹ak Æk+1Æk = min�1; �dkÆk � = min f1; (n� 1)�g:To znamená, ¾e ak � = 1=(n � 1), tak Æk+1 = Æk pre k = 0; 1; 2; : : : ; teda minimumvzdialeností sa nezmen¹uje. Tak¾e poloha bl
hy najvia
 vµavo sa v ka¾dom krokuposunie doprava o via
 ne¾ nejaká kladná kon¹tanta. To znamená, ¾e doká¾eme bl
hydosta» tak ïaleko doprava ako len 
h
eme.Ïalej predpokladajme, ¾e � < 1=(n � 1). Uká¾eme, ¾e existuje zaèiatoèná pozí
ia,z ktorej nedoká¾eme bl
hy dosta» za nejaký bodM . Vlastne uká¾eme, ¾e to je vlastnos»v¹etký
h zaèiatoèný
h pozí
ií.Pozí
ie bå
h budeme oznaèova» reálnymi èíslami. Uva¾ujme µubovoµnú koneènú pos-tupnos» »ahov. Oznaème sk súèet èísel reprezentujú
i
h pozí
ie bå
h po k-tom krokua wk najväè¹ie z tý
hto èísel (t.j. pozí
iu najpravej¹ej bl
hy). Uvedomme si, ¾e sk 55 nwk. Uká¾eme, ¾e postupnos» w0; w1; w2; : : : je ohranièená.Ne
h v (k + 1)-tom kroku skoèí bl
ha z bodu A 
ez B a pristane v C. Ne
h tietobody sú postupne reprezentované èíslami a; b; 
. Potom sk+1 = sk + 
� a.Podµa daného pravidla skákania platí 
 � b = �(b � a), èo je ekvivalentné s �(
 �� a) = (�+ 1) (
� b). Potomsk+1 � sk = 
� a = 1 + �� (
� b):



41. Medzinárodná matemati
ká olympiáda 101Predpokladajme, ¾e 
 > wk; bl
ha, ktorá skoèila skoèila zaujala pozí
iu najvia
 vpravo,t.j. wk+1 = 
. Preto¾e b bola pozí
ia nejakej bl
hy po k-tom kroku, tak b 5 wk, a tedask+1 � sk = 1 + �� (
� b) = 1 + �� (wk+1 � wk):Táto nerovnos» zrejme platí aj keï 
 5 wk; vtedy wk+1�wk = 0 a sk+1�sk = 
�a > 0.Uva¾ujme postupnos» èíselzk = 1 + �� wk � sk; pre k = 0; 1; 2; : : : :Z vy¹¹ie uvedenej nerovnosti vyplýva zk+1�zk 5 0, èi¾e postupnos» je nerastú
a, a tedazk 5 z0 pre k = 0; 1; 2; : : : .Z predpokladu � < 1=(n� 1) dostávame 1 + � > n�, a m�¾eme písa»zk = (n+ �)wk � sk; kde � = 1 + �� � n > 0:Tak dostávame nerovnos» zk = �wk + (nwk � sk) = �wk. To znamená, ¾e wk 5 z0=�pre ka¾dé k = 0; 1; 2; : : : . Tak¾e pozí
ia bl
hy najvia
 vpravo nikdy nepresiahne nejakúkon¹tantu (závislú na n, � a zaèiatoènej kon�gurá
ii, ale nie na postupnosti »ahov).Celkove sú hµadanými hodnotami � v¹etky reálne èísla z intervalu h1=(n� 1);1).Úloha 4.Uká¾eme, ¾e hµadaný poèet je 12. Ka¾dé èíslo i ofarbime tou istou farbou ako je farbakrabi
e, v ktorej sa na
hádza kartièka s èíslom i. V¹etky èísla, o ktorý
h budeme v rie¹eníhovori» budú prirodzené èísla nie väè¹ie ne¾ 100. Rozoberieme dva prípady.Prípad 1. Ak existuje také i, ¾e i, i+ 1, i+ 2 majú r�zne farby, povedzme è, b, m.Vzhµadom na to, ¾e i + (i + 3) = (i + 1) + (i + 2), tak i + 3 nem�¾e by» ani farby b(lebo tú farbu má i+1) ani farby m (lebo ju má i+2). To znamená, ¾e i+3 je farby è.Vidíme, ¾e tri susedné èísla r�zny
h farieb jednoznaène urèujú nasledujú
e èíslo. Taktov¹ak pokraèuje aj ïalej: za èbm musí nasledova» è, potom b, m atï. Tento argumentm�¾eme pou¾i» aj opaèným smerom: troji
u èbm musí pred
hádza» m, atï.Tak¾e staèí priradi» farby èíslam 1, 2, 3, èo m�¾eme urobi» ¹iestimi sp�sobmi. Potombudú splnené podmienky zadania, lebo súèty è+b, b+m, m+ è dávajú r�zne zvy¹kypo delení 3.Prípad 2. Ne
h ¾iadne tri po sebe idú
e èísla nie sú r�zny
h farieb. Ne
h 1 je farbyè a ne
h i je najmen¹ie èíslo, ktoré je farby inej ako è, povedzme, ¾e je b. Ïalej ne
hk je najmen¹ie èíslo farby m. Preto¾e tam nikde nemáme tri po sebe idú
e èísla fariebèbm, tak platí i+ 1 < k.Ak by bolo k < 100, potom z rovnosti i+ k = (i� 1) + (k + 1) dostávame, ¾e k + 1je farby è. Av¹ak podµa rovnosti i + (k + 1) = (i + 1) + k má by» i + 1 farby m, èo jespor s faktom, ¾e k je najmen¹ie m èíslo. Tak¾e nutne musí by» k = 100.



102 49. roèník matemati
kej olympiádyPreto¾e (i � 1) + 100 = i + 99, tak vidíme, ¾e 99 je farby b. Uká¾eme, ¾e to musívyzera» takto: 1 je è, 100 je m a v¹etky ostatné èísla sú b. Ak by bolo nejaké t > 1farby è, potom z t+99 = (t� 1)+ 100 vyplýva, ¾e t� 1 je m, ale najmen¹ie m èíslo je100.Tak¾e dostávame ofarbenie èbb : : :bbm, ktoré zrejme vyhovuje. Toti¾ ak oznámenýsúèet je najvia
 100, potom niè nebolo vybraté z modrej krabi
e; ak je súèet 101, takz bielej a ak je súèet väè¹í ne¾ 101, potom z èervenej. Opä» zrejme dostávame 6 mo¾nostíofarbenia.Úloha 5.Odpoveï je áno. Induk
iou vzhµadom na k doká¾eme v¹eobe
nej¹ie tvrdenie:Pre ka¾dé k 2 N existuje n = n(k) 2 N také, ¾e n j 2n+1, 3 j n a èíslo n mápráve k prvoèíselný
h deliteµov.Základom induk
ie m�¾e by» n(1) = 3. Pri indukènom kroku predpokladajme, ¾e prenejaké k = 1 existuje èíslo n(k) = 3l �t, kde l = 1 a 3 - t, spåòajú
e podmienky. Potom jeèíslo n = n(k) nepárne, a teda 3 j 22n�2n+1. Z rovnosti 23n+1 = (2n+1) (22n�2n+1)dostávame 3n j 23n + 1. Podµa lemy, ktorú uvedieme ni¾¹ie existuje prvoèíslo p také, ¾ep j 23n + 1, ale p - 2n + 1. Tak¾e èíslo n(k + 1) = 3p � n(k) spåòa podmienky pre k + 1.Na dokonèenie d�kazu ná¹ho tvrdenia staèí uvies» a dokáza» lemu.Lema. Pre ka¾dé 
elé èíslo a > 2 existuje prvoèíslo p také, ¾e p j a3 + 1, ale p - a+ 1.D�kaz. Predpokladajme, ¾e tvrdenie lemy neplatí pre nejaké a > 2. Potom ka¾dýprvoèíselný deliteµ èísla a2 � a + 1 je aj deliteµom èísla a + 1. Z rovnosti a2 � a + 1 == (a+1) (a� 2)+3 vyplýva, ¾e 3 m�¾e by» jediným prvoèíselným deliteµom a2� a+1,tak¾e a2 � a+ 1 je mo
ninou 3. Potom musí by» aj a+ 1 násobkom 3, tak¾e je ním aja�2. To znamená, ¾e a2�a+1 je deliteµné 3, ale nie je deliteµné 9. Keï¾e je to mo
nina3, tak nutne a2 � a+ 1 = 3, èo je spor s nerovnos»ou a2 � a+ 1 > 3 pre ka¾dé a > 2.Úloha 6.Ne
h M1;M2;M3 sú obrazy bodov T1; T2; T3 v osovej súmernosti postupne podµa osíuhlov CAB, ABC, BCA. Zrejme bodyM1;M2;M3 le¾ia na kru¾ni
i vpísanej trojuhol-níku ABC. Doká¾eme, ¾e sú to vr
holy trojuholníka, o ktorom sa hovorí v zadaní, èímby bolo tvrdenie dokázané.Kv�li súmernosti staèí dokáza», ¾e obraz l1 priamky H2H3 v súmernosti podµa T2T3pre
hádza 
ezM2. Oznaème I stred kru¾ni
e vpísanej trojuholníku ABC. V¹imnime si,¾e body T2 a H2 le¾ia v jednej polrovine urèenej priamkou BI, prièom T2 le¾í k priamkeBI bli¾¹ie ne¾ H2. Budeme uva¾ova» len prípad, keï bod C le¾í v tej istej polrovineurèenej priamkou BI ako na obrázku (prípad, keï le¾í v druhej polrovine je veµmipodobný). Ne
h j<)CABj = 2�, j<)ABCj = 2�, j<)BCAj = 2
.Lema. Obraz bodu H2 v osovej súmernosti podµa priamky T2T3 le¾í na priamke BI.D�kaz. Ne
h l?T2T3, H2 2 l. Oznaème postupne P a S prieseèníky BI s l a BI s T2T3.



41. Medzinárodná matemati
ká olympiáda 103Uvedomme si, ¾e S le¾í na úseèká
h T2T3 a BP . Tak¾e staèí dokáza», ¾e j<)PSH2j == 2j<)PST2j.Vieme, ¾e j<)PST2j = j<)BST3j, a z vlastnosti vonkaj¹ieho uhla dostávamej<)BST3j = j<)AT3Sj � j<)T3BSj = (90Æ � �)� � = 
:Ïalej j<)BST1j = j<)BST3j = 
, kv�li súmernosti podµa priamky BI. Uvedomme si, ¾ebody C a S le¾ia v rovnakej polrovine urèenej priamkou IT1, lebo j<)BT1Sj = 90Æ ++ � > 90Æ. Potom z rovností j<) IST1j = j<) ICT1j = 
 vyplýva, ¾e ¹tvoruholník SIT1Cje tetivový, tak¾e j<) ISCj = j<) IT1Cj = 90Æ. Potom je aj ¹tvoruholník BCH2S tetivový,lebo j<)BH2Cj = 90Æ. Odtiaµ dostávame j<)PSH2j = j<)BCAj = 2
 = 2j<)PST2j, èosme 
h
eli dokáza». A

B C
H2H3 I M2 PS

T1
T2T3 l1
�Obr. 61V¹imnime si, ¾e z d�kazu lemy tie¾ vyplýva j<)BPT2j = j<)SH2T2j = �, kv�lisúmernosti podµa T2T3 a z toho, ¾e ¹tvoruholník BCH2S je tetivový. Potom, preto¾eM2 je obraz T2 podµa BI, dostávame j<)BPM2j = j<)BPT2j = � = j<)CBP j, a tedapriamka PM2 je rovnobe¾ná s BC. Aby sme dokázali, ¾e M2 le¾í na l1, staèí dokáza»,¾e l1 je tie¾ rovnobe¾ná s BC.Predpokladajme, ¾e � 6= 
; ne
h priamkaCB pretína priamkyH2H3 a T2T3 postupnev bodo
h D a E. (Uvedomme si, ¾e body D;E le¾ia na tej istej strane úseèky BC.)Jednodu
hý výpoèet uhlov dáva j<)BDH3j = 2j� � 
j, j<)BET3j = j� � 
j, a tedapriamka l1 je rovnobe¾ná s BC. Tým je d�kaz ukonèený.





Zadania sú»a¾ný
h úlohKategória PAr
hív zadaní Matemati
kej olympiády, kategórie P sa na
hádza na WWW stránkehttp://www.ksp.sk/mop.
P { I { 1V továrni idú zaháji» výrobu nového typu výrobku. Táto výroba je daná presným te
h-nologi
kým plánom, ktorý hovorí, aké pra
ovné postupy treba vykona» a ako dlho ka¾dýz tý
hto postupov trvá. Pre ka¾dý postup P je ïalej známy zoznam postupov, ktoré musiaby» vykonané predtým, ako sa vykoná postup P (nazvime i
h pred
hádzajú
e postupy).Majitelia 
h
ú výrobu zorganizova» tak, aby bolo mo¾né vyrobi» prvý hotový výro-bok v najkrat¹om mo¾nom èase. V továrni mo¾no súèasne vykonáva» µubovoµný poèetpostupov, µubovoµný postup v¹ak mo¾no zaèa» vykonáva» a¾ potom, èo sa skonèilo vyko-návanie v¹etký
h jemu pred
hádzajú
i
h postupov. Inak m�¾u by» postupy vykonávanév akomkoµvek poradí. M�¾ete predpoklada», ¾e vykonanie podµa tý
hto pravidiel existuje.Napí¹te program, ktorý zo súboru TOVAREN.IN naèíta te
hnologi
ký plán výroby no-vého výrobku a do súboru TOVAREN.OUT vypí¹e najkrat¹í èas, v akom mo¾no vyrobi» prvýnový výrobok.Súbor TOVAREN.IN obsahuje v prvom riadku poèet pra
ovný
h postupovN (N � 100).V ïal¹í
h N riadko
h sa na
hádzajú informá
ie o jednotlivý
h pra
ovný
h postupo
h,v i-tom riadku o pra
ovnom postupe èíslo i. Informá
ia o pra
ovnom postupe sa skladáz niekoµký
h èísel oddelený
h medzerou. Prvé èíslo oznaèuje, ako dlho postup trvá, a ïal¹ieèísla urèujú èísla jemu pred
hádzajú
i
h postupov. Riadok je ukonèený èíslom �1. Navyrobenie nového výrobku je potrebné vykona» v¹etký
h N postupov. Postupy mo¾novykonáva» v µubovoµnom poradí, ak sa ka¾dý postup zaène vykonáva» a¾ po vykonanív¹etký
h jemu pred
hádzajú
i
h postupov.Súbor TOVAREN.OUT má obsahova» jediný riadok, v ktorom sa na
hádza èas, za ktorýmo¾no vyrobi» prvý nový výrobok.PríkladSúbor TOVAREN.IN42 3 -13 3 -13 -11 1 2 -1

Súbor TOVAREN.OUT7



106 49. roèník matemati
kej olympiádyP { I { 2Je daná mno¾ina A = fa1; a2; a3; : : : ; aNg (N � 1), ktorú budeme nazýva» abe
eda. Prvkyabe
edy budeme nazýva» znakmi. Re»az
om nad abe
edou A je koneèná postupnos» prv-kov z mno¾iny A (znakov). Vybraný podre»aze
 vznikne z re»az
a vyne
haním niektorý
hjeho znakov, prièom poradie ostatný
h znakov re»az
a za
hováme. Permutá
ia prvkovmno¾iny A je re»aze
, v ktorom sa ka¾dý prvok mno¾iny A vyskytuje práve raz.PríkladNe
h N = 3, A = fa; b; 
g. Potom z re»az
a ab
ab

b mo¾no vytvori» vybrané podre»az
enapr. ab, aa
, bb
b, abbb, ab
, 
ab. Z ni
h len ab
 a 
ab sú permutá
ie mno¾iny A.Sú»a¾ná úlohaNájdite èo najkrat¹í re»aze
 nad abe
edou A = fa; b; 
; : : : ; og (N = 15), ktorý obsahujev¹etky permutá
ie prvkov A ako vybrané podre»az
e a ka¾dý znak sa v òom vyskytujenanajvý¹ N krát. Podrobne uveïte aj sp�sob, akým ste tento re»aze
 na¹li a prilo¾te apopí¹te v¹etky algoritmy a programy, ktoré ste pri tom pou¾ili. Výsledný re»aze
 má by»ulo¾ený v súbore P12.TXT. Tento súbor bude obsahova» jediný riadok, v ktorom sa budena
hádza» tento re»aze
.PríkladNapríklad pre abe
edu A = fa; b; 
g (N = 3) vyhovuje re»aze
 a
ba
ab, preto¾e sa v òomna
hádzajú permutá
ie ab
, a
b, ba
, b
a, 
ab, 
ba ako vybrané podre»az
e. Súèasne jetento re»aze
 aj najkrat¹ím takým re»az
om.P { I { 3V istej krajine existuje N politi
ký
h strán. Ka¾dá zo strán má medzi obyvateµstvomurèité preferen
ie, prièom ka¾dé dve strany majú r�zne preferen
ie. Agentúry na pries-kum verejnej mienky vedia uskutoèni» prieskum, ktorý pre µubovoµné dve politi
ké stranyumo¾òuje presne zisti», ktorá z ni
h má preferen
ie ni¾¹ie a ktorá vy¹¹ie. Tento prieskumje v¹ak pomerne drahý a dá sa v¾dy pou¾i» iba pre dve strany.Jedna agentúra 
h
e zisti», ktorá zo strán má najvy¹¹ie a ktorá najni¾¹ie preferen
ie,a to tak, ¾e pre r�zne dvoji
e strán vykoná takýto prieskum. Ch
e pritom vykona» èonajmenej prieskumov.Napí¹te program, ktorý bude riadi» èinnos» agentúry. Tento program najprv naèítapoèet strán N (1 � N � 100). Strany pre jednodu
hos» oèíslujeme èíslami 1; 2 : : : ; N .Program potom v 
ykle v¾dy vypí¹e, pre ktoré dve strany sa má vykona» prieskum anaèíta výsledok tohto prieskumu | èíslo strany s väè¹ími preferen
iami. Keï takýmtosp�sobom zhroma¾dí dostatok údajov na to, aby urèil, ktorá strana má najvy¹¹ie a ktoránajni¾¹ie preferen
ie, vypí¹e odpoveï a skonèí.Dbajte najmä na to, aby vá¹ program dal v¾dy správnu odpoveï a aby pou¾il èonajmenej prieskumov. Odhadnite, koµko najvia
 prieskumov m�¾e vá¹ program pou¾i»pre N strán.



Zadania sú»a¾ný
h úloh, kategória P 107PríkladUvedieme príklad èinnosti programu pre 3 strany, prièom texty vypisované programomsú od zaèiatku riadku a odpovede u¾ívateµa sú zadané v riadko
h zaèínajú
i
h znakom >.Zadaj poèet strán:> 3Urob prieskum 1,2> 2Urob prieskum 1,3> 3Urob prieskum 2,3> 2Najvy¹¹ie preferen
ie má strana 2, najni¾¹ie 1P { I { 4Minského registrové strojeMinského registrový stroj je jednodu
hé výpoètové zariadenie. K dispozí
ii má mno¾inuregistrov oznaèený
h R0; R1; R2; : : :, prièom v ka¾dom registri m�¾e by» ulo¾ené µubovoµneveµké nezáporné 
elé èíslo.Minského registrový stroj m�¾e ma» jeden alebo via
ero vstupov, ktorý
h hodnotysú na zaèiatku výpoètu ulo¾ené v registro
h R1; : : : ; Rk, kde k je poèet tý
hto vstupov.Ostatné registre sú na zaèiatku výpoètu ini
ializované na hodnotu nula. Po skonèenívýpoètu Minského registrového stroja je výsledkom hodnota ulo¾ená v registri R0.Ka¾dý Minského registrový stroj je riadený pevne daným programom. V programe sam�¾u vyskytova» tieto príkazy:� Zvý¹enie hodnoty v danom registri o 1� Zní¾enie hodnoty v danom registri o 1 (ak je v registri nula, hodnota sa nezmení)� Test na nulu zistí, èi je v danom registri nulaRegister je daný svojim èíslom. Èíslo registra je v príkaze v¾dy pevne zadané, nemo¾noteda na urèenie registra pou¾i» obsah iný
h registrov.Programy budeme zakresµova» do s
hém, prièom zvý¹enie hodnoty registra Ri bu-deme znaèi» obdå¾nikom s nápisom Ri++, zní¾enie hodnoty registra Ri budeme znaèi»obdå¾nikom s nápisom Ri--, test na nulu v registri Ri znaèíme oválom s nápisom Ri?.Zaèiatok programu znaèíme písmenom Z v krú¾ku a konie
 programu znaèíme písmenomK v krú¾ku (program m�¾e ma» aj via
ero kon
ov, ale iba jeden zaèiatok). Jednotlivépríkazy sú pospájané ¹ípkami, ktoré urèujú tok riadenia programu. Z obdå¾nika vy
hádzav¾dy jedna ¹ípka. Z oválu vy
hádzajú dve ¹ípky, prièom jedna z ni
h je oznaèená nulou(po nej pokraèuje výpoèet vtedy, keï bola v testovanom registri nula, v opaènom prí-pade výpoèet sleduje druhú ¹ípku). Ak v programe za sebou nasleduje niekoµko príkazovzvý¹enia alebo zní¾enia, mo¾no i
h zapísa» pod seba do jedného obdå¾nika.



108 49. roèník matemati
kej olympiádyPríkladÚloha. Zostrojte stroj, ktorý bude ma» na vstupe èísla x a y (ulo¾ené v registro
h R1a R2) a ktorý vypoèíta i
h súèin x � y (ulo¾í ho do registra R0).mZ
�
 �	R3?

�
 �	R1?R1--�
 �	R2?
mK

R2--R3++R0++ R3--R2++
?� ??? - ?- 6
�0 0 0

Rie¹enie. Stroj rie¹ia
i túto úlohu vidíme na obrázku. Tentostroj v¾dy odèíta od registra R1 jednotku a k registru R0 prièítaèíslo y (obsah registra R2). To robí dovtedy, kým v registri R1nie je nula. Èíslo y sa teda do registraR0 pripoèíta spolu x-krát,tak¾e dostaneme správny výsledok.Poïme sa teraz pozrie» na to, ako sa robí pripoèítanie èísla yk R0. Opä» v 
ykle zni¾ujeme hodnotu registra R2 a zvy¹ujemehodnotu registra R0, a¾ kým nemáme v registri R2 nulu. Vtedysme do R0 pridali presne y. Problém je ale v tom, ¾e v registriR2 máme teraz nulu a pre ïal¹í priebeh výpoètu tam potrebu-jeme da» spä» y. Preto v 
ykle okrem zní¾enia R2 a zvý¹eniaR0 e¹te zvý¹ime R3. Tým po skonèení 
yklu máme hodnotu yulo¾enú v registri R3. Staèí ju odtiaµ "presypa»\ spä» do regis-tra R2. To opä» robíme 
yklom, v ktorom súèasne zni¾ujeme R3 a zvy¹ujeme R2, kýmv R3 nie je nula. Vtedy máme v R2 spä» y a m�¾eme zaèa» s ïal¹ím kolom výpoètu.Sú»a¾né úlohya) Zostrojte Minského registrový stroj s jedným vstupom n, ktorý vypoèíta èíslo 2n.b) Zostrojte Minského registrový stroj s jedným vstupom n, ktorý vypoèíta Fibona
-
iho èíslo Fn. Vá¹ stroj pritom m�¾e pou¾íva» iba registre R0; R1; R2; R3.Fibona

iho èísla sú urèené nasledujú
im vz»ahom:Fn = ( 1 ak 0 � n < 2,Fn�1 + Fn�2 ak n � 2.P { II { 1Vo výpoètovom stredisku je N poèítaèov oèíslovaný
h od 1 po N , ktoré sú navzájomr�zne poprepájané jednosmernými spojeniami. Ak je "poèítaè i pripojený k poèítaèu j\,znamená to, ¾e poèítaè i m�¾e posiela» správy poèítaèu j (av¹ak nie naopak). Ak jepoèítaè i pripojený k poèítaèu j, m�¾e, ale nemusí by» pripojený poèítaè j k poèítaèu i.(®iadny poèítaè nie je pripojený sám k sebe.)Do výpoètového strediska bol zakúpený nový 
entrálny poèítaè. Je potrebné, abytento poèítaè mohol posla» správu v¹etkým ostatným poèítaèom. Treba ho preto pripoji»k niekoµkým ïal¹ím poèítaèom tak, aby sa z neho dala posla» správa µubovoµnému poèí-taèu p buï priamo (t.j. 
entrálny poèítaè je pripojený k poèítaèu p), alebo 
ez niekoµkoiný
h poèítaèov (t.j. existujú poèítaèe a1; a2; : : : ; ak také, ¾e 
entrálny poèítaè je pripojenýk poèítaèu a1, pre i = 1; 2; : : : k � 1 je poèítaè ai pripojený k poèítaèu ai+1 a poèítaè ak



Zadania sú»a¾ný
h úloh, kategória P 109je pripojený k poèítaèu p). Kv�li úspore káblov je nutné minimalizova» poèet poèítaèov,ku ktorým bude pripojený 
entrálny poèítaè.Sú»a¾ná úlohaJe daný poèet poèítaèov N . Ïalej pre ka¾dý poèítaè i (1 � i � N) je daný poèet poèíta-èov di, ku ktorým je daný poèítaè pripojený, ako aj i
h zoznam, ai1; ai2; : : : aidi . Napí¹teprogram, ktorý vypí¹e zoznam poèítaèov, ku ktorým je potrebné pripoji» 
entrálny po-èítaè tak, aby i
h poèet bol minimálny. Ak mo¾no 
entrálny poèítaè pripoji» via
erýmisp�sobmi, vypí¹te µubovoµný z ni
h.Príkladvstup:N = 7d1 = 1, pripojenia: 2d2 = 2, pripojenia: 1 5d3 = 1, pripojenia: 6d4 = 2, pripojenia: 3 6d5 = 1, pripojenia: 3d6 = 1, pripojenia: 5d7 = 0, pripojenia: ;
výstup:2,4,7(Iné mo¾né rie¹enie je 1,4,7.)

P { II { 2Ne
h A = (a1; a2; : : : ; aM) je postupnos» 
elý
h èísel. Postupnos» A0 je vybraná podpostup-nos» tejto postupnosti, ak vznikne z postupnosti A vyne
haním niektorý
h jej èlenov, pri-èom poradie ostatný
h prvkov za
hováme. Spoloèná vybraná podpostupnos» postupnostíA, B je ka¾dá postupnos» C, ktorá je vybranou podpostupnos»ou ka¾dej z postupnostíA, B.PríkladNe
h A = (1; 11; 2; 1; 4; 99), B = (9; 4; 1; 2; 7; 1; 99). Postupnos» (1; 2; 1; 99) je spoloènouvybranou podpostupnos»ou postupností A, B. Postupnos» (1; 2; 4) je vybranou podpo-stupnos»ou postupnosti A, ale nie je vybranou podpostupnos»ou postupnosti B, teda nieje ani spoloènou vybranou podpostupnos»ou A a B.Sú»a¾ná úlohaMajme dané dve postupnosti 
elý
h èísel A = (a1; a2; : : : ; aM) a B = (b1; b2; : : : ; bN)s då¾kami M , resp. N . Tieto postupnosti sú ulo¾ené v polia
h a[1..M℄, resp. b[1..N℄,ktoré nie je mo¾né meni».Uva¾ujme takú vybranú podpostupnos» postupností A a B, ktorej súèet jednotlivý
hèlenov je najväè¹í mo¾ný. Napí¹te program, ktorý vypí¹e súèet èlenov takejto postupnosti.Poznámka: Existuje algoritmus, ktorý túto úlohu rie¹i v èase úmernomM �N a pamäti,ktorej veµkos» je úmerná men¹iemu z èísel M , N .



110 49. roèník matemati
kej olympiádyPríkladvstup:M = 6; N = 7A = (1; 11; 2; 1; 4; 99)B = (9; 4; 1; 2; 7; 1; 99) výstup:103Vybrané podpostupnosti so súètom 103 sú dve: (4; 99) a (1; 2; 1; 99).P { II { 3V istej krajine sa práve skonèili voµby. Ka¾dý voliè v ni
h hlasoval za jedného z navrho-vaný
h kandidátov. Ví»azom volieb sa stane kandidát, za ktorého hlasovala nadpoloviènáväè¹ina volièov. Máte k dispozí
ii výsledky hlasovania jednotlivý
h volièov a máte èonajrý
hlej¹ie zisti», ktorý kandidát vyhral voµby.Sú»a¾ná úlohaVolieb sa zúèastnilo N volièov oèíslovaný
h od 1 po N a M kandidátov oèíslovaný
h od1 po M (niektorí kandidáti v¹ak nemuseli získa» ani jeden hlas). Výsledky hlasovania súulo¾ené v poli a, prièom platí, ¾e voliè i (1 � i � N) hlasoval za kandidáta èíslo a[i℄.Toto pole nem�¾te meni».Napí¹te program, ktorý zistí, èi existuje kandidát, za ktorého hlasovalo via
 ako N2volièov. Ak áno, vypí¹e èíslo tohto kandidáta, ak nie, vypí¹e, ¾e takýto kandidát neexis-tuje.Poznámka: Èísla M a N m�¾u by» veµmi veµké. Sna¾te sa, aby vá¹ program pra
ovalèo najefektívnej¹ie a pou¾íval èo najmenej pamäte.Príkladvstup:N=9A=(2,3,2,2,3,50001,3,2,2) výstup:Vyhral kandidát 2.vstup:N=10A=f2,2,1,4,3,2,1,2,100,2g výstup:Nevyhral ¾iadny kandidát.P { II { 4Minského registrové stroje©tudijný text "Minského registrové stroje" k príkladu P{II{4 mo¾no nájs» v zadaní príkladuP{I{4 na strane 107. Oproti domá
emu kolu je popis registrového stroja roz¹írený o novýdruh in¹truk
ie.Ka¾dý Minského registrový stroj je riadený pevne daným programom. V programe sam�¾u vyskytova» tieto in¹truk
ie:



Zadania sú»a¾ný
h úloh, kategória P 111� Zvý¹enie hodnoty v danom registri o 1� Zní¾enie hodnoty v danom registri o 1 (ak je v registri nula, hodnota sa nezmení)� Test na nulu zistí, èi je v danom registri nulaPre úèely tohto kola zavedieme ïal¹í druh in¹truk
ie:� Výpoèet hodnoty funk
ie F . Táto in¹truk
ia zoberie obsah urèeného vstupnéhoregistra x, vypoèíta hodnotu F (x) a ulo¾í ju do urèeného výstupného registra.Obsah vstupného registra po vykonaní tejto in¹truk
ie nie je de�novaný (m�¾etam by» µubovoµné nezáporné èíslo). Stroj, ktorý m�¾e obsahova» takúto in¹truk
iu,budeme nazýva» roz¹írený registrový stroj.Register je daný svojim èíslom. Èíslo registra je v príkaze v¾dy pevne zadané, nemo¾noteda na urèenie registra pou¾i» obsah iný
h registrov.In¹truk
iu na výpoèet funk
ie F so vstupným registrom Ri a výstupným registromRj znaèíme obdå¾nikom s nápisom Rj  F (Ri) (vstupný a výstupný register musia by»navzájom r�zne).Ak v programe za sebou nasleduje niekoµko príkazov zvý¹enia, zní¾enia a výpoètuhodnoty funk
ie, mo¾no i
h zapísa» pod seba do jedného obdå¾nika.PríkladÚloha. Ne
h F (x) je dopredu daná, av¹ak neznáma funk
ia. Zostrojte roz¹írený regis-trový stroj, ktorý bude ma» na vstupe èíslo n (ulo¾ené v registri R1) a ktorý vypoèítasúèet F (0) + F (1) + : : :+ F (n� 1) (ulo¾í ho do registra R0).mZ�
 �	R1?R1--�
 �	R1?
mK

R1--R3++R4++
????-

0 �
 �	R4?? 0R4--R1++ �
 �	R2?? 0R2--R0++
R2  F (R3)-?- �
 �	R3?? 0-6 R3--

- -0 -
Rie¹enie. Stroj rie¹ia
i túto úlohu vidíme na obrázku. Tento stroj pra
uje v 
ykle. Prika¾dom pre
hode 
yklom zní¾i hodnotu v registriR1 o jednotku, vypoèíta hodnotu funk
ieF (R1) a pripoèíta ju k registru R0. Budeme potrebova» niekoµko pomo
ný
h registrov.Register R3 bude slú¾i» ako vstupný register pre výpoèet funk
ie F . Do tohto skopírujemeobsah registra R1 tak, ¾e najprv "presypeme\ obsah registra R1 do registrov R3 a R4,potom naspä» obsah R4 do R1. Teraz m�¾eme pou¾i» in¹truk
iu na výpoèet funk
ie F .Výsledok funk
ie sa zapí¹e do registra R2. Na dokonèenie 
yklu staèí "prisypa»\ obsahR2 do registra R0 a vynulova» register R3.



112 49. roèník matemati
kej olympiádySú»a¾né úlohya) Ne
h F (x) je nejaká dopredu daná, av¹ak neznáma rastú
a funk
ia. (Funk
ia jerastú
a, ak pre v¹etky x platí F (x+1) > F (x).) Zostrojte roz¹írený registrový strojs jedným vstupom y, ktorý vypoèíta funk
iu G(y), inverznú k funk
ii F . Presnej¹ie,G(y) = x, kde x je najmen¹ie také nezáporné 
elé èíslo, pre ktoré platí F (x) � y.Príklad: Predpokladajme, ¾e F (x) = x2 + 6. Potom pre vstup y = 5 by mal strojvypoèíta» hodnotu 0 (preto¾e F (0) � 5 a 0 je najmen¹ie nezáporné 
elé èíslo). Prevstup y = 10 je správny výstup 2, pre vstup y = 11 je výstupom 3.b) Zostrojte Minského registrový stroj s jedným vstupom n, ktorý zistí, èi zápis èíslan v dvojkovej sústave je palindrómom. Palindróm je postupnos» 
i�er, ktorá je rov-naká, keï sa èíta spredu a zozadu (nie je dovolené dopisova» nuly na zaèiatok zápisuèísla). Stroj bude na kon
i výpoètu obsahova» v registri R0 jednotku v prípade, ¾en je palindróm, alebo nulu v prípade, ¾e n palindrómom nie je.Napríklad, zápis èísla 010 = 02 alebo 2110 = 101012 v dvojkovej sústave je palindróm,zápisy èísel 1010 = 10102 a 1110 = 10112 palindrómami nie sú.P { III { 1V 
entre mesta je N význaèný
h kri¾ovatiek oèíslovaný
h 1 a¾ N , ktoré sú urèitým sp�so-bom spojené M 
estami. Cesta je asfaltový kobere
 spájajú
i dve konkrétne kri¾ovatky.Medzi dvoma kri¾ovatkami existuje najvia
 jedna 
esta. V¹etky 
esty sú obojsmerné a naka¾dú kri¾ovatku sa mo¾no po tý
hto 
está
h zo v¹etký
h ostatný
h kri¾ovatiek dosta»,t.j. pre µubovoµnú dvoji
u kri¾ovatiek i a j, i 6= j, existujú kri¾ovatky a1; a2; : : : ; ak také,¾e a1 = i, ak = j a pre i = 1; 2; : : : ; k � 1 vedie medzi kri¾ovatkami ai a ai+1 
esta. Preúèely tejto úlohy volajme kri¾ovatkou aj miesto, do ktorého vedie jediná 
esta (prípadnedve 
esty).V rám
i zvý¹enia bezpeènosti premávky sa mestská rada rozhodla èo najvia
 
iest"zjednosmerni»\. To znamená, ¾e ak medzi kri¾ovatkami i a j existuje 
esta, po "zjedno-smernení od i ku j\ (oznaèujeme i! j) bude po tejto 
este mo¾né ís» z kri¾ovatky i dokri¾ovatky j, ale nie naopak. Mestská rada má jedinú podmienku: z ka¾dej kri¾ovatky samusí da» dosta» do v¹etký
h ostatný
h kri¾ovatiek dodr¾ujú
 prikázaný smer jazdy.Sú»a¾ná úlohaJe daný poèet kri¾ovatiek N a 
iest M . Ïalej je daný
h M dvojí
 kri¾ovatiek fi; jg,i 6= j, taký
h, ¾e medzi kri¾ovatkami i a j vedie 
esta. Napí¹te program, ktorý vypí¹e"zjednosmernené\ 
esty a i
h nový smer tak, aby bol poèet zostávajú
i
h obojsmerný
h
iest minimálny. Ak je via
 mo¾ností, vypí¹te µubovoµnú z ni
h.



Zadania sú»a¾ný
h úloh, kategória P 113Príkladvstup:N = 8, M = 10f1; 2gf2; 3gf2; 8gf3; 4gf3; 8gf4; 5gf4; 7gf5; 6gf5; 7gf6; 7g

výstup:2! 33! 88! 24! 55! 66! 77! 45! 7(Iné mo¾né rie¹enie je presmerova»f5; 7g na 7! 5.)P { III { 2V istej krajine sa práve skonèili voµby. Ka¾dý voliè v ni
h hlasoval za jedného z navrho-vaný
h kandidátov. Za poslan
ov miestneho zhroma¾denia sú zvolení v¹et
i kandidáti, zaktorý
h hlasovala via
 ako jedna k-tina v¹etký
h volièov. V¹imnite si, ¾e v taký
hto voµ-bá
h je mo¾né zvoli» najvia
 k�1 kandidátov (mo¾no menej). Máte k dispozí
ii výsledkyhlasovania jednotlivý
h volièov a máte èo najrý
hlej¹ie zisti», ktorí kandidáti boli zvolenído zastupiteµstva.Sú»a¾ná úlohaVolieb sa zúèastnilo N volièov oèíslovaný
h od 1 po N a M (M � N) kandidátov oèís-lovaný
h od 1 po M (niektorí kandidáti v¹ak nemuseli získa» ani jeden hlas). Výsledkyhlasovania sú ulo¾ené v poli a, prièom platí, ¾e voliè i (1 � i � N) hlasoval za kandidátaèíslo a[i℄. Toto pole nem�¾ete meni». Ïalej máte dané èíslo k � 2 (veµmi malé v porovnanís N).Napí¹te program, ktorý vypí¹e èísla v¹etký
h kandidátov, za ktorý
h hlasovalo via
ako Nk volièov.Poznámka: Èísla M a N m�¾u by» veµmi veµké. Sna¾te sa, aby vá¹ program pra
ovalèo najefektívnej¹ie a pou¾íval èo najmenej pamäte.Príkladvstup:N = 11, k = 3, M = 7A = (1; 2; 3; 2; 1; 1; 7; 2; 3; 2; 1) výstup:Zvolení sú kandidáti 1, 2.vstup:N = 8, k = 4, M = 4A=(1,2,3,3,4,2,4,1) výstup:Nebol zvolený ¾iadny kandidát.



114 49. roèník matemati
kej olympiádyP { III { 3Minského registrové stroje©tudijný text "Minského registrové stroje" k príkladu P{III{3 mo¾no nájs» v zadaní prí-kladu P{I{4 na strane 107. Oproti domá
emu kolu sa ¹tudijný text lí¹i príkladom zosta-venia Minského stroja z blokov.Ka¾dý Minského registrový stroj je riadený pevne daným programom. V programe sam�¾u vyskytova» tieto príkazy:� Zvý¹enie hodnoty v danom registri o 1� Zní¾enie hodnoty v danom registri o 1 (ak je v registri nula, hodnota sa nezmení)� Test na nulu zistí, èi je v danom registri nulaPou¾itie blokov. Pri zakresµovaní zlo¾itej¹í
h s
hém sa nám m�¾e sta», ¾e niektoréèasti potrebujeme pou¾i» via
krát. Aby sme sa vyhli via
násobnému kresleniu rovnaký
hskupín príkazov, budeme i
h zoskupova» do blokov. Blok je skupina príkazov s jedným ur-èeným poèiatoèným príkazom a jednou alebo via
erými výstupnými ¹ípkami. Ka¾dý blokmusíme najprv de�nova», t.j. zakresli» príslu¹nú skupinu príkazov. De�novaný blok po-tom m�¾eme pou¾i» na µubovoµnom mieste pri zakresµovaní programu registrového stroja(prípadne pri de�novaní iný
h blokov). Blok znaèíme obå¾nikom s menom bloku, z ktoréhovy
hádza príslu¹ný poèet ¹ípok. Pri de�ní
ii m�¾eme niektoré registre oznaèi» premen-nými. Za tieto premenné sa dosadia konkrétne registre a¾ na mieste, kde sa blok pou¾ije(v tomto prípade napí¹eme do obdå¾nika za meno bloku do zátvoriek registre, ktoré samajú dosadi» za jednotlivé premenné). Premenným, za ktoré nedosadíme ¾iadny regis-ter, sa nakonie
 priradia nepou¾ité registre (ka¾dá kópia premennej má vlastný register).Pou¾itie blokov najlep¹ie objasní príklad:Úloha. Zostrojte stroj, ktorý bude ma» na vstupe èíslo n (ulo¾ené v registri R1) a ktorývypoèíta súèet druhý
h mo
nín èísel od 0 po n (ulo¾í ho do registra R0).y--x++p++ y++p--�
 �	y? �
 �	y? �
 �	p?? ?? ?�- ?0 0 0A B
?

?
ADD(x; y)? ?A B?Blok ADD a jehos
hémati
ká znaèkaRie¹enie. Najprv nade�nujeme blok ADD(x; y), ktorý k registru x pripoèíta obsah registray (obsah registra y sa za
hová). Tento blok bude pou¾íva» jeden pomo
ný register p,ktorému nie je expli
itne priradený ¾iadny konkrétny register. Bude ma» dve výstupné¹ípky: ak je v registri y nula, pou¾ije sa ¹ípka A, v opaènom prípade pou¾ijeme ¹ípku B.
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ADD(R2; R1)??A ADD(R0; R1)R2--

R1--
?�
 �	R2?- ?6B �Æ
��Z

Æ
��K
� 0 Ná¹ registrový stroj bude pra
ova» nasledovne: K obsahuregistra R0 (ktorý je na zaèiatku nulový) budeme postup-ne pripoèítava» n2, (n � 1)2, . . . , 12. V registri R1 budev¾dy ulo¾ené èíslo x, ktorého druhú mo
ninu práve pripoèí-tavame. Ak x = 0, konèíme (vetva A bloku ADD(R2; R1)).V opaènom prípade pomo
ou ADD(R2; R1) skopírujemeobsah R1 do R2 (obsah R2 bol predtým nulový) a pomo
ou
yklu a ïal¹ieho bloku ADD pripoèítavame do R0 x-krátèíslo x. (V¹imnime si, ¾e v R2 je po prebehnutí tohto 
ykluopä» nula.) Tento postup opakujeme, prièom zni¾ujeme ob-sah R1 o jednotku.Sú»a¾ná úlohaKoneèná mno¾ina nezáporný
h 
elý
h èísel M = f
1; 
2; : : : ; 
ng sa dá jednoznaène za-kódova» do nezáporného 
elého èísla m takto: m = Pni=1 2
i. (V mno¾ine sa m�¾e ka¾dýprvok na
hádza» najvia
 raz, t.j. 
i 6= 
j pre i 6= j.) Ak si predstavíme zápis èísla mv dvojkovej sústave, potom èíslo 
 patrí do mno¾iny M práve vtedy, ak 
-ty bit zápisu mje jednotka. Bity èíslujeme sprava doµava, t.j. najpravej¹í bit má èíslo 0, jeho µavý susedèíslo 1, atï.Zostrojte Minského registrový stroj, ktorý dostane na vstupe kód m nejakej mno¾inyM a èíslo s a zistí, èi sa èíslo s dá dosta» ako súèet niektorý
h prvkov mno¾iny M , t.j.èi existuje taká mno¾ina M 0 � M , ¾e P
2M 0 
 = s. Èíslo m je pred zaèiatkom výpoètuulo¾ené v registri R1, èíslo s v registri R2. Po skonèení výpoètu má register R0 obsahova»jednotku v prípade, ¾e s je súètom niektorý
h prvkov mno¾iny M a nulu v opaènomprípade. Súèet nula prvkov má de�nitori
ky hodnotu nula.PríkladPre hodnoty m = 203 (11001011 v dvojkovej sústave, to znamená, ¾e M = f0; 1; 3; 6; 7g),s = 10, je správny výsledok 1 (10 = 3 + 7). Pre m = 203, s = 12, je výsledok 0 (preto¾e12 sa nedá dosiahnu» ako súèet èísel z mno¾iny M). Pre m µubovoµné, s = 0, je správnyvýsledok 1. P { III { 4Program: pramen.pas/pramen.
ppVstup: pramen.inVýstup: pramen.outV istom kúpeµnom mesteèku je N minerálny
h prameòov oèíslovaný
h 1; 2; : : : ; N na-vzájom pospájaný
h 
hodníèkami, prièom medzi ka¾dou dvoji
ou prameòov vedie 
hod-níèek. Turisti zväè¹a 
h
ú o
hutna» vodu z ka¾dého prameòa, ale keï¾e sú 
hodníèkyneoznaèené, obèas sa stane, ¾e nejakého zblúdilého turistu nájdu vo vedµaj¹ej doline.Preto sa správ
a kúpeµov rozhodol da» ku ka¾dému prameòu práve jeden smerovník uka-
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kej olympiádyzujú
i na ïal¹í prameò a to tak, ¾e turista zaèínajú
i pri µubovoµnom prameni pokraèujú
v smere smerovníkov prejde 
ez v¹etky pramene.Správ
a dal vyrobi» N smerovníkov s èíslami prameòov 1; : : : ; N . Robotní
i ale neroz-mý¹µali a rozmiestnili smerovníky k prameòom úplne náhodne. Tak pri ka¾dom pramenisí
e bol práve jeden smerovník ukazujú
i k nejakému prameòu, ale mohlo sa sta», ¾e akturista zaèal pri jednom prameni, tak sa k niektorým prameòom v�be
 nedostal. Mohlosa dokon
a sta», ¾e smerovník pri niektorom prameni ukazoval naspä» na ten istý prameò,pri ktorom bol osadený.Správ
a vie, ¾e na robotníkov sa m�¾e spoµahnú» len v tejto jednodu
hej operá
ii:vzájomne vymeni» smerovníky pri dvo
h pevne daný
h prameòo
h p a q, t.j. ak smerovníkpri prameni p ukazoval na prameò i a smerovník pri prameni q ukazoval na prameò j, takpo takejto výmene bude pri prameni p smerovník ukazova» na prameò j a pri prameni qbude smerovník ukazova» na prameò i.Napí¹te správ
ovi program, ktorý zistí, aké výmeny majú robotní
i vykona» tak, abysa dalo pomo
ou smerovníkov prejs» 
ez v¹etky pramene a poèet výmen bol najmen¹ímo¾ný.Vstupný súborVstupný súbor PRAMEN.IN obsahuje na prvom riadku poèet prameòov N (1 � N �� 30000). Nasleduje N èísel (oddelený
h medzerami alebo kon
ami riadkov), i-te z ni
hje èíslo prameòa, na ktorý ukazuje smerovník pri i-tom prameni.Výstupný súborPrvý riadok výstupného súboru PRANEM.OUT obsahuje minimálny poèet výmen M , ktoréje potrebné vykona». NasledujeM riadkov popisujú
i
h výmeny: (i+1)-vý riadok výstup-ného súboru (1 � i � N) obsahuje dve èísla p, q oddelené jednou medzerou, oznaèujú
edvoji
u prameòov, pri ktorý
h treba vymeni» smerovníky. Výmeny sa vykonávajú v uve-denom poradí.PríkladPRAMEN.IN75 1 4 6 2 3 7 PRAMEN.OUT21 37 1Poznámka: Uvedený výstupný súbor je jedným z mo¾ný
h správny
h výstupný
h sú-borov.
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h úloh, kategória P 117P { III { 5Program: kina.pas/kina.
ppVstup: kina.inVýstup: kina.outV istej krajine práve zaèal Medzinárodný Filmový Festival Umele
kej Kinematogra�e(MFF UK). V krajine je n (1 � n � 50) miest oznaèený
h èíslami 1; 2; : : : ; n. V ka¾-dom meste je jedno kino. O ka¾dom kine je známe, aký �lm z ponuky �lmov MFF UKoèíslovaný
h 1; 2; : : : ; t (1 � t � n) v òom premietajú. Konkrétne, v kine v meste èíslo ipremietajú ka¾dý veèer ten istý �lm èíslo fi. Mestá sú navzájom pospájané m obojsmer-nými 
estami. O ka¾dej 
este 
 (1 � 
 � m) vieme èísla miest z
 a k
 (z
 6= k
), ktoréspája, ako aj jej då¾ku l
 (0 � l
 � 1000). Medzi ka¾dou dvoji
ou miest vedie najvia
jedna 
esta.Predpokladajme, ¾e máte rozpis k veèerov (0 � k � 1000), prièom pre ka¾dý veèeri (1 � i � k) je urèené èíslo �lmu pi, ktorý by ste 
h
eli v ten veèer vidie». Niektoré�lmy sa na rozpise m�¾u vyskytnú» aj via
krát. Aby ste mohli veèer vidie» naplánovaný�lm, musíte sa behom dòa dopravi» do niektorého mesta (nezále¾í na tom do ktorého),v ktorom tento �lm uvádzajú. Keï¾e neradi 
estujete, 
h
eli by ste, aby 
elková vamipre
estovaná vzdialenos» bola èo najmen¹ia. Prvý deò ráno sa na
hádzate v meste èíslo1. Pri pre
hádzaní z mesta do mesta je mo¾né pre
hádza» 
ez µubovoµne veµa iný
h miest.Z ka¾dého mesta sa dá dosta» do ka¾dého a dá sa to stihnú» za jeden deò. Nezále¾í natom, v ktorom meste sa budete na
hádza» po zhliadnutí posledného �lmu.Napí¹te program, ktorý pre ka¾dé mesto naèíta èíslo �lmu, ktorý v òom premietajú,ïalej naèíta popis jednotlivý
h 
iest a rozpis �lmov, ktoré máte v jednotlivé dni vidie», avypí¹e, v ktorom meste máte ís» ktorý veèer do kina, aby vami pre
estovaná dráha bolaminimálna, ako aj då¾ku tejto minimálnej dráhy.Vstupný súborVstupný súbor kina.in obsahuje na prvom riadku tri èísla n;m; k. Druhý riadok obsa-huje n èísel f1; f2; : : : ; fn. Nasleduje m riadkov popisujú
i
h 
esty, ka¾dý obsahuje troji
uèísel z
; k
; l
. Posledný riadok obsahuje k èísel p1; p2; : : : ; pk. Ka¾dá dvoji
a po sebe na-sledujú
i
h èísel v riadku je oddelená jednou medzerou. M�¾ete predpoklada», ¾e ka¾dý�lm pi (1 � i � k), ktorý 
h
ete vidie», sa premieta aspoò v jednom meste.Výstupný súborVýstupný súbor kina.out na prvom riadku obsahuje då¾ku 
elkovo pre
estovanej dráhymedzi mestami. Druhý riadok popisuje jednu optimálnu trasu. Obsahuje k èísel (ka¾dédve nasledujú
e oddelené medzerou), i-te èíslo v poradí oznaèuje mesto, v ktorom by stepodµa danej trasy mali vidie» �lm pi.Poznámka: Ak výstupný súbor obsahuje správnu minimálnu då¾ku, av¹ak buï neobsa-huje popis optimálnej trasy, alebo obsahuje popis trasy, ktorý je 
hybný, bude hodnotenýako èiastoène správne rie¹enie polovièným poètom bodov za daný vstup.
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kina.out495 3 2 6 4 3 2



Rie¹enia sú»a¾ný
h úlohKategória PP { I { 1Vezmime pra
ovný postup i a oznaème hi najkrat¹í èas od spustenia výroby, v ktoromm�¾e by» postup i dokonèený. Keï¾e v továrni je mo¾né vykonáva» naraz µubovoµný poèetpostupov, m�¾eme výrobu usporiada» tak, ¾e ka¾dý postup i sa skutoène dokonèí v èasehi. Na vyrobenie 
elého výrobku potrebujeme dokonèi» v¹etky pra
ovné postupy, tak¾e
elý výrobok mo¾no dokonèi» najsk�r v èase maxfh1; h2; : : : ; hng.Otázkou zostáva, ako spoèíta» èas hi. Ak postup i nemá ¾iadne pred
hádzajú
e po-stupy, znamená to, ¾e ho mo¾no priamo spusti». Hodnota hi je teda priamo rovná trvaniupostupu i. Ak postup i má nejaké pred
hádzajú
e postupy p1; p2; : : : ; pk, treba tieto po-stupy najprv vykona». Teda postup i m�¾e zaèa» najsk�r v èase, ktorý je maximom èasovhp1 ; hp2; : : : ; hpk. Ak vieme, kedy postup i zaène a vieme då¾ku jeho trvania, vieme tri-viálne spoèíta» aj kedy skonèí.Hodnoty hi budeme poèíta» rekurzívne. Program obsahuje funk
iu ur
i 
as(i), ktorárekurzívne vypoèíta hodnotu hi. Ak postup i nemá pred
hod
ov, bude to jednodu
ho èasjeho trvania. Ak postup i u¾ má pred
hod
ov, spustí sa funk
ia ur
i 
as pre ka¾déhopred
hod
u postupu i, z tý
hto èasov sa nájde maximum a k nemu sa pripoèíta èastrvania postupu i. Navy¹e, keï vypoèítame hodnotu hi pre nejaké i, ulo¾íme si ju dopoµa. Ak potom nesk�r zavoláme funk
iu ur
i 
as pre to isté i znovu, táto funk
ia u¾nebude znovu poèíta», ale jednodu
ho vráti u¾ vypoèítanú hodnotu z poµa.Doká¾eme najprv, ¾e takýto program v¾dy skonèí. Predpokladajme, ¾e by sme poèítalinejakú hodnotu hi a pri jej výpoète by sme potrebovali vypoèíta» nejakú hodnotu hj1 prepred
hádzajú
i postup j1. Pri výpoète hj1 by sme potrebovali vypoèíta» nejakú hodnotuhj2 a tak by sme sa vnárali hlb¹ie a hlb¹ie, a¾ by sme zistili, ¾e na výpoèet nejakéhohjk potrebujeme vedie» hi. To by sp�sobilo nekoneèné volanie rekurzie. Takýto prípadv¹ak m�¾e nasta» iba vtedy, ak nie je mo¾né vykona» postup i, preto¾e postup i sa m�¾evykona» a¾ po tom, ako skonèí j1 a j1 mo¾no vykona» a¾ potom, ako skonèí j2 atï. a jkmo¾no vykona» a¾ po tom, ako skonèí i. Dostali sme teda 
yklus, tak¾e i nie je mo¾névykona» v�be
. V zadaní je v¹ak uvedené, ¾e v¹etky postupy sa dajú vykona», tak¾e tentoprípad nem�¾e nasta» a algoritmus v¾dy skonèí.Na záver poïme analyzova» výpoètovú zlo¾itos» algoritmu. Uva¾ujme, ¾e pre ka¾dýpostup máme zoznam pred
hádzajú
i
h postupov ulo¾ený v spájanom zozname. Oznaèmen poèet postupov a m 
elkový poèet pred
hádzajú
i
h postupov pre v¹etky postupyv te
hnologi
kom pláne výrobku. V prvej èasti algoritmu naèítame potrebné údaje. Tátoèas» má zlo¾itos» O(m+ n).V druhej èasti algoritmu zavoláme funk
iu ur
i 
as(i) pre ka¾dé i od 1 po n. V rám
ika¾dého takého volania sa funk
ia m�¾e e¹te ïalej rekurzívne vola». Funk
iu ur
i 
as(i)
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kej olympiádyvoláme pre ka¾dé i raz z hlavnej èasti algoritmu a pre ka¾dý postup, ktorému je po-stup i pred
hod
om, túto funk
iu opä» zavoláme. Spolu sa teda vykoná m + n volanífunk
ie ur
i 
as. Pre ka¾dú hodnotu i sa ale hodnota ur
i 
as(i) poèíta iba raz a priïal¹í
h volania
h sa iba nájde v poli v kon¹tantnom èase. Máme teda presne m volaní fun-k
ie ur
i 
as, ktoré prebehnú v kon¹tantnom èase. Ostatný
h n volaní poèíta hodnotu.Pri volaní, ktoré poèíta hodnotu, sa prejde zoznam v¹etký
h pred
hádzajú
i
h postupova hµadá sa maximum z èasov. Èas takéhoto volania je teda úmerný poètu pred
hádzajú-
i
h postupov (ak vyne
háme èas potrebný na vnorené rekurzívne volania). Celkový èasv¹etký
h n volaní, ktoré poèítajú hodnotu bude teda O(m + n). Spolu v¹etký
h m + nvolaní bude tie¾ trva» èas O(m+n). Celková èasová zlo¾itos» algoritmu je teda O(m+n).Pamä»ová zlo¾itos» je tie¾ O(m+ n).Nakonie
 dve poznámky. Ak by sme vypoèítané hodnoty vo funk
ii ur
i 
as neu-kladali do poµa, ale poèítali v¾dy znovu, dostaneme algoritmus s exponen
iálnou èaso-vou zlo¾itos»ou. V¹imnime si, ¾e problém mo¾no jednodu
ho pretransformova» do teóriegrafov { postupy budú vr
holy a hrany (orientované) povedú v¾dy od postupu k jehopred
hod
om. Úlohou je potom nájs» orientovanú 
estu s najväè¹ím súètom èasov vovr
holo
h. Algoritmus, ktorý sme uviedli, je v grafovej terminológii iba jednodu
hou mo-di�ká
iou prehµadávania do håbky. P { I { 2Je známy
h via
ero algoritmov na kon¹truk
iu re»az
a obsahujú
eho v¹etky permutá
ieznakov danej abe
edy ako podre»az
e. Najprv uvedieme príklad jednodu
hého algoritmu,ktorý pre N -prvkovú abe
edu zostrojí re»aze
 då¾ky N2�N +1. Potom uká¾eme kompli-kovanej¹í algoritmus, ktorý zostrojí re»aze
 då¾ky iba N2�2N+4 (pre N � 3). Èi existujeaj krat¹í re»aze
, nie je známe (existuje dolný odhad poètu znakov takéhoto re»az
a, tentoodhad je v¹ak ni¾¹í ako N2 � 2N + 4).Uká¾me najprv jednodu
h¹iu kon¹truk
iu. Majme N -prvkovú abe
edu fa1; a2; : : : ;aNg. V re»az
i bude N�1 úsekov tvaru a1a2 : : : aN a ukonèený bude znakom a1. Napríkladpre abe
edu fa; b; 
g zostrojíme re»aze
 ab
ab
a. Re»aze
 obsahuje (N�1) �N+1 = N2��N + 1 znakov. Pre N = 15 teda dostávame re»aze
 då¾ky 211.Zostáva dokáza», ¾e takto zostrojený re»aze
 skutoène obsahuje ka¾dú permutá
iu akovybraný podre»aze
. Rozdeµme si teraz re»aze
 na N � 1 úsekov tvaru a2a3 : : : aN . Me-dzi ka¾dými dvoma takými úsekmi, rovnako ako za posledným aj pred prvým takýmtoúsekom sa na
hádza znak a1. Vezmime µubovoµnú permutá
iu znakov abe
edy. Najprv ztejto permutá
ie vyne
hajme znak a1. Zvy¹ok permutá
ie je urèite vybraným podre»az-
om ná¹ho re»az
a, lebo z ka¾dého úseku tvaru a2a3 : : : aN m�¾eme vybra» práve jedenznak tak, aby sme z j-teho úseku vyberali j-ty znak permutá
ie r�zny od a1.Ne
h je teraz a1 v permutá
ii na i-tom mieste, t.j. pred òou je i � 1 znakov. Potomz re»az
a vyberieme i-ty výskyt znaku a1 v poradí. Pred ním sa vyskytuje i � 1 úsekovtvaru a2a3 : : : aN a teda a1 bude aj vo vybranom podre»az
i na i-tom mieste. Dokázalisme, ¾e pre µubovoµnú permutá
iu vieme nájs» taký vybraný podre»aze
 ná¹ho re»az
a,ktorý sa jej rovná.Teraz e¹te struène popí¹eme zlo¾itej¹iu kon¹truk
iu. Tá bude vytvára» postupnos»
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ov T (1), T (2), T (3),. . . , prièom T (N) obsahuje v¹etký
h N ! permutá
ií N znakovako podre»az
e. Uká¾eme sp�sob, ako z T (N) zostroji» T (N + 1) (pre N � 3).Re»az
e T (1), T (2) a T (3) zvolíme pevne: T (1) = a1, T (2) = a1a2a1 a T (3) == a1a3a2a1a3a1a2. Sú to najkrat¹ie mo¾né re»az
e pre N = 1; 2; 3 (mo¾no dokáza» overe-ním v¹etký
h mo¾ností).Majme teraz abe
edu fa1; a2; : : : ; aNg. K re»az
u T (N) vytvoríme postupnos» základ-ný
h bodov. Prvý základný bod re»az
a T (N) je index prvého výskytu znaku a1 v T (N).Pre i > 1 je i-ty základný bod index prvého výskytu znaku ai za (i� 1)-vým základnýmbodom v re»az
i. Napríklad, v T (3) = a1a3a2a1a3a1a2 je postupnos» základný
h bodov(1; 3; 5).Algoritmus pre kon¹truk
iu re»az
a T (N) z re»az
a T (N � 1):1. Pre ka¾dé i = 2; 3; : : : ; N �1 vsunú» tesne pred i-ty základný bod re»az
a T (N �1)znak aN .2. Na konie
 takto vzniknutého re»az
a pripoji» úseka2; a3; : : : ; aN�3; aN ; a1; aN�1:Podµa prvého bodu algoritmu sme vlo¾ili N � 2 znakov a podµa druhého bodu smevlo¾ili N � 1 znakov. Celkovo sa teda re»aze
 predå¾i o 2N � 3 znakov. V¹etky základnébody re»az
a T (N � 1) budú aj základnými bodmi re»az
a T (N) (len sa posunú kv�livsúvaniu znakov aN podµa bodu 1) a N -tým základným bodom sa stane znak aN pri-daný v bode 2. Napríklad pre N = 4 dostávame pomo
ou tohoto algoritmu T (4) == a1a3a4a2a1a4a3a1a2a4a1a3.Re»aze
 T (N) zostrojený na¹im algoritmom (pre N � 3) má då¾ku N2�2N +4. Tototvrdenie doká¾eme matemati
kou induk
iou { då¾ka re»az
a T (3) je 7, èo je rovné 32� 2 �� 3+ 4. Predpokladajme teraz, ¾e då¾ka T (N � 1) je (N � 1)2� 2(N � 1)+ 4 a doká¾eme,¾e potom då¾ka re»az
a T (N) je N2 � 2N + 4. Re»aze
 T (N) vznikol pridaním 2N � 3znakov do re»az
a T (N�1), jeho då¾ka je (N�1)2�2(N�1)+4+2N�3 = N2�2N+4.Dokázali sme, ¾e då¾ka re»az
a T (N) je N2 � 2N + 4.Nakonie
 zostáva dokáza», ¾e re»aze
 T (N) obsahuje v¹etký
h N ! permutá
ií znakovabe
edy ako podre»az
e. Tento d�kaz je pomerne zdåhavý, tak¾e uvedieme len základnúmy¹lienku. Re»aze
 T (N) rozdelíme na úseky. Prvý úsek zaèína prvým základným bodoma konèí druhým základným bodom. Pre 2 � i � N � 1 bude i-ty úsek zaèína» znakoma1, ktorý je hneï za i-tym základným bodom a konèi» znakom ai, ktorý sa vyskytujeprvýkrát za (i+ 1)-vým základným bodom.Mo¾no dokáza» matemati
kou induk
iou (vzhµadom na N), ¾e ka¾dý z takto vytvo-rený
h úsekov obsahuje znaky a1; a2 : : : aN a zaèína znakom a1. Re»aze
 obsahuje N � 1taký
hto úsekov a ka¾dý z ni
h obsahuje práve jeden základný bod s výnimkou prvéhoúseku, ktorý obsahuje dva základné body. Ïal¹ou vlastnos»ou dvo
h susedný
h úsekovi-teho a (i + 1)-vého je i
h prekrytie v dvo
h znako
h, a sí
e a1 a ai.Ne
h má teraz na¹a permutá
ia znak a1 na i-tom mieste. Uva¾ujme prípad, ¾e i �� N � 1. V permutá
ii vyberieme prvý výskyt znaku a1 z i-teho úseku re»az
a T (N).Z i-teho úseku je mo¾né pou¾i» e¹te jeden znak, lebo sa v òom vyskytujú v¹etky znaky
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kej olympiádya to a¾ za vybraným znakom a1. Pred i-tým úsekom je i� 1 úsekov a za ním je N � i� 1úsekov. Teda pri výbere jedného znaku z ka¾dého úseku dostaneme v¹etky permutá
ieso znakom a1 v i-tej pozí
ii. Prekrytie susedný
h úsekov nesp�sobí problémy, preto¾epri výbere znaku a1 z i-teho úseku je mo¾né v¹etky ostatné znaky a1 ignorova» a ïal¹iespoloèné znaky sa stávajú hraniènými prvkami úsekov. Hranièný prvok je pova¾ovaný zaprvok patria
i len do jedného úseku.Zostáva dokáza» tvrdenie v prípade, ¾e a1 je v permutá
ii na N -tom mieste. Vtedyre»aze
 T (N) je rozdelíme na úseky so základnými bodmi ako hraniènými bodmi úsekov.Poèet úsekov je N�1 a ka¾dý z ni
h obsahuje znaky a1; a2; : : : aN . Ak na posledné miestovyberieme posledný výskyt znaku a1 v re»az
i T (N), tento znak nepatrí do ¾iadnehoz vy¹¹ie spomínaný
h úsekov. Teda re»aze
 T (N) obsahuje v¹etky permutá
ie so znakoma1 na poslednom mieste.Uvedený algoritmus pre N = 15 dáva nasledujú
i re»aze
 då¾ky 199:a
defghijklmnobadefghijklmno
abefghijklmnoda
bfghijklmnoeadb
ghijklmnofa-eb
dhijklmnogafb
deijklmnohagb
defjklmnoiahb
defgklmnojaib
defghlmnokajb-
defghimnolakb
defghijnomalb
defghijkonamb
defghijkloanP { I { 3Túto úlohu si m�¾eme predstavi» aj tak, ¾e máme pole n navzájom r�zny
h èísel a[1℄,a[2℄, : : :, a[n℄ (preferen
ie strán) a máme nájs» najmen¹í a najväè¹í prvok tohto poµa,prièom ale k poµu m�¾eme pristupova» iba prostrední
tvom funk
ie prieskum(i; j), ktoránám povie, èi je a[i℄ < a[j℄ alebo a[j℄ < a[i℄.Uká¾me si najprv rie¹enie pre párne n. Rozdelíme v¹etky prvky poµa do dvojí
 a v ka¾-dej dvoji
i prvky porovnáme (pomo
ou funk
ie prieskum). Prvky sa nám rozdelia na dvepodmno¾iny { do mno¾iny X dáme tie, ktoré boli pri porovnaní v dvoji
i väè¹ie a domno¾iny Y tie, ktoré boli pri porovnaní men¹ie. Je zrejmé, ¾e ¾iaden prvok z mno¾iny Xnebude najmen¹ím prvkom, lebo od neho existuje aspoò jeden men¹í prvok (ten, ktorýbol s ním v dvoji
i). Preto keï hµadáme minimum, staèí hµada» medzi prvkami mno¾inyY . Podobne ¾iaden prvok z Y nebude najväè¹ím prvkom poµa a preto staèí maximumhµada» medzi prvkami mno¾iny X.Najmen¹í z prvkov v mno¾ine Y nájdeme jednodu
ho. V premennej min si budeme pa-mäta» najmen¹í nájdený prvok. Na zaèiatku to bude µubovoµný prvok mno¾iny Y . Potombudeme najmen¹í nájdený prvok porovnáva» v¾dy s ïal¹ím a ïal¹ím prvkom mno¾inyY . V¾dy keï bude porovnávaný prvok men¹í ako prvok v premennej min, stane sa onnajmen¹ím nájdeným prvkom (ulo¾í sa do premennej min). Podobne budeme hµada» ajnajväè¹í prvok v mno¾ine X.V prípade, ¾e n je nepárne, budeme postupova» rovnako, iba¾e do dvojí
 rozdelímeiba n � 1 prvkov a posledný prvok nakonie
 pridáme aj do mno¾iny X aj do mno¾inyY . V niektorý
h prípado
h m�¾eme e¹te jedno porovnanie u¹etri» { ak sa tento poslednýprvok stal najmen¹ím prvkom mno¾iny Y (a tým pádom aj 
elého poµa), tak ho m�¾emez mno¾iny X vyne
ha», lebo urèite nebude súèasne aj najväè¹ím prvkom. Prípad, keïn = 1, o¹etríme zvlá¹». Netreba niè porovnáva» { jediná strana má súèasne najvy¹¹ie ajnajni¾¹ie preferen
ie.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória P 123Poïme teraz zisti», koµko porovnaní v najhor¹om prípade vykonáme pre dané n. Ak nje párne, vznikne nám n=2 dvojí
. Pre ka¾dú dvoji
u spravíme jedno porovnanie, aby smezistili, ktorý prvok je väè¹í. Mno¾iny X a Y budú ma» ka¾dá n=2 prvkov. Na nájdenieminima (alebo maxima) v mno¾ine s x prvkami pou¾ijeme x�1 porovnaní (do premennejmin ulo¾íme najprv prvý prvok, potom túto premennú porovnáme so v¹etkými ostatnýmix�1 prvkami). Tak¾e na nájdenie minima v mno¾ine Y spotrebujeme n=2�1 porovnanía na nájdenie maxima v mno¾ine X tie¾ n=2� 1 porovnaní. Spolu teda mámen2 + �n2 � 1�+ �n2 � 1� = 3n� 42Pre nepárne n budeme ma» (n � 1)=2 dvojí
, tak¾e na zaèiatku spravíme (n � 1)=2porovnaní vo dvoji
ia
h. Mno¾iny X a Y v¹ak budú ma» (n � 1)=2 + 1 prvkov, tak¾ena nájdenie minima alebo maxima z takejto mno¾iny potrebujeme (n� 1)=2 porovnaní.Spolu teda máme n� 12 + n� 12 + n� 12 = 3n� 32Dostali sme teda, ¾e pre n párne spravíme najvia
 (3n � 4)=2 porovnaní a pre nnepárne spravíme najvia
 (3n � 3)=2 porovnaní. Tento výsledok je mo¾né zapísa» ajjedným vzor
om s pou¾itím 
elý
h horný
h a 
elý
h dolný
h èastí takto:2 �n2 �+ �n2�� 2Na záver si povedzme nieèo o tom, ako implementova» popísaný algoritmus. Mno¾inyX a Y nebudeme vytvára» na zaèiatku, ale priebe¾ne. Najprv zoberieme prvé dva prvkyv poli, porovnáme i
h a men¹í z ni
h bude poèiatoèná hodnota premennej min a väè¹íbude poèiatoèná hodnota premennej max. Potom vezmeme v¾dy ïal¹iu a ïal¹iu dvoji
u,porovnáme jej prvky navzájom a potom men¹í z ni
h porovnáme s premennou min (a aktreba, tak obsah min zmeníme) a väè¹í porovnáme s premennou max. Pre nepárne n trebanakonie
 zvlá¹» spra
ova» posledný prvok. Takto naprogramovaný algoritmus bude ma»èasovú zlo¾itos» lineárnu (t.j. O(n)) a pamä»ovú zlo¾itos» kon¹tantnú.P { I { 4Èas» a) Úlohou bolo zostroji» stroj, ktorý pre vstup n vypoèíta èíslo 2n. Èíslo n mámeulo¾ené v registri R1. Na zaèiatku výpoètu ulo¾íme do R0 èíslo 1 (t.j. 20). Potom budemepostupova» tak, ¾e v ka¾dom kroku zní¾ime R1 o 1 a register R0 vynásobíme 2. To robímedovtedy, kým v R1 nie je 0. Vtedy máme v R0 ulo¾ené èíslo 2n.Zostáva popísa», ako násobíme register R0 dvoma. Jedna mo¾nos» je ulo¾i» do niekto-rého ïal¹ieho registra hodnotu 2 a potom pou¾i» algoritmus násobenia uvedený v príkladev ¹tudijnom texte. My v¹ak pou¾ijeme tro
hu zjednodu¹ený algoritmus, ktorý sa dá pou-¾i» iba na násobenie kon¹tantou. V 
ykle budeme zni¾ova» R0, a¾ kým neklesne na nulu aza ka¾dým zní¾ením dvakrát zvý¹ime hodnotu R2. Tak¾e po skonèení 
yklu máme v R2dvojnásobok hodnoty, akú sme mali p�vodne v R0. Zostáva u¾ len presunú» hodnotuz R2 spä» do R0, èo spravíme ïal¹ím 
yklom, ktorý v¾dy raz zní¾i R2 a zvý¹i R0, a¾ kýmnebude v R2 nula.
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kej olympiádymZR0++�
 �	R1? �
 �	R0? �
 �	R2? R1--mK R0--R2++R2++ R2--R0++
??? ? ?- - -6 6� 0 00

Èas» b) Úlohou je vypoèíta» n-té Fibona

iho èíslo Fn. Podµa de�ní
ie F0 = F1 = 1a Fn = Fn�1 + Fn�2 pre n � 2. Ak si v¹ak zavedieme pomo
ný èlen tejto postupnostiF�1 = 0, bude plati», ¾e Fn = Fn�1 + Fn�2 aj pre n = 1, èo zní¾i poèet prípadov, ktoréje treba v programe pre Minského stroj ¹pe
iálne o¹etri».Ná¹ stroj bude pra
ova» tak, ¾e v 
ykle bude zni¾ova» register R1 a poèíta» ïal¹íèlen Fibona

iho postupnosti, a¾ kým nebude R1 nula. Po k pre
hodo
h tohto 
yklubude register R0 obsahova» Fk a register R2 bude obsahova» Fk�1. Spolu sa vykoná npre
hodov, tak¾e stroj správne vypoèíta Fn.Pred prvým vykonaním 
yklu (t.j. po nula pre
hodo
h) potrebujeme ma» v registriR0 èíslo F0 = 1 a v registri R2 èíslo F�1 = 0. To dosiahneme jednodu
ho príkazom R0++.Nakonie
 preskúmajme, èo potrebujeme spravi» v tele 
yklu. V registri R0 máme èísloFk a v registri R1 èíslo Fk�1. Ch
eme dosiahnu», aby v registri R0 bolo Fk+1 = Fk+Fk�1,t.j. súèet registrov R0 a R2 a v registri R2 aby bolo Fk, t.j. èíslo, ktoré bolo p�vodne v R0.Budeme postupova» tak, ¾e hodnotu v R0 prièítame k registrom R2 a R3 (a to tak, ¾ebudeme v 
ykle R0 zni¾ova», a¾ kým neklesne na nulu a zaka¾dým zvý¹ime R2 aj R3). Poskonèení tejto operá
ie máme v R0 nulu, v R2 máme Fk+1 a v R3 máme Fk. Potrebujemeteraz e¹te obsahy registrov premiestni» tak, aby sme do R0 dostali obsah R2 a do R2obsah R3. To spravíme opä» obvyklým sp�sobom (dvoma "presýpa
ími\ 
yklami).mZR0++�
 �	R1? �
 �	R0? �
 �	R2? �
 �	R3? R1--mK R0--R2++R3++ R2--R0++ R3--R2++
??? ? ? ?- - - -6 6 6� 0 0 00

P { II { 1Jednotlivé poèítaèe nazvime vr
holmi. Z vr
hola i do vr
hola j ne
h vedie hrana právevtedy, keï je poèítaè i pripojený k poèítaèu j. Vznikne nám tak orientovaný graf G.Na¹ou úlohou je vybra» mno¾inu vr
holov M s minimálnym poètom prvkov takú, ¾e pre
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hol v existuje vr
hol u 2M taký, ¾e z u do v vedie 
esta (pripú¹»ame 
estudå¾ky 0, t.j. u = v).Mno¾inu vr
holov U , pre ktorú platí, ¾e1. pre µubovoµné dva vr
holy u; v 2 U; u 6= v existuje 
esta z u do v vedú
a len 
ezvr
holy patria
e do U2. zo ¾iadneho vr
hola w 2 G nepatria
eho do U nevedie hrana do ¾iadneho vr
holau 2 Unazvime maximálny silne súvislý komponent (MSSK) grafu G (poznamenajme, ¾e vr
hol,do ktorého nevedie ¾iadna hrana, tvorí maximálny silne súvislý komponent). Ka¾dé dvar�zne MSSK sú disjunktné. Keby MSSK U a MSSK V (U 6= V ) neboli disjunktné, potomexistuje u, ktorý patrí do obidvo
h a vr
hol v, ktorý patrí do U a nepatrí do V (alebonaopak). Z vr
hola v vedie 
esta do vr
hola u. Na nej niekde musia za sebou nasledova»vr
hol v0, ktorý do V nepatrí a vr
hol u0, ktorý u¾ do V patrí { mno¾ina V nemá vlastnos»2 MSSK { spor.¥ahko vidno, ¾e z ka¾dého MSSK grafu G musí nejaký vr
hol patri» do mno¾iny M .Zároveò staèí, aby z ka¾dého MSSK bol v mno¾ine M jeden µubovoµný vr
hol.Budeme ofarbova» vr
holy grafu r�znymi farbami. Zaènime z µubovoµného neofarbe-ného vr
hola v a ofarbime farbou f v¹etky neofarbené vr
holy (vrátane v), do ktorý
hexistuje 
esta z v vedú
a 
ez doteraz neofarbené vr
holy. Farbenie realizujeme prehµa-dávaním grafu do håbky. Vr
hol v vyhlásime za reprezentanta farby f . Potom si zvolímeïal¹iu farbu f a iný neofarbený vr
hol v a opakujeme, kým sa neminú v¹etky neofarbenévr
holy. Do ka¾dého vr
hola zrejme existuje 
esta z niektorého z reprezentantov. Niektoríreprezentanti sú v¹ak zbytoèní: ak do vr
hola r1, reprezentujú
eho farbu f1 vedie 
estaz vr
hola r2 reprezentujú
eho farbu f2, z r2 sa dá dosta» do v¹etký
h vr
holov ofarbený
hfarbou f1 a preto r1 je zbytoèný.Ako rý
hlo zisti», ktorí reprezentanti sú zbytoèní? Ne
h ri je zbytoèný reprezentant.Potom existuje reprezentant rj taký, ¾e z rj vedie do ri 
esta pre
hádzajú
a len 
ez vr
holyofarbené farbami fj a fi, prièom farby na 
este sa nestriedajú, t.j. 
esta vedie najprv 
ezvr
holy farby fj a potom 
ez vr
holy farby fi. Posledný vr
hol na tejto 
este ofarbenýfarbou fj oznaème v, prvý vr
hol ofarbený fi ne
h je u. Vr
holy farby fj boli zrejmeofarbované nesk�r ako vr
holy farby fi. Preto ak by sme v okamihu ofarbovania vr
holav vedeli, ¾e z vr
hola u sa dá dosta» do vr
hola ri, veµmi µahko by sme pri¹li na zbytoènos»ri. Preto si pre ka¾dú farbu fi a pre ka¾dý vr
hol u ofarbený touto farbou spoèítame, èisa z vr
hola u dá dosta» do reprezentanta farby fi t.j. vr
hola ri. Táto prá
a sa dá tie¾zveri» rekurzívnej ofarbova
ej pro
edúre. Na záver treba skontrolova», pre ka¾dú hranu,ktorá vedie medzi vr
holmi r�zny
h farieb, èi sa z jej kon
ového vr
hola dá dosta» doreprezentanta farby kon
ového vr
hola. Ak áno, oznaèíme reprezentanta tejto farby akozbytoèného. Táto kontrola sa dá tie¾ robi» poèas ofarbovania.Pro
edúra Prehladaj(v : integer) dostane ako argument èíslo vr
hola, z ktoréhomá prehµadáva». Oznaème N(v) mno¾inu vr
holov, do ktorý
h vedie z v hrana. Predspustením pro
edúry Prehladaj z vr
hola ri si poznaèíme, ¾e z vr
hola ri sa dá dosta»do reprezentanta ri. Táto pro
edúra:
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kej olympiády� ofarbí vr
hol v aktuálnou farbou fi,� rekurzívne sa zavolá pre v¹etky vr
holy u 2 N(v), ktoré e¹te nie sú ofarbené,� ak existuje vr
hol u 2 N(v) farby fi, z ktorého sa dá dosta» do reprezentanta ri,poznaèí si, ¾e aj z v sa dá dosta» do ri.� ak existuje vr
hol u 2 N(v) ofarbený farbou fj 6= fi a pritom z u existuje 
esta doreprezentanta rj, poznaèí si, ¾e reprezentant rj je zbytoèný.Ostáva ukáza», ¾e mno¾ina v¹etký
h reprezentantov, ktorí nie sú zbytoèní, tvorí na¹uhµadanú mno¾inu M . ¥ahko vidno, ¾e do ka¾dého zbytoèného reprezentanta r vedie 
estaz nejakého reprezentanta, ktorý nie je zbytoèný. Ne
h to tak nie je. Potom existuje repre-zentant r1 taký, ¾e z r1 vedie do r 
esta. Ak by aj ten bol zbytoèný, existuje r2 taký, ¾ez neho vedie 
esta do r1 atï. Buï po nejakom èase prídeme k reprezentantovi, do ktoréhou¾ niè nevedie, alebo sa nám zaènú reprezentanti opakova», teda nejakí dvaja, ri a rj sav postupnosti vyskytnú aspoò dvakrát. Jeden z ni
h musel by» ofarbovaný sk�r, ne
h jeto ri. Potom ale z ri vedie do rj 
esta, a preto by mal by» rj ofarbený farbou fi (aleboinou, pou¾itou sk�r ako fi) { spor. Z mno¾iny nezbytoèný
h reprezentantov sa teda dádosta» do µubovoµného reprezentanta, a teda aj do µubovoµného vr
hola. Zároveò ¾iadnidvaja reprezentanti nem�¾u le¾a» v rovnakom MSSK (lebo inak by museli by» ofarbenírovnakou farbou), teda i
h je naozaj minimálny mo¾ný poèet.Èasová a pamä»ová zlo¾itos»: Prehµadávanie ka¾dého vr
hola je úmerné poètu hrán,ktoré z neho vedú. ®iadny vr
hol sa neprehµadáva via
 ne¾ raz, preto 
elková èasovázlo¾itos» algoritmu je O(M+N), kdeM je 
elkový poèet hrán v grafe. Pamä»ová zlo¾itos»je tie¾ O(M +N), preto¾e si potrebujeme zapamäta» 
elý graf.P { II { 2Rie¹enie tohto príkladu pou¾íva metódu dynami
kého programovania. Oznaème Ai == a[1℄; a[2℄; : : : ; a[i℄ postupnos» utvorenú z prvý
h i èlenov postupnosti a, analogi
kyBj = b[1℄; : : : ; b[j℄. Budeme rie¹i» v¹eobe
nej¹iu úlohu: Pre ka¾dé i, j, (0 � i � M , 0 �� j � N) vypoèítame, aký je maximálny súèet vybranej podpostupnosti postupností Aia Bj. Tieto maximálne súèty si budeme zapisova» do tabuµky p[0::M; 0::N ℄, kde p[i; j℄je súèet maximálnej vybranej podpostupnosti postupností Ai a Bj. Hµadaný maximálnysúèet bude teda hodnota p[M;N ℄.Tabuµku p budeme vypåòa» po riadko
h s vyu¾itím predpoèítanej informá
ie v predo¹-lom riadku. Riadok p[0℄ obsahuje samé nuly, preto¾e neexistuje vybraná podpostupnos»prázdnej postupnosti. Riadok p[i℄ (pre i > 0) vyplníme podµa riadku p[i�1℄ takto: Políèkop[i; 0℄ je zrejme nula. Políèko p[i; j℄ (pre j > 0) vieme vyplni» pomo
ou hodn�t p[i� 1; j℄,p[i; j� 1℄ a p[i� 1; j� 1℄. Ak sa èísla a[i℄ a b[j℄ nezhodujú, ka¾dá vybraná podpostupnos»postupností Ai a Bj je zároveò vybranou podpostupnos»ou postupností Ai�1 a Bj aleboAi a Bj�1. Teda v tomto prípade je p[i; j℄ rovné maximu z èísel p[i � 1; j℄ a p[i; j � 1℄.Ak a[i℄ = b[j℄, ka¾dá vybraná podpostupnos» postupností Ai a Bj je vybranou podpo-stupnos»ou postupností Ai�1 a Bj alebo Ai a Bj�1, alebo vybranou podpostupnos»ou
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h úloh, kategória P 127postupností Ai�1 a Bj�1 s pridaným èlenom a[i℄ = b[j℄. Preto p[i; j℄ je rovné maximuz èísel p[i� 1; j℄, p[i; j � 1℄ a p[i� 1; j � 1℄ + a[i℄.Navrhnutý algoritmus má èasovú zlo¾itos» O(M �N). Pamä»ová zlo¾itos» je tie¾ O(M ��N). Keï¾e ka¾dý riadok tabuµky p závisí iba na pred
hádzajú
om riadku, staèí si pamäta»len posledné dva riadky (pri poèítaní riadku p[i℄ si pamätáme pred
hádzajú
i riadok p[i�� 1℄). Po takejto úprave bude pamä»ová zlo¾itos» algoritmu O(M +N).P { II { 3Úlohu budeme rie¹i» v dvo
h pre
hodo
h. V prvom pre
hode nájdeme kandidáta { prvok,ktorý ako jediný m�¾e ma» nadpoloviènú väè¹inu. V druhom pre
hode len overíme, èi satento prvok na
hádza v poli a via
 ako N2 krát.Kandidáta budeme hµada» nasledovným sp�sobom: pre ka¾dý prvok k, ktorý sa v polia aspoò raz vyskytuje, si budeme poèíta» jeho silu sk. Na zaèiatku polo¾me silu v¹etký
hprvkov rovnú 0. Silu prvkov budeme meni» takým sp�sobom, aby v ka¾dom okamihubola nenulová pre nanajvý¹ jeden prvok. Tento prvok nazvime kandidátom a oznaèmeho K. Ak majú v¹etky prvky silu nulovú, kandidátom je buï prvok a[1℄ (pred zaèiatkomvýpoètu), alebo prvok, ktorý bol kandidátom v pred
hádzajú
om kroku.Pri spra
ovávaní prvku a[i℄ m�¾u nasta» tieto situá
ie:1. K = a[i℄, t.j. ïal¹í spra
ovávaný hlas patrí kandidátovi. Zvý¹ime sK o 1.2. K 6= a[i℄, sK > 0, spra
ovávaný hlas nepatrí kandidátovi, preto zní¾ime sK o 1.3. K 6= a[i℄, sK = 0. Zvý¹ime silu sa[i℄ prvku a[i℄ o 1. Tým sa prvok a[i℄ stane novýmkandidátom K.Tento postup opakujeme, kým nespra
ujeme v¹etky prvky poµa.Je zrejmé, ¾e si netreba pamäta» silu v¹etký
h prvkov, staèí si pamäta» silu kandidátaa to, ktorý prvok je kandidátom. Na to nám staèia dve premenné typu integer.Lema: Ne
h sa nejaký prvok K vyskytuje v poli a M krát, kde M > N2 . Potom pospra
ovaní v¹etký
h prvkov poµa bude K kandidátom so silou sK � 2M �N > 0.Oznaème poèet zvý¹ení sily kandidáta K ako k+, poèet zní¾ení jeho sily k�, poèetzvý¹ení sily µubovoµného iného kandidáta l+ a poèet zní¾ení sily iný
h kandidátov l�.Zní¾enie sily kandidáta K, ako aj zvý¹enie sily iného kandidáta je sp�sobené jedine vý-skytom prvku r�zneho od K. Taký
hto operá
ií teda bude najvia
 N �M . Ka¾dý výskytprvku K sp�sobí buï zvý¹enie sily K, alebo zní¾enie sily iného kandidáta (prvky r�zneod K si v¹ak m�¾u zni¾ova» silu aj navzájom), preto tý
hto operá
ií bude najmenej M .N �M � k� + l+k+ + l� � Ml+ � l� � 0Posledná nerovnos» vyplýva z toho, ¾e poèet zní¾ení u ¾iadneho prvku nepresiahnepoèet zvý¹ení. Po sèítaní nerovností a úprave dostanemek+ � k� � 2M �N > 0
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kej olympiádya teda po skonèení algoritmu má prvok K kladnú silu. To je mo¾né len tak, ¾e bude nakon
i kandidátom. 2Èasová a pamä»ová zlo¾itos»: algoritmus vy¾aduje dva pre
hody poµom, ka¾dý z ni
hje v èase O(N). Pamä»ová zlo¾itos» je kon¹tantná.P { II { 4Èas» a)
R3--R0++�
 �	R3?�
 �	R0?R0--R2++R3++ -0? ?66

R2--R3--�
 �	R3??

�
 �	R2? -0 R4--R1++�
 �	R4?�
 �	R1?R1--R2++R4++ -0? ?66-R2--0 ?-
-0�
 �	R2?? 0 �
 �	R2? 0R2--?-

?R3  F (R2)
mK6

R0++ - ?mZ6 -
- -

0

Stroj, rie¹ia
i túto úlohu, bude postupne skú¹a» ako x èísla 0; 1; 2; : : :. Vypoèítafunkènú hodnotu F (x) v ka¾dom z tý
hto èísel a porovná ju s hodnotou y v registriR1. Ak je väè¹ia alebo rovná, máme rie¹enie, ak nie, zvý¹ime hodnotu x o 1 a pokraèu-jeme. V registri R0 budeme u
hováva» hodnotu x, v registri R1 bude hodnota y. Funkènúhodnotu F (x) ulo¾íme do registra R3. Registre R2 a R4 slú¾ia ako pomo
né registre.Jeden 
yklus stroja sa bude sklada» z tý
hto operá
ií:� Skopírovanie obsahu registra R0 do registra R2, ktorý bude slú¾i» ako vstupnýregister pre výpoèet funk
ie F . Najprv presunieme obsah registra R0 do registrovR2 a R3 (za ka¾dé zní¾enie registra R0 raz zvý¹ime ka¾dý z registrov R2 a R3),potom presunieme naspä» obsah R3 do registra R0.� Pou¾ijeme in¹truk
iu na výpoèet funk
ie F . R2 je vstupný register, výsledok saulo¾í do výstupného registra R3. Po vykonaní tejto in¹truk
ie je obsah registra R2nede�novaný, preto ho musíme vynulova».� Prekopírujeme obsah registra R1 do registra R2 za pomo
i registra R4 rovnakoute
hnikou ako v prvom kroku.



Rie¹enia sú»a¾ný
h úloh, kategória P 129� Porovnáme veµkosti èísel ulo¾ený
h v registro
hR2 a R3. Postupne budeme od obo
hregistrov odpoèítava» jednotku, a¾ kým sa nám jeden z registrov nevynuluje. Ak saprvý vynuluje register R2 (alebo sa vynulujú oba registre naraz), znamená to, ¾ey � F (x). Keï¾e sme hodnoty x skú¹ali od najmen¹ieho, je to najmen¹ie x s toutovlastnos»ou. Hodnota x je prezieravo ulo¾ená v registri R0, tak¾e m�¾eme skonèi».Ak sa naopak prvý vynuluje register R3, znamená to, ¾e F (x) < y a preto musímepokraèova» v 
ykle. Vynulujeme register R2 a vrátime sa na zaèiatok.Èas» b)

R1--R2++�
 �	R1?R1--�
 �	R1? R3++ R2--R1++�
 �	R2?R4--R3++�
 �	R4?�
 �	R3?R3--R4++R4++

�
 �	R1?R4--R1++�
 �	R4?�
 �	R1?R1--R4++R5++
�
 �	R3?�
 �	R5?R3--R5--

�
 �	R5? R0++mKmZ? -0 - - - -0 0 0 0
-0 -0

? ? ??
? ? ? ???

? 0
-0

-6
6 60 -66

6- 6
6 06-

�

Èinnos» stroja je zalo¾ená na jednodu
hej my¹lienke: vstupné èíslo n si skopírujemedo pomo
ného registra, vypoèítame èíslo, ktoré vznikne obrátením binárneho zápisu n(oznaème ho nR2 ). Potom porovnáme obe tieto èísla. Ak sú rovnaké, odpoveï stroja bude1, v opaènom prípade bude odpoveï 0.Poïme sa na èinnos» stroja pozrie» tro
hu bli¾¹ie. Najprv obsah registra R1, obsa-hujú
eho vstupné èíslo n, prekopírujeme za pomo
i registra R4 do registra R5. Potombudeme v 
ykle v registri R3 vyrába» èíslo, ktoré vznikne otoèením binárneho zápisuèísla n. Ne
h n = 2kbk + 2k�1bk�1 + : : : + 20b0 je binárny zápis èísla n. Po i pre
hodo
h
yklu (0 � i � k + 1) bude plati»:R1 = 2k�ibk + 2k�i�1bk�1 + : : :+ 20biR3 = 2i�1b0 + 2i�1b1 + : : :+ 20bi�1Na zaèiatku teda R1 = n, R3 = 0. V jednom pre
hode 
yklom najprv vynásobímeobsah R3 dvomi, potom vydelíme obsah R1 dvomi. Obe tieto operá
ie sa dajú realizova»
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kej olympiádys jedným pomo
ným registrom tak, ¾e na ka¾dé zní¾enie obsahu R3 dvakrát zvý¹imeobsah pomo
ného registra, resp. na ka¾dé dve zní¾enia R1 raz zvý¹ime obsah pomo
néhoregistra. Potom staèí len presypa» obsah pomo
ného registra naspä» do R3, resp. R1.Ak nám pri delení vznikne zvy¹ok, vieme, ¾e posledná 
ifra zápisu R1 bola 1, a pretonastavíme poslednú 
ifru aj èíslu v registri R3 (t.j. pripoèítame k R3 jednotku).Keï je v registri R1 nula, zrejme platí i > k a teda v R3 je èíslo nR2 . Posledná ve
,ktorú treba urobi», je porovna» obsah registrov R3 a R5. Budeme postupne zni¾ova» obsahobo
h registrov o 1, a¾ kým sa jeden z ni
h nebude nulový. V prípade, ¾e je aj druhýnulový, zvý¹ime obsah registra R0 (lebo n je palindróm). V opaènom prípade zane
hámev registri R0 nulu a skonèíme. P { III { 1Vytvoríme graf G, ktorého vr
holy sú kri¾ovatky a medzi vr
holmi i a j vedie hrana právevtedy, ak sú kri¾ovatky i a j spojené 
estou. Hranu, ktorej odobratie sp�sobí rozpadnutiegrafu na dve èasti (komponenty súvislosti), nazývame most. Uká¾eme, ¾e mosty sú právetie hrany, ktoré musia zosta» obojsmerné. Zrejme hranu e z vr
hola u do v, ktorá jemostom, nem�¾eme orientova» (ak sme ju zorientovali povedzme z u do v, nedalo by sadosta» z v do u, preto¾e e je most). Z algoritmu vyplynie, ¾e v¹etky ostatné hrany m�¾uby» "zjednosmernené\.Algoritmus je zalo¾ený na my¹lienke prehµadávania grafu do håbky. Prehµadávaniedo håbky je rekurzívna pro
edúra s jediným parametrom | vr
holom v. Tento vr
holoznaèíme za u¾ prehµadaný a rekurzívne voláme tú istú pro
edúru pre v¹etký
h e¹teneprehµadaný
h susedov vr
hola v. Volajme tý
hto susedov potomkami vr
hola v. Nazvimehlavnou ka¾dú hranu, ktorá vedie z predka do niektorého z jeho potomkov, a hrany, ktorénie sú hlavné, volajme spätné.Pre na¹e úèely priradíme navia
 pri prehµadávaní ka¾dému vr
holu v poradové èíslo 
voznaèujú
e, koµký v 
elkovom poradí bol vr
hol v prvýkrát objavený. Zároveò ka¾dú e¹teneorientovanú (obojsmernú) hranu orientujeme ("zjednosmerníme\) smerom od vr
holav. Orientá
iu u¾ orientovaný
h hrán nemeníme.Uká¾eme, ako sa dá tento algoritmus pou¾i» na nájdenie mostov v grafe. Aby smezistili, èi je hrana z u do v most, potrebujeme overi», èi sa dá dosta» z v do u po hraná
hr�zny
h od hrany (u; v). Ak sa dá, hrana (u; v) mostom by» nem�¾e. Naopak, ak sa nedá,hrana (u; v) je most. Keï¾e ka¾dý most je hlavnou hranou, predpokladajme, ¾e v jepotomok u, teda prehµadáva
ia pro
edúra pre v bola spustená v prehµadáva
ej pro
edúrepre u. Ne
h w je vr
hol s najmen¹ím èíslom 
w taký, do ktorého sa dá dosta» z vr
hola vpo orientovaný
h hraná
h.Ak je hrana (u; v) most, pre ka¾dý vr
hol w0 objavený volaním prehµadáva
ej pro
e-dúry z v platí 
w0 � 
v. Zároveò ¾iaden z vr
holov, do ktorý
h sa vieme prehµadávaním z vdosta» (nepou¾ívame hlavné, t.j. u¾ orientované, hrany) nemohol by» v okamihu volaniapro
edúry pre v objavený. Teda 
w � 
v.Naopak, predpokladajme, ¾e 
v � 
w. Oznaème P mno¾inu prehµadaný
h vr
holovtesne pred spustením pro
edúry pre v a Q mno¾inu vr
holov, ktoré objavíme touto pro-
edúrou. Okrem hrany (u; v) nem�¾e vies» ¾iadna hlavná hrana z vr
holu z P do vr
holu
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h úloh, kategória P 131z Q, ani naopak. (Ak by viedla z P do Q, vr
hol v Q by bol u¾ prehµadaný pred volanímpro
edúry, èo je spor. Ak by viedla z Q do P , táto hrana by nemohla by» hlavná, preto¾evedie do u¾ objaveného vr
holu | opä» spor.) Ak 
v � 
w, neexistuje ¾iadna spätná hranaz Q do P (inak by platilo 
v > 
w), a teda neexistuje ¾iadna hrana medzi P a Q okrem(u; v). Z toho vyplýva, ¾e hrana (u; v) je most.Zostáva nám ukáza», ¾e hrany, ktoré nie sú mostami, sú orientované vhodne, t.j. ¾e jemo¾né prejs» z ka¾dého vr
holu do µubovoµného iného vr
holu dodr¾ujú
 orientá
iu hrán.Predpokladajme, ¾e graf G nemá mosty. Ne
h u a v sú také vr
holy, ¾e 
u = 1 a 
v = 2.Z predo¹lého vieme, ¾e pre hlavnú hranu (u; v), ktorá nie je mostom, platí 
v > 
w, teda
w = 1. Teda existuje orientovaný 
yklus (postupnos» vr
holov v1; : : : ; vk taká, ¾e v1 = vka pre ka¾dé i = 1; : : : ; k � 1 vedie z vr
holu vi do vi+1 orientovaná hrana) pre
hádzajú
ivr
holmi u, v. Oznaème S mno¾inu vr
holov z 
yklu. Pre mno¾inu S platí, ¾e sa viemez ka¾dého do ka¾dého z jej vr
holov dosta» po orientovaný
h hraná
h. Ak S obsahujev¹etky vr
holy, ukázali sme, ¾e orientá
ia grafu vyhovuje. V opaènom prípade ne
h x jevr
hol mimo S taký, ¾e existuje vr
hol y v S, ¾e z y vedie do x orientovaná hrana. Z xsa dá dosta» po orientovaný
h hraná
h do niektorého vr
holu z S, preto¾e inak by bolahrana (y; x) most. Tak¾e sa dá dosta» aj z x do u, aj z u do x, a teda ak vr
hol x pridámedo S, zostane za
hovaná vlastnos», ¾e z ka¾dého do ka¾dého vr
holu v S sa dá dosta».Induktívne m�¾me prida» do S v¹etky vr
holy, z èoho vyplýva, ¾e navrhnutá orientá
iaG je vhodná.Analogi
kú argumentá
iu mo¾no pou¾i» aj keï sa v grafe G mosty na
hádzajú. Ne
hG1 je (neorientovaný) graf, ktorý vznikne z G po odobraní v¹etký
h mostov. OznaèmeC1; : : : ; Cl komponenty súvislosti G1 (z ka¾dého vr
holu v Ci sa dá dosta» do ka¾déhovr
holu z Ci po hraná
h z G1, pre i = 1; : : : ; l). Existuje aspoò jeden komponent Ci,do ktorého viedol jediný most. (Ak si zostrojíme graf, v ktorom ka¾dému komponentuzodpovedá jeden vr
hol a dva vr
holy sú spojené hranou práve vtedy, keï medzi zodpove-dajú
imi komponentami v G vedie most, tento graf je súvislý a neobsahuje kru¾ni
e, musíto by» teda strom. Ka¾dý strom má aspoò jeden list.) Pre tento komponent mo¾no pou¾i»argumenty z pred
hádzajú
eho odstav
a, Ci z grafu vyne
ha» a induktívne pokraèova»v d�kaze pre ostatné Cj.Implementá
ia. Pre ka¾dý vr
hol v je v poli kriz ulo¾ený zoznam jeho susedný
hvr
holov. Teda ka¾dá hrana je v tomto poli ulo¾ená dvojnásobne a tieto dve kópie naseba navzájom ukazujú pomo
ou smerníkov dual. Atribút aktiv hovorí, èi sa dá v tomsmere po danej hrane pre
hádza» (vyu¾íva sa pri orientovaní, keï povoµujeme len jedenz dvo
h mo¾ný
h smerov hrany). Pole sus[v℄ u
hováva poèet susedov vr
hola v, pole 
[v℄obsahuje 
v a v poli naj[v℄ je ulo¾ené èíslo 
w. Najsk�r pomo
ou pro
edúry prehladajpodµa vy¹¹ieuvedeného algoritmu orientujeme v¹etky hrany grafu, prièom mosty úplnevyma¾eme (obidvom hranám nastavíme aktiv na false). Potom vypí¹eme v¹etky aktívnehrany.Èasová a pamä»ová zlo¾itos». Pamä»ová zlo¾itos» algoritmu je O(M +N) = O(M).Èasová zlo¾itos» je zhodná so zlo¾itos»ou prehµadávania do håbky, teda tie¾ O(M) (poka¾dej hrane prejdeme práve raz).
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kej olympiádyP { III { 2Úlohu budeme rie¹i» analogi
ky ako v krajskom kole { v prvom pre
hode nájdeme kan-didátov a v druhom overíme pre ka¾dého z ni
h, èi sa na
hádza v poli a via
 ako Nkkrát.Kandidátov je zjavne najvia
 k�1. Budeme i
h hµada» nasledovne: pre ka¾dý prvok p,ktorý sa v poli a aspoò raz vyskytuje, si budeme poèíta» jeho silu sp. Na zaèiatku polo¾mesilu v¹etký
h prvkov rovnú 0. Silu prvkov budeme meni» takým sp�sobom, aby v ka¾domokamihu bola nenulová pre nanajvý¹ k � 1 prvkov. Tieto prvky nazvime kandidátmi aoznaème i
h K1; : : : ; Kk�1.Pri spra
ovávaní prvku a[i℄ m�¾u nasta» tieto situá
ie:1. 9j;Kj = a[i℄, t.j. ïal¹í spra
ovávaný hlas patrí niektorému kandidátovi. Zvý¹imesKj o 1.2. 8j;Kj 6= a[i℄, 8u; sKu > 0, spra
ovávaný hlas nepatrí ¾iadnemu kandidátovi, pretozní¾ime ka¾dému kandidátovi silu o 1.3. 8j;Kj 6= a[i℄, 9u; sKu = 0. Zvý¹ime silu sa[i℄ prvku a[i℄ o 1. Preto sa prvok a[i℄ stanenovým kandidátom Ku.Tento postup opakujeme, kým nespra
ujeme v¹etky prvky poµa.Je zrejmé, ¾e si netreba pamäta» silu v¹etký
h prvkov, staèí si pamäta» sily k � 1kandidátov a to, ktoré prvky sú kandidátmi. Na to nám staèia dve polia veµkosti O(k).Lema: Ne
h sa nejaký prvok P vyskytuje v poli a M krát, kde M > Nk . Potom pospra
ovaní v¹etký
h prvkov poµa bude P kandidátom so silou sP > 0.D�kaz: Nazvime operá
ie 1 a 3 zvý¹ením a operá
iu 2 zní¾ením. Doká¾me najsk�r, ¾ezní¾ení je najvia
 Nk . Sporom. V¹imnime si, ¾e sila ka¾dého prvku je nezáporné 
elé èíslo,teda súèet síl v¹etký
h prvkov je na kon
i urèite nezáporný. Ak by bolo zní¾ení via
 akoNk , (t.j. aspoò bNk 
+1) znamenalo by to, ¾e sa 
elkový súèet síl zní¾il aspoò o �bNk 
 + 1� �� (k� 1), zatiaµ èo sa zvý¹il najvia
 o N � �bNk 
+ 1�. To ale znamená, ¾e súèet síl prvkovna kon
i jeS � N � ��Nk �+ 1�� ��Nk �+ 1� � (k � 1) = N � k � ��Nk � + 1� < 0èo je spor, preto je naozaj zní¾ení najvia
 Nk .V¹imnime si teraz prvok P . Ne
h jeho výskyt A-krát sp�sobil zní¾enie, B-krát zvý¹e-nie. Opä» sporom. Uká¾eme, ¾e sP > 0. Ak by mal prvok P na kon
i silu 0, znamenaloby to, ¾e bolo aspoò A+B zní¾ení { A-krát ho sp�sobil prvok P , B iný
h zní¾ení museloprvku P zní¾i» silu na 0. Poèet zní¾ení je teda aspoò A+B = M > Nk , èo je spor s vy¹¹iedokázaným tvrdením, ¾e zvý¹ení je najvia
 Nk . Preto má prvok P na kon
i nenulovú silu.To je mo¾né len tak, ¾e bude na kon
i kandidátom. 2Èasová a pamä»ová zlo¾itos». Algoritmus vy¾aduje dva pre
hody poµom, ka¾dý zni
h je v èase O(k:N). Pamä»ová zlo¾itos» je O(k).
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i túto úlohu je u¾ pomerne zlo¾itý a veµmi »a¾ko by sa kreslil naraz, bez toho,aby sme ho rozlo¾ili na men¹ie 
elky. Predtým, ako ho budeme kon¹truova», si povedzme,ako by sa takýto problém rie¹il na normálnom poèítaèi.Prvé rie¹enie. Jeden z prístupov by bol ba
ktra
kom skú¹a» v¹etky mo¾né podmno¾inymno¾iny M , pre ka¾dú vypoèíta» súèet a overi», èi sa nerovná danému èíslu s. Skonèiliby sme, ak by sme na¹li podmno¾inu s vyhovujú
im súètom, alebo keby sme vyskú¹aliv¹etky podmno¾iny mno¾iny M . Klasi
ké ba
ktra
kové rie¹enie v¹ak pou¾íva zásobník,ktorý by sme pomo
ou registrového stroja simulovali len s veµkou námahou. Pekný trik,ako vyskú¹a» v¹etky podmno¾iny mno¾inyM je takýto: Mno¾inaM má kód m. Postupnebudeme skú¹a» v¹etky také mno¾iny N , ktorý
h kód n je men¹í alebo rovný m. Pre ka¾dútakúto mno¾inu vypoèítame kód prieniku M \ N , èo je vlastne logi
ký súèin (AND) pobito
h èísel m a n. Niektoré podmno¾iny sí
e vygenerujeme via
krát, ale to v�be
 nevadí.Pre ka¾dý prienik (t.j. pre jeho kód m AND n) potom spoèítame súèet jeho prvkov askontrolujeme, èi sa náhodou nerovná hµadanému súètu s.Blok pre bitový logi
ký súèin skon¹truujeme podobne ako blok pre logi
ký súèet (OR,viï. ïalej). Na výpoèet súètu prvkov v mno¾ine m�¾eme pou¾i» blok SHR(x), ktorý zis»ujehodnotu najni¾¹ieho bitu èísla v registri x a zároveò register x 
eloèíselne vydelí dvomi(viï. ïalej) a blok ADD(x; y), de�novaný v príklade zo zadania.Druhé rie¹enie. Ako vzorové uvádzame iné rie¹enie, ktoré vyu¾íva my¹lienku dynami
-kého programovania. Postupne budeme budova» mno¾iny súètov, ktoré sa dajú vytvori»len z k najmen¹í
h prvkov mno¾iny M . Oznaème tieto mno¾iny S0; S1; : : : ; Sk a i
h kódys1; s2; : : : ; sk. Jediné èíslo, ktoré sa dá utvori» súètom nula prvkov, je èíslo 0. Preto S0 == f0g a s0 = 1. Predstavme si, ¾e u¾ máme vytvorenú mno¾inu Si a ne
h (i + 1)-výnajmen¹í prvok v mno¾ine M je p. Ku ka¾dému prvku z mno¾iny Si pripoèítame èíslop. Dostaneme tak mno¾inu S 0i, S 0i = f
 + p j 
 2 Sig. Keï¾e ka¾dý súèet z prvý
h i + 1prvkov sa dá dosiahnu» buï s pou¾itím alebo bez pou¾itia prvku p, mno¾ina Si+1 do-staneme zjednotením mno¾ín Si a S 0i. Kód s0i mno¾iny S 0i dostaneme veµmi jednodu
ho:s0i = si2p. Zjednotenie mno¾ín zase dosiahneme bitovým logi
kým súètom i
h kódov, t.j.si+1 = si OR s0i. Pred tým, ako do detailov rozoberieme èinnos» ná¹ho stroja, si de�nujemea popí¹eme niekoµko blokov.V¹etky popisované bloky pre správnu èinnos» predpokladajú, ¾e v¹etky pou¾ité po-mo
né registre sú pred vstupom do bloku vynulované. Pred výstupom z bloku sa tietoregistre opä» vynulujú.Popis blokov.�
 �	x? -x--p++ �
 �	x? -x++x++p--? ?0 06-6 SHL(x)?? Blok ADD(x; y) bol popísaný a de�novanýv zadania
h.Blok SHL(x) vynásobí èíslo v registri x dvo-mi. Potrebuje jeden pomo
ný register p, doktorého "presype" obsah registra x, potom ob-sah p presýpa do x, prièom za ka¾dé zní¾enieregistra p dvakrát zvý¹i obsah registra x.
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�
 �	x? -x--p++? 0
�
 �	x? -? 0x-- �
 �	p? -p--x++? 06 �
 �	p? -p--x++? 06
-6 0

1? SHR(x)?? ?0 1
Blok SHR(x) 
eloèíselne delí èíslo v registri xdvomi. Má dva výstupy oznaèené 0 a 1, prièomvýstup 0 sa pou¾ije, ak bolo èíslo v registri xpri vstupe do bloku párne a výstup 1, ak bolonepárne. Pra
uje podobne ako blok SHL s tým,¾e najprv za ka¾dé dve zní¾enia registra x razzvý¹ime pomo
ný register a potom presýpameobsah pomo
ného registra naspä» do x.Blok OR(x; y) je najzlo¾itej¹í. Jeho funk
iouje priradi» do registra x bitový OR èísel ulo¾e-ný
h v registro
h x a y a zároveò vynulova»register y. Budeme to robi» podobne ako vo vzorovom rie¹ení krajského kola. Pomo
oublokov SHR odoberieme posledný bit zo zápisu obo
h èísel x,y. Ak je aspoò jeden z odo-bratý
h bitov jednotkový, pridáme na konie
 zápisu èísla v pomo
nom registri p jednotku(t.j. p vynásobíme dvomi pomo
ou bloku SHL a potom k nemu pripoèítame jednotku),v opaènom prípade pridáme na konie
 p nulu (t.j. vynásobíme ho dvomi). Takto sa námbude v registri p postupne objavova» bitový súèet èísel x a y, av¹ak s bitmi zapísanýmiv obrátenom poradí. Na konie
 teda musíme obsah registra p otoèený zapísa» do registrax, èo spravíme opä» odoberaním posledného bitu zápisu p a jeho pridávaním na konie
 zá-pisu x. Aby sme vedeli, koµkokrát máme túto operá
iu spravi», poèítame si poèet platný
hbitov registra p v pomo
nom registri q.

OR(x; y)?�
 �	x? -0 �
 �	 �
 �	y? q?- -0 0SHL(p)q++SHR(x)SHR(y) SHR(y)p++
SHL(x)SHR(p)x++q--

???? ??-
-

?
6?? ??

6?
10 0 110

� ?
Nakonie
 nám zostáva popísa» sa-motný stroj. Skladá sa z dvo
h hlav-ný
h 
yklov. V prvom 
ykle sa v regis-tri R3 postupne poèítajú kódy mno¾ínSi, po skonèení i-teho 
yklu R3 obsa-huje kód si. Zároveò sa v ka¾dom pre-
hode odoberie z mno¾iny M jej naj-men¹í prvok.Odoberanie prvku sa robí v dvo
h men¹í
h 
yk-lo
h spolu s výpoètom kódu mno¾iny S 0i�1, kto-rý bude ulo¾ený v registri R4. Na zaèiatku sikód si�1 skopírujeme z registra R3 aj do regis-tra R4. V prvom 
ykle postupne delíme obsahregistra R1 (t.j. kód mno¾inyM) dvomi a obsahregistra R4 naopak násobíme dvomi, prièom si poèítame poèet pre
hodov 
yklu v registriR5. Keï sa nám nepodarí vydeli» obsah R1 dvomi bezo zvy¹ku, narazili sme na najmen¹íprvok. V tomto okamihu máme v R4 kód S 0i�1, ktorý pomo
ou bloku OR pridáme k ob-sahu R3, èím nám v tomto registri vznikne kód mno¾iny Si. Na záver v druhom 
ykle posebe upra
eme, t.j. vynásobíme obsah R1 takou mo
ninou dvojky, akou sme ho v prvom
ykle vydelili. V¹imnite si, ¾e týmto postupom sa nám automati
ky vynuloval najni¾¹ínenulový bit registra R1, t.j. odobrali sme najmen¹í prvok mno¾iny M .Keï zM odoberieme posledný prvok, jej kód ulo¾ený v registri R1 sa vynuluje a riade-nie prejde do druhého hlavného 
yklu. V tomto 
ykle overíme, èi èíslo s ulo¾ené v registri
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h úloh, kategória P 135R2, patrí do mno¾iny, ktorej kód je ulo¾ený v registri R3. Hodnotu R3 staèí s krát vydeli»dvomi a potom zisti», èi posledný bit registra je 1.R3++ �
 �	R1? �
 �	R2?? ?0 0-ADD(R4;R3)SHR(R1)SHL(R4) OR(R3;R4)SHL(R1)
�
 �	R5?? 0 SHR(R3) SHR(R3)R5++ R5-- R2-- R0++? ? ?

?- -
-

? ?-6 - �6mZ mK?6 ?0 1
0 1

P { III { 4Smerovník pri prameni èíslo i ne
h ukazuje na prameò èíslo s[i℄, pre 1 � i � N . Hovoríme,¾e pramene p1; p2; : : : ; pk tvoria 
yklus, ak od prameòa p1 ukazuje smerovník k prameòup2, od p2 k p3 a tak ïalej, a¾ od prameòa pk k prameòu p1.Ak vy¹tartujeme z µubovoµného prameòa p1 a sledujú
 smerovníky pre
hádzame po-stupne pramene p2; p3; : : :, po najvia
 N kroko
h sa nám stane, ¾e prídeme k prameòupk+1, pri ktorom sme u¾ boli, t.j. pk+1 = pj pre nejaké j � k. Keï¾e smerovník ukazujú
ina prameò j bol vyrobený iba jeden, musí by» buï pk = pj�1, alebo j = 1. Ak je k naj-men¹ie také, ¾e pk+1 = pj, j � k, potom j = 1, a teda pramene p1; : : : ; pk tvoria 
yklus.Takýmto sp�sobom vieme pre ka¾dý prameò urèi» 
yklus, do ktorého patrí.Vzorový program vyu¾íva fakt, ¾e ak vymeníme smerovníky pri dvo
h prameòo
h,ktoré patria do rovnakého 
yklu, tento 
yklus sa nám rozdelí na dva, t.j. poèet 
yklov sazvý¹i o 1. Ak naopak vymeníme smerovníky pri prameòo
h z r�zny
h 
yklov, tieto dva
ykly sa spoja do jedného.Oznaèíme si pramene, ktoré patria do toho istého 
yklu ako prameò 1. Postupnebudeme hµada» ïal¹ie 
ykly, ktoré budeme pripája» k 
yklu obsahujú
emu prameò 1. V¾dy,keï nájdeme nový 
yklus, oznaèíme si v¹etky pramene, ktoré doòho patria a zároveòspravíme výmenu smerovníkov, ktorou sa tento 
yklus pripojí k 
yklu obsahujú
emuprvý prameò. V¹imnime si, ¾e novovzniknutý 
yklus obsahuje práve doposiaµ oznaèenépramene. Ïal¹í 
yklus potom hµadáme medzi neoznaèenými prameòmi.Implementá
ia. Na oznaèovanie prameòov pou¾ívame pole s. Prameò j pova¾ujeme zaoznaèený, ak s[j℄ � 0. Nový 
yklus zaèíname hµada» od takého neoznaèeného prameòa i,¾e v¹etky pramene s èíslom men¹ím ako i sú oznaèené. Prameò i ako reprezentanta nového
yklu oznaèíme s[i℄ = �1, ostatné pramene 
yklu oznaèíme nulou. Keï pri pre
hádzaní
yklom opä» natrafíme na prameò i, 
yklus sme uzatvorili. Rovnakým postupom hµadámeïal¹í 
yklus, prièom vieme, ¾e ka¾dý prameò na tomto 
ykle má èíslo väè¹ie ako i.Na záver vymeníme jeden smerovník z ka¾dého 
yklu so smerovníkom pri niektoromprameni z 
yklu obsahujú
eho prameò 1, t.j. postupne vymieòame smerovník pri prameni
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kej olympiády1 so smerovníkmi pri prameòo
h oznaèený
h �1 (reprezentanti 
yklov). Potrebný poèetvýmen je o jednotku men¹í ako poèet 
yklov.Èasová a pamä»ová zlo¾itos». Pamä»ová zlo¾itos» je zrejme O(N). Èasová zlo¾itos»algoritmu je tie¾ O(N), preto¾e s ka¾dým prvkom poµa s pra
ujeme maximálne trikrát(dvakrát pri hµadaní 
yklov a na záver robíme e¹te jeden pre
hod poµom s).P { III { 5Úlohu zo zadania si tro
hu zjednodu¹me a venujme sa len podstate úlohy. Je jasné, ¾e aksa z akéhokoµvek d�vodu budeme presúva» medzi dvoma mestami, tak optimálne bude, aksa medzi nimi budeme presúva» najkrat¹ou mo¾nou 
estou. Ne
h teda hi;j (1 � i; j � N)oznaèuje då¾ku najkrat¹ej 
esty medzi mestom i a mestom j. Rie¹enie podúlohy, ako zisti»då¾ky najkrat¹í
h 
iest, je uvedené o pár odstav
ov ni¾¹ie.Takto zredukovanú úlohu budeme rie¹i» metódou dynami
kého programovania. Oz-naème Ei;j (1 � i � N , 0 � j � K) då¾ku najkrat¹ej trasy konèia
ej v deò j v meste i,takej, ¾e sme videli �lmy p1; p2; : : : ; pj a pritom sme posledný �lm pj videli v meste i. Akhodnota Ei;j neexistuje (t.j. neexistuje trasa popísaný
h vlastností), polo¾íme Ei;j =1.Hodnoty Ei;j budeme postupne poèíta» z iný
h sk�r vypoèítaný
h hodn�t Ei;j a z hod-n�t hi;j. Zaèneme zrejme takto: E1;0 = 0 a Ei;0 =1 (2 � i � N).Poèítajme hodnotu Ei;j pre 1 � j � N . Máme dve mo¾nosti: V meste i nehrajú �lmpj. Trasa po¾adovaný
h vlastností konèia
a v meste i neexistuje, preto Ei;j =1.Druhá mo¾nos» je, ¾e �lm pj v meste i hrajú. Rozoberme túto mo¾nos». Na to, abysme videli �lmy p1; p2; : : : ; pj sme museli vidie» �lmy p1; p2; : : : ; pj�1. Film pj�1 sme mohlividie» v nejakom meste s. Do mesta s sme sa pritom zrejme dostali najkrat¹ou trasou,konèia
ou v tomto meste. Då¾ka tejto trasy je Es;j�1. Z mesta s do mesta i sme tak-isto museli ís» najkrat¹ou 
estou. Teda då¾ka takejto trasy bude Es;j�1 + hs;i. Prostýmvyskú¹aním v¹etký
h mo¾ný
h miest s dostaneme då¾ku najkra¹ej 
esty Ei;j.Ei;j = min fEs;j�1 + hs;i j 1 � s � NgNajkrat¹ia trasa, potrebná na zhliadnutie v¹etký
h K �lmov, konèí v nejakom mestei. Staèí nám teda vybra» z då¾ok trás, ktoré konèia v jednotlivý
h mestá
h, tú najmen¹iu.Pre då¾ku optimálnej trasy E teda platíE := minfEi;Kj1 � i � NgOstáva nám e¹te zisti», 
ez ktoré mestá vlastne optimálna trasa vedie. Oznaème Di;jmesto, z ktorého sme pri¹li v deò j do mesta i, ak by sme i¹li po optimálnej trase konèia
ejv meste i v deò j. HodnotuDi;j budeme poèíta» súbe¾ne s hodnotou Ei;j.Di;j bude vlastneto mesto s, pre ktoré bude Es;j�1 + hs;i minimálne.Mesto, v ktorom konèí hµadaná optimálna trasa (t.j. také, pre ktoré je Ei;K minimálne),oznaème xK . Potom pred
hádzajú
e mesto na optimálnej trase bude xK�1 = DxK ;K.Vo v¹eobe
nosti mesto na optimálnej trase, z ktorého sme pri¹li do mesta xi bude mestoxi�1 = Dxi;i.
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 venujme pár slov otázke, ako vzdialenosti hi;j (1 � i; j � N) medzi jednot-livými mestami poèíta». Pou¾ijeme ¹tandardný Floyd-Warshallov algoritmus. Vstupomtohto algoritmu je mati
a hi;j (1 � i; j � N), obsahujú
a då¾ky 
iest, spájajú
i
h jednot-livé dvoji
e miest (pre 
estu vedú
u medzi mestami i a j s då¾kou l polo¾íme hi;j = hj;i = l,ak medzi i a j nevedie ¾iadna 
esta, polo¾íme hi;j = hj;i = 1). Výstupom algoritmu jemati
a h, v ktorej hi;j je minimálna vzdialenos», ktorú musíme pre
estova», aby sme sadostali z mesta i do mesta j.Algoritmus bude pra
ova» v N 
yklo
h. Po vykonaní k-teho 
yklu (0 � k � N) budeplati», ¾e hi;j je då¾ka najkrat¹ej trasy z mesta i do mesta j, ktorá pre
hádza len 
ez mestás èíslom men¹ím alebo rovným k. Na zaèiatku (t.j. po vykonaní 0 
yklov) je v hi;j ulo¾enádå¾ka priamej trasy bez pre
hádzania 
ez iné vr
holy. Pri vykonávaní k-teho 
yklu, då¾katrasy hi;j m�¾e by» buï rovnaká ako v pred
hádzajú
om 
ykle (ak nevyu¾ijeme mo¾nos»vies» trasu z mesta i do mesta j 
ez mesto k), alebo rovná hi;k + hk;j (ak trasu z i do jvedieme 
ez mesto k). V¾dy si samozrejme vyberieme krat¹iu mo¾nos».Implementá
ia. Då¾ky 
iest naèítavame priamo do poµa, v ktorom aj poèítame vzdia-lenosti medzi mestami F-W algoritmom. Na výpoèet si nepotrebujeme pamäta» v¹etkyhodnoty Ei;j, staèí si pamäta» iba dva ståp
e pre j a j+1. Ak v¹ak 
h
eme zrekon¹truova»optimálnu trasu, potrebujeme si pamäta» v¹etky hodnoty Di;j.Èasová a pamä»ová zlo¾itos». Èasová zlo¾itos» 
elého algoritmu bude O(N3+KN2),z toho O(N3) je Floyd-Warshallov algoritmus. Pamä»ová zlo¾itos» bude O(N2 + KN),kde O(N2) pamäte zaberá mati
a h a O(NK) zaberajú mati
e E a D.Poznámka. Existuje algoritmus, ktorý nepotrebuje úvodné predvypoèítanie vzdialenostíF-W algoritmom a ktorý na výpoèet ka¾dého ståp
a mati
e E pou¾íva modi�ká
iu Dijks-trovho algoritmu. Tento algoritmus má èasovú zlo¾itos» O(K(M logN)), resp. O(KN2)(podµa implementá
ie Dijkstrovho algoritmu) a pamä»ovú zlo¾itos» O(M +NK).





7. Stredoeurópska informati
ká olympiádaSiedma Stredoeurópska olympiáda v programovaní (Central European Olympiad inInformati
s { CEOI) sa uskutoènila v dòo
h 24. { 31. augusta 2000 v rumunskom mesteCluj-Napo
a, kde sa pred ¹iestimi rokmi uskutoènila aj prvá CEOI. CEOI je sú»a¾oustredo¹kolákov preva¾ne zo stredoeurópsky
h krajín. Ka¾dá zúèastnená krajina má právovysla» ¹tyro
h sú»a¾ia
i
h, vedú
eho výpravy a jeho zástup
u. Na CEOI sa ka¾doroènezúèastòujú dru¾stvá zakladajú
i
h krajín { Èeskej Republiky, Chorvátska, Maïarska, Poµ-ska, Rumunska, Slovenskej Republiky a Slovinska. Tento rok organizátori navy¹e pozvalitímy z USA, Holandska, Moldavska a zúèastnil sa aj tím Neme
ka, ktoré bolo tohto rokuprijaté ako regulárny èlen CEOI.Dru¾stvo Slovenska sa zúèastnilo v zlo¾ení Ján Orave
 (gym. J.G. Tajovského, B. Bys-tri
a), Marián Dvorský (gym. Ko¹i
e, ©robárova), Tomá¹ Záthure
ký (gym. V. Paulínyho{Tótha, Martin) a Jozef Tvaro¾ek (gym. J. Hron
a, Bratislava) pod vedením Mi
halaFori¹eka a Ri
harda Kraµovièa (Fakulta matematiky, fyziky a informatiky UK).S výnimkou Jána Orav
a sa e¹te ¾iadny zo ¹tudentov vyslaný
h na CEOI dovtedynezúèastnil na ¾iadnej podobnej medzinárodnej sú»a¾i, tak¾e hlavným úèelom CEOI bolo,aby nazbierali skúsenosti pred d�le¾itej¹ími sú»a¾ami v budú
nosti. Napriek tomu na¹i¹tudenti dosiahli tradiène dobrý výsledok a k e¹te lep¹iemu umiestneniu im 
hýbala snáïlen tá povestná ¹tipka ¹»astia { Tomá¹ovi Záthure
kému 7 bodov na medailu, JozefoviTvaro¾kovi 10 na striebro.meno bodyJán Orave
 362 striebroMarián Dvorský 356 striebroJozef Tvaro¾ek 235 bronzTomá¹ Záthure
ký 173 {Celkové výsledky nás v neo�
iálnom poradí krajín radia spolu s USA na tretie miestoza domá
im Rumunskom a tradiène výborným Poµskom. V¹et
i ¹tyria na¹i zúèastnení¹tudenti majú pred sebou e¹te rok ¹túdia na strednej ¹kole, a teda ¹an
u na e¹te lep¹ívýsledok budú
i rok. Mi
hal Fori¹ekZadania úloh 7. Stredoeurópskej informati
kej olympiádyPlanéta XV¹et
i obyvatelia planéty X stavajú svoje domy v trojuholníkovom tvare. Aby si u¹etrilièas a námahu, pou¾ívajú ¹pe
iálnu metódu i
h kon¹truk
ie. Celá stavba zaène jednourovnou stenou. Potom pri kon¹truk
ii ka¾dého domu len pridajú dve nové steny k jedneju¾ existujú
ej, èím dostanú uzavretý trojuholníkový dom. Samozrejme, nové steny m�¾u
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kej olympiádyby» nesk�r tie¾ pou¾ité ako poèiatoèné steny pre nové domy. Niekedy, keï pou¾ívajú tentopostup, sa dostanú do situá
ie, ¾e niektoré domy le¾ia vnútri iný
h (ako na obrázku). Tátosituá
ia ale v�be
 nevadí, lebo vo vnútorný
h domo
h m�¾u ¾i» i
h deti.Aby si osvetlili domy, obyvatelia nain¹talovali na ka¾dom rohu výslednej kon¹truk
iepráve jednu ¾iarovku (táto ¾iarovka je spoloèná pre v¹etky domy, ktoré tento roh obsa-hujú). Okrem toho je na ka¾dom rohu tlaèítko. Keï sa stlaèí tlaèítko v niektorom rohu,prepne sa ¾iarovka v tomto rohu a v¹etky ¾iarovky v susedný
h roho
h. Dva rohy súsusedné, ak le¾ia na kon
o
h jednej steny. (Prepnutie znamená, ¾e ak doteraz svietila,odteraz nesvieti a naopak.)Sú»a¾ná úlohaNapí¹te program, ktorý nájde postupnos» stlaèení tlaèítiek, po stlaèení ktorej budú v¹etky¾iarovky rozsvietené, prièom sa zaèína z nejakého daného stavu ¾iaroviek.Vstup: Prvý riadok vstupného súboru obsahuje jediné 
elé èíslo N (3 � N � 1000) {poèet rohov budovy. Tieto sú oèíslované od 1 po N . Na ka¾dom z ïal¹í
h 2N � 3 riadkovsú dve 
elé èísla I, J , ktoré znamenajú, ¾e medzi rohmi I a J vedie stena. Posledný(2N � 1). riadok obsahuje N 
elý
h èísel oddelený
h medzerami. Tieto 
elé èísla sú 0 a 1a zodpovedajú poèiatoènému stavu ¾iaroviek { i-te z ni
h je stav ¾iarovky v rohu èíslo ia je to 0, ak ¾iarovka nesvieti a 1, ak svieti.Vstupné údaje zaruèene reprezentujú budovu, ktorá bola postavená podµa tý
hto pra-vidiel.Výstup: Pokiaµ rie¹enie neexistuje, na prvom a jedinom riadku výstupného súboru máby» èíslo 0. Pokiaµ rie¹enie existuje, má na prvom a jedinom riadku by» K 
elý
h èísel,oddelený
h medzerami { èísla rohov, na ktorý
h treba stlaèi» tlaèítko. Ak je rie¹ení via
,m�¾ete vypísa» µubovoµné z ni
h.Na obrázku vidíte mo¾nú postupnos» krokov výstavby uká¾kového vstupu. Èísla rohovso ¾iarovkami, ktoré na zaèiatku svietia, sú podèiarknuté.

�



7. Stredoeurópska informati
ká olympiáda, zadania 141PríkladSúbor X.IN61 31 41 52 32 43 43 64 54 60 1 1 1 0 0

Súbor X.OUT1 6

CestyRumunské ministerstvo dopravy sa koneène rozhodlo opravi» rumunské 
esty. Ka¾dá 
estaje obojsmerná a spája dve mestá. ®iadne dve mestá nie sú spojené via
 ako jednou 
estou.Po existujú
ej 
estnej sieti sa dá dosta» z µubovoµného do µubovoµného iného mesta.Len¾e ono to nie je také µahké. Oprava 
estnej siete znamená, ¾e postupne je v¾dyjedna 
esta uzavretá, opravená a znovu otvorená, potom sa zaène s opravou ïal¹ej, atï.Je ale nutné, aby poèas uzavretia µubovoµnej z 
iest bola 
estná sie» stále spojitá. Abytomu tak bolo, minister sa rozhodol, ¾e najsk�r budú postavené nové 
esty. A to tak, abybez ohµadu na to, ktorá 
esta bude práve uzavretá (v¾dy naraz len jedna), bola 
estná sie»spojitá. Samozrejme, poèet postavený
h 
iest by mal by» najmen¹í mo¾ný. Navy¹e ¾iadnanová 
esta nesmie spája» dve mestá, ktoré u¾ predtým boli nejakou 
estou spojené.Sú»a¾ná úlohaNapí¹te program, ktorý nájde minimálny poèet 
iest, ktoré treba postavi» a ktoré dvoji
emiest majú spája».Vstup: Prvý riadok vstupného súboru obsahuje dve 
elé èísla N , M oddelené medzerou(3 � N � 2 500, 2 � M � 20 000) { N je poèet miest, M je poèet 
iest medzi nimi.Mestá sú èíslované od 1 po N . Ka¾dý z nasledujú
i
h M riadkov obsahuje dve 
elé èíslaI, J oddelené medzerou. Tieto èísla znamenajú, ¾e medzi mestami I a J vedie 
esta.Výstup: Na prvom riadku výstupného súboru má by» jediné 
elé èíslo K, ktoré udávaminimálny poèet 
iest, ktoré treba postavi». Ka¾dý z nasledujú
i
h K riadkov obsahujedve èísla miest, medzi ktorými treba postavi» 
estu. Pokiaµ je optimálny
h rie¹ení via
,m�¾ete si vybra» µubovoµné z ni
h. Na poradí dvojí
 miest vo výstupe nezále¾í.



142 49. roèník matemati
kej olympiádyPríkladSúbor ROADS.IN4 31 22 32 4 Súbor ROADS.OUT21 41 3BuldozérDe�ní
ia.Buldozér1 je druh stromu s nasledujú
ou vlastnos»ou: existuje v òom nejaká 
esta (vo-lajme ju hlavná re»az) taká, ¾e ka¾dý vr
hol le¾í buï na tejto hlavnej re»azi, alebo susedí sniektorým jej vr
holom. Na obrázko
h 62 a 63 máte dva príklady buldozérov. Vyfarbenévr
holy tvoria i
h hlavné re»aze.�Obrázok 62 �Obrázok 63Hlavná re»az nemusí by» jediná, napríklad v buldozéri napravo to m�¾e by» aj 
esta3� 2� 5� 9.Sú»a¾ná úlohaPre daný buldozér s N vr
holmi napí¹te program, ktorý priradí jeho vr
holom ohodno-tenia také, ¾e:� ohodnotenia vr
holov sú navzájom r�zne 
elé èísla od 1 do N , teda ka¾dé je pou¾itépráve raz� ¾iadne dve hrany nemajú rovnakú absolútnu hodnotu rozdielu medzi ohodnoteniamisvoji
h kon
ový
h vr
holovPre buldozér na obrázku 63 je jedno mo¾né ohodnotenie vr
holov na obrázku 64. Na tomtoobrázku sú navy¹e pri hraná
h uvedené príslu¹né absolútne hodnoty rozdielov ohodnoteníi
h kon
ový
h vr
holov.1Caterpillar sa dá prelo¾i» aj ako húseni
a, ale vzhµadom na gra�
kú reprezentá
iu sa nám prekladbuldozér zdá omnoho výsti¾nej¹í :-)
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�

Obrázok 64Vstup: Prvý riadok vstupného súboru obsahuje jediné 
elé èíslo N { poèet vr
holov (2 �� N � 10 000). Ka¾dý z ïal¹í
h N �1 riadkov obsahuje dve 
elé èísla oddelené medzerou{ èísla dvo
h vr
holov, ktoré sú spojené hranou.Vstupné údaje sú korektné a daný strom je naozaj buldozér.Výstup: Pokiaµ po¾adované ohodnotenie neexistuje, výstupný súbor má obsahova» je-diný riadok a na òom slovo IMPOSSIBLEPokiaµ také ohodnotenie existuje, má výstupný súbor obsahova» jediný riadok a naòom N 
elý
h èísel L1; : : : ; LN oddelený
h medzerami { ohodnotenia vr
holov, prièomLi je ohodnotenie i-teho vr
hola. Ak existuje via
ero rie¹ení, m�¾ete vypísa» µubovoµnéz ni
h.PríkladSúbor CP.IN91 26 55 74 22 38 52 55 9
Súbor CP.OUT8 1 5 2 9 4 6 3 7

V¹imnite si, ¾e tento vstup a výstup zodpovedajú buldozéru na obrázku 64.
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kej olympiádyNevoµný pádPredstavte si hru, ktorá sa hrá na zariadení, ktoré je na obrázku poni¾e.
�Toto zariadenie sa skladá z vodorovný
h plo¹iniek r�zny
h då¾ok, ktoré sú umiestnenév rozlièný
h vý¹ka
h. Najni¾¹ia plo¹inka je podlaha (má vý¹ku 0 a je oboma smerminekoneène dlhá). Z danej pozí
ie je pustená loptièka. Od tohto okamihu meriame èas,teda loptièka je pustená v èase 0. Loptièka na poèudovanie padá kon¹tantnou rý
hlos»ou1 meter za sekundu. Keï sa loptièka dotkne plo¹inky, zaène sa kotúµa» smerom k jednémuz jej kon
ov, prièom hráè si m�¾e vybra», ktorý z ni
h to bude. Kotúµa sa taktie¾ rý
hlos»ou1 meter za sekundu. Keï sa dostane na konie
 plo¹inky, pokraèuje v zvislom nevoµnompáde. Loptièka sa rozple¹tí na mastný fµak, ak dopadne na nejakú plo¹inku po tom, èobez dotyku plo¹inky padala vzdialenos» dlh¹iu ako daná vzdialenos» MAX.Sú»a¾ná úlohaNapí¹te program, ktorý nájde sp�sob, ako ovláda» loptièku pri dopado
h tak, aby sanerozple¹tila a dotkla sa podlahy v najkrat¹om mo¾nom èase.Vstup: Prvý riadok vstupného súboru obsahuje ¹tyri 
elé èísla N , X, Y , MAX (1 �� N � 1 000, 0 < Y � 20 000) oddelené medzerami. N je poèet plo¹iniek okrem podlahy.X a Y sú zaèiatoèné súradni
e loptièky (X je vodorovná, Y zvislá). MAX je najväè¹iavý¹ka, z akej m�¾e loptièka priamo padnú» bez toho, aby sa rozple¹tila. Plo¹inky súoèíslované od 1 po N podµa poradia na vstupe.Na ka¾dom z ïal¹í
h N riadkov sú 3 
elé èísla Xi1, Xi2, Hi (�20 000 � Xi1 < Xi2 �� 20 000, 0 < Hi < Y ) oddelené medzerami. Znamenajú, ¾e i-ta plo¹inka le¾í vo vý¹keHi a siaha vo vodorovnom smere od súradni
e Xi1 po súradni
u Xi2.Poznámky.� M�¾ete ignorova» polomer loptièky a hrúbku plo¹iniek. Ak loptièka dopadne presnena okraj plo¹inky, berie sa to ako normálny dopad na plo¹inku.� ®iadne dve plo¹inky nemajú spoloèný bod.� Pre dané vstupy v¾dy bude existova» rie¹enie.� V¹etky rozmery sú udávané v metro
h.
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ká olympiáda, zadania 145Výstup: Prvý riadok výstupného súboru má obsahova» jediné èíslo { minimálny èas,v ktorom sa loptièka m�¾e dotknú» podlahy. Ka¾dý zo zvy¹ný
h riadkov a¾ do kon
asúboru obsahuje tri 
elé èísla P , T , D oddelené medzerami. Tieto èísla znamenajú, ¾eloptièka sa dotkne plo¹inky P v èase T a zaène sa kotúµa» v smere D (0 je vµavo a 1vpravo). Tieto riadky majú by» zoradené vzostupne podµa èasu a nemá medzi nimi by»dotyk loptièky s podlahou. Ak je via
ero mo¾ný
h rie¹ení, vypí¹te µubovoµné z ni
h.PríkladSúbor FALL.IN3 8 17 200 10 80 10 134 14 3 Súbor FALL.OUT232 4 11 11 13 16 1ZápalkyMajme nasledujú
u hru dvo
h hráèov: Na stole je N radov zápaliek, v i-tom z ni
hje Si zápaliek, ktoré sú oèíslované postupne od 1 po Si. Hráèi »ahajú striedavo. Jeden»ah pozostáva z odobratia jednej, dvo
h alebo tro
h zápaliek. Tieto zápalky musia by»v jednom rade a musia by» oèíslované postupne (teda musia tvori» súvislý úsek).Napr. ak je rad s 10 zápalkami a prvý hráè odstráni zápalky oèíslované 4, 5 a 6, ostanúzápalky 1, 2, 3, 7, 8, 9 a 10. Druhý hráè m�¾e odstráni» napr. zápalky 1, 2, 3, ale nienapr. 3, 7, 8, lebo nie sú oèíslované postupne. Samozrejme v tejto pozí
ii existuje via
eromo¾ný
h »ahov.Ví»azom je hráè, ktorý odstráni zo stola poslednú zápalku.Sú»a¾ná úlohaNapí¹te program, ktorý bude hra» podµa ví»aznej stratégie proti inému programu.Vstup: Prvý riadok vstupného súboru obsahuje jediné 
elé èísloN { poèet radov zápaliek(1 � N � 10). Druhý riadok obsahuje N 
elý
h èísel S1; : : : ; SN (1 � Si � 10) oddelený
hmedzerami { poèty zápaliek v jednotlivý
h rado
h. Tretí riadok obsahuje jediné 
elé èísloX. Toto èíslo je 0, ak vá¹ program »ahá ako prvý a 1, ak »ahá ako druhý. Na daný
hvstupo
h bude vá¹ program v¾dy m�
» vyhra».Interfa
e: Vá¹ program bude hra» proti inému programu. Interak
ia medzi va¹improgramom a jeho súperom bude zabezpeèená nasledovným rozhraním: V Pas
ale je tounit STICKS a v C/C++ header �le sti
ks.h s nasledujú
imi rutinami:pro
edure putMove(nr,label1,label2:integer);void putMove(int nr, int label1, int label2);{ òou oznamujete svoj »ah protihráèovi. Tento »ah je "odstráò z riadku nr zápalky oèís-lované label1 a¾ label2 vrátane\ (label1�label2).pro
edure getMove(var nr,label1,label2:integer);void getMove(int *nr, int *label1, int *label2);
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kej olympiády{ òou sa dozvedáte »ah protihráèa. Tento »ah je v rovnakom formáte ako pred
hádzajú
i.V C/C++ odovzdávajte ako argumenty pointre na premenné, do ktorý
h 
h
ete dosta»odpoveï.Vá¹ program by mal striedavo vola» tieto dve rutiny, a¾ kým u¾ na stole nie sú ¾iadnezápalky. Na¹a kni¾ni
a ukonèí hru, ak vá¹ program spraví nelegálny »ah. V tomto prípadesamozrejme body za test udelené nebudú.PríkladSúbor STICKS.IN21 31 mo¾ná postupnos» »ahov v PASCALegetMove(nr,k1,k2); ! nr=2, k1=2, k2=2putMove(1,1,1);getMove(nr,k1,k2); ! nr=2, k1=1, k2=1putMove(2,3,3);**** your program wins ****O¾iarená krajinaMajme zjednodu¹ený model krajiny (zlo¾ený z naväzujú
i
h úseèiek) ako na tomto ob-rázku:

�Nad krajinou letí N nepriateµský
h dru¾í
 v rovnakej vý¹ke T a na r�zny
h vodorov-ný
h súradni
ia
h. Úlohou tý
hto dru¾í
 je o¾iari» 
elú krajinu pod nimi. Bod krajiny jeo¾iarený, ak "vidí\ dru¾i
u priamo, teda ak úseèka, spájajú
a ho s niektorou dru¾i
ou,neobsahuje ¾iaden iný bod krajiny.Sú»a¾ná úlohaNapí¹te program, ktorý urèí, koµko minimálne dru¾í
 treba zapnú» (vypnutá dru¾i
a sa-mozrejme niè neo¾aruje), aby sme o¾iarili 
elú krajinu.Vstup: Prvý riadok vstupného súboru obsahuje jediné 
elé èíslo M (1 � M � 200) {poèet bodov, v ktorý
h je udaná vý¹ka krajiny, vrátane obo
h kon
ový
h bodov. Ka¾dýz ïal¹í
h M riadkov obsahuje dve 
elé èísla Xi, Hi (1 � Xi; Hi � 10 000) oddelenémedzerou. Hi je vý¹ka krajiny v bode s x-ovou súradni
ou Xi. Pre v¹etky i, 1 � i < M ,je Xi < Xi+1. Ka¾dé dva susedné dané body urèujú jednu úseèku z krajiny.
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ká olympiáda, zadania 147Na ïal¹om, teda (M + 2): riadku sú dve 
elé èísla N , T (1 � N � 200, 1 < T �� 10 000) oddelené medzerou. N je poèet dru¾í
 a T je vý¹ka, v ktorej letia. Pre v¹etky i,1 � i �M , je T > Hi. Dru¾i
e sú oèíslované od 1 po N . Na (M + 3): riadku je N 
elý
hèísel B1; : : : ; BN (X1 � B1 < B2 < : : : < BN � XM) oddelený
h medzerami { vodorovnésúradni
e dru¾í
.Výstup: Prvý riadok výstupného súboru má obsahova» jediné èíslo K { minimálnypoèet dru¾í
, ktoré treba zapnú». Druhý riadok obsahuje K 
elý
h èísel L1; : : : ; LK { èísladru¾í
, ktoré treba zapnú», vzostupne utriedené podµa vodorovnej súradni
e.M�¾ete predpoklada», ¾e pre dané vstupy má úloha rie¹enie. Pokiaµ je optimálny
hrie¹ení via
, vypí¹te µubovoµné.PríkladSúbor LIGHT.IN61 13 34 17 18 311 14 51 5 6 10
Súbor LIGHT.OUT21 4





12. Medzinárodná informati
ká olympiádaV dòo
h 23. { 30. septembra 2000 sa v Beijingu v Èíne konala medzinárodná infor-mati
ká olympiáda (IOI 2000). Olympiády sa zúèastnilo 
elkovo 71 dru¾stiev stredo¹ko-lákov zo 70 krajín 
elého sveta. Na¹u výpravu na olympiáde tvorilo ¹tvroèlenné dru¾stvov zlo¾ení Marián Dvorský (gym. Ko¹i
e, ©robárova), Peter Ko¹inár (gym. J. Hron
a,Bratislava), Ján Orave
 (gym. J.G. Tajovského, B. Bystri
a) a Tomá¹ Záthure
ký (gym.V. Paulínyho{Tótha, Martin) spolu s dvomi vedú
imi Gabrielou Andrejkovou (UPJ© Ko-¹i
e) a Danou Pardubskou (FMFI UK Bratislava).Slovenské dru¾stvo u¾ tradiène napriek silnej konkuren
ii dosiahlo dobrý výsledok (ajkeï tro
hu slab¹í, ako v pred
hádzajú
i
h dvo
h roko
h), keï sa v¹et
i ¹tyria ¹tudentivrátili s medailami. meno bodyJán Orave
 527 striebroMarián Dvorský 520 striebroPeter Ko¹inár 370 bronzTomá¹ Záthure
ký 350 bronzCelkové výsledky nás v neo�
iálnom hodnotení krajín radia na 13. miesto, prièomkrajiny umiestené pred nami (Rusko, Poµsko, Èína, USA, . . . ) sa u¾ dlhé roky radiamedzi ¹pièku v tejto oblasti.Treba poveda», ¾e neby» zaváhania v druhom dni (sp�sobeného príli¹nou snahou),mohli by» výsledky oveµa lep¹ie. Dokon
a i pri danom zisku bodov mali 
hlap
i zlato nadosah { 
hýbalo tro¹ku toho "¹portového" ¹»astia. Aj napriek tomu, ¾e 
hlap
i sú svojímumiestnením sklamaní (tak veµmi 
h
eli zlato!), sú i
h výsledky rozhodne úspe
hom. Bolato pre ka¾dého z ni
h prvá medzinárodná olympiáda, ktorá sa pre ka¾dého z ni
h stanehna
ím motorom do dal¹ieho roèníka olympiády. Ako i
h poznáme, budú sebe aj ostatným
h
ie» dokáza», ¾e majú na via
. Dr¾me im k tomu pal
e!D. Pardubská, G. Andrejková, M. Fori¹ekZadania úloh 12. Medzinárodnej informati
kej olympiádyParkovanieParkovisko pri Veµkom múre je tvorené dlhým radom parkova
í
h miest. Jeden konie
radu pova¾ujeme za µavý, druhý konie
 pova¾ujeme za pravý. Parkovisko je plné áut.Ka¾dé auto je nejakého typu, prièom via
eré autá m�¾u by» rovnakého typu. Typy súurèované 
elými èíslami. Skupina pra
ovníkov parkoviska sa rozhodla usporiada» zapar-kované autá v rastú
om poradí zµava doprava podµa typu. Pou¾ijú pritom metódu, ktorápozostáva z niekoµký
h k�l. V jednom kole m�¾e ka¾dý pra
ovník preparkova» jedno auto.



150 49. roèník matemati
kej olympiádyPreparkova» auto znamená odís» z jeho pozí
ie a zaparkova» ho na pozí
iu, ktorá bolav tom istom kole uvoµnená. M�¾e sa sta», ¾e niektorí pra
ovní
i sa prá
e v niektorý
hkolá
h nezúèastòujú. Kv�li efektívnosti uprednostòujeme malý poèet k�l.Predpokladajte, ¾e N je poèet áut, W je poèet pra
ovníkov. Napí¹te program, ktorýpre daný typ parkujú
i
h áut a poèet pra
ovníkov nájde taký sp�sob preusporiadania áut,ktorý vy¾aduje nanajvý¹ dN=(W � 1)e k�l, to znamená N=(W � 1) zaokrúhlené nahor.Minimálny poèet k�l nie je nikdy väè¹í ako dN=(W � 1)e.Majme nasledujú
i príklad. Na parkovisku je 10 áut typov 1, 2, 3, 4 a 4 pra
ovní
i.Poèiatoèné umiestnenie áut zµava doprava urèené i
h typmi je 2 3 3 4 4 2 1 1 3 1.Minimálny poèet k�l je 3, prièom kolá je mo¾né vykona» tak, aby umiestnenie áut pojednotlivý
h kolá
h bolo nasledovné:2 1 1 4 4 2 3 3 3 1 { po 1. kole,2 1 1 2 4 3 3 3 4 1 { po 2. kole a1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 { po 3. kole.Vstup: Názov vstupného súboru je CAR.IN. Prvý riadok vstupného súboru obsahuje tri
elé èísla. Prvé èíslo N urèuje poèet áut, 2 � N � 20000. Druhé èíslo M urèuje poèettypov áut, 2 � M � 50. Typy áut sú 
elé èísla od 1 po M . Existuje aspoò jedno autoka¾dého typu. Tretie 
elé èíslo W je poèet pra
ovníkov, 2 � W � M . Druhý riadokobsahuje N 
elý
h èísel, prièom i-te èíslo je typ i-teho auta v rade (poèítame zµavadoprava).Výstup: Názov výstupného súboru je CAR.OUT. Prvý riadok výstupného súboru obsahujejedno 
elé èíslo R, ktoré urèuje poèet k�l v rie¹ení. Nasledujú
i
h R riadkov popisuje koláusporiadané od 1 po R. V ka¾dom riadku prvé 
elé èíslo C urèuje poèet áut, ktoré súv danom kole presúvané. Potom nasleduje 2C 
elý
h èísel, ktoré urèujú pozí
ie áut. Pozí
ieáut sú urèené 
elými èíslami od 1 po N , prièom poèíta» zaèíname na µavom kon
i. Prvádvoji
a popisuje presun jedného z áut: prvé 
elé èíslo je pozí
ia zµava pred zaèatím kolaa druhé je jeho pozí
ia zµava po skonèení kola. Ïal¹ia dvoji
a popisuje presun ïal¹iehoauta, atï. Tý
hto R riadkov nemusí by» urèený
h jednoznaène. Vá¹ program má nájs»jedno z mo¾ný
h rie¹ení.PríkladSúbor CAR.IN10 4 42 3 3 4 4 2 1 1 3 1 Súbor CAR.OUT34 2 7 3 8 7 2 8 33 4 9 9 6 6 43 1 5 5 10 10 1Èiastoèný kredit: Predpokladajte, ¾e výstup vá¹ho programu pre vyhodno
ovaný behje R a dN=(W � 1)e je Q. Ak výstup vá¹ho programu nepopisuje tý
hto R k�l korektnealebo nevedie k po¾adovanému poradiu áut, získavate 0 bodov. Inak sa bodový zisk poèítaz maximálneho mo¾ného bodového zisku nasledovne:R � Q 100% bodový ziskR = Q+ 1 50% bodový ziskR = Q+ 2 20% bodový ziskR � Q+ 3 0% bodový zisk



12. Medzinárodná informati
ká olympiáda, zadania 151PalindrómPalindróm je symetri
ký re»aze
, to znamená re»aze
, ktorý sa èíta rovnako zµava dopravaaj sprava doµava. Napí¹te program, ktorý pre daný re»aze
 urèí minimálny poèet znakov,ktoré doòho treba vlo¾i», aby z neho vznikol palindróm.Napríklad, re»aze
 Ab3bd mo¾no pretransformova» na palindróm vlo¾ením 2 znakov(dAb3bAd alebo Adb3bdA). Av¹ak vlo¾enie menej ako 2 znakov na vytvorenie palindrómuz daného re»az
a nestaèí.Vstup: Názov vstupného súboru je PALIN.IN. Prvý riadok obsahuje jedno 
elé èíslo N{ då¾ku vstupného re»az
a, 3 � N � 5000. Druhý riadok obsahuje jeden re»aze
 då¾ky N .Re»aze
 je tvorený z veµký
h písmen od 'A' po 'Z', malý
h písmen od 'a' po 'z' a èísli
 od'0' po '9'. Malé a veµké písmená je potrebné rozli¹ova».Výstup: Názov výstupného súboru je PALIN.OUT. Prvý riadok obsahuje jedno 
elé èíslo{ po¾adovaný minimálny poèet vkladaný
h znakov.PríkladSúbor PALIN.IN5Ab3bd Súbor PALIN.OUT2MediánNový experiment zahàòa N objektov oèíslovaný
h od 1 po N . Vieme, ¾e N je nepárne.Ka¾dý objekt má r�znu, ale neznámu pevnos» vyjadrenú prirodzeným èíslom Y , 1 � Y �� N . Objekt s mediánovou pevnos»ou je taký objekt X, pre ktorý je poèet objektov smen¹ou hodnotou pevnosti akoX rovnaký ako poèet objektov s väè¹ou hodnotou pevnostiako X. Napí¹te program, ktorý urèí objekt s mediánovou pevnos»ou. Pozor, jedinýmsp�sobom na porovnanie pevnosti je pou¾itie zariadenia, ktoré spomedzi tro
h daný
hr�zny
h objektov urèí ten s mediánovou pevnos»ou.Kni¾ni
a: K dispozí
ii máte kni¾ni
u devi
e s troma operá
iami:� GetN, bez parametrov, ktorú treba zavola» raz { na zaèiatku; vráti hodnotu N .� Med3, ktorá sa volá s troma r�znymi èíslami objektov ako argumentami; vráti èísloobjektu s mediánovou (strednou) pevnos»ou.� Answer, ktorú treba zavola» raz (na kon
i) s jedným èíslom objektu ako parametrom.Oznamuje èíslo objektu X s mediánovou pevnos»ou a správne ukonèuje vykonávanievá¹ho programu.Kni¾ni
a devi
e vytvára dva textové súbory: MEDIAN.OUT a MEDIAN.LOG. Prvý riadoksúboru MEDIAN.OUT obsahuje jedno 
elé èíslo { èíslo objektu, ktoré bolo odovzdané kni¾-ni
i volaním Answer. Druhý riadok bude obsahova» jedno 
elé èíslo { poèet volaní Med3vykonaný
h poèas behu vá¹ho programu. Dialóg medzi va¹ím programom a kni¾ni
ou sazaznamenáva v súbore MEDIAN.LOG.



152 49. roèník matemati
kej olympiádyIn¹truk
ie pre programátorov v Pas
ale: Vlo¾te príkaz volania kni¾ni
euses devi
e;do zdrojového kódu.In¹truk
ie pre programátorov v C/C++: V zdrojovom kóde pou¾ite in¹truk
iu#in
lude "devi
e.h"Vytvorte projekt MEDIAN.PRJ a pridajte doò súbory MEDIAN.C (resp. MEDIAN.CPP) aDEVICE.OBJ.Experimentovanie: S kni¾ni
ou m�¾ete experimentova» vytvorením textového súboruDEVICE.IN. Súbor musí obsahova» dva riadky. Prvý riadok musí obsahova» jedno 
eléèíslo { poèet objektov N . Druhý riadok musí obsahova» 
elé èísla od 1 po N v nejakomporadí { i-te 
elé èíslo je pevnos» objektu s èíslom i.PríkladSúbor DEVICE.IN52 5 4 3 1Vy¹¹ie uvedený súbor DEVICE.IN popisuje vstup pre 5 objektov s nasledujú
imi pev-nos»ami:Èíslo objektu 1 2 3 4 5Pevnos» 2 5 4 3 1Nasleduje správna postupnos» 5 volaní kni¾ni
e:1. GetN (v Pas
ale) alebo GetN() (v C/C++) vráti 5.2. Med3(1,2,3) vráti 3.3. Med3(3,4,1) vráti 4.4. Med3(4,2,5) vráti 4.5. Answer(4)Obmedzenia:� Pre poèet objektov N platí 5 � N � 1499 a N je nepárne.� Pre èísla objektov i platí 1 � i � N .� Pre pevnosti Y objektov platí 1 � Y � N , prièom v¹etky pevnosti sú r�zne.� Meno kni¾ni
e v Pas
ale: devi
e.tpu� Deklará
ie funk
ií a pro
edúry v Pas
ale:fun
tion GetN: integer;fun
tion Med3(x,y,z:integer):integer;pro
edure Answer(m:integer);



12. Medzinárodná informati
ká olympiáda, zadania 153� Mená kni¾ní
 v C/C++: devi
e.h, devi
e.obj (pou¾ite large memory model)� Hlavièky funk
ií v C/C++:int GetN(void);int Med3(int x, int y, int z);void Answer(int m);� Nie je povolené pou¾i» via
 ako 7777 volaní funk
ie Med3 (v jednom behu).� Vá¹ program nesmie èíta» z / zapisova» do ¾iadneho súboru.Stavebni
aJednotková ko
ka je ko
ka veµkosti 1�1�1, ktorej rohy majú 
eloèíselné súradni
e x; y; z.Dve ko
ky sú spojené, ak majú spoloènú stenu. 3-rozmerný objekt (skrátene objekt) jeneprázdna mno¾ina pospájaný
h jednotkový
h ko
iek (pozri Obr. 65). Objem objektu jepoèet jednotkový
h ko
iek, z ktorý
h sa skladá. Blok je objekt s objemom maximálne 4.Dva bloky sú rovnakého typu, ak jeden mo¾no dosta» z druhého posunutím a rotá
iou(nie zrkadlovým obrazom). Je daný
h presne 12 typov blokov (pozri Obr. 66). Farby naobrázko
h iba pomáhajú sprehµadni» ¹truktúru objektov; nemajú ¾iadny iný význam.Mno¾ina D blokov je rozkladom objektu S, ak zjednotenie blokov z D sa rovná S a¾iadne dva r�zne bloky z D nemajú spoloènú jednotkovú ko
ku.Va¹ou úlohou je napísa» program, ktorý pre daný popis typov blokov a objekt S urèínajmen¹iu mno¾inu blokov, ktoré tvoria rozklad S. Je potrebné uvies» iba typy tý
htoblokov toµkokrát, koµkokrát sa v rozklade vyskytujú.Vstup: Vo vstupný
h súboro
h je jednotková ko
ka urèená riadkom s tromi 
elýmièíslami x; y; z. Tieto èísla sú súradni
ami toho rohu, pre ktorý je x + y + z minimálne.Meno vstupného súboru popisujú
eho typy blokov je TYPES.IN. Obsahy tohto súborusú vymenované ni¾¹ie a sú rovnaké pre v¹etky behy vyhodno
ovania. Súbor obsahujepopis 12 blokov z Obr. 66 utriedený
h podµa èísla typu. Ka¾dý blok je popísaný skupinoupo sebe idú
i
h riadkov. Prvý riadok obsahuje 
elé èíslo I urèujú
e typ bloku (1 � I �� 12). Druhý riadok obsahuje objem V bloku (1 � V � 4). Ka¾dý zo zvy¹ný
h V riadkovobsahuje 3 
elé èísla x; y; z, ktoré urèujú jednotkovú ko
ku bloku (1 � x; y; z � 4).Meno vstupného súboru popisujú
eho objekt je BLOCK.IN. Prvý riadok obsahuje ob-jem V objektu (1 � V � 50). Ka¾dý zo zvy¹ný
h V riadkov obsahuje 3 
elé èísla x; y; z,ktoré urèujú jednotkovú ko
ku objektu (1 � x; y; z � 7).Výstup: Meno výstupného súboru je BLOCK.OUT. Prvý riadok musí obsahova» jedno
elé èíslo M { najmen¹í poèet blokov, ktoré tvoria rozklad vstupného objektu. V dru-hom riadku je zoznam M identi�kátorov typov blokov, ktoré tvoria rozklad vstupnéhoobjektu. Pre ka¾dý vstupný súbor m�¾e existova» niekoµko r�zny
h rie¹ení, vá¹ programmá vypoèíta» iba jedno z ni
h.
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 �
� 1 � 2 � 3� 4 � 5 � 6
� 7 � 8 	 9
 10 � 11 � 12Obr. 65 { K�ò Obr. 66 { 12 typov blokovPríkladSúbor TYPES.IN1 6 101 4 41 1 1 1 1 1 2 1 12 1 2 1 1 2 12 1 1 2 2 2 11 1 1 1 2 2 2 1 21 2 1 7 113 4 43 1 1 1 1 1 11 1 1 1 2 1 1 2 11 2 1 1 1 2 2 2 11 3 1 1 1 3 1 1 24 8 123 4 41 1 1 1 1 1 2 2 11 2 1 1 2 1 2 1 21 1 2 1 3 1 1 2 25 1 2 2 2 2 24 91 1 1 41 2 1 1 2 11 3 1 1 3 11 4 1 1 1 21 2 2

Súbor BLOCK.IN182 1 14 1 12 3 14 3 12 1 23 1 24 1 21 2 22 2 23 2 24 2 22 3 23 3 24 3 24 2 34 2 44 2 55 2 5Súbor BLOCK.OUT57 10 2 10 12Poznámka:1. Uvedený vstupný súbor BLOCK.IN popisuje objekt "k�ò\ na Obr. 65.



12. Medzinárodná informati
ká olympiáda, zadania 1552. Iné rie¹enia pre druhý riadok výstupného súboru, ktorý popisuje typy pou¾itý
hblokov:2 7 10 11 122 7 11 11 124 4 7 10 114 4 9 10 11 Po¹taKrajinou vedie diaµni
a, pozdå¾ ktorej sa na
hádzajú dediny. Diaµni
a je reprezentovaná
eloèíselnou osou a pozí
ie dedín sú urèené jedinou 
eloèíselnou súradni
ou. ®iadne dvedediny nie sú na rovnakej pozí
ii. Vzdialenos» medzi dvomi pozí
iami je urèená absolútnouhodnotou rozdielu i
h 
eloèíselný
h súradní
.Na dediná
h, nie nutne v ka¾dej z ni
h, sa budú budova» po¹ty. Dedina a po¹tav nej majú rovnakú pozí
iu. Po¹ty 
h
eme umiestni» tak, aby 
elkový súèet v¹etký
hvzdialeností z ka¾dej dediny k najbli¾¹ej po¹te bol minimálny.Napí¹te program, ktorý pre dané pozí
ie dedín a poèet p�¹t vypoèíta minimálnumo¾nú sumu v¹etký
h vzdialeností medzi ka¾dou dedinou a k nej najbli¾¹ou po¹tou,ako aj tejto sume odpovedajú
e pozí
ie p�¹t.Vstup: Meno vstupného súboru je POST.IN. Prvý riadok obsahuje dve 
elé èísla { prvéje poèet dedín V , 1 � V � 300, druhé udáva poèet p�¹t P , 1 � P � 30, P � V . Druhýriadok obsahuje V 
elý
h èísel v rastú
om poradí. Tý
hto V 
elý
h èísel urèuje pozí
iededín. Pre ka¾dú pozí
iu X platí, ¾e 1 � X � 10000.Výstup: Meno výstupného súboru je POST.OUT. Prvý riadok obsahuje jedno 
elé èíslo,ktoré urèuje minimálny mo¾ný súèet v¹etký
h vzdialeností medzi ka¾dou dedinou a k nejnajbli¾¹ou po¹tou, podµa toho, èo je uvedené v druhom riadku. Druhý riadok obsahujeP 
elý
h èísel v rastú
om poradí. Tieto 
elé èísla sú pozí
ie r�zny
h dedín, v ktorý
h sabudú budova» po¹ty. M�¾e existova» via
ero r�zny
h rie¹ení pre umiestnenia p�¹t, vá¹program má vypísa» len jedno z ni
h.PríkladSúbor POST.IN10 51 2 3 6 7 9 11 22 44 50 Súbor POST.OUT92 7 22 44 50Èiastoèný kredit:q = S=Smin 
q= 1:0 101:0 < q� 1:1 51:1 < q� 1:15 41:15 < q� 1:2 31:2 < q� 1:25 21:25 < q� 1:3 11:3 < q 0
Ak výstup vá¹ho programu nezodpovedá výstupným po-¾iadavkám, vá¹ bodový zisk je 0. Inak, vá¹ bodový zisk sabude poèíta» podµa tabuµky uvedenej vµavo nasledovne: Akva¹ím programom vypoèítaná suma je S a skutoèná mini-málna mo¾ná suma je Smin, potom pre q = S=Smin sa vá¹bodový zisk 
 na
hádza v pravom ståp
i tabuµky.



156 49. roèník matemati
kej olympiádyMúryV krajine sú vybudované veµké múry tak, ¾e ka¾dý veµký múr spája presne dve mestá.Veµké múry sa navzájom nekri¾ujú. Krajina je teda rozdelená na také oblasti, ¾e pre
hodz jednej oblasti do inej znamená pre
hod 
ez mesto alebo 
ez veµký múr. Pre ka¾dú dvoji
umiest A a B existuje nanajvý¹ jeden múr s jedným kon
om v A a druhým v B a navy¹ez A do B sa v¾dy dá ís» tak, ¾e ideme 
ez mesto alebo pozdå¾ veµkého múru. Vstupnýformát urèuje ïal¹ie obmedzenia.V tý
hto mestá
h ¾ijú èlenovia klubu KSP. V ka¾dom meste ¾ije alebo iba jeden èlenKSP alebo ani jeden. Èlenovia sa 
h
ú stretnú» v niektorej z oblastí (mimo akéhokoµvekmesta). Na 
estovanie pou¾ívajú bi
ykle. Kv�li doprave ne
h
ú vojs» do ¾iadneho mestaa 
h
ú pre
hádza» 
ez tak málo múrov, ako je to len mo¾né, preto¾e pre
hod 
ez múrsp�sobuje problémy. Pri 
este na miesto stretnutia musí ka¾dý èlen prejs» 
ez nejaký(mo¾no 0) poèet veµký
h múrov. Ch
ú nájs» takú optimálnu oblas», ¾e súèet tý
hto poètov(skrátene 
ross-sum) je minimálny.

��Obr. 67 Obr. 68Mestá sú oznaèené 
elými èíslami od 1 do N , kde N je poèet miest. Na obrázku 67zodpovedajú oznaèené vr
holy mestám a èiary spájajú
e vr
holy reprezentujú veµké múry.Predpokladajme, ¾e traja èlenovia ¾ijú v mestá
h 3, 6, 9. Potom optimálna oblas» stretnu-tia a odpovedajú
e 
esty èlenov sú znázornené na obrázku 68. Cros-sum je 2: èlen z mesta9 musí prejs» veµký múr medzi mestami 2 a 4 a ten z mesta 6 musí prejs» 
ez veµký múrmedzi mestami 4 a 7.Napí¹te program, ktorý pre dané mestá, oblasti a poèet domovský
h miest èlenovklubu KSP vypoèíta optimálnu oblas» a minimálnu 
ross-sum.Vstup: Meno vstupného súboru je WALLS.IN. Prvý riadok obsahuje jedno 
elé èíslo M{ poèet oblastí, 2 � M � 200. Druhý riadok obsahuje jedno 
elé èíslo N { poèet miest,3 � N � 250. Tretí riadok obsahuje jedno 
elé èíslo L { poèet èlenov klubu KSP, 1 �� L � 30, L � N . ©tvrtý riadok obsahuje L r�zny
h 
elý
h èísel v rastú
om poradí {oznaèenia tý
h miest, v ktorý
h èlenovia klubu KSP ¾ijú.Potom nasleduje 2M riadkov, jedna dvoji
a pre ka¾dú oblas»: prvé dva z 2M riadkovopisujú prvú oblas», nasledujú
e dva druhú, atï. Prvý riadok dvoji
e urèuje poèet miest
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ká olympiáda, zadania 157I na hrani
i tejto oblasti. Druhý riadok dvoji
e obsahuje I 
elý
h èísel { oznaèenia tý
htoI miest v poradí, v ktorom sa m�¾u pre
hádza» pri ob
hádzaní tejto oblasti v smerehodinový
h ruèièiek s výnimkou nasledujú
eho prípadu. Posledná oblas» je "vonkaj¹iaoblas»\, ktorá obkolesuje v¹etky mestá a ostatné oblasti; preto poradie oznaèení odpovedáob
hádzaniu proti smeru hodinový
h ruèièiek. Poradie oblastí urèuje 
eloèíselné názvytý
hto oblastí: názov prvej oblasti je 1, druhej 2, atï. Pripomíname, ¾e vstup zahàòav¹etky plo
hy tvorené mestami a veµkými múrmi vèítane "vonkaj¹ej oblasti\.Výstup: Meno výstupného súboru je WALLS.OUT. Prvý riadok obsahuje jedno 
elé èíslo {minimálnu 
ross-sum. Druhý riadok obsahuje jedno 
elé èíslo { názov optimálnej oblasti.Rie¹ením m�¾e by» via
ero r�zny
h názvov oblastí a vá¹ program má vypoèíta» iba jedenz ni
h.PríkladNasledujú
i vstupný a výstupný súbor zodpovedajú príkladu uvedenému v texte.Súbor WALLS.IN10 1033 6 931 2 331 3 742 4 7 334 6 734 8 636 8 734 5 847 8 10 935 10 877 9 10 5 4 2 1

Súbor WALLS.OUT23





Kore¹pondenèný seminár SK MOV 49. roèníku matemati
kej olympiády SK MO prebiehal pre najúspe¹nej¹í
h olym-pionikov pred
hádzajú
eho roèníka MO zo Slovenska kore¹pondenèný seminár SK MO.Tento kore¹pondenèný seminár vznikol u¾ v 24. roèníku MO preto, aby bolo umo¾-nené venova» individuálnu starostlivos» aj tým ¹tudentom, ktorí nenav¹tevovali triedyso zameraním na matematiku. V súèasnosti, preto¾e existuje veµké mno¾stvo iný
hmatemati
ký
h kore¹pondenèný
h seminárov (napríklad krajský
h, ktorým je venovanásamostatná kapitola), a preto¾e poèet ¹k�l so zameraním na matematiku stúpol, seminárSK MO sa zameriava na zlep¹enie prípravy v¹etký
h ¹tudentov, ktorí preukázali svojes
hopnosti v pred
hádzajú
i
h roèníko
h MO. Keï¾e úlohy tohto seminára svojounároènos»ou prevy¹ujú akúkoµvek inú matemati
kú sú»a¾ pre stredo¹kolákov, seminársa stáva d�le¾itou súèas»ou prípravy aj na medzinárodnú matemati
kú olympiádu.V 44. roèníku MO bol KS SK MO prvýkrát zorganizovaný samostatne na Slovensku.Pozostáva tradiène z piati
h sérií po sedem úloh. Do rie¹enia sa v tomto roèníku zapojilo20 ¹tudentov.Kore¹pondenèný seminár viedol Eugen Kováè a opravovanie zabezpeèovali ¹tudentia pra
ovní
i MFF UK (v¹etko bývalí olympioni
i).Celkové poradie KS SK MO 1999/20001. Tomá¹ Jurík, 4 Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
e, 89 bodov;2. Katarína Quittnerová, 2 Gymnázium Bilíkova, Bratislava, 88 bodov;3. Miroslava Sotáková, 4 Gymnázium Po¹tová, Ko¹i
e, 80 bodov;4. Ján Orave
, 3 Gymnázium J.G. Tajovského, Banská Bystri
a, 44 bodov;5. Peter Sidó, 3 Gymnázium Dunajská Streda, 43 bodov.Uvádzame v¹etky príklady tohto roèníka sú»a¾e spolu s rie¹eniami, preva¾ne ¹tu-dentskými. Príklady boli vyberané z príkladov zo jury MMO a z národný
h olympiád,èi iný
h sú»a¾í tý
hto krajín: Poµsko, Rakúsko, Bielorusko, Bulharsko a Irán.



160 49. roèník matemati
kej olympiádyZadania sú»a¾ný
h úloh KS SK MO
Prvá séria1.1 Doká¾te, ¾e existuje nekoneène veµa prirodzený
h èísel tvaru 1998k+ 1, k 2 N ,v ktorý
h dekadi
kom zápise sú v¹etky 
ifry rovnaké. (Bielorusko, MO 97/98)1.2 Daný je trojuholník ABC. Na priamke AC sú dané bodyM;N tak, ¾e jMAj == jABj, jNCj = jCBj (prièom body le¾ia na priamke v poradí M;A;C;N).Ne
h BK je spoloèná tetiva kru¾ní
 opísaný
h trojuholníkom MCB a NAB.Doká¾te, ¾e BK je osou uhla ABC. (Bielorusko, MO 97/98)1.3 Ne
h a1 5 a2 5 : : : 5 an sú kladné reálne èísla. Oznaème k = ana1 . Doká¾tenerovnos» n1a1 + 1a2 + : : :+ 1an = 2kk2 + 1 � a1 + a2 + : : :+ ann :(Bielorusko, MO 97/98)1.4 Hokejového turnaja sa zúèastnilo n dru¾stiev, kde n je nepárne prirodzené èíslo.Hralo sa systémom ka¾dý s ka¾dým (po jednom zápase), prièom za výhru boli2 body, za remízu 1 bod a za prehru niè. Po skonèení turnaja nemali ¾iadne dvedru¾stvá rovnaký poèet bodov. Urète najväè¹í mo¾ný poèet remíz v turnaji.(Bielorusko, MO 97/98)1.5 V rovine je daný konvexný ¹es»uholník ABCDEF taký, ¾e BCEF je rovnobe¾níka ABF je rovnostranný trojuholník. Ïalej viete, ¾e jBCj = 1, jADj = 3, jCDj++ jDEj = 2. Urète obsah ¹es»uholníka ABCDEF . (Bielorusko, MO 97/98)1.6 Ne
h a je reálne èíslo, pre ktoré platí 0 5 a 5 1. Doká¾te, ¾e neexistuje funk
iaf : R+ ! R+ taká, ¾e pre v¹etky kladné reálne èísla x platíf �f(x) + 1f(x)� = x+ a : (Bielorusko, MO 97/98)



Kore¹pondenèný seminár SK MO, zadania 1611.7 Ne
h s; t sú nenulové 
elé èísla. Ïalej ne
h (x; y) je µubovoµná (usporiadaná)dvoji
a 
elý
h èísel. V jednom »ahu m�¾eme z dvoji
e (x; y) urobi» dvoji
u (x++ t; y � s). Hovoríme, ¾e dvoji
a (x; y) je dobrá, ak po nejakom (aj nulovom)poète »ahov z nej dostaneme dvoji
u èísel, ktoré sú súdeliteµné.a) Zistite, èi je dvoji
a (s; t) dobrá.b) Doká¾te, ¾e pre µubovoµné nenulové s a t existuje dvoji
a (x; y), ktorá nie jedobrá. (Bielorusko, MO 97/98)Druhá séria2.1 Reálne èísla ai; bi; 
i; di sú také, ¾e 0 5 
i 5 ai 5 bi 5 di a ai + bi = 
i + di prei = 1; 2; : : : ; n. Doká¾te nerovnos»nYi=1 ai + nYi=1 bi 5 nYi=1 
i + nYi=1 di :(zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)2.2 Ne
h ABCDE je konvexný pä»uholník vpísaný do kru¾ni
e. Oznaème a; b; 
a d postupne vzdialenosti bodu A od priamok BC, CD, DE a BE. Vyjadrited pomo
ou a; b; 
. (zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)2.3 Ne
h A;B sú reálne èísla r�zne od nuly. Doká¾te, ¾e potom nie je funk
iaf(x) = A sinx+B sin (p2 � x) periodi
ká.(zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)2.4 Uva¾ujme nekoneènú ¹a
hovni
u, ktorej polia sú ofarbené bielou a èiernoufarbou obvyklým sp�sobom. Ne
h S je mno¾ina 1976 polí ¹a
hovni
e taká,¾e ka¾dé dve polia v S m�¾u by» spojené 
estou pozostávajú
ou z postupnostisusedný
h polí (t.j. majú spoloènú stranu) z S. Doká¾te, ¾e v mno¾ine S jeaspoò 494 biely
h polí. Ïalej doká¾te, ¾e existuje taká mno¾ina S, v ktorej jepráve 494 biely
h polí. (zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)2.5 Doká¾te, ¾e �np3� je mo
ninou èísla 2 pre nekoneène veµa n 2 N .(zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)2.6 Ne
h ABC je rovnoramenný trojuholník so základòou AB. Ne
h U je stred



162 49. roèník matemati
kej olympiádyjemu opísanej kru¾ni
e a M je stred kru¾ni
e pripísanej k strane AB (tátokru¾ni
a sa dotýka strany AB a predå¾ení strán CA a CB). Doká¾te, ¾e 2jCU j << jCM j < 4jCU j. (zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)2.7 Nájdite v¹etky troji
e (x; y; z) prirodzený
h èísel také, ¾e y je prvoèíslo, y a 3nie sú deliteµmi z a platí x3 � y3 = z2. (Bulharsko, MO 98/99)Tretia séria3.1 Nájdite v¹etky hodnoty reálneho parametra a také, ¾e pre ka¾dé reálne èíslo xplatí nerovnos» a
os 2x + a2 sin2 x 5 2: (Bulharsko, MO 98/99)3.2 Daný je ostrouhlý trojuholník ABC taký, ¾e jACj > jBCj. Ne
h CD, AP a BQsú jeho vý¹ky a M je stred strany AB. Oznaème postupne k1 a k2 kru¾ni
eopísané trojuholníkom PQC a DRP , kde R je prieseèník priamok AB a PQ.a) Doká¾te, ¾e MP je spoloèná dotyèni
a kru¾ní
 k1 a k2.b) Doká¾te, ¾e priamky RH a CM sú navzájom kolmé (kde H je orto
entrumtrojuholníka ABC). (Bulharsko, MO 98/99)3.3 Nájdite v¹etky polynómy f(x) = xn+an�1xn�1+ : : :+a1x+a0 s 
eloèíselnýmikoe�
ientami také, ¾e f(ai) = 0 pre i = 0; 1; : : : ; n� 1.(Bulharsko, MO 98/99)3.4 Daný je pravidelný n-uholník. V jednom z jeho vr
holov je napísané èíslo 1,a v ostatný
h èíslo 0. V jednom kroku m�¾me zmeni» èísla v tro
h po sebeidú
i
h vr
holo
h na opaèné (t.j. 1 na 0 a 0 na 1).a) Zistite èi pre n = 1999 mo¾no po koneènom poète krokov dosta» nuly vov¹etký
h vr
holo
h.b) Nájdite v¹etky hodnoty n, pre ktoré je mo¾né po koneènom poète krokovdosta» nuly vo v¹etký
h vr
holo
h. (Bulharsko, MO 98/99)3.5 Urète poèet prirodzený
h èísel n taký
h, ¾e 4 5 n 5 1023, a v i
h binárnomrozvoji sa nena
hádzajú za sebou tri rovnaké èísli
e. (Bulharsko, MO 98/99)



Kore¹pondenèný seminár SK MO, zadania 1633.6 Nájdite najmen¹ie prirodzené èíslo n také, ¾e súèet ¹tvor
ov v¹etký
h jeho(prirodzený
h) deliteµov je rovný (n+ 3)2. (Bulharsko, MO 98/99)3.7 Zistite, èi existujú dve ko
ky také, ¾e ka¾dá stena prvej z ni
h a ka¾dá stenadruhej z ni
h majú neprázdny prienik (m�¾e ním by» aj hrana alebo vr
hol).(zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)©tvrtá séria4.1 V obore 
elý
h èísel rie¹te rovni
u x2(y � 1) + y2(x� 1) = 1.(zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)4.2 Na taneènú zabavu pri¹lo 8 dievèat a niekoµko 
hlap
ov. V priebehu veèeraka¾dý 
hlape
 po¾iadal (práve raz) ka¾dé dievèa o tane
. Dievèa sa pri po¾iadanío tane
 m�¾e rozhodnú», èi si p�jde zatan
ova», alebo"dá 
hlap
ovi ko¹om\. Jeznáme, ¾e pre ka¾dý
h dvo
h 
hlap
ov dve dievèatá tan
ovali s oboma, dvetan
ovali len s prvým, dve tan
ovali len s druhým a posledné dve netan
ovaliso ¾iadnym z ni
h. Urète najväè¹í mo¾ný poèet 
hlap
ov na zábave.(Bulharsko, MO 98/99)4.3 Vr
holy A, B a C ostrouhlého trojuholníka ABC le¾ia postupne na straná
hB1C1, C1A1 a A1B1 trojuholníkaA1B1C1, ktorý jepodobný trojuholníkuABC.Doká¾te, ¾e orto
entrá trojuholníkov ABC a A1B1C1 sú rovnako vzdialené odstredu kru¾ni
e opísanej trojuholníku ABC. (Bulharsko, MO 98/99)4.4 Pre ka¾dé prirodzené èíslo n nájdite v¹etky dvoji
e reálny
h èísel (a; b), prektoré existuje spojitá funk
ia f : R ! R taká, ¾e pre ka¾dé reálne èíslo x platíf(f(f(: : : f| {z }n-krát (x) : : : ))) = ax+ b : (Bielorusko, MO 98/99)4.5 Ne
h fang1n=1 je postupnos» prirodzený
h èísel taká, ¾e pre ka¾dé n = 1 platí(n� 1)an+1 = (n+ 1)an � 2(n� 1)a a1999 je deliteµné 2000. Nájdite najmen¹ie n = 2 také, ¾e an je deliteµné 2000.(Bulharsko, MO 98/99)



164 49. roèník matemati
kej olympiády4.6 Ne
h A1A2A3 je nerovnoramenný trojuholník a I je stred jemu vpísanejkru¾ni
e. Ne
h ki je men¹ia z kru¾ní
, ktorá pre
hádza bodom I a dotýkasa strán AiAi+1 a AiAi+2 (sèítanie indexov berieme modulo 3). Pre i = 1; 2; 3ne
h Bi je druhý prieseèník kru¾ní
 ki+1 a ki+2. Doká¾te, ¾e stredy kru¾ní
opísaný
h trojuholníkom A1B1I, A2B2I a A3B3I le¾ia na jednej priamke.(jury MMO 97)4.7 Pre ka¾dú koneènú mno¾inu U nenulový
h vektorov v rovine de�nujme `(U) akodå¾ku vektora, ktorý je súètom v¹etký
h vektorov v U . Daná je koneèná mno¾inaV nenulový
h vektorov v rovine. Jej podmno¾inu B nazveme maximálmou, ak`(B) = `(A) pre ka¾dú neprázdnu podmno¾inu A mno¾iny V .a) Nájdite mno¾iny ¹tyro
h a piati
h vektorov, ktoré majú postupne 8 a 10maximálny
h mno¾ín.b) Doká¾te, ¾e pre µubovoµnú mno¾inu V obsahujú
u n = 1 vektorov je poèetjej maximálny
h podmno¾ín najvia
 2n. (jury MMO 97)Piata séria5.1 Ne
h x1; x2; x3; x4 sú kladné reálne èísla také, ¾e x1x2x3x4 = 1. Doká¾te, ¾eplatíx31 + x32 + x33 + x34 = maxnx1 + x2 + x3 + x4; 1x1 + 1x2 + 1x3 + 1x4o :(Irán, MO 97/98)5.2 Do tabuµky n � n (n = 2) sú vpísané èísla 0; 1;�1, prièom v ka¾dom riadkua v ka¾dom ståp
i je práve jedna 1 a práve jedna �1. Doká¾te, ¾e výmenouriadkov a tie¾ výmenou ståp
ov mo¾no dosta» tabuµku, ktorá bude ma» naka¾dom mieste èíslo opaèné ako bolo v p�vodnej tabuµke. (Irán, MO 97/98)5.3 ¥avým blokom prirodzeného èísla N nazveme blok po sebe idú
i
h 
i�er jehodesiatkového zápisu, ktorý zaèína prvou 
ifrou zµava (napr. 137 je µavým blokomèísla 13729, ale nie èísla 5137). Koneènú neprázdnu mno¾inu M prirodzený
hèísel nazveme ¹pe
iálnou, ak pre v¹etky a; b 2 M , a 6= b èíslo a nie je µavýmblokom èísla b. Doká¾te, ¾e pre ka¾dú ¹pe
iálnu mno¾inu M platíXn2M 1n 5 1 + 12 + : : :+ 19 : (Irán, MO 97/98)



Kore¹pondenèný seminár SK MO, zadania 1655.4 Daný je trojuholník ABC. Na predå¾ení strany BC (za bodom C) je danýbod D, pre ktorý jCDj = jACj. Kru¾ni
a opísaná trojuholníku ACD pretínakru¾ni
u s priemerom CB v bodo
h C a P . Predpokladajme, ¾e priamky BPa AC sa pretínajú v bode E a priamky CP a AB v bode F . Doká¾te, ¾e bodyE;F a D le¾ia na jednej priamke. (Irán, MO 97/98)5.5 Urète v¹etky reálne èísla a také, ¾e funk
ia f(x) = fax + sinxg je periodi
ká(fyg znamená desatinnú èas» reálneho èísla y). (Bielorusko, MO 98/99)5.6 Doká¾te, ¾e neexistujú prirodzené èísla a; b také, ¾e (36a + b) (a + 36b) jemo
ninou 2. (zborník Poµský
h a Rakúsky
h MO)5.7 Doká¾te, ¾e konvexná a uzavretá mno¾ina bodov K v rovine, ktorá je obsiahnutáv trojuholníku s minimálnym obsahom, obsahuje stredy jeho strán.(Irán, MO 97/98)



166 49. roèník matemati
kej olympiádyRie¹enia sú»a¾ný
h úloh KS SK MOPrvá séria1.1 (Katarína Quittnerová) Uká¾eme, ¾e v¹etky èísla tvaru an = 11 : : :1| {z }27n+1 (je to èísloobsahujú
e 27n + 1 jednotiek), kde n 2 N , dávajú po delení 1998 zvy¹ok 1, a teda sútvaru 1998k + 1 (pre vhodné k 2 N). Tý
hto èísel je nekoneène veµa, tak¾e tým buded�kaz hotový.Keï¾e 1998 = 2 � 999, a D(2; 999) = 1 (prièom D(a; b) znamená najväè¹í spoloènýdeliteµ èísel a; b), staèí nám ukáza», ¾e an � 1 (mod 2) a an � 1 (mod 999). Prvákongruen
ia je zrejmá. A dokáza» druhú tie¾ nie je »a¾ké. Preto¾e 1000 � 1 (mod 999),tak an = 10009n + 111 � 10009n�1 + : : :+ 111 � 1000 + 111 �� 1 + 9n � 111 = 1 + 999n � 1 (mod 999) :Tým je úloha vyrie¹ená.1.2 (Miroslava Sotáková, István Gyürki) Oznaème X prieseèník úseèiek AC a BK.Potom pre mo
nos» bodu X ku kru¾ni
i opísanej trojuholníku NAB platíjBXj � jKXj = jNXj � jAXj = jAXj �jCXj+ jCN j� = jAXj � jCXj+ jAXj � jCN j :Podobne pre mo
nos» bodu X ku kru¾ni
i opísanej trojuholníku MCB platíjBXj � jKXj = jCXj � jMXj = jCXj �jAXj+ jAM j� = jCXj � jAXj+ jCXj � jAM j :Porovnaním tý
hto dvo
h vz»ahov dostaneme jAXj�jCN j = jAM j�jCXj. Keï¾e jBCj == jCN j a jMAj = jABj, potom jABjjBCj = jAXjjCXj :Ale to je nutná, a ako sa µahko overí, aj postaèujú
a podmienka na to, aby priamkaBX bola osou uhla ABC. Tým sme dokázali, èo bolo treba.1.3 Ne
h x; y sú reálne èísla také, ¾e x > y = 1. Potom (x� y)�1� 1xy� > 0, a tedax + 1x > y + 1y . Aby sme zvolili y = 1 a x = 1, podobne dostaneme x + 1x = 2. Týmsme vlastne dokázali, ¾e funk
ia f(x) = x + 1x je na intervale h1;1) rastú
a, a ¾e



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 167ho zobrazuje do intervalu h2;1). Dokázané hneï vyu¾ijeme. Zrejme toti¾ pre v¹etkyi; j 2 f1; 2; : : : ; ng, i < j platí ana1 = ajai = 1. Potom dostávameana1 + a1an = ajai + aiaj = 2:Vz»ah vyu¾ijeme pri nasledujú
ej úprave(a1 + a2 + : : :+ an)� 1a1 + 1a2 + : : :+ 1an� == X15i<j5n�ajai + aiaj�+ nXi=1 aiai 5 n(n� 1)2 �ana1 + a1an�+ n:Dosadíme k = ana1 , a dostávamen(n� 1)2 �ana1 + a1an�+ n 5 n(n� 1)2 �k + 1k�+ n2 �k + 1k� == n22 �k + 1k� = n2(k2 + 1)2k :Tým sme dokázali(a1 + a2 + : : :+ an)� 1a1 + 1a2 + : : :+ 1an� 5 n2(k2 + 1)2k :Z toho u¾ vhodným prenásobením, èi predelením (zrejme v¹etky èleny sú kladné)dostaneme dokazovanú nerovnos».1.4 (Katarína Quittnerová) Oznaème dru¾stvá èíslami 1; 2; : : : ; n. Ne
h n = 2k + 1,kde k 2 N . V 
elom turnaji sa udelilo 2�n2� = n(n�1) bodov n dru¾stvám. V priemereteda ka¾dé dru¾stvo dostalo n(n� 1)n = n � 1 = 2k bodov, èo je súèet bodov za jehon� 1 = 2k zápasov. Keï niektoré dru¾stvo dostalo 2k+A bodov (kde �2k 5 A 5 2k),tak pre A > 0 muselo uhra» aspoò A ví»azstiev (inak by malo maximálne 2(A � 1) ++ �2k � (A� 1)� = 2k � A + 1 bodov), a podobne v prípade A < 0 aspoò A prehier.Dru¾stvo s 2k + A bodmi teda uhralo maximálne 2k � jAj remíz.Oznaème teraz ri poèet remíz a 2k + Ai poèet bodov dru¾stva i (kde i = 1; : : : ; na �2k 5 Ai 5 2k). Ka¾dé dru¾stvo má iný poèet bodov, tak¾e èísla Ai sú navzájomr�zne, a pre súèet poètov remíz získaný
h jednotlivými dru¾stvami platínXi=1 ri 5 nXi=1(2k � jAij) 5 2kn� (j0j+ j1j+ j � 1j+ j2j+ j � 2j+ : : :+ jkj+ j � kj) == 2kn� 2k(k + 1)2 = (n� 1)n� n� 12 � n+ 12 = (n� 1)(3n� 1)4 :



168 49. roèník matemati
kej olympiádyKa¾dá remíza sa pritom do tohto súètu zarátala 2-krát (za ka¾dé dru¾stvo raz), tak¾epre 
elkový poèet remíz R platí odhadR 5 (n� 1) (3n� 1)8 :E¹te uká¾eme, ¾e m�¾e nasta» R = 18 (n � 1)(3n � 1), teda ¾e hµadaným èíslom je18 (n� 1) (3n� 1). Ne
h turnaj dopadne takto:� Dru¾stvo 1 vyhrá nad poslednými k dru¾stvami (k+1; : : : ; 2k+1) a s ostatnýmiremizuje.� Dru¾stvo 2 vyhrá nad poslednými k�1 dru¾stvami (k+2; : : : ; 2k+1) a s ostatnýmiremizuje.� Takto postupujeme ïalej, a¾ dru¾stvo k� 1 vyhrá len nad k+1, niè neprehrá a kso v¹etkými remizuje.Poèet remíz potom bude12�k + (k + 1) + (k + 2) + : : :+ (2k � 1) + 2k + (2k � 1) + (2k � 2) + : : :+ k� == 12k(3k + 1) = (n� 1) (3n� 1)8 :¥ahko sa overí, ¾e takto turnaj naozaj mohol skonèi».1.5 Otoème ¹es»uholník ABCDEF okolo bodu A o 60Æ v smere jeho orientá
ie. Ne
h¹es»uholník A0B0C 0D0E0F 0 je jeho obrazom v tomto otoèení. Zrejme A0 � A. Keï¾etrojuholník ABF je rovnostranný, tak aj B0 � F . Potom úseèky BC a FC 0 zvierajúuhol 60Æ a zároveò BC k B0E. Tak¾e trojuholníkEB0C 0 je rovnostranný, a teda jEC 0j == 1. Zrejme jC 0D0j = jCDj, tak¾ejDEj+ jC 0D0j = jCDj+ jDEj = 2:Z rovnostrannosti trojuholníka ADD0 vidíme, ¾ejDD0j = 3 = jDEj+ jEC 0j+ jC 0D0j:To znamená, ¾e body D;E;C 0; D0 le¾ia na jednej priamke (v tomto poradí), èo siznázorníme na obrázku: A � A0BC D E F � B0C 0 D0 E0F 0
�Obr. 69



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 169V¹imnime si, ¾e obsah ¹es»uholníka ABCDEF je rovný súètu obsahov ¹tvoruholníkovABCD a ADEF . Ïalej vieme, ¾e otoèenie je zhodné zobrazenie, teda SABCD == SAB0C0D0 . Teraz u¾ jednodu
ho vypoèítame obsah ¹es»uholníka ABCDEF :SABCDEF = SADEF + SAB0C0D0 = SADD0 � SFEC0 = 12 � 32p32 � p34 = 2p3(vyu¾ili sme, ¾e trojuholník ADD0 je rovnostranný so stranou då¾ky 3). Tým je úlohavyrie¹ená.1.6 Tvrdenie doká¾eme sporom. Predpokladajme, ¾e taká funk
ia pre dané a 2 h0; 1iexistuje.Najprv doká¾eme, ¾e funk
ia f musí by» prostá. Toti¾ ak f(x1) = f(x2), taka+ x1 = f �f(x1) + 1f(x1)� = f �f(x2) + 1f(x2)� = a+ x2;a teda x1 = x2. Z prostosti potom vyplýva, ¾e k nej existuje aj inverzná funk
ia f�1.Navy¹e pre ka¾dé x > a > 0 jef �f(x� a) + 1f(x� a)� = x;tak¾e f�1(x) = f(x� a) + 1f(x� a) pre x > a: (�)Ak by funk
ia f dosahovala v niektorom bode u1 hodnotu t1 < 1, zvoµme t2 = 1=t1.Potom t2 > 1 5 a, a preto existuje aj u2 = f�1(t2). V¹imnime si, ¾e t1 6= t2, a teda aju1 6= u2. Av¹ak u1 + a = f �f(u1) + 1f(u1)� = f �t1 + 1t1� == f � 1t2 + t2� = f � 1f(u2) + f(u2)� = u2 + a;teda u1 = u2, èo je spor. Preto oborom hodn�t funk
ie f je interval h1;1i. Pou¾itímAG-nerovnosti v (�) zistíme, ¾e pre x > 1 = a platíf�1(x) = f(x� a) + 1f(x� a) = 2:To znamená, ¾e ak f(x) > 1, tak x = f�1�f(x)� = 2. Tak¾e, pre x 2 (0; 2i je f(x) 5 1,z èoho vyplýva f(x) = 1. To je ale spor s prostos»ou funk
ie f . Tým sme dokázali, ¾efunk
ia f neexistuje.



170 49. roèník matemati
kej olympiády1.7 a) Ak zaèneme dvoji
ou (s; t), tak po n kroko
h budeme ma» dvoji
u (s+ nt; t��ns). AkD(s; t) 6= 1, tak nemáme èo dokazova». Tak¾e predpokladajme, ¾e D(s; t) = 1.Potom aj D(st; s2 + t2) = 1, a preto existuje prirodzené èíslo n0 také, ¾e stn0 � �s2(mod s2 + t2). PotomD(s+ n0t; t� n0s) = D(s2 + n0ts; t2 � n0st) == D(s2 + n0ts; s2 + t2) = D(0; s2 + t2) > 1:Tým je d�kaz èasti a) ukonèený.b) Ne
h d = D(s; t). Potom existujú 
elé èísla x; y také, ¾e xs+ yt = d (to je známez teórie èísel). Uká¾eme, ¾e dvoji
a (x; y) nie je dobrá. Ak toti¾ x + nt a y � ns súdeliteµné nejakým èíslom d1, potom d1 delí aj èíslo(x+ nt) sd + (y � ns) td = xs+ ytd = 1;tak¾e nutne d1 = 1. To ale znamená, ¾e èísla x+ nt, y � ns sú nesúdeliteµné pre ka¾dén 2 N, a teda dvoji
a (x; y) nie je dobrá. Tým sme dokázali, èo bolo treba.Druhá séria2.1 Tvrdenie doká¾eme induk
iou. Pre n = 1 je to zrejmé. Teraz predpokladajme, ¾etvrdenie platí pre n = 1, a doká¾eme ho pre n+ 1. Pre jednodu
hos» oznaèmeA = nYi=1 ai; B = nYi=1 bi; C = nYi=1 
i; D = nYi=1 di:Preto¾e an+1 + bn+1 = 
n+1 + dn+1, tak existujú s; x; y také, ¾ean+1 = s� x; bn+1 = s+ x; 
n+1 = s� y; dn+1 = s+ y;Podµa zadania platí 0 5 
i 5 ai 5 bi 5 di (pre i = 1; 2; : : : ; n + 1), tak¾e nutne s == 0 a 0 5 x 5 y. Ïalej musia plati» nerovnosti B 5 D, C 5 A a A 5 B. Potom0 5 B � A 5 D � C. Odtiaµ dostávamex(B �A) 5 x(D � C) 5 y(D � C):Z indukèného predpokladu vyplýva s(B + A) 5 s(C +D). Sèítaním posledný
h dvo
hnerovností, po úprave dostávame(s� x)A+ (s+ x)B 5 (s� y)C + (s+ y)D;èo je vlastne dokazovaná nerovnos» pre n+ 1.



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 1712.2 Uva¾ujme v¹eobe
ný trojuholník KLM so ¹tandardne oznaèenými stranami k, l am a uhlom ! pri vr
hole M . Zo sínusovej vety vieme, ¾e msin! = 2r, kde r je polomerkru¾ni
e opísanej trojuholníku KLM . Potom pre obsah trojuholníka KLM platíS4KLM = 12kl sin! = klm4r :Tým sme dostali pomerne známy vz»ah, ktorý v¹ak neza¹kodí dokáza».
A B

CD
E S ab
 d r
�Obr. 70Zároveò v¹ak S4KLM = 12vmm, prièom vm je vý¹ka na stranu m. Vz»ahy dámedo rovnosti a dostávame vm = kl4rDokázaný vz»ah aplikujme na trojuholníkyABC, ACD, ADE a ABE z p�vodnej úlohy.Zrejme platí (pozri obrázok)a = jABj � jACj2R ; b = jACj � jADj2R ; 
 = jADj � jAEj2R ; d = jABj � jAEj2R ;kde R je polomer kru¾ni
e opísanej pä»uholníku ABCDE, a teda aj opísanej v¹etkým¹tyrom spomínaným trojuholníkom. Zrejme bd = a
, z èoho d = a
b . A to je hµadanývz»ah.2.3 (Katarína Quittnerová) Tvrdenie doká¾eme sporom. Predpokladajme, ¾e funk
iaf je periodi
ká s kladnou periódou p. Z de�ní
ie periodi
kosti funk
ie f vyplýva, ¾e prev¹etky x 2 R platíA sinx+B sinp2x = A sin (x+ p) + B sin �p2x+p2p�; (1)èo po úprave dávasin (x+ p)� sinx = �BA �sin �p2x+p2p�� sinp2x� : (2)



172 49. roèník matemati
kej olympiádyAk pou¾ijeme známy vzorèek pre sin a� sin b, dostávame
os �x+ 12p� sin 12p = �BA 
os �p2x+ p22 p� sin p22 p: (3)Pre lep¹iu orientá
iu oznaème y = x+ 12p. M�¾u nasta» dve mo¾nosti:1) Ak sin 12p 6= 0. Oznaème C = �BA sin p22 psin 12p :C je v na¹om prípade pevné reálne èíslo. Vz»ah (3) m�¾eme prepísa» v novomoznaèení 
os y = C 
osp2y, pre v¹etky y 2 R. To v¹ak evidentne pre ¾iadne Cneplatí.2) Ak sin 12p = 0. Potom nutne p = 2k� pre nejaké nenulové 
elé k. To ale znamená(keï¾e p2 nie je ra
ionálne èíslo), ¾e sin p22 p 6= 0 a zo vz»ahu (3) vyplýva, ¾e prev¹etky x 2 R platí 
osp2x+ p22 p = 0, èo je nezmysel.Tým sme dokázali, ¾e funk
ia f nie je periodi
ká.2.4 (Katarína Quittnerová) Majme mno¾inu S spåòajú
u podmienky zadania.Vytvorme teraz novú mno¾inu S' nasledujú
im sp�sobom:1Æ Do S' dáme µubovoµné (jedno) biele pole z S (zrejme také existuje). Pokraèujemekrokom 2Æ.2Æ Do S' pridáme v¹etky èierne polia z S, ktoré e¹te nepatria do S', a susedia s nejakýmbielym poµom pridaným do S v pred
hádzajú
om kroku. Pokraèujeme krokom 3Æ.3Æ Vyberieme µubovoµné biele pole z S, ktoré e¹te nepatrí do S' a susedí s niektorým(zrejme èiernym) poµom z S'. Ak také pole existuje, pridáme ho do S' a pokraèujemekrokom 2Æ. Ak neexistuje, skonèíme.Keï¾e S má koneèný poèet biely
h polí, urèite v niektorom kroku 3Æ skonèíme. Keïskonèíme, znamená to, ¾e u¾ ¾iadne pole susedné s niektorým poµom z S' nepatrí doS. (Èierne by sme pridali v niektorom kroku 2Æ, keï¾e susedí s nejakým bielym z S'.Biele by sme pridali v poslednom kroku 3Æ.) Ale polia v S sú navzájom"spojené\,teda mimo S' u¾ nem�¾e existova» ¾iadne pole patria
e do S, tak¾e nutne S = S 0.Odhadnime teraz poèet polí v S'. V prvom kroku 2Æ sme pridali maximálne 4 èiernepolia, keï sme pred tým v kroku 1Æ pridali jedno biele pole. V ka¾dom ïal¹om kroku 2Æsme pridali maximálne 3 èierne polia (preto¾e biele pole,"na ktoré\ sme i
h pridali, u¾jednou stranou susedilo so zvy¹kom mno¾iny S'), keï sme pred tým v kroku 3Æ pridalijedno biele pole. Ak oznaèíme b poèet biely
h a 
 poèet èierny
h polí v S, tak máme
 5 4+3(b� 1), èo znamená, ¾e 1976 = b+ 
 5 4b+1. Tak¾e b = 19754 = 493;75, a tedab = 494 (preto¾e b je prirodzené èíslo). Tým sme dokázali, èo bolo treba.Príkladom pre b = 494 m�¾e by» 494 T-èiek zlo¾ený
h z jedného bieleho a tro
h(s ním susedný
h èierny
h polí | vµavo, vpravo a pod ním), ktoré sú naukladané naseba.



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 1732.5 Èíslo p3 nie je nièím zvlá¹tne. V skutoènosti ho m�¾me nahradi» µubovoµnýmèíslom a 2 (1; 2). Uvedieme preto rie¹enie, v ktorom budeme uva¾ova» èísla tvaru [na℄,kde a je pevné èíslo také, ¾e 1 < a < 2. Prirodzené èíslo n nazveme pekné, ak [na℄ jemo
ninou 2.Tvrdenie budeme dokazova» sporom. Ne
h je teda pekný
h èísel koneène veµa.Vezmime prirodzené èíslo k také, ¾e 2k > na pre ka¾dé pekné èíslo n. Ne
h q je také(jediné) prirodzené èíslo, ¾e qa < 2k 5 (q + 1)a a polo¾me r = 2k � qa. Potom existuje(jediné) 
elé nezáporné èíslo j, pre ktoré12a < 2jr 5 a :Preto¾e (podµa predpokladu) a < 2, tak 12a > a� 1, a dostávamea� 1 < 2jr = 2j(2k � qa) 5 a ;èo je ekvivalentné s (2jq + 1)a� 1 < 2j+k 5 (2jq + 1)a :Ak oznaèíme m = 2jq+1, potom máme [ma℄ = 2j+k, tak¾e m je pekné. Ale zrejme prem platí ma = (2jq + 1)a = (q + 1)a = 2k;èo je spor s de�ní
iou èísla k. Tak¾e pekný
h èísel musí by» nekoneène veµa.2.6 Oznaème jACj = jBCj = a, jABj = 
. Ïalej oznaème body X, Y , C0 podµaobrázka. Skúmajme podiel jCM j : jCU j. Preto¾e trojuholníky CUX a CMY súpodobné, tak jCM j : jCU j = jCY j : jCXj. Zrejme X je stred úseèky BC (preto¾eU je stred opísanej kru¾ni
e). Navy¹e platí jY Bj = jBC0j, preto¾e BM je os uhla,a teda trojuholníky BC0M a BYM sú zhodné. PotomjCM jjCU j = jCY jjCXj = a+ 12b12a = 2a+ ba = 2 + ba > 2:Z trojuholníkovej nerovnosti v trojuholníku ABC navy¹e vieme, ¾e 2a > b. PotomjCM jjCU j = 2 + ba < 4;



174 49. roèník matemati
kej olympiádyèi¾e naozaj platí 2jCU j < jCM j < 4jCU j, èo sme mali dokáza».
A B

C
C0M
U X

Y�Obr. 712.7 (Katarína Quittnerová) Je zrejmé, ¾e x > y. Tak si zaveïme substitú
iu x = y+u.Po dosadení dostaneme u(3y2 + 3yu+ u2) = z2: (1)Zrejme teda u j z, a následne (3y; z) = 1 implikuje (u; 3y) = 1. Potom v¹ak pre ka¾déprvoèíslo p v prvoèíselnom rozklade u je p - 3y2, a teda aj p - 3y2 + 3yu+ u2. Navy¹ev prvoèíselnom rozklade pravej strany rovni
e (1) má p urèite párny exponent, musí ma»teda párny exponent aj na µavej strane. Z toho je u¾ zrejmé, ¾e u je ¹tvore
. Oznaèmepreto u = v2 a ne
h z = z0v. Po vydelení rovni
e (1) èíslom v2 dostaneme3y2 + 3yv2 + v4 = z20 ; (2)3y(y + v2) = (z0 � v2) (z0 + v2): (3)Urèite teda y j z0 � v2 alebo y j z0 + v2. Rozlí¹ime tieto dva prípady.1) Ak y j z0 � v2. Pre z0 � v2 = ay, a 2 N dosadením do rovni
e (2), a vydelením tejtorovni
e èíslom y dostaneme 3(y + v2) = a(2v2 + ay): (4)Pre a = 1 v¹ak platí 3(y + v2) > 2v2 + y = a(2v2 + ay), a pre a = 2 zase platí3y + v2 < 4v2 + 4y 5 a(2v2 + ay), èi¾e rovni
a (3) nemá rie¹enie.2) Ak y j z0+ v2. Pre z0+ v2 = ay, a 2 N rovni
u (2) po dosadení upravíme vydelenímèíslom y na tvar 3(y + v2) = a(ay � 2v2); (5)(2a+ 3)v2 = (a2 � 3)y: (6)



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 175Keï¾e y - v2, urèite 2a + 3 = 
y, pre nejaké 
 2 N , a teda a = 12 (
y � 3), èím podosadení a ïal¹í
h úpravá
h z rovni
e (4) dostávame
(
y2 � 6y � 4v2) = 3: (7)Následne m�¾u nasta» u¾ iba dva prípady pre 
.2.1) Pre 
 = 3 úpravou rovni
e (5) dostaneme3(y2 � 2y) = 4v2 + 1; (8)ale µavá strana tejto rovni
e je deliteµná 3, prièom pravá strana dáva po delení 3iba zvy¹ky 1 a 2. Rovni
a (6) teda tie¾ nemá rie¹enie.2.2) Pre 
 = 1 rovni
u (5) upravíme na tvary2 � 6y � (4v2 + 3) = 0; (9)ktorý mo¾no pova¾ova» za kvadrati
kú rovni
u s ohµadom na y. Potom y = 3 �� 2pv2 + 3. Musí teda plati» v2 + 3 = w2 pre nejaké w také, ¾e 2w 2 N . Je v¹akzrejmé, ¾e aj w 2 N , a následne3 = (w � v) (w + v) (10)má jediné rie¹enie w � v = 1, w + v = 3, teda w = 2, v = 1. Ïalej y = 3 �� 2p1 + 3 = 3 � 4, z èoho vyhovuje jedine y = 7, u = v2 = 1, x = y + u = 8,a = 12(
y � 3) = 1�7�32 = 2, z0 = ay � v2 = 2 � 7� 1 = 13 a z = vz0 = 13.Troji
a (x; y; z) = (8; 7; 13), ktorá evidentne spåòa v¹etky podmienky, je teda jedinýmrie¹ením úlohy. Tretia séria3.1 Keï¾e 
os 2x 2 h�1; 1i, musí by» a > 0. Nerovnos» zo zadania sa dá upravi» natvar a1�r + ar � 2 5 0;kde r = 2 sin2 x, èo m�¾e by» µubovoµné èíslo z intervalu h0; 2i. Teraz si nájdememaximum funk
ie f(r) = a1�r+ar�2 na intervale h0; 2i. Kandidátmi na toto maximumsú jednak body, v ktorý
h je derivá
ia f 0(r) = 0 a tie¾ body r = 0 a r = 2, keï¾e ideo uzavretý interval (ktorý je kompaktnou mno¾inou). Tak¾e netreba poèíta» druhúderivá
iu, staèí uvá¾i» zopár èísel. ¥ahko mo¾no vypoèíta» (máme na to vzorèeky)derivá
iu f 0(r) = �a1�r ln a+ ar ln a:Zrejme a = 1 je rie¹ením úlohy. Pre a 6= 1 je f 0(r) = 0 práve vtedy, keï r = 12 , èo le¾ív intervale h0; 2i. Tak¾e na¹a úloha je ekvivalentná so sústavou nerovní
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kej olympiádya > 0 ;f(0) 5 0 ;f(12 ) 5 0 ;f(2) 5 0 ; èi¾e a > 0 ;a� 1 5 0 ;2(pa� 1) 5 0 ;1a + a2 � 2 5 0 :Z prvej a druhej rovni
e máme 0 < a 5 1. Potom tretiu mo¾no upravi» na tvar a3 �� 2a2 + 1 5 0. ¥ahko uhádneme koreò a = 1 polynómu na µavej strane, a potom tútonerovni
u upravíme na tvar(a� 1)�a� �1�p52 ��a� �1 +p52 � 5 0 :Odtiaµ u¾ jednodu
ho dostávame, ¾e rie¹ením na¹ej sústavy je interval 
�1+p52 ; 1�.Záverom u¾ len staèí kon¹tatova», ¾e nerovnos» zo zadania je splnená pre ka¾dé x 2 Rpráve vtedy, keï a 2 
�1+p52 ; 1�.3.2 a) Oznaème si uhly v trojuholníku ABC ¹tandartne �; �; 
. Zrejme body A;Q; P;Ble¾ia na Talesovej kru¾ni
i nad priemerom AB a tie¾ body Q;Z; P; C le¾ia na jednejkru¾ni
i. Potom vyu¾ijú
 vetu o obvodový
h uhlo
h m�¾eme písa»:j<)BAP j = 90Æ � � = j<)BQP j;j<)BQP j+ j<)PQCj = 90Æ:Z toho vyplýva, ¾e j<)PQCj = � a j<)QBCj = �. Analogi
ky by sme ukázali, ¾ej<)BDP j = � a j<)DPBj = �. Taktie¾ platí j<)MDP j = 180Æ � j<)PDBj = 180Æ �� 
 = � + �. Keï¾e trojuholník BMP je rovnostranný, tak j<)MPBj = �. Uhol BPRje vr
holový k uhlu QBC, tak¾e má veµkos» �. U¾ je teda jasné, ¾e uhol MPR márovnakú veµkos» ako uholMDP , tak¾e trojuholníkyMDP aMPR sú podobné. Z tejtopodobnosti vyplýva jMP j : jMDj = jMRj : jMP j, èo po úprave dáva jMP j2 = jMDj �� jMRj. Vyu¾ijú
 známe fakty o mo
nosti bodu M ku kru¾ni
i opísanej trojuholníkuPDR dostávame, ¾e MP je jej dotyèni
a.Ïalej si oznaème Z prieseèník úseèky MC a kru¾ni
e opísanej trojuholníku QPC.Zrejme aj orto
entrum H trojuholníka ABC le¾í na tejto kru¾ni
i. Potom z vety oobvodový
h uhlo
h vyplýva, ¾e � = j<)CQP j = j<)CHP j, a teda j<)MZP j = 180Æ � �.Len¾e aj j<)MPCj = 180Æ��, èo znamená, ¾e trojuholníkyMPC aMZP sú podobné.



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 177Analogi
ky ako vy¹¹ie dostaneme jMP j2 = jMZj � jMCj, èi¾e priamkaMP je dotyèni
aku kru¾ni
i opísanej trojuholníku QPC.

A B
C
DHT PQ

RZ�Obr. 72b) Z u¾ dokázaného vieme, ¾e jMP j2 = jMZj�jMCj = jMDj�jMRj. Po úprave mámejMZj : jMDj = jMRj : jMCj, z èoho dostávame, ¾e trojuholníky MZD a MRC súpodobné, a teda j<)MHDj = j<)MRCj. Potom ale súèet veµkostí uhlov BHC a BRCje 180Æ, èi¾e ¹tvoruholník DRCZ je tetivový. Vzhµadom na pravý uhol RDC mo¾noo úseèke RC prehlási», ¾e je priemerom Talesovej kru¾ni
e, na ktorej le¾í aj bod Z. Toale znamená, ¾e RH?MC. Tým sme dokázali tvrdenie úlohy.3.3 (Tomá¹ Jurík) Zrejme polynóm f(x) = xn vyhovuje zadaniu. Ïalej uva¾ujme lentaké polynómy, pre ktoré je aspoò jedno z èísel a0; a1; : : : ; an�1 nenulové.Ne
h at je prvý (s najmen¹ím indexom) nenulový èlen. Pre jednodu
hos» oznaèmem = n� t, 
i = ai+t pre i = 0; 1; : : : ;m. Vezmime polynómg(x) = xm + 
m�1xm�1 + : : :+ 
1x+ 
0 : (1)Potom f(x) = g(x)xm. Pritom g(x) u¾ nemá nulový koreò, ale niektoré jeho koe�
ientym�¾u by» aj nuly. Celkove teda pre ka¾dé i = 0; 1; : : : ;m� 1 platí buï g(
i) = 0, alebo
i = 0. Ne
h èísla b1; : : : ; bl sú navzájom r�zne a také, ¾efb1; : : : ; blg = f
0; 
1; : : : ; 
m�1g n f0g : (2)V¹etky sú koreòmi polynómu g(x); ne
h �1; : : : ; �l sú postupne i
h násobnosti.Z Vi�etový
h vz»ahov vyplýva, ¾e
0 = b�11 : : : b�ll � d � (�1)m ; (3)kde d je súèin ostatný
h koreòov (s príslu¹nými násobnos»ami) polynómu g(x).Uká¾eme, ¾e d je 
elé èíslo. Zrejme je ra
ionálne. Vzhµadom na to, ¾e vedú
i koe�
ientg(x) je 1, tak ka¾dý jeho ra
ionálny koreò musí by» 
eloèíselný. Toti¾ ak p=q je zlomokv základnom tvare, tak z rovnosti qmg(p=q) = 0 vyplýva q j 1. Tak¾e d musí nutneby» 
elé èíslo. Z (2) vyplýva, ¾e medzi èíslami b1; : : : ; bl sa na
hádza aj 
0. Ak ním
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kej olympiádypredelíme rovnos» (3), dostávame, ¾e pre ka¾dé j = 1; : : : ; l platí b�jj j 1. To znamená,¾e pre ka¾dé i = 0; 1; : : : ;m� 1 platí
i 2 f0;�1; 1; 
0gÏalej uká¾eme, ¾e 
0 2 f�2;�1; 1g. Doká¾eme to sporom. U¾ vieme, ¾e 
0 6= 0.Rozoberieme dva prípady.1) Ne
h 
0 = 2. Potom pre ka¾dé i = 1; : : : ;m� 1 platí 
i = �1, a tedag(
0) = 
m0 � 
m�10 � : : :� 
0 + 
0 > 0(uvedomte si preèo), èo je spor.2) Ne
h 
0 5 �3. V prípade, ¾e 
m�1 = 
0, potom 
m0 = 
m�1
m�10 a tie¾jg(
0)j = j2
m0 j � j
m�2
m�20 j � : : :� j
1
0j � j
0j == j2
m0 j � j
m�20 j � : : :� j
20j � j
0j > 0 ;tak¾e g(
0) 6= 0, èo je spor. V prípade, ¾e 
m�1 6= 
0, tak j
m�1j 5 1 a podobnemáme jg(
0)j = j
m0 j � j
m�1
m�10 j � j
m�2
m�20 j � : : :� j
1
0j � j
0j == j
m0 j � j
m�10 j � j
m�10 j � : : :� j
20j � j
0j > 0(vyu¾ili sme j
0j = 3). Teda opä» g(
0) 6= 0, èo je opä» spor.Vrá»me sa teraz k polynómu f(x). Zhrnutím tý
hto úvah dostaneme, ¾e pre ka¾déi = 0; 1; : : : ; n� 1. ai 2 f�2;�1; 0; 1gZnovu máme dva prípady.1) Existuje ai = �2. Potom èíslo �2 je koreòom polynómu. Potom nutne an�1 == 1. V opaènom prípade"strhne\ najvy¹¹ia mo
nina znamienko na svoju stranu(doká¾te si to sami, ale je to analogi
ké ako, keï sme vy¹¹ie dokazovali am = �2).Podobne sa doká¾e, ¾e an�2 2 f�2;�1g. Ak an�2 = �2 tak výraz xi + xi�1 �� 2xi�2 nazveme re»az
om nultého rádu (oznaèenie R0(x)). M�¾eme si v¹imnú», ¾eR0(�2) = 0, R0(1) = 0 a R0(�1) = 2(�1)i�1. Ak an�2 = �1, potom zopakovanímrovnaký
h úvah dostaneme an�3 = 1. Znovu máme pre an�4 rovnaké mo¾nosti akopri an�2. Pre an�4 = �2 de�nujme re»aze
 prvého rádu R1(x) = xi + xi�1 � xi�2 ++ xi�3 � 2xi�4 s vlastnos»ami R1(�2) = R1(1) = 0 a R1(�1) = 4(�1)i�1. Akan�4 = �1 pokraèujeme ïalej a postupne de�nujeme re»az
e vy¹¹í
h rádov prièomvo v¹eobe
nosti re»aze
 k-tého rádu bude vyzera» taktoRk(x) = xi + xi�1 � xi�2 + : : :+ xi�(2k+1) � 2xi�(2k+2)Pritom platí Rk(�2) = Rk(1) = 0 a Rk(�1) = 2(k + 1)(�1)i�1. Z kon¹truk
ievyplýva, ¾e re»az
e sú jediné polynómy, ktoré majú jediný koe�
ient rovný -2. Teda
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nosti v¹etky polynómy vyhovujú
e zadaniu, ktoré majú aspoò jeden koe�-
ient rovný -2 majú nasledujú
i tvar. Jeden re»aze
, potom µubovoµný poèet nulový
hèlenov, ïal¹í re»aze
, atï. Na kon
i m�¾eme prida» µubovoµný poèet nulový
h èlenov.Ak sme mali aspoò jeden nulový koe�
ient, tak absolútny èlen je rovný 0; ak ¾iadennulový koe�
ient nebol, tak absolútny èlen m�¾e by» 0, alebo je to konie
 poslednéhore»az
a, teda je to �2. Ak sme mali iba re»az
e typu R0(x), potom i
h m�¾eme ma»ho
ikoµko, a medzi nimi µubovoµný poèet nulový
h èlenov. Ak sme v¹ak mali aspoòjeden re»aze
 vy¹¹ieho rádu, tak si musíme da» pozor, aby súèet re»az
ov v �1 bol 0(vyskytol sa koe�
ient -1). Z kon¹truk
ie vyplýva, ¾e to sú v¹etky hµadané polynómys aspoò jedným koe�
ientom �2.2) Neexistuje ai = �2. Teda ai 2 f�1; 0; 1g pre i = 0; : : : n � 1. Aj tu máme niekoµkomo¾ností.2.1) Ne
h ai 2 f0; 1g. Táto vetva zrejme nemá rie¹enie.2.2) ai 2 f�1g táto vetva tie¾ nemá rie¹enie. Doká¾te si sami (rozoberú sa dva prípadypre n párne a nepárne)2.3) ai 2 f0;�1g. V tomto prípade musí plati» a0 = f(0) = 0, a zároveòX05i5n�12-i ai = (�1)n + X05i5n�12ji aiTieto dve podmienky sú nutné aj postaèujú
e na existen
iu polynómu zo zadania.Mo¾nosti ai 2 f�1; 1g a ai 2 f�1; 0; 1g sa rozoberú analogi
ky. Z postupu vyplýva,¾e nájdené polynómy sú v¹etky rie¹enia a zároveò spåòajú podmienky zo zadania. Týmsme úlohu vyrie¹ili.3.4 (Katarína Quittnerová) Oznaème si èísla vo vr
holo
h n-uholníka postupnea1; a2; : : : ; an. Bez ujmy na v¹eobe
nosti, ne
h na zaèiatku a1 = 1, a2 = 0, : : : , an = 0.Uká¾eme, ¾e vo v¹etký
h vr
holo
h m�¾eme dosta» nuly práve vtedy, keï 3 - n.Najprv uká¾eme, ¾e ak n = 3k, kde k 2 N , potom z p�vodnej pozí
ie nem�¾emedosta» pozí
iu so samými nulami. Uva¾ujme súèetS = a1 + a2 + a4 + a5 + : : :+ a3k�2 + a3k�1:Zrejme v ka¾dom kroku meníme práve jedno èíslo s indexom deliteµným troma a právedve èísla zo súètu S. To v¹ak znamená, ¾e parita súètu S sa nám nemení. Keï¾e nazaèiatku je S = 1 nepárne, po ¾iadnom koneènom poète krokov nem�¾eme dosta» S = 0párne, èo sme 
h
eli dokáza».Teraz uká¾eme, ako dostaneme nuly vo v¹etký
h vr
holo
h pre n = 3k+1 a n = 3k++2. Zrejme v obo
h prípado
h µahko získame pozí
iu so samými jednotkami. Teraz v¹akstaèí ka¾dý vr
hol zobra» práve raz za stred menenej troji
e (ka¾dý vr
hol tak zmenímepráve trikrát) a dostaneme pozí
iu so samými nulami.Zostáva e¹te odpoveda» na prvú otázku zadania. Nakoµko 1999 � 1 (mod 3), pre1999 vr
holov mo¾no po koneènom poète krokov dosta» samé nuly.
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kej olympiádySamozrejme, ¾e v¹etky uvedené úvahy mali význam pre n = 3, nakoµko v opaènomprípade nemo¾no hovori» o pravidelnom n-uholníku.3.5 (Katarína Quittnerová) Èísla, ktoré neobsahujú v binárnom rozvoji tri rovnakéèísli
e za sebou, budeme nazýva» dobré. Oznaème pn poèet n-
iferný
h (v dvojkovejsústave) dobrý
h èísel. Pre hµadané dobré èísla platí 4 = (100)2 5 n 5 (1111111111)2 == 1023. Máme teda urèi» súèet p3 + p4 + : : :+ p10.Oznaème 
n; 
n�1; : : : ; 
1 dvojkové 
ifry n-
iferného èísla a = 
n : : : 
1, prièom 
n == 1. Pre n = 3 ak èíslo a je dobré, musí by» tvarua = 10
n�2 : : : 
1 alebo a = 110
n�3 : : : 
1 :V prvom prípade m�¾eme èíslu a priradi» (n� 1)-
iferné èíslo b = 1
�n�2
�n�3 : : : 
�1, kde
�i = 1� 
i pre i = 1; 2; : : : ; n�2. Je zrejmé, ¾e èíslo b je dobré a tie¾, ¾e toto priradenieje prosté, a navy¹e ka¾dé dobré (n�1)-
iferné èíslo m�¾eme dosta» pre vhodné a. Pretoje poèet dobrý
h èísel tvaru a = 10
n�2 : : : 
1 práve pn�1. Rovnako sa uká¾e, ¾e dobrý
hèísel tvaru a = 110
n�3 : : : 
1 je pn�2, teda pn = pn�1 + pn�2.V¹imnime si, ¾e p1 = 1 a p2 = 2. Ïalej u¾ staèí len spoèíta» p3 = 3, p4 = 5,: : : ,p10 = 89 pomo
ou nájdeného rekurentného vz»ahu, èím prídeme k hµadanému výsledkup3 + p4 + : : :+ p10 = 228.Poznámka. Èísla p1; p2; : : : tvoria známu Fibona

iho postupnos» , ktorá je rekurentneurèená takto: F0 = 0; F1 = 1; Fn+1 = Fn + Fn�1 pre n 2 N :Pre òu sa dá matemati
kou induk
iou µahko dokáza», ¾e F0+F1+ : : :+Fn = Fn+2� 1.Vzhµadom na to, ¾e pn = Fn+1, dostaneme v na¹om prípade p3+p4+: : :+pn = Fn+3�5.3.6 Oznaème Sn súèet ¹tvor
ov v¹etký
h (prirodzený
h) deliteµov prirodzeného èísla n.Na¹ou úlohou je vlastne nájs» najmen¹ie n vyhovujú
e rovnosti S(n) = (n+ 3)2. Ne
hn sa dá napísa» ako súèin tro
h èísel väè¹í
h ako 1, t.j. n = ab
, kde 2 5 a < b < 
.Potom 1 < a < b < ab < a
 < b
 < ab
sú navzájom r�zne delitele èísla n. Z AG-nerovnosti dostávamea2b2 + a2
2 + b2
2 = 3 3pa4b4
4 = 3ab
 3pab
 > 3n 3p8 = 6n :Navia
 a2 + b2 = 8, tak¾e súèet ¹tvor
ov deliteµov èísla n jeS(n) = 1 + a2 + b2 + a2b2 + a2
2 + b2
2 + a2b2
2 > 1 + 8 + 6n+ n2 = (n+ 3)2 :Vidíme, ¾e èíslo n tohto tvaru nespåòa podmienku zo zadania. Tohto tvaru je zrejmeka¾dé n, ktoré je deliteµné aspoò tromi navzájom r�znymi prvoèíslami a takisto ka¾dén deliteµné ¹tvor
ami dvo
h r�zny
h prvoèísel.Zostáva nám u¾ len rozobra» niekoµko mo¾ností (niektoré prípady sú rozobratévia
krát).
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h n = 1. To zjavne nevyhovuje.2) Ne
h n = p, kde p je prvoèíslo. Potom S(n) = 1 + p2 < 9 + 6p + p2 = (n + 3)2,tak¾e takéto n nie je rie¹ením.3) Ne
h n = pk, kde p je prvoèíslo a k = 2. Potom máme S(n) = 1 + p2 + : : :+ p2k.Zo zadania vyplýva p2+ p4+ : : :+ p2k�2 = 6pk +8, tak¾e p j 8, èi¾e p = 2. Potomz poslednej rovnosti vyplýva 1 + p2 + : : :+ p2k�4 = 6pk�2 + 2, èo nie je mo¾né.4) Ne
h n = pq, kde p > q sú prvoèísla. Z rovnosti S(n) = (n+ 3)2, tak1 + p2 + q2 + p2q2 = 9 + 6pq + p2q2;p2 � 6pq + q2 � 8 = 0 ;èo je kvadrati
ká rovni
a s neznámou p a parametrom q. Jej koreòmi súp1;2 = 3q � 2p2(q2 + 1) :Preto¾e p > q = 2, tak nás zaujíma len koreò s plusom (ten druhý je záporný). Preq = 2; 3; 5 nie je p 
elé èíslo. Pre q = 7 dostávame p = 41. Ak q > 7, tak p > 41.Tak¾e v tomto prípade ju najmen¹ie èíslo s po¾adovanou vlastnos»ou 7 � 41 = 287.5) Ne
h n = pq2, kde p; q sú r�zne prvoèísla. Z rovnosti S(n) = (n+ 3)3 vyplývap2 + q2 + q4 + p2q2 = 6pq2 + 8 :Ak q = 5, tak q4+p2q2 = 2pq3 = 10pq2 > 6pq+8. Tak¾e nutne q = 2 alebo q = 3.Priamym dosadením µahko zistíme, ¾e to nie je mo¾né.Tým sme rozobrali v¹etky mo¾nosti, tak¾e najmen¹ím èíslom n takým, ¾e S(n) = (n++ 3)2 je n = 287.3.7 (Katarína Quittnerová) Predpokladajme, ¾e takéto dve ko
ky existujú. Ne
h sú toko
ky K = ABCDEFGH, K0 = A0B0C 0D0E0F 0G0H 0, prièom K' je väè¹ia z ni
h (aksú zhodné, tak ne
h je to µubovoµná z ni
h). Zvoµme si súradni
ovú sústavu tak, abyvr
holy A0; B0; C 0; D0 mali z-ovú súradni
u rovnú 0 a vr
holy E0; F 0; G0; H 0 rovnú 1.Spodným, resp. vr
hným bodom steny alebo ko
ky budeme nazýva» bod tejto stenyalebo ko
ky, ktorého z-ová súradni
a je najmen¹ia, resp. najväè¹ia (tý
hto bodov m�¾eby» aj via
). Zrejme spodným a vr
hným vr
holom ¹tvor
a a ko
ky sú v¾dy (aj) niektorédva i
h protiµahlé vr
holy. Ak máme bod P , tak jeho súradni
e ne
h sú (xP ; yP ; zP ).Ne
h vr
hol A ko
ky K je jej spodným vr
holom. Potom z-ová súradni
a ka¾déhobodu tejto ko
ky je aspoò zA. Ak majú ma» steny ko
ky K neprázdny prienik so stenouABCD, tak nutne zA 5 0. Uká¾eme, ¾e aj zB ; zD; zE 5 0 (ide o vr
holy spojenéhranou s A). Zrejme to staèí ukáza» pre jeden z ni
h a pre ostatné je to analogi
ké.Predpokladajme teda, ¾e zB > 0. Stena BCGF je obrazom steny ADHE v posunutío vektor �!AB, prièom B je obrazom A. Keï¾e A je spodným vr
holom steny ADHE,musí by» B spodným vr
holom steny BCGF . To ale znamená, ¾e ka¾dý bod tejto steny
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kej olympiádymá z-ovú súradni
u kladnú. Av¹ak potom nemajú steny A0B0C 0D0 a BCGF prienik.A to je spor. Tak¾e nutne zB ; zD; zE 5 0.

A B CDE FGH S v�Obr. 73Pozrime sa teraz na zF . V trojuholníku BFE pre z-ové súradni
e bodov B;E platízB ; zE 5 0, tak¾e aj stred S úseèky EB má zS 5 0. Pritom jBF j 5 jB0F 0j = 1, tak¾e prevý¹ku z bodu F na stranu B0E0 platí v = jFSj = p22 jBF j 5 p22 . Ïalej z trojuholníkovejnerovnosti máme zF 5 zS + jFSj 5 p22 < 1. Ale F je vr
hný bod steny ABFE (a A jejej spodný bod), tak¾e ka¾dý bod steny ABFE má z-ovú súradni
u men¹iu ako 1. Toale znamená, ¾e steny ABFE a E0F 0G0H 0 nemajú prienik, èo je spor.Zostáva u¾ len skon¹tatova», ¾e hµadané ko
ky neexistujú.©tvrtá séria4.1 (Jekaterina Fehér) P�vodnú rovni
u si prepí¹eme do tvaru:xy(x+ y)� (x+ y)2 + 2xy � 1 = 0:Zavedieme substitú
iu a = xy, b = x+ y, kde a; b sú 
elé èísla. Potom platíab� b2 + 2a� 1 = 0:Ak si vyjadríme z tejto rovni
e a, dostávamea = b2 + 1b+ 2 = b� 2 + 5b+ 2 :Nakoµko a a b majú by» 
elé èísla, tak èíslo b + 2 musí by» deliteµom 5. Tak¾e preòdostávame ¹tyri mo¾nosti: 1;�1; 5 a �5. Celkovo pre [a; b℄ máme ¹tyri rie¹enia [2;�1℄,[�10;�3℄, [2; 3℄ a [�10;�7℄. Zostáva tak pre tieto dvoji
e rie¹i» sústavuxy = a ;x+ y = b :
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kej rovni
e tvarux2 � bx+ a = 0:Postupne tak µahko nájdeme ¹tyri 
eloèíselné rie¹enia p�vodnej úlohy: [2;�5℄, [�5; 2℄,[2; 1℄ a [1; 2℄.4.2 (Miroslava Sotáková) Oznaème si dievèatá èíslami 1; 2; : : : ; 8. Zo zadania vyplýva,¾e ka¾dý 
hlape
 tan
oval práve so ¹tyrmi dievèatami, tak¾e mu m�¾eme priradi»jednu ¹tvori
u èísel z mno¾iny 1; 2; : : : ; 8. Uká¾eme, ¾e nem�¾eme vytvori» 8 ¹tvorí
tak, aby prienik µubovoµný
h dvo
h ¹tvorí
 boli práve dve èísla. (To by bolo v spores podmienkou, ¾e pre ka¾dý
h dvo
h 
hlap
ov dve dievèatá tan
ovali s oboma, dve lens jedným, dve len s druhým a dve netan
ovali ani s jedným.)Predpokladajme, ¾e existuje 8 taký
hto ¹tvorí
. V¹imnime si jednu z ni
h. Bez ujmyna v¹eobe
nosti ne
h je to ¹tvori
a (1; 2; 3; 4). S ostatnými ¹tvori
ami má prienik právedve èísla, zo ¹tyro
h èísel mo¾no vytvori» �42� = 6 dvojí
. Keï¾e 
h
eme vytvori» e¹teaspoò 7 ¹tvorí
, dve z ni
h budú ma» so ¹tvori
ou (1; 2; 3; 4) rovnaký prienik, bez ujmyna v¹eobe
nosti ne
h je to dvoji
a (1; 2). Keï¾e máme k dispozí
ii len 8 dievèat, jednadvoji
a m�¾e by» najvia
 v tro
h r�zny
h ¹tvori
ia
h. Bez ujmy na v¹eobe
nosti ne
hsú to ¹tvori
e (1; 2; 3; 4), (1; 2; 5; 6) a (1; 2; 7; 8).Dvoji
a (3; 4) sa u¾ nem�¾e vyskytova» v ¾iadnej ¹tvori
i, lebo by v tej ¹tvori
imusela by» aj dvoji
a (5; 6), aj dvoji
a (7; 8) (kv�li tomu, aby dve ¹tvori
e mali prienikpráve dve èísla), èo nie je mo¾né. Teda zo ¹tvori
e (1; 2; 3; 4) m�¾eme v ïal¹í
h piati
h¹tvori
ia
h pou¾i» len �42�� 2 = 4 dvoji
e, èo znamená, ¾e jedna bude aspoò vo dvo
h¹tvori
ia
h. Bez ujmy na v¹eobe
nosti ne
h je to dvoji
a (1; 3).Aby sme splnili podmienky úlohy, m�¾eme vytvori» ¹tvori
e (1; 3; 5; 7) a (1; 3; 6; 8),alebo (1; 3; 6; 7) a (1; 3; 5; 8). Pozrime sa na prvý prípad (ten druhý by sa rozobralúplne analogi
ky). Do posledný
h tro
h ¹tvorí
 m�¾eme pou¾i» len dvoji
e (1; 4) a (2; 3)(dvoji
u (2; 4) u¾ pou¾i» nem�¾eme, lebo by vo ¹tvori
i s òou musela by» aj dvoji
a(5; 7), aj dvoji
a (6; 8)). Teda jedna z ni
h bude aspoò vo dvo
h ¹tvori
ia
h (dokon
apráve vo dvo
h, lebo jedna dvoji
a m�¾e by» najvia
 v tro
h ¹tvori
ia
h). Ne
h je todvoji
a (a; b). Aby tie ¹tvori
e mali dvojprvkový prienik so ¹tvori
ou (1; 2; 3; 4), takmusia vyzera» (a; b; e; f) a (a; b; g; h). Len¾e aby posledná ¹tvori
a obsahujú
a (
; d)mala s nimi dvojprvkový prienik, musela by obsahova» aj dvoji
u (e; f) aj dvoji
u(g; h). Ale to je spor.Ostáva nám u¾ len napísa» 7 ¹tvorí
 (dievèat, s ktorými tan
ovali jednotliví 
hlap
i),ktoré spåòajú podmienky zadania. Pomerne µahko mo¾no nájs» napríklad ¹tvori
e(1; 2; 3; 4); (1; 2; 5; 6); (1; 2; 7; 8); (1; 3; 5; 7); (1; 3; 6; 8); (1; 4; 5; 6); (1; 4; 6; 7):4.3 Oznaème H orto
entrum trojuholníka ABC. Preto¾e j<)CHBj = 180Æ�j<)CABj == 180Æ � j<)C1A1B1j, tak bod A1 le¾í na kru¾ni
i k1 opísanej trojuholníku BHC.Podobne body B1 a C1 le¾ia postupne na kru¾ni
ia
h k2 a k3 opísaný
h trojuholníkomCHA a AHB. To znamená, ¾ej<)B1HC1j = j<)B1HAj+ j<)C1HAj = j<)B1CAj+ j<)C1BAj = 2j<)B1A1C1j :
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kej olympiádyPodobne tie¾ j<)C1HA1j = 2j<)C1B1A1j a j<)A1HB1j = 2j<)A1C1B1j, tak¾e H je stredkru¾ni
e opísanej trojuholníku A1B1C1.Veïme vr
holmi trojuholníkaABC priamky rovnobe¾né s jeho protiµahlými stranami.I
h prieseèníky ne
h sú A0; B0 a C0, prièom platí, ¾e trojuholníky A0B0C0 a A1B1C1sú podobné. To ale znamená, ¾e då¾ky úseèiek A0H, B0H a C0H sú postupne priemerykru¾ní
 k1, k2 a k3, ktoré sú rovnako dlhé (doká¾te si sami). Odtiaµ je u¾ zrejmé, ¾eexistuje zobrazenie, ktoré je zlo¾ením otoèenia a rovnoµahlosti, obe so stredom H,v ktorom obrazom trojuholníka A1B1C1 je trojuholník A0B0C0. Ak oznaèíme i
horto
entrá postupne H1 a H0, tak v tomto zobrazení musí by» obrazom bodu H1bod H0. Tak¾e j<)HH1H0j = j<)HA1A0j = 90Æ a nám staèí u¾ len dokáza», ¾e stred Okru¾ni
e opísanej trojuholníku ABC je stredom úseèky HH0.Vzhµadom na to, ¾e obraz trojuholníkaABC v rovnoµahlosti so stredom v jeho »a¾iskuT a koe�
iemtom �2 je trojuholník A0B0C0, tak ��!TH0 = �2�!TH. A preto¾e �!TH == �2�!TO (vyplýva to z Eulerovej priamky), tak dostávame ��!OH0 = ���!OH. Tým jed�kaz hotový.4.4 Skúmaním lineárny
h funk
ií m�¾eme prís» na niektoré rie¹enia. Ne
h f(x) = 
x+dpotom f(f(: : : f| {z }n-krát (x) : : : ))) = 
n + d(1 + 
+ 
2 + : : : 
n�1)Porovnaním s funk
iou, ktorú máme dosta», zistíme
 = npa; d = b1 + 
+ 
2 + : : : 
n�1 :Problémy nastanú iba v prípade 
 = 0, alebo ak je a < 0 a n je párne èíslo. Rozobermeprvý prípad. Ak 0 = 
 = npa, potom zrejme a = 0. V tomto prípade staèí polo¾i» d = b.Skú¹kou µahko overíme, ¾e funk
ia f(x) = b naozaj vyhovuje zadaniu pre a = 0. Ostávanám zisti», èi existuje spojitá funk
ia f(x) pre ktorú platíf(f(: : : f| {z }n-krát (x) : : : ))) = ax+ b;prièom a < 0 a n je nepárne prirodzené èíslo. Najprv doká¾eme, ¾e funk
ia f je prostá,t.j. z rovnosti f(x) = f(y) vyplýva x = y. Ne
h f(x) = f(y). Potom zrejme f(f(x)) == f(f(y)). Takto postupne dostanemef(f(: : : f| {z }n-krát (x) : : : ))) = f(f(: : : f| {z }n-krát (y) : : : )));èo je ekvivalentné s rovnos»ou ax+ b = ay+ b. Keï¾e a 6= 0 potom x = y. Teda funk
iaf(x) je prostá. V ïal¹om vyu¾ijeme nasledujú
u lemu (ktorú hneï aj doká¾eme).Lema. Ak f : R ! R je spojitá a prostá funk
ia, potom je rýdzomonotónna (rastú
aalebo klesajú
a).
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h nie je funk
ia rýdzomonotónna. Potom existujú èíslax < y < z také, ¾e f(x) < f(y); f(y) > f(z), alebo f(x) > f(y); f(y) < f(z).Rozoberme prvý prípad, s dodatoèným predpokladom f(x) < f(z) (rovnos» nem�¾enasta», lebo f(x)je prostá funk
ia). Ostatné mo¾nosti sa rozoberú analogi
ky.Keï¾e f(x) je spojitá tak z vety o medzihodnote (hovorí sa jej tie¾ Bolzanova veta)vyplýva, ¾e na intervale hx; yi existuje èíslo 
 také, ¾e f(
) = f(y). To je ale spors prostos»ou f(x). Teda nutne f musí by» rýdzomonotónna funk
ia. Tým je lemadokázaná.Vrá»me sa k prípadu a < 0. Funk
ia ax+b je zrejme klesajú
a. Ne
h je f(x) rastú
a.Potom je aj f(f(x)) rastú
a (doká¾te si to!). Podobne je aj funk
iaf(f(: : : f(x) : : : )) = ax+ brastú
a, èo je evidentne spor s klesajú
os»ou ax + b. V prípade, ¾e f(x) je klesajú
apotom je f(f(x)) rastú
a funk
ia (doká¾te si to!). Jednodu
ho induk
iou doká¾eme, ¾epo párnom poète iterá
ií (párne n) je funk
ia rastú
a, a po nepárnom poète iterá
ií(nepárne n) je funk
ia klesajú
a. Teda pre párne n dostávame spor. Z toho vyplýva, ¾epre a < 0 a párne n neexistuje funk
ia f(x) spåòajú
a podmienky zo zadania. Ostatnéprípady sme overili na zaèiatku. Skú¹kou sa µahko overí, ¾e nájdené funk
ie naozajvyhovujú zadaniu.4.5 Zrejme a1 = 0 a pre n = 2 platían+1 = n+ 1n� 1an � 2 :To znamená, ¾e postupnos» je jednoznaène urèená svojim druhým èlenom. Pritompostupnos» an = (n � 1) (
n+ 2), kde 
 = 12a2 � 1 je µubovoµné reálne èíslo, vyhovujerovnosti zo zadania. Tak¾e v¹etky postupnosti vyhovujú
e tejto rovnosti musia by»vy¹¹ie uvedeného tvaru. Èlenmi na¹ej postupnosti sú v¹ak len 
elé èísla, prièom 2000 jj a1999. Pritoma1999 = 1998(
 � 1999 + 2) = 
 � 2000 � 1998 + 2 � 1998� 1998
:To ale znamená, ¾e 1000 j 1998�999
, èi¾e 
 = 1000m+2, kdem 2 Z. Odtiaµ dostávame,¾e 2000 j an práve vtedy, keï 1000 j (n� 1) (n+ 1). Tak¾e n = 2k + 1, prièom k(k + 1)je deliteµné 250 = 2 � 53. Vzhµadom na to, ¾e èísla k a k + 1 sú nesúdeliteµné, tak µahkomo¾no urèi», ¾e najmen¹ie po¾adované n sa rovná 2 � 124 + 1 = 249.4.6 Preto¾e trojuholník A1A2A3 nie je rovnoramenný, µahko mo¾no nahliadnu», ¾eAiBiI (pre i = 1; 2; 3) sú naozaj trojuholníky, a teda im mo¾no opísa» kru¾ni
u.Lema. Ne
h I je stred kru¾ni
e vpísanej trojuhoníku ABC a T je stred kru¾ni
e opísanejtrojuholníku BIC. Potom T le¾í na osi uhla BAC.
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kej olympiádyD�kaz. Narysujme si osi vonkaj¹í
h uhlov pri vr
holo
h B a C (pozri obrázok). Pretí-najú sa v bode E, ktorý le¾í aj na osi uhla BAC. Preto¾e BE?BI a CE?CI, tak¹tvoruholník BECI je tetivový, prièom stred jemu opísanej kru¾ni
e le¾í na IE. Tentostred je v¹ak aj stredom kru¾ni
e opísanej trojuholníku BIC. Tým je lema dokázaná.
A

B
C

EI T
�Obr. 74 A1

A2
A3IO1 O2O3 T1

T2
T3
�Obr. 75Vrá»me sa teraz k na¹ej úlohe. Pre i = 1; 2; 3 oznaème Oi stred kru¾ni
e ki a Tistred kru¾ni
e opísanej trojuholníku Ai+1IAi+2. Ïalej oznaème Qi prieseèník priamokOi+1Oi+2 a Ti+1Ti+2. Zrejme Oi le¾í na osi vnútorného uhla (trojuholníka A1A2A3) privr
hole Ai. Podµa lemy na tejto osi le¾í aj bod Ti. Teda priamky T1O1, T2O2 a T3O3sa pretínajú v jednom bode. Podµa Desarguesovej vety body Q1; Q2 a Q3 le¾ia najednej priamke. Av¹ak Ti+1Ti+2 je osou úseèky AiI a Oi+1Oi+2 je osou úseèky BiI. Toznamená, ¾e bod Qi je stred kru¾ni
e opísanej trojuholníku AiBiI.Poznámka. V rie¹ení sme vyu¾ili Desarguesovu vetu, ktorá patrí medzi nie príli¹ známe.Via
 o nej m�¾ete nájs» napr. v bro¾úre A. Niederle: Zajímavé dvoji
e trojùhelníkù,©MM 47, alebo v ho
ijakej kni¾ke z projektívnej geometrie.4.7 (Tomá¹ Jurík)b) Maximálnym vektorom budeme nazýva» súèet vektorov v niektorej z maximálny
hmno¾ín. Bez ujmy na v¹eobe
nosti, ne
h `(A) = 1, kde A je niektorá z maximálny
hmno¾ín. V¹etky maximálne vektory teraz le¾ia na kru¾ni
i k so stredom (0; 0) a po-lomerom 1. Ne
h V = f ~u1; : : : ; ~ung. Nakreslime teraz n kru¾ní
 ki(~ui; 1). Keï nejakýmaximálny vektor ~v zodpovedajú
i maximálnej mno¾ine A le¾í na oblúku kru¾ni
e k,ktorý je v kruhu (prípadne na okraji) danom kru¾ni
ou ki, tak veµkos» vektora ~v+ ~ui jeväè¹ia ako 1. Preto A musí obsahova» ~ui. Naopak, keï v le¾í mimo tohto kruhu, nem�¾eA obsahova» ~ui, lebo inak mno¾ina A n f~uig by mala súèet vektorov ~v � ~ui, a ten bybol mimo kruhu ohranièeného kru¾ni
ou k.Induk
iou sa µahko uká¾e, ¾e kru¾ni
e ki rozdelia kru¾ni
u k na najvia
 2n èastí. Keïsi vezmeme niektorú z tý
hto èastí spolu s jej okrajovými bodmi, staèí si v¹imnú», vktorý
h kruho
h le¾í a v ktorý
h nele¾í a vieme jednoznaène poveda», ktoré z vektorov~ui (a ¾iadne iné) sa musia na
hádza» v mno¾ine A, ak súèet jej vektorov má le¾a» natomto úseku. Takáto maximálna mno¾ina m�¾e by» teda pre zvolený úsek nanajvý¹jedna. Tým je tvrdenie dokázané.a) Pre n = 4 je mo¾né skon¹truova» vektory nasledujú
im sp�sobom: Oznaème O
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ovej sústavy. Ne
h bod Amá súradni
e �12 ;� 12p3�. Zvoµmeteraz body Xi, i = 2; 3; : : : ; n � 1, so súradni
ami (
os'i; sin'i), kde 60Æ = '1 << '2 < : : : < 'n�1 = 120Æ a 'i + 'n�i = 180Æ (mno¾ina tý
hto bodov je symetri
kávzhµadom na os y). Teraz staèí zvoli» ~u1 = ��!OX1, ~ui = �����!Xi�1Xi, i = 2; 3; : : : ; n � 1 a~un = �!OA. Je zrejmé, ¾e maximálne vektory budú ��!OXi a ��!XiO, i = 1; 2; : : : ; n�1, spolus (1; 0) a (�1; 0), teda 2n maximálny
h vektorov. ¥ahko sa mo¾no presvedèi», ¾e ¾iadnamno¾ina A vytvorená z takto zvolený
h vektorov nebude ma» `(A) > 1. To, ¾e toto nieje jediná voµba vektorov zistíme napríklad pre n = 5, kde m�¾eme zvoli» vektory ��!OAi,i = 1; 2; 3; 4; 5, kde A1A2A3A4A5 je pravidelný 5-uholník vpísaný do kru¾ni
e k(O; 1).Piata séria5.1 Zrejme staèí dokáza» nerovnostix31 + x32 + x33 + x34 = 1x1 + 1x2 + 1x3 + 1x4 ; (1)x31 + x32 + x33 + x34 = x1 + x2 + x3 + x4: (2)Z AG-nerovnosti dostávame 3(x31 + x32 + x33 + x34) == (x31 + x32 + x33) + (x31 + x32 + x34) + (x31 + x33 + x34) + (x32 + x33 + x44) == 3(x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4) = 3� 1x1 + 1x2 + 1x3 + 1x4� :Odtiaµ u¾ vyplýva nerovnos» (1).Ïalej vyu¾ijeme nerovnos» medzi mo
ninnými priemermi, ktorá hovorí, ¾e ak súkladné reálne èísla a1; a2; : : : ; an a p > q > 0, potom�ap1 + ap2 + : : :+ apnn �1=p = �aq1 + aq2 + : : :+ aqnn �1=q :©pe
iálne pre p = 3, q = 1 po umo
není mámex31 + x32 + x33 + x34 = 116(x1 + x2 + x3 + x4)3:Pritom z AG-nerovnosti máme x1 + x2 + x3 + x4 = 4 4px1x2x3x4 = 4. Z posledný
hdvo
h nerovností dostávamex31 + x32 + x33 + x34 = 116 � 42 � (x1 + x2 + x3 + x4) = x1 + x2 + x3 + x4;
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kej olympiádyèo je nerovnos» (2).Tým sme dokázali, èo bolo treba.5.2 V¹imnime si najsk�r, ¾e zámenou riadkov (ståp
ov) m�¾eme dosiahnu» i
h µubovoµnéusporiadanie. Keï¾e ka¾dý riadok je unikátny (na mieste, kde obsahuje jednotku nem�¾ejednotku obsahova» ¾iadny iný riadok), staèí nám usporiada» ståp
e tak, aby ku ka¾démup�vodnému riadku existoval inverzný riadok (s vymenenými 1 a �1). Potom u¾ lenusporiadame riadky na správne miesta. V ïal¹om teda budeme uva¾ova» iba mno¾inun riadkov bez usporiadania.Keï¾e ka¾dý riadok obsahuje práve jednu 1 aj �1, potom m�¾eme de�nova» funk
iuf : Nn ! Nn (kde Nn = f1; 2; : : : ; ng) tak, ¾e f(i) pre i 2 Nn udáva pozí
iu 1 v riadkuobsahujú
om �1 na i-tom mieste. Takto de�novaná funk
ia je permutá
iou mno¾inyNn (ka¾dý ståpe
 obsahuje práve jednu 1 aj �1), pre ktorú f(i) 6= i, i 2 Nn. Navy¹etie¾ ku ka¾dej takejto permutá
ii existuje n zodpovedajú
i
h riadkov. V¹imnime si, akosa transformuje funk
ia f na f 0, keï pozí
ie povymieòaný
h ståp
ov reprezentujemepermutá
iou g. Keï je v novom usporiadaní �1 na i-tom mieste, pred usporiadanímbola na g�1(i)-tom mieste, a následne 1 bola na f(g�1(i))-tom mieste, ale teraz je u¾na g(f(g�1(i)))-tom mieste, èi¾e f 0 = g Æ f Æ g�1.Zamyslime sa teraz nad tým, akú permutá
iu f 0 
h
eme dosiahnu». Ak riadok, ktorýmal na i-tom mieste �1, mal na f(i)-tom mieste 1, potom po usporiadaní má ma»riadok s �1 na f(i)-tom mieste 1 na i-tom mieste, teda f 0(f(i)) = i, èo m�¾eme zapísa»ako f 0 = f�1. Existen
iu vhodnej permutá
ie g uká¾eme kon¹trukène.Pre ka¾dý 
yklus a1, a2, : : : ,ak permutá
ie f (t.j. f(a1) = a2, : : : f(ak�1) = ak,f(ak) = a1) de�nujme g(ai) = ak+1�i, i 2 Nk. V¹imnime si, ¾e g�1 = g a následnef 0(ai) = g(f(g�1(ai))) = g(f(ak+1�i)) = g(ak+2�i) = ai�1 pre i 2 Nk (pre i = 1rozumieme k + 1 v indexe ako 1 a 0 ako k), èo skutoène znamená f 0 = f�1. Tým jetvrdenie dokázané.5.3 (Peter Sidó) Troj
iferné èíslo s 
iframi a; b; 
 si oznaème ab
. Roz¹írme si oznaèenietak, ¾e ab je èíslo 10a+b, kde b je jedno
iferné èíslo, ale am�¾e by» via
 ako jedno
iferné.Napríklad ak a = 145, b = 5 potom ab = 1455.Zrejme platí xi = x0. Odtiaµ máme9Xi=0 1xi < 9Xi=0 1x0 = 10x0 = 1x:Ak sa v mno¾ine M na
hádzalo èíslo xi, tak sa v M zrejme nena
hádzalo èíslo x (boloby µavým blokom). Podobne ak sa v mno¾ine na
hádzalo èíslo x, tak sa tam nemohlovyskytova» èíslo xi. Rozdeµme si mno¾inu M na mno¾iny MA, kde do mno¾iny MAdáme v¹etky èísla Ai patria
e do M . Do mno¾iny M0 dáme v¹etky jedno
iferné èísla.Zrejme zjednotenie v¹etký
h mno¾ín MA a mno¾iny M0 je 
elá mno¾ina M .Vezmime mno¾inu ML, pre ktorú je L najväè¹í z indexov. Taký index v¾dy existuje,lebo mno¾ín je len koneèný poèet. Zrejme sa v tejto mno¾ine na
hádzajú najväè¹ieèísla mno¾iny M . Pokiaµ je L > 0, tak nahradíme v¹etky prvky mno¾iny ML èíslom L
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hádzajú
i
h úvah) zväè¹í. Nová mno¾ina, ktorá vznikne,je znovu ¹pe
iálna (premyslite si to). Znovu opakujeme 
elý postup. Keï¾e mno¾ínje koneèný poèet, lebo prvkov mno¾iny M je koneèný poèet, tak sa nám ná¹ postupraz zastaví (zmen¹ujem najväè¹ie èíslo mno¾iny M). Nakonie
 dospejeme k tomu, ¾enemáme ¾iadnu mno¾inu MA pre A > 0. Teda v¹etky prvky sú v mno¾ine M0. Keï¾esme ka¾dým krokom súèet zväè¹ovali, tak potomXn2M 1n 5 1 + 12 + : : :+ 19 ;èo je tvrdenie, ktoré sme mali dokáza».5.4 (Róbert Lukoµka) Oznaème strany a uhly v trojuholníku obvyklým sp�sobom.Predpokladajme najprv, ¾e uhol � je ostrý. Oznaème Q prieseèník priamok AP a BC,SA stred strany BC, SD stred úseèky CD, S stred kru¾ni
e opísanej trojuholníkuACD. Ïalej ne
h ' = j<)CDAj, ! = j<)SCDj. Podµa zadania je trojuholník ACDrovnoramenný (so základòou AD), tak¾e os strany AD pre
hádza vr
holom C (a zrejmeaj bodom S), a teda CS?AD. Odtiaµ máme! + ' = 90Æ: (1)©tvoruholník APCD je podµa zadania tetivový, a preto j<)APCj+ j<)CDAj = 180Æ, èi¾ej<)QPCj = 180Æ � j<)APCj = j<)CDAj = '. Navia
 uhol BPC je pravý, tak¾e z (1)dostávame j<)BPQj = 90Æ � j<)QPCj = 90Æ � ' = !.A
B C D

EF P
Q

S
SA SD�Obr. 76Spojni
a stredov Talesovej kru¾ni
e nad BC a kru¾ni
e opísanej trojuholníku ACDje zrejme kolmá na i
h spoloènú tetivu, èi¾e SAS?PC. To ale znamená, ¾e SAS k BP(lebo priamky SAS a BP sú kolmé na CP ). Ïalej uhly PBC a SSASD zhodné (lebosú súhlasné), a teda pravouhlé trojuholníky BPC a SASSD sú podobné. Z toho mámejPCjjPBj = jSSDjjSASDj : (2)Trojuholníky QCP a BQP majú spoloènú vý¹ku v. Ak i
h obsahy vypoèítame dvomasp�sobmi, dostávamejQCjjBQj = v � jQCjv � jBQj = 2S4QCP2S4BQP = jPCj � jPQj � sin'jPQj � jPBj � sin! = jPCjjPBj � sin'sin! : (3)
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kej olympiádyPo dosadení (1) a (2) do (3) mámejQCjjBQj = jSSDjjSASDj � sin'
os' = jSSDjjSASDj � tg' (4)Ïalej trojuholník CDS je rovnoramenný, a teda SSD?CD. Z pravouhlého trojuholníkaCSDS potom vyu¾itím (1) dostávamejSSDj = jCSDj � tg! = jCSDj � tg (90Æ � ') = jCSDj � 1tg' : (5)Dosadením (4) do (5) a vyu¾itím jCSDj = 12 jCDj = 12b, jSASDj = 12 jBCj + 12 jCDj == 12 (a+ b) máme jQCjjBQj = jCSDj � 1tg'jSASDj � tg' = jCSDjjSASDj = ba+ b : (6)Priamky AQ, BE a CF sa pretínajú v jednom bode, tak¾e z C�evovej vety vyplývajAF jjFBj � jBQjjQCj � jCEjjEAj = 1: (7)Dosadením (6) do (7) u¾ koneène dostávame1 = jAF jjFBj � a+ bb � jCEjjEAj = jAF jjFBj � jBDjjDCj � jCEjjEAj ;tak¾e podµa Menelaovej vety máme, ¾e body E;F;D le¾ia na jednej priamke.V prípade � = 90Æ zrejme P � A, tak¾e E � F � A, a teda body E;F;D le¾iatriviálne na jednej priamke.V prípade � > 90Æ je situá
ia rovnaká ako pre � < 90Æ, len rovnos» j<)QPCj = 'dostaneme z toho, ¾e uhly QPC a ADC sú obvodové nad AC, a teda sú rovnaké.5.5 Predpokladajme, ¾e funk
ia f(x) = fax + sinxg je periodi
ká s periódou t > 0.Potom dostávame fax+ sinxg = fa(x+ t) + sin (x+ t)gfsinxg = fat+ sin (x+ t)g: (1)Dosadením x = �t do (1) a vyu¾itím sin (�t) = sin t dostaneme rovnos»fsin tg = fatg: (2)Po dosadení x = 0 do (1) a úpravá
h, s vyu¾itím (2) dostávame0 = fat+ sin tg = �fatg+ fsin tg	 = �2fsin tg	 = �2fatg	:



Kore¹pondenèný seminár SK MO, rie¹enia 191¥ahko nahliadneme, ¾e na to, aby �2fsin tg	 = 0, nutne sin t 2 f�1;�12 ; 0; 12 ; 1g.¥ubovoµné rie¹enie t tak m�¾eme zapísa» v tvare t = r�, r 2 Q . Zároveò �2fatg	 = 0,èi¾e 2at = z pre nejaké 
elé èíslo z. Potom ale a = z2t = z2r� . Funk
ia f teda m�¾e by»periodi
ká iba pre a = m=�, kde m je ra
ionálne èíslo.Teraz uká¾eme, ¾e pre µubovoµné a = m=�, kde m 2 Q je uvedená funk
ia periodi
ká.Ne
h m = p=q je zlomok v základnom tvare. Uva¾ujme periódu 2q�. Zrejme platíf(ax+ 2q�) = fa(x+ 2q�) + sin (x+ 2q�)g = fax+ 2q� �m=� + sinxg == fax+ 2p+ sinxg = fax+ sinxg;èi¾e funk
ia f je periodi
ká s periódou 2q�.Tým sme dokázali, ¾e funk
ia f(x) = fax+ sinxg je periodi
ká práve vtedy, keï a�je ra
ionálne èíslo (èi¾e a = m=�, kde m 2 Q ).5.6 Predpokladajme, ¾e existuje n také, ¾e(36a+ b) (36b+ a) = 2n:V¹imnime si, ¾e hodnoty v obidvo
h zátvorká
h sú aspoò 37. To znamená, ¾e nutnen > 10 a èísla a; b sú párne. Ne
h a = 2a1, b = 2b1, kde a1; b1 sú prirodzené èísla.Predelením ¹tyrmi dostávame(36a1 + b1) (36b1 + a1) = 2n�2:Takýto postup m�¾eme opakova» dovtedy, kým nebude mo
nina èísla 2 men¹ia ako 10,èím d�jdeme ku sporu.5.7 (Katarína Quittnerová) V úvode si povedzme nieèo o mno¾iná
h bodov v rovine.Najprv si uvedomme, èo je vlastne konvexná mno¾ina. Je to mno¾ina bodov taká, ¾e akv nej le¾ia dva body, tak v nej le¾í aj 
elá úseèka, ktorá i
h spája. Toto spåòajú konvexnémnohouholníky, ale napríklad aj polrovina a kruh. Ïalej si uvedieme nejaké de�ní
ie.Ne
hM je mno¾ina bodov v rovine. Hovoríme, ¾eM je otvorená, ak okolo ka¾dého jejbodu mo¾no opísa» krú¾ok, ktorý 
elý le¾í vM. Hovoríme, ¾eM je uzavretá, ak okoloka¾dého bodu, ktorý v nej nele¾í mo¾no opísa» krú¾ok, ktorý má sM prázdny prienik.Tvrdenie doká¾eme sporom. Ne
h K je (neprázdna) uzavretá a konvexná mno¾inabodov v rovine, ktorá je obsiahnutá v trojuholníku ABC s minimálnym obsahoma neobsahuje stred strany RQ (oznaèíme ho D). Z uzavretosti vyplýva, ¾e existujekruh (ne
h je ohranièený kru¾ni
ou k) so stredom D a polomerom r > 0, ktorý más K prázdny prienik. Navia
 ne
h 2r < 
 = jABj (inak kru¾ni
u zmen¹íme). Oznaème
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kej olympiádyP;Q prieseèníky kru¾ni
e k so stranou AB, prièom jAP j < jAQj. Ne
h p je dotyèni
akru¾ni
e k, ktorá je rovnobe¾ná s priamkou AB a le¾í v polrovine ABC.
A B

C
DP QR Sk

pqT1 T2 T3T4
	Obr. 77Priamka p a kru¾ni
a k rozdeµujú trojuholník ABC na ¹tyri èasti T1, T2, T3 a T4 (pozriobrázok). Pritom K má s T2 prázdny prienik. Ka¾dá spojni
a bodov X;Y , ktoré le¾iapostupne v T1, T3 má zrejme neprázdny prienik s T2. Potom z konvexnosti dostávame,¾e K musí ma» prázdny prienik aspoò s jednou z èastí T1,T3. Bez ujmy na v¹eobe
nostine
h je to T3. Vezmime teraz takú priamku q, ktorá pre
hádza bodom P a pre jejprieseèníky R a S s priamkou AC a stranou BC platí jRAj < r, jSBj < r (taká priamkazrejme existuje). Potom platí j<)APRj = j<)BPSj (ide o vr
holové uhly), jAP j = 12
�r,jBP j = 12
+ r > jAP j, jRP j < jAP j+ jARj < 12
� r + r = 12
, jPSj = jPBj � jBSj >> 12
+ r � r = 12
 > jRP j. Z toho mámeS4APR = 12 jAP j � jRP j � sin j<)APRj < 12 jBP j � jPSj � sin j<)BPSj = S4BPS:Potom ale S4RSC = S4ABC � S4BPS + S4APR < S4ABC . Pritom trojuholník PBSje 
elý obsiahnutý v zjednotení èastí T2 a T3. Pritom ale K je obsiahnuté vo ¹tvoruhol-níku APSC, ktorý je zase obsiahnutý v trojuholníku RSC. Z poslednej rovnosti v¹akdostávame spor s minimalitou obsahu trojuholníka ABC.Tým sme dokázali, èo bolo treba.



Iné kore¹pondenèné semináreOkrem matemati
kej olympiády sú pre ¹tudentov základný
h aj stredný
h ¹k�l poèas¹kolského roka organizované aj iné matemati
ké sú»a¾e. Patria medzi ne predov¹etkýmkore¹pondenèné semináre. Tieto sú»a¾e sa v detailo
h istotne lí¹ia, av¹ak základnéèrty majú spoloèné: poèas ¹kolského roka prebiehajú dve èasti (letná a zimná), ktorépozostávajú zväè¹a z tro
h sérií úloh rozosielaný
h rie¹iteµom do ¹k�l alebo domov.Rie¹enia sú»a¾ia
i vypra
ovávajú rovnakou formou ako v MO a v urèenom termíne i
hodosielajú na adresu príslu¹ného seminára, odkiaµ sa po niekoµký
h dòo
h a¾ tý¾dòo
hvrátia opravené spolu so vzorovými rie¹eniami a výsledkovou listinou. Mlad¹í a menejskúsení rie¹itelia zväè¹a nemusia rie¹i» tie najzlo¾itej¹ie príklady, aby aj oni mali ¹an
uovplyvni» poradie na prvý
h miesta
h. Na kon
i obo
h èastí sú»a¾e sú pribli¾ne tridsiatinajúspe¹nej¹í rie¹itelia pozývaní na tý¾dòové sústredenie, úèas» na ktorom býva èastonajsilnej¹ou motivá
iou na rie¹enie úloh. Nie je ale mo¾né nespomenú», ¾e takýtopravidelný tréning sa odrá¾a aj na výsledko
h dosahovaný
h v MO, a ¾e drvivá väè¹inareprezentantov Slovenska a Èeskej republiky na MMO, príp. MIO sa aktívne zapájalado via
erý
h z tý
hto seminárov.Ni¾¹ie uvedené kore¹pondenèné semináre (KS) sú urèené predov¹etkým ¹tudentomstredný
h ¹k�l, svojim záberom pokrývajú územie 
elého Slovenska a èasto majú ajrie¹iteµov z Èeskej Republiky. Je v¹ak mo¾né, ¾e vo svojom okolí nájdete aj men¹iesú»a¾e podobného druhu.Bratislava | Bratislavský kore¹pondenèný matemati
ký seminár | BKMSTento KS je organizovaný ¹tudentmi MFF UK v Bratislave zväè¹a (80%) bra-tislavského p�vodu. Série bývajú temati
ky zamerané a obsahujú niekedy aj veµminároèné úlohy. Okrem seminára ÚK MO sa práve tento najvia
 venuje príprave na MOv kategórii A. Sústredenia s pestrou 
eloslovenskou úèas»ou a takmer v¾dy aj so vzorkou"zahranièného\ úèastníka z ÈR mávajú asi najbohat¹í matemati
ký program.BKMSRNDr. Jaroslav Gurièan, CS
.KATÈ MFF UKMlynská dolina842 48 Bratislavae-mail: bkms�pobox.skURL: http://www.bkms.sk/Stredné Slovensko | Stredoslovenský kore¹pondenèný matemati
ký semi-nár | SKMSTento KS je momentálne organizovaný skupinou ¹tudentov MFF UK v Bratislave,po
hádzajú
i
h zo stredného, príp. vý
hodného Slovenska. Je pokraèovateµom tradí-
ie stredoslovenský
h KS organizovaný
h v minulosti zo ®iliny a Banskej Bystri
e.



194 49. roèník matemati
kej olympiádyDo súèasnej podoby sa SKMS prepra
oval pred niekoµkými rokmi, keï sa organizá-
ie ujala skupina bývalý
h rie¹iteµov, v tom èase ¹tudujú
i
h v Bratislave. Pre tútosú»a¾ je 
harakteristi
ký nízky vekový priemer rie¹iteµov, sú»a¾né úlohy majú blízko kukategórii B alebo C MO. SKMSKZDM MFF UKMlynská dolina842 48 Bratislavae-mail: skms�host.skURL: http://skms.miesto.sk/Vý
hodné Slovensko | Kore¹pondenèný seminár z matematiky STROMKore¹pondenèný seminár STROM je organizovaný z PF UPJ© v Ko¹i
ia
h skupinounad¹en
ov, väè¹inou bývalý
h rie¹iteµov seminára. Je pokraèovateµom najstar¹ieho ko-re¹pondenèného seminára v bývalom Èeskoslovensku. Jednotlivé série bývajú temati
kyzamerané, témy v¹ak èasto bývajú netradièné a niekedy sa obsahovo lí¹ia od úloh v MO.Sústredenia s najmä "vý
hodoslovenskou\ úèas»ou majú takmer neprekonateµne dru¾núatmosféru. STROMPF UPJ©Jesenná 5040 01 Ko¹i
ee-mail: strom�upjs.skURL: http://www.strom.sk/Kore¹pondenèný seminár z programovania | KSPNa rozdiel od pred
hádzajú
i
h KS, je KSP sú»a¾ou v programovaní. V¹etky jehosú»a¾né úlohy sú, podobne ako na MIO, prakti
ké. KSP je organizovaný zanietenouskupinkou ¹tudentov MFF UK v Bratislave, ktorí majú zároveò na starosti v¹etkyostatné sú»a¾e v programovaní od COFAX-u a¾ po MO{P. Sústredenia bývajú miernenetradiène na jar a na jeseò. KSPKVI MFF UKMlynská Dolina842 48 Bratislavae-mail: ksp�ksp.skURL: http://www.ksp.sk/Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminárov zapoji», najrozumnej¹ie je po¾iada»o zaslanie úloh prvej série zaèiatkom septembra alebo zaèiatkom januára.
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