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O priebehu 50. ro¢nika matematickej olympiady

Matematicka olympidda (MO) je najstar§ia a najmasovejsia stutaz ziakov zakladnych
a strednych §kol v SR. Vyhlasuje ju Ministerstvo skolstva Slovenskej republiky (MS SR)
v spolupréci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov (JSMF). V Skolskom roku
2000/2001 sa uskutocnil uz jubilejny 50. roénik MO, pretoze matematickd olympidda
na Slovensku je pokracovatelom rovnakej stitaze z byvalého Ceskoslovenska. Tak ako
po iné roky, aj tento ro¢nik MO mala riadit Slovenska komisia matematickej olympiady
(SK MO). Je vSak treba povedat, 7e mandat SK MO zanikol v roku 1999 a MS SR,
vymenovalo predsedu SK MO — doc. RNDr. Vladislava Rosu, CSc. — az 27.12. 2000.
A pretoze Slovenski komisiu matematickej olympiady menuje jej predseda, mohol tak
urobit aZ po svojom menovani, teda aZ zac¢iatkom roku 2001. Désledok: cely kalendarny
rok 2000 (ktory UNESCO vyhlasilo za svetovy rok matematiky a v ktorom zacal prebie-
hat jubilejny 50. ro¢nik MO), SK MO de jure neexistovala a riadila tito mohutni sutaz
len zo zotrvacnosti — aby sa neublizilo ziakom. Jednotlivé kold odborne a organizacne
zabezpecovali okresné a krajské komisie MO (OK MO, KK MO).

Cielom sutaze je vyhladavanie Ziakov talentovanych v matematike, prebudzanie a
podpora ich zaujmu o nu, rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich usmernovanie a
vedenie k samostatnej tvorivej ¢innosti. Vyvrcholenim siitaze je priprava na reprezenta-
ciu Slovenskej republiky a i¢ast na medzinarodnych sitaziach, najmi na Medzinarodnej
matematickej olympiade (IMO) a Medzinarodnej informatickej olympidde (IOT).

Aj v tomto ro¢niku boli dlohy vo vSetkych kolach MO v Ceskej republike a na
Slovensku rovnaké. MO prebehla vo vSetkych 8 krajoch a 79 okresoch SR, a to navzdory
vysSie uvedenym problémom a navzdory chripkovej epidémii, ktord sice v niekolkych
okresoch neumoznila usporiadat okresné kolo MO v kategorii Z9 v planovanom termine,
ale ulohovej komisii pre kategorie Z sa podarilo zabezpecit ekvivalentné ndhradné tlohy
a uskuto¢nit toto kolo v ndhradnom termine; aj touto cestou dakujeme. Kvoli iplnosti
uvedme persondlne obsadenie fiktivnej, ale de facto pracujicej SK MO v 50. ro¢niku
stutaze.

Predsednictvo SK MO tvorili:

doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., Slovenska statna inspekcia, predseda SK MO,

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FPEDaS ZU Zilina, podpredseda, od 23.5.2001
predseda SK MO,

RNDr. Andrej Blaho, FMFI UK Bratislava,

RNDr. Monika Dillingerova, FMFI UK Bratislava,

Juray Foldes, FMFI UK Bratislava,

doc. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,

prof. RNDr. Jozef Moravéik, CSc., FPV ZU Zilina,

RNDr. Oliver Ralik, CSc., FPV UKF Nitra,

PhDr. Oto Klostermann, MS SR,
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Ivan Lukdc¢, TUVENTA Bratislava.

Clenmi Predsednictva SK MO boli z titulu svojej funkcie predsedovia KK MO:
RNDr. Zuzana Frkovd, Gymnéazium Grosslingova Bratislava,
RNDr. Maria Luckd, CSc., PF TU Trnava,
prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra,
RNDr. Sona Pavlikova, CSc., TU Trencin,
doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FPEDaS ZU Zilina,
RNDr. Eva Oravcovd, FPV UMB Banska Bystrica,
RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kogice,
Mgr. Milan Demko, PedF PU Presov.

SK MO dalej tvorili:
doc. RNDr. Gabriela Andrejkovd, CSc., PF UPJS Kogice,
RNDr. Ludovit Baldzs, PF UPJS Kogice,
RNDr. Milan Cirjak, MC Presov,
Michal Forisek, FMFI UK Bratislava,
RNDr. Milota Hilkovd, ZS Jilemnického, Reviica,
RNDr. Anton Hndt, Gymnazium Michalovce,
RNDr. Viadimir Jodas, Statny pedagogicky tistav Bratislava,
Vladimir Koutny, FMFI UK Bratislava,
Eugen Kovac, FMFI UK Bratislava,
Mgr. Jozsef Mészdiros, Gymnéazium s vyucovacim jazykom madarskym, Galanta,
RNDr. Dagmar Mikulasovd, Gymnazium Trencin,
doc. RNDr. Ludovit Niepel, CSc., FMFI UK Bratislava,
RNDr. Dana Pardubska, CSc., FMFI UK Bratislava,
RNDr. Dana Smutna, FPV UMB Banska Bystrica,
Mgr. Tomas Vinar, FMFI UK Bratislava,
Mgr. Dagmar Vongrejovd, ZS Moskovska Zilina.

V priebehu 50. ro¢nika MO sa uskutoc¢nilo jedno plenarne zasadnutie SK MO a
tri zasadnutia P SK MO. Zamerali sa na obsahové a organizacné zabezpecenie MO,
finan¢né pokrytie sutaze, dalsie aktivity (koreSponden¢né seminare, sustredenia a pod.),
ako aj na pokracovanie partnerskej spoluprace s ¢eskou Ustiedni komisi MO pri pri-
prave sutaznych tloh a terminovom zabezpeceni prebiehajiceho i dalSieho ro¢nika MO.
Hostitelom oboch zasadnuti tilohovych komisii bola v tomto ro¢niku slovenské strana.
Za zadanim kazdej sutaznej tlohy v dalSom texte v zatvorke uviddzame meno autora
resp. navrhovatela tlohy.

Organizacia sutaze zostala v 50. roéniku MO zachovana: pre ziakov zakladnych
skol bola rozdelena do Siestich kategérii Z4 — Z9 urcenych ziakom 4. az 9. roc¢nika
ZS a odpovedajicich ro¢nikov osemro¢nych gymnézii. Pre Ziakov strednych £kol a
im zodpovedajucich ro¢nikov viacroénych gymnéazii bola sitaz organizovana v Styroch
kategoriach: C, B, A a P. Kategéria C bola urcend pre Studentov prvych roc¢nikov,
kategoria B pre Studentov druhych roc¢nikov a kategéria A pre Studentov tretich a
stvrtych roc¢nikov strednych skol. Kategéria P, zamerana na tlohy z programovania
a matematickej informatiky, bola urcend Zziakom vSetkych roc¢nikov strednych skol.
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Talentovani Ziaci mohli po sthlase svojho uditela matematiky sutazit aj vo vysSej
vekovej kategérii. Tykalo sa to aj ziakov ZS, ktori tieZ mohli safazif v niektorej z
kategorii A, B, C a P.

Sutaz v kazdej z kategdrii pozostava z niekolkych postupovych kol, pricom v kategorii
74 je najvyssim kolom Skolské kolo, v kategoridch Z5 — Z8 je to okresné kolo, v
kategoriach Z9, C a B sa sutaz kon¢i krajskym kolom a v kategériach A i P olympiada
vyvrcholila celostatnym kolom.

Celostatne kolo 50. roénika MO v kategdrii A sa uskutocnilo v dioch 1.-4. aprila
2001 a celostatne kolo 50. roénika MO v kategérii P v ditoch 4.-7. aprila 2001 v Ziline.

Do celostatneho kola (CK MO) bolo pozvanych 39 najlepsich rieSitelov krajskych kol
v kategérii A a 26 najlepSich rieSitelov krajskych kol v kategorii P, pri¢om sa postu-
povalo podla poradia zostaveného po koordinacii bodovych hodnoteni z jednotlivych
krajov. V tomto kole je stutaz rozdelend do dvoch dni. V kategorii A riesia sttaziaci
kazdy den tri lohy v ¢asovom limite 4 hodiny, v kategorii P v rovnakom limite prvy
den tri teoretické tilohy a druhy den dve praktické tlohy na pocitaci.

Zorganizovanim CK MO bola zilinské krajskd komisia MO poverend az 1. februara
2001. Pretoze autor tychto riadkov bol vedicim organizac¢ného vyboru CK MO, nebude
sa vyjadrovat ku kvalite organizovania — to by mali urobit ini. Ubytovanie, stravovanie
aj samotnéa sttfaz prebehli v areali ZU na Velkom dieli, teda vSetko podstatné mali
sttaziaci ,,na dosah“. Mesto Zilina poskytuje ur¢ité kultirne moznosti — kiné, koncerty,
galérie — o ktorych boli tcastnikom CK MO poskytované informacie. Okrem toho sa
podarilo zorganizovat vylet tak pre kategériu A ako aj pre kategériu P na prekrasne
Sulovské skaly zakvitnuté poniklecom alpinskym.

Jedendst najuspesnejsich riesitelov tretieho kola MO kategdrie A prijalo pozvanie na
vyberové stustredenie v dioch 17.-21.4. 2001 na FMFI UK v Bratislave. Na zaklade
vysledkov tohto sustredenia, vysledkov predchadzajucich kol MO a s prihliadnutim
na uspesnost v koreSpondenénom seminari SK MO bolo na konci ststredenia vybrané
Sest¢lenné druzstvo na reprezenticiu SR na IMO vo Washingtone v diioch 1.-14. jila
2001. Tento vyber absolvoval eSte jedno (pripravné) ststredenie v ditoch 8.-12.6. 2001
v Bratislave a zaroveii nas reprezentoval na medzindrodnom trojstretnuti s Ceskou
republikou a Polskom, ktoré sa konalo v Bilovei v diioch 14.-15.6. 2001. MedziStatnemu
trojstretnutiu ako aj IMO st v tejto rocenke venované samostatné kapitoly.

Vyberové sustredenie pre najlepSich rieSitelov v kategérii P sa uskutocnilo na
FMFI UK v Bratislave. V ramci naro¢ného ststredenia, ktoré priblizovalo podmienky
medzinarodnej sutaze, ucastnici kazdy denn dopoludnia tvorili programy, ktoré vecer v
ten isty den aj spolo¢ne vyhodnocovali. Na zaklade dosiahnutych vysledkov schvalila
SK MO zlozenie $tvoré¢lenného druzstva, ktoré v dioch 14.-21.7. 2001 reprezentovalo SR,
na IOI v Tampere vo Finsku. Toto druzstvo pred IOI absolvovalo este jedno pripravné
stistredenie, na ktorom sa zi¢astnili aj olympionici z Ceskej republiky a Polska. Rovnako
bolo na zaklade vysledkov vyberového stustredenia schvalené stvorclenné reprezentacné
druzstvo, ktoré sa v dnoch 10.-17.8. 2001 zucastnilo na Stredoeurdpskej informaticke;j
olympidde (CEOI) v Zalaegerszegu v Madarsku. Obom sttaziam st venované samo-
statné kapitoly. Cestu na CEOI zabezpecovalo MS SR ako neplanovanii — aj touto cestou
v mene SK MO dakujeme. Pobyt na IMO, 101 aj CEOI bol financovany usporiadajicou
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krajinou.

Sucastou celoro¢nej pripravy na MO st aj rozne koreSponden¢né semindre (KS) a
sustredenia na okresnej a krajskej irovni. Aj v tomto ro¢niku prebiehalo niekolko KS s
celoslovenskou pdsobnostou, a to:

Bratislavsky koreSpodenény matematicky semindr (BKMS),
Stredoslovensky korespodencny semindr (SKMS),

Kogicky korespodencny semindr (STROM),
Korespodenény semindr z programovania (KSP).

Stru¢nt informaciu o tychto aktivitach, spolu s kontaktnymi adresami, mozno najst
v samostatnej kapitole.

V tomto jubilejnom roc¢niku sa podarilo 7. jina 2001 v koncertnej sieni konzervatoria
v Bratislave uskutoc¢nit aj sldvnostné zasadnutie SK MO; vyziadalo si to vSak enormni
organiza¢ni pracu a naviac velmi rychlu, nakolko s pripravou akcie sa zac¢alo pomerne
neskoro. Nie je moZzné vymenovat vSetkych, ktori prilozili ruku k dielu, ale bolo by
neslu$né nespomenit tych, ktori sa o tspech akcie pri¢inili mierou vrchovatou: prof.
RNDr. Beloslav Riecan, DrSc., prof. RNDr. Jozef Moravcik, CSc., doc. RNDr. Viadi-
slav Rosa, CSc., doc. RNDr. Toma$ Hecht, CSc., Tvan Lukdc; svojou troskou prispel
aj autor tychto riadkov. Pri prilezitosti polstoro¢nice MO pan minister Milan Ftdacnik
odovzdal dve malé medaily sv. Gorazda ako jedno z najvyssich rezortnych oceneni, a
to prof. RNDr. Jozefovi Moravcikovi, CSc. a doc. RNDr. Tomasovi Hechtovi, CSc.;
dalsich 18 zasluzilych pracovnikov v MO dostalo dakovny list MS SR a 43 pracovnikov
dakovny list ministra. Medzi ocenenymi dakovnym listom MS SR bol tiez dlhoroény
predseda ¢eského UV MO doc. RNDr. Leo Bocek, CSc., ktory sa nemélo zaslizil o dobri
spolupracu v MO medzi SR a CR v poslednom desatro¢i. Dovolime si aj touto cestou
podakovat panovi ministrovi Fta¢nikovi, Ze okrem financii prispel aj svojou osobnou
ucastou.

Pretoze MO je masova sttaz a k jej tispesnému priebehu v celej SR je nutna poctiva
praca velkého poctu vysokokvalifikovanych odbornikov, bol na navrh autora tychto
riadkov rozoslany dopis na krajské urady, aby KU na navrh krajskych komisii MO
v ramci svojich moznosti ocenili aspon ¢ast pracovnikov v MO vo svojich krajoch.
Podarilo sa to realizovat v krajoch Presov, Kosice, Nitra, Banska Bystrica, Bratislava
a Zilina.

Vojtech Balint
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11.
12.
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16.

18.

20.

22.

25.

26.

27.
28.

Vysledky celostatneho kola, kategdria A

Vitazi

Katarina QUITTNEROVA 3 G Bilikova Bratislava

Toméas KULICH
Radovan BAUER
Peter BELLA

Jana SZOLGAYOVA
Rébert LUKOTKA
Zoltan MICS

Marek TESAR

Martin MACKO
Peter KRCAH
Stanislav MIKLIK
Tom4s DZETKULIC
Milo§ MEDRIK
Michal POKORNY
Andrej OSUSKY
Juraj SARINAY
Erika TROJAKOVA

Andrej DUDIK
Toméas STRIBULA
Zoltan ADAM
Zuzana KASAROVA
Peter CENDULA
Tom&s FARKAS
Eva SKOPALOVA
Ivan DOVICA

Jan MAZAK
Jaroslav SEVCIK
Michal KOPERA

4 G V.B.Nedozerského Prievidza
G Postova, Kosice
3 G Jura Hronca Bratislava
4 G Grosslingova Bratislava
G J.G.Tajovského B. Bystrica
4 G Mladeznicka, Sahy
G B.S.Timravy Lucenec

Dalsi tispesni riesitelia

4 G Skolska, Spisska Nova Ves

4 G Parovska, Nitra
G J.G.Tajovského, B. Bystrica
G Pavla Horova Michalovce

4 G Parovska, Nitra

4 G Grosslingova Bratislava

3 G Jura Hronca Bratislava

4 G L. Stara Trenéin

3 G Velk4 Okruzné, Zilina

Ostatni riesitelia

4 G Grosslingova Bratislava
3 G Mierova, Levice
3 G H. Selyeho, Koméarno
G J.G.Tajovského, B. Bystrica
4 G M.M.Hod7u, Lipt. Mikul4s
4 G Grosslingova Bratislava
3 G Popradské nabr., Poprad
G Postova, Kosice
G Postova, Kosice
4 G Velka Okruzné, Zilina
4 G Velkéd Okruzna, Zilina
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29. Matej SUSTR

30. Juraj LASSUTH

31. Lenka BABIAKOVA
Ladislav SZABO

33. Juraj NECAS

4 G L. Stara Trencin
4 G Velka Okruzné, Zilina

G Postova, Kosice
3 G Nam. 1. maja, Dunaj. Streda
4 G Nam. Slobody, Skalica

Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenand v tabulke.

—_— o O NN

Pocet | Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. 5. 6.
7 bodov 48 4 4 3 11 19 7
6 bodov 19 6 7 1 0 4 1
5 bodov 13 3 2 4 2 2 0
4 body 13 3 0 6 2 2 0
3 body 19 5 2 4 4 3 1
2 body 25 7 0 4 5 1 8
1 bod 32 3 15 1 5 2 6
0 bodov| 26 2 3 10 2 0 9
Priemer | 3,62 |3,73(3,06(2,79(3,94(5,70|2,5
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14.
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Vysledky celostatneho kola, kategodria P

Jozef TVAROZEK
Maridn DVORSKY
Jan ORAVEC
David HARAGA
Peter BELLA
Pavol JUHOS
Martin MACKO

Toméas ZATHURECKY

. Miroslav RUDISIN
10.
11.
12.
13.

Tom4s DZETKULIC
Michal POKORNY
Pavol MRAVEC
Pavol ADAM

Peter KRCAH
Marek TESAR
Ondrej SVITEK
Michal TVAROZEK
Peter GAZI

Tomas KULICH
Peter TRUCHLY
Zuzana VLCKOVA
Lubos STESKATL
Tomas VRABEL
Michal RJASKO
Boris BURDILIAK
Pavol MARKO

Vitazi
3 G Jura Hronca Bratislava
4 G Srobarova, Kogice
4 G J.G.Tajovského B. Bystrica
4 G J.G.Tajovského B. Bystrica
3 G Jura Hronca Bratislava

3 G Grosslingova Bratislava
4 G Skolsk4, Spisska Nova Ves

Dalsi tispesni riesitelia

6 G V. Paulinyho—T6tha Martin
4 G Srobéarova, Kogice

3 G Pavla Horova Michalovce

4 G Grosslingova Bratislava

3 G Karola Stira Modra
G Konstantinova, Presov

Ostatni riesitelia

4 G Parovska, Nitra
G B.S.Timravy Lucenec
G Karola Sttra Modra
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Grosslingova Bratislava
4 G V.B.Nedozerského Prievidza
3 G Parovska, Nitra
4 G Alejova, Kosice
4 G Grosslingova Bratislava
3 G V. Paulinyho-Tétha Martin
2 G Vranov nad Toplou
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
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Vysledky krajskych kol

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C, P a Z9 st uvedeni vSetci, resp. aspon
prvych 10 tspesnych riesitelov. V kategdridch B, C, Z9, ak nie je uvedené inak, st vSetci
ziaci Studentmi 2., resp. 1., resp. 9. ro¢nika. Gymnézia so zameranim na matematiku,
Studijny odbor 01 su tieto:

Gymnazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnézium Velkd Okruzna, Zilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejova, KosSice,

Gymnazium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Katarina QUITTNEROVA 3 Gymnéazium Bilikova

2. Peter BELLA 3 Gymnazium Jura Hronca

3. Jana SZOLGAYOVA 4 Gymnazium Grosslingova

4. Andrej OSUSKY 3 Gymnéazium Jura Hronca

5. Tomas FARKAS 4 Gymnazium Grosslingova,
Branislav NOVOTNY 4 Gymnazium Grosslingova,

7. Michal MICHALCIK 4 Gymnézium Grosslingova

8. Andrej DUDIK 4 Gymnéazium Grosslingova

9. Elena AXAMITOVA 4 Gymnazium Grosslingova,
Michal BURGER 2 Gymnéazium Grosslingova
Juraj FEILHAUER 4 Gymnazium Grosslingova,
Véclav KOLATOR 4 Gymnazium Grosslingova
Michal POKORNY 4 Gymnazium Grosslingova
Martin SVETLIK 3 Gymnazium Grosslingova,
Stefan SURINA 3 Gymnéazium Jura Hronca

KATEGORIA B
1. Jan MARKOS Gymnazium Jura Hronca

2. Matej BLAZEK Gymnazium Grosslingova
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VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Juliana LIPKOVA
Edita ROLLOVA
Tomés MIKUS
Michal POLACEK

Martin TOTH

Michal BURGER
Katarina KITTANOVA
Zavodny JAKUB

Juraj ZEMIANEK
Michal KOLESAR
Maria SOLTESOVA
Anton STAFANEK
Mati§ DEKANEK

. Martin FIALA

Peter HANDLOVIC
Jana PODSTUPKOVA
Michal POLACIK
Barbora TRUBENOVA

Frantisek SIMANCIK
Andrej BORSUK
Stanislava SOJAKOVA
Kristina HYROSSOVA
Jana MAJERIKOVA
Veronika PETRAKOVA
Vojtech VILLARIS
Martina BREZOVA
Viktor KUBINEC

Jan MIKLOSSY

Peter BELLA

Pavol MRAVEC
Michal TVAROZEK
Boris BURDILIAK
Michal POKORNY

Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Haanova

KATEGORIA C

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Hubeného
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium I. Horvatha

Gymnézium Karola Stira, Modra

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Toméasikova

Gymnazium Jura Hronca

KATEGORIA Z9

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
7S Turnianska

7S Dérera, Malacky

ZS a Gymnazium Kogicka
ZS Turnianska

7S a Gymnazium Kogicka
Gymnazium Grosslingova
ZS Prokofievova
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA P

3 Gymnéazium Jura Hronca

3 Gymnézium Karola Stira, Modra

4 Gymnazium Jura Hronca
4 Gymnazium Jura Hronca
4 Gymnéazium Grosslingova

13
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Pavol MARKO
Pavol JUHOS
Lubos STESKAL
Jozef TVAROZEK
Ondrej SVITEK

Milo§ MEDRIK
Zoltan MICS

Peter KRCAH
Tomas STRIBULA
Zoltan ADAM
Zuzana TREPACOVA
Lubo§ FAZEKAS
Ildiké KASA
Endre KURUCZ
Martin MOLNAR,
Tibor PETAK
Péter RAKYTA

Péter KOLTAI
Pavol CVIK

Jozef VESELY
Peter SPAC

Juraj DURECH
Stanislav HAVRAN
Martin SUSKA
Tomas TKAC
Marek VRABEL

Marek JANCUSKA
Martin MOLNAR
Péter RAKYTA
Silvia BAGOCSIOVA
Jozef CIBICEK

4 Gymnéazium Jura Hronca

3 Gymnéazium Grosslingova

4 Gymnazium Grosslingova,

3 Gymnéazium Jura Hronca
Gymnézium Karola Stira, Modra,

Kraj Nitra

KATEGORIA A

4 Gymnazium Parovska, Nitra
4 Gymnézium mad., Sahy

4 Gymnéazium Parovska, Nitra
3 Gymnazium Levice

3 Gymnéazium mad., Komarno
3 Gymnéazium Topolcany

4 Gymnéazium Zlaté Moravce
3 Gymnéazium mad., Koméarno
4 Gymnéazium mad., Komarno
1 Gymnazium Levice

3 Gymnéazium Koméarno

1 Gymnézium mad., Komarno

KATEGORIA B

Gymnéazium mad., Komérno
Gymnazium Levice
Gymnazium Golianova, Nitra
Gymnazium Golianova, Nitra
Gymnazium Golianova, Nitra
Gymnazium Zlaté Moravce
Gymnazium Levice
Gymnazium Piaristicka, Nitra
Gymnazium Péarovska, Nitra

KATEGORIA C

Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium Levice
Gymnazium mad., Koméarno
Gymnazium mad., Koméarno
7S Komenského, Komérno
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Laszl6 FEKETE
Rébert PATHO
Miroslav STOLC
Peter MOLNAR
Juraj PISAR

Matej PIVOLUSKA
Bystrik PESL
Marek KRCAH
Jaroslava BONOVA
Andras MORAUSZKI
Martin TAKAC
Balazs ACSAY
Katarina KUNOVA
Tomas PRINCZKEL
Kristian KACZ
Michal KESELY
Erik NAGY

Martin NOVACIK
Agnes ORBAN

Peter TRUCHLY
Peter KRCAH
Jozef VESELY

Ladislav SZABO
Zoltdn DOMONKOS
Juraj NECAS
Zoltan CSONGA
Marta ZAJACOVA

. Filip VALASEK

Gymnéazium mad., Komérno
Gymnézium Stirovo
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium Nové Zamky
SPSE Nové Zamky

KATEGORIA Z9

ZS Pri Podluzianke, Levice
7S Gogolova, Topoltany
Gymnazium Péarovska, Nitra
ZS Volkovce

ZS mad., Zeliezovce

CZS Nové Zamky

7S mad., Marcelovi

7S Komenského, Komarno
ZS mad., Zeliezovce

ZS mad., Skolské, Kolarovo
Gymnazium Péarovska, Nitra
7S Sidlisko Vah, Sala

ZS Tribeéska, Topoltany

ZS a G cirk. mad., Sahy

KATEGORIA P

4 Gymnéazium Parovska, Nitra
4 Gymnéazium Parovska, Nitra
2 Gymnéazium Golianova, Nitra

Kraj Trnava

KATEGORIA A

3 Gymnéazium mad., Dunajské Streda
3 Gymnéazium mad., Dunajska Streda
4 Gymnéazium Skalica

3 Gymnéazium mad., Dunajské Streda
3 Gymnéazium J. Hollého Trnava

4 Sportové gymnéazium Trnava

15
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KATEGORIA B

1. Livia SMATRALOVA Gymnéazium Z. Kodalya mad., Galanta

KATEGORIA C

1. Samuel PERES Gymnéazium mad., Dunajskd Streda
2. Tomas MIKLANEK Gymnazium J. Hollého, Trnava
3. Pavol GAL Gymnazium Sered
4. Lukas HRIBIK Gymnéazium A. Merici, Trnava
5. Katarina JUDINYOVA Sportové gymnézium J. Bottu, Trnava
6. Jana MAKYSOVA Gymnazium Komenského, Hlohovec
7. Karol GYRI Gymnazium Z. Kodalya mad., Galanata
Csilla KROMMEROVA Gymndazium Z. Kodélya mad., Galanata
Martin PAULECH Gymnazium Komenského, Hlohovec
Zaneta TRUMPESOVA Gymnéazium Skalica
KATEGORIA Z9
1. Lucia BANICOVA VIL. ZS Brezova, Piestany
Szabolcs CSEFALVAY ZS mad., Velky Meder
3. David ISTVAN Gymnéazium mad., Dunajskd Streda
Matej KAMENAR 7S Komenského, Sered
Veronika PETRINCOVA III. ZS Senica
Ivana SVIHRANOVA 7S Stefanikova, Galanta
Péter TAMASI ZS mad., Velky Meder
8. Zuzana DANCIKOVA VII. ZS Brezovi, Piestany
Mariana NEDOROSTOVA V. ZS Pieitany
Jozef SKOCIK ZS Kopernikova, Hlohovec

V kategorii P nikto neziskal dostatocny pocet bodov na to, aby sa stal ispesnym riesitelom.

Kraj Trencin

KATEGORIA A

1. Tomas KULICH 4 Gymnéazium Prievidza
Juraj SARINAY 4 Gymnézium Ludovita Stara Trenéin
2. Michal PECUCH 3 Gymnéazium Ludovita Stara Trenéin

Matej SUSTR 4 Gymnézium Ludovita Stira Trenéin
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KATEGORIA B

. Barbora GABELOVA Gymnazium 1. méaja, Pichov

Martin MUSKA Gymnézium Ludovita Stra, Trendin
. Vladimir SADLON Gymnazium 1. maja, Pichov

Michal STANO Gymnazium 1. maja, Pichov

KATEGORIA C

Peter AUGUSTIN Gymnéazium M.R.Stefanika Nové mesto n/V
Igor TRUCHLIK Gymnézium Skolsk4, Povazské Bystrica
Juraj PRIEVALSKY Gymnazium Nedozerského, Prievidza
Peter MACEJKA SPS Sportovcov, Povazska Bystrica
Zuzana RYCHTARECHOVA  Gymnéazium Radlinského, Banovce n/B
Martin PARGAC Gymnézium Ludovita Stira Trenéin
Toméas GIECI SPS Banovce nad Bebravou

Peter SIVY SPS Obrancov mieru, Dubnica n/V
Michal KRASNY Gymnézium 1. méja, Ptchov

Bohumil SKRIP Gymnazium Nedozerského, Prievidza
Eva HAMAJOVA Gymnazium Nedozerského, Prievidza
Martin SENESI Gymnézium Skolskd, Dubnica n/V

KATEGORIA Z9

. Malo
Rodina
. Pristach
. Miklos
Moris
Placko
Sosovitkova
. Bukvay
Cerno
Grman
Hrdina
Jurdik
Lachky

KATEGORIA P

. Tomas KULICH 4 Gymnéazium V.B.Nedozerského, Prievidza
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Kraj Zilina

KATEGORIA A

. Peter CENDULA 4 Gymnazium Liptovsky Mikulas
Erika TROJAKOVA 3 Gymnézium Velka Okruznd Zilina
Michal KOPERA 4 Gymnézium Velka Okruzné Zilina
Milan KOLKUS 4 Gymnéazium Cadca
Jaroslav SEVCIK 4 Gymnézium Velka Okruzné Zilina
Tomas SKEREN 3 Gymnézium Velka Okruzné Zilina
Jakub DAUBNER 3 Gymnézium Velka Okruzné Zilina
Juraj LASSUTH 4 Gymnéazium Velkd Okruzna Zilina
Michal PESTA 4 Gymnazium Liptovsky Mikulas
Jozef JURICEK 4 Gymnézium Velka Okruzné Zilina
Branislav MIKULAS 6 Gymnazium V. Paulinyho-Tétha Martin

KATEGORIA B
Milan SATKA Gymnazium Liptovsky Hradok
Juraj VOZARIK Gymnazium Liptovsky Mikulas
KATEGORIA C
Martin SKORUPA Gymnazium Liptovsky Mikulas

. Bianka KOVACOVA Gymnézium Velké Okruzng Zilina
Miroslav MAHDON Gymnézium Velké Okruzng Zilina
Zuzana STRAZOVCOVA Gymnézium sv. Frantiska Zilina
Peter MIKULAS SPS Novomeského, Martin
Lucia GULDANOVA Gymnézium Velké Okruzng Zilina
Daniela JANACOVA Gymnézium Velké Okruzng Zilina
Rastislav LENHARDT Gymnazium Liptovsky Mikulas
Tomas BACA Gymnézium Varsavska, Zilina
Andrej BOSIK Gymnézium Velk4 Okruzna Zilina
Monika LASTIKOVA Gymnazium Namestovo

KATEGORIA Z9
Marek HANES Gymnazium J. Lettricha Martin
Edita DOLEJSIA Gymnézium Varsavska, Zilina

Matej FABSIK ZS Nébrezna, Kysucké Nové Mesto
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Katarina KURICOVA
Martin LADECKY
Peter MACKO

Peter PIJAK
Vladimir BUTEK
Richard STARON
Daniel CTERNY

Toméas ZATHURECKY

Michal KOPERA
Tomas VRABEL
Marek SAMAJ
Lubos PAZDERA
Peter SMOLKA

Miroslav CHABRECEK

Maridn REVAY
Martin DUBEC

. Robert LUKOTKA

Stanislav MIKLIK
Zuzana KASAROVA
Marek TESAR

Jan GREGOR
Branislav HUDEC

Hana BUDACOVA
Zuzana SVITEKOVA
Dusan LEITNER
Tomas OSICKA
Elena DUSKOVA
Lucia KOMENDOVA
Martin LYSIK
Roman STOKLASA

ZS Zaymusa, Zilina

7S Hliny VIIL., Zilina

7S J.Kréla, Liptovsky Mikulas
ZS Neslusa

ZS Hliny V., Zilina

7S Bobrovec

Gymnazium J. Lettricha Martin

KATEGORIA P

6 Gymnazium V. Paulinyho-Tétha Martin
4 Gymnézium Velka Okruzné Zilina

3 Gymnéazium V. Paulinyho-Tétha Martin
4 Gymnézium Hlinska, Zilina

3 Gymnéazium JMH Cadca

3 Gymnéazium JMH Cadca

4 Gymnézium JMH Cadca

3 Gymnézium JMH Cadca

2 Gymnazium A. Skribika, Rajec

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Gymnazium B.S.Timravy Lucenec

Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica

KATEGORIA C

Gymnazium B.S.Timravy Lucenec
Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Gymnéazium Velky Krtis

Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Gymnazium Kremnica

Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
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Ivan STUBNA Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Martin SVANTNER Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica

KATEGORIA Z9

. Mirislav CICKO ZS Badin
Jozef BODNAR 7S Mlade7nicka, Filakovo
Rébert ASTALOS ZS P. Dobsinského, Rimavska Sobota
Jan MISKOV Gymnazium A. Sladkovic¢a, Krupina
Pavel BAHNO 7S Ziar nad Hronom
Jan TURON 7S Pionierska, Brezno
Soiia KYSELOVA IV. ZS Detva
Livia KRAKOVSKA Gymnéazium Velky Krtis
Andrej NEMCEK OSG Banské Bystrica
. Michal LULCO 7S Centrum, Hnusta

Veronika STANKOVIANSKA  ZS Radvan

KATEGORIA P

Jan ORAVEC Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
David HARAGA Gymnazium J.G.Tajovského B. Bystrica
Marek TESAR Gymnazium B.S.Timravy Lucenec
Tomas VANA Gymnézium Ziar nad Hronom

V kategdrii B nikto neziskal dostatoény poc¢et bodov na to, aby sa stal ispesnym riesitelom.
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Kraj Kosice

KATEGORIA A

Jan MAZAK Gymnazium Postova, Kosice

Jan DOVICA Gymnazium Postova, Kosice

Martin MACKO Gymnazium Skolska, Spisska Nova Ves
Lenka BABIAKOVA Gymnazium Postova, Kosice

Radovan BAUER Gymnazium Postova, Kosice

Peter SASAK Gymnazium Alejova, Kosice

Jan UHRIN Gymnazium Pavla Horova Michalovce
Tom4s DZETKULIC Gymnazium Pavla Horova Michalovce
Daniel REITZNER Gymnézium Srobarova, Kogice

Boris ZAPOTOCKY Gymnazium Postova, Kosice

Peter MARKO Gymnazium Alejova, Kosice
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Peter NAWKA

Jan BORSIK

Pavol TRENKLER
Tomas MARCINKO
Ladislav MIKES
Roman ZAKUTNY
Darina POLOVKOVA
Martin PANCAK
Tomas GRESLIK
Peter JUHASZ

Dusan SERFZ
Veronika CZIPPELOVA

Jozef FETTERIK
Katarina DUNAJSKA
Stefan GURSKY
Adrian KOVAC
Maridn SOMENTAL
Michal REPISKY
Jana SLOSARCIKOVA
Dusan PETRICKO
Katarina SAVINCOVA
Michal DZETKULIC
Ondrej KOCAN

Maridan DVORSKY
Zuzana VLCKOVA
Miroslav RUDISIN
Martin MACKO
Tom4as DZETKULIC
Jan KATRENIC
Radovan BAUER

KATEGORIA B

Gymnazium Pavla Horova Michalovce

KATEGORIA C

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium sv. T. Akvinského, Kosice
Gymnazium Alejova, KoSice
Gymnazium Alejova, KoSice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Skolska, Spisska Nova Ves
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Pavla Horova Michalovce
Gymnazium Pavla Horova Michalovce
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnéazium J.A.Komenského Kosice

KATEGORIA Z9

ZS Fabryho, Kosice

7S Nad Medzou, Spisska Nova Ves
Gymnazium Alejova, KoSice

II. ZS Michalovce

ZS Ing. Kozucha, Spisska Nova Ves
ZS Drabova, Kosice

7S Lechkého, Kogice

ZS Dneperska, Kosice

VII. ZS Michalovce

I. ZS Michalovce

VII. ZS Michalovce

KATEGORIA P

4 Gymnézium Srobarova, Kogice

4 Gymnazium Alejova, Kosice

4 Gymnézium Srobarova, Kogice

4 Gymnézium Skolské, Spisskd Nova Ves
3 Gymnazium Pavla Horova Michalovce
3 Gymnéazium Skolsk4, Spisska Nova Ves
3 Gymnéazium Postova, Kosice
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. Eva SKOPALOVA

. Michal RJASKO

. Lukas MERICKO

50. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Jin MAZAK
Kamil PAULINY
Eva VASILOVA

3 Gymnéazium Postova, Kosice
3 Gymnazium Postova, Kosice
4 Gymnéazium Pavla Horova Michalovce

Kraj Presov

KATEGORIA A

3 Gymnéazium Popradské nabrezie, Poprad
4 Gymnéazium Konstantinova, PreSov
1 Gymnazium Konstantinova, Presov

Daniel JOSCAK
Katarina KVASNAKOVA

KATEGORIA B

Gymnéazium Vranov nad Toplou

Jozef BARLAS Gymnazium Snina,
KATEGORIA C
Zuzana CELUCHOVA Gymnazium Konstantinova, PreSov

Katarina KVASNAKOVA
Zuzana BATMENDIYNOVA
Rastislav PJONTEK

Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnézium Stard Luboviia
Gymnazium D. Tatarku Poprad
Gymnazium L. Svobodu Humenné

Tomés MOLOKAC
Daniel VOJTEK
Vladimir ZAK

Jozef MARCIN
Andrea REGULOVA

Martin BEKESS
Matas TEJISCAK
Ondrej FROHLICH
Lenka HLADOVA
Lenka POLOVKOVA
Denisa HOSTOVA
Zdenka KALANINOVA

Gymnazium L. Svobodu Humenné
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium L. Stockela Bardejov
Gymnazium L. Stockela Bardejov
Gymnazium L. Svobodu Humenné

KATEGORIA Z9

Gymnazium D. Tatarku, Poprad
ZS Lubotice

ZS Srobérova, Presov

ZS Bernoldkova, Vranov n/T

7S Kudlovska, Humenné

7S Ktpelna, Presov

ZS Kudlovska, Humenné
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Gabriel OLEKSAK ZS Dr. Fischera, Kezmarok
Tatiana GONDEKOVA 7S Ul 8. méja, Svidnik

Anton REPKO Gymnazium sv. Mikulasa, Presov
Lukas SLEBODNIK ZS G. Haina, Levoca

KATEGORIA P

Pavol ADAM 4 Gymnéazium Konstantinova, PreSov

Michal RJASKO 2 Gymnézium Daxnerova, Vranov nad Toplou
Michal TEKEL 3 Gymndzium Konstantinova, Presov

Peter BANDA 4 Gymnazium Konstantinova, PreSov

Martin ADAM 4 SPSE Plzenska, Presov






Zadania sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1
Nijdite vietky trojciferné ¢isla n také, Ze posledné trojéislie ¢isla n? je zhodné s ¢islom
" (J. Zhouf)
C-1-2
Zostrojte lichobernik, ak st dané dlzky 9cm a 12cm jeho uhlopriecok, dizka 8cm
strednej priecky a vzdialenost 2 cm stredov uhlopriecok.
(E. Kovac)
C-1-3
Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel a, b, pre ktoré plati

n(a,b) + D(a,b) = 63,

kde n(a, b) oznacuje najmensi spolo¢ny ndsobok a D(a, b) najvicsi spolocny delitel ¢isel
a, b.

(L. Bocek)
C-1-4
Dokazte, 7e pre dl7ky a, b, ¢ stran Tubovolného trojuholnika plati
2 12,2 _ (a2 _ 122
(a® + b%)c® — (a® — b?) <9
abc? -

Pre ktoré trojuholniky nastane v predchadzajicom vztahu rovnost?

(J. Simsa)

C-1I-5

Tridsat maturantov jedného gymnaézia si podalo prihlasku na dalSie Stadium na niektoru
zo Siestich fakult Slovenskej technickej univerzity. Vyuzili moZznost podat viac prihlasok,
a tak polovica ziakov podala prihlasku aspon na tri fakulty. Tretina Studentov si podala
prihlasku na viac ako tri fakulty. Na fakultu architektiry sa vzhladom na talentové
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prijimacie skusky nehlasil nikto. Dokazte, Ze na niektort zo zvysnych piatich fakult sa
prihlasilo menej ako dvadsat Studentov.
(P. Hlinény)

C-1-6
Do danej kruznice s polomerom r vpiste lichobeznik ABC'D s kratsou zakladhou C'D

a priesecnikom uhloprie¢ok E tak, aby platilo |[BC| = |CD| a |AE| =r.
(P. Leischner)

C-S-1
Najdite vsetky trojice a, b, ¢ prirodzenych c¢isel pre ktoré stcasne plati
n(ab,c) = 28, n(be, a) = 2°, n(ca,b) = 2,

kde n(z,y) oznacuje najmensi spoloény nasobok prirodzenych ¢isel x a y.
(P. Cernek)

C-S-2

V rovine je dany Stvorec ABCD. Kruznica k prechadza bodmi A, B a dotyka sa priam-
ky CD. Oznatme M (M # B) priese¢nik kruZnice k a strany BC'. Uréte pomer |CM| :
: |BM|.

(J. Svréek)

C-S-3

Pre ktoré dvojciferné ¢isla n je ¢islo n® — n delitelné ¢islom sto?
(J. Zhouf)

C-1I-1
Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel a, b, pre ktoré plati
a+ b+ D(a,b) +n(a,b) =50,
kde D(a,b) oznacuje najvicsi spoloény delitel a n(a,b) najmensi spoloény nasobok
prirodzenych c¢isel a, b.
(J. Simsa)
C-1I-2

Kruznice k(S,r) a (O, R) sa zvonku dotykaji v bode T. Ich spolo¢nd dotyc¢nica
v bode T pretina ich vonkajsiu spolo¢na doty¢nicu v bode M. Dokazte, ze - SOM je
pravouhly a vyjadrite jeho obsah pomocou polomerov r, R danych kruZznic.
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(P. Leischner)
C-11-3
Najdite vsetky dvojice kladnych cisel x, y, ktoré s rieSenim ststavy rovnic

x - y10 = 195,6,
Y-T10 — 241,7

Zapis z1o oznacuje ¢islo, ktoré vznikne zaokrithlenim ¢isla z na desiatky.
(S. Bednarova)

C-11-4
Zostrojte taky trojuholnik ABC, pre ktory plati, ze vyska a taznica z vrcholu C' delia
taznicu z vrcholu A na tri zhodné usecky, ak je dana dl7ka strany AB a velkost vysky

z vrcholu C.
(J. Féldes)

KATEGORIA B

B-1-1
V obore kladnych ¢isel rieste ststavu rovnic

3z + y19 = 598,6
T10 + 2y = 723,4

pricom x19 a y1p oznacuju postupne c¢isla x a y zaokrithlené na desiatky.
(S. Bednarova)

B-1-2

Na povrchu kocky ABCDEFGH je zostrojena lomend ¢iara zlozena zo Styroch zhod-
nych useciek v stendich ABFE, BCGF, CDHG a GHFEF, ktora vychadza z vrchola A
a konci vo vrchole E. Urcte, v akom pomere deli tato lomena c¢iara hranu C'G.

(J. Zhouf)

B-1-3

Do kazdého pola Stvorcovej tabulky n x n vpiSeme jedno z ¢&isel 1,2,...,n tak, aby
v kazdom riadku aj v kazdom stlpci boli bud vietky ¢&isla rovnaké, alebo vsetky
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navzajom rozne. Prikladom pre n = 5 je nasledujica tabulka

01411123
313131313
41112153
112543
21514113

Oznac¢me S sucet vSetkych ¢isel tabulky. Kolko roznych hodnét S pre dané n existuje?
(J. Simsa)

B-1-4

Nech k je kruznica opisana trojuholniku ABC, D je priesecnik taznice na stranu AB
s kruznicou k. Dotyc¢nice ku kruznici £ v bodoch A, B, C', D vytvaraju stvoruholnik
PQRS. Zistite, pre ktoré trojuholniky ABC' je stvoruholnik PQRS tetivovy.

(J. Féldes)

B-1I-5

Uréte vSetky polynémy P(x) také, 7ze pre kazdé reédlne ¢islo x je splnend rovnost

P(2x) = 8P(z) + (v — 2)%

(P. Cernek)
B-1-6

Zostrojte trojuholnik ABC' s obsahom 18 cm? a nasledujicou vlastnostou: obvod kaz-
dého pravouholnika K LM N, ktorého vrcholy K, L lezia na usecke AB a body M, N
postupne na tseckach BC, AC, je rovny trom pitinam obvodu trojuholnika ABC.

(S. Bednarova)

B-S-1
Najdite vSetky trojciferné cisla n, ktorych druha mocnina koné¢i rovnakym trojcislim
ako druha mocnina cisla 3n — 2.
(J. Simsa)
B-S-2

Je dany tetivovy Stvoruholnik ABCD. Ozna¢me FE priesecnik priamok BC a AD.

Ak lezi priese¢nik uhlopriecok AC' a BD na osi uhla AEB, tak je trojuholnik ABE
rovnoramenny. Dokézte.
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(E. Kovac)
B-S-3
Urcéte mnohocleny P a () také, Ze pre vSetky realne Cisla x plati

2

Q(z?) = (z + 1)4 — .r(P(x)) .

(P. Cernek)
B-1II -1
Urcte vSetky redlne ¢isla p také, Ze pre lubovolné kladné ¢isla x, y plati nerovnost

i
r+y ~

(J. Bébela)
B-1I -2

Dany je trojuholnik ABC'. Zostrojte rovnobeznik K LM N tak, aby jeho vrcholy K a L
lezali na strane AB, vrchol M na strane BC', vrchol N na strane AC' a aby trojuholniky
AKN, LBM a NMC mali rovnaké obsahy.

(J. Simsa)

B-1II-3

Urcte vSetky prirodzené cisla n, pre ktoré je podiel

celé ¢islo. Zapis z19 oznacuje ¢islo, ktoré vznikne zaokrihlenim ¢isla z na desiatky.
(S. Bednarova)

B-1I -4

N&jdite vSetky ostrouhlé trojuholniky ABC, ktorych tazisko T splyva s priese¢nikom
vySok trojuholnika PQR, pricom body P, (), R st poporadi priesec¢niky polpriamok
opac¢nych k polpriamkam T A, TB, TC s kruznicou opisanou trojuholniku ABC.

(J. Féldes)
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KATEGORIA A

A-T-1

V urne st len biele a ¢ierne gulicky, ktorych pocet zaokrithleny na stovky je 1 000. Prav-

depodobnost vytiahnutia dvoch ¢iernych guliciek je o % vicsia ako pravdepodobnost

vytiahnutia dvoch bielych guli¢iek. Kolko bielych a kolko ¢iernych guliciek je v urne?
(Pravdepodobnost vytiahnutia ktorejkolvek gulic¢ky je rovnaka.)
(P. Cernek)

A-1-2
Nech a1, as st prirodzené ¢isla a nech pre kazdé prirodzené n = 2 je ¢islo a,, 1 0 1 viicSie
ako najvicsi neparny delitel saétu a, + a,_1. DokdZte, Ze postupnost ai,as,as,...
je od urcitého clena pocinajic periodicka. Najdite vSetky také postupnosti, ktoré si
periodické uz od prvého clena.
(J. Bébela)
A-1-3

V rovine je dany ostrouhly trojuholnik ABC. Pity vysSok z vrcholov A, B oznacme
postupne Ay, By. Doty¢nice kruznice opisanej trojuholniku C' A, By zostrojené v bodoch
A1, By sa pretinaju v bode M. Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom AM By,
BM A, CA{B; prechadzaji jednym bodom.

(J. Svréek)

V obore realnych cisel rieste stistavu nerovnic

sinz + cosy = V2,
siny 4 cos z = V2,
sinz + cosz > V2.

(J. Svréek)
A-1-5
Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vSetky redlne ¢isla x, y plati

22 4y + 2f (wy) = fx+y) - (F2) + ().
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(E. Kovac)
A-1I-6
Zostrojte lichobeZnik ABCD, ak st dané di7ky jeho ramien | BC| = 4,5cm, |[DA| = 3cm
a velkost 75° uhla, ktory zvieraju priamky BC a AD, a ak navySe plati |AB|- |CD| =
= |AC|2.
(E. Kovac)
A-S-1
Najdite vSetky realne cisla p, pre ktoré méa ststava nerovnic
25 + 222 < 13y + 102 — p,

25 + 3y < 62 + 10,
25 4+ 422 < 62+ 5y + p

s neznamymi x, y, z rieSenie v obore realnych cisel.

(J. Svréek)
A-S-2

Je dany lichobeznik ABCD so zékladiion AB dlzky a, v ktorom st oba uhly ABC a
ADB pravé. Na strane AB lezi bod M taky, 7e usecka M D je kolma na AC' a usecka
MC je kolma na BD. Uréte dlzky ostatnych stran lichobeznika.

(J. Zhouf)

A-S-3
Najdite vSetky Stvorciferné ¢isla abed, ktoré st delitelné kazdym z dvojcifernych cisel
ab, be, cd, pricom c¢islice a, b, ¢, d st neparne a nie vSetky rovnaké.

(J. Simsa)

N&jdite najmensie stvorciferné ¢islo n, pre ktoré ma sustava

x3+y3+y2x+x2y:n,
:c2+y2-|-:c-|-y:n+1

iba celoéiselné rieSenia.

(J. Zhouf)
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A-11I-2
Urcéte vSetky redlne c¢isla s a t, pre ktoré je grafom funkcie

2 —dr+s

f@) = a7

lomena c¢iara zlozend z dvoch polpriamok.

(P. Cernek)
A-1I-3

Je dana kruznica k(S,r) a na nej body M, N také, ze uhol MSN je ostry. Lubovolnym
bodom X mensieho z obliikov M N vedme rovnobezku s priamkou M S a ozna¢me Y jej
priesecnik s useckou SN. Zostrojte taky bod X, pre ktory je obsah trojuholnika SXY
maximalny.

(P. Cernek)
A-1II-4

Urcte vSetky funkcie f: R — R také, Ze pre vSetky realne Cisla z a y plati

F@2+fW)=(—y)? flz+y).

(P. Calabek)

A-1IT -1

Uréte vSetky mnohocleny P(z) s redlnymi koeficientami také, ze pre vSetky realne ¢isla
x plati

(P(x))? + P(—z) = P(z*) + P(x).

(P. Calabek)
A —-T1IT -2

V rovine je dany trojuholnik PQX, pricom |PQ| = 3cm, |PX| = 2,6cm, |QX| =
= 3,8cm. Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC' tak, aby sa jeho vpisana kruznica
dotykala prepony AB v bode P, odvesny BC v bode () a aby bod X lezal na
priamke AC.

(J. Simsa)



ZADANIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 33
A-1II -3
Najdite vSetky trojice redlnych cisel a, b, ¢, pre ktoré je mnozinou vSetkych rieseni

nerovnice
V2r2+az+b>x—c

s nezndmou x mnozina (—oo, 0) U (1, c0).

(P. Cernek)
A-T1IT -4

V istom jazyku je n pismen. Skupina pismen (napisanych za sebou) je slovom préve
vtedy, ked sa medzi ziadnymi dvoma rovnakymi pismenami nenachiddzaji dve rovnaké

pismena. Uréte pocet vietkych slov maximalnej dlzky.
(K. Cernekova)

A-TIIT-5

7 papiera bol vystrihnuty rovnoramenny lichobeznik C7AB2Cs s kratSou zakladhou
B>C5. Piatu kolmice zo stredu D ramena C;C5 na zakladiu AC; oznac¢ime Bp. Po
prehnuti papiera pozdlZ tseciek DBy, AD a AC sa body Cy, Cs premiestnili v priestore
do jedného bodu C a body Bi, B2 do bodu B. Vznikol tak model stvorstena ABC'D
s objemom 64 cm?®. Uréte dizky stran povodného lichobeznika.

(P. Leischner)

A-TIIT-6

Dané st prirodzené &isla aq, ao, ..., a, a funkcia f : Z — R takd, ze f(r) = 1 pre
kazdé celé z < 0 a

f(@)=1=f(z—a1) flx—az)--- flz —an)
pre kazdé celé x = 0. Dokazte, Ze existuju prirodzené ¢isla s a t také, Ze pre kazdé celé

x > s plati f(x +t) = f(x). ( )
P. Kanovsky






Riesenia sutaznych uloh

KATEGORIA C

C-1I-1

Pouzijeme postup zaloZeny na delitelnosti — dve ¢isla sa zhoduji v poslednych troch
¢isliciach prave vtedy, ked je ich rozdiel delitelny ¢islom 1000. V nasom pripade mé byt
¢islo n2 —n = n(n — 1) delitelné ¢islom 1000 = 22 -53. Cisla n a n — 1 st nestdelitelné
a mensie ako 1000, preto musi byt jedno delitelné ¢islom 125 a druhé ésmimi.

Prva moznost: n je nepdrnym nasobkom 125, takze sa rovna niektorému z ¢isel 125,
375, 625, 875 a sucasne je n — 1 nasobok 6smich, preto n = 625.

Druha moznost: n je ndsobok 8 (teda parne) a n — 1 je neparny nasobok 125, preto
n = 376, lebo z ¢isel 126, 376, 626, 876 je len cislo 376 nasobok 6smich.

C-1-2

Zvolme oznacenie podla obr. 1. Ked7e K P je stredna priecka v trojuholniku ACD,

U
V N
A a B E

Obr. 1

musi byt |K P| = 1|DC|; podobne |QL| = $|DC|, |PL| = |AB|, takze |PQ| = 3(a —
—¢) = 2cm. Pretoze |[KL| = % (a+c) = 8cm, je a = 10 cm, ¢ = 6 cm. Najprv zostrojime
trojuholnik AEC podla vety sss, na tsecke AF potom bod B, nim vedieme rovnobezku
s CE. Ta pretne priamku vedeni bodom C' rovnobezne s AFE v bode D.

C-1-3

Nech a = Dp, b = Dq, n = Dpq, kde D je najvicsi spoloény delitel, n najmensi
spolo¢ny nasobok ¢isel a, b, ¢isla p, ¢ st nestudelitelné. Podla textu tlohy mé platit
D(1+pq) = 63, takze mame tieto moznosti (bez ujmy na vSeobecnosti predpokladame,
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ze a S b)
D pq (p,q) (a,b)
1 62 (1,62), (2,31) (1,62), (2,31)
320 (1,20), (4,5) (3,60), (12,15)
7 8 (1,8) (7,56)
9 6 (1,6), (2,3) (9,54), (18,27)
21 2 (1,2) (21,42)

Uloha ma 8 rieSeni, ak nerozlisujeme poradie &isel a, b.
C-1-4

Uvedent nerovnost upravime na ekvivalentny tvar
0 < (a® — b*)? — (a® — 2ab + b*)c?,
t.J.
0= (a—b)”[(a+b)*~c.

Pretoze a+b > ¢, plati tato nerovnost pre dizky stran Tubovolného trojuholnika, rovnost
nastane prave vtedy, ked a = b, teda pre rovnoramenné trojuholniky so zakladiou c.

C-1-5

Najprv odhadneme, kolko prihldsok celkovo maturanti podali. Polovica, t.j. 15 Stu-
dentov, podala jednu alebo dve prihlasky. Z druhej polovice podalo 10 Studentov as-
pon 4, teda 4 alebo 5 prihlasok, a ostavajucich pit studentov podalo prihlasku na prave
tri fakulty. Celkovo podali najviac 15-2+4+5-3 4+ 10 -5 = 95 prihlasok. Preto nemohli
podat na kazdu fakultu aspon 20 prihlaSok, inak by ich muselo byt aspon 100. ]

Spravme si rozpis pre pripad, ked na kazda z piatich fakilt bolo podanych préave
19 prihldsok (A znamend, Ze Ziak v prislusnom stipci podal prihlagku na fakultu
v uvedenom riadku, znak — znamend, Ze prihlasku nepodal. Studenti sti rozdeleni do
troch skupin, prva je zlozena z 15 Studentov, ktori podali dve prihlasky. Nasleduje
skupina piatich Studentov s tromi prihlaskami, tretia skupina ma 10 c¢lenov, kazdy
podal 5 prihlasok):

Student 1 23 45 6 7 8 9101112131415
1. fakulta: A A A AAA - - - — — — — — —
2. fakulta: - - — A AAAAA - - — — — —
3. fakulta: - - — — — — AAAAAA - — -
4. fakulta: - - - - - — — — — AAAAAA
5. fakulta: A AA - - - — — — — — — AAA
Student 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1. fakulta A A A - — A AAAAAAAAA
2. fakulta — A A A — A AAAAAAAAA
3.fakulta — — A A A A AAAAAAAAA
4. fakulta A — — A A AAAAAAAAAA
5. fakulta A A — — A AAAAAAAAAA
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C-1-6

Predpokladajme, Ze sme uz lichobeZnik zostrojili (obr. 2), priamka SE je nutne jeho

Obr. 2

os sumernosti. Ak ozna¢ime « velkost uhla ACD, maja uhly BDC, ABD a CAB
rovnaki velkost, ako vyplyva ze simernosti lichobeZnika podla priamky SE a z rovno-
beznosti priamok CD a AB. Pretoze |BC| = |C'D], je trojuholnik BC'D rovnoramenny.
Potom sa velkosti uhlov CBD a C AD rovnaji «. Pretoze |[AE| = |AS| a AB je kolmé na
SFE, rovnaju sa « tiez velkosti uhlov SAB a SBA. Z rovnoramenného trojuholnika AS D
vyplyva, ze uhly SAD a SDA majua velkost 3«, velkost uhla SDB je 2« (trojuholnik
SDB je tiez rovnoramenny). Z trojuholnika AC'D potom vyplyva, ze 8a = 180°, o =
= 22,5°. Tym uz je dand konstrukcia: na danej kruznici zvolime Iubovolne bod A, nim
vedieme priamku p zvierajicu s priamkou AS uhol 2ac = 45°, p pretne kruznicu & v bode
C roznom od A. Na tsecke AC' zvolime bod E, |AE| = r. Body B, D zostrojime ako
body simerne zdruzené k bodom A, C' podla priamky SFE. Inéa volba bodu A by viedla
len k rieSeniu, ktoré by vzniklo oto¢enim rieSenia uz zostrojeného. Podobne volba druhe;j
priamky vedenej bodom A pod uhlom 45° s priamkou AS vedie k rieSeniu stimerne
zdruzenému k rieSeniu zostrojenému podla priamky AS.

C-S-1

Ak st ¢isla a, b, ¢ rieSenim tlohy, s to delitele mocnin dvojky a teda sami st mocninami
¢isla 2, a = 2", b= 2% ¢ =2t kde r, s, t st celé nezdporné ¢isla. Z rovnosti n(ab,c) =
= 28 vyplyva, 7e &isla t, r + s sa rovnaji najviac 8, pricom aspon jedno z nich sa
rovna 8. Podobne sa ¢isla s + ¢, » rovnaji najviac deviatim a aspon jedno z nich je
rovné deviatim. Dalej plati, Ze jedno z &isel = + ¢, s sa rovna 11 a Ziadne z nich nie je
viicsie ako 11. Nemoze vSak platif s = 11, pretoze s +t < 9, takze r +¢ = 11. Cislo r
nemdze byt rovné 9, lebo ma platit r+s < 8. Preto s+t = 9. Dalej mame dve moznosti:

1)t=28, odtialr =3, s=1,a =23 b=2, c= 28,
2) r+ s = 8, odtial vyplyva t = 6, r =5, s = 3, teda a = 25, b = 23, ¢ = 26,

Uloha m4a dve rieSenia.
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C-S-2

Pretoze stred kruznice k lezi na osi strany A B, ktora je zaroven os protilahlej strany C'D,
dotyka se kruznica k tsecky C'D v jej strede S (obr. 3). Pretoze uhol ABM je pravy, je
AM priemerom kruZznice k, a preto je pravy aj uhol ASM. Odtial vyplyva, ze |S DSA| =
=90° — |[SCSM| = |[94SMC| a preto st trojuholniky SMC a ASD podobné. Takze
plati |CM| : |CS| = |DS| : |DA|. Ak ozna¢ime a = |DA| a = |CM|, tak potom
z:3a=1a:a,teda z = Ja. Potom |CM|: |[BM|=1:3.

2 2
D S

Obr. 3

Dodajme, 7e rovnost x = ia mozno odvodit z Pytagorovej vety pre trojuholniky
AMB, AMS:

|AB|? + |BM|? = |[AM|? = |AS|? + |SM|?,
Po dosadeni dostaneme:
o’ + (a—)* = (a®+ (2a)%) + ((3a)® + 2°),

odkial po tprave

C-S-3

Ak je &slo n® —n = n(n — 1)(n + 1) delitelné &slom 100 = 22 - 52, musi byt jedno
z Cisel n — 1, n, n + 1 delitelné ¢islom 25, pretoZe z troch po sebe iducich ¢isel moze
byt najviac jedno delitelné piatimi. Dalej musi byt ¢islo n delitelné Styrmi (¢isla n — 1,
n+ 1 st potom nepérne), alebo musi byt neparne (¢isla n —1, n+1 st parne a ich stéin
je delitelny Styrmi). Mame teda tieto moZnosti:

n = 25 vyhovuje, lebo je nepéarne,

n = 75 vyhovuje, lebo je neparne,

n = 50 nevyhovuje, lebo je parne, ale nie je delitelné Styrmi,

n — 1 = 25, n = 26 nevyhovuje, lebo je parne, ale nie je delitelné Styrmi,

n — 1 =50, n = 51 vyhovuje, lebo je neparne,
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n — 1 =175, n = "T6 vyhovuje, lebo je delitelné $tyrmi,

n + 1 = 25, n = 24 vyhovuje, lebo je delitelné $tyrmi,

n + 1 =50, n =49 vyhovuje, lebo je neparne,

n + 1 =75, n =74 nevyhovuje, lebo je parne, ale nie je delitelné Styrmi,
n 4+ 1 =100, n = 99 vyhovuje, lebo je neparne.

Uloha mé sedem rieSeni.

C-1II-1

Polozme a = Dk, b = DI, kde D = D(a,b) je najvicsi spoloény delitel &isel a, b. Je
zrejmé, Ze Cisla k, [ st nesidelitelné. Potom n = n(a,b) = Dkl a méa platit D(k+1+1+
+ kl) = 50. Inak napisané, (1+k)(1+1)D = 50. Najdime preto vSetky rozklady ¢isla 50
na sucin troch prirodzenych cisel D, 14k, 1+1, z ktorych posledné dve s vicSie ako 1.
Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Zze a < b, tj. £ < [. Dostaneme tieto
moznosti:

D 1+k 141 k [ a b
1 2 25 1 24 1 24
1 ) 10 4 9 4 9
) 2 5t 1 4 ) 20

Pre D = 2 dostaneme k = [ = 4, ale k, [ maji byt nesudelitelné. Spor.
Pre D = 10, 25 alebo 50 dostaneme k£ = 0, ¢o nevedie k zZiadnemu rieseniu.
Uloha ma tri rieSenia.

C-1I-2

Obr. 4

Oznacme K, L body dotyku tej spolo¢nej dotycnice oboch kruznic, na ktorej lezi
bod M a ktora je rozna od spolo¢nej dotyénice v bode T (obr.4). Zo simernosti podla
priamky M S vyplyva zhodnost uhlov KMS a TMS a zo sumernosti podla priamky
OM vyplyva zhodnost uhlov LM O a TMO. Stcet tychto Styroch uhlov je 180°, preto
|[ASMO| = |4SMT|+ |[TMO| = 90°. Tym je vyrieSena prva ¢ast tlohy.
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Pouzitim Pytagorovej vety pre trojuholniky SOM, STM a OTM dostaneme pre
vysku v = |TM| trojuholnika SOM rovnost

(r+R)> = (r? +v%) + (R +v?),

odkial v? = Rr. (Tento vztah priamo vyplyva z Euklidovej vety pre trojuholnik SOM..)
Obsah trojuholnika SOM je teda (R + r)VRr.

C-11-3

Ak st x, y rieSenim, musi platit, z = 5 a y = 5, inak by sa z1¢9 alebo 319 rovnalo nule.
Pretoze y19 = 10, je x = 195,6 : y10 < 19,56, takZe x19 sa rovna 10 alebo 20. V prvom
pripade je y = 24,17, y10 = 20 a x = 9,78, v druhom pripade je y = 12,085, y1o = 10
a z = 19,56. Uloha m4 prave dve rieSenia:

(z,y) = (19,56;12,085) a (w,y) = (9,78;24,17).

C-1I-4

Predpokladajme, 7e trojuholnik ABC splia podmienky tilohy. Oznaéme S stred strany
BC, M stred strany AB, T tazisko trojuholnika, P pitu vysky z vrcholu C, K priesecnik
taznice AS a vysky CP. Pretoze tazisko T deli tsecku AS v pomere 2 : 1, tj. plati
|AT| = 2|TS|, musi byt bod K stredom tusecky AT (obr.5). Z rovnosti |AK | = |KT| =
= |T'S| navyse vyplyva, ze |AP| = |PU| = |UV]|, kde U, V st kolmé priemety bodov T,
S na priamku AB. Pretoze S je stred strany BC, tak V je stred tsecky PB. Potom
|AP| = %|AB |. Odtial uZ vyplyva konstrukcia: Zostrojime tise¢ku AB danej di7ky, na
nej bod P tak, aby |[AP| = 1|AB|. Bodom P vedieme kolmicu k strane AB, na nej
nanesieme od bodu P dant vysku a dostaneme tak bod C'. Tym je trojuholnik ABC
zostrojeny.

Obr. 5

Zostrojme v trojuholniku ABC taznice CM a AS, tazisko T a priesecnik K tseciek
AS, CP. Oznac¢me U, V kolmé priemety bodov T, S na priamku AB. Pretoze |CT| =
= 2|TM|, je |PU| = 2|UM|. Ak oznacime ¢ = |AB|, je |[AP| = tc, [PM| = 3¢ — tc=
= ¢, |PU| = 2c= tca |[UV]|=|PV|— |PU| = ic. Pretoze |AP| = |PU| = [UV]|, je
zaroven |AK| = |KT| = |TS|. Tym je dokdzana spravnost konstrukcie.
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KATEGORIA B

B-1I-1

Nech
T=ri0+m, y=ywo+n -H=mn5, (1)
a =3T10 + Y10, b= 710+ 2y10. (2)
Cisla a, b sti nasobky desiatich a povodni stistavu rovnic mozeme prepisat do tvaru
a = 598,6 — 3m, b=1723,4— 2n. (3)

Cisla m, n st z intervalu (—5,5), preto a € {590,600, 610} a b € {720,730}. Dalej z (2)
dostavame
10 = %(Qa—b), Y10 = %(3[)—&) (4)

Vidime, 7e ¢isla 2a — b a 3b — a musia byt delitelné piitdesiatimi a preto prichadaja
do tvahy len dvojice [a,b] = [590, 730], [a,b] = [610,720]. Najdené hodnoty cisel a, b
postupne dosadime do (4) a (3). Pomocou (1) uréime = a y:

V prvom pripade je z19 = 90, y10 = 320, m = %, n=-33 = % = 92,86
a y = 316,7, v druhom pripade z19 = 100, y10 = 310, m = —=3,8, n = 1,7, z = 96,2
ay=311"7.

B-1-2

Oznacme K, L, M body danej lomenej Ciary, ktoré po rade lezia na tseckach BF,
CG, GH. Dlzku hrany kocky polozme rovnt jednej a pitu kolmice z bodu K na
hranu CG ozna¢me P (obr.6). Pravouhlé trojuholniky AKB, KLP a EMH maji
rovnaké prepony AK, KL a EM a tieZ odvesny AB, KP a EH. Su teda podla vety
ssu zhodné a plati |BK| = |LP| = |MH| = wu. Z pravouhlych trojuholnikov LMG
a ABK (|GL| =1 — 2u, |GM| = 1 — u) vyjadrime pomocou Pytagorovej vety druhé
mocniny dlzok ich prepon a porovndme ich: 1 +u? = (1 —u)? + (1 — 2u)?.

Iy E, Iy E,
El Fl G M El Fl G
H i H
K P
L Z~ T Y
A B C D A B C=1L D

Obr. 6 Obr. 7
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Rovnica m4 jediny koreit mengf ako 1: u = (3 —+/5). Pomer [CL|: |[LG| = 2u: (1—
—2u) = 1(v/5 — 1) je rovny pomeru zlatého rezu.

Pre polohu bodu L na hrane C'G je este jedna moznost, znazornena na rovnakej casti
siete kocky na obr.7. Potom zrejme st body C' a L totozné a u = |BK| = |GM| =
= |MH| = 1, priom pomer |CL| : |LG| bude nulovy.

B-1-3
PodIa charakteru ¢isel v riadkoch rozdelime vSetky skiimané tabulky do troch skupin:

(a) V 7ziadnom riadku tabulky nie je n rovnakych ¢isel. S¢itanim ¢isel po riadkoch
v tejto situaci zistime, Ze

1
S:n(1-|-2-|-...-|-n):§n2(n+1). (5)
(b) V prave jednom riadku tabulky je n rovnakych ¢isel a. V kazdom z ostatnych
riadkov st ¢isla 1, 2, ..., n, takze S =na+ (n —1)(1 +2+ ...+ n), a po uprave
Lo
S:na+§n(n —-1), a€e{l,2,...,n}. (6)

(¢) V niektorom riadku tabulky je n rovnakych ¢isel b a v inom n rovnakych ¢isel c.
Pokial je b = ¢, vyskytuje sa ¢&islo ¢ v kazdom stlpci aspoi dvakrat, a teda prave n-krat.
V tom pripade plati

S =n’c, ce{l,2,...,n}. (7)

Pokial st b, ¢ rozne &sla, st aj v kazdom stlpci tabulky dve rozne &isla, a teda
st v lom vietky ¢&isla navzajom rozne. Séitanim po stipcoch zistime, Ze stcet S ma
hodnotu (5).

Dosadenim daného n a postupne vSetkych moznych hodnét ¢isel a, ¢ do vztahov (5),
(6) a (7) dostaneme celkom 2n+ 1 stétov, z toho n suctov typu (6) je navzajom roéznych
a n suctov typu (7) je navzdjom roznych. Musime teda eSte overit, ¢i nie je moZné pre
nejaké hodnoty ¢isel a, ¢ aby sa sicty (5) a (6), alebo (5) a (7), alebo (6) a (7) rovnali.

V prvom pripade z rovnice %nz(n+ 1) =na+ %n(n2 — 1) zistime, %e rovnost nastane
pre a = %(n + 1), to znamen4, len ked n je neparne.

V druhom pripade prideme analogicky k zéveru, ze (5) a (7) sa rovnaji len pre n
neparne a ¢ = 3(n + 1).

V trefom pripade upravime rovnicu na+ %n(n2 —1) = n?

cnatvar 2a—1 = n(2c—n),
z ktorého vyplyva, 7e pokial také dve ¢isla a,c € {1,2,...,n} existuju, je ¢islo n nutne
neparne a ¢islo 2a — 1 je jeho ndsobkom. AvSak 2a — 1 < 2n — 1, preto moze byt jedine
2a—1=na2c—n=1 Odtiala=i(n+1) =c.

Zhrnutim vsSetkych troch situdcii mdézeme konstatovat, Ze pre m parne je vSetkych
2n + 1 stuctov S roznych. Na druhej strane, pre n neparne sa medzi tymito suc¢tami
vyskytuja prave tri rovnaké.

Odpoved: Stucet S vSetkych ¢isel tabulky nadobida bud 2n + 1 hodnot (ked n je
parne), alebo 2n — 1 hodndt (ked n je neparne).
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B-1-4

Nech O je stred kruZnice opisanej trojuholniku ABC'. Pri oznaceni podla obrazku 8
sit uhly PAO a PDO pravé a velkost stredového uhla AOD je dvojnasobkom velkosti
prislusného obvodového uhla AC'D. V §tvoruholniku APDO je teda |{ APD| = 180° —
— 2|4 ACD]|. Analogicky |4 BRC| = 180° — 2| BAC/|. Stvoruholnik PQRS je tetivovy
prave vtedy ked |4 SPQ|+ |[$SRQ| = 180°, t.j. 180° — 2|3 ACD| 4 180° — 2|4 BAC| =
= 180°. Odtial vyplyva, Ze nutnd a postacujica podmienka na to, aby Stvoruholnik
PQRS bol tetivovy, je | ACD|+ | BAC| = 90°. Pri oznaceni podla obr. 8 to znamena
|SACE|+ |4 EAC| = 90°, t.j. taznica C'D je kolma na AB, ako je vidiet z trojuholnika
ACE. Teda |AC| = |BC], pretoze trojuholniky AEC' a BEC st zhodné podla vety
sus.

Zdver: Stvoruholnik PQRS je tetivovy len vtedy, ak je trojuholnik ABC' rovnora-
menny so zakladiiou AB.

B-1I-5

Stupeii polynému P je aspoii dva. Nech najprv P(z) = ax? + bx + ¢. Dosadenim tohto
vyjadrenia do vztahu v zadani dostavame

4ax® 4 2bx 4+ c = (8a + 1)2% + (8b — 4)z + 8c + 4.

Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocnindch z na lavej a pravej strane dostaneme
4da=8a+1,2b=8b—4 ac=8c+4. Odtial’a:—i, b= %, c=—
Ak je stupen n polynému P viicsi ako dva, zistime analogicky, Ze jeho ¢len a,2"
pri najvysSej mocnine z splita vztah 2"a, = 8a,, teda n = 3, pricom a, # 0 je
fubovolné. Koeficienty mnoho¢lena P pri mocninich 22, z! a z° vyjdu rovnako ako
v predchadzajicej situacii.
Celkovy zdver: P(z) = az® — 2% + 2z — 2, kde a je lubovolné redlne ¢islo.

SIS
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B-1-6

Uvazujme dva pravouholniky K LM N, KL, M7 N; vpisané do trojuholnika ABC uve-

A

N M
i
Ny X7 Y m,
|
A
B K K QLL,C
Obr. 9

denym sposobom. Nech |KL| < |K;L1|. Ozna¢me Z priese¢nik tsecky N M; s priamkou
rovnobeznou s AC' vedenou bodom N, () patu vysky z vrchola A na stranu BC a X,
Y priesecniky hranice pravouholnika K LM N s tiseckou Ny M (obr.9). Obvody oboch
pravouholnikov st si rovné prave vtedy, ked |N1 X |+ |Y M;| = |[NX]|. To je ekvivalentné
s podmienkou [NX| = |N1Z|, lebo | X Z| = |Y M;|. Trojuholniky BCA, NyZN aj NM A
st podobné, preto a = v,. A pretoze S = a - %va = 18 cm?, vyplyva odtial rovnost a =
=1, = 6cm.

Obvod pravouholnika KLMN je 2|[NM| + 2|KN| = 2|AR| + 2|RQ| = 2v, = 2a =
= 12c¢m. Obvod 2s trojuholnika ABC' je preto 2.12cm = 20cm. Odtial b+ ¢ = 25 —
—a=14cm.

Mame teda zostrojit trojuholnik ABC, ak je dané a, v,, b+ c.

Uvedieme niekolko postupov rieSenia.

1. moznost: Lahko vypocitame s = 10 (cm), s —a =4, s—b=10—b, s —c =
= b — 4. Po dosadeni do Herénovho vzorca pre obsah trojuholnika ABC' dostaneme
V40 - (10 — b) - (b — 4) = 18, ¢o vedie po tiprave na kvadratickti rovnicu 1052 — 140b +
+ 481 = 0. Jej vyrieSenim dostaneme

3 3 3 3
b—7—|—\/m, c="T7 ik alebo b=7 itk c-7+\/m.
Obe riesenia vyhovujii a lahko ich zo znadmych dlzok stran zostrojime. DIzku d =
=3/Vv1 V10 = 21/10 zostrojime euklidovsky tak, Ze najprv zostrojime /10 0 (napr. pomo-
cou EuklldoveJ vety o vyske) a ti rozdelime v pomere 3:7.

2. moznost: Nech k(O,r) je kruZnica vpisand trojuholniku ABC a T jej bod dotyku

so stranou AC' (obr. 10). Pravouhly trojuholnik AOT moZeme zostrojit, lebo pozndme
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dlzky jeho odvesien |AT| = = s —a = 4cm, [TO| = r = S/s = 1,8cm, dalej
kruznicu k(O,r) a nad preponou AO este jeden pravouhly trojuholnik s odvesnou
AFE dlzky v, — r = 4,2cm. (Tento trojuholnik zrejme existuje — vypoctom dlzky
prepony trojuholnika AOT pomocou Pytagorovej vety mozno overit, ze |AO| > v, —
—r.) Usetku AE doplnime podla obrazku na tisecku AQ dlzky v,. Kolmica na AQ
v bode @ je priamka t. Jej priese¢niky s dotycnicami z bodu A ku kruznici £ st
hladané vrcholy B, C. Uloha mé dve rieSenia. Vzhladom k jednoznacéne zostrojenému
trojuholniku AOT néajdeme sice konstukciou pomocou

Thalesovej vety dva trojuholniky AOF a AOE1, kazdy il

z vyslednych trojuholnikov AB,Cy (k = 1,2,3,4) sa
v8ak v sthlasne oznacenych prvkoch zhoduje s niekto-
rym z prekryvajucich sa trojuholnikov AB,C, AB>Cy
na obr. 10.

A

Cy = By t Q Ci =D,
Obr. 10 Obr. 11

3. moznost: Usecka CU na obr.11 mé dizku b + ¢. Trojuholnik UBA je teda

rovnoramenny so zékladiiou UB, a preto |[$BUC| = fa. Tento uhol vieme zostrojit

podla predchadzajiceho postupu, lebo je to uhol OAT na obr.10. Zostrojime teda
najprv trojuholnik CUB, v ktorom pozname |BC|, |CU| a | CUB)|. Bod A je potom
priesecnik tsecky C'U s osou strany BU. Konstrukcia vedie opét na dve rieSenia.

B-S-1
Ak ¢islo n vyhovuje podmienke tilohy, existuje prirodzené ¢islo k také, ze
(3n —2)% — n? = 1000k .

Lava stranu uvedenej rovnosti rozlozime na stcin podla vzorca pre rozdiel §tvorcov a po
jednoduchej tprave dostaneme

(2n —1)(n — 1) = 250k = 2- 5% - k.
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Cisla 2n — 1 a n — 1 st nestdelitelné (2n — 1 = 2(n — 1)+ 1), prvé z nich je ne-
parne a druhé parne. Hladdame teda mepdrne trojciferné cisla n také, Ze bud n —
— 1 je nasobkom 250, alebo 2n — 1 je neparnym nasobkom ¢isla 125. V prvom
pripade dostaneme n € {251,501,751}. V druhom pripade vidime, Ze musi platit
2n — 1 € {375,625,875,1125,1375,1625,1875}, teda (pretoZe n je neparne) n €
€ {313,563, 813}. Celkovo ma tloha Sest rieSeni.

B-S-2

Ozna¢me F priesec¢nik uhlopriec¢ok AC a BD (obr.12). Ak je priamka E'F os uhla AEB,
tak s uhly AEF a BEF zhodné. Naviac st zhodné aj uhly FAF a EBF, pretoze su
to obvodové uhly prislachajace tetive C'D. Trojuholniky AFE a BFFE sa zhoduju v
spolo¢nej strane E'F a si teda zhodné podla vety wsu, |AE| = |BE| a trojuholnik
ABE je rovnoramenny.

FE
C
D
B
A
Obr. 12
B-S-3

Predpokladajme, 7e P je mnohoé¢len stupiia n. Cleny polynému Q(z?%) obsahuji len
parne mocniny z a polyném x - P%(x) je neparneho stupiia 2n + 1. PretoZe m4 platit
Q(x%) = (z +1)* — z - P?(z), nemdize byt 2n + 1 > 4. Potomn <1 a

P(z)=azx+b, Q2% = (z+1)*—z(az +b). (1)

Po tprave dostaneme Q(z?) = z* + (4 — a®)x® + (6 — 2ab)x® + (4 — b*)z + 1. Koeficienty
pri neparnych mocninach = st rovné nule, preto a,b € {—2,2} a Q(2?) = z* + (6 —
— 2ab)x? + 1. Dosadenim kaZdej zo Styroch moZnych dvojic &sel a, b do (1) dostaneme
vSetky Styri rieSenia tlohy:

P(z)=2r+2aQ(x) = 2% - 22 +1,

P(z)=2r—-2aQ(x) = 2%+ 142 + 1,

P(z)=-2x+2aQ(z) =22+ 14z + 1,
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P(r) = -2z —-2aQ(x) =2%—2x+1.
B-1I-1
Nerovnost je pre kladné x, y zrejme ekvivalentna so vztahom
2 _ _ 2 _ > 0
y oy —x) —a"(y —x) 2 0.
Ak je p 2 1, dostavame
2 _ 2, > 020 2, — _ 2 > 0
yoy—z) -z (y—z) 2y (y—=z)-a*(y—2)=(r+y)y—=z)" 2 0.
Ak je p < 1, neplati dana nerovnost, napriklad pre z =y = 1.
Zaver: Dana nerovnost je splnend pre kazdé dve kladné ¢isla x, y prave vtedy, ked
p21.

B-1I-2

Predpokladajme, ze rovnobeznik K LM N m3é pozadované vlastnosti. V posunuti o vek-

A Y K D L Y B
Obr. 13

tor NM (obr.13) je obrazom trojuholnika AKN trojuholnik DLM. Vzniknuty tro-
juholnik DBM mé mat (podla zadania) dvakrat vi¢si obsah ako trojuholnik NMC
a ma byt tomuto trojuholniku podobny (veta uu). Koeficient k podobnosti, ktora
transformuje trojuholnik DBM na trojuholnik NMC, je odmocnina z podielu obsahov
tychto trojuholnikov a zaroveii podiel dlzok Tubovolnych dvoch v podobnosti si zod-

o = |BM]
povedajicich tsediek: k = /2 = c|
LBM, DLM a AKN ktorych vysky na strany LB, DL a AK st zhodné, vyplyva
|LB| = |DL| = |AK|.

7, podmienky rovnosti obsahov trojuholnikov
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Z uvedeného vyplyva konstrukcia: Na tisetke BC' zostrojime bod M tak, aby |[BM| :
: [MC| = v/2 : 1. Rovnobezka s priamkou AC vedena bodom M pretne tisecku AB
v bode D. Vrchol N najdeme ako priesecnik tisecky AC s priamkou, ktora prechadza
bodom M rovnobezne s AB. Bod L zostrojime ako stred tsecky DB, bod K je potom

obrazom bodu L v posunuti o vektor Mﬁ
Vysledkom konstrukcie je rovnobeznik K LM N (jediny pre kazdy trojuholnik ABC),
o ktorom sa lahko presved¢ime, %e méa poZzadované vlastnosti.

Iné rieSenie. Z rovnosti obsahov trojuholnikov AK N a LBM so zhodnymi vyskami
na strany AK a LB vyplyva zhodnost tychto stran. Ozna¢me (obr.13) |AB| = ¢,
INM| = |KL| = z, |BM| = m a |[MC| = n a |LB| = |AK| = y; potom ¢ = 2y +
+ z, takZe y = 3(c — x). Trojuholniky NMC a LBM majt rovnaké obsahy, a teda
%xn sinf3 = %ym sin 3 alebo xn = ym. Po dosadeni za y a tprave dostaneme

xz(m + 2n) = mec. (1)

Z podobnosti trojuholnikov NMC a ABC vyplyva pomer x : ¢ =n : (m + n) alebo

ne = xz(m+n), (2)

takze z rovnosti stéinu Tavych a sucinu pravych stran vztahov (1) a (2) dostaneme
BM

m = nv2, tj. w = m : n = V2. Odtial vyplyva konstrukcia podobne ako

v predchadzajicom rieseni.

B-1II-3

2
n

Polozme m = E );g an =10k + r, kde k je celé nezaporné ¢islo a r je posledna cifra
n10

¢isla n, tj. r € {0,1,2,...,9}. Zrejme je m celé pre vSetky n, ktoré majar =0 a k > 0.

Pokial'je k =0 a r € {1,2, 3,4}, zlomok m nie je definovany.
100k 4 20k

Nech k > 0 a r € {1,2}. Potom m = T 1+ %, ¢o nie je celé cislo.
100k% + 60k + 10 6k + 1

Pre k > 0 ar = 3 plati m = l-l(;Okz i =1+ T-II;Q Citatel posledného

zlomku nie je na rozdiel od menovatela delitelny desiatimi, teda m nie je celé ¢islo.
_ , 10042 + 80k + 20 4k +1 -
Ak je k> 0ar =4, plati m = T00%2 :1+W' Odtial m = 2 pre
4k + 1 4k 4+ 1 4k + 1 1

kE=1.Pre k >1je LI + < + = —, a teda m nemo6ze byt celé

5k?2 4k + k)t ~ dk+ 1k kK
¢islo.
Ak je konecne r € {5,6,7,8,9}, dostavame

_ 100k2 + 20k + (r?)10 _ 100k2 + 200k + 100
B 100(k + 1)2 100(k + 1)2 B
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Zaver: m je celé ¢islo pre vSetky prirodzené c¢isla n, ktorych dekadicky zapis konci
cifrou 0 a pre n = 14.

B-1II-4

Pravouhlé trojuholniky LRP a KQP na obr. 14 st podobné, pretoze maja spolo¢ny
ostry uhol pri vrchole P. Ak naviac vyuZijeme, Ze obvodové uhly prislichajice tomu
istému obliku st zhodné, dostavame |[JCAP| = |JCRP| = |SLRP| = |[SKQP| =
= |[<BQP| = |[<BAP|. Bod FE je stred tsecky BC, tetivy CP a BP prislichajice
zhodnym obvodovym uhlom AC'P a BAP st zhodné. Trojuholnik CEP je teda zhodny
s trojuholnikom BFE P podla vety sss, teda uhly AEB a BEP rovnako ako uhly AEB
a AFEC st zhodné (a pravé). Odtial vyplyva zhodnost trojuholnikov AEC a AE B podla
vety sus. Teda |AC| = |AB|. Analogicky zistime, Zze |AB| = |BC|.

Zaver: Danym podmienkam vyhovuja len rovnostranné trojuholniky ABC.

Pozndmka. Rovnost |C'P| = |BP| mozno dokazat aj inak, napriklad na zéklade po-
znatku, Ze obrazy ortocentra v simernostiach podla stran trojuholnika leZia na kruznici
opisanej trojuholniku (pozri pomocnii tilohu 2 k §tvrtej ilohe doméceho kola). TaZisko T
trojuholnika ABC' je zaroven ortocentrom trojuholnika PQ R. Preto st obrazom usecky
TP v osovych simernostiach podla priamok P(Q, resp. PR tsecky C' P, resp. BP, ktoré
st zhodné.

C
Q L P
X
G 'K
A B
R

Obr. 14
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KATEGORIA A

A-T-1

Nech je v urne n guli¢iek, z toho b bielych (a teda n — b ¢iernych). Potom pravdepo-
dobnost vytiahnutia dvoch bielych guli¢iek je rovna podielu

(2) o

<Z> T a1y

zatial ¢o pravdepodobnost vytiahnutia dvoch ¢iernych gulic¢iek podielu

<n;b> _-De-b-1)

<72L> B n(n —1)

Podla zadania tlohy plati rovnost

(m—b(n—b-1) bb—1) 17

n(n —1) _n(n—l)-l-g’

ktori mozno algebraickymi upravami zjednodusit do tvaru 43b = 13n (pre n ¢ {0,1}
ide o ekvivalentné rovnice). Odtial vzhladom k nestdelitelnosti ¢isel 13 a 43 vyplyva,
7e prirodzené cisla n a b su tvaru n = 43k a b = 13k, kde k je vhodné prirodzené
¢islo. Podla zadania pre ¢islo n platia odhady 950 < n < 1050, z ktorych zistime, Ze
k € {23,24}. Pre k = 23 vychddza n = 989 a b = 299 (vtedy n — b = 690), hodnote
k = 24 zodpovedd n = 1032 a b = 312 (vtedy n — b = 720).

Odpoved’: Uloha mé dve rieSenia — v urne je alebo 299 bielych a 690 ¢iernych guliciek,
alebo 312 bielych a 720 ¢iernych guliciek.

A-T1T-2

Ak zvolime prirodzené ¢isla a1, as lubovolne, si vSetky nasledujtce ¢leny as, aq, ...
skiimanej postupnosti jednoznac¢ne urcené rekurentnym predpisom

pi1 =14 (an +an_1)* (n=2,3,...), (1)

kde a* je najvicsi neparny delitel prirodzeného ¢isla a. Najprv vypocditame pre nie-
kolko ,,pociato¢nych“ dvojic a1, ay zopéar prvych ¢lenov a,,, z ktorych uz bude jasné,
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kde zacina a ako vyzerd periéda skiimanej postupnosti. Niekolko prikladov uvadzame
v nasledujuicej tabulke.

ay a2 a3 a4 a5 ae a7 ag Qa9 0«10
1 1 2 4 4 2 4 4 2 4
2 1 4 6 6 4 6 6 4 6
1 2 4 4 2 4 4 2 4 4
1 3 2 6 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2 4 4 2 4 4 2 4
1 4 6 6 4 6 6 4 6 6
2 3 6 10 2 4 4 2 4 4
3 2 6 2 2 2 2 2 2 2
4 1 6 8 8 2 6 2 2 2

(Pre vicsie hodnoty aq, as sa peridda Casto objavi ,neskor“, ako ukazuje priklad
postupnosti 30, 31, 62, 94, 40, 68, 60, 2, 32,18, 26, 12, 20,2,12,8,6,8,8,2,6,2,2...)

Uvedomme si, 7e postupnost vytvorend podla predpisu (1) je od istého ¢lena, po-
vedzme a,,, periodickd prave vtedy ked existuje taky index m, Ze plati

m>mn, Gp=0a, & Gpt1 = Gpii- (2)

Vlastné rieSenie ulohy za¢neme tak, ze dokazeme Styri tvrdenia (T1) az (T4), ktoré
platia pre kazdi skiimant postupnost {a,} a ktoré mozno ,vidiet“ z prikladov uvede-
nych v tabulke.

(T1) Cislo a,, je parne pre kazdé n > 3.

Dokaz (T1) je trividlny: pretoZe ¢islo a* je nepéarne pre kazdé a, je pravd strana
rovnosti v (1) parna.

(T2) Nerovnost a,, < max{a,_1,an—2} plati pre kazdé n = 5.

Dokaz (T2): Pretoze pre parne a plati a* < %a a pre kazdé n = 5 si podla (T1)
obidve ¢isla a,_1, a,_o parne, plati pre také n odhad

Qp_1+ Gp_2

anp =1+ (an—l + an—2)* é I+ 9

< 1+ max{an_1,an—2}

(lebo aritmeticky priemer dvoch ¢isel neprevySuje vicsie z nich). Zistili sme, %e parne
¢islo a,, neprevySuje nepéarne ¢islo 1 + max{a,—_1,a,—2}, teda neprevysuje ani ¢islo o 1
mensie, ¢islo max{a,—_1,a,_2}.

Z dokézaného tvrdenia (T2) vyplyva, Ze kazda skiimand postupnost {a,, } méa najvacsi
¢len (a ten sa naviac rovna jednému z &isel aq, as, ag, a4). UkdZme, ako Tahko uZ
odtial vyplyva tvrdenie o periodi¢nosti postupnosti {a,}: ak ozna¢ime najvicsi ¢len
postupnosti m, je kazda z nekonecne vela dvojic (an,an+1) (n = 1,2,3,...) rovna
jednej z M? dvojic (a,b), kde a,b € {1,2,...,M}. Preto existuji dva rozne indexy,
povedzme n < m, pre ktoré plati (an, ant+1) = (@m, Gms1), t.j. podmienka (2). Potom
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v8ak indukciou z (1) vyplyva, %e anix = Gmak pre kazdé k = 0. Dokazali sme, Ze
postupnost {a,} je periodickd a tym sme vyriesili prva ¢ast alohy.

Zdoraznime este, Ze tvrdenie (T2) neznamend, Ze postupnost {a,} je od niektorého
¢lenu nerastiica (popieraji to priklady z nasej tabulky). Plati ale:

(T3) Existuje index ng (zavisly na postupnosti {a, }) taky, Ze pre kazdé n = ng plati
rovnost max{an—_1,an_2} = max{an,, an_1}.

Dokaz (T3): Polozme b, = max{ay, a,—_1} pre kazdé n = 4. Podla (T2) pre kazdé
n = 5 plati a,, < b,_1, ¢o spolu s trividlnou rovnostou a,_1 < b,_1 vedie k zaveru, Ze
b, < b,_1. Postupnost prirodzenych ¢isel by, bs, bg, ...Jje teda nerastica, preto je od
istého ¢lena, povedzme b, konstantna. Dokaz (T3) je hotovy.

(T4) Pre kazdé n 2 ng, kde ng je index z (T3), plati implikicia: ak a, > ani1,
potom a,, — Gpy1 = 2.

Dokaz (T4): Pokial a,, > a1 pre niektoré n = ng, potom a,, = a,41+2 podla (T1)
a z rovnosti max{a,+1, a,} = max{an,t2, an+1} uvedenej v (T3) vyplyva, Ze a,, = a2,
¢o podla (1) znamena, ze a,, = 1+ (a, +an,11)*. Cislo a, —1 je teda delitelom (vidSieho)
¢isla a, + an41 a tak plati nerovnost a, + an41 = 2(an, — 1), odkial a, < apy1 + 2.
PretoZe plati aj obratena nerovnost (pozri vyssie), je dokaz (T4) skonceny.

Pomocou tvrdeni (T3) a (T4) teraz dokonéime rieSenie tlohy. (Ukazuje sa, Ze vSetky
mozné periodické skupiny ¢lenov mozno vy¢itat z naSej tabulky.) Uvazujme aj nadalej
[ubovolnt skimant postupnost {a,} a jej prislusny index ng z (T3). Mo67Zu nastat dva
pripady:

(i) nerovnost a,, < a,41 plati pre kazdé n = ng

(ii) pre niektoré n = ng plati a, > a,q1.

V pripade (i) z (T3) vyplyva indukciou, ze a,, = a,, pre kazdé n = ng. Mozni
hodnotu ¢ = a,, nidjdeme podla (1) z rovnosti ¢ = 1 + (2¢)*. Pretoze (2¢)* = c*,
dostavame ¢* = ¢ — 1. Cislo ¢ — 1 je vSak delitelom &isla ¢ zrejme len pre ¢ = 2.
Sktimanda postupnost je teda tvaru

ai, az,. .. ,an0_1,2,2,2,... (3)

V pripade (ii) z nerovnosti a,, > a,41 podla (T4) vyplyva a,, = 2d a ay41 = 2d — 2
pre vhodné celé d > 1 (pripomenme, Ze a, je parne podla (T1)). Podla predpisu (1)
potom dostavame

nss =1+ (2d+2d—2)* =1+ (2d — 1) = 2d,
nss =1+ (2d—2+2d)* =1+ (2d — 1) = 2d,
nya =14+ (2d+2d)* =1+ d*.
Pre d > 1 vSak plati 2d > 1 +d =2 1+ d* a teda a,4+3 > an44. To opiit podla (T4)

znamend, ze an43 — Gn4a = 2, alebo (2d) — (1 4+ d*) = 2, odkial 2d — 3 = d* < d, takze
d < 3. V pripade d = 2 je skiimand postupnost tvaru

CL1,CL2,...,an_1,4,2,4,4,2,4,4,2,..., (4)
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pre d = 3 ma tvar

a1, a2, ... ,an_1,6,4,6,6,4,6,6,4,... (5)

Dokazali sme, Ze kaZdd postupnost zo zadania tulohy je jedného z tvarov (3), (4), (5).
Odtial uz vyplyva, Ze periodické od prvého ¢lena st prave tie postupnosti, ktorych
dvojice prvych ¢lenov (ai,as) st rovné jednej zo siedmych dvojic &isel (2,2), (2,4),
(4,2), (4,4), (4,6), (6,4) a (6,6).

A-T1T-3

Oznac¢me k kruznicu opisanu trojuholniku C'A; By. V prvej Casti rieSenia ukazeme, Ze
bod M z textu tlohy je stredom strany AB. Pretoze trojuholnik ABC' je ostrouhly, lezia
pity A, By prislusnych vysok vnutri odpovedajtcich stran. S ohladom na symetriu
danej situacie stac¢i uvazovat len dotycnicu ¢ ku kruZnici k& zostrojeni v bode Aj.

Ozna¢me X prieseénik doty¢nice ¢ s priamkou AB a dokdZzme rovnost |AX| = |BX]|
(obr. 15).
A
B
y k
X
&) :
B A} C
Y
t
Obr. 15

Nech Y je Iubovolny vnutorny bod polpriamky opac¢nej k polpriamke A;X. Pre-
toze obidva uhly AA{B a BB{A su pravé, je Stvoruholnik ABA{B; tetivovy a plati
|SAB1Aq| = 180° — |[FABA;| = 180° — 3, kde ako obvykle g = |<ABC|. Preto mé
obvodovy uhol A;B{C v kruznici k nad tetivou A;C velkost |4 A1B;C| = 180° —
— |94 AB;1A;| = 180° — (180° — ) = /3. Rovnaki velkost ma aj prislusny tsekovy uhol
Y A,C. Pretoze uhly X A1 B a Y A;C st vrcholové, dohromady dostavame | X A1 B| =
= |4Y A1C| = |9 A1B1C| = B (tieto zhodné uhly st na obr. 15 vyznacené oblac¢ikmi).
Zaroven tiez plati |[F X A1 A| = |[S X AA| = 90° — B. Zistili sme, Ze dotyCnica t pretne
priamku AB v takom bode X, pre ktory st trojuholniky BA; X a A; AX rovnoramenné,
t.j. |BX|= |41 X|=|4X]|.

Dokéazali sme, ze bod M (priese¢nik doty¢nic ku kruznici £ s bodmi dotyku A;
a By) splyva so stredom strany AB. Ozna¢me teraz ki a ke kruZnice opisané po rade
trojuholnikom AMB; a BMA; a Si, Sy ich stredy (obr.16). Jednym priese¢nikom



54 50. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

kruznic k1 a ko je bod M, druhy priesecnik oznac¢me N. Pretoze body Sy, S3 lezia

s o
: Obr. 16

v polrovine ABC, lezi v nej i bod N, lebo je simerne zdruZeny s M podla spojnice
stredov S1S55. Nasou ulohou je dokéazat, ze body N, Ay, By a C' lezia na jednej kruznici.

Ako uZ vieme, trojuholnik BA; M je rovnoramenny a protoze |[<BByM| = 90° —
—a < f = |4BA; M| (tdto nerovnost je ekvivalentnd tomu, 7e v < 90°), lezi bod
B1 zvonku kruZnice ko. To znamend, ze kruZnica ks musi pretinat kruZnicu k; v tom
jej obliku nad tetivou M By, ktory zodpoveda obvodovému uhlu 180° — «. Analogicky
zistime, Ze bod A1 leZi zvonku kruZnice k1, takZe priesecnik NV lezi na obliku kruznice ko
prislusného tetive M Ay a obvodovému uhlu 180° — 3. Pretoze zaroven

|XBINM|+ XA NM| = (180° — a) + (180° — 8) = 360° — (a + 3) = 180° + > 180°,

musi bod N lezat vnutri trojuholnika A; BiM (priamka A;B; teda oddeluje body C
a N). Kedze a4+~ = 180° (kde v = | A1CBy]), je v $tvoruholniku A;CB; N stcet,
vnutornych uhlov pri protilahlych vrcholoch C' a N rovny 180°. Teda tento Stvoruholnik
je skutocne tetivovy.

A-1-14
Sé¢itanim vSetkych troch danych nerovnic dostaneme nerovnost
(sinz 4 cos ) + (siny + cosy) + (sinz + cos z) = 31/2. (1)

Pre kazdé realne c¢islo ¢ plati

2 2
sint + cost = ﬂ(% sint + gcost> = ﬁ(sintcos%+costsin£> =

= ﬂsin (t+%) < \/5,
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lebo sin (t + ) < 1. Pritom rovnost v druhom riadku (2) nastane prave vtedy, ked
t+ % = 5+ 2km, alebo t = 7 + 2k7 pre niektoré celé c¢islo k. S¢itanim troch odhadov
(2) pret =, t =y a t = z dostaneme nerovnost

N

(sinz 4 cosz) + (siny + cosy) + (sinz + cos z) < 34/2. (3)

Vsimnime si, Ze nerovnost (3) plati pre lubovolni trojicu redlnych ¢isel (x,y, z), zatial
¢o opacnd nerovnost (1) plati pre kaZdé rieSenie povodnej ststavy. Zistujeme teda, Ze
nerovnost (1) moze byt splnend jedine ako rovnost, ¢o se podla predchadzajiceho stane
prave vtedy, ked ¢isla x, y, z buda tvaru
T T T
$:Z+2k171', y:Z+2k27r, Z:Z-i-zkgﬂ' (kl,kg,k,?,EZ).

Dosadenim do povodnej stustavy sa lahko presvedéime, Ze kazda taka trojica cisel
(z,y, z) je skutofne rieSenim, plati pre hu totiz

sinz = cosw =siny = cosy =sinz =cosz = .
(Poznédmka o skiiske bola nutnd, protoZze nerovnost (1) je len dasledkom zadanej stistavy.
Nemoholi sme vylaéit, Ze pre niektort trojicu &isel (z,y,z) plati (1), av8ak neplati
niektord z troch povodnych nerovnosti.)

Pozndmka. Nerovnost (2) mozeme Tahko ziskat z nerovnosti medzi aritmetickym
a kvadratickym priemerom:

- 2 2
st + cos“t \[
_ = 2_

sint 4 cost < [sint| + |cost| < 2\/ 5

Na vyrieSenie tilohy mozno miesto (1) vyuzit aj iné dosledky danej ststavy. Prepisme
napriklad prvé z danych nerovnic do tvaru sinz = /2 — cosy. Ak plati tato nerovnost,
plati aj umocnena nerovnost sin®z > (v/2 — cosy)?, lebo /2 — cosy > 0 pre kazdé
y € R. S¢itanim troch nerovnosti

sin® > (/2 — cosy)?, sin?y > (1/2 — cos 2)?, sin®z > (/2 — cos z)?

dostaneme po tpravach nerovnost

02> (1 — ﬂcosx)2+ (1 — ﬂcosy)2+ (1 — ﬂcosz)Q,

z ktorej uz vyplyva vSetko potrebné.

Riesenie ulohy mozeme zacat este jednym sposobom. Umocnime najprv kazdu z
troch danych nerovnic na druhtu (ide o désledkovi upravu, lebo mensia (prava) strana
nerovnice je kladnd) a potom ich s¢itame. Po lahkej uprave vyjde nerovnost

2s8inx cosy + 2siny cos z + 2sinz cosx = 3.
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O vSeobecnej platnosti opac¢nej nerovnosti sa presvedéime tak, ze kazdy z troch ¢lenov
na lavej strane odhadneme zhora pomocou ,klasickej* nerovnosti 2uv < u? + v? (ktord
je ostra v pripade u # v):

2sinx cosy + 2sinycosz + 2sinzcosx <

< (sin® z + cos® y) + (sin® y + cos® z) + (sin® 2 + cos? z) = 3.

Tak odvodime nutné podmienky sinx = cosy, siny = cos z, sin z = cosz, pri ktorych
je riesenie povodnej sustavy uz trividlnou tlohu.

A-1-5

Vlastné riesenie funkcionalnej rovnice

2 +y? 4+ 2f(xy) = flx+y)- (fl@)+ fly) (z.y€R)

za¢neme tak, Ze vypiSeme prehlad vSetkych vysledkov dosadeni, ktoré budeme dalej
potrebovat (pismeno a oznacuje Tubovolné redlne ¢islo):

(D) z=0,y= £(0) = (£(0))?,

(D2) z=0,y=a: a® +2f(0) = f(a) - (f(a) + f(0)),
(D3) a?=a,y:a a® + f(a®) = f(a) - £(2a),

(D4) z=a,y= 20 +2f(—a?) = f(0) - (f(a) + f(—a)),
(D5) -70:1,1/: L= f(1)-(f(2) = 1).

(Niektoré rovnosti sme trochu algebraicky upravili.)

7 (D1) vyplyva, 7e ¢islo f(0) je rieSenim rovnice ¢t = t2, je to teda ¢islo t = 0 alebo
t = 1. Rozoberme obidve moznosti.

(i) Nech f(0) = 0. Ak dosadime f(0) = 0 do (D2), dostaneme a? = (f(a))?, odkial
f(a) = a alebo f(a) = —a pre kazdé a € R. Zdoraznime, Ze zatial nevieme, ¢i pre vSetky
x plati rovnaky z oboch predpisov f(z) = x resp. f(x) = —z (vieme, len, Ze existuje
A C R tak, 7e f(z) =z pre kazdé © € A a f(x) = —x pre kazdé x € R\ A).

Ukazme najprv, ze vztah f(x) = z plati pre vSetky nekladné z: ak dosadime f(0) =
do (D4), dostaneme rovnost f(—a?) = —a?, takZe f(x) = x pre vietky také redlne ¢isla
x, ktoré sa dajt zapisat v tvare £ = —a? s vhodnym a € R, a to st vietky nekladné z.
Teraz zdovodnime, pre¢o f(xz) = x pre vSetky kladné x: keby totiZ pre niektoré a # 0
neplatilo f(a?) = a2, platilo by podla predchadzajtceho odstavca f(a?) = —a?, a tak
by sme podla (D3) dostali f(a)f(2a) = 0, ¢o je ale v spore s tym, Ze obe ¢isla f(a)
a f(2a) st nenulové (st to ¢isla +a resp. +2a, predpoklad ale bol, Ze a # 0). Tym
sme dokézali, ze f(x) = x pre kazdé z. Dosadenim sa lahko overi, ze takd funkcia je
skutocne rieSenim nasej tlohy.

(ii)) Nech f(0) = 1. Po dosadeni f(0) = 1 do (D2) dostaneme pre hodnotu f(a)
kvadratickt rovnicu (f(a))? + f(a) — a® — 2 = 0. Jej rieSenim zistime, 7e

fa) {—1+\/4a2+9 —1- 4a2+9}
2 ’ 2

pre kazdé a € R.
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Speciélne pre @ = 1 a pre a = 2 dostaneme

OREECEENG

f(2) € {2, -3},

odkial vyplyva, 7e ¢islo f(1) je iracionélne, zatial ¢o ¢islo f(2) — 1 je racionalne a rdézne
od nuly. Potom je sau¢in f(1) - (f(2) — 1) iraciondlny, ¢o je v spore s (D5). Hladana
funkcia f spliiajica podmienku f(0) = 1 teda neexistuje.

Odpoved: Danti funkcionalnu rovnicu spliia jedina funkcia f : R — R, a to funkcia
urcend predpisom f(x) = x pre kazdé = € R.

A-1-6
PRVE RIESENIE. Rovnost zo zadania prepisme ako |[AB| : |[CA| = |AC| : |CD|.

Téato rovnost spolu s rovnostou striedavych uhlov BAC a ACD (obr.17) znamen4,
7e trojuholniky BAC a AC'D st podobné podla vety sus. Pretoze strany BC' a AD si

X

Obr. 17

v tejto podobnosti zodpovedaju a podla zadania plati |BC| : |AD| = 3 : 2, plati rovnako
|AB| : |CA| = 3:2a |AC| : |CD| = 3 : 2. Vynasobenim poslednych dvoch rovnosti
dostaneme |AB| : |CD| =9 : 4, takze zdkladiia AB lichobeznika ABCD je dlhsia ako
zakladna CD. Preto sa polpriamky AD a BC pretinaju a ich priesecnik ozna¢me X.
PodTla zadania ma uhol C X D velkost 75° alebo 105°.

Trojuholniky ABX a DCX st podobné podla vety uu a podla predchadzajiceho
plati [AB| = 2|DC| a podobne |AX| = 2|DX|. Ak dosadime za |AX | sufet |AD|+|DX|
dostaneme, %e [DX| = 2|AD| = 2,4cm. Analogicky |CX| = £|BC| = 3,6 cm.

Konstrukcia:

1. Trojuholnik CDX: |DX| = 2,4cm, |OX| = 3,6cm, [ DXC| € {75°,105°},
2. bod A: A lezi na polpriamke opaénej k DX, |AD| = 3 cm,

3. bod B: B lezi na polpriamke opacnej k CX, |BC| = 4,5 cm.

Teraz je treba ukazat, ze takto zostrojeny stvoruholnik ABC'D mé vSetky pozado-
vané vlastnosti (t.j. spravit dokaz spravnosti konstrukcie). Body 2. a 3. konStrukcie
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zaruéuji, ze strany BC a AD majt predpisané dlzky. Podla bodu 1. zvieraji priamky
BC' a AD predpisany uhol a plati

|AX|=|AD|+ |DX|=54cm a |BX|=|BC|+|CX|=381cm.

Pomer |AX| : |[BX]| je 2 : 3 rovnako ako pomer |DX| : |CX|. Trojuholniky ABX
a DCX st teda rovnolahlé a preto st isecky AB a C'D rovnobezné. Tak sme overili, Ze
ABCD je lichobeznik sa zakladiiami AB, C'D. Z rovnosti pomerov |AX|: |BX|=2:
:3=|CX]|:|AX| vyplyva podobnost trojuholnikov ABX a C'AX (so spolo¢nym uhlom
pri vrchole X), takze uhly ABX a CAX (alebo uhly ABC a C AD) st zhodné. Pretoze
st zhodné aj (striedavé) uhly BAC a ACD, podla vety uu zistujeme, Ze trojuholniky
ABC a CAD st podobné. Preto plati |AB| : [CA| = |AC| : |CD|, teda |AB| - |CD| =
= |AC|%. (Poslednti rovnost tiez mozno dokazaf tak, ze dlzky tseciek AB, CD a AC
vyjadrime pomocou kosinusovej vety pre trojuholniky ABX, CDX resp. ACX.) VSetky
pozadované vlastnosti zostrojeného Stvoruholnika ABC D su teda overené.

DRUHE RIESENIE. Zadand rovnost |[AB|- |CD| = |AC|? evokuje otdzku, ¢i nemozno
tlohu riesit pomocou tvrdenia o mocnosti bodu ku kruznici (pozri nédvodnt tlohu
nizsie). Ukdzme, Ze sa to skutoc¢ne da.

Predpokladajme najprv, Ze |[AB| > |C'D| a ozna¢me X priese¢nik polpriamok AD
a BC. Vhodnym bodom E zdkladne AB dopliime trojuholnik AC'D na rovnobeznik
AECD (obr.18). V&imnime si, %e v trojuholniku BC'E pozname dl7ky stran BC, EC

(|[EC| = |AD|) a velkost uhla BCE (|4 BCE| = |<CXD)|). Opisme tomuto trojuhol-
niku kruznicu a ozna¢me ju k. Pretoze |AE| = |CD|, mozno zadant rovnost |AB] -
-|CD| = |AC|? zapisat ako |AB|-|AE| = |AC|?. Podla tvrdenia z nivodnej tlohy to
znamend, 7e priamka AC' je doty¢nicou ku kruznici k. Tym je rozbor pripadov |[AB| >
> |C'D| skonceny. V pripade |AB| < |C'D| stac¢i v rozbore spravit dve zmeny: bod X je
priese¢nikom polpriamok DA a C'B, bod FE lezi na polpriamke opacnej k BA (nie na
zékladni AB).

Konstrukcia:
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1. Trojuholnik BCE: |BC| = 4,5cm, |EC| = 3cm, |[SBCE| € {75°,105°},
2. kruznica k opisana trojuholniku BC'F,

3. dotycnica ¢t ku kruznici k£ v bode C,

4. bod A: A € BENt,

5. bod D: AECD je rovnobeznik.

(Pretoze podla zadania plati | BC| > |EC|, padne bod A pri konstrukcii podla bodu
4 na polpriamku opa¢ni k FB. Bod FE bude teda patrit usecke AB, takZe nastane
pripad |AB| > |CD|.)

Pri dokaze spravnosti konstrukcie opit vyuzijeme tvrdenie z ndvodnej tlohy (v opac-

nom ,smere“, ako to bolo pri rozbore): protoze je priamka AC doty¢nicou kruznice k,
plati rovnost |AB| - |AE| = |AC|?. Zvy$ok dokazu je trividlny.

A-S-1
Sé¢itanim vSetkych troch nerovnic dostaneme nerovnost
75 4 222 + 3y? + 422 < 16z + 18y + 162,
z ktorej po ,,iprave na Stvorce“ vychadza
2 —4)>+3(y —3)2 +4(z—2)* 0.

Tato nerovnost, ktora je dosledkom danej ststavy nerovnic, zrejme plati prave vtedy,
ked st zaklady vSetkych troch $tvorcov na lavej strane nerovnosti rovné nule, teda ked
x =4,y =3, z=2. Dand ststava méa preto (pri zvolenom p) nanajvys jedno rieSenie,
a to prave napisana trojicu cisel. Zistime teraz, pre ktort hodnotu parametra p sa
skutocne jedné o rieSenie. Po dosadeni hodnét x = 4, y = 3, z = 2 do danej ststavy
dostaneme trojicu nerovnosti

57<59 —p, 52<52 41<39+p.

Z prvej nerovnosti vychddza podmienka p < 2, z tretej vychddza podmienka p = 2.
Teda p = 2 je jedind hodnota p, pre ktord ma danda sistava v obore realnych cisel
rieSenie.

A-S-2

Usetky MC a AD st rovnobezné (obe st totiz kolmé k tisecke BD, obr. 19); pretoze
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st rovnobezné aj usecky AM a DC, je stvoruholnik AM C'D rovnobeznik. Je to dokonca

D T C

7]
1

o

1]
1

A T M a—x B
Obr. 19

kosostvorec, lebo jeho uhlopriecky st podla zadania navzijom kolmé. Oznaéme x =
= |CD| = |DA| = |AM| = |[MC|, zrejme a > x. Potom |MB| = a — x a zo zhodnosti
stithlasnych uhlov DAM a CM B vyplyva podobnost pravouhlych trojuholnikov ABD
a MCB, takze plati rovnost |AD| : |AB| = |[MB|: |MC]|, alebo x : a = (a — z) : x.
Odtial pre nezndmu dizku z vychadza kvadratickd rovnica 22 + az — a® = 0, ktord m4

51
Vo a. Tak sme vypocitali (zhodné) dlzky zédkladne C'D

jediné kladné rieSenie x =

a ramena AD daného lichobeZnika a ostava urcit dlzku ramena BC. Podla Pytagorovej
vety pre trojuholnik CM B dostavame

|IBC| = +/|MC|2 = [MBJ?2 = /22 — (a — 2)?2 = \/a(2z — a) = a\/ /5 — 2,

lebo 2z — a = a(y/5 — 2).

A-S-3

7 vyjadrenia abcd = 100 - ab + cd vyplyva, ze podmienky delitelnosti ¢islami
ab a cd st splnené prave vtedy, ked c¢d | 100 - ab a ab | cd, teda prave vtedy,
ked c¢d = k - ab, kde prirodzené &islo k je niektory delitel ¢isla 100. KedZe obidve
Cisla ab a cd st podla zadania neparne a dvojciferné, je bud k = 1, alebo k =
= 5. Rozlisime dva pripady, pritom s ohladom na vyjadrenie abcd = 10 - bec +
+ (1000a + d) budeme namiesto podmienky bc | abed skiimat ekvivalentnii podmien-
ku

be | (1000a + d). (%)

(Tato tiprava nie je nutnd, len trochu zjednodusuje dalsie zapisy.)
a) Ak je cd = ab, plati ¢ = a a d = b, takZe podmienka (x) sa napiSe v tvare
(100 + a) | (1000a + b). Pretoze

1000 - (10b + a) — (10004 4 b) = 9999 -b=11-9-101 - b
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a 101 je prvocislo (teda je s ¢islom 10b+ a nestdelitelné), dostavame ekvivalentni pod-
mienku (10b+a) | (11-9b). Odtial, s ohfTadom na zrejmi nerovnost 10b+a > 9b vyplyva,
ze ¢islo 10b 4+ a ma ¢islo 11 vo svojom rozklade na prvocinitele. Podmienka 11 | (100 +
+ a) je vSak splnend len ked sa Cislice a a b rovnaji. Potom by vSak z rovnosti cd = ab
vyplyvalo, Ze &islo abed ma vsetky Eislice rovnaké. O takych &slach podla zadania tlohy
neuvazujeme.

b) Z rovnosti cd = 5 - ab ihned uréime (neparne) cifry a = 1 a d = 5, po ich dosadeni
a uprave vyjde rovnost b = 2¢ — 9. Dostadvame tri moZnosti:

c=bab=1, c=Tab=5 c=9ab=0.

Podmienka () m4 teraz tvar be | 1005, 7 ¢isel 15, 57 a 99 je viak len ¢&islo 15 delitelom
¢isla 1005 (1005 =3-5-67), preto nutne b =1 a ¢ = 5.

Odpoved: Hladané ¢islo je jediné, a to 1155.
A-1II-1

Predpokladajme, Ze parameter n je prirodzené ¢islo a rieSme dant ststavu v obore
redlnych ¢isel. Tava strana prvej rovnice je rovnd (z2 +y%)(z +y) a pre &sla s =z +y
at=z2+y?platit-s=nat+s=n+1. Cisla s, t st teda korene kvadratickej rovnice
w? — (n + D)w + n = 0. Z rozkladu w? — (n + 1)w +n = (w — n)(w — 1) vidime, Ze
{s,t} = {1,n}. Dvojica (z,y) je rieSenim povodnej ststavy prave vtedy, ked je rieSenim
jednej zo stustav

{ 23: +32/ 1, Alebo { 2.70 +g; n, (1)
4y =n o4y =1.
V prvom pripade st &isla x, y korefimi kvadratickej rovnice 22 + (1 — z)?
rieSenim dostaneme

= n. Jej

: )

1+v2n—1 1—+2n—-1
{z,y} = { 5 : } :
Podobne 7 druhej ststavy v (1) vyplyva, Ze ¢isla z, y st korene kvadratickej rovnice
22+ (n — 2)? = 1. Jej diskriminant D = 4(2 — n?) je nezaporny iba pre n = 1
(poznamenajme, ze n je prirozené ¢islo). Obe sistavy v (1) st potom totozné, takze
ziadne dalsie rieSenie okrem (2) neexistuje.

Zistili sme, 7e pre kazdé prirozené ¢islo n su vSetky rieSenia pdévodnej stistavy v obore
redlnych Cisel popisané vztahom (2). Celé ¢isla st rieSenim prave vtedy, ked je hodnota
2n — 1 druhou mocninou (neparneho) prirozeného ¢isla. Ak je ¢islo n Stvormiestne, tak
n = 1000 a teda 2n — 1 = 1999. Pretoze 442 = 1936 a 452 = 2025, hladané ¢islo n
ur¢ime z rovnice 2n — 1 = 2025. Zrejme n = 1013.

Poznamenajme, %e v prvej c¢asti rieSenia moZeme postupovat aj takto: do prvej
rovnice (22 + y2)(z + y) = n mono dosadit za prvy &initel vyraz z% + y> = n +
+1— (z+y) z druhej rovnice. Tak ziskame pre nezndmu s = x + y kvadratick rovnicu
(n+1— s)s =n, ktorej korene st 1 = 1 a s5 = n.
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A-11I-2

Predpokladajme, 7e s a t st (pevné) ¢isla pozadovanej vlastnosti. Graf funkcie f je
zjednotenim grafov funkcii f; a fs, ktoré st urcené vzorcami

22— 4z +s B 2 —4x +s
1-t)z+(t+7)’ fa(w) = (t+1Dx+ (7T—1)

filz) = (1)

a maji defini¢né obory D(f;) = (—o0, 1), D(f2) = (1, 00) (polpriamky bez akychkolvek
vylacenych bodov, lebo hodnota f(z) podla popisu grafu f existuje pre kazdé x € R).
Cisla s a t uréime z podmienky, 7e grafy funkcii f; a f» st polpriamky (takze ide
o linedrne funkcie). Zrejme plati t # +1 (inak by graf jednej z funkcii fq, fo bol ¢astou
paraboly), preto mozeme linedrne funkcie z menovatelov zlomkov v (1) zapisat v tvare

(=t +(t+7) = (1 —)(z—21), kde xlzii——;, (2a)
* -7
t+Dx+(7T—t)=({t+1)(z—x2), kde zo= T (2b)

Vyhodu tychto rozkladov ocenime pri vyjadrovani podmienky, Ze obe funkcie f; a f
st linedrne. Predtym vSak poznamenajme, Ze hodnota fi(z) existuje pre kazdé = < 1
a hodnota fy(z) pre kazdé x > 1 prave vtedy, ked &isla x1, z» 7z rozkladov (2) spliaji
podmienku

T <1<x. (3)

Vzorce (1) urcuji linearne funkcie fi a fo prave vtedy, ked je kvadraticky mnohoclen
12 — 4z + s delitelny (bezo zvysku) kazdym z linedrnych mnohoclenov (z — x1) a (z —
— Z5). Pretoze vSak podla (3) plati 21 # z2, moZno podmienku z predchadzajicej vety
vyjadrit rovnostou mnohoclenov

22 —dx+ s = (z—x1)(x — x2). (4)
Poznamenajme, Ze ak plati podmienka (4), buda predpisy pre funkcie fq, fo tvaru

r — T2
1-1

r — X1
@ fole) =77

fi(z) =

Podmienka (3) zaruéi, ze polpriamky, ktoré st grafmi f; a fy, neleZia na rovnakej

priamke (keby lezali, nebola by grafom f lomend ciara): os z totiz pretne ako pol-

priamku y = f1(z) (v bode [x3,0]), tak aj polpriamku y = fa(z) (v bode [z1,0]).
Podmienka (4) je s ohladom na (2) ekvivalentna s dvojicou rovnic

t+7 t—T7 t+7 t—T7 t2—49
— a Ss= : =
t—1 t+1 t—1 t+1 2 -1’
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z ktorych uréime nezname hodnoty s a t. Upravou prvej rovnice dostaneme 2 = 9,
mozné hodnoty ¢ su teda +3; podla druhej rovnice im zodpoveda rovnaka hodnota s =
= —5. Ak je t = 3, plati podla (2) ;1 = 5 a x5 = —1 (podmienka (3) je teda splnend),
ak je t = =3, potom x1 = —1 a 2 = 5 (podmienka (3) splnend nie je). RieSenim tlohy
je teda jedina dvojica (s,t) = (=5, 3).

Aj ked sme celé rieSenie viedli tak, Ze skiiska nie je nutné, spravme ju ako pre dvojicu
(s,t) = (=5, 3) tak aj pre dvojicu (s,t) = (=5, —3). Pre prvi dvojicu vychadza

(z+1D(x-=5 x4+l

_ (z 1),

x4z -5 —2(x = 95) 2
o) = S vz r7 (r+D@—5) _2-5 21
Alz+1) A4 =

takZe naozaj ide o rieSenia (obr.20a); dvojici (s,t) = (=5, —3) zodpoveda funkcia

(:U+1)(.r—5):x—5 (<1, z# 1),

fla) = 22 —4x -5 B 4(x+1) 4
- Blz—1+z+7 | (@+1)(x-5)  x+1
_2(1,_5) - 2 (3521,357&5),

ktorej grafom je lomend ¢iara bez dvoch bodov (obr.20b), takZze dvojicu (s,t) =
= (=5, —3) nemozno povazovat za rieSenie.

A

11 S - -1711 5
%37*4 ------- S >

Obr. 20a Obr. 20b

Pozndmka. Moze sa stat, ze by niekto chcel vyjadit podmienku linearity oboch funkcii
f1 a f2 (bez toho, aby zaviedol ¢isla 1, z2) takto: mnohoclen 22 — 4z + s je delitelny
ako mnohoc¢lenem (1 — )z + (¢ + 7), tak i mnohoélenom (¢ + 1)x + (7 — t), je teda
delitelny aj ich stcinom, teda plati rovnost mnohoclenov

(A=) +E+D)(t+Dz+(T—1) =(1—t) (2" — 4z + 3)

(koeficient (1 — t2) sa zist{ porovnanim kvadratickych ¢lenov). Tento zaver je vSak ko-
rektny len vtedy, ked st oba linedrne mnohocleny nesidelitelné; v naSom rieSeni je tato
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nestdelitelnost zaru¢end podmienkou (3). Stdelitelnym mnohoclenom z menovatelov
zlomkov v (1) zodpovedd ,rieSenie® (s,t) = (=77,0) s prislusnou funkciou

2
— 4 —

ktorej graf (obr.20c) je sice zlozeny z dvoch polpriamok, ale ich spolo¢ny zaciatok do
grafu f nepatri (naviac tieto polpriamky zvieraju priamy uhol, takZze ich zjednotenie
nie je lomend ¢iara).

A
—7 11/
. 5 >
—11
Obr. 20c¢
A-1I-3

Vo vSetkych rieSeniach oznacujeme w = [ MSN|.

RieSenie 1. Z rovnobeZnosti priamok SM a XY vyplyva rovnost |[4SY X | =7 —w
(obr. 21). Preto sa vSetky uvazované trojuholniky SXY zhoduji nielen v dlzke strany
SX (rovnej polomeru r kruznice k), ale i vo velkosti protilahlého vnttorného uhla SY X.
KruZnice opisané vSetkym trojuholnikom SXY maju teda rovnaky polomer R (rovny

o ) a bod Y le#i vidy na tom ich obliku, z ktorého je tetiva SX dlzky r vidiet
sin w

pod uhlom 7 — w. Vyska v k strane SX trojuholnika SY X zrejme neprevysuje vysku
kruhovej vysece z obr. 22, pritom je rovna tejto vyske prave vtedy, ked plati |[SY| =
= | XY|. Preto ma zo vSetkych trojuholnikov SXY najvicsi obsah préave ten, ktory ma
zhodné strany SY a XY. Jeho vnutorny uhol « pri vrchole S je zhodny s vnatornym
uhlom pri vrchole X, a teda plati 2a 4+ (7 — w) = 7, odkial o = %w, ¢o znamena, 7e
polpriamka SX je os uhla M SN. Priesecik tejto osi s kruznicou k preto urcuje hladany
bod X.

Dodajme, ze maximalnu vysku v trojuholnika S XY k strane SX mozno urc¢it aj inym

postupom (bez tivah o kruhovom vyseku): ak oznac¢ime Yy pitu vysky z vrchola YV, o =
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M
Obr. 21 / Obr. 22

= |4XSY|ap=|4SXY|, potom plati
v-cotga+v-cotg S = |SYp| + | XYo| = |SX|=r,

odkial' s ohladom na to, Ze « + 8 = w a ze funkcia cotg je v intervale (0, %71') konvexna,
vychadza odhad

r < r _ r N
cotg a + cotg B — 2cotga—‘gﬁ ~ 2cotg¥ 2 &y

RieSenie 2. Ozna¢me p = | XY| a ¢ = |SY|. Podla kosinusovej vety pro trojuholnik
SXY plati 2 = p?> + ¢® + 2pq - cosw, lebo |FSY X| = 7 — w. Tato rovnost upravime
do tvaru r2 = (p — q)% + 2pq(1 + cosw), z ktorého uz Tahko zhora odhadneme velkost
sucinu pq:
-9 1
2(1+cosw) = 2(1+cosw)’
pritom rovnost nastane prave vtedy, ked p = ¢. To je aj podmienka, pri ktorej je obsah
%pq sinw trojuholnika SXY maximalny. Dosli sme tak k rovnakému zaveru ako pri

prvom rieSeni.

RieSenie 3. Vyjadrime obsah trojuholnika SXY ako funkciu uhla o = |[§XSN]|
a zistime jej najviacsiu hodnotu na intervale 0 < o < w. Pri oznaceni z obr. 23 vyplyva,
ze | XZ| = |SX|sina = rsina. Pretoze |[JSYX| =7 —w a [{SXY| = w — a, zo

Pq =




66 50. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

sinusovej vety pre trojuholnik SXY vychadza

ISY| = [SX] - sin(w — )

sin w

Pre obsah P trojuholnika SXY tak dostavame vyjadrenie

_|SY|-1XZ] _ r?sinasin(w—a)  r?(cos(2a — w) — cosw)

P " :
2 2sinw 4 sin w

(vyuzili sme vzorec 2sinzsiny = cos(z —y) —cos(r +y) pre t = a a y = w — «). Pre
hodnotu P teda plati horny odhad

r2(1 — cosw) <: r2 w>'

_t _
4sinw 4 g2

P

A

Rovnost nastane prave v pripade, ked cos(2a — w) = 1, ¢o je v naSej situdcii splnené

jedine pre o = jw (z nerovnosti 0 < & < w totiz vyplyva odhad |20 — w| < w).

A-1I-4

Predpokladejme, Ze f je lubovolna z hladanych funkcii. VSimnime si, Ze Tava strana
danej rovnice je parna funkcia premennej x. Pri zamene ¢isla z opac¢nym ¢islom —z sa
preto nezmeni ani hodnota pravej strany rovnice:

(z—y)? fle+y) =(—z—y)?° f(—z+y)

alebo
(@—y)* flr+y)=(+y)* fly—=).

Dosadme sem pri [ubovolnom ¢ € R hodnoty z = (t — 1) a y = (¢ + 1), ktoré s
zvolené tak, aby platilo x +y =t a y — z = 1. Dostaneme vztah f(t) = t2- f(1) pre
kazdé t € R. Funkcia f je teda nutne tvaru f(z) = cx?. Nezndmy koeficient ¢ zistime
tak, ze dosadime do rovnosti zo zadania (a tak vlastne spravime aj skdsku): rovnica
c(z? + cy?)? = (z — y)? - c(z + y)? je ekvivalentna s rovnicou c(c + 1)y?(222 + (¢ —
— 1)y?) = 0, ktora je splnené pre fubovolné = a y prave vtedy, ked ¢ = 0 alebo ¢ = —1
(napr. dosadenie x = y = 1 vedie k podmienke ¢(c + 1)? = 0, takZe nutne ¢ € {0, —1}).

Uloha m4 préave dve riefenia: nulovii funkciu f;(r) = 0 a funkciu fo(r) = —22.
A-TIIT-1
Ak je mnoho¢len P konitantny, ¢ize P(z) = a, tak &islo a podla zadania splia

podmienku a? + a = a + a, takZe a = 0 alebo a = 1. Obidva mnoho¢leny P(z) = 0
a P(z) =1 st rieSenim tlohy.

Ak je stupen n mnohoclena P kladny, tak P(z) = az™ 4+ Q(x), kde a je ¢islo rozne
od nuly a @ je mnohoclen so stupnom najviac n — 1. Ak porovname v rovnosti

(a2” + Q)" + a(=2)" + Q(=7) = az®™ + Q(a?) + az” + Q(x) (1)
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koeficienty pri najviiésej mocnine 2", dostaneme podmienku a? = a, z ktorej vyplyva
a = 1 (pripomenme, %e a # 0). Rovnost (1) upravime po dosadeni hodnoty a = 1 do
ekvivalentného tvaru

20" Q) + (Q(2))" = Q&%) = [1 — (=1)"]a" + Q(z) — Q(—x). (2)

Predpokladajme, Ze mnohoclen @@ mé kladny stupen &k (k < n). Potom je na lavej strane
(2) mnohoclen so stuphiom aspon n + k, ¢o je spor s tym, Ze na pravej strane (2) je
mnohoclen so stupiiom najviac n. Preto @ je konstantny mnohoclen, teda Q(z) = b pre
vhodné ¢islo b. Po dosadeni do (2) dostdvame podmienku 2bx™ +b% —b = [1 —(—1)"]z",
ktora je splnena pre kazdé x prave vtedy, ked 2b = 1 — (—1)" a zéarovenr b> — b = 0. Pre
parne n vychadza jedine b = 0 (takze P(x) = x™), pre neparne n vyjde b = 1 (takze
P(xz)=z"+1).

Odpoved: Hladané mnoho¢leny st konstanty 0 a 1, jednoéleny z2, z*, 2%, ... a dvoj-
Cleny x +1, 23+ 1,25 +1, ...

Iné riesenie. Ak pripoc¢itame P(—z) k obom strandm danej rovnosti, dostaneme
rovnost (P(.r))2+2P(—x) = P(2%)+P(x)+P(—z). Na jej pravej strane je parna funkcia
premennej z. Preto je parna i funkcia na Tavej strane: pre kazdé x plati (P(ac))2 -+
+2P(—z) = (P(—ac))2 + 2P(z), alebo

(P(z) — P(—x)) - (P(z) + P(—z) —2) = 0.

Jeden z dvoch ¢initelov na lavej strane poslednej rovnosti je teda nulovy mnohoclen. Ak
plati identita P(x) — P(—z) = 0, redukuje sa rovnost zo zadania tlohy na (P(x))2 =
= P(x?). Ak plati identita P(z) + P(—z) — 2 = 0, tak pre mnoho¢len @ definovany
rovnostou Q(z) = P(x) — 1 plati Q(—z) = —Q(x). Po dosadeni a tprave prejde rovnost
zo zadania do tvaru (Q(:c))2 = Q(z?).

Ak zhrnieme obidva pripady, zistime, Ze v kazdom z nich mame ur¢it mnohoclen R,
ktory je parnou alebo neparnou funkciou a pre kazdé x splia rovnost (R(:v))2 = R(z?).
Hladajme také R najskor medzi jednoc¢lenmi: po dosadeni R(z) = az™ zistime, Ze je
bud a = 0, alebo a = 1 a n = 0 je Tubovolné. Predpokladajme, %e R nie je jednoclen,
teda R(z) = az™ + baz* + S(x), kde a, b st &isla rozne od nuly, n > k a S je nulovy
mnohoclen alebo mnohoclen so stupniom nanajvys & — 1. Ak porovname v rovnosti

(az™ + bz* + S(x)) - (az™ + b2® + S(z)) = az®" + bz + S(z)

koeficienty ¢lenov s mocninou 2”*, dostaneme rovnost 2ab = 0, ktora je v spore s tym,
7e a # 0 a b # 0. Preto podmienku (R(av))2 — R(z?) spliiajii len mnohoéleny R rovné

2 .3
0,1, z, %, z°, ...

A —1IT - 2

Oznac¢me este R bod dotyku s odvesnou AC a S stred spominanej kruznice (obr. 24).
KedZze SQCR je $tvorec a bod S lezi na osi o usecky PQ, lezi bod C na priamke o', ktora
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je obrazom osi o pri otoceni okolo bodu Q) o pravy uhol. Vrchol C potom zostrojime ako
prieseénik priamky o' s Talesovou kruznicou T nad priemerom QX . ZvySok konstrukcie
je zrejmy.

Obr. 24

Uloha ma (pre dané body P, @, X) jediné rieSenie. Aj ked os o mozeme otoéit
okolo bodu @) o pravy uhol dvoma sposobmi, jedna z otocenych priamok o” kruznicu
T vobec nepretne. Druhd z nich ma sice s kruznicou 7 dva spolo¢né body, ale jednému
z nich zodpoveda taky trojuholnik ABC', Ze miesto kruZnice vpisanej ma pozadované
vlastnosti kruznica pripisand prepone AB (Q je bod dotyku s priamkou BC' a nelezi
na odvesne BC, ale na jej predlzeni za vrcholom B). Zrejme to zvy$né rieSenie splia
vSetky podmienky zadania.

A —-1IT -3

Ozna¢me (*) dant nerovnicu a K = (—o00,0) U (1, 00) prislusnt mnozinu (vSetkych)
rieSeni. Z toho, Ze 0 patri do mnoZiny K, vyplyva pre b podmienka b = 0 a zaroven
/b > —c. Keby v8ak platilo b > 0, bol by vyraz \/2z2 + ax + b definovany v niektorom
okoli bodu z = 0 a z (ostrej) nerovnosti (x) pre z = 0 by vyplyvala jej platnost
aj pre malé kladné ¢isla z, ¢o je v spore s tvarom mnoziny K. Preto musi byt b = 0
a z nerovnosti \/b > —c vyplyva podmienka ¢ > 0.

Pretoze \/2:152 +ar+0b = \/x(Qx + a) a mnozina K obsahuje vSetky ¢isla z > 1,
plati pre tieto x nerovnost 2x 4+ a = 0, z ktorej vyplyva a = —2. Pretoze 1 ¢ K,
nerovnost /2 + a > 1 — ¢ neplati, jej lava strana mé vdaka nerovnosti a = —2 zmysel.
Naopak, plati nerovnost /2 + a < 1 — ¢, odkial vyplyva podmienka ¢ < 1. Keby platila
ostra nerovnost /2 + a < 1 — ¢, nerovnost /xz(2z + a) < = — ¢ by bola splnend nielen
pre x = 1, ale aj pre x = 1 + ¢ s dostatoéne malym € > 0, ¢o je v spore s tym, 7e
1+e € K. To znamen4, %e v/2+a=1—¢c, odkiala = (1 —¢)? =2 = ¢*> — 2¢ — 1.

Zhriime vysledky naSich avah: zistili sme, ze kazdd vyhovujtica trojica ¢isel (a, b, ¢)
je nutne tvaru (¢ — 2¢ — 1,0,¢), kde 0 < ¢ < 1. Ukdzme, 7e kazd4 trojica popisaného
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tvaru ma pozadované vlastnosti. RieSme preto v obore realnych cisel nerovnicu

Ver+a) >z —c, (1)

pre pevne zvolené ¢ € (0,1) pricom a = ¢? — 2¢ — 1.

Z nerovnosti 0 < ¢ <1 a vyjadrenia a = (1 — ¢)? — 2 vyplyva, ze —2 < a < —1. Pre
kazdé x < 0 teda plati 2z+a < 0. Lavd strana (1) m4 teda zmysel a je nezdpornd, zatial
¢o prava strana (1) je pre tieto x zdpornd (lebo x — ¢ £ —¢ < 0). Preto cely interval
(—o0,0) patri do mnoziny rieSeni (1). Nepatri do nej vSak Ziadne ¢islo = z intervalu
(0, —3a), lebo pre ne nem4 zmysel lavd strana (1). Ostdva teda vyriesit nerovnicu (1)
na intervale (—%a, 00). Najprv odovodnime, Ze pre krajny bod —%a platia odhady ¢ <
< —%a < 1. Skuto¢ne, horny odhad okamzite vyplyva z toho, Ze a = —2, dolny odhad
sa odvodi zo zrejmej nerovnosti ¢ < 1:

1 1 1
—§a:—§(02—20—1) =c+ 5(1—02) 2 c.

Pre kazdé x € (—%a, o0) teda plati 2z = ¢ a preto st obe strany nerovnice (1) nezaporné.
Po umocneni oboch stran na druht a lahkej iprave dostaneme ekvivalentni nerovnicu
22 + (a + 2¢)x — ¢® > 0. Odtial ndm po dosadeni a = ¢*> — 2¢ — 1 vychadza nerovnica
(z—1) (z+c?) > 0, ktora plati prave pre tie (kladné) &isla z € (—3a, 00), ktoré sit vicsie
ako 1 (zopakujme, 7e —%a < 1). Tym sme dokazali, Ze mnoZinou rieSeni nerovnice (1)
je skutoéne mnozina K zo zadania tlohy.

Odpoved: Hladané trojice su (a,b,c) = (c
z intervalu (0, 1).

2 _2¢—1,0,¢), kde ¢ je Tubovolné &islo

A-T1II -4

V Ziadnom slove zrejme nemozu byt $tyri rovnaké pismena. Maximélna mozna dlzka
slova uvazovaného jazyka je teda 3n (skupina n trojic rovnakych pismen za sebou je
zrejme slovo). Zaroven je jasné, ze pre n = 1 existuje jediné slovo dizky 3.

Nech n = 2.

1. Kazdé slovo zacina dvoma rovnakymi pismenami. Keby to tak nebolo, mali by sme
slovo AB...A...A... zaéinajice dvojicou roznych pismen A, B. Dalsie pismeno B sa
v8ak nemdze vyskytovat medzi prvym a druhym pismenom A (jedno tam uZz je), ani
za tretim pismenom A (dve A by boli medzi dvoma B). Obe ostavajice pismena B by
museli byt medzi druhym a tretim pismenom A, ¢o tieZ nie je mozné.

2. Ak vypustime zo slova mazimdlnej dlzky 3n tri rovnaké pismend, dostaneme
v jazyku s n — 1 pismenami opit slovo mazimdlnej dlzky 3(n—1).

Pocet slov maximalnej dizky v jazyku s n pismenami oznacme p,,. Zistime, kolko
je slov maximéalnej dlzky zac¢inajicich zvolenym pismenom A. Kazdé také slovo zacina
dvoma pismenami A, takze tretie pismeno je bud A (takych slov je zrejme tolko, kolko
je slov maximélnej dl7ky obsahujicich n — 1 pismen, tj. p,_1), alebo pismeno B # A.
Pretoze po vypusteni vSetkych pismen A dostaneme opit slovo (a to musi zac¢inat, ako
uz vieme, dvoma rovnakymi pismenami), musi povodné slovo za¢inat skupinou AABAB
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(moZnost AABB. .. A zrejme neprichddza do tvahy). Takych slov je opit p,_1. Celkovo
je teda 2p,_1 slov maximalnej dlzky zaéinajtcich zvolenym pismenom A. To znamena,
7€ pn = 2np,_1, odkial vyplyva

pp = 2" "tnlp, =271l
N&ajdeny vzorec vyhovuje aj pre n = 1.
A-1III-5

Z rovnosti useciek, ktoré v popisanej sieti zodpovedaji rovnakym hranidm vysledného
Stvorstena ABCD, dostavame, 7e |AB1| = |ABs2| = |AB| = b, |B1C1| = |B2Cs| =
= |BC| = ¢. Ozna¢me S stred tsecky AB; a Bs pitu kolmice z bodu D na priamku
B2C5 (obr.25). Trojuholniky B1C;D a B3CyD su stredovo stimerné podla bodu D,
preto |B3Cs| = |B1C4| = c. Pretoze lichobeznik Cy AB>C5 je rovnoramenny, je rovno-
ramenny aj trojuholnik By ABs (vzhladom k predchadzajicim rovnostiam je dokonca
rovnostranny), a z obdl7nika B1SBsBs vyplyva %b = |B1S| = |B2B3| = 2¢, potom
b=4c.

By Oy ¢ B

o
4 : y
| N
: g =
|
| D
~_ |
\\ |
T~
™
C; ¢ By S A A
Obr. 25 Obr. 26

Teraz si uz len uvedomime, Ze zostaveny Stvorsten ABCD bude mat dve pravouhlé
steny CDB a ADB s pravymi uhlami pri vrchole B (obr.26), ¢o znamend, ze hrana
BD bude kolmé ku stene ABC'. Pritom vyska v trojuholnika ABC' (alebo trojuholnika
AByC5) na stranu BC' je zaroven vySkou BsS rovnostranného trojuholnika By ABs,
takze v = $1/3b a zdroveil |[BD| = |B1D| = fv. Objem V $tvorstena ABC'D vypo&i-
tame ako

1 1

1
3
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takze b = {/642cm = 16 cm.
A—-1III -6

Matematickou indukciou najprv dokdzeme, Ze vSetky hodnoty f(z) lezia v dvojprv-
kovej mnozine M = {0,1}. Tvrdenie f(z) € M plati pre kazdé = < 0. Ak je celé ¢islo
x 2 0 také, ze f(y) € M pre kazdé celé y < x, potom v M lezi kazdé z n ¢isel f(x — a;)
(1=1,2,...,n),atedaajich siin a podla (1) aj ¢islo f(z). Dokaz indukciou je hotovy.

Ozna¢me A = max{ay,as,...,a,}. Potom vSetky ¢isla z —a; (i =1,2,...,n) lezia
medzi A ¢islamiz—1, z—2, ..., x — A. Podla (1) to znamen4, Z%e ak plati pre niektoré
nezaporné ¢isla p a ¢ nasledujicich A rovnosti

fo=1)=flg=1), fp—-2)=f(@—2), ..., flp—A) = flg—A), (2)

plati tiez rovnost f(p) = f(q). Matematickou indukciou mozno overit rovnost f(p +
+ 1) = f(q+ r) pre kazdé celé r = 0. Preto ak dokdZeme existenciu prirodzenych ¢isel
paq, p<q,pre ktoré plati stistava rovnosti (2), bude tvrdenie z textu tlohy platit pre
éislas=pat=q—np.

Podmienku (2) mozno vyjadrit ako rovnost dvoch usporiadanych A-tic

fo=1),fp=2),--- . flp= Al =[flg=1), flg=2),..., flg— A,

ktoré si, ako uz vieme, zostavené vyhradne z ¢isel 0 a 1. Z dvoch réznych prvkov mozno
ale zostavit len 24 roznych A-tic, tak7e napriklad v nasledujtcej skupine A-tic

{If(x—1),f(x=2),...,f(x—A)]:x=0,1,...,24}

st niektoré dve A-tice rovnaké. Tym je dokaz tvrdenia tlohy hotovy.






Pripravné sustredenia pred MMO

Pred medzindrodnou matematickou olympiadou (MMO) sa kazdoro¢ne kona jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlepSich rieSitelov tretieho kola kategd-
rie A. Po prvom z nich SK MO vyberie 6 najlepsich Studentov do reprezenta¢ného
druzstva Slovenska a urc¢i dvoch ndhradnikov. Druhé stustredenie je zamerané na pri-
pravu Sestélenného reprezenta¢ného druZstva.

Na vyberovom sustredeni pred MMO sa zGcastnilo 11 sutaZiacich, najuspesnejsich
rieSitelov tretieho kola MO kategdrie A. Sustredenie sa konalo v diioch 17.-21.4.2001
v Bratislave. Kazdy den studenti riesili sériu troch tloh pri rovnakych podmienkach
ako na MMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci ststredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sc¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO a iné vysledky (predchadzajica tcast na MMO, vysledky koreSpon-
den¢ného seminara SK MO) bolo vybrané Sestélenné druZstvo, ktoré sa zacastni MMO.

Vysledky sustredenia:

1. Katarina Quittnerovda 53 7. Marek Tesar 33.5
2.-3. Radovan Bauer 44 8. Peter Krcah 23
2.-3. Rdobert Lukotka 44 9. Stanislav Miklik 20.5
4. Jana Szolgayovd 43 10. Martin Macko 18
5. Peter Bella 42 11. Zoltan Mics 16.5
6. Tomas Kulich 38

Ulohy zadévali lektori z Bratislavy:

Mgr. Richard Kollar, Frantisek Kardos, FMFI UK, tlohy 1 — 4,
Mgr. Jan Bdbela, Tomas Jurik, FMFI UK, tulohy 5 — 8,

Jan Spakula, FMFI UK, tlohy 9 — 12,

Juraj Foldes, FMFI UK, tlohy 13 — 16,

Eugen Kovac, FMFI UK, tdlohy 17 — 20.

Pre vybrané druzstvo sa organizovalo eSte jedno pripravné ststredenie v diioch 8.—
12.6.2001 v Bratislave. Tohtoroc¢né pripravé stustredenie prebehlo bez vac¢sich problémov.
Toto stustredenie bolo zamerané viac na vedomostnu pripravu studentov a jeho obsahom
boli prednasky na vybrané témy. Lektormi boli:

Juraj Fildes, FMFI UK Bratislava (Geometria),
Viadimir Marko, FMFI UK Bratislava (Nerovnosti),
Jdn Spakula, FMFT UK Bratislava (Kombinatorika),
Mgr. Richard Kollar FMFI UK Bratislava (Funkcie),
Eugen Kovadc¢, FMFI UK Bratislava (Tedria ¢isel).
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Zadania sttaznych tloh vyberového stistredenia pred MMO

. Dané st dve kruznice ky a ko, ktoré sa pretinaji v dvoch roznych bodoch A a B.

Priamka p prechadzajica bodom A pretina kruZnice ki a ko po rade v bodoch
C a D. Oznac¢me P a @ projekcie bodu B zostrojend po rade na dotycnicu
ku kruznici k1 v bode C' a na doty¢nicu ku kruznici ks v bode D. Dokéazte, 7e
priamka P() je doty¢nicou kruznice k3 zostrojenej nad priemerom AB.

. Dané je prirodzené ¢islo n, n = 2 a redlne ¢isla z;, 0 < z; < 1, kde 1 =

=1,2,...,n. Dokazte, ze plati

n
(x1+ 22+ ...+ xy) — (X122 + 223 + ... + Tpx1) S ng

a zistite, kedy nastdva rovnost!

. V bode (1, 1) stradnicovej stistavy je umiestneny balik piesku. Dalej sa pohy-

buje vzdy podla jedného z nasledujicich pravidiel:

e 7 bodu (a,b) moze prejst do bodu (2a,b) alebo do bodu (a, 2b)

e 7 bodu (a, b) moze prejst do bodu (a—b, b), ak a > b alebo do bodu (a,b—a),
ak a < 0.
Do ktorych bodov stradnicovej sustavy sa moze balik dostat?

. Zistite, ¢i medzi prvymi 100 000 001 ¢lenmi Fibonaciho postupnosti existuje ¢islo

konciace Styrmi nulami!

. Je danych 2n + 1 kladnych ¢isel takych, ze rozdiel medzi si¢tom lTubovolnych

n + 1 danych cisel a sictom zvysSnych n ¢isel je kladny. Dokazte, 7ze pre sucin
B vSetkych (2"11) takychto rozdielov a stfin A vSetkych 2n + 1 danych &isel
plati

Bt < ACY)
. Ak
a n b n c _ 0
b—c¢c c¢c—a a—b
potom
a n b i c — 0
(b—c)? (c—a)® (a—b)2
Dokazte!

. Uvazujme n rovnakych minci, ktoré lezia na stole a vytvaraji uzavretu retaz,

(kazdé dve susedné sa dotykaju.) Kolko otacok vykond minca rovnakych roz-
merov, ak s fiou obideme (bez kIzania) cela retaz, pricom predpokladame, Ze
pohybujica sa minca sa nesutale dotyka niektorej z danych minci a pri svojom
pohybe sa dotkne kazdej z danych minci? Ako sa odpoved zmeni, ak bude mat
tato minca k-kat vicsi polomer ako mince v retazi?

. Dokazte, 7e na povrchu deviitnaststena, ktory je opisany guli s polomerom 10,

existuju dva body, ktorych vzdialenost je viicsia ako 21.

. Tri kruznice rovnakého polomeru rovného ¢ prechadzaji jednym bodom T,

vSetky st vnutri AABC a kazda z nich sa dotyka dvoch jeho stran. Oznac¢me
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r polomer vpisanej a R polomer opisanej kruznice AABC'. Dokazte
. R
()t =73,
(ii) T lezi na priamke prechadzajiicej cez stred vpisanej a stred opisanej kruz-
nice AABC.
Nech funkcia f je definovana nasledovne:

e Ak n = p¥ > 1 je mocnina prvocisla p, potom f(n) =n + 1.

o Ak n = p¥ .. .pFr (r > 1) je si&in mocnin navzajom roznych prvodisel,
potom f(n) :p’fl + . phr
Pre kazdé m > 1 skonStruujme postupnost ag, ai,as,... taka, ze ag = m a
aj+1 = f(a;) pre j = 0. Ozna¢me g(m) najmensie ¢islo v tejto postupnosti.
Uréte hodnoty g(m) pre kazdé m > 1.
UvaZujme realne ¢isla spliiajice podmienku a > b > ¢ > 0. Dokézte, ze

a2 -0 A2-0b a?-72
+ +

> 3a—4b+c.
c a b

Dokéazte, 7ze pre kazdé prirodzené ¢islo n = 6 existuje mnozina M obsahujtca
n bodov v rovine takych, 7ze pre kazdy bod P z mnoziny M existuju aspon 3
body v M vo vzdialenosti 1 od P!

Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

2n+1)" =2 (2n)" + (2n—1)".

Vsetky steny konvexného mmnohostena st trojuholniky. Dokéazte, ze mozeme
nafarbit kazda hranu tohto mnohostena ¢ervenou alebo modrou farbou tak,
aby sa z kazdého vrchola dalo dostat do kazdého iného vrchola iba po modrych
a zaroven iba po Cervenych hrandach!

Mnozina Ty pozostava zo vietkych ¢isel tvaru (2%)!, kde & = 0,1,2,.... Pre
kazdé prirodzené cislo p = 1,2,...,2001 oznac¢me T, mnozinu cisel, ktoré
dostaneme ako sucty niekolkych (aj jedného) rdéznych ¢isel z Tj,—q. Dokdite,
7e existuje prirodzené cislo, ktoré nepatri do Tsgo1-

Dokazte, ze ak v konvexnom pituholniku ABCDE plati | ABC| = |SADE|
a |[SAEC|=|4ADB|, tak |SBAC| = |4 DAE|.

Nech v : R — R je funkcia. DokéZzte, Zze nasledujice dve podmienky su
ekvivalentné:

(A) Bud u(z) = 1 pre kazdé x € R, alebo je funkcia u striktne monoténna a pre
vsetky z,y € R plati

u(z +y) = u(z)u(y).

(B) Existuje striktne monoténna funkcia f : R — R taka, Ze pre vSetky z,y € R
plati

fl+y) = fla)uly) + f(y).
Dany je trojuholnik ABC' a jeho vnitorny bod M. Dokazte, Ze plati nerovnost

min {|MA|,|MB|,|MC|}+ |[MA|+ |MB|+ |MC| < |[AB| + |BC| + |AC|.
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19. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n, n = 2 existuje n-prvkovd mnoZina
S celych ¢cisel taka, 7ze pre vSetky a,b € S, a # b je ¢islo ab delitelné ¢islom
(a —b)2.

20. Nech m,n st prirodzené ¢isla také, Ze m = n = 2. Dokézte, Ze pocet vSet-
kych polynémov stupna 2n — 1 s navzajom réznymi koeficientami z mnoziny
{1,2,...,2m}, ktoré st delitelné polynémom z"~1 + ...+ 2+ 1 je

i) -0



7. Cesko-Slovensko-Polské stretnutie

BiLovEc, 14.-15.6. 2001

V dnoch 13.-16.6. 2001 sa v Bilovci ukutocnil uz siedmy ro¢nik matematickej si-
taze medzi olympionikmi Ceskej a Slovenskej republiky. Tento rok prijalo pozvanie
aj polské druzstvo pripravujice sa na medzinidrodni matematickd olympiddu. D4 sa
povedat, Ze tento rok sa uskuto¢nilo prvé Cesko-Slovensko-Polské stretnutie, lebo na
budici rok bude organizovat stretnutie polska strana. Verime, 7e ucastou tradic¢ne
kvalitného polského druZstva sa v tvrdSej konkurencii zoceli aj naSe druZstvo pred
MMO. Dlhodobé4 snaha organizatorov vedie k usporiadaniu akejsi Stredoeurdpske;j
matematickej olympiady. Cesky tim doprevadzali a zaroveih organizatormi boli tento
rok RNDr. Jaroslav Svrcek, CSc., Mgr. Pavel Caldbek a doc. RNDr. Miroslav Simsa,
CSc.. Vedicimi Slovenského timu boli Jdn Spakula a Juraj Foldes a vedtcimi polského
timu boli Marcin Kuczma, Jozef Kalinowski a Rafal Lochowski.

Por. | Meno Stat L[2.]3.[4.[5.]6.]>
1.2. | Michat Adamaszek | Polsko 17171717338
Karol Cwalina Polsko 717557738
3. Katarina Quittnerova |Slovensko |7 |7 |2 |7 |7 | 7|37
4.-6. Radovan Bauer Slovensko |7 |7 |7|7]|2|4|34
Jan Kyncl Ceskdrep. | 7|2 |7|7|7|4]|34
Jarostav Wrona Polsko 771656334
7.-9. Jaroslav Hajek Ceskdrep. |7|7|2|7|7]1|31
Roman Lomowski Polsko TI7T10|7]7|3]|31
Pawel Walter Polsko 6565|6331
10.-11. | Jana Szolgayova Slovensko |7 |7 |7]16|2]0]29
Matrin Tancer Ceskdrep. | 7|14|7|7]1[3/29
12. Tomas Kulich Slovensko |3 |4 |7|7|6|0]|27
13.—14. | Peter Bella Slovensko |3 |7 5|1 (1|4|24
Aleksander Zabtocki | Polsko 7131266024
15. Jan Herman Ceskdrep. |0|4|0|7|7]3|21
16. Roébert Lukotka Slovensko |0 |1 |1|7|7|3]|19
17. Tom4s Protivinsky Ceskdrep. |112]2[6]2]3]|16
18. Ondfej Suchy Ceskdrep. |00 ]2|7|1|1]11

Tato sutaz je spolu s vyberovym a pripravnym sustredenim sucastou dlhodobej
pripravy na medzindrodni matematicki olympiddu (MMO). Na rozdiel od spomina-
nych sustredeni si tu moézu Studenti precvicit svoje schopnosti vo velmi podobnych
podmienkach, ako ich ¢akaji na MMO. Na rieSenie lloh majua styri a pol hodiny, ¢o je
o pol hodiny viac ako vo vSetkych kolach nasej MO. Aj tematické zameranie a naroc¢nost
uloh je ovela blizsia MMO ako napriklad celoStatnemu kolu.

Organizacia tohtoro¢ného stretnutia bola bezchybné, za ¢o mozno podakovat vede-
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niu gymnazia v Bilovei a ¢eskym organizatorom. Stutaz prebiehala v priatelskej, ale
stutazivej atmosfére. Priklady sa podarilo vybrat primerane tazké tak, aby rozvrstvili
stutaziacich. Nikto neziskal plny pocet bodov. V celkovom hodnoteni zvitazilo Polsko
pred Slovenskom a Ceskou republikou. Vysledky jednotlivych Ziakov uvadza tabulka.

Nase druzstvo podalo vyrovnany vykon. Vycitat sa im d4 iba zavahanie na priklade
¢islo 5. Bola to funkcionalna rovnica velmi podobné rovnici v krajskom kole kategorie A.

7 tradicného volejbalového stretnutia sa stal turnaj, v ktorom tento rok kazdé
druzstvo ziskalo jedno vitazstvo a jednu porazku.

Zadania dloh 7. cesko-slovenského stretnutia

Uloha 1.
Dokézte, 7e pre lubovolné kladné ¢isla ay,as, ... ,a, (n = 2) plati nerovnost
(af +1)(a3+1)...(a2 +1) = (aFay + 1)(a3a3 +1)...(a2a; + 1).
(P. Kanovsky)
Uloha 2.

Trojuholnik ABC ma ostré vntutorné uhly pri vrcholoch A a B. Nad stranami AC
a BC su trojuholniku zvonku pripisané rovnoramenné trojuholniky ACD a BCE so
zékladiami AC' a BC' tak, 7e |SADC| = |4 ABC| a stcasne |[{BEC| = |<BAC|.
Oznac¢me S stred opisanej kruznice trojuholniku ABC. Dokéite, ze dizka lomenej iary
DSFE sa rovna obvodu trojuholnika ABC prave vtedy, ked je uhol ACB pravy!

(J. Simsa)
Uloha 3.
Pre lubovolné prirodzené &isla n, k spliiajice podmienky %n <k< %n najdite najmensi
pocet policok, které moézeme obsadit na Stvorcovej Sachovnici n x n tak, aby v Ziadnom
riadku ani v Ziadnom stipci Sachovnice neexistovalo k volnych (tj. neobsadenych)
susednych polic¢ok!

(J. Simsa)
Uloha 4.
V rovine st dané body A, B (A # B). V tejto rovine uvazujme Iubovolny trojuholnik
ABC' s vlastnostou: Na jeho stranidch BC, CA existuji postupne body D, E, pre ktoré
plati

o 1BDL_[CEl 1
|BC| |CA| 3’
(ii) body A, B, D, E lezia (v tomto poradi) na jednej kruznici.
Urcéte mnozinu priese¢nikov priamok AD a BE pre vSetky trojuholniky ABC' s danou
vlastnostou!

(J. Svréek)
Uloha 5.
Uréte vSetky funkcie f : R — R vyhovujice rovnici

f@®+y)+ f(flx) —y) =2f(f(z)) + 2y
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pre vSetky xz,y € R.
(P. Kanovsky)
Uloha 6.
V priestore je dana kartezidnska stustava stradnic. Kazdy bod s celoc¢iselnymi stiradni-
cami nazveme mreZovym. Ofarbime 2 000 mrezovych bodov na modro a inych 2 000 mre-
zovych bodov na c¢erveno tak, aby ziadne dve modrocervené tisecky nemali spolo¢ny vn-
utorny bod. (Useéku nazyvame modrocervenou, pokial je jeden jej krajny bod ofarbeny
na modro a druhy na éerveno.) Uvazujme najmensi kvader s hranami rovnobeznymi
s osmi suradnic, ktory obsahuje vSetky ofarbené body.
(a) Dokazte, ze kvader obsahuje aspon 500 000 mreZovych bodov.
(b) Udajte priklad popisaného ofarbenia, ked uvazovany kvader obsahuje maximélne
8 000 000 mrezovych bodov.
(J. Simsa)

RieSenia aloh 7. ¢eskoslovenského stretnutia

Uloha 1.
Tvrdenie dokédZeme pouzitim principu matematickej indukcie vzhladom k prirodzenému
¢islu n.

(i) Pre n = 2 dostavame

(ai’ + 1) (ag + 1) (a%ag + 1) (a%al + 1) ,
adad +ad +ad +12ala3 + a’as + ara + 1,
af(ar — as) + aj(az —a1) 2 0,
(ai — a3)(a1 — az) 2 0,

(a1 — az)z(al + az) z 0.

=
=

Posledna nerovnost zrejme plati pre Iubovolné kladné ¢isla ay, as. Pretoze vSetky
pouzité tpravy boli ekvivalentné, plati aj dand nerovnost pre n = 2.

\%

(ii) Predpokladajme teraz, Ze nerovnost z textu tlohy plati pre urcité n = 2.
DokéaZzeme platnost nerovnosti aj pre n + 1. Nerovnost

(a3 +1)... (a2 +1) (a3, +1) 2 (afaz+ 1) ... (aZans1 + 1) (a2, ia1 + 1)
(za uvedeného predpokladu) bude platit, ak bude splnend podmienka

(aianﬂ + 1) (a%_l_lal + 1)

3
12>
Uni1 T 1= aZay + 1
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Pomocou ekvivalentnych tprav zistime, kedy je uvedend podmienka splnena. Postupne
dostaneme

(6341 +1) (a2a1 +1)

3 2 2 3
Opt+10,01 +a,a1 + Opt1 +1

(aian_H + 1) (ai+1a1 + 1) ,

>
3 2 2 2
z Opt+10,01 + On410,, + 0p4101 +1,

ai(al —Gpy1) + a721+1(an+1 —a1) 20,
(an+1 — a1)(ant1 — an)(@nt1 + ap) 2 0.

Posledné nerovnost vo vSeobecnosti neplati. Zadana nerovnost je vSak cyklickd, tj. ne-

zmeni sa, ak n-ticu kladnych ¢isel (ay,as, ... ,a,) zamenime lubovolnou z n-tic
(a27 ag, ... ,0n, a1)7 (a37 Q4,...,0n,01, a2)7 R (a'nv ay, az,. .. 7an—1)-
Mbzeme teda dani (n + 1)-ticu (aq,as,...,a,11) na zafiatku cyklicky pozmenit tak,

aby ¢islo a1 bolo maximalne zo vSetkych n + 1 ¢isel a;. Potom st obe ¢isla ap4+1 — a3
a ap11 — G, Nezaporné, a preto plati aj poslednd nerovnost.

Tym je dokaz nerovnosti matematickou indukciou hotovy.

Uloha 2.
Uvazujme zvy¢ajné oznacenie diZok stran a velkosti vniatornych uhlov trojuholnika
ABC, r nech oznac¢uje polomer opisanej kruznice. Dalej nech G je stred strany AC a D’
bod stimerne zdruzeny s bodom D podla priamky AC. Pretoze |SAD'C| = |<ABC|,
lezi bod D’ na kruZnici opisanej trojuholniku ABC, tj. |SD'| = r, a teda |GD| =
= |GD'| =|SG| +r.

Odtial dostaneme |SD| = |SG| + |GD| = 2|SG| + r = r(2cos 3 + 1). Analogicky
|SE| = r(2cosa + 1). Dizka lomenej iary DSE je teda

|SD| + |SE| = 2r(cosa + cos f + 1),

zatial ¢o obvod trojuholnika ABC' je 2r(sina + sin 8 4 sinv).
Zistime, za akych podmienok plati rovnost

cosa+cos B+ 1 =sina + sin B + sin~y.

Tato postupne upravime nasledujiicim spésobom

2cosagﬁcosa;5+1:2sina—;ﬁcosa;ﬁ+sin7,
2 _
(cosZ —sin1> — 2cos & b (cosZ —sin1>,
2 2 2 2 2

tj.

(cosz—sinz) cosz—sinl—Qcosa_ﬁ = 0.
2 2 2 2 2
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Ak je v = 90°, tak je poslednd rovnost splnend. Ak je vSak v # 90°, mozno rovnost

ekvivalentne upravit na tvar cos 4 —sin 3 = 2cos 5=, ¢o je v spore s odhadmi

a—f

cos%—sin%:ﬂcos<%+ )<\/§:2cos£<2608

T
4
(pre ostré uhly «, 8 totiz plati |aT_ﬁ| < 7).

Tym je dokaz skonceny.

Uloha 3.

Uk4Zeme, 7e hfadany najmensi pocet policok je 4(n—k). Cisla n, k spliiajtice podmienku
7z textu tlohy buda v celom rieSeni pevné; kazdé obsadenie niekolkych poli¢ok Sachovnice
n x n s pozadovanou vlastnostou nazveme ,,dobrym*“. (Dobré je napriklad obsadenie
vietkych n? policok.)

Popisme najprv dobré obsadenie 4(n — k) poli¢ok. Jednotlivé riadky Sachovnice
ozna¢me postupne &slami i = 0,1, ... ,n— 1, rovnako stpce ¢slami j = 0,1,...,n—1,
a obsadme prave tie policka, ktorych siradnice (4,7) spliaji i +j = k — 1 (mod k).
Toto obsadenie je zrejme dobré a je tvorené jednak k polickami, pre ktoré 1 4+j5 =k —1,
jednak 2n — 2k polickami, pre ktoré ¢ + 5 = 2k — 1, a konecne 2n — 3k polickami, pre
ktoré i + j = 3k — 1 (v pripade k = %n policka tretieho druhu chybaji, vtedy ale
2n — 3k = 0), ¢o je celkovo k + (2n — 2k) + (2n — 3k) = 4(n — k) policok.

V druhej ¢asti rieSenia najprv rozdelme celi Sachovnicu n x n na ¢asti

A B C
D E F,
G H I

kde Sachovnice A, C, G, I maji rozmery (n — k) x (n — k) poli¢ok, Sachovnice B, H
rozmery (n—k) x (2k —n) poli¢ok a Sachovnice D, F rozmery (2k —n) x (n — k) poli¢ok.
Toto rozdelenie je motivované nasledujicou vlastnostou:

(x) Ak je obsadené niektoré policko z B, potom v prislusnom riadku celej Sachovnice
neexistuje k volnych susednych poli¢ok. Ak v niektorom riadku z AUBUC' neexistuje
volnych k susednych policok a pritom vsetky policka z B su volné, potom v tomto
riadku je obsadené aspon jedno policko z A a aspon jedno policko z C. Podobné
implikdcie platia aj pre ostatné riadky a stlpce celej Sachovnice.

Predpokladajme, 7ze M je Tubovolné dobré obsadenie, ozna¢me |M]| pocet policok
v M a dokdzme nerovnost |[M| = 4(n — k), ktord je zrejméa, pokial Ziadne policko
7z M nelezi v AU C UG UI, lebo vtedy M nutne obsahuje aspoin (n — k) policok
zo Sachovnice B (asponi jedno z kazdého jeho riadku) a podobne aspoii (n — k) policok
kazdej zo Sachovnic D, F a H. Predpokladajme dalej, Ze prave b riadkov Sachovnice
B, prave h riadkov Sachovnice H, prave d stlpcov Sachovnice D a prave f stlpcov
Sachovnice F' neobsahuje Ziadne policko z obsadenia M. Ako sme uz uviedli, v pripade
b=h=d= f = 0 nerovnost |[M| = 4(n — k) plati. V opafnom pripade existuje
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policko z M leziace v AU C UG U I; niektoré z nich ,,oznackujeme”, a to nasledujicim
sposobom. Najprv dame znacku na b policok z M leziacich v A a na b policok z M
leziacich v C', vzdy na jedno policko v A a na jedno policko v C' v kazdom riadku, kde
B neobsahuje Ziadne policko z M (také policka v A a C existuji podla (x); ak je ich
v A alebo C viac, vybereme Tubovolné z nich). Podobne ddme h znaciek na policka v G
aj na policka v I (podla riadkov H), d znaciek na policka v A aj na policka v G (podla
stipcov D) a kone¢ne f znaciek na policka v C' aj na policka v I (podla stllpcov F).
Celkovo sme dali 2(b+h+d+ f) znadiek (a to iba polickam z M leziacim v AUCUGUI),
pritom na kazdom policku st najviac dve znacky. Preto je pocet oznackovanych policok
aspon b+ h+d—+ f. VSetky tieto policka z obsadenia M teraz odstranime a nahradime
ich novymi b polickami v B (po jednom v kazdom riadku, kde B neobsahovalo Ziadne
policko z M) a podobne novymi h polickami v H, d polickami v D a f polickami v F.
Tak dostaneme nové obsadenie M’, ktoré nem4 viac poli¢ok nez M (tj. |M| = |[M’|)
a o ktorom se pomocou () lahko overi, ze je dobré (je dolezité, ze sme pri prechode od
M k M’ neodstranili Ziadne policko z riadkov D U E U F, ani zo stlpcov BU E U H).
Pretoze policka z M’ st v kazdom riadku Sachovnic B a H aj v kazdom stlpci Sachovnic
D a F,plati [M'| 2 4(n — k), a teda aj (M| = 4(n — k).

Uloha 4.
Dlzky stran uvazovaného trojuholnika ABC ozna¢me obvyklym spdsobom a, b, c.

Obr. 27

Vhladom na to, ze body A, B, D, E lezia na jednej kruznici, plati (obr. 27) | ADC| =
= |¥BEC|. Trojuholniky ADC a BEC st teda podobné, z ¢oho vyplyva

b

Wl

IDC| |CE| . 3a
ICA| — |CB| b

|

Upravou odtial dostdvame b : a = /2 : 1. Vrchol C trojuholnika ABC danej vlastnosti
lezi teda na Apolléniovej kruznici & (so stredom na priamke AB).
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Oznacme dalej M prieseénik priamok AD a BE, F priesecnik priamky CM so
stranou AB a |AF| = z. Z Cévovej vety vyplyva

|AF| |BD| |CE| = 1
|\FB| |DC| |EA] c—z 2

1
— =1
2

Z poslednej rovnosti uz okamzite vyplyva x = %c, tj. priamka C'M pretina stranu AB
v pevnom vnitornom bode F, pre ktory plati |AF|: |[FB| =4:1.

Pouzitim van Aubelovej vety pre ceviany AD, BE a CF, ktoré se pretinaju
v bode M, dostavame

cM| _|cD| | [CB| _ 2
1

1 5}
= = - = — ted FM|:|FC|=2:1.
MF| DB T EA] "1 T3y Ateda [FMI:IFC

Uvazujme rovnolahlost h(F, %) Té zobrazuje vrchol C trojuholnika ABC' danej
vlastnosti na priese¢nik M priamok AD a BE a Apolléniovu kruznicu k£ na kruznicu [,
ktorej stred lezi na priamke AB (obr.28). Hladand mnoZina prieseénikov M priamok
AD a BE lezi teda na kruznici [.

Obr. 28

Ukazeme naopak, 7ze ku kazdému bodu M kruZnice [ (z nej st vynaté dva body
leziace na priamke AB) existuje bod C' € k, ktory je vrcholom trojuholnika ABC
s danou vlastnostou. Ukazeme teda, Ze na jeho stranach BC, C'A existuju postupne
body D, E vyhovujtice podmienkam (i), (ii). Ku kazdému bodu M kruZnice [ existuje
bod C € k taky, 7e plati C = h=!(M). Na stranidch BC, C'A trojuholnika ABC existuji
postupne body D, E vyhovujice podmienke (i). UkdZeme, 7e tieto dva body vyhovuji
podmienke (ii). Staci overit, Ze plati cos | ADC| = cos |{BEC|. To mdzeme spravit
napriklad pouzitim kosinusovej vety pre trojuholniky ADC' a BEC'. Tu je nutné vyuzit
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vzfah b : @ = /2 : 1. Pri vypocte dlzok tseciek AD, resp. BE mo7no znovu vyuzit
kosinusovi vetu v trojuholniku ABC' (a to pre vyjadrenie cos |4 BCA|).

Zaver: Hladand mnozina M priesec¢nikov priamok AD a BE vSetkych trojuholnikov
s vlastnostou danou v texte tlohy je kruznica [, ktord je obrazom kruznice k v rovnola-
hlosti h(F, %), z ktorej st vyhaté dva body (jej priemeru) leZiace na priamke AB.

Uloha 5.
Uk4zeme, 7e jediné riefenie je funkcia f(z) = 2. Polozme najprv y = f(z) a dalej y = —
—22. Porovnanim vysledkov, ktoré dostaneme tymito $pecidlnymi volbami, dostaneme
|f(z)| = 2% a zarovenr f(0) = 0. Volbou x = 0 dostaneme f(y) + f(—y) = 2y>. Ako
uz vieme, musi platit f(y) < y? a stcasne f(—y) < 2. Obe predchadzajice nerovnosti
vSak implikujt spolu s podmienkou f(y) + f(—y) = 2y? rovnost, a to pre kazdé y € R.
Skiigkou sa presvedéime, Ze rieSenim danej funkciondlnej rovnice je funkcia f(z) = 2
(z € R).

Uloha 6.
(a) Najprv dokdzeme, 7e Ziadne dve modrocervené tisecky nesmi mat rovnaky (oriento-
vany) smer. V opa¢nom pripade by ich koncové body tvorili vrcholy lichobeznika (alebo
rovnobeznika) s modrocervenymi uhloprieckami majicimi spoloény vnitorny bod (plati
to aj v pripade, ked sa $tvoruholnik degeneruje na tsecku).

Dalej si uvedomme, 7e vietky dvojice mrezovych bodov v uvazovanom kvadri o roz-
meroch a, b, ¢ uréuji najviac 8(a + 1)(b+ 1)(c + 1) smerov.

Ak je uvazovany kvader popisany v kartezianskej stiradnicovej sustave Ozyz nerov-
nostami

ToSTx=mwo+a, Yp=Y=yYo+b 20=z=Z2+tc,

je kazdy smer urceny vektorom (u,v,w), kde u, v, w st celé &isla splhajtice nerovnosti
lu| < a, [v] £ b, |w| £ c. VSetkych takychto vektorov je prave (2a + 1)(2b+ 1)(2¢+ 1),
¢o je menej ako 8(a+ 1)(b+1)(c+ 1).

Danych 2000 modrych a 2000 c¢ervenych bodov urcuje 4000000 modrocervenych
tseciek, z ktorych ziadne dve nemdzu mat rovnaky smer. Teda 4 000000 < 8(a+ 1)(b+
+ 1)(¢ + 1), alebo inak napisané (a + 1)(b + 1)(¢ + 1) = 500000. Tym sme hotovi
s dokazom casti (a), lebo (a+1)(b+ 1)(c+ 1) je pocet mrezovych bodov tohto kvadra.

(b) Vezmime kvéader o rozmeroch 1999 x 1999 x 1 s vrcholmi v bodoch [0, 0, 0], [0, 0, 1],
[1999, 0, 0], [0, 1999, 0], [1999, 0, 1], [0, 1999, 1], [1999, 1999, 0], [1999, 1999, 1]. Na modro
ofarbime vSetkych 2000 mrezovych bodov na hrane s vrcholmi [0, 0, 0] a [1999, 0, 0], na
¢erveno vietkych 2000 mrezovych bodov na hrane s vrcholmi [0, 0, 1] a [0,1999, 1]. Pre-
toZe tieto hrany (na ktorych lezia modré, resp. ¢ervené body) st mimobezné, Ziadne dve
rozne modrocervené tsecky nemaju spolo¢ny vnitorny bod. Kvader pritom obsahuje
prave 8 000 000 mrezovych bodov.



42. Medzinarodna matematicka olympidda

42. ro¢nik Medzinarodnej matematickej olympiddy (IMO) sa uskuto¢nil (uz druhy-
krat) v hlavnom meste USA, Washington, DC, v diioch 1.7.-14.7. 2001.

Medzinarodnd matematickd olympiada je sutazou jednotlivcov. Kazda zucastnend
krajina na nu vysiela reprezentacné druzstvo zloZené najviac zo Siestich sutaziacich,
ktorych sprevddzaji (aspoi) dvaja vedici. U¢ast na 42. IMO v hlavnom meste USA
bola rekordnda: 473 sutaziacich z 83 Statov. Slovenské druzstvo tvorili Radovan Bauer
z Gymnazia na Postovej ulici v KoSiciach, Peter Bella z Gymnazia Jura Hronca v
Bratislave, Tomds Kulich z Gymnézia V. B. Nedozerského v Prievidzi, Robert Lukotka
z Gymnézia J. G. Tajovského v Banskej Bystrici, Katarina Quittnerova z Gymnazia
na Bilikovej ulici v Bratislave a Jana Szolgayovd z Gymnézia na Grosslingovej ulici v
Bratislave. Veducim vypravy SR a zastupcom v medzinarodnej jury bol doc. RNDr.
Vojtech Bdlint, CSc., Zilinskad univerzita, pedagogickym vedtcim bol Juraj Foldes,
FMFI UK Bratislava.

Pravidla sttaze st velmi podobné pravidlam nasho celostatneho kola. Sutazi sa dva
dni; Studenti dostanu kazdy den 3 tlohy v ich rodnom jazyku, na vyrieSenie ktorych
maji 4,5 hodiny cistého c¢asu. Po skonceni sttaze rieSenia prezri vedtci prislusnej
krajiny a svoj ndvrh hodnotenia podla vopred pripravenych bodovacich schém obha-
juja pred koordinatormi. Za spravne vyrieSend tlohu moze stutaziaci ziskat maximélne
7 bodov. Vysledky druzstva SR:

Meno sucet cena
Katarina Quittnerova 13 bodov | bronzova medaila
Tomas Kulich 11 bodov bronzova medaila
Radovan Bauer 8 bodov
Peter Bella 8 bodov
Rébert Lukotka 7 bodov
Jana Szolgayova 7 bodov

Vysledky nasho druzstva si asi velkym sklamanim predovSetkym pre samotnych
sutaziacich. Snad okrem Tomé&sa Kulicha a ¢iastoéne Katky Quittnerovej, pre ktoru
je to uz tretia bronzova medaila a uz v Koérei na IMO 2000 jej chybal jediny bod ku
striebornej medaile; ak si vybojuje v druzstve 2002 tcast, ma nadej zaradit sa medzi
absolitne najuspesnejsich tcastnikov IMO, pretoze Styri medaily ma malokto. Drzime
jej palce.

Jury 4 dni vyberala velmi (a neskor sa ukazalo, Ze az prili§) starostlivo priklady
a ,podarilo“ sa jej vybrat Sesticu velmi tazkych prikladov. Svedéi o tom fakt, Ze na
bronzovi medailu stac¢ilo 11 bodov, na striebornta 20 bodov a na zlati 30 bodov zo 42
moznych. Priklady vSak boli rovnaké pre vSetkych a nie ostatni ziskali vela bodov, ale
my sme ich ziskali malo. Po vedomostnej stranke totiz aj najslabsi ¢len nasho druzstva
mohol (a mal!) dosiahnut aspoii 16 bodov. ..
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Co sa tyka vhodnosti prikladov, vietky boli na medzinarodnt stitaz vhodné. Daju sa
vSak vytknut isté detaily. Priklad ¢islo 1 sa dal riesit pomocou analytickej geometrie a
priklad ¢islo 2 sa dal po malych tGpravach riesit Lagrangeovymi multiplikdtormi. Treba
vSak uznat, Ze vSetky priklady boli velmi pekné a zaujimavé.

Priprava naSho druZstva nebola horsia, ako po iné roky a aj pri takych taZzkych
vybranych prikladoch mohlo druzstvo ziskat jednu—dve strieborné a tri—Styri bronzové
medaily. Trend vo svete je vSak taky, ze po celo§tatnom kole MO ma4 Sirsi vyber ziakov
dlhsie sustredenie a so ziakmi uzsieho vyberu sa pracuje niekde tri mesiace nepretrzite.
A niekde je priprava eSte ostrejSia. Tu v8ak vznika otazka zostuladenia snahy po tspechu
na IMO s ostatnymi povinnymi predmetmi, najmi pre maturantov.

Maximalny poéet 42 bodov dosiahli a absolitnymi vitazmi sa stali dvaja Cihania
Liang Xiao a Zhiqiang Zhang a dvaja Americania Reid Barton a Gabriel Carroll;
na druhom konci tabulky 0 bodov ,dosiahlo“ 28 Ziakov. (Poznamenajme, Ze Reid
Barton si 13. jula prevzal cenu absoltitneho vitaza, hned odletel do Tampere vo Finsku,
aby sa o par dni poc¢tom bodov 580 zo 600 moznych stal absoltitnym vitazom IOI,
t.j. Medzinarodnej informatickej olympiady.) Vsetkych 6 ¢inskych Ziakov ziskalo zlaté
medaily a s 225 bodmi (z 252 moZnych) aj prvenstvo sice v neoficidlnej, ale predsa len
hodne sledovanej sttazi druzstiev. V tejto nasledovali 2. USA — 196 bodov, 3. Rusko —
186 bodov, 4. Bulharsko a Kérea po 185 bodov, 6. Kazachstan (okrem iného aj tvrdé
trojmesacné ststredenie) 168 bodov.

Uvedme eSte niektoré neobvykle slabé vysledky: 15. Rumunsko — 129 bodov, 21.
Madarsko — 104 bodov; tieto krajiny sa v minulosti pravidelne umiestiiovali v prvej
desiatke, neraz aj medzi prvymi tromi. Na druhej strane niekolko druzstiev podalo
prekvapujico dobré vysledky. Zaverec¢né rozhodovanie jury skoncilo az o pol tretej rano,
najmé kvoli rokovaniu o diskvalifikacii Cypru. Diskvalifikicia sa napokon nekonala, aj
ked podla nazoru (nielen) vediceho vypravy SR sa na zdklade predlozenych dokazov
konat mala.

Z dalsieho poradia uvedme: 44. Ceska republika — 57 bodov (a tiez len dve bronzové
medaily), 47. Slovensko — 54 bodov. Za nami z eurépskych krajin skoncili Nérsko,
Bosna a Hercegovina, Holandsko, Raktsko, Litva, Svajciarsko, Spanielsko, frsko, Fin-
sko, Slovinsko (usporiadatel IMO 2006), Svédsko, Dansko, Belgicko, Albansko, Island,
Portugalsko, Luxembursko. Len na okraj: v pripravnom trojstretnuti Polsko-CR-SR
v Bilovei 14.-15.6. 2001 sme boli pred ceskymi priatelmi — ktorym sa posledné roky
nevelmi darilo — o 26 bodov. Podobny vysledok (moZno) bol v sildch a schopnostiach
naSich ziakov aj teraz a znamenal by predstihnutie dalSich 9-10 eurépskych krajin a
miesto v prvej tridsiatke. Neostava vSak ni¢ iné, len zopakovat, Ze na$i Ziaci nepodali
vykon primerany svojim vedomostiam.

IMO pripravili organizatori velmi dobre, aj ked ob¢as mohla byt informovanost jury
vic8ia. Otvorenie sutaze sa konalo 4. jula na George Mason University. A kedZe to je
Den nezavislosti, mohli si vecer vSetci ucastnici IMO z lodi na rieke Potomac vychutnat
slavnostny ohnostroj. Na sponzorovani IMO sa podielal cely rad vyznamnych firiem
a inStitacii, napr. The Akamai Foundation, Wolfram Research, The Clay Mathema-
tics Institute, Texas Instruments, The National Science Foundation, National Security
Agency. V samotnom Washingtone sa je na ¢o divat: okrem mnohych monumentov
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na pamiatku vojen (Kdrea, Vietnam, Iwo Jima, ...) a prezidentov (Lincoln, Jefferson,
Roosevelt, Washington, ...) spomenime len Biely dom, Kapitol, Arlingtonsky cintorin,
mimoriadne krésne Smithsonian-mized (so vstupom zadarmo), Einsteinov pamdtnik
a pod. Usporiadatelia zorganizovali kratke navstevy The Mathematical Association of
America (obdoba nasej JSMF) a Ndrodnej akadémie vied. V jediny (pre jury) volny deit
sa konal vylet do Baltimore spojeny s prehliadkou nadherného morského akvaria, muzea
Titanicu, morského miuzea v zalive, ... Slavnostné vyhlasenie vysledkov sa konalo v
Kennedyho centre. O vyzname akcie svedci, ze icastnikom IMO sa prihovoril prezident
Bush (prihovor sa premietal na dvoch platnach; pre zaneprazdnenost Bush nemohol
byt pritomny osobne, ale nasiel si ¢as natocit ten prihovor) a okrem mnohych velmi
vyznamnych matematikov sa zucastnil odovzdavania cien aj jeden z najslavnejSich
matematikov stcasnosti Andrew Wiles (v r. 1994 vyriesil viac ako 300-ro¢ny Fermatov
problém).

Sutaziaci byvali v univerzitnom mestecku George Mason ktsok od Washingtonu,
DC, a mali velmi bohaty sprievodny program. Od prvého dna sa organizatori starali o
pohodlie stifaziacich. Hned prvy deni pripravili tradi¢ntt barbecue party. Dalsie dni si
mohli sttaziaci pozriet velmi zaujimavé matematické filmy, zahrat matematické hry
alebo si pozriet vystipenie matematického kizelnika, ktory vedel neobvykle rychlo
sCitovat a nasobit ¢isla. Nakoniec dokonca porusil kuzelnicke tajomstvo a vSetkym
vysvetlil svoje ,kazla“. V areali univerzity bol volny pristup na internet a takisto
moznosti Sportového vyzitia. Dal sa hrat futbal, volejbal, frisbee, softbal.

Jednym z najviiéSich prinosov IMO je stretavanie mladych ludi, ktory maja radi
matematiku. Tomu napomahali napriklad aj ,medzistatne* zapasy v roznych Sportoch,
spolo¢né stravovanie a ubytovanie. Myslim, 7ze 42. IMO zanechala na viicsine ucastnikov
velmi dobry dojem.

Dalsia, v poradi 43., IMO sa bude konat v Glasgowe 18.-31.7. 2002; potom by mali
nasledovat Japonsko a Grécko.

Vojtech Balint, Juraj Foldes
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Zadania 1iloh MMO

Uloha 1.
Nech O je stred kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC. Bod P strany BC
je patou vysky z vrcholu A.

Predpokladajme, ze |<BCA| =2 |<ABC|+ 30°.

Dokéazte, ze |[SCAB| + |[SCOP| < 90°. (Korea)
Uloha 2.
Dokazte, %e nerovnost
a b c
+ + > 1
Va2 +8bc /b2 +8ca +/c?+ 8ab
plati pre vSetky kladné redlne ¢isla a, b, c. (Korea)

Uloha 3.
Matematickej sutaze sa zucastnilo 21 dievcat a 21 chlapcov.

e Kazdy sutaziaci vyriesil nanajvys Sest tloh.
e Pre kazdé dievca a kazdého chlapca existuje aspon jedna tloha, ktoru vyriesili obaja.

Dokazte, ze existuje tloha, ktora vyriesili aspon tri dievéata a aspon traja chlapci!

(Nemecko)
Uloha 4.
Nech n je neparne c¢islo vicsie ako 1 a nech kq, ko, ..., k, st dané celé ¢isla. Pre kazda
z n! permutacii a = (ay, as, ... ,a,) mnoziny {1,2,... ,n} nech

S(CL) = Z kzal
i=1
Dokazte, ze existuji dve permutécie b a ¢, b # ¢ také, ze n! je delitelom S(b) — S(c).
(Kanada)

Uloha 5.
V trojuholniku ABC nech AP rozpoluje uhol BAC, pricom P lezi na strane BC' a nech
BQ rozpoluje uhol ABC, pri¢om @ lezi na strane C' A.

Je zname, 7e [ BAC|=60° a ze |[AB|+ |BP| = |AQ| + |@B|.
Aké stt mozné velkosti uhlov trojuholnika ABC? (Izrael)

Uloha 6.
Nech pre celé ¢isla a, b, c,d plati a > b > ¢ > d > 0. Predpokladajme, 7e

ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c).

Dokézte, ze ab + cd nie je prvocislo! (Rusko)
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RieSenia iloh MMO

Uloha 1.

Oznaéme « = |JCAB|, = |[SABC|,y = |SBCA| a § = |[SCOP)|. Dalej oznaéme po
poradi K a @ body osovo stimerné s bodmi A a P podla osi strany BC. Dalej nech
R je polomer opisanej kruznice trojuholniku ABC. Potom |OA| = |OB| = |0OC| =
= |OK| = R. NavySe vieme, ze |QP| = |KA|, lebo AP je vyska trojuholnika ABC, a
teda §tvoruholnik KQPA je obdl7nik. V&imnime si, 7e

IS AOK| = [ AOB| — |4 KOB| = |SAOB| — |4 AOC| = 2y — 23 2 60°.

K _—] A

S

7 toho a 7 poznatku |OA| = |OK| = R dostavame, 7e |[KA| =2 R a |QP| 2 R.
Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti dostaneme

|OP| + R = |0Q| + |0C| > QC = |QP| + |PC| = R+ |PC|.

Teda |OP| > |PC|. Potom v trojuholniku COP je |$PCO| > § (oproti vii¢Sej stranej
lezi vicsi uhol). PretoZe

1 1
o= §|<1BOC| =5 (180° — 2| PCO|) = 90° — |4 PCO|,
dostédvame o + § < 90°.

Uloha 2.
Najprv dokézeme, ze plati
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alebo inak napisané

ol

2 2
(a%+b%+c ) > a3 (a2+8bc).

PouZitim AG-nerovnosti dostaneme

4 4 1\ 2 1\ 2 4 4 4 4 4 4
<a3 + b3 _|_03> _<a3> = (b3 +03) <a3 + a3 + b3 —|—C3>
> 2b3¢3 - dadbies = 8adbe

Teda
2 2
(a% + b3 +c%) > (a%) +8aibe = a¥ (a® + 8bc) .

Nakoniec dostavame

a > a3
Va2 + 8be — as + b3 + ¢
Podobne dokaZeme
4
S —
b2+ 8ac — a3 + b3 +c3
c > 3
V2 +8ab ~ as +bs +cs

Sc¢itanim tychto nerovnosti dostaneme dokazované tvrdenie.

Uloha 3.

Oznac¢me si G mnozinu dievcat, ktoré sa zucastnili na sutazi, B mnozZinu chlapcov, P
mnozinu tloh, P(g) mnoZinu tych tloh, ktoré vyriesilo dievéa g € G a P(b) mnoZinu
tych tloh, ktoré vyriesil chlapec b € B. Nakoniec si ozna¢me G(p) mnoZinu dievéat,
ktoré vyriesili ilohu p € P a B(p) mnozinu chlapcov, ktori vyriesili tlohu p € P.
PrepiSme si podmienky zo zadania pomocou nasho oznacenia. Pre kazdé g € G a pre
kazdé b € B dostavame

(a) |P(@)l=6, [PO)I=6, (b)) Plg)nPb)#0.

Cheme dokazaft, Ze existuje tloha p € P takd, ze |G(p)| = 3 a |B(p)| = 3. Aby sme
to urobili, budeme predpokladat opak a dosiahneme spor vypoc¢tom (dvomi spésobmi)
v8etkych usporiadanych trojic (p,g,b) takych, 7ze p € P(g) N P(b). Ak oznalime T =
={(p,g,b) : p € P(g9) N P(b)}, podmienka (b) dava

)= > [Ple)n P(®)| 2 |G- |B| = 21°. (1)

geG beB
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Predpokladajme, Ze Ziadne p € P nesplia |G(p)| = 3 a |B(p)| = 3. Potom plati

Yol =) IP(@Is6lGl  a > |Bp)| 6B (2)

pEP geG pEP

Pozndmka: Rovnost v (2) sa dosiahne §tandardnou ,,double-counting® technikou, t.j.
technikou dvojakého vypocétu: Nech x(g,p) = 1 ak g vyrieSila p a x(g,p) = 0 inak a
vymenime poradie sumécie v ZpEP deG x(g,p)-

Oznacme si

Pr={peP:|G(p|z3}, P.={peP:|Gp)=2}.

Lema. Plati 3 ,.p |G(p)| 2 |G|, a teda 3, p |G(p)| < 5IG|. Tiez Y ,cp. |B(p)| =
2 |Bl, atedad’ep |B(p)| < 5Bl

Doékaz. Vezmime si lubovolné g € G. Z Dirichletovho principu a podmienok (a) a (b)
vyplyva, 7ze dievéa g vyriesilo ulohu p, ktora vyriesilo aspon [21/6] = 4 chlapcov. Podla
predpokladu z nerovnosti | B(p)| = 4 vyplyva, 7e p € P_, inak by sme dostali spor. Teda
kazdé dievca vyrieSilo aspon jednu tlohu z mnoziny P_. Teda

> lGw) z Gl (3)

peEP_

Zo vztahov (2) a (3) dostaneme
Y16 =) 16|~ Y G| <5/G].
peEP, peEP peEP_

Podobne kazdy chlapec vyriesil tlohu, ktort vyriesili aspon Styri dievcéata, teda kazdy
chlapec vyriesil tlohup € Py. Teda }_ . |B(p)| 2 |B| a dalej postupujeme analogicky
ako pred chvilou. ]

Pouzitim lemy dostavame

T =) 1GW)|- 1B =Y |G- B@)|+ Y G- [B@)

pEP peEPL pEP_
<2 |G(p)|+2 ) [B(p)| £10|G| + 10|B| =20-21.
pEP, peP_

To je ale spor s (1). Tym sme dokézali pozadované tvrdenie.

Uloha 4.
Ulohu dokazujme sporom. Oznaéme > S(a) stcet &isel S(a) cez vietkych n! permutéci
a = (a1,a9,...,a,). Vypocitame > S(a) (mod n!) dvoma spdsobmi.
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Pruvy sposob. V sucte Y S(a) je ¢1 vynasobené (n—1)!-krat kazdym k € {1,2,... ,n},
jedenkrat za kazdu permutdciu mnoziny {1,...,n} pre ktori a; = k. Teda koeficient
pri ¢y v ) S(a) bude
(n+1)!

5 .

Tento postup mdzeme zopakovat pre véetky c; a dostaneme

=1

m—D1+2+...4+n)=

Druhy sposob. Ak n! nedeli vyraz S(a) — S(b) pre ziadne a # b, potom kazdé ¢islo
S(a) musi davat rozny zvysok po deleni ¢islom n!. KedZe pocet permutécii je presne n!,
tieto zvysSky musia byt 0,1,2,... ,n! — 1. Teda

(n!— l)n'

S 5@ = P20 odu
Porovnanim vysledkov prvého a druhého spésobu vypoctu dostaneme

Mici = (wt=1)n! (modn!).

2 : 2
=1

Pre n neparne je lava strana kongruentna s 0 modulo n!, ale pre n > 1 prava strana nie
je kongruentna s 0 modulo n!. Teda pre neparne n > 1 sme dostali spor.

Uloha 5.

Oznac¢me uhly trojuholnika o = 60°, 3 a +. PredfZme stranu AB do bodu P’ tak, aby
|BP'| = |BP| a zostrojme bod P" na polpriamke AQ tak, aby |[AP"| = |AP’|. Potom
je trojuholnik BP P’ rovnoramenny s uhlom (/2 pri zédkladni a trojuholnik AP'P" je
rovnostranny. KedZze |AQ| + |QP"| = |AB| + |BP'| = |AB|+ |BP| = |AQ| + |QB], tak
|QP"| = |@B]|. Trojuholnik AP’'P" je rovnostranny a AP je osou uhla « implikuji, ze
|PP'| = |PP"|.

P//
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Lema. Body B, P, P" leZia na jednej priamke a teda P" je totoZny s bodom C.

Dokaz. Predpokladajme, ze BPP” tvoria nedegenerovany (vrcholy neleZia na priamke)
trojuholnik. Potom |[¢ PBQ| = |<PP'B| = |<PP"Q| = g Potom situacia vyzerd ako
na obrazku, alebo bod P lezi na druhej strane BP”. V oboch pripadoch predpoklad
nedegerovanosti trojuholnika dava |BP| = |PP"| = |PP’'|, ateda BPP’ je rovnostranny
trojuholnik. Potom ale plati, Ze % = 60° a o+ [ = 60° + 120° = 180°, ¢o je spor. Teda
body B, P, P" lezia na jednej priamke a P"” = C.

P//

B2

B/2

Z lemy dostavame, ze trojuholnik BC'(Q je rovnostranny, a teda 120° — 3 = v = %
Odtial B = 80° a v = 40°.

Uloha 6.
Ulohu dokazujme sporom. Predpokladajme, Ze ab + cd je prvoéislo. V&imnime si, Ze

ab+cd= (a+d)c+ (b—c)a=m-nsd(a+d,b—c)

pre nejaké kladné celé ¢islo m. Podla nasho predpokladu je m = 1 alebo nsd(a +d, b —
— ¢) = 1. Rozoberme postupne oba pripady.

Prvy pripad: m = 1. Potom

nsd(a+d,b—c)=ab+cd >ab+cd— (a —b+c+d)
=(a+d)(c—1)+(b—-c)a+1) 2nsd(a+d,b—c),
¢o je spor.

Druhy pripad: nsd(a + d,b — ¢) = 1. Nahradme v podmienke zadania vyraz ac + bd
vyrazom (a + d)b — (b — ¢)a; po upravach dostaneme

(a+d)(a—c—d)=0b—-c)(b+c+d).
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Odtial vidime, Ze existuje kladné celé ¢islo k také, ze

a—c—d=k(b-rc),
b+c+d=Fk(a+d).

S¢itanim tychto dvoch rovnic dostaneme a +b = k(a + b — ¢+ d), a teda k(c — d) =
= (k—1)(a+b). Vieme, 7ze a > b > c > d. Ak k = 1, potom ¢ = d, ¢o je spor. Ak k = 2

potom

k a-+b
9> _ 9
=51 c—d

¢o je znovu spor.
KedZe sme dostali spor v oboch pripadoch, tak vyraz ab + cd nemoze byt prvocislo.

Pozndmka. Priklady Stvoric (a, b, ¢, d) vyhovujicim podmienke zo zadania st napri-
klad (21, 18, 14, 1) a (65, 50, 34, 11).



Zadania sutaznych ualoh

KATEGORIA P

Archiv zadani Matematickej olympiddy, kategorie P sa nachdadza na WWW stranke
http:/ /www.ksp.sk/mop.

P-1-1

Binarny strom je Struktura tvorend jednotlivymi uzlami. Jeden z uzlov je vyznacény —
hovorime mu koren. Kazdy z uzlov bud nemé ziadneho néaslednika (potom sa nazyva
list), alebo ma prave dvoch naslednikov (dalsie uzly stromu). Hibkou uzla rozumieme
jeho vzdialenost od korena stromu. Uvedomte si, ze koren mdze byt i listom — potom je
binarny strom tvoreny jedinym vrcholom hibky 0. Priklad binarneho stromu si mozete
prezriet na nasledujicom obrazku:

koren

uzly hibky 1
uzly hibky 2
uzly hibky 3

Aby sme mohli biniarne stromy jednoducho popisovat, zavedieme si nasledujice ké-
dovanie: k-ty riadok kédovania (pre k = 0,1,2...) popisuje prave uzly hibky & v poradi
zlava doprava. Uzol binarneho stromu, ktory nie je listom, budeme v nasom kédovani zo-
brazovat znakom U, listy budeme oznacovat znakom L. Binarny strom z predchadzajuceho
obrazku teda bude zakédovany ako:

U

uu
LULL
LL

Sttfazna tloha

Je dany pocet listov N (N < 10000) a ich hibky v bindrnom strome (nejakych N priro-
dzenych &isel). Napiste program, ktory zostavi bindrny strom so zadanymi hibkami listov
a ten vypise v nasom kdédovani. Ak vstupnym datam vyhovuje viac bindrnych stromov,
program vypiSe lubovolny jeden z nich. Pokial vyhovujici strom neexistuje, program
o tom vypise spravu.

Format vstupu: Prvy riadok vstupného siiboru STROMY.IN obsahuje jediné c¢islo N
(pocet listov). Druhy riadok obsahuje N ¢isel — hibky listov hladaného stromu.

Format vystupu: Vystupny sibor STROMY.OUT bude obsahovat kédovanie najdeného
stromu vo vyssie uvedenom forméte, pripadne spravu ,,Zodpovedajuci strom neexis-
tuje.”.
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Priklad
Stbor STROMY.IN Stbor STROMY.OUT
4 U
23183 UL

LU

LL
Stbor STROMY.IN Stbor STROMY.OUT
3 Zodpovedajuci strom neexistuje.
112

P-1-2

Na kréalovstvo krala Mieromila I1I. zattodili nepriatelské vojskd a podarilo sa im obsadit
niekolko miest. Kral teraz potrebuje dat svojmu generdlovi prikaz k protititoku (bez
prikazu predsa general nemoze bojovat). General vSak momentalne prevadza inspekciu
vojsk v inom meste. Je preto treba vyslat posla, ktory prikaz ¢o najrychlejsie dorudi.
Prikaz v8ak v Ziadnom pripade nesmie padnit do rik nepriatela! Preto sa posol musi
neustale drzat ¢o najdalej od nepriatelom obsadenych miest. Vasou tilohou je navrhntt
pre posla ¢o najlepsiu trasu.

Sttazna tloha

Program dostane na vstupe zadany pocet miest N (1 < N < 100). Jednotlivé mesta
budeme oznacovat ¢islami 1... N. Dalej je na vstupe uvedeny pocet ciest M (1 < M <
< 10000) a zoznam tychto ciest vedicich medzi mestami. Kazda cesta je uréena dvojicou
¢isel miest, ktoré spaja. Cesty sa krizia len v mestach a je mozné sa po nich dostat
z Tubovolného mesta do Iubovolného (pripadne cez iné mest4). Dalsi idaj K zadany na
vstupe urcuje pocet miest obsadenych nepriatelom, nasleduje zoznam obsadenych miest.
Nakoniec program dostane ¢islo mesta, odkial vyraza posol, a ¢islo mesta, kde sa zdrzuje
general. Va$ program mé najst trasu, ktorej vzdialenost od miest obsadenych nepriatelom
je maximalna. Pokial existuje takych tras viac, program ur¢i lubovolnt najkratsiu z nich.
Vzdialenost miest A a B pocitame ako minimalny pocet ciest, po ktorych musime prejst,
aby sme sa dostali z mesta A do mesta B. Vzdialenost trasy od mesta A je potom
najmensia zo vzdialenosti mesta A od jednotlivych miest leziacich na uvaZovanej trase.
Vzdialenostou trasy od obsadenych miest rozumieme najmensiu zo vzdialenosti medzi
trasou a niektorym z obsadenych miest alebo nulu pokial niektoré mesto na trase samotnej
je obsadené.

Format vstupu: Prvy riadok vstupného stboru POSOL.IN obsahuje ¢isla N (pocet
miest) a M (pocet ciest). Po nom nasleduje M riadkov, z ktorych kazdy obsahuje popis
jednej cesty. Cesta je popisana dvojicou ¢isel koncovych miest. Nasleduje riadok s ¢islom
K (pocet obsadenych miest) a za nim K riadkov s ¢islami obsadenych miest. Posledny
riadok vstupného stiboru obsahuje ¢islo mesta, odkial vychadza posol, a ¢islo mesta, kde
sa nachadza general.
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Format vystupu : Vystupom programu v sibore POSOL.QUT st ¢isla miest na najlepse;j
najdenej trase uvedené v poradi, v akom nimi ma posol prechadzat. Vsetky c¢isla miest
st zapisané v jedinom riadku vystupného siiboru a st oddelené medzerami.

Priklad
Stbor POSOL. IN Stdbor POSOL.0UT
10 12 7 8 19105
12 8 5
23 19
3 4 9 10
45 10 5
25 1
16 3
6 7 15
P-1-3

Skupina, priatelov sa rozhodla, 7e v lete podnikni spolo¢ny vylet na bicykloch. Viésina
zvolenej trasy vsak vedie prirodnou rezervaciou, a preto mozu nocovat len v kempoch.
Kempy, v ktorych na svojom vylete prespia, este nevybrali.

Celkova df7ka naplanovanej trasy je L (1 < L < 1000000000). Maximélna vzdia-
lenost, ktoru nasi priatelia moézu prejst za jeden den, je K, t.j. pocas dvoch po sebe
nasledujucich dihoch musia prespat v kempoch vzdialenych nanajvys o K. Na naplanova-
nej trase sa nachddza celkom N kempov (0 < N < 10000); i-ty kemp je vo vzdialenosti [
od zadiatku ich vyletu a cena za prespanie v fiom je ¢; (1 < ¢; < 20000). Cisla L, K, I;
a ¢; su celé kladné; vSetky [; st navzajom rozne a plati 0 < l; < lr < ... < Iy < L.

Vasou tlohou je rozhodnit, ¢i skupina moéze naplanovanu trasu prejst. Ak mozno
trasu prejst, potom uréte, v ktorych kempoch maju prespat, aby:

a) ich vylet trval ¢o najmensi pocet dni.

b) celkova cena za prespanie v kempoch bola ¢o najmensia.

Ulohy a) a b) rieste zvlast; v pripade, Ze jednu z tychto tiloh neviete vyriesit, rieste len
druht 7z nich.

Format vstupu: Vstupny stbor sa nazyva VYLET.IN. V prvom riadku su ¢isla L, K
a N oddelené medzerou. Na dalSich N riadkoch nasleduji dvojice ¢isel I; a ¢; oddelenych
medzerou, postupne pre : =1 az i = N.

Format vystupu: Vystupny siibor sa nazyva VYLET-A.OUT pre tilohu a) a VYLET-B.0UT
pre ulohu b). Ak vylet nemozno uskuto¢nit tak, aby nasi priatelia nikdy nepresli za den
vzdialenost vic¢siu ako K, vystupny subor obsahuje jediny riadok s vetou ,,Trasu nemozno
prejst.“. V opacnom pripade prvy riadok obsahuje dve ¢isla — M a C. Prvé z nich
M (0 < M) je pocet kempov, v ktorych skupina prespi, druhé z nich C' je cena, ktort
za prespanie v tychto kempoch zaplati. Druhy riadok stiboru obsahuje M medzerou od-
delenych cisel kempov, v ktorych nasi priatelia budi nocovat. Kempy su ¢islované od
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jednotky. Pokial je M = 0, nemusi byt druhy riadok vébec uvedeny. V pripade, 7e exis-
tuje viac rieSeni spliajicich podmienku a) alebo b), program mé vypisat lubovolné jedno
z nich.

Priklad
Stbor VYLET.IN Stbor VYLET-A.OUT
256569 4 32
4 2 2468
58
8 2 i
10 8 Stbor VYLET-B.O0OUT
19 2 5 16
15 8 13578
16 2
20 8
24 2
Stbor VYLET.IN Stbory VYLET-A.OUT, VYLET-B.OUT
15 10 2 Trasu nemozno prejst.
211
4 12
Stbor VYLET.IN Stubory VYLET-A.OUT, VYLET-B.0UT
8 10 1 00
7 11
P-1-4

Dlazdicové programy

Najprv niekolko definicii: DiaZdice st rovnako velké Stvorce s ofarbenymi hranami. Kon-
krétnemu priradeniu farieb hranam dlazdice budeme hovorit typ dlazdice a budeme ho
zapisovat ako usporiadant Stvoricu (I, p, h, d) udavajticu farbu v poradi lavej, pravej, hor-
nej a dolnej hrany. Aby sme si ulah¢ili pracu, budeme farby oznacovat roznymi symbolmi —
pismenami, ¢islami a podobne. Dlazdica typu (1,2,3,4) bude teda vyzerat nasledovne:

3
1 2

4

Priestor, ktory budeme dlazdif (budeme mu hovorit stena), ma tvar obdl7nika o velkosti
m X n (m aj n sa prirodzené ¢isla; jednotkou dlzky nech je di7ka hrany dlazdice). Strany
obdlZnika st rozdelené na tiseky jednotkovej dizky a kazdému tseku je opit priradend
farba. Nasim cielom je vydlazdit stenu dlazdicami tak, aby v kazdom z m -n jednotkovych
Stvorcov steny bola umiestnena prave jedna dlazdica, susedné dlazdice se dotykali vzdy
hranami tej istej farby a rovnako krajné dlazdice priliehali k okraju steny vzdy hranou
takej farby, akit ma aj prislusny tsek okraja steny. Dlazdice nie je povolené otacat.
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Priklad
stena s ofarbenim stran spravne vydlazdenie chybné vydlazdenie
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 3 3 3
1 1 1|1 212 212 11 11 211 211 211
4 2 1 4 4 4
4 2 1 3 3 3
2 2 2|2 414 1)1 212 2|1 211 21 212
1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Pomocou dldzdenia mozeme lahko riesit alohy, ktorych vysledkom je odpoved ANO
alebo NIE: zostavime vhodnii mnozinu typov dlazdic (t4 je pre dany problém pevné —
nezavisi na vstupe), vezmeme vhodne velki stenu, jej horny okraj ofarbime podla vstupu
nasho problému, ostatné okraje ponechame jednofarebné a budeme sa pytat, ¢i je tito
stenu mozné vydlazdit alebo nie. Pritom chceme, aby tento vysledok bol zhodny s rieSenim
nasej tlohy.

Aby sme sa nemuseli zaoberat tym, ako presne velkd stenu mame zvolit pre ten ¢i
onen vstup tlohy, budeme $irku steny volit vzdy rovnaki, ako je dizka vstupu (horny
okraj teda bude cely zaplneny vstupom), zatial ¢o vysku steny pouZijeme najmensiu, pre
ktortu existuje vydlazdenie s pouzitim nasej sady dlazdic.

Ked tento sposob pocitania porovname s klasickym programovanim, zistime, 7e zvo-
lené sada dlazdic tvori v naSom modeli nieco podobné programu a potrebna vyska steny
vzdialene odpoveda dobe behu vypoctu — budeme sa preto snazit, aby v nasich rieseniach
bola ¢o najmensia.

Formalne povedané, dlaZdicovy program je usporiadana Stvorica

D= (Ta l07p07 dO)a

kde T je koneénd mnozina typov dlazdic {(I1,p1, h1,d1) , .., (Ik, Pk, Pk, di)} & lo, po & do s
okrajové farby. Rozhodovacou dlohou P(x) rozumieme tlohu zistit, ¢ vstup = (kone¢na
postupnost symbolov, resp. farieb z vopred uréenej konecénej mnoziny) ma pozadovani
vlastnost P. Hovorime, 7e dlazdicovy program riesi rozhodovaciu dlohu P(z), ak plati, ze
P(z) = ANO prave vtedy, ked existuje v > 0 také, ze je mozné vydlazdit dlazdicami typov
obsiahnutych v mnozine T' stenu velkosti || X v s hornou hranou ofarbenou vstupom x
a lavou, pravou a dolnou hranou ofarbenou postupne farbami Iy, pg a dy. Z kazdého typu
je mozné pouzit Iubovolne mnoho dlazdic. ZloZitostou programu D pre dany vstup x
nazveme najmensie v, pre aké to je mozné; pokial také v neexistuje, a teda P(z) = NIE,
definujeme zlozitost ako nulovi. Zlozitost programu je funkcia dizky vstupu n, ktorej
hodnota uddva maximum zo zloZitosti programov pre jednotlivé vstupy tejto dizky.

Priklad

Skisme teraz skonstruovat dlazdicovy program, ktory bude overovat, ¢i je dana po-
stupnost tvorena prirodzenymi ¢éislami z4,...,2, (0 < z; < 9) neklesajica. PouZijeme
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dlazdice nasledujucich typov:

x X
T=<1i Xz|,|i Xo|l0<i<z<9

)

Tavy okraj ofarbime farbou 0, pravy o, dolny farbou e a tvrdime, Ze tento program riesi
dant alohu so zlozitostou O(1). To je vSak treba dokéazat.

Predovsetkym si overime, ze kazda stena, ktora je mozné vydlazdit dlazdicami typov
z mnoziny T, ma jednotkovi vysku. To jasne vyplyva z toho, Ze spodnad hrana kazdej
dlazdice ma farbu e, ktora sa nevyskytuje na ziadnej hornej hrane. Z toho istého dévodu
sa dlazdice majuce na svojej pravej hrane farbu o musia vyskytovat tesne pri pravom
okraji steny a nikde inde. Kazdé korektné dlazdenie preto musi vyzerat takto:

z1

Z2

T3

I

Ty

I

Ty

¢o je vSak mozné prave vtedy, ked 0 < zy < 2y < ... < x,_; < x,, teda ked postupnost
na vstupe je neklesajica.
Sttazné dlohy

a) Zostrojte dlazdicovy program, ktory o danej postupnosti nil a jednotiek zisti, ¢i je
dvojkovym zapisom nejakého prirodzeného ¢isla delitelného piatimi.

b) Zostrojte dlazdicovy program, ktory o danej postupnosti prirodzenych éisel xq, . . .,
zn (0 < 2; <9) rozhodne, ¢ je nekonstantnd (t.j. vydlazdenie existuje prave vtedy, ked
existuji indexy i, j také, ze x; # x;).

P-1II-1

Jozko nasiel na povale u babicky krabicu s drevenymi palickami. Zacal sa s nimi hrat a
zostavovat z nich trojuholniky réznych tvarov. Uvidel ho jeho otec a zacalo ho zaujimat,
kolko roznych trojuholnikov sa dé z tychto pali¢iek zostavit. Vasou tlohou je pomoct mu
najst odpoved na tato otazku.

Sttazna tloha

V&s program na vstupe dostane celé ¢islo N (pocet paliciek) a dalej N navzajom roznych
kladnych ¢isel d; az dy (dlzky paliciek). Ulohou vasho programu je urcit pocet trojic
celych cisel 4, j, k takych, ze 1 <1 < j <k < N acisla d;, d; a dj splhajt trojuholnikovii
nerovnost (teda d; < d; + dy, d; < d; + dy, a dj, < d; + d;).

Priklad

Pre N =5ad, =5.5,dy, = 1.5, d3 = 2.0, dy = 2.5, d5 = 7.5 vas program vrati cislo
2, lebo trojuholnik sa da zostavit len z trojice pali¢iek s dlzkami dy, ds a d5 a z trojice
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s dlzkami do, ds a dy. Viimnite si, e ani trojica pali¢iek s dlzkami d;, d; a ds netvori
trojuholnik.

P-1II-2

Spoloc¢nost pre rovnopravnost robotov a Tudi sa snazi vyrobit robota, ktory by sa mohol
sam pohybovat v miestnosti s prekdzkami. Bohuzial tejto spolo¢nosti chyba softvérovy
expert, a preto sa rozhodla, Ze vas poziada o pomoc.

Robot sa m& pohybovat v obdlZnikovej miestnosti, ktora m4 na podlahe nakreslent
stvorc¢ekovu siet. Na niektorych polickach v miestnosti s postavené prekazky — na tieto
policka nesmie robot pocas svojho pohybu vstupit. Robot sa mdze po miestnosti pohy-
bovat iba rovnobezne s niektorou zo stien.

Spoloc¢nost vsak trpi aj nedostatkom schopnych technikov, a tak st moznosti pohybu
robota po miestnosti znac¢ne limitované. Robot rozpoznava len tri prikazy: Krok, DoTava
a Doprava. Po prijati prikazu Krok sa robot presunie na susedné policko v smere, do
ktorého je prave natoceny. Po prijati prikazu DoTava sa oto¢i o 90 stupniov dolava a po
prijati prikazu Doprava sa otoc¢i o 90 stupnov doprava.

Sitazna tloha

Vasou tlohou je napisat program, ktory na vstupe dostane rozmery Stvorcovej siete na
podlahe miestnosti (M a N), stradnice policka, na ktorom sa robot prave nachidza
a suradnice policka, na ktoré sa robot ma presunat. Stradnice poli¢ok ¢islujeme od 1,
prva stradnica je riadok, druhé stlpec. Tavy horny roh miestnosti méa stradnice 1, 1]
(vid priklad nizsie). Kazdy z nasledujacich M riadkov obsahuje N ¢isel 0 alebo 1. Ak
je j-te ¢islo na i-tom radku 1, potom je na policku so stradnicami [7, j| prekdzka, ak
je toto ¢slo 0, tak tam prekazka nie je. Ulohou je najst a vypisat postupnost prikazov,
podTla ktorych robot ddjde zo zadiatoéného policka na ciefové. Uloha viak mé este jeden
hacik: Spracovanie prikazov DoTava a Doprava je ¢asovo velmi naro¢né. Preto by ich vami
vytvorena postupnost instrukcii pre robota mala obsahovat ¢o najmenej. Pocet prikazov
Krok moze byt Iubovolny. Zac¢iatoéné natocenie robota si mozete zvolit. V pripade, ze
robot nemoze prejst zo zac¢iatocného policka na cielové, vypiste o tom vhodni spravu.

Priklad

Predstavme si miestnost so Stvorcovou sietou 4 x 8 z nasledujiceho obrazku:

a el e el e

A oy | @
A 4 U

S © C
Ulohou je presuntit robota z politka oznadeného S (so stiradnicami [4,1]) na policko
oznacené C' (so stradnicami [4, 8]). Vstup vasho programu by teda vyzeral nasledovne:

2
\ 4

4 8
41
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4 8

000000O0O
01111100
01000110
00010000

Optimélny program na presun robota je nasledovny (za¢iato¢né natocenie robota je do-
hora):

Krok Krok Krok

Doprava

Krok Krok Krok Krok Krok Krok Krok
Doprava

Krok Krok Krok

Pri tejto ceste robot urobi 13 krokov a dvakrat sa otoci. VSimnite si, ze existuje kratsia
cesta s 9 krokmi a 4 otoceniami — tato cesta je sice kratsia, ale podla zadania nie je
optimalna, lebo sa pocas nej robot viackrat otoci.

P-1II-3

Malému Jozkovi (ktorého poznate uz zo zadania 1. tlohy) sa jedného dna dostali do rik
noznice. A kedze Jozko zdedil talent po ockovi, ktory je modernym maliarom, rozhodol
sa vyleps$it jeden jeho obraz v tvare konvexného n-uholnika. Vybral si dva jeho vrcholy a
obraz prestrihol po ich spojnici. Potom si na jednej zo vzniknutych ¢asti opét vybral dva
vrcholy a ¢ast opét prestrihol. Ked sa takto Jozko chvilu hral, prichytil ho ocko, noZnice
mu nekompromisne zobral a zacal zachranovat, ¢o sa dalo. Po chvili zistil, Ze obraz uz
do povodného stavu nezlozi. Rozhodol sa teda, 7e aspon néajde cast, ktord ma najviac
vrcholov a ti vystavi na svojej najblizSej vystave ako miniatiru. A prave s hladanim
tejto ¢asti mu mate pomoct.

Sttfazna tloha

Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory dostane na vstupe pocet vrcholov povod-
ného obrazu n, pocet Jozkovych prestrihnuti k£ a popis jednotlivych prestrihnuti a na
zaklade tychto tdajov uréi pocet vrcholov tej vyslednej casti, ktora ich ma najviac.
Kazdé prestrihnutie je popisané dvojicou ¢isel (a;,b;), ¢o st ¢isla vrcholov v pdvodnom
n-uholniku, medzi ktorymi Jozko strihal. Vrcholy n-uholnika s ¢islované po obvode ¢is-
lami 1 az n. Snazte sa, aby ¢asova ani pamétova zlozitost vasho programu nezavisela na
pocte vrcholov obrazu.

Priklad

Pre n = 10, k = 3 a prestrihnutia (1,8), (7,5) a (4,2) ma najvicsia ¢ast 6 vrcholov.
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P-1I -4

Studijny text ,DlaZdicové programy® k prikladu P-II-4 mozZno ndjst v zadani prikladu
P-1-4 na strane 98.

Uvedme dalsi priklad pouzitia dlazdicovych programov, ktory je zlozitejsi a ukazuje,
ako mozno vyuzivat viac riadkov dlazdic.

Priklad
Skonstruujme dlazdicovy program, ktory bude overovat, ¢i je dand postupnost tvorena
prirodzenymi ¢islami xq,...,z, (0 < z; < 9) vyvazend, tzn. ¢ obsahuje rovnaky pocet

parnych a neparnych cisel.

Myslienka nasho rieSenia je velmi jednoduché: zostrojime sadu dlazdic, ktord bude
umoznovat prave také vydlazdenia, v ktorych v kazdom riadku prepiseme jedno parne
a jedno nepéarne ¢islo na e. Dolny okraj steny ofarbime tiez farbou e. KedZe ofarbenie
spodného okraja je vyvazené a vydlazdenie kazdého riadku vyvazenost zachovava, aka-
kolvek vstupna postupnost, pre ktora existuje vydlazdenie, je nutne vyvazena. A naopak,
ak mame vyvazenu postupnost, potom lahko overime, 7ze vydlaZdenie existuje: kym eSte
mame nejaké ¢isla, vyberieme si lubovolné parne a lubovolné nepéarne ¢islo (z vyvéazenosti
vieme, ze také ¢isla v postupnosti uréite si), tie jednym riadkom prepiSeme na e a toto
opakujeme tak dlho (n/2-krat), kym neprepiSeme vSetky ¢isla. Ak sa ndm teda podari
takyto dlazdicovy program zostrojit, bude zadant tlohu riesit so zlozitostou O(n).
Hladany program moze vyzerat napriklad nasledovne:

z€{0,...,9,0}, pe{0,2,4,6,8}, n € {1,3,5,7,9}

Tavy okraj ofarbime farbou A, pravy farbou B a dolny farbou e. Z tychto dlazdic je mozné
konstruovat jedine riadky typu

Xz €T T X
€ i1 xX; i k-1 Xy, (2L Ty,
AlA XAl -+ [AXA|AXP|PXP| -+ |PXP|PXB|BXB| - |BXB|B
x X I X
Ty i—1 ® i1 k—1 [ ] k1 T,

kde x; je parne a x; neparne, pripadne

x X T X
€I i1 Z; il k—1 Ty, k1 €,
AlAXA| -+ |[AXA|AXN|NXN| -+ INXN|NXB|BXB| --- |BXB|B
X T xr xr
I i1 L] i1 k—1 L] k1 T,

pre z; neparne a xj parne. To si presne riadky, ktoré sme potrebovali.
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Sttazna tloha

Zostrojte dlazdicovy program, ktory o danej postupnosti prirodzenych ¢isel x1, zo, ..., x,
(0 < x; <9) rozhodne, ¢ je symetrickd, t.j. ¢ 21 = Tp, To = Tp_1, - ooy Ti = Tp_igty - -
Ty = Tq.

P-III-1

Pan KaSparov bol naruzivy hra¢ sachu. KedZe mu c¢asto chybal rovnocenny protihrac
a hrat sam proti sebe ho uz nebavilo (vzdy si odhalil vSetky premyslené pasce), vymyslel
si nasledujicu hru: Na Sachovnici s rozmermi N x N treba rozmiestnit N vezi tak, aby sa
ziadne dve neohrozovali. Aby hra nebola az taka jednoducha, je pre kazda vezu urceny
obdl7nik, do ktorého ju treba umiestnit.

Vasou tlohou je navrhniat algoritmus, ktory bude hrat tito hru. Na vstupe dostane
rozmer $achovnice N (¢o je zaroven aj pocet vezi) a dalej popis N obdlznikov. Kazdy
obdlznik je popisany §tvoricou &isel Ay, A,, By, B,,1 < A, < B, < N,1< A, < B, <N,
kde A,, A, st stradnice favého horného rohu obdl7nika a B;, B, st stiradnice jeho pravého
dolného rohu. Riadky ¢islujeme od 1 do N zhora nadol, stipce od 1 do N zlava doprava.
Na vystup mé algoritmus vypisat jedno Iubovolné pripustné rozlozenie vezi alebo podat
spravu o tom, ze vyhovujiice rozlozenie neexistuje.

Priklad
Vstup: Vystup:
N=4 (1,1), (4,4), (2,2), (3,3)
1111 (toto je jedno z vyhovujicich rozmiest-
4444 neni vezi)
1133
3244
Vstup: Vystup:
N =3 Vyhovujtce rozmiestnenie vezi neexis-
1131 tuje.
2131
2233
P — III — 2

Napiste program, ktory na vstupe dostane prirodzené ¢islo N a najde najmensie priro-
dzené cislo x, ktoré je delitelné ¢islom N a ktorého zapis v desiatkovej ststave obsahuje
iba cifry nula a jedna. V pripade, 7ze také ¢islo neexistuje, vas program o tom méa podat
vhodnt spravu.

Priklad
Pre vstup N = 6 je hladanym ¢islom x ¢islo 1110.
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P—-1III -3

Studijny text ,Dlazdicové programy® k prikladu P-III-3 mozno ndjst v zadani prikladu
P-I-4 na strane 98. Jeho doplnenie pre potreby tohto prikladu je uvedené niZsie.

Dlazdicové programy sa daji pouzivat nielen na rieSenie rozhodovacich problémov,
ale aj na vypocet hodndt funkcii. Vypocet funkcie f(x) totiz mozeme Tahko previest na
rozhodovaci problém P(z,y) = “je y = f(x)?”, o ktorom budeme vediet, ze pre kazdé x
bude P(z,y) platit prave pre jednu hodnotu y. NavySe mozeme dlazdicovému programu
x a y zadat ako jeden vstup tak, ze farby dlazdic nebuda zodpovedat hodnotam, ale ich
usporiadanym dvojiciam.

Priklad

Zostrojme dlazdicovy program, ktory pre dané ¢islo zapisané v dvojkovej stistave vypo-
¢ita dvojkovy zapis tohto ¢isla vydeleného tromi (predpokladajme, Ze je delitelné 3 bez
zvysku). Inymi slovami mame o danej postupnosti dvojic (x1,41), ..., (Tn, yn) zistit, ¢

<y17"'7yn> - <x1;"'7xn>/3-

RieSenie je zalozené na klasickom algoritme na pisomné delenie (ten nezavisi od po-
uzitej ¢iselnej stistavy): zvolime zy = 0 a postupne pre vSetky k& budeme ratat hodnoty
2k = (2 zg—1 + x) mod 3 a yr, = [(2- zk—1 + x1)/3]. Teraz dokdzeme indukciou, Ze pre
kazdé k je

(X1, Th) =3 (Y1, -, Yk) + 2k
Pre £ = 1 rovnost plati. Ak plati pre £ — 1, potom pre k dostavame:

Tlyeeoy Tpo1) + Tp =
3y, Yk1) + 2m1) Fap =
Wiy Uh1) +2- 261 + a4 =
Wiy Uh1) F3- U+ 2 =
(i, Uk) + 2k

{
(

2.
2.

I
W W W N N

Teraz staci zvolit si nasledujucu sadu dlazdic:

zy
T=<|aXb|;z,ye{0,1},a€ {0,1,2},b=(2a+2) mod 3,y = |(2a + x)/3] ¢,

Tavy a pravy okraj budi mat farbu 0, spodny farbu e.

Z takychto dlazdic sa daju zlozit len jednoriadkové steny, lebo e nie je na hornom
okraji ziadnej dlazdice. V pripustnom vydladzdeni ma k-ta dlazdica na svojom pravom
okraji z; a pre dvojicu (z, yx) na jej hornom okraji plati: yp = [(2 - 2,1 + xx)/3]. Inymi
slovami toto vydlazdenie zodpoveda presne hodnotadm vypocitanym nasim algoritmom,
teda aj pozadovanému vysledku. Tym je problém vyrieSeny.
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Sttazna tloha

Zostrojte dlazdicovy program, ktory bude usporaduvat postupnost nil a jednotiek vzo-
stupne, ¢o znamend, 7e na postupnost dvojic nal a jednotiek (xi,y1),. ..,
(%, yn) odpovie dno prave vtedy, ked y = y1,. . .,y, je postupnost, ktort dostaneme vzo-
stupnym usporiadanim postupnosti x = x1,...,x,, teda plati y; < ... <y, a postupnosti
x a y obsahuju tie isté prvky, nanajvys v inom poradi.

Priklad

Na postupnost (1,0), (0,0), (0,0), (1, 1), (0, 1), (1, 1) program odpovie dno, na (1, 1), (0,0)
nie, na (1,0), (1,1) taktiez nie.

P-1III -4

Program: FORMAT.PAS/.C/.CPP
Vstup: FORMAT . IN
Vystup: FORMAT.QUT

Do nového textového editora potrebujeme napisat program slaziaci na formatovanie
textu. Editor pracuje v textovom rezime s neproporcionalnym pismom. Vsetky znaky st
teda rovnako Siroké a aj medzera ma pevnua Sirku rovnaka ako ktorykolvek iny znak.
Taktiez pomocné symboly v texte (ako napriklad interpunkéné znamienka, zatvorky ¢i
tvodzovky) sa spracovavaji rovnako ako akékolvek iné znaky. Editor je pomerne jedno-
duchy, takze nepripusta delenie slov. Program budeme vzdy pouzivat len na formatovanie
jedného odseku textu.

Pri formatovani textu budeme za slovo povazovat kazda suvisli postupnost neme-
dzerovych znakov, ktora je na oboch koncoch ohrani¢end medzerou, pripadne zaciatkom
alebo koncom riadku. Pomocné symboly v texte st teda sucastou tych slov, od ktorych
nie st oddelené medzerou.

Ulohou formatovania textu je vhodné rozloZenie slov do jednotlivych riadkov tak,
aby bol cely text zarovnany ,do bloku“ (teda k lavému aj pravému okraju) pri zadanej
sirke riadku. Pritom medzery medzi slovami musia byt pokial mozno najmensie a v texte
¢o najrovnomernejSie rozlozené. Tieto vSeobecné poziadavky teraz upresnime: Velkosti
medzier medzi slovami v jednom riadku (okrem posledného riadku odseku) sa mozu lisit
najviac o 1, pred prvym a za poslednym slovom v riadku nesmie byt medzera. Pokial je
v riadku len 1 slovo, je rozlozenie medzier fubovolné. V poslednom riadku odseku musia
byt slovd oddelené prave 1 medzerou a pred prvym slovom nesmie byt medzera.

Ak text spliia tieto zaviizné poziadavky, potom kvalitu sformatovania odseku hodno-
time trestnymi bodmi. Ohodnotenie odseku je su¢tom ohodnoteni jednotlivych riadkov.
Ohodnotenie jedného riadku je dané vysledkom funkcie F'(Width,Chars, Words, Last),
kde Width je $irka stranky (teda pocet znakov v riadku sformétovaného textu vratane
vSetkych medzier), Chars je pocet nemedzerovych znakov v riadku, Words je pocet slov
v riadku a Last hovori, ¢i sa hodnoti posledny riadok odseku alebo nie.

Ohodnocovacia funkcia F' v programovacom jazyku C vyzera nasledovne:
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int F(int Width, int Chars, int Words, int Last)

{
int Spaces = Width - Chars - Words + 1; /* Polet zbytoénjch medzier */
int BasePen = LINEPENALTY; /* Zakladné trestné body za riadok */
if (Spaces < 0) /* Nevdojde sa text do riadku? */
return INFTYPEN;
if (Last) /* Poslednj riadok? */
{
if (4*(Chars + Words - 1) <= Width) /* Je poslednyj riadok prili¥ kratky? */
BasePen += SMALLLINEPEN;
return BasePen;
}
if (Words == 1) /* Iba jedno slovo v riadku? */
BasePen += SINGLEWORDPEN;
return Spaces * Spaces + BasePen; /* Ohodnotenie celého riadku */
}

V Pascale je zapis funkcie F' podobny:

function F(Width, Chars, Words: Integer; Last: Boolean): Integer;
var

Spaces : Integer; { Potet zbytoénjch medzier }
BasePen : Integer; { Zakladné trestné body za riadok }
begin

BasePen := LINEPENALTY;
Spaces := Width - Chars - Words + 1;
if Spaces < 0 then { Nevdjde sa text do riadku? }
F := INFTYPEN
else if Last then begin { Poslednj riadok? }
if 4x(Chars + Words - 1) <= Width then { Je prilis kratky? }
Inc(BasePen, SMALLLINEPEN);

F := BasePen;
end
else begin
if Words = 1 then { Iba jedno slovo v riadku? }
Inc(BasePen, SINGLEWORDPEN) ;
F := Spaces * Spaces + BasePen; { Ohodnotenie celého riadku }
end;
end;

Hodnoty konstant su:

e LINEPENALTY =10
e SMALLLINEPEN =5
e SINGLEWORDPEN = 20
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e INFTYPEN = 30000

Vasou ulohou je sformatovat odsek textu pri zadanej Sirke riadku ¢o najkvalitnejsie, teda
splnit vSetky zavizné poziadavky kladené na formatovanie a pritom dosiahnut ¢o najnizsie
ohodnotenie odseku trestnymi bodmi podla funkcie F.

Format vstupu: Vo vstupnom suibore FORMAT.IN je na prvom riadku zadana pozado-
vand Sirka stranky po sformatovani. V dalsich riadkoch sa nachddza text odseku, urceny
na sformatovanie. Mozete predpokladat, ze ziadny z tychto riadkov nie je dlhsi ako 100
znakov, na zaciatku ani na konci ziadneho riadku nie je medzera a medzi jednotlivymi
slovami v riadku je prave 1 medzera. Vstupny sibor vratane medzier nebude dlhsi ako
10000 znakov.

Format vystupu: Do vystupného siitboru FORMAT.OQUT zapiste text odseku zo vstupu
sformétovany ¢o najkvalitnejsie podla vyssie uvedenych zasad (teda s najnizSou moznou
hodnotou ohodnocovacej funkcie).

Priklad
Stbor FORMAT.IN

40

Each section in this document will have the string '<section>" at the
right-hand side of the section title. Each subsection will have
"<subsection>" at the right-hand side. These strings are meant to make
it easier to search through the document.

Stbor FORMAT.OUT
(jedno z moznych rieSeni; symbol ‘" ozna¢uje medzeru)

Each,, section ,in  ,this document , , will
have , ;the ,string ,,"<section>" at . the
right-hand,,side o0f , the section title.
Each ;subsection will have ,'"<subsection>"
atythe right-hand side. These strings
are meant, to_ make it ,easier  to,,search
through, ;the document.

P-III-5

Program: OKRUZNE.PAS/.C/.CPP
Vstup: OKRUZNE. IN
Vystup: OKRUZNE.QUT

V meste Turiststadt zac¢al rozkvetat turisticky ruch. Aby podporili jeho dalsi rozkvet,
rozhodla sa mestska rada zalozit spolo¢nost City-tour. Poslanim tejto spolo¢nosti je pre-
vadzkovat v meste niekolko vyhliadkovych okruznych autobusovych liniek. Vasou tlohou
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je napisat program, ktory navrhne trasy jednotlivych liniek podla poziadaviek mestskej
rady, pripadne zisti, ze sa ich poziadavky nedaju splnit.

Mesto je tvorené krizovatkami, ktoré st navzajom pospajané ulicami. Kazda ulica
spaja prave dve krizovatky. Dve krizovatky mozu byt spojené viacerymi roznymi ulicami.
Krizovatkou volame aj miesto, na ktoré vedu len jedna alebo dve ulice.

Mestska rada kladie na planované trasy liniek nasledovné poziadavky: Aby si turisti
mohli pohodlne prezriet kazda ulicu v meste a pritom neboli prevadzkové naklady prilis
velké, musi kazdou ulicou prechidzat prave jedna autobusova linka. Ziadna z tras nesmie
prejst niektorou krizovatkou viac ako raz. Trasy liniek musia byt okruzné, teda prva a
posledna krizovatka na trase musia byt rovnaké.

Format vstupu: Prvy riadok vstupného siiboru OKRUZNE. IN obsahuje dve c¢isla odde-
lené medzerou — pocet krizovatiek N (1 < N < 120) a pocet ulic M. Krizovatky st
oc¢islované ¢islami od 1 do N. Nasledujtcich M riadkov vstupného stiboru obsahuje popis
jednotlivych ulic v meste. Kazdy z tychto riadkov obsahuje dve ¢isla, predstavujice ¢isla
krizovatiek, ktoré prislusna ulica spaja. Prvé ¢islo v kazdom riadku je mensSie ako druhé
z nich. Tieto riadky st v stibore utriedené podla prvého cisla. V pripade, ze ma viac
ulic rovnaké prvé ¢islo, si utriedené podla druhého. MézZete predpokladat, ze kazdé dve
krizovatky spaja najviac 200 ulic.

Format vystupu: Vystupny sibor OKRUZNE.OUT obsahuje tolko riadkov, kolko mé&
spolo¢nost prevadzkovat autobusovych liniek. Kazdy riadok obsahuje popis prave jednej
autobusovej linky. Trasa autobusovej linky je popisana ako postupnost ¢isel krizovatiek,
ktorymi linka prechadza. Prvé a posledné ¢islo uvedené v riadku musia byt rovnaké (trasa
je okruznd, teda zacina a kon¢i na tej istej krizovatke). Jednotlivé ¢isla st v kazdom riadku
oddelené prave 1 medzerou. Pokial sa trasa liniek nedd navrhnuat tak, aby vyhovovali
podmienkam zo zadania ulohy, potom vystupny sibor ma obsahovat jediny riadok s
textom ,Neda sa“.

Priklad Priklad
Vstup: Vystup: Vstup: Vystup:
5 12 1231 3 4 Neda sa
2 212 12
3453 12
25312 13
23
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RieSenia sutaznych uloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Je jasné, 7e za kazdé dva uzly hibky K, K > 0 musi existovat jeden uzol hibky K — 1,
ktory nie je listom — kazdé dva uzly musime pod nejaky uzol ,zavesit“. Pretoze naviac
pod kazdy uzol mozeme zavesit iba ziadny alebo dva uzly, musi byt pocet uzlov hibky K
parny. Vyssie uvedené pozorovania nam uz dévaji névod na zostrojenie algoritmu. Pre
kazd hibku si budeme pamiitat poet listov a pocet ostatnych uzlov. Budeme postupovat
od uzlov s najviicsou hibkou. Pre kazda hibku K, K > 0 skontrolujeme, & je pocet uzlov
v nej parny. Ak nie je, strom neexistuje. Ak je pocet uzlov parny, za kazdé dva uzly
umiestnené v strome v danej hibke priddime do predchadzajicej hibky jeden uzol. Ked
sa takto dostaneme az k uzlom hibky 0, staci overit, ¢ v tejto hibke lezi prave jeden
uzol, ako sa vyzaduje v definicii binarneho stromu. Ak nie, strom neexistuje. To plynie
z toho, 7e ak neexistuje uzol hibky 0, nebol zadany Ziadny list, a teda strom nemdze mat
ziadne uzly. To je ale v spore s poziadavkou, 7ze kazdy strom musi mat aspon koren. Ak je
uzlov hibky 0 naopak viac, strom neexistuje, pretoze vietky uzly, ktoré sme pridavali, boli
vynitené a kazdy strom s danymi po¢tami listov teda musi mat v jednotlivych hibkach
asponi tolko uzlov ako nas strom. Ak existuje prave jeden uzol hibky 0, jednoducho u# zo
spocitanych poctov listov a ostatnych uzlov v jednotlivych hibkach vytvorime pozadovany
zapis stromu. Jednoducho vypiseme tolko L, kolko je pocet listov danej hibky, a tolko U,
kolko je pocet ostatnych uzlov danej hibky. Algoritmus mé ¢asovii i pamiitovi zlozitost
O(N).

P-1-2

Algoritmus rieSiaci tito ulohu sa da rozdelit do troch faz. V prvej faze sa pre kazdé mesto
spocita, akd je jeho vzdialenost od nepriatelom obsadenych miest (v zmysle definicie
uvedenej v zadani). V druhej faze sa zisti, aki maximélnu vzdialenost od nepriatelskych
miest dokdZeme udrzat pri ceste z pociato¢ného do cielového mesta. V tretej fize potom
nijdeme najkrat$iu z tras vedicich z pociatoéného do cielového mesta, ktoré udrzuji
spocitani vzdialenost.

Prvéa faza: Vzdialenost od obsadenych miest budeme hladat pomocou prehladavania
do sirky. Pre kazdé mesto si budeme udrzovat informaciu, ¢i sme v hom uz boli (na
podiatku bude nastavené prave u vSetkych obsadenych miest) a jeho vzdialenost od ne-
priatela. Pre mest4 obsadené nepriatelom bude tato vzdialenost rovna 0. Dalej si budeme
udrzovat rad (frontu) miest na spracovanie, do ktorého na zaciatku ulozime vSetky nepria-
telské mesta. V kazdom kroku vypoctu vzdy vezmeme jedno mesto z radu a u vSetkych
jeho susedov, v ktorych sme doteraz neboli, nastavime vzdialenost o jedna vicSiu, nez je
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vzdialenost vybraného mesta. U vSetkych tychto susedov tiez oznac¢ime, 7ze sme v nich uz
boli, a pridame ich na koniec radu. Prva faza vypoctu kon¢i, ked sa vyprazdni rad. Vtedy
sme presli v8etky mestd a urcili sme vzdialenost kazdého z nich od nepriatela.

Druhé faza: V tejto fize si budeme udrzovat radov hned niekolko, pre kazda vzdia-
lenost od nepriatelskych miest jeden. Dalej si pre kazdé mesto budeme zaznamenéavart,
¢ sme v nom uz boli. TieZ si budeme pamétat doposial najvicsiu najdent vzdialenost,
ktort dokdzeme udrzat od nepriatela. Na zac¢iatku nastavime udrzatelnt vzdialenost od
nepriatela na hodnotu vzdialenosti kralovského mesta od nepriatela a toto mesto vlozime
do radu pre prislusnia vzdialenost. Pre toto mesto takisto nastavime, Ze sme v nom uz
boli. Vypocet prebieha tak, ze postupne vyberame mesté z radu pre aktualnu udrzatelni
vzdialenost, dokym sa tento rad nevyprazdni. Ked sa rad vyprazdni, znizime udrzatelna
vzdialenost o jedna a opit zatneme vyberat mestd z prislusného radu. Vidy, ked vez-
meme nejaké mesto z radu, prejdeme vsetkych jeho susedov, u doteraz nenavstivenych
z nich nastavime priznak, ze uz sme ich navstivili, a pridame ich do radu — ak je vzdiale-
nost takéhoto mesta od nepriatelskych miest vii¢sia ako aktudlna udrzatelné vzdialenost,
priddme vrchol do radu zodpovedajiceho aktuélnej udrzatelnej vzdialenosti, inak mesto
priddme do radu zodpovedajuceho jeho vzdialenosti od nepriatelskych miest. Druha faza
kon¢i hned ako vyberieme z radu cielové mesto. Aktualna udrzatelna vzdialenost je potom
vyslednou udrzatelnou vzdialenostou.

Tretia faza: Tato faza predstavuje opit prosté prehladavanie do Sirky. Pre kazdé mesto
si paméitame, ¢i sme v nom uz boli, a ak ano, zaznamename si to mesto, z ktorého sme
do neho prisli. Opat pouzivame rad na doteraz nespracované mesta. Na zaciatku vlozime
do radu cielové mesto. U neho nastavime, Ze sme v fiom uz boli, a ako jeho predchodcu
nastavime jeho samé. V kazdom kroku vypoctu potom vezmeme jedno mesto z radu
a prejdeme vSetkych jeho susedov. Kazdého suseda, ktorého sme doteraz nenavstivili a
ktorého vzdialenost od nepriatelskych miest je vii¢Sia alebo rovnd vyslednej udrzatelnej
vzdialenosti, oznac¢ime ako navstiveného a pridame ho na koniec radu. Tiez u neho ako
mesto, z ktorého sme prisli, nastavime prave vybrané mesto. Prehladavanie konc¢i vo
chvili, ked je z radu vybrané pociatocéné (kralovské) mesto. Potom uz len prejdeme cestu
z pociato¢ného do cielového mesta (to je velmi jednoduché vdaka odkazom na mesta,
odkial sme do nich pri prehledévani prisli) a cestu vypiSeme.

Algoritmus mé ¢asova zlozitost O(M + N), kde M je pocet ciest a N je pocet miest.

Spravnost algoritmu budeme ukazovat opidtf po fazach. To, Ze algoritmus spocita
spravne vzdialenosti od nepriatelskych miest v prvej faze, plynie z nasledujiceho: Na
pociatku maja vsetky vrcholy so vzdialenostou nula tuto vzdialenost priradenii. V oka-
mihu, ked st spracované vsetky vrcholy vzdialenosti nula, presli sme vSetkych ich susedov,
priradili sme im vzdialenost jedna a zaradili ich do radu. Pretoze iné vrcholy vzdialenost
jedna mat nemdzu, je vzdialenost jedna priradena prave vSetkym spravnym vrcholom.
Tato tvahu moézeme jednoducho zovSeobecnit pre lubovolni vzdialenost D. Prehladava-
nie teda skuto¢ne urc¢i vzdialenosti od nepriatelskych miest spravne.

V druhej fize sa spravne spocita maximalna udrzatelnd vzdialenost od obsadenych
miest. Sledujeme v nej totiz sibezne vsetky mozné trasy vedice z pociato¢ného mesta
tak dlho, kym dokadzeme udrzat vzdialenost pociatoéného mesta (vysledna vzdialenost
od nepriatela zrejme nemoze byt viicsia nez vzdialenost pociatoéného mesta). Ked uz
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neexistuje mesto s dostato¢ne velkou vzdialenostou, do ktorého by sme mohli ist, zni-
7ime udrzatelna vzdialenost o jedna. VSetky vrcholy so vzdialenostou o jedna nizSou, do
ktorych sa dokdzeme dostat cez vrcholy s doterajSou udrzatelnou vzdialenostou, méame
uz pripravené v prislusnom rade a za¢neme teda prehladavat z nich. Pretoze udrzatelnt
vzdialenost znizujeme az ked sme sa uz dostali vsade, kam to bolo mozné, jej vysledna
hodnota bude zrejme najvyssia mozna.

To, 7e v tretej faze najdeme najkratsiu trasu s danou vzdialenostou, je zrejmé. Ro-
bime totiz jednoduché prehladdvanie do Sirky s tym, Ze ignorujeme mesta s prili§ malou
vzdialenostou od nepriatela. Najdeme teda urcite trasu s dostato¢nou vzdialenostou od
nepriatela. Skuto¢nost, Ze to bude trasa najkratSia moznd, plynie z vlastnosti prehlada-
vania do sirky uvedenych v prvej casti dokazu.

P-1-3

RieSenie tlohy rozdelime na niekolko ¢asti — najprv sformulujeme nutné a postacujice
podmienky pre to, aby skupina mohla prejst trasu podla podmienok v zadani tlohy,
potom vyrieSime tlohu a) a nakoniec najdeme rieSenie tilohy b).

Planovanou trasou sa da prejst prave vtedy, ked tato trasa nie je dlhsia ako vzdialenost,
ktori skupina prejde za den, t.j. L < K, alebo ked st splnené zaroven vsetky Styri
nasledujice podmienky:

1. Na trase je aspon jeden kemp.
2. Vzdialenost prvého kempu od zaciatku trasy je najviac K, t.j. [; < K.

3. Vzdialenost Tubovolnych dvoch po sebe nasledujicich kempov nie je vii¢sia nez K,
tj. liyn — L < Kprel<i:<N-—-1.

4. Vzdialenost posledného kempu od konca trasy je najviac K, t.j. L — Iy < K.

Nutnost vSetkych uvedenych podmienok je zrejmé; pokial st tieto podmienky splnené,
potom plan cesty, v ktorom skupina bude cestovat N + 1 dni a -ty den prespi v i-tom
kempe, spliia podmienky zo zadania tlohy.

Teraz vyrie§ime tlohu a). Na chvilu si predstavme, Ze sme kazdému kempu priradili
¢islo d;, ktoré udava kolky den najskor mozeme do tohto kempu prist. Cislo d; priradené
kempu i zrejme spliia jednu z nasledujicich dvoch podmienok:

1. Budjed; =1 al; < K — do kempu sa da prist hned prvy den.

2. Existuje j < i také, ze [; — [; < K a d; = d; — 1 (do i-teho kempu prideme tak, ze
den predtym prespime v j-tom kempe), ale neexistuje j < i také, ze [; — [; < K a
dj < d; —1 (inak by bolo mozné do j-tého kempu prist uz skor).

Podla tychto podmienok by bolo mozné spocitat vsetky d; v ¢ase O(NN), na$ program vsak
d; pocitat nebude. Plan cesty splhajici podmienku a) by mohol vyzerat napriklad tak, 7ze
h-ty den skupina prespi v i-tom kempe, pokial d; = h a d; 1 = h+1; skupina naviac prespi
v N-tom kempe, pokial plan cesty bez tohto kempu nesplia podmienku obmedzujicu
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maximalnu vzdialenost, ktora je mozné prejst za jeden den. Budeme priamo vytvarat
takyto plan cesty — ak doposial vytvoreny plan cesty kon¢i kempom vo vzdialenosti [ od
zaCiatku vyletu a L — [ > K (ned4 sa bez prespania prist na koniec trasy), potom dalsi
den skupina prespi v i-tom kempe, pokial [; —] < K a i je maximélne s touto vlastnostou.
Vytvorit program pracujtci podla prave popisaného postupu je trividlne; ¢asova zlozitost
algoritmu je O(N).

Dalej vyriesime tilohu b). Kazdému kempu priradime ¢islo e;, ktoré uréuje, kolko by
cyklisti museli zaplatit za prespanie na ceste z i-teho kempu na koniec vyletu (vratane
poplatku za prespanie v i-tom kempe). Cisla e; na$ algoritmus spocita postupne pre i =
= N az 1 = 1; okrem tychto cisel si pre kazdy kemp ulozime informéaciu, do ktorého
nasledujiceho kempu sa z neho mame vybrat, aby sme za noclah zaplatili optimalnu
cenu e;. Cisla e; sa daji spoéitat podla nasledujticeho predpisu:

1. Ak L — [; < K, potom e; = ¢;; z i-tého sa kempu da prist na koniec trasy behom
jedného dna.

2. Ak L—1; > K, potom e; = min;(c; +€;) = ¢; + minjej, kde minimum sa pocita cez
vsetky j > i také, ze [; — ; < K; to j, kde sa nadobtida minimum, urcuje poradie
kempu, v ktorom prespime ten den, ked vyjdeme z i-teho kempu.

Prvy den, ak L > K, prespime v kempe s ¢islom ¢ s minimalnym e;, pre ktory plati
[; < K. Ako bude algoritmus pracovat je teraz uz jasné. Zostava este urcit, ako rychlo sa
da najst j, ktoré minimalizuje vztah v druhom bode.

Na rychle najdenie indexu 7 pouzijeme datovu struktaru, ktora sa nazyva halda. Halda
je datova struktiura, ktord umoznuje v konstantnom c¢ase urcit najmensi z prvkov v nej;
prvok do haldy pridat alebo vybrat najmensi prvok dokaze v ¢ase logaritmickom od poc¢tu
prvkov obsiahnutych v halde. V halde si budeme udrziavat ¢isla kempov zotriedené podla
hodno6t e;; na zaciatku budeme mat v halde naviac koniec trasy, ktorého hodnotu budeme
povazovat za rovna nule (bude najmensim prvkom haldy). Najdenie vhodného j bude
prebiehat nasledovne: Zistime, ¢i najmensi prvok haldy je od i-teho kempu vzdialeny
najviac o K — ak ano, nasli sme prislusné j, v opa¢nom pripade z haldy odstranime tento
prvok a cely postup zopakujeme. Potom do haldy pridame i-ty kemp. Za predpokladu
logaritmického casu pridania prvku do haldy a vybratia najmensieho prvku z haldy je
celkova doba behu algoritmu O(N log N).

Haldu budeme reprezentovat v poli. Ak bude v halde n prvkov, potom jej prvky
budi ulozené v poli na poziciach s ¢islami 0 az n — 1. Pre prvok = s indexom £k budeme
prvky na poziciach 2k + 1 a 2k + 2 nazyvat synmi prvku x a prvok z budeme nazyvat
otcom tychto prvkov. Vsimnite si, ze kazdy prvok okrem prvku na pozicii 0 ma prave
jedného otca. Pri praci s haldou budeme dodrzovat nasledujici invariant: Kazdy prvok je
najmensieho prvku haldy sa da teda spravit v konStantnom c¢ase. Pridanie prvku do
haldy bude prebiehat nasledovne: Ak je v halde n prvkov, potom novy prvok umiestnime
postup opakujeme tak dlho, pokial novy prvok nie je nultym prvkom alebo jeho otec
nie je mensi nez on. V kazdom kroku sa index nového prvku v poli zmensi aspon na
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polovicu a teda po logaritmicky vela krokoch sa zastavime. Odobranie prvku z haldy
bude probiehat podobne: Ak je v halde n prvkov, potom najmensi prvok haldy nahradime
prvkem z (n — 1)-vej pozicie; tento prvok porovname s oboma jeho synmi a pripadne ho
vymenime s mensim z oboch jeho synov. Skonc¢ime, ak je tento prvok mensi nez obaja
jeho synovia. Pretoze sa v kazdom kroku posunieme na prvok s aspon dvojnasobnym
indexom, odobranie najmensieho prvku z haldy bude trvat ¢as logaritmicky od poctu
prvkov v nej.

P-1-4

a) Majme zadané nejaké dvojkové ¢islo (x1,...,z,), o ktorom méame rozhodnit, ¢i je
delitelné piatimi. Zostrojime sadu dlazdic, ktorymi bude mozné vydlazdit iba stenu s
jedinym riadkom, a to tak, aby farba pravej hrany i-tej dlazdice (ti budeme znacit p;)
odpovedala zvysku po deleni dvojkového ¢isla (xq, ..., z;) piatimi. Ked naviac zvolime
farbu pravého okraja steny tak, aby zodpovedala zvysku 0, pojde stena vydlazdit prave
vtedy, ked je zadané ¢islo delitelné piatimi, a to je presne to, ¢o potrebujeme.
Pouzijeme dlazdice nasledujtcich typov:

T=S|zXz;0<2<40<y<1l,z=(2r+y)mod5},

lavy aj pravy okraj budi mat farbu 0 a dolny okraj farbu e. Ked7e farba e sa nevys-
kytuje na hornej hrane ziadnej dlazdice, musi byt kazdé korektné vydlazdenie tvorené
jedinym riadkom. Zostava dokazat, ze farby pravych hran dlazdic zodpovedaja zvyskom,
¢o urobime indukciou:

e p1 = (r1) = (x1) mod 5 (existuje prave jedna dlazdica, ktord mdze byt na prvom
policku — t&, ktord ma na lavom okraji nulu a na hornom okraji x).

e Ak je p; = (x1,...,7;) mod 5, mdze byt na i + 1-vom policku iba jedina dlazdica
(majica na Tavom okraji p; a na hornom okraji z;;1) a jej pravy okraj ma farbu
Pit1 = (2pi+ziy1) mod 5= (2({xq,...,z;) mod 5)+x;41) mod 5 = (2 (zy,...,x;)+
+ ;1) mod 5 = (z1,...,x;11) mod 5.

Z toho plynie, 7e popisany dlazdicovy program riesi zadani tlohu so zlozitostou O(1).

b) Pouzijeme nasledujtce typy dlazdic:

o Tavé“ dlazdice { [L X z|; 0<z <9

e  pravé” dlazdice ¢ |z X R|; 0<z,y <9,z F#y
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e opakovacie“ dlazdice < |L X L|,|R X R|, |y X y|; 0<x,y <9

Lavy okraj steny ofarbime farbou L, pravy farbou R a spodny farbou e. Ked7Ze farba e
sa nevyskytuje na hornej hrane ziadnej dlazdice, musi byt kazdé korektné vydlazdenie
tvorené jedinym riadkom.

Z toho, ako sme si typy dlazdic nadefinovali, ihned plynie, Zze kazdé vydlazdenie steny
musi vyzerat takto:

T Ti-1 T Ti+1 Tj-1 Ty Tj+1 Tn
T Ty Z; Ty T Z; i &

LL L st L LL l'i l'i fi st l'i fi sz‘ RR R fre R RR
° . ® ® [ ] . [ ] ® [ ] . ®

(zlava doprava: najprv [mozno i prazdna] postupnost dlazdic opakujicich L, potom jedna
lava dlazdica, nasleduje opit niekolko opakovacich dlazdic, jedna prava dlazdica a pri-
padne opakovanie R). Také vydlazdenie je ale korektné prave vtedy, ak bolo mozné néjst
indexy i a j také, ze z; # x; (vdaka definicii farieb hran pravej dlazdice), takze nas
dlazdicovy program riesi zadant tilohu so zlozitostou O(1).

Poznamka: Nase rieSenie vyuziva fakt, ze dlazdicové programy st nedeterministické
(to znamend, ze nemaji pevne definovany priebeh vypoctu a miesto toho priptastaji
viac roznych vypoctov s tym, ze odpovedou programu je ANO, ak existuje aspon jeden
korektny vypocet) a Ze ndm nedeterminizmus ,,uhddne“ polohu nejakych dvoch réznych
prvkov vstupnej postupnosti.

P-1II-1

Predpokladajme, ze mame dlzky drevenych pali¢iek zotriedené podla velkosti, t.j. di <
< dy < ... < dy. Potom trojica indexov i < j < k urcuje palicky tvoriace trojuholnik
prave vtedy, ked dj, < d; +d;. Zostavajtce dve trojuholnikové nerovnosti st totiz splnené
trividlne, lebo d;,d; < dj. Pre kazda dvojicu indexov ¢ < j ozna¢me symbolom [(7, j)
najvicsie ¢islo k také, ze dy < d;+d;; vSimnime si, ze (7, j) > j. Zvolena dvojica indexov
1 < j sa da na trojicu i < j < k urcujucu trojuholnik doplnit prave tymi k, pre ktoré
plati j < k£ < (i, 7). Pre pevna dvojicu indexov i a j teda existuje prave [(i, j) — j takych
k, ze palicky s indexami ¢ < j < k tvoria trojuholnik. Na urcenie poctu trojuholnikov
teda sta¢i ur¢it hodnoty I(i, j) pre v8etky i < j a séitat vyrazy [(i,j) — j.

7 definicie (i, j) vyplyva, 7e N =1(i, N) > (i, N—=1) > (i, N =2) > ... > I(i,i+1).
N4&s program bude pracovat nasledovne: Pre kazdé i spoc¢itame hodnoty (i, N—1),1(i, N —
—2),...,1(i,i+1) a sacasne budeme podcitat sacet (I(i, N —1)— (N —1))+---+ (I(i,i+
+1) —(i+1)), ktory predstavuje pocet trojuholnikov, ktorych najkratgia strana ma dlzku
d;. Hodnotu [(, ) spoc¢itame tak, 7e hodnotu I(i,j + 1) budeme zmensovat o jednotku
tak dlho, kym dy; jy > d; +d;. PretoZe celkovy pocet zmenSeni o jednotku pocas vypoctu
hodnoét I(i, N — 1),1(i, N — 2),...,1l(i,i + 1) je najviac N — 2, je ¢as vypoc¢tu pre jedno
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pevné i linearny od N. Celkovy ¢as vypoctu pre vSetkych N —2 moznych hodnot ¢ je teda
O(N?). V tomto ¢ase mdzeme lahko spravif aj tivodné triedenie dlzok palic¢iek. Casova
zloZitost nasho algoritmu je teda O(N?) a pamiitova O(N).

P-1II-2

Najskor si rozmyslime, ako by sme zadantu tlohu riesili, keby sme chceli ndjst najkratsiu
cestu robota medzi dvoma zadanymi polickami. Algoritmus na rieSenie tejto tlohy je
znamy pod nézvom prehladévanie do Sirky alebo tiez algoritmus viny. Kazdému policku
v priebehu vypoctu priradime ¢islo, ktoré udava minimalny pocet krokov, ktoré robot
potrebuje na premiestnenie sa zo zac¢iato¢ného poli¢ka na uvazované policko. Algoritmus
pracuje vo fazach. Najskor zaciato¢nému policku priradi nulu. V i-tej faze priradi ¢islo ¢
vSetkym polickam, ktoré susedia s nejakym polickom, ktorému bolo priradené ¢islo ¢ — 1
a ktorym sme doteraz ziadne ¢islo nepriradili. Je zrejmé, ze takto priradené ¢isla urcuji
minimalny pocet krokov potrebny na premiestnenie robota zo zaciato¢ného policka na
kazdé z policok.

Teraz si rozmyslime, ako sa tento algoritmus d& modifikovat tak, aby riesil ilohu zo
zadania. V i-tej faze nebudeme c¢islovat policka vo vzdialenosti ¢ krokov, ale policka, na
ktoré sa da presunut cestou s ¢ zmenami smeru. To st zjavne policka, ktoré este nemaju
¢islo, lezia v rovnakom riadku alebo stIpci ako niektoré policko s ¢islom 7 — 1 a nie st
od neho oddelené prekazkou. Spravnost tohto algoritmu je zrejma. Zostava domysliet
detaily jeho implementacie. Policka si budeme ukladat v poli tak, ze poli¢ka s rovnakym
¢islom budu tvorit suvislé tuseky a policka s niz§imi ¢islami budia pred polickami s vys$simi
¢islami. Pokial prideme pocas nejakej fizy na eSte neocislované policko, zaradime ho na
koniec pola. V priebehu algoritmu vyberieme vzdy prvé nespracované poli¢ko z pola a
prehladdme jeho riadok a stlpec. Pole, s ktorym sa pracuje prave popisanym sposobom,
sa obvykle nazyva fronta (poli¢ka sa stavaji na koniec fronty a ¢akajt, kym na ne pride
rad). Nech M a N st rozmery $tvocovej siete, potom spracovanie kazdého z M x N
poli¢ok vyzaduje ¢as O(M + N). Celkova ¢asova zlozitost nasho algoritmu by tedy bola
O(M?N + MN?).

Cas potrebny na vypocet sa viak este da zlepsit. Jeden stvisly tisek riadku alebo stipca
totiz prehladdvame niekolkokrat — pre kazdé jeho policko raz. Preto si budeme pre kazdé
policko pamiitat, ¢i sme uz prehladali savisly tsek (bez prekazok) riadku, resp. stpca,
v ktorom toto policko lezi. Pred prehladdvanim sa najskoér pozrieme, ¢i sme tento usek
riadku alebo stipca uz neprehladavali. Ak 4no, uz ho neprehladdvame. Ak nie, prezrieme
ho a pre vSetky jeho policka si zapamiitame, Ze sme dany Gsek uz prehladavali. V8imnite
si, 7e pre kazdé policko si musime samostatne pamétat, ¢i bol prehladany tsek v riadku
a ¢ bol prehladany tsek v stlpci.

Cas potrebny na nac¢itanie vstupnych dat, na pracu s frontou a na vypis riedenia je
zrejme O(MN). Zostéava stanovit ¢as potrebny na prehladavanie riadkov a stipcov. Kazdy
stvisly tisek bez prekazok prehladdme prave raz, stcet ich dlzok je O(MN), lebo kazdé
poli¢ko je nanajvys v dvoch (riadok a stipec). Stvisly tisek Tahko prehliadneme v &ase
linearnom od jeho dl7ky, preto aj celkova ¢asova zlozitost nasho algoritmu je O(MN);
pamitova zlozitost je tiez O(MN).
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P-1II-3

Ulohu si najskér trosku preformulujme. Obraz je vlastne konvexny n-uholnik a strihy
st jeho nepretinajtice sa tetivy. Ulohou je najst mnohouholnik tvoreny stranami povod-
ného mnohouholnika a tetivami, v ktorom nelezi Ziadna tetiva a ktory ma zo vSetkych
takychto mnohouholnikov najviac vrcholov. Dalej ho budeme oznacovat ako najvicsi
mnohouholnik. Pokial nebude povedané inak, slovom mnohouholnik rozumieme jeden z
mnohouholnikov, na ktoré sa pévodny mnohouholnik rozpadol.

Najskor si vSetky tetivy otoc¢me tak, aby zaciato¢ny vrchol bol mensi ako koncovy a
zotriedme si ich. Pri triedeni porovnavame najskor ¢islo zaciatoéného vrcholu, v pripade
rovnosti sa berie obratené poradie ¢isel koncovych vrcholov (teda (1,2) < (2,3), ale
(1,2) > (1, 3)). Po zotriedeni uz mozeme zacat hladat najvic¢si mnohouholnik.

3 4 Nazvime premostujicou tetivou mnohouholnika
ti spomedzi vSetkych tetiv a strdn tohto mno-
- . houholnika, ktord ma najmen-
Premostujuca tetiva _. _, .. .,
pre 4,5, 6,7 Sie c¢islo zaciatocného vrcholu

a najvicsie ¢islo koncového vr-
cholu. Zjavne mnohouholnik s premostujtcou te-
tivou (i, ) bude obsahovat vrcholy 7, j a eSte ne-
jaké vrcholy z i ... 7. Tiez si v§imnime, ze kazda z
povodnych tetiv je premostujicou tetivou prave
jedného mnohouholnika (a premostujicou teti-

9 8 vou mnohouholnika, ktory obsahuje hranu (1,n)
je prave tato hrana). Hovorime, Zze mnohouholnik je svojou premostujicou tetivou ohra-
niceny.

A teraz ako najst najvic¢si mnohouholnik. Pouzijeme nasledovni ideu: Algoritmus po-
stupne prechadza vrcholy n-uholnika od 1 do n. Udrzuje si pri tom zasobnik, v ktorom
st ulozené tetivy, u ktorych presiel ich pociatoénym vrcholom, ale eSte nie koncovym. Sa
to teda premostujiice tetivy pre doteraz neuzavreté mnohouholniky. Pre kazdua tetivu na
zasobniku si eSte pamétame doteraz naratany pocet vrcholov v hou ohrani¢enom mnoho-
uholniku. Kedze aktuélny vrchol vzdy patri do mnohouholnika ohrani¢eného najneskor
zacinajucou premostujicou tetivou, stac¢i vzdy upravovat len pocet vrcholov pre tetivu
na vrchu zasobnika.

Konkrétna implementacia vyzera nasledovne: Vzdy, ked sa posunieme na dalsi vrchol,
postupne odoberieme zo zasobnika tetivy, ktoré v tomto vrchole koncia. KedZze tetivy sa
nepretinaji, st vSetky tieto tetivy momentalne na vrchu zasobnika. Presli sme totiz vSetky
vrcholy, ktoré mohli lezat v mnohouholnikoch ohranic¢enych tymito tetivami. K tymto
tetivam uz teda boli spocitané pocty vrcholov v nimi ohrani¢enych mnohouholnikoch, a
tak stac¢i podla nich upravit maximum. Po kazdom odobrani tetivy zo zasobnika prirdtame
jedna k poctu vrcholov pre tetivu na vrchu zasobnika, lebo do prislusného mnohouholnika
patri aj aktualny vrchol. Potom pridame vsetky tetivy zacinajice v danom vrchole do
zasobnika. Pocty vrcholov u novych tetiv sa nastavia na jedna, lebo sa musi zaratat
aktualny vrchol. Vdaka zotriedeniu tetiv staci tetivy len zaradom odoberat z pola, kym
sa ich zaciato¢ny vrchol zhoduje s aktualnym. Zotriedenie tak zaisti, ze 7 tetiv, ktoré
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zacinaju v aktualnom vrchole, budu tie, ktoré neskor skoncia, vlozené do zasobnika skor.
Ked st pridané vSetky tetivy zacinajice v aktudlnom vrchole, prirata sa jedna k poctu
vrcholov tetivy na vrchu zasobnika za vrchol, do ktorého sa presiivame.

Prave uvedeny algoritmus sa da esSte zrychlit — staci si uvedomit, ze je zbyto¢né po-
suvat sa po obvode len po jednom vrchole. Stac¢i nam vlastne len obist vrcholy, v ktorych
niektord tetiva zac¢ina alebo kond¢i. To, o kolko sa mam posunut, lahko zistim ako mini-
mum z konca tetivy na vrchu zasobnika a zaciatku prvej este nezaradenej tetivy. Ziskame
tak algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(k log k). Samotny prechod n-uholnikom ndm bude
trvat len O(k), pretoze kazd tetivu len raz vlozime na zésobnik a raz ju odtial vyberieme.
Spravnost algoritmu bola ukazana v popise.

P-1II-4
Vyuzijeme jednoduché pozorovanie: Postupnost xy, ..., z, je symetrickd prave vtedy, ked
r1 = T, a postupnost s, ..., r,_1 je symetrickd. Jednoprvkova i prazdna postupnost st

vzdy symetrické.

Zostrojime dlazdicovy program, ktory bude pripastat len také vydlazdenia, v ktorych
kazdy riadok overi rovnost krajnych prvkov postupnosti a odstrani ich (prepise na farbu
e), pricom posledny riadok akceptuje prazdnu alebo jednoprvkovi postupnost. Takyto
program odpovedd ANO prave na symetrické postupnosti: Ak je postupnost zi,...,z,
symetrickd, prvy riadok z nej odstrani x; a x,, druhy z, a x,_;, atd, az posledny riadok
akceptuje jej prostredny prvok (ak mala neparnu dIiku) alebo prazdnu postupnost (ak
mala parnu dIiku). Ak program postupnost akceptuje, tak podla prvého riadku je x; =
= x,, podla druhého z, = x,_; atd, teda zadand postupnost je symetrickd. Preto nas
program riesi zadanti tlohu so zlozitostou O(n).

Pouzijeme nasledovnu sadu dlazdic:

) x Yy x [ ] x
T=X|AXA|.|AX zl|.|lz Xz

[ ] [ ] y [ ] [ ] [ ]

Tavy okraj steny méa farbu A, pravy farbu B a dolny farbu e.
Kazdy korektne vydlazdeny riadok musi vyzerat bud takto:

° . ° T; Titl e .- i1 Tj ° . °
° ° T z% ]@1 T ° °
AlAX A| - [AXA|A z|x z| - |z z|x B|B X B| -+ |BXB|B
° ° ° ifl ]@1 ° ° °
[ ] Ti+1 e l"jfl

(to zodpoveda kontrole a odstraneniu krajnych prvkov postupnosti) alebo takto:

L4 L] ZT; L] [ ]

[ ] [ ] e [ ] [ ]

AlA XAl -+ |[AXA|AXB|BXB| -+ |BXB|B
[ ] [ ] [ ]
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(taky riadok akceptuje Tubovolnt jednoprvkovi postupnost; prazdna postupnost — taka,
ktorej vsetky prvky uz boli prepisané na e — je akceptovana priamo dolnym okrajom
steny).

Poznamka: Lepsia ¢asova zlozitost ako linedrna sa neda dosiahnut. Myslienka dokazu:

7 definicie vydlazdenia vieme, 7e stenu parnej Sirky vieme vydlazdit prave vtedy, ak sa
da vydlazdit jej Tava aj jej prava polovica tak, aby v kazdom riadku mali dlazdice, ktorymi
sa tieto polovice dotykajt, rovnaki farbu spolo¢nej hrany (tymto hrandm budeme hovorit
prostredny stlpec). Pre kazdy zaciatok postupnosti 1, . .. , Tp/2 v8ak existuje prave jedno
doplnenie prvkami x,/541, ..., 2, také, Ze x1,..., x, je symetrickd postupnost. Keby ne-
jakym dvom réznym zi,...,%, a yi,...,y, zodpovedalo rovnaké ofarbenie prostredného
stipca, potom by sa ale dala vydlazdit aj stena s postupnostou 1, . . ., Tn/2s Ynj2415 - - Yn
(Tava ¢ast po prostredny stipec rovnako, ako pre z1, ..., z,, prava ¢ast ako pre yi, ..., yn).
To je ale spor, lebo tato postupnost nie je symetricka. Preto roznych ofarbeni prostred-
ného stlpca (tych je < f", kde f je pocet farieb, vyskytujtcich sa na dlazdiciach, h je
maximalna vyska steny, teda zloZitost programu) musi byt aspon tolko, kolko je mo7nych
postupnosti (tych je 10%/2), a preto musi byt

log;, 10

h > log, 10" = n 5

To ale znamend, 7e zlozitost lubovolného dlazdicového programu, rieSiaceho nasu tlohu,
musi byt aspon linearna.

P-III-1

Na tvod si treba uvedomit, Ze jednotlivé stiradnice pozicii vezi mozeme volit nezavisle na
sebe. To preto, Ze volba stipca nijako neobmedzuje rozsah riadkov, v ktorych moze byt
veza umiestnena a naopak. Mozeme teda pre kazda vezu najskor zvolit stipec, v ktorom
sa bude nachadzat a potom pre kazdua zvolit riadok. Tym sme pdvodnu tlohu previedli
do jedného rozmeru. Jednotlivé obdlZniky sa ndm premietnu na intervaly a v kazdom
intervale chceme vybrat jedno ¢islo tak, aby sa Ziadne dve vybrané ¢isla nezhodovali.

Cisla budeme hladaft nasledujtcim sposobom: Budeme postupne prechadzat &isla od 1
do N a budeme si udrziavat informaciu, ktoré intervaly zacinajice pred tymto ¢islom este
nemaju pridelené ziadne c¢islo. Z tychto intervalov vyberieme najskor konciaci a priradime
mu aktudlne ¢islo. Pokial vybrany interval uz pridelované ¢islo neobsahuje (skonéil skor),
tvrdime, ze tloha nema rieSenie.

Majme nejaké korektné rozostavenie vezi R. Indukciou dokdzeme, ze kazdé takéto
rozostavenie vieme upravit na rozostavenie, ktoré navrhne nas algoritmus. Tym teda
ukazeme, 7ze ak existuje korektné rozostavenie vezi, tak nas algoritmus jedno korektné
rozostavenie najde.

1° Nech C je najmensie ¢islo, ktoré chee nas algoritmus priradit nejakému (konkrétne
najskor zac¢inajicemu) intervalu I. 7Z popisu algoritmu je zrejmé, 7e mensie ¢islo sa v
7iadnom rozostaveni nemoze vyskytovat. Pokial sa v R nevyskytuje ani ¢islo C', mdZzeme
R upravit tak, ze intervalu I priradime namiesto jeho stic¢asného ¢isla ¢islo C'. Tym sme
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dostali korektné rozostavenie, ktoré sa navySe v prvom Ccisle zhoduje s rieSenim, ktoré
nijde nas algoritmus. Ak je v R ¢islo C' uz priradené nejakému intervalu .JJ, moézeme
intervalu J priradit ¢islo, ktoré mal doteraz priradené interval I a intervalu I priradit
¢islo C'. Ked7e interval I kon¢i zo vSetkych intervalov obsahujtcich C' najskor, bude toto
rozostavenie opit korektné.

2° 7 indukéného predpokladu vieme, 7e existuje rozostavenie, ktoré sa s rozostavenim
navrhnutym nasim algoritmom zhoduje v prvych k ¢islach, chceme ukézat, ze existuje
rozostavenie, ktoré sa s nim zhoduje v prvych £ + 1 ¢islach. Myslienka je tiplne rovnaka
ako v prvom kroku indukcie, preto ttito ¢ast dokazu nechdvame na citatela.

Priama implementécia algoritmu vedie k rieSeniu s ¢asovou zlozitostou O(N?). My
implementaciu zrychlime nasledujicim sposobom: Aby sme vedeli rychlo upravovat in-
formaciu o tom, ktoré intervaly obsahuju prave spracovavané ¢islo, zoradime si ich naj-
skor podla zaciatku. Aby sme boli schopni rychlo néjst najskor konciaci z nich, budeme
si intervaly obsahujice spracovavané ¢islo udrziavat v halde podla ich koncov. Vylep-
Sena implementacia teda vyzera nasledovne: Prechddzame postupne ¢isla od 1 do N. Pre
kazdé si do haldy priddme vSetky intervaly, za¢inajtice tymto ¢islom. Potom z haldy (ak
je neprazdna) vyberieme najskor konciaci interval a pridelime mu toto ¢islo. Pokial vy-
brany interval uz toto ¢islo neobsahuje, vyhlasime, Ze rozostavenie neexistuje. S tymito
vylepSeniami mé algoritmus ¢asovi zlozitost O(N.log N) a pamiitovi O(N).

P—-1IIT -2

Najskor ukazeme, 7e pre kazdé N existuje prirodzené ¢islo xz, ktoré ma cifry len 0 a 1 a
je delitelné N. Ozna¢me z1 = 1, x5 = 11, 23 = 111 atd. Dalej oznaéme m; = x; mod N.
Cisla m; mozu nadobudat iba hodnoty od 0 do N — 1, a preto sa aspon dve z ¢isel my az
mpy41 rovnaji. Nech st to m; a m; (i < j). Potom ale ¢islo x = x; — z; je delitelné N a
jeho zapis sa zjavne sklada len z cifier 0 a 1.

Nadalej budeme uvazovat len ¢isla zlozené 7z cifier 0 a 1. Predchodcom ¢isla z budeme
volat ¢islo  div 10 (teda x bez poslednej cifry) a nasledovnikmi ¢isla 10z a 10z +1 (teda
tie, ktoré z o dostaneme pridanim dalsej cifry). Cislo z budeme nazyvaf minimalnym
¢islom pre zvysok z, ak x mod N = z, x obsahuje vo svojom zapise len cifry 0 a 1 a je zo
vSetkych takychto ¢isel najmensie. Teraz si dokazeme jednoducht pomocni vetu:

Lema: Nech = je minimélne ¢islo pre zvySok z, nech z’' je predchodca z; ozna¢me
z' = 2’ mod N. Potom 2’ je minimélne ¢islo pre zvysok z'.

Dokaz: Sporom. Predpokladajme, Ze z’ nie je minimélne ¢islo pre zvySok 2/, ¢ize
existuje z” < z' také, ze ” mod N = 2’ mod N. Nech ¢ je posledna cifra ¢isla z. Kedze
(102" +¢) mod N = z a2’ mod N = z” mod N, musi nutne platit aj (102" +¢) mod N =
= z, ale potom by ¢islo z nemohlo byt minimélne pre zvySok z, lebo ¢islo 10z” + ¢ ma
pozadované vlastnosti a je men$ie. Tym sme dospeli k sporu, preto nutne z’ je minimalne
¢islo pre zvysok 2/, q.e.d.

Podla tejto pomocnej vety budeme pocitat minimélne ¢isla pre rozne zvysky. Pre dany
zvySok z sa da spocitat minimalne ¢islo x tak, ze budeme postupne testovat v rasticom
poradi nasledovnikov minimalnych ¢isel pre ostatné zvysky a prvy nasledovnik y nejakého
minimalneho ¢isla, pre ktorého plati y mod N = z, je zjavne hladanym minimalnym



122 50. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

¢islom pre zvysok z.

Tymto postupom najdeme minimalne cisla pre vSetky zvysky, pre ktoré existuju.
Polozme [y = 1 a ked uz vieme [y, ..., 1, polozme [y, rovné najmensiemu nasledovni-
kovi niektorého z ¢isel [y, ..., [, pre ktorého plati, Ze [, ; mod N je rézne od vSetkych
[; mod N pre 1 < i < k. Z predchadzajicich tvah ale vyplyva, ze jednotlivé ¢isla [; st
minimalne ¢isla pre zvysky z; = [; mod N. Naviac podla prvého odstavca sa niektoré z
¢isel z; rovna 0.

N4s algoritmus bude pracovat presne podla vyssie uvedeného popisu. V poli fronta si
budeme pamiitat hodnoty z; a na m-tej pozicii pola predchadzajuci si budeme pamiétat
zvySok predchodcu minimélneho ¢isla pre zvySok m — z hodno6t v tomto poli sme schopni
Tahko zostrojit minimélne ¢islo pre zadany zvySok. Postupne budeme brat hodnoty z
pola fronta, zratame hodnoty (10% z;) mod N a (10 2;+1) mod N (¢o st zvysky, ktoré
dévaji nasledovnici minimalneho ¢isla pre zvySok z;) a ak sme doteraz nenasli ¢islo,
ktorého zvysok by bola jedna z tychto hodnot, tak tento zvySok pridame na koniec fronty
a prislusne zmenime pole predchadzajuci. Casova aj pamitfova zloZitost algoritmu je
zjavne O(N).

P-1III -3

Aby sme nemuseli vSetko popisovat zbytocne zlozito, zavedme jednoduché oznacenia:
Postupnosti budu vzdy zlozené len z nil a jednotiek a vSetky budi mat n prvkov. Budeme
ich znacit tuénymi pismenami a ich prvky pismenami s indexmi, teda napriklad x je
postupnost, obsahujtaca prvky z, ..., z,. Po¢tu jednotiek v postupnosti x budeme hovorit
jej vaha a znalit #x.

Postupnost y je zotriedenim postupnosti x prave vtedy, ked y; < ... <y, (teda y je
neklesajuca) a #y = #x.

Zaoberajme sa najskor tym, ako overit druhtit podmienku. Mohli by sme postupovat
podobne ako v krajskom kole — v kazdom riadku vydlazdenia odstranit po jednej jed-
notke z oboch postupnosti a to opakovat tak dlho, kym nebuda obe obsahovat len nuly,
¢o Tahko overime farbou spodného okraja steny. Tym tilohu vyrieSime s linedrnou zlozi-
tostou, ¢o vSak nie je (ako si dalej ukdzeme) optimélne. Zostaneme v8ak pri myslienke
zjednodusovania testovanych postupnosti.

Tvrdenie: #x = #y <= #x mod 2 = #y mod 2 A #X = #¥, kde X je postupnost,
ktortt dostaneme z x prepisanim kazdej druhej jednotky na nulu (t.j. prvii prepiSeme,
druhit nechame, tretiu prepiSeme atd.)

Dokaz: Ak #x = #y, tak iste #x mod 2 = #y mod 2, ale ked7ze #% = |[#x/2],
musi byt aj #X = #§. Naopak ak #X = #y, mozu sa vahy x a y lisit najviac o 1, a
ked7e davajia rovnaky zvySok po deleni 2, nutne sa rovnaju.

Vytvorme najskor dlazdicovy podprogram, ktory pre danti postupnost x zadanu far-
bami horného okraja spo¢ita X na dolnom okraji a #x mod 2 na pravom okraji. (V tom
zmysle, 7e vydlazdenie bude existovat prave vtedy, ked farby tychto okrajov splhaji dané
podmienky.) Toto vydladzdenie bude mat jediny riadok. Predpokladajme, Ze Tavy okraj
ma farbu 0. Budeme potrebovat nasledovnu sadu dlazdic:
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0 1 0 1
To =< 10X 0], 0> 1],[1 X 1], {1 X0
0 0 0 1

Oznacme z; farbu pravej hrany a y; farbu dolnej hrany i-tej dlazdice vydlazdeného riadku
(20 nech je 0). Lahko ukdzeme, ze z; = (2221 xk) mod 2. Indukciou — pre i = 0 plati,
pre iz > 0 je

i1 i
zi = (zi—1 + x¢) mod 2 = ((Z xk> mod 2 + xl> mod 2 = (Z xk> mod 2.
k=1 k=1
Taktiez si treba uvedomit, ze y; =1 <= z; =1 A z;_; = 1, inymi slovami prave vtedy,
ked je x; jednotka, pred ktorou bol neparny pocet jednotiek, teda ked tato je parna, ¢ize
ju mame nechat v X.

Skombinujme teraz dva takéto programy tak, aby pracovali naraz — jeden s postup-
nostou x a druhy s y (postupnosti st kédované dvojicami (z;,y;)). Budeme pozadovat,
aby vypocitali rovnako kédované postupnosti X a § aj zvysky #x mod 2 a #y mod 2.
Na to stac¢i zostrojit mnozinu 77 obsahujicu ,stciny* dvojic dlazdic z mnoziny Tg, to
znamend pre kazdé dve dlazdice

c g
A=la b| a B=]e f
d h
z Ty do T pridat dlazdicu
&
ae Xbfl,
dh
kde ae, bf, cg a dh st usporiadané dvojice farieb. Ak existuje vydlazdenie riadku, ktory
mé na hornej hrane dvojice (z1,y1), ..., (Zn, Yn), na dolnej (&1, 91), ..., (Zn, Un), na lavej
(0,0) a na pravej (2, 2,) dlazdicami z T}, musi vdaka tomu, ako sme si tieto dlazdice za-
definovali, existovat aj vydlazdenie riadku s hornou hranou x4, ..., x,, dolnou 21, ..., Z,,

Tavou 0 a pravou z,, ako aj analogické vydlazdenie pre y. A naopak, ak existuja tieto
dve vydlazdenia, existuje aj ich zlozenie zostavené z dlazdic z mnoziny 77. Preto z, =
= #x mod 2, z, = #y mod 2 a spodné hrana naozaj obsahuje dvojice prvkov postupnosti
Xay.

My vSak potrebujeme akceptovat prave tie vydldzdenia, u ktorych z, = z,, teda s
pravym okrajom (0,0) aj (1, 1). K dispozicii vSak mame len jednu farbu pravého okraja.
Preto rozsirime mnozinu 7} na 75 tak, ze ku kazdému typu dlazdice z T tvaru

cqg cqg
ae X00| alebo [|aeX11

dh dh

pridame do 15 typ

&Y
ae X P|,

dh
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kde P je farba pravého okraja, ktord sa nezhoduje so Zziadnou inou farbou. Kedze sa
tato dlazdica moze vyskytnit len tesne pri pravej stene (kedze ziadna dlazdica nema lavia
hranu farby P), zodpovedaja korektné vydlazdenia pomocou tejto sady dlazdic prave tym
vydlazdeniam sadou T4, pri ktorych je z, = z,.

Zostava nam eSte pridat test, ¢i je postupnost y neklesajica, ¢o vyrieSime pridanim
dlazdic typov:

x0 x1 x1 x0 x1 x1
T, = 0 01,0 1 1 11,10 Pl 10 P, |1 Py
z0 zl zl z0 rl rl

x € {0,1},x = ,tuénd verzia® x p ,

kde 00, 01, 10 a 11 su farby dvojic kédujtcich zadané postupnosti x a y a 00, 01, 10
a 11 analogické kody pouzivané vsetkymi ostatnymi doteraz zadefinovanymi dlazdicami.
Tym z T, vznikne mnozina T, o ktorej tvrdime, Ze s farbou lavého okraja 0, pravého P
a spodného 00 riesi nasu tlohu v ¢ase O(logn). Toto tvrdenie teraz dokazeme.

Prvy riadok musi obsahovat len dlazdice z T, lebo Ziadne iné nemaju na svojich hor-
nych hranach farby zodpovedajice tym, ktorymi je kédovany vstup. Ako sme uz ukazali
v domacom kole, tato sada overi, ze postupnost y je neklesajuca. NavySe na spodnom
okraji tohto riadku dostaneme pévodné postupnosti zo vstupu, len ina¢ kédované. Vsetky
ostatné riadky obsahuja len dlazdice z T5, pricom kazdy riadok prepiSe postupnosti x;
a y; zadané na svojom hornom okraji na postupnosti x;,.1 = X; a y;.1 = ¥; a overi, ¢i
#x; mod 2 = #y,; mod 2. Ak #x = #y, tak po maximalne [log, n] riadkoch buda obe
postupnosti zredukované na nuly, ¢o zodpoveda farbe spodného okraja. Cize v takomto
pripade vydlazdenie existuje a ma hibku < 14 [log,n]. Ak #x # #y, vydlazdenie ne-
moze existovat, lebo aspon v jednom kroku by sa #x; mod 2 nerovnalo #x; mod 2 (vid
Tvrdenie).

Poznémka: Lepsia hibka nez Q(logn) sa neda dosiahnut. To méZeme zddvodnit po-
dobne, ako sme v krajskom kole dokazovali, Ze na overenie symetrie potrebujeme linearnu
hibku. Opét budeme pocitat mozné ofarbenia stredného stipca — tentokrét si uvedomime,
ze tieto ofarbenia musia byt rézne pre kazdé dva rozne pocty jednotiek v zy,...,2y,/0 —
ak st jednotky len medzi tymito prvkami a x,/211,...,%, st nulové, musi zotriedena
postupnost y obsahovat naopak vo svojej lavej polovici samé nuly a v pravej rovnako jed-
notiek ako x v favej. Moznych poc¢tov jednotiek medzi x1,..., 2,/ je n/2 4+ 1, moznych
ofarbeni stredného stipca f*, kde f je pocet nami pouzitych farieb a h je vyska steny,
teda zlozitost programu. Z toho dostavame:

V'>n/2+1 = b'>n/2 = h>logn—log2 = h=.Q(n).



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA P 125

P-1III - 4

RieSenie tejto tlohy je zalozené na dynamickom programovani. Pre kazdé slovo si budeme
pamitat, kde je najlepSie skoncit predchadzajici riadok, ak by toto slovo bolo na konci
riadku. Tiez si budeme paméitat minimalny celkovy pocet trestnych bodov pri tomto roz-
deleni. Ked zratame najlepsi koniec predchadzajiceho riadku pre posledné slovo, vieme
zo zapamitanych informécii lahko zrekonStruovat rozdelenie celého textu do riadkov —
z informacii pre posledné slovo vieme, ktoré slova lezia v poslednom riadku. Potom ale
vieme, ktorym slovom kon¢i predposledny riadok, pren uz tiez mame zratané optimalne
rozdelenie a pokracujeme analogicky. Stac¢i uz len spravne doplnit medzery medzi vypi-
sované slova. To urobime tak, 7e ked mame umiestnit M medzier medzi S + 1 slov, tak
M mod S dvojic slov oddelime (M +S)+1 medzerami a S — (M mod S) oddelime M + S
medzerami. Tym sa poc¢ty medzier medzi [ubovolnymi dvoma dvojicami susednych slov
lisia najviac o 1 a celkovy pocet medzier je tiez spravny. Formatovanie posledného riadku
a riadku s jednym slovom su trivialne.

A teraz uz k hlavnej ¢asti algoritmu — ako rychlo spocitat, kde je najlepsie skonéit
predchadzajuci riadok, ak bude aktualne slovo na konci riadku? Tato informéciu budeme
postupne pocitat od prvého slova. Pri prvom slove nastavime pocet trestnych bodov na 0.
Ak mame zratané hodnoty pre prvych N slov, za¢nime ju ratat pre (N+1). slovo. Pojdeme
od N-tého slova smerom k zaciatku textu. Pre kazdé slovo si zratame pocet trestnych
bodov za riadok, ktory by zacinal za tymto slovom a konéil (N + 1). slovom. (Pokial je
(N + 1). slovo posledné v texte, bude nim ukoné¢eny riadok posledny, a tak hodnotiacu
funkciu musime informovat, ze hodnoti posledny riadok.) K tomuto po¢tu trestnych bodov
eSte prirdtame minimalny pocet trestnych bodov za predchiadzajici text (ten uz mame
zratany a ulozeny pri slove, ktoré skiisame ako koniec predposledného riadku). Z tychto
hodnét si vyberieme minimalnu, zapaméitame si ju a tiez si zapaméatame slovo, ktorym
pri nej konéil predposledny riadok. Ked uz je posledny riadok pridlhy (hodnotiaca funkcia
vrati oo), vieme, Ze lepSie rozdelenie uz nendjdeme. Mozeme teda ist ratat hodnoty pre
dalsie slovo. Algoritmus mé ¢asoviti zlozitost O(T + W - L), kde T je dizka textu, W je
pocet slov a L je dlzka riadku. Paméitova zloZitost algoritmu je O(T). Spravnost algoritmu
vyplyva z popisu.

P-1IIT -5

Najskor si rozmyslime, ze plati nasledovné tvrdenie: Trasy liniek mestom sa daju navrhnat
prave vtedy, ked z kazdej krizovatky vychddza parny pocet ulic.

Keby sme si trasy roznych liniek vyznacili na plane mesta réznymi farbami, potom
by kazda z nich tvorila cyklus. Kazda ulica by mala jednoznac¢ne uréent svoju farbu. Pre
kazda krizovatku a kazda farbu by platilo, Ze z tejto krizovatky bud nevychadza 7ziadna
ulica tejto farby, alebo z nej vychadzaju prave dve ulice tejto farby. Preto je pocet ulic
vychadzajucich z kazdej krizovatky naozaj parny.

Teraz si naopak rozmyslime, 7e ak z kazdej krizovatky vychadza parny pocet ulic,
potom vieme navrhnit trasy liniek tak, aby spliali poziadavky zo zadania. Postupne
ofarbujeme ulice v meste tak, aby ulice rovnakej farby tvorili cyklus (teda zodpovedali
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nejakej linke). Ulice, ktoré sme ofarbili, uz nebudeme povazovat za stucast mesta. Tym
zmensime pocet ulic vychadzajtci z Tubovolnej krizovatky o parne ¢islo (o nula alebo o
dve), takze pocet ulic vychadzajicich z kazdej krizovatky bude nadalej parny. Vyberme si
nejaki krizovatku v meste a ozna¢me si ju na mape (poloZme na fiu kamienok). Vyberme
sa z tejto krizovatky po Iubovolnej (doteraz neofarbenej) ulici a polozme kamienok na
krizovatku, na ktora sme prisli. Z kazdej krizovatky sa vzdy da pokracovat aspon jed-
nou ulicou — po jednej sme sem prisli a kedZe neofarbenych ulic z nej je parny pocet,
su aspon dve a tou druhou moZzeme pokracovat dalej. Skon¢ime, ked by sme mali na ne-
jaku krizovatku polozit druhy kamienok — prisli sme sem druhykrat, a teda nasli cyklus.
Tento cyklus ofarbime nejakou doteraz nepouzitou farbou a prehlasime ho za nova linku.
Kamienky odstranime z mapy a cely proces opakujeme, kym sa ndm nemint neofarbené
hrany.

Algoritmus na rieSenie zadanej tlohy vytvorime priamo podla dokazu. Najskor ove-
rime, ¢i z niektorej krizovatky nevychadza neparny pocet ulic. Ak taka existuje, rovno
vypiSeme Neda sa. V opa¢nom pripade za¢neme aplikovat postup z predchadzajiceho od-
stavca. Kamienky samozrejme nahradime nastavovanim vhodného priznaku v programe.
Ked néajdeme cyklus, prislugné ulice vymazeme z mapy a cyklus vypiSeme na vystup.
Aby sme usetrili ¢as, nechdme kamienky na krizovatkach, ktoré st medzi krizovatkou,
kde sme zacali a krizovatkou, kde sme mali polozit druhy kamienok. Na tieto krizovatky
by sme totiz mohli polozit kamienky aj v meste, ktoré vzniklo vynechanim prave naj-
deného cyklu. Kladenie kamienkov budeme realizovat jednoduchou rekurzivnu funkciou.
Zostava vyriesit, ako prave ofarbené ulice rychlo odstrafiovat z mapy mesta, ulozenej v
pamaéti.

Ulice spajajice dve rovnaké krizovatky si budeme pamiitat ako jednu ulicu s uvede-
nim poctu ulic, ktoré spajaju tie isté dve krizovatky. Ulice si ulozime do dvojrozmerného
pola. Jeden jeho index bude predstavovat ¢islo krizovatky a druhy poradové ¢islo ulice
vychadzajicej z danej krizovatky. Rozmery tohto pola teda buda pocet kriZzovatiek x
maximalny pocet ulic, vychadzajucich z jednej krizovatky. Pre kazda krizovatku méame
uvedené vSetky ulice, ktoré z nej vychadzaji. Pre kazda si pamétame, kam vedie, kolko
ulic tieto dve krizovatky v meste spaja a index do tohto pola urcujici, kde st informécie
o tejto ulici ulozené pri krizovatke, ktora je na jej opacnom konci. Prislusni ulicu vyma-
zeme jednoducho tak, 7e upravime informéacie o nej pri oboch koncovych krizovatkach,
ktoré spaja, ¢o vieme spravit v konstantnom case, lebo si pamitame jej index pri druhej
krizovatke.

Pamiitové aj ¢asové naroky nasho algoritmu st O(N + M), kde N je pocet krizovatiek
v meste a M je pocet ulic v meste. Pamétové naroky sa reprezentaciou len jednej z hran
spajajucej dve konkrétne krizovatky (vid predchadzajtci odsek) daju znizit na O(N+H),
kde H je maximalny pocet ulic takych, 7ze ziadne dve nespajaju tie isté dve krizovatky.



8. Stredoeurdpska informaticka olympiada

Osma Stredoeurépska olympiada v programovani (Central European Olympiad in In-
formatics - CEOI) sa uskutoc¢nila v dioch 24. — 31. augusta 2001 v madarskom meste Zala-
egerszeg. CEOLI je sttazou stredoskolakov prevazne zo stredoeurdpskych krajin. Kazda zu-
¢astnena krajina ma pravo vyslat Styroch sutaziacich, vediceho vypravy a jeho zastupcu.
Na CEOI sa kazdoro¢ne zacastiuji druzstva zakladajtcich krajin — Ceskej Republiky,
Chorvatska, Madarska, Nemecka, Polska, Rakuska, Rumunska, Slovenskej Republiky a
Slovinska. Tento rok organizatori navyse pozvali timy z Holandska, Finska, Esténska a
Talianska. Z Madarska sa okrem oficidlneho timu zuc¢astnil dalsi tim Studentov zo Zalskej
Zupy.

Druzstvo Slovenska sa zacastnilo v zlozeni David Haraga (gym. J.G. Tajovského,
B. Bystrica), Martin Macko (gym. Skolska, Spissk4 Novéa Ves), Peter Bella (gym. J. Hron-
ca, Bratislava) a Jozef Tvarozek (gym. J. Hronca, Bratislava) pod vedenim doc. RNDr.
Gabriely Andrejkovej, CSc. (Prirodovedecka fakulta UPJS) a Jana Senka (Fakulta ma-
tematiky, fyziky a informatiky UK).

Slovenské druzstvo ziskalo tri medaily, jednu zlatt (Jozef Tvarozek), jednu strieborni
(Peter Bella) a jednu bronzovi (Martin Macko).

V neoficidlnom poradi krajin sa Slovenskd Republika umiestnila na druhom mieste
spolu s Polskom so ziskom 6 medailovych bodov. Na prvom mieste skoné¢ilo netradic¢ne
Nemecko so 7 medailovymi bodmi. Nase umiestnenie bolo prijemnym prekvapenim a
potvrdilo to, Ze tohtoro¢né tlohy boli o ¢osi tazsie a nielen nasi sutaziaci mali problémy
s ich vyriesenim.

meno body
Jozef Tvarozek | 442 zlato
Peter Bella 355 | striebro

Martin Macko 256 bronz
Dévid Haraga 246 -

Jan Senko

Zadania uloh 8. Stredoeurdpskej informatickej olympiady

Atémovy colstok

Vedci objavili §pecidlny druh molekal. Je zndme, Ze molekuly pozostavaji z N roznych
atomov, oznacenych cislami od 1 do N, a molekula je linedrna postupnost. Vedci st
vybaveni $pecialnym meradlom, tzv. célstokom. Toto meradlo umozinuje odmerat vzdia-
lenost medzi lubovolnymi dvoma atémami v molekule. Vzdialenost namerana célstokom
je absolutnou hodnotou rozdielu pozicii dvoch atémov v retazci.

Nanestastie sa atomy meranim opotrebuvaju a ¢asté merania moézu znic¢it molekulu.
Ak je merand vzdialenost medzi dvoma atémami, tak sa oba raz pouziju. Ak sa nejaky
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atom pouzije 5x, tak sa rozpadne a molekula je zni¢ena. Ak sa niektory atém pouzije 4x,
tak sa molekula iba jemne poskodi. A ak sa kazdy atém pouzije menej ako 4x, tak sa
molekule ni¢ nestane.
Vasou tlohou je napisat program, ktory zisti presni Struktiru molekuly uréenim pos-
tupnosti atémov v molekule.
Oznacenia atomov: @ @ @ @ O
2 4 5

Pozicie: 1 3

KniZnica

Na obsluhu vasho célstoku ste dostali kniznicu meter s tromi funkciami:

e Size, ma byt volana raz na zaciatku, bez parametrov, a vracia hodnotu N. Size
musi byt volanad pred prvym volanim funkcie Span.

e Span, ma byt voland s dvoma oznaceniami atémov ako parametrami a vracia vzdia-
lenost medzi nimi.

e Answer, ma byt volana na konci a musi byt pouzita na odovzdanie vasho vysledku.
Answer ma dva celociselné parametre, ¢ a x, ktoré vravia, ze atém s oznacenim x
je na pozicii i v naSej molekule. Pre kazdé i (1 < i < N) musi byt Answer voland
prave raz, a to v rasticom poradi vzhladom na i. Vzdy existuji dve symetrické
rieSenia a vy mozete odovzdat Tubovolné z nich.

Rozhovor medzi vasim programom a knizni¢nymi funkciami je zaznamendvany do
textového stiboru chain.out. Tento sibor taktiez obsahuje odpovede vasho programu a
v pripade chyby aj chybové hlasenia.

Pokyny pre Pascalistov: nezabudnite na importovaci prikaz
uses meter;
vo vasom zdrojovom kdde.

Pokyny pre programéatrov v C/C++4: pouzite direktivu

#include '"meter.h"
vo vasom zdrojovom kdde, vytvorte project file chain.gpr v adresari tlohy, pridajte
stbory chain.c (chain.cpp) a meter.o do tohto projectu, a potom pouZzite compile
a/alebo make na va§ program.

Experimentovanie

Mozete experimentovat s kniznicou vytvorenim textového siboru chain.in. Tento stbor
musi obsahovat dva riadky. Prvy riadok ma obsahovat celé ¢islo N, ¢o je pocet atomov
v molekule. Druhy riadok ma obsahovat zadanie — postupnost oznac¢eni atémov pozosta-
vajucu z N réznych celych ¢isel z intervalu 1 az N.
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Priklad

Stubor chain.in Stabor chain.out

5 Size=5

13524 Span(1,2)=3
Span(1,3)=1
Span(2,3)=2
Span(4,5)=2
Span(1,4)=4
Span(3,5)=1

Your Answer: 13524
Max. Access/Atom: 3

Your Answer = Vasa odpoved

Max. Access/Atom = Maximalny pocet pouziti nejakého atému

Obmedzenia

Pre pocet atomov N plati: 5 < N < 10000.

Pouzitie jedného atému funkciou Span viac nez 4x ukonéi vas program.
Vas program nesmie pristupovat k ziadnym siborom.

Pre oznacenia atémov x a ich pozicie ¢ plati: 1 <, x < N.

Mend FreePascalovskych knizni¢nych stborov: meter.ppw a meter.ow

Deklaracie Pascalovskych funkcii:

function Size: integer;

function Span(x, y: integer):integer;
procedure Answer(i, x: integer);

Mena C/C++ kniznic: meter.h a meter.o

Deklaracie C/C++ funkeii:
int Size(void);

int Span(int x, int y);
void Answer (int i, int x);

Bodovanie

129

Ak je odpoved vasho programu spravna a ziaden atém nebol pouzity viac ako 3x, tak
dostanete plny pocet bodov za tento test. Ak je odpoved spravna, ale nejaky atém bol
pouzity 4x, tak dostanete polovicu bodov za tento test. A ak odpoved bola nespravna
alebo bol nejaky atém pouzity 5x, nedostanete ziadne body za tento test.

Plosné spoje

Plosny spoj je kuprexitova dosti¢ka pokrytd medenou vrstvou (do ktorej sa leptaji alebo
tlacia rozne magické obrazce), ktora sa sklada z uzlov a vodivych segmentov. Jeden vodivy
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segment spaja dvojicu uzlov. Uvazujme Specidlny druh plosnych spojov, kde st uzly
umiestnené v obdl7nikovej mrie7ke a vodivé segmenty spajaji (vodorovne alebo zvislo)
len susedné uzly. Plosny spoj sa nazyva skompletovany, ak st kazdé dva uzly vodivo
spojené. Je dany plosny spoj, ktory ma niektoré susedné uzly uz prepojené. Nasou tlohou
je pridat nové vodivé segmenty tak, aby bol plosny spoj skompletovany. Cena za novy
zvisly segment je 1 a za vodorovny 2.

———¢ —o
I
I
I
¢

D I O e

Obréazok 29 Obrézok 30

Vasou ulohou je napisat program, ktory vypocita ako najlacnejsie skompletovat dany
obvod. Vas program by mal vyriesit nasledovné tri podulohy:

A. Urcit pocet vodivych segmentov v najlacnesom skompletovani.
B. Vypocitat najmensiu cenu tohoto skompletovania.

C. Vypisat zoznam vodivych segmentov v najlacnejSom skompletovani.

Vstup: Prvy riadok stiboru circuit.in obsahuje dve celé ¢isla, N and M. N (1 < N <
< 100) je pocet riadkov a M (1 < M < 100) je poéet stipcov v mriezke. Uzly obvodu
oznac¢ujeme suradnicami. Uzol v Tavom hornom rohu je na stradniciach (1,1), uzol v
pravom dolnom rohu je na (N, M). Kazdy 7 dalsich N riadkov obsahuje M celych ¢isel.
Cislo v riadku i a stlpci j v tychto riadkoch popisuje vodivé segmenty medzi dvojicou
uzlov (i, ) a (i+1,7), a tiez medzi dvojicou uzlov (i, j) a (i, 4 1) nasledujicim spdsobom:

e 0 znamend, ze ani dvojica uzlov (4, j) a (i + 1, 7) ani dvojica uzlov (4, j) a (7,5 + 1)
nie s spojené vodivym segmentom.

e 1 znamend, Ze iba dvojica uzlov (i,5) a (i + 1, j) je spojena vodivym segmentom.

e 2 znamena, 7e iba dvojica uzlov (i,7) a (i,7 4+ 1) je spojenad vodivym segmentom.

e 3 znamena, ze aj dvojica uzlov (i,j) a (i + 1,7), aj dvojica uzlov (i,7) a (i,7 + 1)
st spojené vodivym segmetnom.

Poznamka: Uvedomte si, 7Ze na niektorych poziciach nie st niektoré hodnoty platné
(napr. na pozicii (N, M) je platna iba hodnota 0).

Vystup: Prvy riadok siboru circuit.out by mal obsahovat dve celé ¢isla, K a V. Cislo
K je pocet novych vodivych segmentov v najlacnejSom skompletovani a ¢islo V' je cena
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tohto skompletovania. Zvysok siboru musi obsahovat K riadkov, a to zoznam novych
vodivych segmentov najlacnejsieho skompletovania (v lubovolnom poradi). Kazdy riadok
musi obsahovat tri ¢isla popisujice prave jeden novy vodivy segment: i, j a d, kde (i, )
st suradnice uzla a d je bud 1 alebo 2; 1 znamend, Ze novy segment spaja uzly (i,j) a
(i +1,7), hodnota 2 znamen4, ze novy segment spaja uzly (4,7) a (7,7 + 1).

Priklad
Subor circuit.in Subor circuit.out
4 5 56
21121 111
03010 321
30031 331
02020 332
251

Priklad vstupu zodpoveda plosnému spoju na obrazku 29. Priklad vystupu je najlac-
nejsie mozné skompletovanie, tak ako je znazornené na obrazku 30.

Bodovanie

Ak odpoviete spravne v podilohe A, dostanete za tento test 1 bod. Ak odpoviete spravne
aj na podilohu B, dostanete navyse 2 body (dokopy 3). A ak odpoviete spravne na vetky
tri podulohy, dostanete za tento test plnych 5 bodov.

Uvedomte si, ze na ziskanie bodov za podulohy A alebo B nepotrebujete vypisovat
ni¢ z podulohy C.

Kolobezkarsky ,,Trip*

Vas tim sa rozhodol, ze po sutazi pojde na kolobezkarsky vylet po krajine. Chcete doces-
tovat do cielového mesta a potom sa vratit naspit do Startovného mesta. VA$ tim vSak
chce, aby cesta tam a cesta naspit mali ¢o najmenej spolo¢nych chodnikov (chodnik spéja
dve susedné mestd; cesta nemoze obsahovat jeden chodnik viackrat).

Vagou tlohou je napisat program, ktory ndjde dve cesty medzi Startovnym a cielovym
mestom také, aby pocet spoloc¢nych chodnikov na tychto dvoch cestach bol ¢o najmensi.

Vstup: Prvy riadok siboru trip.in obsahuje dve celé ¢isla, S a D (S # D), disla
Startovného a cielového mesta. Druhy riadok obsahuje dve celé ¢isla, N a M, kde N (3 <
< N < 1000) je pocet miest a M (2 < M < 100000) je pocet chodnikov medzi mestami.
Mestd st oc¢islované od 1 do N. Kazdy z dal$ich M riadkov sitboru obsahuje dve celé ¢isla,
Pa@ (1 <P, Q<N;P+#Q), ¢oznamend, 7ze medzi mestami P a @ je obojsmerny
chodnik. Medzi kazdymi dvoma mestami je nanajvys jeden chodnik.

Vystup: Prvy riadok stiboru trip.out musi obsahovat jedno celé ¢islo, a to najmensi
mozny pocet spoloc¢nych chodnikov pre cesty tam a spit. Druhy riadok by mal obsaho-
vat cestu tam popisant postupnostou c¢isiel miest, cez ktoré vedie, vratane Startovného
aj cielového mesta. Treti riadok by mal obsahovat cestu spét popisani postupnostou ¢i-
siel miest, cez ktoré vedie, vratane cielového aj Startovného mesta. Ak existuje viacero
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roznych dvojic ciest s rovhakym poctom spolo¢nych chodnikov, vaS program moze vypi-
sat Tubovolné z nich. Ak neexistuje ziadna cesta zo Startovného do cielového mesta, tak
vystupny stiibor ma obsahovat jediné ¢islo -1.

Priklad

Subor trip.in Stdbor trip.out
16 2

7 8 1324576
21 6 5421

13

23

4 2

45

56

75

6 7

Bodovanie

Ak prvy riadok vystupného suboru obsahuje spravnu odpoved, tak dostanete 2 body
za tento test. Ak navySe druhy a treti riadok obsahuji spravne cesty, tak za tento test
dostanete navyse dalsie 3 body (teda dokopy 5).

Komponenty bitmapy

Ciernobiele obrazky sa zvyc¢ajne ukladaji vo forme bitmap. Bitmapa je obdlZnikova
mriezka pixelov.

Lomena ¢iara (alebo len &iara) medzi bodmi P a ) je postupnost ¢ernych pixelov
P=P,P,....P, =Q,kde P, a Py (i = 1,...,k — 1) st (vodorovne alebo zvislo)
susedné pixely. Ciara Py, Ps, ..., Py je uzavretd, ak plati P, = P, a P; # Pi(i=1,...,k—
—1,7=2,...,k) pre vetky ¢ < j okrem i = 1 a j = k (to znamen4, 7e ¢iara neobsahuje
ten isty pixel viackrat).

Mnozina ¢iernych pixelov S je stivisla, ak pre kazda dvojicu pixelov (P, Q) v S existuje
aspon jedna ciara L medzi P a () taka, ze vSetky pixely z L patria do S.

Komponent bitmapy je maximalna stvisla mnozina ¢iernych pixelov.

Komponent moze obsahovat dieru. Diera sa sklada z bielych pixelov, ktoré su vo
vnitri uzavretej c¢iary. Vsimnite si biely pixel uprostred obrazku 31, ktory nie je vnttri
zvyraznenej uzavretej ciary.

Kompaktny komponent neobsahuje ziadnu dieru.

Obrazok 32 zobrazuje bitmapu s piatimi komponentami, z ktorych dva si kompaktné
(4 a 5; komponenty 1, 2 a 3 nie st kompaktné).
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Obrazok 31 Obrazok 32

Vasou ulohou je napisat program, ktory vypocita pocet vsetkych komponentov a pocet
kompaktnych komponentov v danej bitmape.
Kdédovanie: Bitmapy, ktoré skiimame, st zakédované (skomprimované) nasledovnou
metodou: Kazdy riadok je zakédovany ako postupnost celych ¢isel Wy, By, ..., Wy, By, kde
W; je pocet za sebou nasledujticich bielych pixelov a B; je pocet za sebou nasledujtcich
¢iernych pixelov. Napriklad kéd prvého riadku bitmapy na obrazku 32 je postupnost
474410.

Vstup: Prvy riadok stiiboru bitmap.in obsahuje dve kladné celé ¢isla, N a M. N (2 <
< N < 10000) je pocet riadkov a M (2 < M < 1000) je pocet stipcov v bitmape.
Nasledujtcich N riadkov obsahuje zakédovani bitmapu systémom popisanym v odstavci
Kodovanie. Kazdy z tychto riadkov je ukonc¢eny cislom -1.

Vystup: Subor bitmap.out musi obsahovat dva riadky, na kazdom prave jedno celé
¢islo. Prvy riadok méa obsahovat pocet vSetkych komponentov a druhy pocet kompaktnych
komponentov vo vstupnej bitmape.

Priklad

Stbor bitmap.in Stdbor bitmap.out
10 20 5
474410 -1 2
0414141113 -1
134624-1

0794 -1

01491140 -1
01131815 -1
011111181131 -1
01131131211131-1
0151161131 -1
07341131-1

Bodovanie

Ak prvy riadok vasho vystupného siboru obsahuje spravny pocet vSetkych komponentov,
tak dostanete 50% bodov za tento test. Ak aj druhy riadok vasho vystupného stboru
obsahuje spravny pocet kompaktnych komponentov, tak dostanete dalsich 50% bodov za
tento test.
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Zolikové vyrazy

Hviezdickové vyrazy sa Casto pouzivaju na Specifikovanie viacerych stuborov. Napriklad
vsetky subory, ktorych nazvy zacinaji na h a koncia na bak mozeme Specifikovat vyrazom
h*bak.

Hviezdickovy vyraz je retazec, v ktorom hviezdicky (*) oznacuju zolika. Retazec W
vyhovuje vyrazu P, ak je W mozné ziskat dosadenim nejakych retazcov (aj prazdnych) za
hviezdi¢ky do P (za kazdi hviezdicku mozete dosadit iny retazec). @ nazyvame spolo¢nym
vyrazom pre dva hviezdickové vyrazy P, a P, ak kazdy retazec, ktory vyhovuje @,
vyhovuje aj P aj Ps.

Mnozina @1, @, ..., Q;, spolo¢nych vyrazov sa nazyva uplna, ak kazdy retazec, ktory
vyhovuje obom P; aj P, vyhovuje nejakému @);.

Vasou ulohou je napisat program, ktory pre dana dvojicu vyrazov P; a P, vypocita

A. aspon jeden spolo¢ny vyraz (ale Ziadne nespravne!); alebo
B. uplnd mnozinu spolo¢nych vyrazov, ktora nema viac ako 6666 poloziek; alebo

C. plnd mnozinu spolo¢nych vyrazov, ktord ma najmensi pocet prvkov (to znamena,
ze neexistuje ziadna mensia Giplnd mnozina). VSimnite si, ze vyrieSenim tejto tilohy
ziskate bonusovych 50% bodov.

Vstup: Prvy a druhy riadok vstupného stiboru pattern.in obsahuju hviezdickové vy-
razy P, a P,. Vyrazy st zlozené z malych pismen od ‘a’ po ‘z’ a znaku ‘*’. Kazdy
vyraz ma nanajvys 20 znakov. Pocet hviezdiciek vo vyraze je medzi 0 a 6 (vratane).

Vystup: Prvy riadok vystupného siiboru pattern.out musi obsahovat celé ¢islo K,
pocet spolo¢nych vyrazov vo vasom rieSeni. Nasledujacich K riadkov musi obsahovat po
jednom spolo¢nom vyraze, tieto spolu tvoria vase rieSenie.

Poradie spolo¢nych vyrazov je nepodstatné. Aj verzia B aj C sa da vyriesit pomocou
nanajvys 6666 vyrazov. Ak neexistuje ziaden spolo¢ny vyraz vyrazov P; a P, tak prvy
a jediny riadok vystupného sitboru musi obsahovat ¢islo 0.

Priklad
Subor pattern.in Stbor pattern.out pre verziu C
*abx* 4
baxb baxab*b
bab*b
bax*ab
bab
Bodovanie

Ak vaSe rieSenie vyrieSi verziu A tohto problému, dostanete 5 bodov za tento test. Ak
vyriesi verziu B, dostanete 10 bodov, a ak vyriesi verziu C, dostanete 15 bodov.
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Kockac¢i maju volby

Studenti vo vasej gkole sa delia na dve disjunktné skupiny: na kockacov a na nevedomych.
Na kazdej skole je jedna z tychto skupin v prevahe. NaSou tlohou je vybrat prezidenta
skoly, ktory ale musi patrit do tej vicsej skupiny. Identifikatory Studentov su celé ¢isla
od 1 po pocet $tudentov. Jedinii operaciu, ktorit mozete na Studentoch vykonat (okrem
operéacie slepého ¢reva) je spytat sa, ¢i dvaja Studenti patria do rovnakej skupiny.

Vasou tlohou je napisat program, ktory najde Iubovolného Studenta patriaceho do
vacsej skupiny a zaroven polozi ¢o najmenej otazok.

Kniznica
Na kladenie otdzok ste dostali kniznicu query s tromi operaciami:

e Size, ma byt volana raz na zaciatku, bez parametrov, a vracia hodnotu N, ¢o
je pocet vSetkych Studentov. Size musi byt volana pred prvym volanim funkcie
Member.

e Member, ma byt volana s dvoma identifikdtormi studentov ako parametrami a vracia
1, ak tito Studenti patria do rovnakej skupiny, inak vracia 0.

e Answer, ma byt volana raz na konci a musi byt pouzitd na odovzdanie vasho vy-
sledku. Answer ma jeden celociselny parameter, a to identifikitor Studenta, ktory
patri do vicsej skupiny.

Rozhovor medzi vasim programom a knizni¢nymi funkciami je zaznamendvany do
textového sibboru select.out. Tento stibor tiez obsahuje vasu odpoved a taktiez to, ¢i
ste odpovedali spravne.

Vasa odpoved je akceptovand len vtedy, ak neexistuje protipriklad. Protipriklad je
nejaké rozdelenie Studentov na dve disjunktné skupiny A a B, pre ktoré je vasa komuni-
kacia s kniznicou korektnd, ale vasa odpoved nie je. Kniznica nati vas program, aby sa
spytal tolko otéazok, kolko je potrebné na identifikiciu ¢lena vicsej skupiny. To znamen4,
ze neexistuju ziadne dopredu urc¢ené testovacie data, ale kniznica si ich vymysla za behu.
Ak odpoviete predtym, ako si ste na 100% isti, dostanete 0 bodov. Tak Ziadne tipovanie!

Pokyny pre Pascalistov: nezabudnite na importovaci prikaz

uses query;
vo vasom zdrojovom kdde.
Pokyny pre programéatrov v C/C++4: pouzite direktivu

#include "query.h"
vo vasom zdrojovom kdéde, vytvorte project file select.gpr v adreséari tlohy, pridajte
stbory select.c (select.cpp) a query.o do tohto projectu, a potom pouzite compile
a/alebo make na va§ program.

Experimentovanie

Mozete experimentovat s kniznicou vytvorenim textového stboru select.in. Prvy a
jediny riadok tohto suiboru ma obsahovat celé ¢islo N, a to pocet vSetkych Studentov na
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skole. N musi byt neparne ¢islo!

Priklad

Stbor select.in

7

Stbor select.out

Size=7 Majority Group: 2 5..7

Member(1,2)=0 Non-majority Group: 1 3 4
Member(3,4)=1 Number of Queries: 4

Member(5,6)=1 Full Possible Score: 3

Member(4,6)=0 Your Score: 3

Your Answer: 7, Correct

Vysvetlivky:

Your Answer = Vasa odpoved Majority Group = Vagsia skupina
Non-majority Group = Mensia skupina Number of Queries = Pocet otézok

Full Possible Score = Najvyssi mozny pocet bodov  Your Score = Tvoj pocet bodov
zapis a..b oznacuje celoéiselny interval od a po b vratane.

Napriklad odpoved 1 by nebola spravna, pretoze pre rozdelenie Studentov do skupin
{2,5,6,7} a {1,3,4} 1 nie je ¢lenom vicsej skupiny {2,5,6,7}.

Obmedzenia

Pre pocet studentov N plati: 5 < N < 30000 a N je neparne.

Vas program nesmie pristupovat k ziadnym siborom.

Pre identifikatory Studentov ¢ plati: 1 <¢ < N.

Mend FreePascalovskych knizni¢nych stborov: query.ppw a query.ow

Deklaracie Pascalovskych funkcii:

function Size: integer;

function Member(x, y: integer):integer;
procedure Answer(x: integer);

Mena C/C++ kniznic: query.h a query.o

Deklaracie C/C++ funkeii:
int Size(void);

int Member (int x, int y);
void Answer (int x);

Bodovanie

Ak je odpoved vasho programu spravna a vas$ program sa opytal K otdzok, tak dostanete
max(0, N — K) bodov za tento test (kde N je pocet Studentov).



13. Medzindarodna informaticka olympiada

V dioch 14. — 21. jila 2001 sa v Tampere vo Finsku konala medzinarodna informaticka
olympiada (TOI 2001). Olympiddy sa zGcastnili Stvorcélenné druzstva stredoskolakov zo
74 krajin celého sveta. Nasu vypravu na olympidde tvorilo druzstvo v zlozeni Maridn
Dvorsky (gym. Kogice, Srobarova), Jan Oravec (gym. J.G. Tajovského, B. Bystrica),
Jozef Tvarozek (gym. J. Hronca, Bratislava) a Tomas Zathurecky (gym. V. Paulinyho—
Tétha, Martin) spolu s dvomi vedtcimi RNDr. Danou Pardubskou, CSc. a Michalom
Forisekom (FMFI UK Bratislava).

Slovenskému druzstvu sa podarilo nadviazat na tradi¢ne vyborné vysledky v minulych
rokoch, kedze dvaja na8i Studenti ziskali zlaté a dvaja strieborné medaily. Slovensko sa
vdaka tomu v neoficidlnom poradi krajin umiestnilo na prvom mieste.

meno body

Jan Oravec 420 | zlato
Marian Dvorsky 415 | zlato
Tomas Zathurecky | 338 | striebro
Jozef Tvarozek 329 | striebro

Na vysledku nasho druzstva je vidiet, zZe vSetci nasi sutaziaci mali za sebou intenzivnu
pripravu a taktiez sktsenosti na medzinarodnych sutaziach. Traja z nich sa dokonca na
10T zacastnili aj minuly rok. Preto boli na nich tento rok pravom kladené vysoké naroky.
Na na$u radost ich s prehladom dokézali splnit a v rozhodujicej chvili pomohla aj trocha
Stastia. Dosiahnuté medaily st najlepsie, aké mohli redlne za ziskané body dostat a aj ked
si do poslednej chvile neboli isti, akii medailu dostant, o to viac¢siu radost z nich potom
mali. Zostava uz len popriat, aby nase druzstvo budici rok tento vysledok dokazalo aspon
zopakovat.

Michal Forisek
Zadania uloh 13. Medzindrodnej informatickej olympiddy

Mobilné teleféony

Pliaga zvana mobilné telefény sa uz rozsirila aj v okoli Tampere. Dokonca tu uz maju vy-
kryvace Stvrtej generdcie (pre neznalych: vykryvac je akési stanica, na ktora sa pripajaja
mobily z blizkeho okolia). A tieto vykryvace pracuji nasledovne: Cely okres je rozdeleny
na stvorce. Tie tvoria maticu S x S. Jej riadky a stlpce budeme &slovat od 0 do S — 1.
V kazdom S$tvorci je prave jeden vykryvac. Pocet aktivnych mobilov vo Stvorci sa moze
menit, kedZe sa majitelia mobilov s nimi prestvaju z jedného Stvorca do druhého, zapi-
naju a vypinaju ich. 7Z ¢asu na cas vykryvace hlasia do centra pocet aktivnych mobilov
vo svojom §tvorci a spolu s nim aj svoje stradnice, t.j. riadok a stlpec $tvorca, v ktorom
sa nachadzaju.
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Napiste program, ktory bude prijimat tieto hlasenia a odpovedat na otdzky ohladom
aktualneho poctu aktivnych mobilov v Tubovolnom obdlzniku.

Vstup a vystup: Vstup c¢itajte zo Standardného vstupu ako celé ¢isla a odpovede na
otazky piste na Standardny vystup opit ako celé ¢isla. Format vstupu je nasledovny:
Kazdy riadok vstupu bude obsahovat prave jeden prikaz. Ten sa sklada z jedného celého
¢isla, urcujiceho typ prikazu, a niekolkych celo¢iselnych parametrov podla nasledujicej
tabulky:

Prikaz | Parametre | Vyznam

0 S Inicializuj maticu velkosti S x S, obsahujicu samé nuly.
Tento prikaz bude pouzity prave raz ako prvy prikaz.

1 XY A Zvy$ pocet mobilov vo Stvorci (X,Y) o A.
A moze byt kladné aj zaporné.

2 L B RT | Vypis pocet aktivnych mobilov vo Stvorcoch (X,Y") takych, ze
L<X<RaB<Y<XT.

3 Ukoncenie programu.
Tento prikaz bude pouzity prave raz ako posledny prikaz.

Mozete predpokladat, ze hodnoty parametrov buda v povolenom rozsahu, netreba ich
kontrolovat. Konkrétne mozete predpokladat, ze ak A je zaporné, neznizi pocet aktivnych
mobilov vo §tvorei pod 0. Cislovanie riadkov aj stipcov za¢ina od 0, teda tabulka velkosti
4 x 4 obsahuje $tvorce (X,Y), pre ktoré 0 < X <3a0<Y <3

Pri spracovani iného prikazu ako 2 by vas program nemal ni¢ pisat na vystup. Pri
spracovani prikazu 2 by mal na Standardny vystup vypisat riadok s jedinym ¢islom.

Priklad
stdin stdout | vysvetlenie
04 Inicializuje tabulku velkosti 4 x 4.
1123 Vo §tvorci (1,2) pribudli 3 aktivne mobily.
20022 Otéazka na pocet akt. mobilov v obdlzniku 0 < X <2,0<Y < 2.
3 Odpoved na otazku.
1112 Vo stvorci (1,1) pribudli 2 aktivne mobily.
112-1 Vo §tvorci (1,2) ubudol 1 aktivny mobil.
21123 Otéazka na pocet akt. mobilov v obdlzniku 1 < X < 2,1 <Y < 3.
4 Odpoved na otazku.
3 Ukoncenie programu.
Obmedzenia
Velkost tabulky SxS|1x1<8xS8 <1024 x 1024
Pocet mobilov vo $tvorci Vo 10<V <28 -1 (=32767)
Zmena poc¢tu mobilov A | 2B <A< —1 (=32767)
Pocet prikazov na vstupe U 3<U <60002
Maximélny poc¢et mobilov v celej tabulke | M | M = 2%

Z 20 vstupov bude 16 takych, 7e velkost tabulky je nanajvys 512 x 512.
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Hra Ioiwari

Medzi najstarsie formy Tudskej zdbavy patri aj séria hier s gulickami a jamkami, nazyvana,
Mancala. V tejto tlohe sa stretnete s jej verziou vyvinutou $pecidlne pre tiato IOI. Hru
hraja dvaja hrac¢i na okrihlej doske so siedmimi jamkami po obvode. Okrem toho ma
kazdy hrac vlastné vrecko, ktoré je na zaciatku hry prazdne. Na zaciatku hry sa do jamiek
na doske nahodne rozlozi 20 guliciek tak, aby v kazdej jamke boli aspon 2 a najviac 4.
Potom obaja hra¢i striedavo tahaji. Tah prebieha nasledovne: Hra¢ si vyberie neprazdnu
jamku a zoberie si z nej do ruky vsetky gulicky. Kym este ma nejaké gulicky v ruke,
prechddza jamky v smere hodinovych rucic¢iek za¢ntc nasledujicou a pri kazdej jamke
vykona nasledovné operécie:

e Ak ma este v ruke viac ako 1 gulicku: Ak je v aktudlnej jamke prave 5 guliciek,
vyberie z nej jednu gulicku a da si ju do vrecka. Inak da do aktualnej jamky jednu
gulicku z ruky.

e Ak ma v ruke prave 1 gulicku: Ak st v aktualnej jamke 1 az 4 gulicky, tak si vSetky
gulicky z nej a aj ta z ruky da do vrecka. V opa¢nom pripade (ak je v jamke 0 alebo
5 guliciek), da gulicku z ruky do stiperovho vrecka.

Hra konci, ked su vSetky jamky prazdne a vyhrava hrac, ktory ma vo vrecku viac
guliciek.

Existuje vyhravajuca stratégia pre zacinajiceho hraca. Vasou tlohou je napisat prog-
ram, ktory bude tito hru hrat ako zacinajuci hra¢ a vyhra. Stiper bude pri vyhodnocovani
hrat optimalne, t.j. ak dostane Sancu vyhrat, vyhra.

Vstup a vystup: Vas program bude ¢itat vstup zo Standardného vstupu a vypisovat na
Standardny vystup. VA$ program bude hrac¢ 1 a stper bude hrac¢ 2. Jamky st oc¢islované
od 1 po 7 v smere hodinovych rucic¢iek po obvode dosky. Na zaciatku musi vas program
nacitat riadok so siedmimi celymi ¢islami pq, ..., p; — za¢iato¢né rozmiestnenie gulic¢iek
v jamkach 1 az 7. Potom sa za¢ne hra. VAs program by ju mal hrat nasledovne:

e Ak je na tahu vas program, ma na Standardny vystup vypisat ¢islo jamky, ktora si
vo svojom tahu vybral.

e Ak je na tahu stper, vas program ma nacitat zo Standardného vstupu ¢islo jamky,
ktoru si super vo svojom tahu vybral.

Nastroje

K dispozicii mate program (pod Linuxom ioiwari2, pod Win98 ioiwari2.exe), ktory
hra ako hrac¢ 2 optimalne jednu konkrétnu hru. Najskor vypise na standardny vystup prvy
riadok, ktory ma vas program precitat. Tento riadok popisuje pociatocéné pocty guliciek
v jamkach (4 3 2 4 2 3 2). Potom bude hrat tito hru, pri¢om sa bude snazit ¢itat tahy
hraca 1 zo standardného vstupu a pisat vlastné tahy na standardny vystup. Pri testovani
mozete tento program a svoj spustit nezavisle na sebe a ruc¢ne prenasat informécie medzi
nimi. Hra bude zaznamenana do stiboru ioiwari.out.
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Priklad

Korektna postupnost 6 tahov:

Operécia \ Jamka | 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.| Vrecko1l Vrecko 2
Zaciatok hry 4 3 2 4 2 3 2 0 0
Tah hraca 1: 2 4 0 3 5 0 3 2 3 0
Tah hréca 2: 3 4.0 0 4 1 4 0 3 4
Tah hraca 1: 5 4 0 0 4 0 0 O 8 4
Tah hraca 2: 4 0o 0 0 0 1 1 1 8 9
Tah hraca 1: 5 0o 0 0 0 0 0 1 10 9
Tah hraca 2: 7 0o 0 0 0 0 0 O 11 9

Bodovanie

Za kazda hru, ktort vas program vyhra, dostanete 4 body, za kazda remizu 2 a inak 0
bodov.

Pitadvadsat

Santa Claus si so svojimi pomocnikmi ¢asto posiela spravy, ktoré byvaju zakédované do
jazyka Pidtadvadsat. Abeceda tohto jazyka je rovnaké ako anglicka s jedinou vynimkou —
chyba pismeno Z, t.j. obsahuje 25 pismen od A po Y v takom istom poradi ako anglicka
abeceda. Kazdé slovo v tomto jazyku mé presne 25 roznych pismen. Slovo mézeme zapisat

do tabulky 5 x 5 po riadkoch. Napriklad slovo ADJPTBEKQUCGLRVFINSWHMOXY
zapiseme takto:

o QW
Z=—QmU
O Z =
SR N-"Fole
< =< ad

Jazyk Pitadvadsat obsahuje prave také slova, ktorych prislusna tabulka ma pismena
v kazdom riadku aj stipci usporiadané vzostupne. Takze slovo ADJPTBEKQUCGLRV-
FINSWHMOXY je slovom z tohto jazyka, na rozdiel od slova ADJPTBEGQUCKLRV-
FINSWHMOXY (v druhom ani tretom stipci nie st pismen4 usporiadané korektne).

Santa Claus mé obrovsky slovnik. Ten obsahuje zoznam vsetkych slov jazyka Pitad-
vadsat v lexikografickom usporiadani (vzostupne) stcasne s ich poradovymi ¢islami, za-
¢inajuc od 1. Napriklad slovo ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY ma ¢islo 1, slovo
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSUTVWXY ma ¢islo 2. V slove ¢islo 2 st oproti slovu 1
vymenené U a T.

Tento slovnik je na chuddka starého Santa Clausa privelky. Preto ak mu nenapiSete
program, ktory by mu pomohol, nedostanete na Vianoce ziadne darceky, len pitadvadsat
na zadok. Vas program by mal vediet lubovolnému slovu priradit jeho poradové ¢islo a
aj naopak poradovému &islu priradit prislusné slovo. Slovnik obsahuje nanajvys 23! slov.
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Vstup: Vstupny stbor sa vola twofive.in a obsahuje dva riadky. Na prvom riadku je
jediny znak — ‘W’ alebo ‘N’. Ak prvy riadok obsahuje ‘W’, na druhom riadku je platné
slovo jazyka Pitfadvadsat, teda retazec s 25 znakmi. Ak prvy riadok obsahuje ‘N’, na
druhom riadku je poradové ¢islo existujiceho slova tohto jazyka.

Vystup: Vystupny subor sa vold twofive.out a ma obsahovat jediny riadok. Ak je
v druhom riadku vstupného suboru slovo, ma vo vystupnom subore byt poradové c¢islo
tohto slova. Ak je v druhom riadku vstupného siboru poradové ¢islo, ma vo vystupnom
stibore byt slovo jazyka Pitadvadsat s tymto poradovym ¢islom.

Priklad
Stbor twofive.in Stbor twofive.out
W 2

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSUTVWXY

Subor twofive.in Stbor twofive.out
N ABCDEFGHIJKLMNOPQRSUTVWXY
2

Skore

Skore je doskova hra pre dvoch hracov, ktori striedavo presuvaju figarku z policka na
polic¢ko. Na doske je N polic¢ok, oc¢islovanych od 1 do N a niekolko sipok. Kazd4 $ipka vedie
z jedného policka na nejaké iné. Kazdé policko vlastni jeden z hracov, toho budeme volat
vlastnikom tohoto policka. Navyse je kazdé policko ohodnotené kladnym c¢islom, rozne
policka maji navzajom rozne ohodnotenia. Policko ¢islo 1 je pociatocné. Na zaciatku
maju obaja hraci skore 0.

Hra prebieha nasledovne: Oznac¢me C' poli¢ko, na ktorom sa na zac¢iatku tahu nachadza
figirka. (Na zac¢iatku hry bude C' politko ¢. 1.) Tah pozostava z nasledujticich operacii:

1. Ak je hodnota policka C' vicsia ako aktudlne skére vlastnika C| jeho skére sa zvysi
na hodnotu C. Inak ostava skére vlastnika C' nezmenené. Skére druhého hraca sa
ani v jednom z pripadov nemeni.

2. Nasledne si vlastnik C' vyberie jednu zo sipok vychadzajucich z C' a na policko, na
ktoré sipka vedie, presunie figarku.

Hra konéi, ked sa po niektorom tahu figirka ocitne na pociato¢nom policku. Vitazom
je hrac, ktory ma v tej chvili vyssie skore.

Sipky st vzdy umiestnené tak, aby platilo:

e 7 kazdého policka vychadza aspon 1 Sipka.

e Kazdé policko je dosiahnutelné z pociato¢ného policka, t.j. existuje postupnost Si-
pok, ktora nan vedie.

e Je zarucené, ze hra skonc¢i po kone¢nom pocte krokov.
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Napiste program, ktory bude hrat tato hru a vyhra. Vsetky hry, ktoré bude mat pocas
vyhodnotenia hrat, moze vyhrat, bez ohladu na to, ¢i je to hra, v ktorej zac¢ina alebo nie.
Super bude hrat optimalne, t.j. ak dostane Sancu vyhrat, vyhra.

Vstup a vystup: Program ma ¢itat zo Standardného vstupu a pisat na Standardny
vystup. Vas program je hrac¢ ¢. 1, siper je hrac¢ ¢. 2. Pri spusteni by vas program mal
najskor zo Standardného vstupu precitat nasledujuce udaje:

Na prvom riadku je jedno celé ¢islo N (1 < N < 1000) — pocet poli¢ok. Policka
st ocislované od 1 po N. V kazdom z nasledujicich N riadkov sa nachiddza N celych
¢isel, popisujucich sipky. Ak z policka ¢ na policko j vedie sipka, tak j-te ¢islo na i-tom z
tychto riadkov je 1, inak je tam 0. Nasledujuci riadok obsahuje N celych ¢isel — vlastnikov
policok. Ak je vlastnikom polic¢ka ¢ hrac ¢. 1, tak i-tym ¢islom na tomto riadku je 1, inak
je to 2. Nasledujuci riadok obsahuje N celych ¢isel — hodnoty poli¢ok. Ak je i-te ¢islo na
tomto riadku j, hodnota policka 7 je j. Pre hodnotu j policka plati 1 < 7 < N a vSetky
hodnoty poli¢ok st navzajom rozne.

Potom zacina hra s figiirkou na policku ¢islo 1. VAS program by sa mal spravat podla
nasledovnych pravidiel a skondit, ked sa figtirka vrati na pociatoéné policko.

e Ak je na tahu vas program, mal by na Standardny vystup vypisat ¢islo policka P
(1 < P < N), na ktoré chce presunit figarku.

e Ak je na tahu vas super, vas program by mal zo $tandardného vstupu nacitat ¢islo
policka P (1 < P < N), na ktoré presunul figarku.

Vsimnime si nasledujtci priklad:

3 4

Policka patriace hracovi ¢. 1 st oznacené krazkom, hracovi ¢. 2 Stvorcekom. V tomto
utvare je napisana hodnota prislusného polic¢ka a pri nom jeho ¢islo. Hra prebieha nasle-
dovne:

stdin stdout | vyznam
4 N
0100 informécie o Sipkach
0011 informaécie o sipkach
0001 informaécie o sipkach
1000 informécie o Sipkach
1122 vlastnici policok
1342 hodnoty policok

2 Tah hraca ¢. 1

4 Tah hraca ¢. 1
1 Tah hraca ¢. 2 na po¢. politko — koniec hry
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Po hre ma hrac ¢. 1 skére 3, hrac ¢. 2 skére 2, teda vyhrava hrac ¢. 1.

Nastroje

Mate k dispozicii pomocny program (v Linuxe score2, vo Win98 score2.exe). Tento
program ¢ita zo stiboru score.in popis hry vo vysSie uvedenom formate. V takomto
istom formate ho aj vypiSe na Standardny vystup. Tento vystup mozete pouzit ako vstup
pre svoj program pri testovani. Potom program hra s ndhodnou stratégiou, pricom cita
zo Standardného vstupu tahy vasho programu a piSe na Standardny vystup svoje tahy.

Bodovanie

Ak hru vyhrate, ziskate za fiu plny pocet bodov, inak 0. Pri vyhodnocovani je vas program
najskor spusteny proti inému programu s ¢asovym limitom o jednu sekundu vyssim, ako
je skuto¢ny ¢asovy limit na tito tlohu. Je zaznamenany vstup a vystup vasho programu.
Nésledne je vas§ program spusteny este raz s tym istym vstupom presmerovanym zo siboru
a so skutoénym ¢asovym limitom. VAS program musi pri druhom spusteni vygenerovat
rovnaky vystup ako pri prvom spusteni.

Dvakrat Sifruj a raz rez

Kryptograficky Superbezpeény Protokol (KSP) pouziva silny kryptograficky algoritmus.
Ten pracuje s tromi blokmi velkosti 128 bitov. Sifrovacia funkcia E (encrypt) dostéva ako
parametre blok p (plaintext, t.j. nezasifrovand sprava) a blok k (key, t.j. kIa¢ Sifry) a vrati
blok ¢ (ciphertext, t.j. zaSifrovana sprava).

c= FE(p,k)

Inverznt funkciu k Sifrovacej funkcii E pouzivanej v KSP budeme volat desifrovacia
funkcia a oznacovat D (decrypt). Pritom plati:

D(E(p,k), k)=p FE(D(c,k), k)=c

V Dwojitom KSP, ¢o je to uplne najsilnejsie, ¢o len moéze byt, sa postupne pouzivaju
dva bloky kltcov k; a ko v tomto poradi, teda pre zaSifrovant spravu ¢y plati:

c2 = E(E(p, k1), k2)

Dané je tiez celé ¢islo s. Urcuje, 7e relevantnych bude len 4s najvyssich bitov kazdého
kltca, ostatnych 128 — 4s bitov budi nuly.

Vagou tlohou je pre dant spravu zakédovant Dvojitym KSP zistit dvojicu klacov,
ktora bola pri Sifrovani pouzitd. Mate k dispozicii aj povodni spravu p, aj prislusny
zagifrovany text ¢, a viete (vdaka danému s), 7ze prislusna ¢ast klucov tvoria nuly.

Taktiez mate k dispozicii kniznicu, v ktorej st implementované Sifrovacia a desifrovacia
funkcia KSP a taktiez funkcie na prevod medzi blokom a jeho hexadecimalnym zapisom.
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Vasou tilohou je odovzdat prislusné Sifrovacie klti¢e a nie program, ktory ich
zistuje!

Vstup: Danych je desat vstupov v textovych siboroch s menami doublel.in a7 doub-
1le10.in. Kazdy subor obsahuje 3 riadky. Na prvom je celé ¢islo s, na druhom blok
spravy p a na tretom zasifrovana sprava cs, ziskana z p pouzitim Dvojitého KSP. Oba
tieto bloky st napisané ako retazec 32 hexadecimélnych cifier (‘0°... €97, ‘A’...‘F’).
Vsetky vstupné sitbory maju rieSenie.

Vystup: Mate odovzdat desat vystupnych suborov, zodpovedajacich prislusnym vstup-
nym siborom. Kazdy vystupny stibor ma pozostavat z troch riadkov. Na prvom je text:
#FILE double I

kde I je cislo prislusného vstupného suboru. Na druhom riadku je blok kluc¢a k; a na
trefom blok kltca ko, taktiez oba zapisané ako retazec 32 hexadecimélnych cifier. Tieto
klac¢e maja splhat:

c2 = E(E(p, ki), k2)

Ak existuje viac rieSeni, mozete odovzdat lubovolné jedno z nich.

Priklad

Stbor doublel.in Mozny vystupny subor

1 #FILE double 0O
00112233445566778899AABBCCDDEEFF  A0000000000000000000000000000000
6323B4A5BC16C479ED6D94F5B58FFOC2  70000000000000000000000000000000

KniZnica

Kniznica pre FreePascal (Linux: aeslibp.p, aeslibp.ppu, aeslibp.o;
Windows: aeslibp.p, aeslibp.ppw, aeslibp.ow*):

type
HexStr = String [ 32 1; { only ’0’..°9°, ’A’..°F’ }
Block = array [ 0..15 ] of Byte; { 128 bits }

procedure HexStrToBlock ( const hs: HexStr; var b: Block );
procedure BlockToHexStr ( const b: Block; var hs: HexStr );
procedure Encrypt ( const p, k: Block; var c: Block ); { c
procedure Decrypt ( const c, k: Block; var p: Block ); { p

E(p,k) }
D(c,k) }

Kniznica pre GNU C/C++ (Linux and Windows: aeslibc.h, aeslibc.o*):

typedef char HexStr[33]; /* ’0’..°9°, ’A’..’F’, ’\O’-terminated */
typedef unsigned char Block[16]; /* 128 bits */

void hexstr2block ( const HexStr hs, /* out-param */ Block b );
void block2hexstr ( const Block b, /* out-param */ HexStr hs );
void encrypt ( const Block p, const Block k, /* out-param */ Block c );
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/* ¢ = E(p,k) */
void decrypt ( const Block c, const Block k, /* out-param */ Block p );
/* p = D(c,k) */

Mate k dispozicii program aestoolp.pas, resp. aestoolc.c, ktory ukazuje, ako vo
FreePascale, resp. v GNU C/C++ pouzivat kniznicu.

Obmedzenie: Pre pocet s relevantnych hexadecimalnych cifier kltuca plati 1 < s < 5.

Poznamka: Dobry program vie najst hladané kluce pre kazdy z danych vstupov za
menej ako 10 sekund.

Sklad

Slovenska spolo¢nost pouzivajica vyspelé zapadné technoldgie vlastni obrovsky obdl7ni-
kovy sklad. V celom sklade pracuje len jeden robotnik a jeden manazér. Steny skladu
(postupne po jeho obvode) sa volaji lava, hornd, prava a dolna. Je to na nich napisané
velkymi pismenami svetlocervenej farby. Plocha skladu je rozdelend na Stvorce rovnakej
velkosti, ktoré tvoria riadky a stlpce. Riadky ¢slujeme zhora nadol a stipce zlava doprava
poc¢nic od 1.

V sklade st ulozené krabice, v ktorych sa nachadzaju vSetky vymozenosti moderne;j
techniky, ktoré firma prave nepotrebuje. Krabice si oc¢islované navzajom roéznymi iden-
tifikaénymi ¢islami. Kazda krabica zabera prave jeden Stvorec. Sklad je taky velky, ze
pocet krabic v iom je vZdy mensi ako pocet jeho riadkov aj ako pocet jeho stipcov. Teda
niezeby bol a7z taky velky, ono len tej techniky nie je a7 tak vela. Krabice sa zo skladu
neodstranuji, lebo nik nevie, ¢o v nich je. Len obcas nejaka pribudne. Vchod do skladu
je v Tavom hornom rohu.

Robotnik ma krabice poukladané v okoli Tavého horného rohu tak, aby ich vedel najst
podla identifikac¢nych ¢isel. Pouziva na to nasledujicu metédu:

Nech ¢islo prave vkladanej krabice je & (budeme ju pre jednoduchost volat krabica k).
Robotnik prechadza zlava prvym radom, a7z kym nenajde prva krabicu s identifika¢nym
¢islom vicsim ako k. Ak taka nendjde, ulozi krabicu £ do tohto radu tesne za doteraz
poslednt v iom. Ak taka krabicu k; najde, umiestni krabicu & na miesto, kde doteraz
stala krabica k; a nasledne krabicu k; vlozi do nasledujticeho riadku pouzitim tejto istej
metody. Ak narazi na riadok, v ktorom nie st ziadne krabice, umiestni don prave ukladani
krabicu na najlavejsiu poziciu.

Predpokladajme, 7e krabice prichadzali v poradi 3, 4, 6, 2, 5, 1. Potom umiestnenie
krabic v sklade po ulozeni vSetkych tychto krabic bude vyzerat nasledovne:

145
26
3

Manazér prisiel k robotnikovi a prihovoril sa mu:

Manazér: Prisla krabica 5 skor ako krabica 47
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Robotnik: Nie, to je vylucené.

Manazér: Aha, takze mi vie§ povedat poradie, v akom prichadzali, podla toho, ako ich
mas ulozené?

Robotnik: Ani nie. Teraz napriklad mohli prist v poradi 3, 2, 1, 4, 6, 5 ale aj v poradi 3,
2,1, 6,4, 5 alebo v 14 inych poradiach.

KedZe manazér nechcel pred robotnikom vyzerat hlupo, ticho a rychlo odiSiel. A teraz
sedi v kancelarii a boji sa vyliezt, kym nebude vediet, ako to vlastne s tymi krabicami je.
A na to potrebuje vas program, ktory mu pre dané rozmiestnenie krabic v sklade povie
vSetky mozné poradia, v ktorych mohli tieto krabice do skladu prichadzat.

Vstup: Vstupny stbor sa vola depot.in. Na jeho prvom riadku je jedno celé ¢islo R —
pocet riadkov s krabicami. Nasledujucich R riadkov vstupného stiboru popisuje jednotlivé
riadky s krabicami v poradi zhora nadol. Kazdy z tychto R riadkov vstupného stiiboru
zacina celym c¢islom K, udavajicim pocet krabic v prislusnom riadku skladu. Nasleduje
prave K celych ¢isel — identifikac¢né cisla krabic v tomto riadku skladu v poradi zlava
doprava. Pre vSetky identifikac¢né ¢isla krabic I plati 1 < I < 50. V sklade je najviac 13
krabic (ich poc¢et ozna¢me N).

Vystup: Vystupny stbor sa vola depot.out. M4 obsahovat tolko riadkov, kolko je
roznych poradi, v ktorych mohli krabice do skladu prichddzat. Kazdy z tychto riadkov
mé obsahovat prave N celych ¢isel — identifikac¢né ¢isla krabic v poradi, v akom mohli
prichadzat. Ziadne dva riadky nesmi byt rovnaké.

Priklad

Subor depot.in Stbor depot.out

3 321465 324615

3145 321645 326415

226 342165 362415

13 324165 342651
326145 346251
362145 324651
342615 326451
346215 362451

Stbor depot.in Stbor depot.out

3 312

212 132

13

Bodovanie

Ak vystupny stbor neobsahuje ziadne poradie alebo obsahuje nejaké nespravne poradie,
dostanete za prislusny vstup 0 bodov. Inak sa body zan urc¢ia nasledovne: Ak obsahuje
kazdé mozné poradie prave raz, dostanete 4 body. Ak obsahuje aspon polovicu moznych
poradi a kazdé z nich prave raz, dostanete 2 body. Ak ich obsahuje menej ako polovicu
alebo sa niektoré poradie v nom vyskytuje viackrat, dostanete 1 bod.



Korespondencny seminar SK MO

V 50. ro¢niku matematickej olympiady SK MO prebiehal pre najuspesnejsich olym-
pionikov predchadzajiceho roénika MO zo Slovenska korespondenc¢ny seminar SK MO.
Tento korespondencny seminar vznikol uz v 24. ro¢niku MO preto, aby bolo umoznené
venovat individudlnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy so
zameranim na matematiku. V stcasnosti, pretoze existuje velké mnoZstvo inych ma-
tematickych koreSpondenénych seminarov (napriklad krajskych, ktorym je venovana
samostatnd kapitola), a pretoze pocet §kol so zameranim na matematiku stiipol, seminar
SK MO sa zameriava na zlepSenie pripravy vSetkych Studentov, ktori preukazali svoje
schopnosti v predchadzajucich rocénikoch MO. Ked7ze tlohy tohto seminara svojou
naro¢nostou prevysuju akukolvek ini matematicku sttaz pre stredoskolakov, seminar
sa stava dolezitou sucastou pripravy aj na medzinidrodni matematickd olympiadu.
V 44. ro¢niku MO bol KS SK MO prvykrat zorganizovany samostatne na Slovensku.
Pozostava tradic¢ne z piatich sérii po sedem tloh. Do rieSenia sa v tomto ro¢niku zapojilo
len 11 Studentov.

Korespondencény seminar viedol Fugen Kovdc a opravovanie zabezpecovali Studenti
FMFI UK (v8etko byvali olympionici).

Celkové poradie KS SK MO 2000/2001

1. Katarina Quittnerovd, 3. roc¢nik, Gymnazium Bilikova, Bratislava, 93 bodov
2. Andrej Osusky, 3. roénik, Gymnéazium J. Hronca, Bratislava, 89.5 bodov
3. Robert Lukotka, 4. ro¢nik, Gymnazium J.G. Tajovského, B. Bystrica, 42.5 bodov

Uvadzame vsetky priklady tohto ro¢nika sttaze spolu s rieSeniami, prevazne Student-
skymi. Priklady boli vyberané z materidlov jury MMO a z narodnych olympiéd, ¢i inych
stutazi tychto krajin: Bielorusko, Cina, Esténsko, Irsko, Madarsko, Polsko, Rumunsko,
Rusko, Slovinsko a Velké Britania.
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Zadania siataznych dloh KS SK MO

PRVA SERIA

Nech z,y,z st kladné realne ¢isla splhajice zyz = 1. Najdite minimélnu
hodnotu vyrazu
z? + doy + 4y? + 222

(Velkd Britdnia, MO 99/00)

Ku kazdému trojuholniku ABC so stranami |[AB| = ¢(m), |BC| = a(m), |CA| =
= b(m) a uhlami |[CAB| = «a(rad),|<ABC| = B(rad),|dXBCA| = ~(rad)
priradme Sesticu &isel (a, b, ¢, «, 8,7). Najdite najmensie n pre ktoré existuje
nerovnoramenny trojuholnik ABC tak, 7e v Sestici (a,b,c,a, 3,7) je prave n
roznych cisel!

(Bielorusko, MO 99/00)

Nech p(x) = a9 + a1z + ... + a,z™ je polyném s nezdpornymi redlnymi
koeficientami. Predpokladajme, 7e p(4) = 2 a p(16) = 8. Dokézte, 7e p(8) < 4
a najdite vSetky polynémy v ktorych nastava rovnost.

(Irsko, MO 99/00)

Najdite vietky kladné celé &isla a a b spliajice rovnost a(®”) = pP,
(Bielorusko, MO 99/00)

Klenotnik spravil retiazku s N > 3 ockami pre nespokojného zdkaznika, ktory
potom poziadal klenotnika aby zmenil poradie o¢iek tak, aby musel otvorit
maximélny pocet ociek. Kolko o¢iek musel klenotnik otvorit?

(Rusko, MO 98/99)

Nech k a [ st prirodzené ¢isla také, ze nsd(k,5) = nsd(l,5) = nsd(k,l) = 1
a existuje celé ¢islo F', pre ktoré plati

—k* + 3kl - 1> = F?, nsd(F,5) = 1.
Dokazte, 7e ststava rovnic s neznamymi x, y

k=% +y?
| = 22 + 2zy + 2y°

ma prave dve rieSenia v obore celych cisel!

(Velké Britdnia, MO 99/00)
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V trojuholniku ABC lezi bod M na strane AB, bod N na strane BC'. Oznac¢me
O priesecnik tseciek CM a AN. Dokézte, 7e plati |AO|+|AB| = |CO|+ |CB|,
ak plati |AM| + |AN| = |CM| + |CN|.

(Kvant)

DRUHA SERIA

Najdite vsetky funkcie f : N — N také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati

f(f(f()) + f(f(n)) + f(n) = 3n.
(Estonsko, MO 99/00)

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Osi jeho vnitornych uhlov ABC' a BCA
pretinaju protilahlé strany postupne v bodoch L, M. Dokazte, 7e | BAC| =
= 60° prave vtedy, ked vnutri strany BC' existuje bod K taky, Ze trojuholnik
K LM je rovnostranny!

(Rumunsko, MO 98/99)

Najdite vSetky polynémy P(x) s redlnymi koeficientami také, 7ze pre kazdé
redlne ¢islo z plati: P(2) je celé ¢islo prave vtedy, ked z je celé &islo.
(Estonsko, MO 99/00)

Uzavreta lomend Ciara zloZend z piatich zhodnych tsediek dizky d je vpisana
do sféry s priemerom 1. Dokézte, 7e d < sin 72°.
(Bielorusko, MO 99/00)

Dokéazte, 7ze pre kazdé prirodzené ¢islo n = 3 existuje n prirodzenych ¢i-
sel ai,a9,...,a, tvoriacich aritmetickii postupnost a n prirodzenych c¢isel
bi,bo, ..., b, tvoriacich geometrickii postupnost, pricom plati by < a1 < by <
<ag <...<b, <a,.Najdite priklad takychto postupnosti pre n = 5.

(Rumunsko, MO 98/99)

Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik taky, 7e |[JABC| + |<CDE| +
+ |[XEFA| = 360°. Dokézte, ze ak
|AB| |CD| |EF| _
|BC| |DE| |FA|l

L,

potom
|\BC| |AE| |FD|
|CA| |EF| |DB|]

(jury MMO 98)
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Do jednej triedy chodi niekolko (aspon jeden) chlapcov a niekolko (aspon jedno)
dievcat. Kazdé dievéa je zalibené do prave jedného chlapca a kazdy chlapec je
zalibeny do prave jedného dievéata. V triede je aspon jeden nestastny chlapec,
do ktorého nie je zaltibené Ziadne dievéa. Dokéazte, Ze existuje mnozina chlapcov
N (chlapcom z N budeme hovorit nekileri), ktord ma nasledujicu vlastnost:
chlapec je mimo N (budeme mu hovorit kiler) prave vtedy, ked je donho
zalibené nejaké dievéa také, Ze do nej nie je zaltbeny ziaden chlapec z N
(nekdiler).

(Rumunsko, MO 98/99)

TRETIA SERIA

Tom a Jerry hraji nasledovni hru. Striedavo (Tom zaéina) ukladaji kamene
na Sachovnicu n x n (kde n = 2). V jednom tahu je povolené poloZit kamen na
Iubovolné prazdne poli¢ko. Hra¢ vyhrava, ak po jeho tahu budd na Sachovnici
nejaké Styri kamene tvoriace pravouholnik (presnejsie sa tym mysli, 7e stredy
poli¢ok, na ktorych tieto kamene leZia tvoria pravouholnik) so stranami rovno-
beznymi so stranami Sachovnice. V zavislosti od n urcte, kto z nich vyhra, ak
obaja hraji na vyhru!

(Bielorusko, MO 99/00)

Nech M je priesecnik uhlopriec¢ok v konvexnom stvoruholniku ABC'D. Nech K
je priesecnik osi uhla ACD a polpriamky opacnej k AB. Dokazte, ze ak

|MA[-[MC| + [MA]-|CD| = [MB]| - [MD],

potom |[{BKC| = |[4CDB|.
(Bielorusko, MO 99/00)

Nech a,b st prirodzené ¢isla. Rozhodnite, ¢i plati nasledujice tvrdenie: Ak

je sucin vSetkych prirodzenych delitelov ¢isla a rovnaky ako sucin vsetkych

prirodzenych delitelov ¢isla b, potom a = b. Svoju odpoved zdovodnite!
(Bielorusko, MO 98/99)

Nech p je prvocislo, a n, a st celé ¢isla ¢isla také, ze n = 2 a p > |a|+1. Dokazte,
ze polyném P(z) = 2™+ ax +p nie je stifinom dvoch polynémov (stuphia aspon
1) s celo¢iselnymi koeficientami!

(Rumunsko, MO 98/99)

V priestore je dany mnohosten P. Rozhodnite, ¢i sa v P nachadzaji tri hrany,
ktoré mozu byt stranami trojuholnika. Svoju odpoved zdovodnite!
(Bielorusko, MO 98/99)
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Nech O, A, B, C st body v rovine také, 7e |OA| = 4, |OB| = 2v/3 a |0C| = V/22.
Aky maximalny obsah mo7ze mat trojuholnik ABC?
(Bielorusko, MO 98/99)

Nech z1, s, ..., x, st kladné realne ¢isla také, ze r1x2 ...z, = 1. Dokazte, ze
plati nerovnost
1 1 1

+ +...+———<1.
n—14+x1 n—1+4xy n—1+=x,

(Bielorusko, MO 98/99)

STVRTA SERIA

Do tabulky 10 x 10 st vpisané ¢isla 1,2,...,100, kazdé prave raz. V kazdom
riadku vyberme tretie najvicsie ¢islo. Dokazte, ze stucet tychto cisel nie je mensi
nez sucet ¢isel v niektorom riadku!

(St. Peterburg, MO 98/99)

Dany je pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. Vnutri
neho lezi bod P taky, 7e |AP| = |AC|. Nech M je stred prepony AB a H pita
vysky z bodu C'. Dokéazte, ze PM je osou uhla BPH prave vtedy, ked mé uhol
BAC velkost 60°.

(Bielorusko, MO 98/99)

Dokézte, 7e neexistuje funkcia f : Rt — RT taka, Ze pre vietky =,y € RT plati

F(f@)7 = f@+y)(f(@) +1).
(Bulharsko, MO 98/99)

Néjdite vSetky prirodzené ¢isla n, n > 3 také, ze 22000 je delitelné &islom
. n n n n n
1 2 3)

Dany je ostrouhly trojuholnik ABC'. Uré¢te mnozinu vSetkych bodov X vnttri
trojuholnika ABC takych, ze

[XA[-|XB|-[AB| + |XB|-[XC|-[BC| + [XC[- [ X A] - |CA] =
= |AB| - |BC| - |CA|.

(Cina, MO 98/99)

(Cina, MO 98/99)
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Nech n, n 2 2 je pevné prirodzené ¢islo. Nech z1,zs, ..., z, si reilne ¢isla

také, ze
n n—1
§ : 2 § :
x; + TiTi41 = 1.
=1 1=1

Pre dané prirodzené ¢islo &k, 1 < k < n uréte maximalnu moznt hodnotu |zg|.

(Cina, MO 98,/99)

Méme tri dostatocne velké sudy a v kazdom z nich je celoéiselny (nenulovy)
pocet litrov vody. V jednom kroku moézeme zdvojnasobit pocet litrov vody
v niektorom sude tak, 7ze potrebné mnozstvo odlejeme z nejakého iného suda.
Zistite, ¢i je mozné dostat po koneénom pocte krokov niektory zo sudov
prazdny!

(Slovinsko, MO 99/00)

PIATA SERIA

Postupnost aq,as, as,... je definovana nasledovne:
ar =1, Up = Gp—1+ A[p/2], Pre n=2,3,....
Dokazte, 7ze tato postupnost obsahuje nekone¢ne vela celych éisel, ktoré su
delitelné 7.
(Polsko, MO 98/99)

Dany je trojuholnik ABC' a na jeho stranach AB, BC' a C'A postupne body
P, Q a R. Body A’, B' a C' lezia postupne na tseckich RP, PQ a QR,
pricom AB || A’B’, BC || B'C', a CA || C'A’. Dokaite, ze pomer obsahov
trojuholnikov PQR a A’B’C’ sa rovna pomeru dlzok usetieck AB a A'B’.

(Madarsko, MO 98/99)

Urcte, kolko dvojic (n, q), kde n je prirodzené ¢islo a g je necelé racionalne ¢islo
spliiajtce nerovnosti 0 < ¢ < 2000, vyhovuje rovnici

2y | n!
{a'} = {2000} '
(Bielorusko, MO 99/00)

Nech f(z) = 22 + az + bcosz. Najdite vSetky realne hodnoty a,b, pre ktoré
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maju rovnice f(z) =0 a f(f(z)) = 0 rovnaki (neprazdnu) mnozinu redlnych
korenov!

(Rusko, MO 98/99)

a) Dokazte, ze medzi kazdymi 39 po sebe idicimi prirodzenymi ¢islami sa
nachadza ¢islo s cifernym siuc¢tom delitelnym 11.
b) Néjdite prvych 38 po sebe iducich prirodzenych &isel, z ktorych Ziadne nema
ciferny stucet delitelny 11.

(Rumunsko, MO 98/99)

Kruznice ki, ko sa pretinaji vo dvoch bodoch A, B. Priamka [ prechadzajica
bodom A pretina druhykrat kruznice k1, ko postupne v bodoch C, D (r6znych
od A). Nech M, N st stredy oblikov BC, BD kruznic kq, k2, ktoré neobsahujt
bod A. Nech K je stred tsecky C'D. Dokazte, ze | MKN| = 90°.
(Rumunsko, MO 98/99)

Nech n = 3 a Ay, As, ..., A, st body na kruznici. Pre pevné n uréte najvicsi
mozny pocet ostrouhlych trojuholnikov s vrcholmi v tychto bodoch!
(Rumunsko, MO 98/99)
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RieSenia sitaznych uloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1 RozloZenim vyrazu a pouzitim AG-nerovnosti dostavame

22 Ay +4y2 + 222 =2t + 2oy + 2oy + Ay + 22 4+ 22 2>

> 63/x2 - 2xy - 2xy - Ay? - 22 - 22 = 65/16(2xy2)* = 6V/4,

kde v poslednej rovnosti sme vyuzili xyz = 1. Nasli sme teda nejaké dolné ohranicenie
nasho vyrazu. Pritom rovnost nastava prave vtedy, ked nastiva aj v AG-nerovnosti,
¢ize

z? = 2y = 2oy = dy® = 2% = 22,

To je pre kladné x,y, z ekvivalentné s © = z = 2y, ¢o vzhladom k rovnosti zyz = 1
divaz =2z=2ay= i/g. Pre tieto hodnoty naozaj nastava rovnost, takze sa v nich

nadobtida minimum, ktoré je rovné 6+/4.

1.2 Uvazujme Sesticu (a,b,c,«, 3,7) zo zadania. Je zrejmé, Ze zodpoveda nejakému
nerovnoramennému trojuholniku prave vtedy, ked s splnené podmienky:

a# B #y# o, (P1)
a, B,y >0, a+pB+vy=m, (P2)
a b c (P3)

sina  sinf3  siny’

Uvazujme funkciu f(r) = x — F(sinz + cosx) na intervale (7, g> Zrejme f(%) <
<0, f(%) > 0. Dahko sa moZno presvedéit, ze funkcia f je na tomto intervale spojita
a rastuca. Potom vSak urcite existuje prave jedno realne ¢islo A € (%, g) také, ze
™, .
fA) =X — Z(sm)\+cos)\) = 0.

Uvazujme teraz Sesticu

in\
(a,b, ¢, 0, Boy) = <7r msinA w™ 37 7)\>

S
4772\/57474

UkéZeme, Ze spliia podmienky (P1), (P2) a (P3), a teda zodpoved4 nejakému nerovno-
ramennému trojuholniku.
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Kedze A > I, zrejme v # a. NavySe 8 = 31 — X\ > T, &iZe 8 # a. Lahko viak

nahliadneme, 7%e aj 8 # <, nakolko A # %ﬂ', lebo f(%ﬂ') # 0. Druht podmienku
dokazeme este jednoduchsie. Zrejme totiz plati
3

m
—_— — _ )\ )\ — .

atfty=+ - AtA=n

Zostava dokazat (P3). Postupnymi tipravami dostdvame:

3 3

T m singmcosA —sinAcos 5w
b=XA=—-(cosA+sin)\) =— . —2 - =
4 4 sin 7
m sin (%7‘(’—)\) sin 8
= —- =a-—.
4 sin 7 sin «
Taktiez i ) ) )
msin A 2sinA 7w sinA _ siny

i
02 4 2 4 sinz “sina’
Tym sme ukdzali aj (P3). Zaroven sme ukézali, Ze pre uvazovani Sesticu existuje
zodpovedajici nerovnoramenny trojuholnik. Nakolko tato Sestica pozostavala zo Styroch
roznych ¢isel, zrejme n < 4 pre n zo zadania.
Dokazeme, ze n > 3. Je jasné, ze n = 3, lebo Ziadne dve strany nemdzu byt zhodné.
Navyse, bez ujmy na vSeobecnosti nech a < b < c¢. Potom o < 8 < 7. Predpokladajme,
7e n = 3. Aby islo o strany a uhly v trojuholniku, nutne musi platit

a B

sina  sinf’

To je v8ak spor, nakolko o, f < 7§, a funkcia g(z) =

je na intervale <0, g> rastica.

; o sin x
Preto n > 3. Tym sme dokézali, ze n = 4.

1.3 Polyném p je hladkou funkciou premennej z, preto sa derivovanim lahko pre-
svedéime, 7e je na intervale (0,+00) konvexny. Vdaka nezapornosti koeficientov totiz
plati

p'()=2-1-a3+3-2-asx+...+n(n—1)a,z" "2 > 0.

Ak stupeii polynému p je n = 2, tak nemdze nastat rovnost, lebo a, > 0, a polyném
je teda rydzokonvexny. Jeho graf preto musi na intervale (4,16) lezat pod tseckou
prechadzajicou bodmi [4,p(4)] a [16,p(16)]. Podla zadania st to body [4,2] a [16, 8].
Pritom na tejto tsecke lezi aj bod [8, 4], z ¢oho dostavame p(8) < 4. Pre n = 2 je teda
tvrdenie dokézané, pri¢om rovnost nenastava.

Pre n < 2 je dvoma bodmi polyném jednoznacne urceny, a teda jediny polyném
stupiia nanajvy$ 1 vyhovujtci zadaniu je (ako lahko overime skuskou) p(z) = %x
Je zrejmé, Ze tento polyném splia dokazovanii nerovnost p(8) < 4 a navySe nastava
rovnost.
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Tym je dokaz ukonceny a jediny polyném, pre ktory nastava rovnost je p(z) = sz.

1
2
1.4 Ak je jedno z cisel a,b rovné 1, potom zrejme aj druhé je rovné 1. Dostavame
tak rieSenie @ = b = 1. Dalej predpokladajme, 7e a,b > 1. Zrejme b > a. Ak oznaéime
m = a® n = b, tak a™ = b™. Potom nutne musi platit a = z*, b = 2!, kde k,l a =
st prirodzené &isla, k < I, z > 1. Totiz ak a = p5' ...p{*, b = ¢¥ ...q;-j st kanonické
rozklady cisel a, b, pricom p; < ... <p;, q1 < ... < gqj, tak dostavame i = j a pr = qx,
atiez sg :tp =m:mpre k =1,...,7. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat,
ze (k,1) = 1. Ak by tak nebolo, polozime d = (k,[). Potom polozme z; = z%, k; = %,
I = é. Dostaneme a = x’fl, b= xlll, kde (k1,l1) = 1. Teda mdzeme pisat

1

Y

v . . ’ . k‘/pk . l v 7’ 0 . k
o je ekvivalentné s zF® = z!'" | Vzhladom na to, Ze & # 1, musi platit k-zF* =1.

-2t Odtial k - 2% = = [. Pretoze k < l,jek-z* —12>0, ateda k | I. To ale znamena,
vek=1al=2z""' Potomz® ' =1>1,atedaz—1[>0. Ale z a [ s prirodzené ¢isla,
takze © — [ > 1. Potom [ = 2®~! > x, &o je spor.

Preto jedinym rieSenim tlohy je a = b = 1.

1.5 Oznafme p(N) maximdalny pocet ociek, ktoré musel klenotnik otvorit a g(N)
minimalny pocet ociek, ktoré mohol nechat zatvorené. Zrejme p(N) = N — q(N). Oc¢ka
povodnej retiazky budeme reprezentovat c¢islami 1,2,..., N a ich poradie v novej re-
tiazke nejakou postupnostou ¢isel 1,2,..., N. Z kazdych dvoch ociek, ktoré v povodne;j
retiazke boli susedné a v novej nie su, ako aj z kazdych dvoch, ktoré neboli susedné ale
maji byt, musime otvorit aspon jedno.

Pre N = 4 v retiazke —1 — 3 — 4 — 2— 7z dvojic 1,3 i 2,4 musime otvorit aspon
jedno ocko, preto p(4) = 2. NavySe pre fubovolné preusporiadanie v novej retiazke musi
byt ocko 1 susedné s aspon jednym zo svojich susedov. Nech je to ocko 2. Potom staci
otvorit ockd 3 a 4 aby sme mohli preusporiadat celt retiazku, preto ¢(4) = 2. Takze
p(4) =q(4) =2.

Pre N =5 v retiazke —1 — 3 — 5 — 2 — 4— musime z lubovolnej dvojice o¢iek aspon
jedno ocko otvorit, preto p(5) = 4. Ale jedno ocko mozeme vzdy nechaf zatvorené, takze
p(5) =4.

Pre N 2 6 najprv ukdzme, %e q(N) < [%], ¢ize zakaznik si mohol zaZelat takt
retiazku, ze klenotnik mohol nechat zatvorenych najviac ’—%-‘ oc¢iek. Rozdelme ocka
retiazky na za sebou idice Stvorice a jednu 1-, 6- alebo 7-ticu. Vrameci tychto skupin
zvolme si nové poradie takto:

e Stvorica —(k+2) — (k+4) — (k+1) — (k+ 3)—; mdZeme neotvorit najviac jedno

ocko, pretoze Iubovolné dve musime bud spojit alebo rozpojit;

e Sestica —(k+2)—(k+4)—(k+6)— (k+3)—(k+1)— (k+5)—; mdZeme neotvorit

najviac jedno z ociek k + 1, k + 2, k + 3 resp. k + 4, k + 5, k 4+ 6, spolu teda
maximalne dve ocka;
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e sedemtica: —(k+2)—(k+7)—(k+1)—(k+4)—(k+6)— (k+3)— (k+5)—;
mozeme neotvorit najviac jedno z ociek k+1, k+2, k+7 resp. k+3, k+4, k+5,
k + 6, spolu teda maximalne dve ocka
Mame teda za kazdd i neiplnt Stvoricu ociek najviac jedno neotvorené ocko, takze
mozeme neotvorit najviac [Z] otiek.

Teraz dokazme, 7e q(N) = [%L ¢ize vzdy mozme nechat aspon (%W ociek zatvore-

nych. Otvorme najprv vSetky neparne ocka. Retiazka sa rozpadne na L%J ocCiek, ktoré
by ale v novej retiazke mohli byt spojené, urcite vSak nie do kruhu, preto z tychto staci
otvorit |1 |[Z|| odiek (kazdé druhé). Ostalo ndm [1 [&|] ociek, o sa pre N rozne
od 4k + 1,k € N rovna [Z]. Pre N tvaru 4k +1 (k € N) je [1|Z]] = [§] - 1,
takze ]—%-‘ —1=¢q(N) < ’—%-‘ Aby sme dokazali, 7e aj v tomto pripade g(N) = ’—%-‘,
potrebujeme postup pozmenit. Tato ¢ast dokazu prenechdvame citatelovi.

Hladany pocet ociek je teda p(N) = N — (%W = L%J

1.6 Je zrejmé, 7e ak je rieSenim ststavy usporiadana dvojica (x,y), tak je jej rieSenim
aj dvojica (—z,—y). Ak by bolo (z,y) = (0,0), potom dostavame k = [ = 0, ¢o je
spor s predpokladom nsd(k,5) = 1 (takto budeme oznacovat najvicsieho spolo¢ného
delitela). V opa¢nom pripade st usporiadané dvojice (z,y) a (—z, —y) rozne.

Teraz sa pokusime vyrieSit nasu sustavu. Dosadenim z prvej rovnice do druhej
dostdavame | = k + y2 + 2zy. Na pravej strane osamostatnime ¢len 2zy a umocnime

na druh:
12+ k2 + y* — 2kl — 21y® + 2ky? = 42242

Po dosadeni 22 = k — y? a drobnej tiprave mame
byt =2y (k +1) + (k = 1)> =0,

¢o je kvadratickd rovnica pre y2. Lahko vypoditame jej diskriminant D = 16(—k% +
+ 3kl — 12) = 16F% > 0. To znamena, 7e

5y°> = (k +1) £ 2F. (1)
Potom 7 prvej a druhej rovnice vypocitame

502 = 4k — | F 2F, (2)
Sry = 2l — 3k F F, (3)
pricom ak je v (1) znamienko +, tak je v (2) a (3) znamienko — a obratene.

Teraz dokazeme, 7e len pri jednej volbe znamienka dostaneme na pravych strandch
rovnic (1), (2), (3) ¢isla delitelné 5. Vyjdeme z rovnosti

5kl = F? + (k +1)2. (4)

Uvazujme zvySky &isla F' po deleni 5. Podla zadania nemoze byt FF = 0 (mod 5).
V pripade F' = 41 (mod 5) je F2 =1 (mod 5) a zo vzfahu (4) vyplyva (k+1) = 4
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(mod 5), a teda k + [ = +2 (mod 5). Vidime, %e ak mame dané ¢isla k,[, F', tak pri
jedinej volbe znamienka bude ¢&islo k + [ + 2F delitelné 5. Zrejme st potom aj Cisla
4k — I F 2F a 2l — 31l F F delitelné 5. Analogicky to plati ak F' = £2 (mod 5); vtedy
k+1=+1 (mod 5). Tym sme dok4zali, Ze nasa stistava pre nezndme x2, y2, méa v obore
celych ¢isel jedno rieSenie a z ivah v prvom odseku vyplyva, ze nasa povodna sustava
s neznamymi x, y mdze mat v obore celych ¢isel maximalne dve rieSenia.

Teda vieme, %e pri vhodnej volbe znamienka st &isla & (k414 2F) a £ (4k — | F 2F)
celé. Dokézeme, Ze st naviac Stvorcami. Z (1), (2), (3) dostavame identitu

<k+l5—l_-2F> <4k—;¢2F>:<W>2_ (5)

7 podmienky zadania vyplyva, ze ak k = [, tak nutne k = [ = 1. V pripade k =1 =
= 1 dostavame F' = +1. Zvolme F' = 1; pripad F = —1 je analogicky. Potom v (1)
dostavame pravi stranu delitelni 5, len ak zvolime znamienko —. Potom y =0 a xz = £
+1. Dahko overime, Ze tieto dvojice sti naozaj rieenim stistavy. Dalej nech k # I. Potom
plati nerovnost 5(k —[)? > 0, z ktorej vyplyva (k +[1)? > 4F?, a teda k + [ > F2F.
Naviac z (5) dostavame, 7e 4k — [ F2F 2 0.

Teraz nech ¢ je také prirodzené ¢islo, ktoré nie je delitelné 5 a zaroven st nim delitelné
Cisla k+14+2F a 4k—I1F2F. Ukdzeme, Ze ¢ = 1. Zrejme ¢ = (k+I1+2F+4k—IF2F) = 5k.
Potom ale ¢ | k. Odtial ¢ | (I £ 2F)? = 12+ 4IF + 4(—k® + 3kl — 12) = =312 + 4IF +
+ 4k(—k + 31). Teda plati aj ¢ | (312 F 4IF) = [(2l F 4F). Vzhladom na podmienku
nsd(k,1) = 1 musi platit ¢ | (3] F4IF), a teda aj ¢ | (3] F 4IF + 2(l £ 2F)) = 5l. Aviak
kvoli podmienkam zadania musi byt ¢ = 1.

Vratme sa teraz k rovnosti (5). Zlomky v zatvorkach su (ako uz vieme) celymi ¢islami.
Naviac sme prave dokazali, Ze ¢isla na Tavej strane su nesudelitelné. To znamenad, Ze
musia byt Stvorcami. Takze z (1) a (2) vyplyva, 7e ¢isla x,y st (pri vhodnej volbe
znamienka) celé. Lahko sa skiskou (s vyuzitim (5)) overi, Ze st naozaj rieSeniami nasej
sustavy. Tym sme dokazali, Ze nasa stistava ma v obore celych ¢isel dve rieSenia.

1.7 (Katarina Quittnerovd, Andrej Osuskiy) Rozobranim Specidlnych pripadov, 7e
nejaké z bodov M, N lezia na koncoch stran AB a BC' zistime, %e v nich tvrdenie
ulohy plati.

Teraz predpokladajme, ze body M, N lezia vnutri doty¢nych stran a oznac¢me uhly
ako na obrazku.

Pouzitim sinusoviych wviet v trojuholnikoch ABC, CAO, CAN, CAM dostaneme
vztahy

sin o sin (3
|AB|—m‘|AC|7 |BC|—m‘|AC|7
|AO| _ sin 7y -|AC|, |C’O| _ sin & -|AC|,

sin(y + 0) sin(y + 0)
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ION| = ——2% sin 0 JAC|,  |AN|= Y a0,
sin(a + ) sin(a + §)

AM|= 27 a¢|,  |OM|= 2P sin 5 [|AC).
sin(y + ) sin(y + f3)

TakZe rovnost zo zadania |[AM|+ |AN| = |CM| + |CN]| je ekvivalentna s

sin -y sin «v sin 3 sin §

sin(y + ) + sin(a+48)  sin(y + B) + sin(a + )’

¢o upravime na . . . .
siny —sinf3  sind —sina

sin(y+8)  sin(a+0)

Pouzitim suc¢tovych vzorcov dostavame

2-cos#sin% 2-cos‘5+Tasin5_Ta
2-sin#cos# 2-sin5+Tacos5+Ta'

KedZe vSetky zucastnené uhly st nejaké uhly v trojuholniku, tak v menovateloch nie
st nuly; mozme kratit a prenasobit rovnost tak, aby sme odstranili zlomky.

B

Obr. 33

Opétovnym pouzitim suc¢tovych vzorcov dostaneme po tuprave

.Y e ) vy .. B a . 0
sin — cos — sin — cos — = cos — sin — cos — sin —. (%)
2 2 2 2 2 2 2 2
Této posledna rovnost je ekvivalentnd s povodnou rovnostou |[AM| + |AN| = |[CM| +
+ |C'N|, lebo sme pouzili v§ade len ekvivalentné tpravy.
Analogicky by sme dosli na to, ze rovnost |AO|+|AB| = |CO|+|CB| je ekvivalentna
takisto s rovnostou (x) (stac¢i v8ade v upravach pisat  namiesto d a § namiesto f3).
No a to je uz uplny zaver, lebo potom skutoc¢ne plati, Ze rovnosti v zadani s
ekvivalentné.
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DRUHA SERIA

2.1 Najprv ukdzeme, 7Ze f je prostad funkcia. Nech f(a) = f(b). Potom
3a= f(a)+ f(f(a)) + f(f(f(a))) = F(O) + f(F (b)) + F(f(F(D))) = 3b,

a teda a = b. Teraz dokdZzeme matematickou indukciou, Ze plati f(n) = n pre kazdé
n=12,.... Pre n. = 1 mame f(1) + f(f(1)) + f(f(f(1))) = 3. Ale vSetky ¢isla na
lavej strane rovnice si prirodzené, a teda nutne f(1) = 1. Predpokladajme, Ze plati
f(k) = k pre vSetky k = 1,2,...,n. Dokazeme, 7e plati f(n + 1) = n + 1. Ked7e f
je prosta funkcia, tak pre vSetky prirodzené ¢isla [ = n + 1 plati f(I) =2 n + 1. Teda
f(n+1) =2 n+1. Analogicky f(f(n+1)) =2 n+1 atiez f(f(f(n+1))) = n+1. S¢itanim
tychto troch nerovnosti dostavame

3n+1) =fln+ 1)+ f(f(n+ 1))+ f(f(f(n+1))) 2 3(n+1).

Preto musi v kazdej z vys8ie uvedenych nerovnosti platit rovnost, a teda aj f(n+1) =
=n + 1. Tym sme dokézali, ze pre vSetky n prirodzené plati f(n) = n.

2.2 (Andrej Osusky) Mame dokazat dve implikdcie. Ozna¢me uhly v trojuholniku
tradi¢ne a, (3, 7.

Obr. 34
Nech o = 60°. Zo sinusovej vety v trojuholnikoch BCM a BCL vyplyva
sin [ BC M| sin 3
BM|=|BC| —% i = .
| |=1BC sin | BMC| |BC] sin(180° — g — 2)’
sin | CBL| sin 2
|CL|:|BC|'W:| |- = .
sin [ | sin(180° — — 9)
Dosadenim v = 180° — a — 3 = 120° — 3 dostavame:
- B . o B - B . ° B
BM| + |CL| = |BC| - sin 5 sin(60° — 5) _ BC|- sin 5 +sin(60° — 5)
sin(60° + 5)  sin(120° - §) sin(60° + £)
_|BC| Sing + ?cosg - %sing _BC
B V3 0o B B - '

1 .
7cos§+§sm§
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Potom vnitri tsecky BC existuje bod K taky, ze |BK| = |BM| a |CK| = |CL|.

Trojuholniky BLM a BLK st zhodné (lebo |BL| = |BL|,|BK| = |BM|, |4 LBM| =
= |[JLBK| = g), a teda trojuholnik M K L je rovnoramenny so zakladihou M K. Z toho
vyplyva [SMKL| = | KML|. Analogicky dokdZeme aj |SLKM| = |[SKLM]|. Ale to
znamena, ze trojuholnik K LM je rovnostranny. Tym sme nasli bod K.

Obr. 35

Naopak, nech vnitri tsecky BC' existuje taky bod K, ze trojuholnik KLM je
rovnostranny.

Nech os uhla K BM pretne kruznicu opisani trojuholniku BKM v bode X (okrem
B). Potom (ako je zname) X je stred kratSieho oblika KM, takze |[XK| = | XM]|.

Kedie stcasne |[LK| = |LM]|, Stvoruholnik KLMX je deltoid, v ktorom X1, 1 KM,
to jest ﬁ il %M .

Analogicky potom OM L KI. Potom 180° = [ BKM| + | MKL| + |YCKL| =
= (90° — 5) +60° + (90° — ) = 150° + B80-L=7 = 150° 4 2, 7 &oho priamo vyplyva
o = 60°.

2.3 (Katarina Quittnerovd) Ozna¢me si hlfadany polyném P(z) = a,z™ + ay_12"" 1 +
+...4+ag. Zrejme konstantné polynémy nevyhovuji, lebo napr. P(1) = P(%) by muselo
aj nesmelo byt celé ¢islo (lebo 3 nie je celé &slo). Je zrejmé, Ze ak vyhovuje zadaniu
polyném P(z), tak vyhovuje aj —P(x). Sta¢i preto uvazovat iba polynémy také, 7e
an > 0 an = 1. Pre takyto polyném existuje prirodzené ¢islo M také, 7ze P(z) je na
intervale (M, o) rasttica funkcia. Teda plati P(M + 1) > P(M). Dalej pre Tubovolné
m € N je podla zadania ¢islo P(m) celé. Ak by pre nejaké prirodzené m > M platilo
P(m + 1) =2 P(m) + 2, tak potom by zo spojitosti a rastucosti polynému vyplyvala
existencia takého redlneho ¢isla z, pre ktoré plati: m < xqg < m+ 1 a zaroven P(zg) =
= P(m) + 1, ¢o je ale spor so zadanim, pretoZe z, nie je celé ¢islo, ale P(m) + 1
je celé Eislo. Preto P(m + 1) = P(m) + 1, a podobne matematickou indukciou Tahko
odvodime, Ze plati P(m + k) = P(m) + k pre kazdé k € N. Teda pre vSetky prirodzené
m > M plati P(m) = m + (P(M) — M). Pretoze je polyném stupnia n jednoznacne
urcéeny hodnotami v n + 1 bodoch a my mame predpis pre nekonecne vela bodov, staci
najst jeden polyném vyhovujtci poslednej rovnosti. Lahko nahliadneme, Ze rieSenim
poslednej rovnosti je polyném P(x) = x + ¢, kde ¢ € Z. Tento polyném, podobne
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ako P(x) = —x + c splha vSetky podmienky zadania. Preto rieSenim tlohy sti vietky
polynémy tvaru P(x) = +x + ¢ pri¢om c je Tubovolné celé ¢islo.

2.4 Oznac¢me body zlomu uvazovanej lomenej Cia- M
ry A, B, C, D a E v poradi v akom sa na nej
nachddzaju, teda |AB| = |BC| = |CD| = |DE| =
= |EA| = d, Dalej ozna¢me S sféru, na ktorej tieto
body lezia a nech S je jej stred. Tvrdenie dokdzeme
sporom. Nech teda d > sin72°. Kruznica opisana
trojuholniku ABC' je rezom sféry S rovinou ABC,
jej priemer p je teda nanajvys 1. Zo sinusovej vety g S
dostaneme pouzitim |AB| = d vztah

4 d > sin 72° Ob
——— = — >sin72°.
AB]  p r. 36
Z toho je uz zrejmé, ze |[LACB]| > 72°. Navyse je trojuholnik ABC' rovnoramenny
(|JAB| = |BC|), preto |9 ABC| = 180° — 2|4 ACB| < 36° a nésledne (zase zo sinusovej

vety)

sin |$ ACB| =

|AC| = p -sin [ ABC| < sin [ ABC| < sin 36°.

Obdobne mozno v trojuholniku AED ukéazat, ze |AD| < sin36°. Potom sa vSak
dostavame k spornému |CD| < sin72°, ¢o sa dd nahliadnut z toho, Ze body C' a D
leziace na sfére S vzdialené od bodu A o menej nez sin 36° lezia vnutri gule G, ako to
ukazuje obrazok. (Gula ohranifena sférou G méa stred X na tsecke SA, pricom plati
|SX| : |SA| = cosT2°, a priemer sin72°. Tahko vypocitame, Ze pre bod M patriaci
prieniku sféry S a sféry G plati |[AM| = sin 36°.)

2.5 Uvazujme prirodzené ¢&islo k také, ze 10¥ > n - n! a polozme

a;i = 10 4 (i 4+ 1) - 10D | bi = 10¥=9 (10% 4 1)°

pre vSetky prirodzené ¢isla 7 < n. Zrejme tvoria rastiicu aritmetick, resp. geometricki
postupnost; ukazeme este, ze spliiaji podmienky zadania. Najprv dokdzeme, 7e pre
vSetky ¢ je splnend podmienka a; > b;. Postupnymi tpravami dostavame

bi = 10¥"=) (10% 4 1)" =

_ 10k(n—i) <10ki + (i) 10k(i—1) + <;> 10k(i—2) 4.+ ( i 1) 10% + 1) _
i—

— 10*" +q- 10F(n—1) + <;> 10k =2) 4.+ < U 1) 10k(n+1-i) + 10F(n—1) (1)

Cleny (okrem prvych dvoch) vo vyraze mozno pritom este upravit
<z> T L < i ) k1) 4 qokn—i) _
2 1 —1

<il- (10k<"—2> +... 4+ 10k<"—i>) <l i-10F=2) < plop - 10R(2) <

< 10 - 1072 = 10k,
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pri¢om v predposlednej tiprave sme pouzili predpoklad n-n! < 10¥. Potom z (1) vyplyva
by < 105" 4 - 101 4 1P =D = 10k 4 (; 4+ 1) - 10*~D = ¢,

Tym sme dokazali vzfah b; < a; (formalne len pre i > 2, avsak by = 10%™ 4 10F(»—1) <
< 10k + 2. 10k(=1 = 4, trividlne plati). UkdZeme eSte a; < b;11. PrepiSeme pritom
vztah (1) pre b;i1.

41
bi—i—l = 10kn + (7, + 1) . 10k(n—1) + <Z‘|2‘ ) ) 10k(n—2)+

+.. .+ <’ JT 1) 10k =0 4 qpk(n—is1)
1

> 10%" + (i 4+ 1) - 10F=D = g,

Vztah b; 11 > a; je teda tiez dokazany, a preto uvedené postupnosti skutocne vyhovuju
podmienkam zadania.
Este uvedieme priklad postupnosti pre n = 5. Zvolme

a1 :33, as :70, as :107, a4 :144, as :181,
by =32, by =48, b3 = 72, by =108, by =162.
3

Prvé postupnost je aritmetickd s diferenciou 37, druhd geometricka s kvocientom 3.

2.6 Oznacme si P taky bod, pre ktory plati | FEA| = | DEP|a |4 EFA| = |{EDP|,
kde dané uhly st orientované (tato formulka znamend, Ze uhly vyzeraju tak ako na
obrazku). Potom vidime, Ze trojuholniky FEA a DEP st podobné. Teda

|FA|  |DP| W
|EF| |DE|’

|EA| |EF|

Litelel R el B 2
|EP|  |ED| 2)

Kedze plati |SABC| + |ACDE| + |[XEFA| = 360° tak potom |[YABC| = |[XPDC]|.

Pouzitim (1) a rovnosti zo zadania dostaneme

|AB| _ |DE|-|FA| |DP)|
|BC| ~ |CD|-|EF| |CD|"

To ale znamenad, ze trojuholniky ABC a PDC st podobné, a teda |4 BCA| = | DCP)|
a tiez

Bl |CA|
D] ~ [P (3)
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Kedze |SFED| = |SAEP| a plati (2), tak trojuholniky FED a AEP st podobné.
Podobne, kedZe | BCD = |4 ACP]| a plati (3), tak trojuholniky BC'D a ACP st tie7
podobné. Teda

|[FD| _ |PA| |BC|  |CA]

|[EF|  |AE|’ IDB| — |PA|"

Ked vynéasobime tieto rovnice, dostaneme pozadované tvrdenie.

Obr. 37

2.7 Oznac¢me C' mnozinu chlapcov a D mnozinu dievéat. Uvazujme funkcie f : C' — D
ag: D — C, pricom pre chlapca z € C je f(x) dievca, do ktorého je zalubeny x
a pre dievéa y € D je g(y) chlapec, do ktorého je y zalibena. Podla zadania nie je
funkcia g surjektivna (¢iZe jej oborom hodndt nie je celd mnoZina C). Mame dokézat,
ze existujt mnoziny K (kileri) a N (nekileri), pricom C = K UN, K NN = () a plati
K = g(D\ f(N)).

Ozna¢me P(C) systém vSetkych podmnozin mnoziny C' a uvazujme zobrazenie h :
: P(C) — P(C) definované nasledovne: h(X) = C \ g(D \ f(X)) pre kazdi mnozinu
X eP(O),tj. X CC. Ak X CY C C, potom f(X) C f(Y), ateda D\ f(Y) C
C D\ f(X), g(D\ f(Y)) Cg(D\ f(X)) aC\g(D\ f(X)) CC\g(D\ f(Y)). Takze
h(X) C h(Y). To znamend, 7e funkcia h je neklesajica (vzhladom na inkluziu).

Oznacme M = {X € P(C) : h(X) C X}. Mnozina M je neprazdna, lebo zrejme
C € M. Zvolme

N= ()] X

XeM

Z definicie mnoziny N vyplyva, Ze h(N) C N. Potom z neklesajicosti h mame
h(h(N)) C h(N), takze h(N) € M. Potom ale nutne h(N) = N. TakZe mnoZina
N splita podmienky zadania.
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TRETIA SERIA

3.1 (Andrej Osusky) Osobitne rozoberieme pripady podla toho, ¢ n je parne alebo
neparne.

1) Pre parne n ndjdeme stratégiu pre Jerryho. V kazdom tahu bude postupovat takto:

Ked Tom polozi kamienok na nejaké policko P, potom Jerry bud doplni pravouholnik
(ak sa dd), ¢im vyhrd; alebo poloZi kamienok do riadku obsahujiceho policko P a do
lubovolného prizdneho stlpca.

Ukazeme, 7e takto hrat skutocne moze, a 7ze vyhra. Ak Tom vzdy polozi kamienok
do prazdneho stlpca, potom aj Jerry polozi kamienok do prazdneho stlpca — pokial
existuje. V kaZdom stipci tak bude najviac jeden kamienok, teda iste nikto nemoze
doplnit pravouholnik. LenZe pocet prazdnych stipcov je vidy pred Tomovym tahom
parny (na zaciatku n), takze Jerry bude mat kam potiahnut, a zase tym upravit pocet
prazdnych stlpcov na parny.

To znamend, 7e Tom raz potiahne ako prvy a po prvy krat do neprazdneho stipca. V
tomto stipci nech je okrem Tomovho tahu A eite aj kamienok B, B # A. V ostatnych
stlpcoch je najviac jeden kamienok (teda Tom tymto fahom iste nevyhra). LenZe podla
7z Jerryho stratégie vyplyva, 7e v riadku s kamienkom B musi byt eSte aspon jeden
kamienok C, C' # B. Jerry teraz potiahne tak, aby doplnil pravouholnik ABCD a
vyhral.

2) Pre neparne n najdeme stratégiu pre Toma.

Na zaciatku Tom poloZi kamienok na stredné policko S Sachovnice (kedZe n je ne-
pdrne, tak také tam je). Dalej hrd takto: Ked Jerry poloZi kamienok na nejaké policko P
(zrejme P # S ), potom Tom bud doplni pravouholnik (ak sa dd); alebo poloZi kamienok
na policko P’ stredovo simerné s P podla stredu Sachovnice.

Zase ukazeme, 7e takto hrat moze, a Ze aj vyhra. Nazvime zlym, také policko, ze ked
hrac¢ nanho polozi kamienok, tak nasledujicim tahom protihrac vyhra.

Dajme tomu, 7Ze Tom nemdze doplnit pravouholnik, potom Jerry (nikdy) nepotiahol
do zlého policka. Lenze po kazdom doterajSom Tomovom tahu je mnoZina zaplnenych
poli¢ok stredovo stimerné podla stredu Ssachovnice, teda iste aj mnozina zlijch policok je
simernd podla stredu Sachovnice. KedZe posledny Jerryho tah bol na nie zI€ (a prazdne)
policko, iste aj policko, kam mé& potiahnut Tom je nie zIl¢ a prazdne.

Teda Tom bude mat stile kam potiahnut tak, aby neprehral. LenZe Sachovnica je
kone¢nd, teda raz pravouholnik vzniknit musi (kedze n = 2). KedZze Tom nemoze
prehrat, musi ho vytvorit on. Tym teda vyhra.

3.2 (Andrej Osuskyj) Trojuholniku BC'D opiSeme kruznicu k. Ukazeme, Ze K € k. Nech
polpriamka M A pretne kruznicu v bode X. Vyuzitim mocnosti bodu M ku kruznici k
dostaneme

IMB|- |MD| = |[MC| - |MX]|.
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Rovnost zo zadania prepiSeme a upravime:

|MA[-[MC| + [MA]-|CD| = [MB|-[MD| = |MC|- [MX|,
|MA[-|CD| = [MC]|- (|MX]| - [MA]),
|MA[-|CD[ = [MC| - [AX]. (1)

Z podobnosti trojuholnikov MCD a M BX (veta uu) vyplyva

\MC|  |[MB|
ICD| — |BX|"’

Dosadenim (1) do tohto vztahu dostaneme

IMA| _ |MB|
|IAX| |BX|’

To znamena, 7ze BA je os uhla M BX. Os uhla deli opisani kruZnicu na dva zhodné
kruznicové obliky. Preto sa priamky BK a C'K pretinaju v polovici oblika DX a
K € k. Potom uz z vety o obvodovych uhloch vyplyva tvrdenie zo zadania.

3.3 Tvrdenie zo zadania plati. Predpokladajme, Ze siciny vSetkych prirodzenych
delitelov ¢isel a a b sii rovnaké. Zrejme sicin delitelov nejakého ¢isla je delitelny prave
tymi prvocislami, akymi je delitelné toto ¢islo. Teda a aj b st delitelné rovnakymi

prvocislami. Nech teda prvociselné rozklady ¢isel a, b st a = pi" ...pp*, b= pfl .. .pg’“,
pricom aq,...,ak, B1,-.., 0k € N. Pocitajme exponent prvocisla p; v sucine delitelov

a. Ten sa zrejme rovna suc¢tu exponentov p; v jednotlivych deliteloch. Zrejme p; ma
exponent A (0 < A < «y) prave v (a2 + 1)... (o + 1) deliteloch. Spolu je teda stcet
exponentov

Zl)\(a2+1)...(ak+1):(a2+1)...(ak+1)-21)\:
A=1 A=1

. al(a1+1)_a1

= (a2+1)...(ak+1)f = ?T(a),

kde 7(a) = (a1 + 1) ...(ax + 1) je pocet delitelov a. Zrejme analogicky p; ma v stcéine
delitelov a exponent %aﬂ'(a), i=1,2,...,k A analogicky mé p; v stcine delitelov b
exponent 33;7(b). A kedze sa sifiny rovnajt, tak aj jednotlivé exponenty sa rovnaji,
takze

_ Bi

=—7

~r(a) 5 7(0). i=1,2,...,k

Po tprave mame
ar Qo ar  7(a)

R R "
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Ak g< 1, tak a; < B; prei=1,...,k, Cize aj

Z toho ale ¢ = 7(b)/7(a) > 1, ¢o je spor. Podobne dojdeme k sporu, ak ¢ > 1. Nutne
teda g =1, ateda a; =f3; prei =1,...,k, ¢ize a = b. Tym je rieSenie hotové.

3.4 Najprv ukdzme, 7e ak z je komplexny koren polynému p(z), tak |z| > 1. Predpo-
kladajme, Ze |z| < 1. KedZe 2™ + az = —p, tak

p=|-pl=1[z"+az| < ["[ +a| - [2| £ 1+]al,

¢o je spor s predpokladom p > |a| + 1.

Nech p(x) = g(x)-h(z) je rozklad polynému p(z) na siucin polynémov s celo¢iselnymi
koeficientami. Potom p = g(0)h(0); pretoze p je prvoéislo, |g(0)] = 1 alebo |h(0)| = 1.
Nech [g(0)] = 1. Ak 21, 29, ... , zx st korene g(z), si korenmi aj p(z) a plati

1=1[9(0)] = 2122 ... 2| = |21| - |22| - - .- - 2| > 1,

¢o je opiit spor. Preto g(x) je konstantne 1 alebo —1, a teda polyném p(x) sa neda pisat
ako suc¢in dvoch celociselnych polynémov.

3.5 Dokaz urobime sporom. Nech existuje taky mmnohosten P, Ze ziadne tri jeho
hrany nemdzu byt stranami nejakého trojuholnika. Ozna¢me si dizky vSetkych hran
ai, as, ..., ap tak, aby a1 < as < ... < a,. Zrejme n = 4. UkdZeme matematickou
indukciou, Ze plati a1 +as + ...+ an_3 < 2a,,.

1° Pre n = 4 zrejme plati a; < ay.

2° Nech tvrdenie plati pre k, t.j. a1 +as + -+ + ap_3 < ap. Potom

a1+ ax+ ...+ ap_z+ag—2 S ap +ag—2 = ap—1 + ap S apq1,

pretoze ax_1 < ar < agy1, a ani tieto 3 hrany nesmu byt stranami nejakého

trojuholnika. Tym sme urobili druhy, indukény krok.
Podobne aj pre a,_o,ay_1,a, vieme, ze aj an,_s + ayp_1 < a,, ¢o po séitani s prave
dokdzanou nerovnostou dava a1 +as + ...+ apn_3 + ap_2 + ap_1 < a, + a, = 2a,.
Uvazujme dve steny (B, C') mnohostena P, ktoré majt hranu di7ky a,,. Dizky zvy$nych
hran tychto stien ozna¢me by, ba,...,b, (stena B) a ci, ca,...,¢, (stena C). Tieto
hrany su rozne, lebo steny B a C' maju uz spolo¢ni hranu (diiky ap) a ak by mali
spolo¢nt este jednu hranu, lezali by v rovnakych rovinadch a boli by teda totozné.
Preto st by,...,bp, c1,...,c, niektoré z kladnych ¢isel aq, as, ..., a,—1 (moOZe nastat
aj pripad, 7e niektoré dlzky st rovnaké, ale nemoze nastat — ako sme vyssie ukazali —
aby boli niektoré hrany identické). Preto mame by +ba+ ...+ b, +c1+ca+...+¢ =
<ai4+as+--+an_1 < 2a,. Na druhej strane z trojuholnikovej nerovnosti pre dizky
hran stien B a C' dostavame: by +bo +...+b, > a, aci +ca+...+c¢ > ay,, €0 ndm po
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séitani pravych a lavych stran ddva spor s predchddzajicou nerovnostou. Tymto sme
dokéazali, Ze musia existovat tri hrany, ktoré mozu byt stranami nejakého trojuholnika.

3.6 Pre pevne dané body A, B a O zavisi obsah trojuholnika ABC' uz len od vysky na
stranu AB, ktoré je najvicsia pre jeden z bodov C € k(O, \/22) splhajicich % 1 fﬁ
(ak O € fﬁ, potom pre oba). Kandidatom na trojuholnik ABC' s najvi¢sim obsahom
je teda taky trojuholnik ABC', v ktorom plati % il 1@ a podobne aj @i 1 % a

@ L EL bod O je teda jeho ortocentrom. Ak by platilo v = |[JACB| > §, bod C
by lezal vnutri trojuholnika ABO a potom by bol pre obraz C’ bodu C' v stredovej
stimernosti podla bodu O obsah trojuholnika ABC’ vicsi ako obsah trojuholnika ABC
(trojuholnik ABC je iba ¢astou trojuholnika ABC"). Nakolko nemoze byt v = 7 (potom
by bol bod C ortocentrom trojuholnika ABC, ale |OC| = /22 # 0), ostava ndm y < Z
a zo symetrie aj a = [JCAB| < § a 8 = |[{ABC| < §. Ostrouhly trojuholnik ABC, v
ktorom vzdialenosti ortocentra O od vrcholov st |OA| = 4, |OB| = 2v/3 a |OC| = V22
v8ak existuje (az na symetrické) iba jeden. Spocitajme teda jeho obsah.

Z kolmosti priamok AB a CO lahko vypocitame |[JACO| = 4|ACD| = § — a.
Podobne tiez ¢|CAO| = § — v, |[BAO| = § — f a [SOBA| = § — . Zo sinusovych
viet v trojuholnikoch BC'O a CAO mame

\BO|  |CO| . A0  |CO|

sin(§ — f) N sin(§ — ) sin(§ — ) N sin(Z —7)

Pouzitim sin(Z — ¢) = cos ¢ a dosadenim dlZok |AO|, |BO| a |[CO| dostaneme

COS o = iCOS a COSB_ ECOS
=V 1% BRETREA

Dosadenim do vztahu
cos®a +cos® B+ cos?y=1—2cosacosBcosy,

ktory mozno pre uhly trojuholnika odvodit z o + 8 + v = 180°, a stuctovych vzorcov
pre kosinus, dostaneme rovnicu

25 11
\/§cossv+§coszy— 3 =0.

Po substitticii # = /3 cosy dostaneme kubickii rovnicu

1 25 11
§$3 + ﬂxz ~ 3 =0, resp. 8z3+ 2522 —-33=0.

Lahko uhddneme koreit # = 1 a rovnicu upravime na tvar

(z — 1) (87 + 33z + 33) = 0,
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z ktorého je zrejmé, ze x = 1 je jediny kladny realny koren (nezabﬁdajme e r =
= v/3cosy > 0, lebo trojuholnik je ostrouhly). Potom dopocitame cosy = \/—, cos =

= %7 COSB =\ 11, sina = \/ 33, Slnﬁ \/ a Sln'}’ = \/7 S Vyuz1t1m |§:AOB|

= a + f a nasledne sin | AOB| = sinvy vyp0c1tarne
1 . 1 2
SaaBo = §|OA| - |OB|sin|AOB| = 54 -2V3. \/g =42

a podobne Sapco = 5V2 a Sacao = 6v/2. Nésledne

Saapc = Saapo + Saco + Sacao = 15V2.

Zatial sme teda ukazali, Ze ostrouhly trojuholnik ABC' s ortocentrom O s vhodnymi
vzdialenostami od vrcholov mé obsah 15v/2 a pre kazdy iny trojuholnik ABC splhajici
podmienky zadania existuje trojuholnik ABC’ s vi&&im obsahom, ktory tieZ splia
tieto podmienky. Ak teda existuje hfadané maximum, je nim prave 15v/2. Existencia
takéhoto maxima je sice z pohladu vysokoskolskej matematiky trividlna zaleZitost, ale
my sa budeme drzat stredoskolskej matematiky a preto dokazeme, Ze kazdy uvazovany
trojuholnik ABC mé obsah S nanajvys 15v/2.

Oznac¢me postupne ¢, ¥ a 6 orientované uhly AOB, BOC a COA,; plati teda ¢ +
+¢+6 =2km, k € {—1,0,1}. Obsah trojuholnika ABC sa teraz vypo¢ita podla vzorca

1 1 1
= §|OA| - |OB|sinp + §|OB| -1OC|siny + §|OC| -|OA|sin@|,

ktory zohladnuje pripady, ked maji ¢, ¥ a 6 rovnaké znamienka a teda trojuholniky
AOB, BOC a COA st disjunktné a pokryvaju trojuholnik ABC, rovnako ako pripady,
ked jeden z tychto uhlov, povedzme #, méa opac¢né znamienko a obsah sa vypocita podla
schémy |S1+ Ss —S3| platnej ¢i uz je bod B vnitri trojuholnika COA (trojuholnik CO A
je pokryty trojuholnikmi AOB, BOC a ABC) alebo vonku (zjednotenie trojuholnikov
COA a ABC je ten isty stvoruholnik ako zjednotenie trojuholnikov AOB a BOC.

Pomocou ¢+ + 60 = 2k a teda sinf = sin(2km — ¢ — 1)) = —sin(p + 1) dostaneme
po dosadeni hodnot |OA|, |OB| a |OC| vztah

= |4v/3sin @ + V66 sin ) — 2v/22sin(p + )|

Ked teraz pouZzijeme stctovy vzorec pre sinus, dostaneme
4V/3sin o — 2/22sin(p + 1) = (4V/3 — 2v/22cos 1)) sin o — 2v/22sin 1) cos .

Po oznaceni a = 4v3 — 2v/22costy a b = —2/22sin¢ skonStruujeme vyraz ¢ =
= Va2 + b2 = 21/34 — 466 cos ) > 0 a nasledne plati (%)2 + (9)2 = 1, preto existuje

C
uhol w taky, Ze cosw = ¢ a sinw = IE’. Potom vsak

b
= ‘\/663in¢+c <E sin p + —cosgo)‘ < W66sin 9| + ¢| coswsin ¢ 4 sinw cos p| =
c c

= [V665sin )| + ¢|sin(w + )| £ [V66sin )| —|—2\/34—4\/66cosw.
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Pre najdeny trojuholnik s obsahom 15v/2 je prvy &len rovny 5v2 = %15\/5, ¢o nas
(spolu s tvarom druhého ¢lena) navddza pokracovat pouzitim AK-nerovnosti pre tri

¢leny, konkrétne [v/66sin | a dvakrat /34 — 4v/66 cos 1):

5 < 3\/(\/6_6sin¢)2+2(34—4\/%cos¢) _ V3. \/134_66CO82¢_8\/@COW _

3

=\/§-\/150—66(cos¢+ )2 <3150 = 15V/2,

4
V66
¢im je nerovnost dokazana.

3.7 (Katarina Quittnerovd, Andrej Osusky) Zrejme tvrdenie plati pre n = 1. Dalej
uvazujme n = 2. Pre k = 1,...,n ozna¢me symbolom > 1 ...z, sumu

E Ti1Tiy -+ - Ty,

1§i1 <ig<...<ip §n

t.j. sicet vSetkych vyrazov tvaru x; @i, ...z, kde 1 < iy < ip < ... < ip S n
(takéto oznalenie sa beZne pouZiva v algebre pri symetrickych polynémoch a nazyva
sa symetrizdacia vyrazu xj ...xy), pricom pre k = 0 polozme > x; ...z, = 1. Takych
VyTazov je zrejme (Z) ax; (1 =1,2,...,n) sa vyskytuje v prave (Z:}) z nich. NaSa
nerovnost je ekvivalentna s nerovnostou

n

n
S tn—-1)"Fm - k)Y m o ) (=)
k=0 k=0

To preto, 7e po roznasobeni dostaneme vyrazy tvaru (n — 1)"~Fax; x; ... T, , kde
1Si1 <...<ig<n,1 <k < n,akazdy z nich tam dostaneme (n — k)-kréat (z tych
zatvoriek, kde nechybajiu z;,,..., ;. ). Pritom na Tavej strane pre n = k dostévame
koeficient nula, takZe s kludnym svedomim méZeme mat sumu az po n. Ekvivalentne
mozeme posledni nerovnost prepisat na tvar

n

tn-1)" -1 Y e 2 (- 1)L

k=1

Staci nam dokazat tato nerovnost, lebo je ekvivalentna s pdévodnou.
Ve, . n v Y] . ;.
Pouzitim AG—nerovnosltl pre (}) €lenov stcétu > z1...7x (zrejme pre pevné i sa
x; nachadza v prave ("_

k—l) ¢lenoch) a vztahu z; ...z, = 1 dostdvame, Ze pre kazdé
k=1,...,n plati

Sarcan 2 () QED e 2 @) Qe 0D = @),
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Po prenésobeni nerovnosti ¢islom (n — 1)"~'=F(k — 1) a s¢itani cez k = 1,...,n
dostaneme

n

Z(n o 1)n—1—k(k DY z1...x 2 Z <Z> (n — 1)"—1—k(k —1).

k=1

Teraz ukazeme, Ze stfet na pravej strane je prave (n — 1) 1:

(n—1) Zn: <Z> (n— 1)1k —1) = Zn: (’;) (n—1)""%k —1) =

- k;n<z - 1) (n—1)"" — kg; <Z> (n—1)"* + <Z> (n—1)" =
S5 31 G [OTEES ol (3 SO

(=) -1 =

Tym je dokaz ukonceny.

STVRTA SERIA

4.1 (Andrej Osusky) Mozeme si poprehadzovat riadky tabulky tak, aby tretie najvicsie
¢isla v jednotlivych riadkoch tabulky boli usporiadané, t.j. nech my; < ms < ... < mqg
(i-ty riadok mé tretie najvicsie ¢islo m; pre ¢ = 1,2,...,10). UkdZeme, Ze pre i =
=1,2,...,10 plati

Pre kazdé k =1,2,...,10 je v k-tom riadku prave 7 ¢isel mensich ako my a navyse plati
my < mg < -+ < mqg. To znamend, %e existuje 7i + (i — 1) = 8 — 1 ¢isel mensich ako
m; (to st tie, ktoré st v k-tom riadku mensie ako my, pre k = 1, 2,... ,i a dalej ¢isla
miy, Mg, ..., m;_1; pricom pre i = 1 ich vobec neuvazujeme), teda nutne m; = 8i, lebo
vSetky tieto ¢isla st navzajom rozne. Z toho istého dovodu pre ¢islam; (i =1,2,...,10)
dostdvame m; = mq + (i — 1). Podla (x) dostavame mg = 72, myy = 80, takze

10 8 8
i=1 1=2 =2
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Sucet c¢isel v prvom riadku zrejme neprevysuje ¢islo

10
(my —7) 4 (my = 6) + ... +my + 99+ 100 = 8my + 171 < 8my + 180 £ Y m,
=1

teda je dokonca ostro mensi ako sucet tretich najvicsich ¢isel z kazdého riadku.

4.2 Mozeme predpokladat, ze |AC| < |BC/, inak bod M lezi mimo use¢ky BH, a teda
priamka PM nemdzZe byt osou uhla BPH. Najprv dokazeme

|AC|  |PH|
|AB| — |PB|

Z rovnosti |[AC| = |AP| vyplyva, Ze sta¢i dokdzat |AP|: |AB| = |PH]| : |PB|, ¢ize

|AP| : |PH| = |AB| : |PB]|. Stad¢i teda dokazat, ze trojuholniky AHP a APB st

podobné. Vzhladom na rovnost uhlov PAH a BAP stali ukazat, ze |AP| : |AH| =

= |AB]| : |AP|, ¢o vSak vyplyva z podobnych pravouhlych trojuholnikov ACH a ABC.
Ak ma uhol BAC velkost 60°, plati

IMH| 1 |AC| |PH|

IMB| _ 2 |AB| _ |PB|’

¢ize [MH|: |MB| = |PH|: |PB|, z ¢oho vyplyva, ze PM je osou uhla BPH. Ak uhol
BAC mé velkost menej ako 60°, dizka |M H| sa zmensi a dlzka |AC| sa zvi&si, teda
nemdze platit |M H|: [MB| = |PH| : |PB| a priamka PM nie je osou uhla BPH. Ak
uhol BAC ma, velkost viac ako 60°, dlzka |M H| sa zvicsi a di7ka |AC| sa zmensi, teda
tak isto nemoze platit |[M H|: |M B| = |PH| : |PB| a ani teraz priamka PM nie je osou
uhla BPH.

4.3 (Katarina Quittnerovd) Predpokladajme, %e funkcia spliiajica dané podmienky
existuje. Ked sa pre zvolené z > 0 pozerame na rovnicu

F(f(2))* = f(z+y) (f(2) +y)

iba ako na funkciu premennej y, mame na lavej strane konStantu, zatial¢o na pravej
strane stc¢in kladnej ostro rasticej funkcie f(z)+ y s kladnou funkciou f(z + y), ktora
musi byt nutne ostro klesajica. Funkcia f(z’) je teda pre ' > x klesajuca a my si
mozeme zvolit lubovolne malé z > 0, preto je tato funkcia klesajtica na celom defini¢nom
obore. Nésledne zmenime pohlad na dantd rovnicu a budeme y pokladat za konStantu
a z za premenni. Potom je f(f(x))? rasttica funkcia, lebo je zloZend z umocnenia
na druhi (rastice na kladnych redlnych ¢islach) a dvoch klesajucich funkcii f. Prava
strana je vSak suc¢inom dvoch kladnych klesajucich funkcii f(z + y) a f(x) + y, takze
je klesajica. Rovnost preto moze byt splnena pre nanajvys jedno x, nie pre vetky ako
sme predpokladali. Tym je tvrdenie dokazané.
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4.4 Kedze 2 je prvoéislo, tak vietky prirodzené delitele ¢isla 21090 maju tvar 2F, kde
k € Ny, k < 2000. Upravenim kombina¢nych ¢isel zo zadania dostavame

14 (T) .\ (Z)* <§> _ (n+1)(n62—n+6).

To znamen4, Ze prave jedno z &sel n+1 a n? —n +6 je delitelné tromi a ostatné delitele
tychto ¢isel st mocniny 2. MéZu teda nastat dva pripady:

1) Nechn+1=3-22n2—n+6=2Y% kde z,y € Ny a x +y =k + 1. Vzhladom na
to, 7e n > 3, musi byt > 1. Potom dostdvame 2¥ = n?> —n +6 = 9-2%(2% — 1) + 8.
Ak by bolo z = 4, potom y = 4 a dostavame, Ze Tava strana je delitelnd 16, ale prava
dava po deleni 16 zvySok 8. Preto musi byt 2 < 3. VysktSanim jednotlivych moZnosti
dostavame riesenie n = 23.

2) Nech n+1 = 2% n?2—n+6 = 3.2%, kde z,y € Ny az+y = k+1. Ked%e n > 3, musi
byt & 2 2. Podobne ako v prvom pripade dostavame 3-2Y = n? —n+6 = 2%(2% —3) +8.
Analogicky vyltcime moZnosti = = 4. Pre 2 € {2,3} dostdvame rieSenian =3 an ="71.

Zadaniu ulohy vyhovuju ¢isla 3,7, 23.

4.5 Nech X, vnatorny bod trojuholnika ABC, je pociatkom komplexnej roviny (t.j.
zodpovedda ¢islu 0). Ozna¢me u, v, w komplexné &isla zodpovedajice bodom A, B, C.
Zrejme plati

wo(u —v) +ovw(v —w) + wu(w —u) = —(u—v) (v —w) (W —u). (1)
Z toho zrejme vyplyva
uv(u = v)| + [vw(v —w)| + [wu(w —w)| 2 [(u = v) (v - w) (w - )], (2)
Tym sme vlastne dokazali nerovnost
| XA|-|XB|-|AB|+ |XB|-|XC|-|BC|+ |XC|-|XA|-|CA| 2 |AB|- |BC|-|CA|

Zostava zistit kedy nastéva rovnost. Zavedme transforméaciu

uY vw wu
2o = 23 = .
2 3 (w—v) (u—v)

zZ1 =

(u—w) (v—w)’ (v—u)(w—u)’
Vztahy (1) a (2) potom mozno prepisat

21| + [22] + [23] 2 1,
21+ 29 -|-213 =1.

Rovnost nastava prave vtedy, ked z1, z9 a z3 st kladné redlne ¢isla. Predpokladajme,
ze skutocne ide o kladné realne cisla. Pretoze

2122

2 2 2
v Z923 w Z321 u
23 w—u/’ 21 u—v) ' 29 v—w) '
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lahko nahliadneme, Ze u/(v—w) a v/(w—wu) st rydzo imaginarne ¢isla. Preto AX L BC
a 37 L 1@, a teda X je nutne ortocentrom trojuholnika.

Zostava overit, ¢i ortocentrum skutocne vyhovuje zadaniu. Predpokladajme, 7Ze X je
ortocentrom trojuholnika ABC'. Potom plati

$AXB| =7~ |3ACB],

7z coho AR AR
2R1 — . | | — . | | — 2R7
sin|[JAXB| sin|qACB]|
kde Ri a R st polomery kruznic opisanych trojuholnikom ABX a ABC. Analogicky
R = Ry = R3, kde Ry a R3 st polomery kruznic opisanych trojuholnikom BC'X a CAX.

Potom vsak

ARP = 4R\ Py +4R2P> + 4R3Ps,

kde P, Py, P, a P; st obsahy prislusnych trojuholnikov. KedZe vSak vo vSeobecnosti
plati vztah 4RP = abc pre a,b,c strany trojuholnika, R polomer kruznice opisanej
trojuholniku a P obsah trojuholnika, z predchadzajicej rovnosti dostavame

|AB|- |BC|-|CA| = |XA|-|XB|-|AB|+ |XB|-|XC|-|BC|+ |XC|-|XA|-|CA|,

¢o je dokazovana rovnost.
Z uvedeného vyplyva, ze rovnost zo zadania nastiva prave vtedy, ked bod X je
ortocentrom trojuholnika ABC.

4.6 Jediny trik, ktory v rieSeni pouzijeme, je rozklad na Stvorec. Pre Tubovolné kladné
realne ¢islo ¢? plati

2
1 1
Ax? + T+ a:? = (ca:i + %$]> + (1 — @> a:?

Pouzitim tejto rovnosti dostavame

n n—1
2
1= E x; + g TiTiy1 =
i=1 i=1

. . 2
B 1+ 1 . n+1 9
_Z,Z_: 2i (x’+z+1x’“> T okm—kr )"k

a1 —if n—i 2
+Z 2(n — i) <n+1—ixi+xi+1> '

Kedze plati

. . 2
1+ 1 7
L >0
% <$1+i+1$z+1> = Y,
. . 2
n+1-—:1 n—1
: ; >0
2(n — 1) <n+1—ix’+x’“> =
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pre kazdé potrebné i, tak

n+1 9
— gy =1
oh(n—k+1) F="
2k(n —k+1
vy 2 krl)
n+1
2k(n—k+1
< [FEED
n+1

Tato maximalnu hodnotu nadobudne |zy| vtedy, ked buda vSetky Stvorce nulové, t.j.

l

xi:_ﬂ-—lxi—’—l prei:k—l,...,l,
n-—1 )
l’i+1:—m$i prez:k,...,n—l,

¢o zrejme vieme pre kazdé xj splnit.

4.7 Oznac¢me si pocet litrov v prvom, druhom a trefom sude postupne a,b,c. Ak
je niektory sud prazdny, tak je naSa tloha vyrieSend. Teda bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladajme, 7e 0 < a < b < ¢. Vyjadrime b v tvare b = qa + o', kde ¢q,a’ € Z
aq>0,0=<a <a. Dalej napisme ¢ v dvojkovej ststave:

g=qo+2q +...+2"qm, qi € {0,1}, m € Ny, qm = 1.

Postupujme nasledovne: do prvého suda prelejme postupne a,2a,4a,...,2™a litrov
nasledujicim spoésobom. Ak ¢; = 1, tak prelievame z druhého suda, ak ¢; = 0, tak
prelievame z treticho suda. V druhom sude ostane b—ga = a’ = 0 litrov vody a z tretieho
suda sme preliali maximalne

(14+24+...+2" Ha<2ma<b<c

litrov vody, takze sme nesli do minusu. Tymto spésobom sme zmensili pocet litrov
v,najprazdnejSom“sude. Opakovanim tohto postupu nakoniec niektory sud vyprazd-
nime.

PIATA SERIA

5.1 Lahko vypoditame as = 2, az = 3, ag = 5 a a5 = 7. Existuje teda aspoi jeden
¢len postupnosti delitelny ¢islom 7. Predpokladajme teraz, Ze postupnost obsahuje len
konec¢ne vela ¢lenov delitelnych 7. Nech ay, je posledny z nich (zrejme k = 5, lebo 7 | as).
Ked oznacime b = agg—1 a ¢ = aqi—3, mame 71 b a 71 c. Z daného rekurentného vztahu
v8ak vieme, ze

Qo = Qok—1 +ar = b (mod 7) a A2k+1 = G2k + o = b (mod 7)
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Postupnymi vypoc¢tami dostavame (vSetky kongruencie stt modulo 7)

A4r—2 =

A4r—1 =

A4k

A4k+1 =
A4f+2 =

A4+3 =

V postupnosti sa teda vyskytuju ¢isla ¢,c+b,c+ 20, . ..
a teda nesmu byt delitelné 7, ¢ize mozu davat nanajvys Sest roznych zvyskov po deleni 7.
PodTIa Dirichletovho principu davaji aspon dve z nich rovnaky zvySok. Nasledne vSak
rozdiel tychto dvoch, ktory je tb, kde [t| € {1,2,3,4,5,6}, musi byt delitelny 7. Ale
kedZe 7 je prvocislo a 7 1 t, dostavame 7 | b, €o je spor s predpokladom 7 1 b zo zaciatku.

Tym je tvrdenie dokazané.

5.2 (Andrej Osusky) Ozna¢me k koeficient podobnosti trojuholnikov ABC a A’B'C".
Dalej nech d,, dy, d. st postupne vzdialenosti priamok BC a B'C’, AC a A'C', AB a
A'B’. Vysky v trojuholniku ABC' ozna¢me Standardne v,, vp, v.. Prieseéniky priamky
A'B’ so stranami AC' a BC' ozna¢me postupne X a Y.

A4k

O4k—3 + G2g—1
O4k—2 + G2 _1

Q4k—1 + A2k

O4k+1 + G2k41

O4k+2 + G2k41

+tazg =

c+ b,
c+ 2b,
c+ 3b,
c+ 4b,
¢+ bb,
¢ + 6b.

, ¢+ 6b, ktoré s za ¢lenom ay,

7. podobnosti trojuholnikov XY C' a ABC a 7 rovnobeZznosti priamok AB a XY

A P
Obr. 38
vyplyva
| XY Ve —de |A’X| . |AB|
|AB| N Ve ’ db N (UX

Po dosadeni predchadzajtcich vztahov do rovnosti |[A'B'| = |XY| — |[A’X| — |B'Y|

dostavame

k

B d
- |AB] Va '

b

Up

|B'Y | _ |AB|
do v,

de

Ve

B
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Staci uz len vyjadrit hladany pomer obsahov trojuholnikov PQR a A'B'C":

Saper _ Sapc +Sapp+Spcoq+Sacr _

Saarpo Sarpo
_, . HAC|-dy  HAB|-d.  K|BC|-d, _
=t Ao T RABl v T RBC v,
1 (d, d d.
:1+E<_+_b+_>'

Uq Up Ve

Po dosadeni z vySsie uvedeného vztahu dostavame

SaPQR 1 1 |AB]
Jeron gy t-ky=1= 0L

Saarpc

A tym je dokaz hotovy.

n!
5.3 Cislo 5000 nemoze byt celé, preto n < 15. Nech ¢ = %, kde k,[ st nesudelitelné
prirodzené &isla a [ > 1. Ozna¢me ¢ = [¢%]. Potom
k2 k2 — cl?
2y —
==
n!
kde citatel a menovatel st opit nestudelitelné, preto 5000 musi mat po vykrateni na
zékladny tvar v menovateli Stvorec. To plati len ak 6 < n < 9. Pre n = 6,7,8,9
!
nadobuda {m} postupne hodnoty 2—95, é—g, 2%, ;—é, a teda g = % Hladajme také k,

aby k2 davalo po deleni 25 zvysok 4,9, 11 alebo 13. Lahko sa d4 overit, ze k& musi po
deleni 25 davat jeden zo zvyskov 2, 3, 6, 9, 22, 23. KedZe méa byt 0 < ¢ < 2000, tak
0 < k < 10000. Pocet takych k, ktoré splhaji obe podmienky, je 6 - %500 = 2400, co je
aj hladany pocet dvojic (n,q).

5.4 Nech r je koren rovnice f(z) = 0. Potom b = f(0) = f(f(r)) =0, a teda f(z) =
=z(z+a) ar € {0,—a}. Taktiez f(f(z)) = f(z)(f(z) + a) = z(z + a) (z? + az + a).
Hladdme teda také a, aby rovnica z2 + az 4+ a = 0 nemala Ziadne korene okrem 0, —a.
Ak Tubovolny z nich je jej korefiom, potom nutne a = 0 a vtedy rovnica f(f(z)) =0
nemé ziadne iné korene. V opa¢nom pripade musi mat zdporny diskriminant, ¢ize a? —
— 4a < 0. To nastava prave vtedy, ked 0 < a < 4. Celkove dostavame, Ze rovnice zo
zadania maji rovnakd (neprazdnu) mnozinu korefiov pre b = 0 a Tubovolné a € (0,4),
pricom sa lahko overi, Ze pre a = 0 je to mnozina {0} a pre a € (0,4) je to {0, —a}.

5.5 Najprv dokdzme nasledujicu Lemu.

Lema. Ak mame 20 za sebou idicich c¢isel medzi ktorymi nie je prechod cez stovku
(nemeni sa cifra na mieste stoviek) a prvé z nich konci nulou, tak sa medzi nimi nachadza
¢islo, ktoré ma ciferny stucet delitelny 11.
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Dokaz. Nech m je prvé z nich a nech c¢ je jeho ciferny sucet. Potom d¢isla m, m +
+1,...,m+9,m+ 19 maju postupne ciferné siucty c,c+1,...,c+9,c+ 10, ¢o je 11
po sebe iducich ¢isel. Takze jedno z nich musi byt delitelné 11.

a) Vratme sa k dokazu nasho prikladu. Ak medzi nagimi 39 ¢&slami nie je prechod
cez stovku, tak sa medzi nimi zrejme nachadza 20 po sebe idicich ¢isel, z ktorych prvé
kon¢i nulou. Potom u7 len staci pouzit Lemu (také 20-tice su zrejme dve).

Teraz nech je medzi nasimi 39 ¢islami prechod cez stovku (zrejme moze byt najviac
jeden) a nech n je to z nich, ktoré kon¢i dvoma nulami. Potom sa medzi nasimi 39
¢islami nachadza bud ¢islo n — 20 alebo n + 19 (inak ich bude najviac 38). V prvom
pripade pouzijeme Lemu pre 20-ticu zacinajicu ¢islom n — 20 a v druhom pre 20-ticu
zacinajucu ¢islom n.

b) Majme mnozinu M, v ktorej je 38 po sebe idicich prirodzenych ¢isel. Ak nemé
mat Ziadne z nich ciferny sucet delitelny 11, tak z vySSie uvedenych tvah vyplyva, Ze
medzi nimi musi byt prechod cez stovku. Naviac ak n je to z nich, ktoré konc¢i dvoma,
nulami, tak nutne M = {n —19,... ,n,n+1,... ,n+ 18}.

Dokazte si sami, Ze ciferny sucet n — 19 musi davat po deleni 11 zvySok 1, a teda
ciferny stucet n — 1 musi davat zvySok po deleni 11 zvySok 10 (pozor na jeden prechod
cez desiatku). Dalej si dokaite, 7e ciferny stacet n musi davat zvySok 1 po deleni
11. Predpokladajme, 7e pri stovkovom prechode sa nam zmeni a deviatok (na mieste
jednotiek, desiatok, stoviek,...) na nuly. Potom

c(n—1)=c¢(n)+9a —1,

kde ¢(x) oznacuje ciferny siucet prirodzeného ¢éisla 2. Lava strana rovnice déva po deleni
11 zvysok 10 a prava zvySok 9a. Najmensie a vyhovujice tejto podmienke je a = 6.
Teda n — 1 ma na poslednych Siestich miestach deviatky. KedZe hladdme najmensie
¢isla, tak zrejme pred tymito deviatkami nebudu stat Ziadne iné cislice. Dostali sme
rieSenie

999981, 999982, ..., 999999, 1000000, ..., 1000018,

o ktorom sa skiskou presvedcime, ze naozaj vyhovuje danej tlohe. Z postupu vyplyva,
ze najdené cisla st najmensie.

5.6 (Andrej Osusky) Ak K = A, tak [JMKN| = |[{MAN| = |{MAB|+ |{BAN| =
= 2|9 BAC|+ ;|4 BAD| = 1 - 180° = 90°, takZe tvrdenie plati (pouZili sme poznatok,
7e os vnutorného uhla v trojuholniku pretina oblik nad protilahlou stranou v polovici,
teda v nasom pripade AM je os uhla CAB, atd). Dalej predpokladajme, ze K # A a 7Ze
bod A lezi vnitri tsecky C'D (vid obrazok 39). Druhému pripadu sa budeme venovat
neskor.

Oznatme a = |[JBAM| = |[IMAC| (vdaka vysSie uvedenej vlastnosti osi uhla).
Potom |{BAN| = |[INAD| = 90° — . Z vety o obvodovych a stredovych uhloch

méme | MBC| = |SMCB| = a a |SNBD| = | NDB| = 90° — a.
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N’ B’

7

B

Obr. 39

Uvazujme stredovi simernost Sk so stredom K. Nech N’ = Sg(N) a B’ = Sk (B).
Ukéazeme, ze [MN'| = |MN|.

Oznacme ¢ = |SCBD|. Kedze B'C = Sk (BD), tak B'C' || BD, a teda | BCB’| =
= 180° — ¢. Dalej |IN'CB’'| = 90° — «, pretoze AB'CN’' = Sg(ABDN). Teraz u
vidime, ze [SMBN| = |[<MCN'| = ¢ + 90° alebo 360° — (¢ + 90°) = 270° — ¢ (podla
toho, ¢i ¢ < 90° alebo ¢ > 90°).

Trojuholniky M N B a M N'C st potom zhodné (podla vety sus, lebo |M B| = |MC|,
|IBN| = |DN| = |CN'|, |XMBN| = |4MCN'|). To znamend, ze |[MN| = |MN’'|. (Ak
by ¢ = 90°, tak plati [MN| = |[MB|+ |BN| = |MC|+ |CN'| = |[MN’|, takZe opit to
isté.)

To ale znamen4, 7e trojuholnik NN'M je rovnoramenny so zdkladiou NN’. Potom
je jeho taznica M K zaroven aj vyskou, a teda | MK N| = 90°, ¢o sme chceli dokazat.

Obr. 40

Tvrdenie v8ak neplati pre situdciu, ked A nelezi na tsecke C'D, ale mimo nej. Potom
sa da dokazat, Ze nutna a postacujica podmienka na platnost tvrdenia v zadani je
potrebnd Specidlna pozicia danych kruznic — taka, ze | ADB| — |[<ACB| = 90°.
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Vo vSeobecnosti sa ale da vypozorovat analogické tvrdenie, a to ak namiesto bodu
N budeme brat bod Nj, stred oblika BD, ktory obsahuje A (pozri obrazok 40).

5.7 Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze body Aq, Ao, ..., A, st na
kruznici umiestnené v tomto poradi v kladnom smere. Polozme A, 1 = A1, Apys =
= As,... . Oznac¢me A;A; oblik kruznice zacinajici v bode A; a konciaci v bode A; (v

kladnom smere). Stredovy uhol prislichajici tomuto obliku ozna¢me 4 A;A;. Budeme
hovorit, Ze oblik A;A; je tupy, ak |[LA;A;| = 180°. Zrejme pre lubovolni dvojicu A;, A;
plati |[¥A;A;|+ |3 AjA;] = 360°. Teda aspoii jeden z oblukov A;A;, A;A; je tupy. Nech
xs je pocet tupych oblikov A;A;, vnutri ktorych lezi s — 1 z naSich bodov. Kedze
|[SA;Aivs| + X Airs 4| = 360°, dostavame

Ts+ Tpes =N (%)

pre kazdé s = 1,2,... ,n—1. Pritom rovnost nastava len ak neexistuji body A;A; s, pre
ktoré by bolo | A;A;ys| = 180°. Spocitame pocet neostrouhlych trojuholnikov A; A; Ay
Taky trojuholnik ma prave jeden uhol prislichajici tupému obliku. Pre kazdy tupy
oblik, ktory mé& s—1 bodov vnutri, mdme n—s—1 neostrouhlych trojuholnikov A; A; Ay,
pre ktoré uhol pri vrchole Ay prislicha 4 A;A;, teda také, ze bod Ay, lezi vnutri obliku
AjA;. 7 toho dostdvame, Ze neostrouhlych trojuholnikov je

N=x1(n—2)+x3(n—3)+--+xp_3-2+xp_2-1+x,_1-0.

Preusporiadanim ¢lenov a vyuzitim (x) dostdvame

2
n—3> :n(n—3)(n—1)
2 8

n
NZ20 - (wp_1+x1)+1-(Tp_o+x0) +-+-+ >

(fﬂ(n+1)/2 + I(n—1)/2)

zn-@+2+“.+
ak je n neparne, a

Nz0 (zn-1+@1)+1: (Tn2+a2) +-- +
n—4 n—2

+ 5 (T(n42)/2 T T(n—2)/2) + 5 Tn/2 2
n—4 n—2 n n(n—2)>2
>n-(14+24... ) p_nn o)
Zn ( T2+t 5 5 5 3
ak je m parne. Rovnosti nastdvaju napriklad pre |JA;As] = |[JAx43] = ... =

= |FAn_14,] = |[<A,A1] = 360°/n ak je n neparne, a pre |[J A1 As| = [JA2A3| = ... =
= |XA,_1A,] = 360°/n+¢c a |[XA,A1| = 360°/n — (n — 1)e, kde 0 < £ < 360°/n?, ak
n je parne. Hladany pocet ostrouhlych trojuholnikov je potom

(n) N { = (n—1)n(n+1), akn je neparne,

3 > (n —2)n(n+2), akn je parne.



Iné koreSpondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre Studentov zakladnych aj strednych kol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sitaze. Patria medzi ne predovSetkym
korespondencéné seminare. Tieto sutaze sa v detailoch istotne liSia, avSak zakladné
¢rty maju spoloéné: pocas Skolského roka prebiehaji dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvicSa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
Riesenia sutaziaci vypracovavaju rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych dnoch a7 tyzdhoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a mene;j
skiiseni riesitelia zviic8a nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi rieSitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, i¢ast na ktorom byva c¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale moZné nespomenut, Ze takyto
pravidelny tréning sa odraza aj na vysledkoch dosahovanych v MO, a zZe drviva vicsina
reprezentantov Slovenska a Ceskej republiky na MMO, prip. MIO sa aktivne zapajala
do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené korespondencné seminare (KS) st urcené predovsetkym Studentom
strednych 8§kol, svojim zdberom pokryvaji tzemie celého Slovenska a c¢asto maju aj
rieSitelov z Ceskej Republiky. Je viak mozné, Ze vo svojom okoli nijdete aj mensie
stutaze podobného druhu.

Bratislava — Bratislavsky korespondenény matematicky seminar — BKMS
Tento KS je organizovany Studentmi FMFI UK v Bratislave zvicsa (80%) bra-
tislavského povodu. Série byvaju tematicky zamerané a obsahuji niekedy aj velmi
naro¢né tlohy. Okrem seminara UK MO sa prave tento najviac venuje priprave na MO
v kategorii A. Stustredenia s pestrou celoslovenskou uc¢astou a takmer vzdy aj so vzorkou
,zahrani¢ného* ti¢astnika z CR mavaji asi najbohatsi matematicky program.

BKMS

RNDr. Jaroslav Guri¢an, CSc.
KATC FMFI UK

Mlynskéa dolina

842 48 Bratislava

e-mail: bkms@pobox.sk
URL: http://www.bkms.sk

Stredné Slovensko — Stredoslovensky koreSpondenény matematicky semi-
nar — SKMS

Tento KS je momentalne organizovany skupinou studentov FMFI UK v Bratislave,
pochadzajicich zo stredného, prip. vychodného Slovenska. Je pokracovatelom tradi-
cie stredoslovenskych KS organizovanych v minulosti zo Ziliny a Banskej Bystrice.
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Do stucasnej podoby sa SKMS prepracoval pred niekolkymi rokmi, ked sa organiza-
cie ujala skupina byvalych riesitelov, v tom case Studujucich v Bratislave. Pre tato
stutaZ je charakteristicky nizky vekovy priemer riesitelov, sutazné lohy maja blizko ku
kategorii B alebo C MO.

SKMS

KZDM FMFI UK
Mlynskéa dolina
842 48 Bratislava

e-mail: skms@host.sk
URL: http://skms.miesto.sk

Vychodné Slovensko — KoreSpondenény seminar z matematiky STROM

Korespondenc¢ny seminiar STROM je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
nadSencov, vic¢sinou byvalych rieSitelov seminéra. Je pokracovatelom najstarsieho ko-
respondenéného seminara v byvalom Ceskoslovensku. Jednotlivé série byvaja tematicky
zamerané, témy vsak Casto byvaju netradi¢né a niekedy sa obsahovo lisia od tloh v MO.
Ststredenia s najmé ,, vychodoslovenskou“ ti¢astou maju takmer neprekonatelne druzni
atmosféru.

STROM

PF UPJS
Jesenna b
040 01 Kosice

e-mail: strom@Qupjs.sk
URL: http://www.strom.sk

Koresponden¢ény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajucich KS, je KSP sitazou v programovani. Vsetky jeho
siutazné tlohy s, podobne ako na MIO, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov FMFI UK v Bratislave, ktori maji zaroven na starosti vSetky
ostatné siutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Ststredenia byvaji mierne
netradi¢ne na jar a na jesen.

KSP

KVI FMFI UK
Mlynska Dolina
842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk
URL: http://www.ksp.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tuloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara.
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