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O priebehu 51. ro¢nika matematickej olympiady

Matematicka olympidda (MO) je najstarSia a najmasovejsia sutaz ziakov zakladnych
a strednych §kol v SR. Vyhlasuje ju Ministerstvo $kolstva Slovenskej republiky (MS SR)
v spolupraci s Jednotou slovenskych matematikov a fyzikov (JSMF). V skolskom
roku 2001/2002 sa uskutocnil uz 51. roénik MO, pretoze matematicka olympidda na
Slovensku je pokracovatelom rovnakej sutaze z byvalého Ceskoslovenska. Tak ako po iné
roky, aj tento ro¢nik MO riadila Slovenské komisia matematickej olympiady (SK MO).
Jednotlivé kold odborne a organizacne zabezpecovali okresné a krajské komisie MO
(OK MO, KK MO).

Cielom sutaze je vyhladévanie ziakov talentovanych v matematike, prebudzanie
a podpora ich zaujmu o nu, rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich usmernovanie
a vedenie k samostatnej tvorivej ¢innosti. Pestovanie matematiky je vSak tazka drina,
takze vzhladom na stéle sa rozsirujucu ponuku inych atraktivnych sttazi a moznosti
sebarealizacie bude asi ¢oraz taz$ie v budtcnosti udrzat masovost MO. Vyvrcholenim
sutaze je priprava na reprezentaciu Slovenskej republiky a tcéast na medzinirodnych
sutaziach, najmi na Medzindrodnej matematickej olympiade (IMO) a Medzinarodne;j
informatickej olympiade (IOI).

Aj v tomto ro¢niku boli tilohy vo vsetkych kolach MO v Ceskej republike a na Sloven-
sku rovnaké. MO prebehla vo vsetkych krajoch a okresoch SR. Personalne obsadenie
SK MO bolo v 51. ro¢niku stutaze nasledovné.

Predsednictvo SK MO tvorili:

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FPEDaS ZU Zilina, predseda SK MO,
RNDr. Oliver Ralik, CSc., FPV UKF Nitra, podpredseda SK MO,
doc. RNDr. Gabriela Andrejkovd, CSc., PF UPJS Kosice,

RNDr. Andrej Blaho, FMFI UK Bratislava,

RNDr. Monika Dillingerova, FMFI UK Bratislava,

Michal Forisek, FMFI UK Bratislava,

Juraj Foldes, FMFI UK Bratislava,

doc. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,

Viadimir Koutny, FMFI UK Bratislava,

Ivan Lukdc¢, IUVENTA Bratislava,

prof. RNDr. Jozef Moravcik, CSc., FPV ZU Zilina,

doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., Slovenska statna inspekcia.

Clenmi Predsednictva SK MO boli z titulu svojej funkcie aj predsedovia KK MO:
RNDr. Zuzana Frkovd, Gymnéazium Grosslingova Bratislava,
RNDr. Maria Luckd, CSc., PF TU Trnava,
prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra,
RNDr. Sona Pavlikova, CSc., TU Trencin,
doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., FPEDaS ZU Zilina,
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RNDr. Eva Oravcovd, Gymnazium Jozefa Gregora Tajovského Banska Bystrica,
RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kosice,
Mgr. Milan Demko, PedF PU Presov.

V priebehu 51. roénika MO sa uskutocnili tri zasadnutia SK MO. Zamerali sa na
obsahové a organizacné zabezpecenie MO, finanéné pokrytie sutaze, dalSie aktivity
(koresponden¢éné semindre, ststredenia a pod.), ako aj na pokraCovanie partnerskej
spoluprace s ¢eskou Ustfedni komisi MO pri priprave sttaznych tloh a terminovom
zabezpeceni prebiehajuceho i dalSieho roc¢nika MO. Hostitelom méjového zasadnu-
tia tlohovych komisii bola v tomto ro¢niku Zilina, novembrové zasadnutie prebehlo
v Kostelci nad Cernymi lesy. Ulohy MO st prevazne pdévodné; za zadanim kazdej
sttaznej tlohy v dalSom texte v zatvorke uvddzame meno autora (resp. navrhovatela)
ulohy.

Organizacia sutaze zostala v 51. roéniku MO zachovana. Pre ziakov zakladnych
kol bola rozdelena do Siestich kategérii Z4 —Z9 urcenych ziakom 4. az 9. ro¢nika ZS
a odpovedajucich roc¢nikov osemroc¢nych gymnézii. Pre ziakov strednych skél a im
zodpovedajucich roénikov viacroénych gymnéazii bola sttaz organizovand v Styroch
kategoriach C, B, A a P. Kategoria C bola urcena pre studentov prvych rocénikov,
kategéria B pre studentov druhych roc¢nikov a kategéria A pre studentov tretich
a Stvrtych rocnikov strednych skol. Kategéria P, zamerané na ulohy z programovania
a matematickej informatiky, bola urcend ziakom vsetkych roc¢nikov strednych skoél. Tal-
entovani ziaci mohli po sihlase svojho ucitela matematiky sttazit aj vo vyssej vekovej
kategérii. Tykalo sa to aj ziakov ZS, ktori tiez mohli sufazit v niektorej z kategdrii A,
B, CaP.

Sutaz v kazdej z kategérii pozostava z niekolkych postupovych kél, pricom
v kategorii Z4 je najvyssim kolom skolské kolo, v kategoéridch Z5-78 je to okresné
kolo, v kategériach Z9, C a B sa sttaz konéi krajskym kolom a v kategéridach A i P
olympidda vyvrcholila celostatnym kolom.

Celostatne kolo 51. rocnika MO sa uskutocnilo v kategérii A v dnoch 7.-
10. aprila 2002 a v kategorii P v diloch 10.—13. aprila 2002 v Trnave.

Celostatneho kola (CK MO) sa zucastnilo 37 najlepsich riesitelov krajskych kol
v kategérii A a 26 najlepsich rieSitelov krajskych kol v kategdrii P, priGom sa pos-
tupovalo podla poradia zostaveného po koordinécii bodovych hodnoteni z jednotlivych
krajov. V tomto kole je stutaz rozdelend do dvoch dni. V kategérii A rieSia sutaziaci
kazdy den tri tlohy v ¢asovom limite 4 hodiny, v kategorii P v rovnakom limite prvy
den tri teoretické tilohy a druhy den dve praktické tilohy na pocitaci.

K tuspesnému priebehu CK MO nemalou mierou prispeli RNDr. M. Lucka, CSc.
a I. Lukac; aj touto cestou im dakujem. Podakovanie SK MO patri aj hlavnému spon-
zorovi MO v tomto ro¢niku, ktorym bol EuroTel Bratislava, a. s. Podiel na sponzorovani
CK MO mali aj CK KARTAGO TOURS, s.r.o., Bratislava, Pedagogicka fakulta TU,
Trnava, SLOVDEKRA, s.r. 0., Bratislava, TATRACHEMA, vyrobné druzstvo Trnava,
Rektor Trnavskej univerzity a Primator mesta Trnava.

Deviit najuspesnejsich riesitelov tretieho kola MO kategérie A prijalo pozvanie na
vyberové sustredenie v dnoch 21.-27.4. 2002 na FMFI UK v Bratislave. Na zaklade
vysledkov tohto ststredenia, vysledkov predchadzajicich k6l MO a s prihliadnutim
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na uspesnost v koreSpondencnom seminari SK MO bolo na konci ststredenia vybrané
Sest¢lenné druzstvo na reprezentaciu SR na IMO v Glasgowe v diioch 19.—30. jula 2002.
Tento vyber absolvoval este jedno (pripravné) ststredenie v dinioch 9.—15.6. 2002
v Ziline a zaroven nas reprezentoval na medzinidrodnom trojstretnuti s Ceskou re-
publikou a Polskom, ktoré sa konalo vo Zwardoni v dioch 16.—19.6. 2002. Aj ked
trojstretnutiu a vysledkom medzinarodnych sutazi IMO, IOI a CEOI st v tejto rodenke
venované samostatné kapitoly, uz tu poznamenajme niekolko faktov. Vsetci 14 ¢lenovia
vSetkych troch nasich reprezenta¢nych druzstiev ziskali medailu (2 zlaté, 7 striebornych,
5 bronzovych). Katarina Quittnerova ziskala na IMO v Glasgowe strieborni medailu
a ma tak 4 medaile z IMO. Kréasnu zbierku medaili méa aj Radovan Bauer (strieborna
z IMO a dve bronzové z I0I a CEOI). Mimoriadny vykon podal v tomto roku Peter
Bella (bronz z IMO a dve zlaté z I0I a CEOI).

Vyberové ststredenie pre najlepsSich rieSitelov v kategdrii P sa uskutocnilo na
FMFI UK v Bratislave. V ramci naro¢ného sustredenia, ktoré priblizovalo podmienky
medzinarodnej sttaze, ucastnici kazdy den dopoludnia tvorili programy, ktoré vecer
v ten isty den aj spolo¢ne vyhodnocovali. Na zaklade dosiahnutych vysledkov schvalila
SK MO zlozenie stvorclenného druzstva, ktoré v diioch 18.—-25.8. 2002 reprezentovalo
SR na IOI v Yong-In nedaleko Soulu. Toto druzstvo pred IOI absolvovalo este jedno
sttazné sustredenie, na ktorom sa zacastnili aj olympionici z Ceskej republiky a Polska.
Rovnako bolo na zaklade vysledkov vyberového sustredenia schvalené stvorclenné
reprezentacné druzstvo, ktoré sa v dnioch 30.6.—6. 7. 2002 zcastnilo na Stredoeuropske;j
informatickej olympidde (CEOI) v Kosiciach. Obom sufaziam si venované samostatné
kapitoly. Pobyt na IMO aj IOI bol financovany usporiadajicou krajinou.

Sucastou celoro¢nej pripravy na MO su aj rozne koreSpondencné seminare (KS)
a sustredenia na okresnej a krajskej irovni. Aj v tomto ro¢niku prebiehalo niekolko KS
s celoslovenskou posobnostou:

Bratislavsky korespondencény matematicky seminar (BKMS),
Stredoslovensky korespodencny matematicky semindr (SKMS),
Sutaz talentovanych riesitelov oblubujucich matematiku (STROM),
Korespodenény semindr z programovania (KSP).

Stru¢ni informaciu o tychto aktivitdach spolu s kontaktnymi adresami mozno najst
v samostatnej kapitole.

Za mimoriadny uspech mozno povazovat, ze SK MO sa podarilo v rekordne kratkom
¢ase dosiahnut, aby MS SR schvélilo usporiadanie CEOI v Kosiciach, a to aj navzdory
stanovisku Koordina¢nej rady sutazi, ktoré bolo skor odmietavé. Povazujem za potrebné
vyjadrit podakovanie vSetkym organizatorom CEOL.

Vsetkym citatelom Rocenky prajem, aby im priniesla Uzitok. StarSich citatelov
prosim o ¢o najaktivnej$iu spolupracu v budicnosti a tym mlad$im prajem vela kras-
nych chvil pri ispesnom rieseni prikladov dalsich roénikov MO.

Vojtech Balint
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Vysledky celostatneho kola, kategoria A

Vitazi

Katarina QUITTNEROVA 4 G Bilikova Bratislava

Andrej OSUSKY
Peter BELLA
Michal BURGER
Radovan BAUER
Péter KOLTAI
Marek TESAR

Jan MAZAK

. Eva SKOPALOVA
. Zoltdan DOMONKOS

Tomas VANA

. Jakub DAUBNER

Peter KOMORNIK
Jozef TVAROZEK
Jakub ZAVODNY

Michal ADAMEC
Stanislav KOVALCIN
Katarina KVASNAKOVA
Martin MOLNAR
Peter RAKYTA
Branislav BOSANSKY
Jan KLACSO

Michal MALY

Jan SMOLEN

Matej BLAZEK
Juliana LIPKOVA
Michal MIKUS
Margaréta HIEKEOVA
Zuzana KVASNAKOVA

4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
2 G Grosslingova, Bratislava
4 G Postova, Kosice

3 G H. Selyeho Komarno

4 G B.S.Timravy Lucenec

Dalsi Gspesni riesitelia

4 G Postova, Kosice

4 G Popradské nabr., Poprad
G A. Vambéryho Dun. Streda

2 G M.R.Stefanika, Ziar n/H.

4 G Velka Okruzna, Zilina

4 G Grosslingova, Bratislava

4 G Jura Hronca Bratislava

2 G Grosslingova, Bratislava

Ostatni riesitelia

3 G Jura Hronca Bratislava
4 G Alejova, Kosice

2 G Konstantinova, Presov

2 G Mierova, Levice

2 G H. Selyeho Komarno

4 G J.G.Tajovského B. Bystrica
4 G Mladeznicka, Sahy

4 G M.R.Stefanika, Ziar n/H.
4 G Grosslingova, Bratislava
3 G Grosslingovéa, Bratislava
3 G Jura Hronca Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Postova, Kosice

4 G Konstantinova, Presov
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31.
32.
33.
35.

37.
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Michal ZILKA 4 G J.G.Tajovského B. Bystrica 1
Michal RJASKO 3 G Dr. Daxnera, Vranov n/T. 7
Martin SKORUPA 2 G M.M.Hodzu Lipt. Mikuld§ 5
Michael ERDELYT 4 G Kremnicka, Bratislava 0
Michal PECUCH G L. Stara Trenéin 6
Peter DZURJANIN 4 G Grosslingova, Bratislava 0
Stefan SURINA 4 G Jura Hronca Bratislava 2
Maria SOLTESOVA 2 G Grosslingova, Bratislava 1
Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenané v tabulke.
Pocet | Spolu Cislo tlohy
bodov 1. 2. 3. 4. 5. 6.
7 bodov| 31 14 2 3 5 2 5
6 bodov | 22 13 1 1 7 0 0
5 bodov| 11 3 2 0 5 1 0
4 body 16 1 2 0 10 2 1
3 body 12 1 5) 2 3 0 1
2 body 33 1 5 16 3 1 7
1 bod 44 2 11 7 0 6 18
0 bodov| 53 2 9 8 4 25 5
Priemer | 2,77 |5,46|2,00|1,95|4,24|0,95|2,00
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13.

14.
15.
16.

18.

20.
21.
22.

24.
25.
26.

Vysledky celostatneho kola, kategoria P

Peter BELLA
Radovan BAUER
Jozef TVAROZEK
Tomas DZETKULIC
Toméas VRABEL
Pavol MRAVEC
Vladimir REPISKY

Pavol JUHOS
Jan KATRENIC
Michal MALY
Marek TESAR
Kamil PAULINY
Martin SVETLIK

Milan SATKA
Lucia TIEREROVA
Miroslav BALAZ
Jan MAZAK

Lukas HRIBIK
Jakub TEKEL
Peter DZURJANIN
Roman RODAK
Pavol MULLER
Michal RJASKO
Marian REVAY
Jozef JIRASEK
Martin CHOMA

Vitazi
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Postova, Kosice
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G P. Horova Michalovce
4 G Mala Hora Martin
4 G K. Stara Modra
4 G Ziar nad Hronom

Dalsi tspesni riesitelia
4 G Grosslingova, Bratislava
4 G Skolské Spis. Nova Ves
4 G Ziar nad Hronom
4 G Halicska, Lucenec

4 G Postova, Kosice
4 G Grosslingova, Bratislava

Ostatni riesitelia

3 G Liptovsky Hradok

4 G Jura Hronca Bratislava
2 G Jura Hronca Bratislava
4 G Postova, Kosice

2 G A. Merici Trnava

2 G Jura Hronca Bratislava
4 G Grosslingova, Bratislava
3 G A. Merici Trnava

4 G Grosslingova, Bratislava

3 G Daxnera Vranov n/Toplou

4 G Cadca
3 G Zbrojni¢na, Kosice
3 G Stard Luboviia
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Vysledky krajskych kol

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C, P a Z9 st uvedeni vsetci, resp. aspon
prvych 10 uspesnych riesitelov. V kategériach B, C, Z9, ak nie je uvedené inak, s vSetci
ziaci Studentmi 2., resp. 1., resp. 9. ro¢nika. Gymnazia so zameranim na matematiku,
studijny odbor 01 su tieto:

Gymnéazium Grosslingovéa, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnézium Velka Okruzna, Zilina,
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnézium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Peter BELLA 4 Gymnazium Jura Hronca

2. Katarina QUITTNEROVA 4 Gymnézium Bilikova
3. Michal BURGER 2 Gymnéazium Grosslingova
Michal MIKUS 4 Gymnéazium Jura Hronca
5. Andrej OSUSKY 4 Gymnazium Jura Hronca
6. Jan SMOLEN 4 Gymnazium Grosslingova,
7. Michael ERDELYI 4 Gymnazium Kremnicka
Jakub ZAVODNY 2 Gymnézium Grosslingova
9. Peter KOMORNIK 4 Gymnazium Grosslingova
10. Peter DZURJANIN 4 Gymnazium Grosslingova
Stefan SURINA 4 Gymnéazium Jura Hronca
KATEGORIA B
1. Michal BURGER Gymnazium Grosslingova
Jakub ZAVODNY Gymnazium Grosslingova
3. Jakub KOVAC Gymnazium Jura Hronca
Peter TAR Gymnéazium Grosslingova
5. Veronika BREZOVA Gymnéazium Grosslingova
Martin TOTH Gymnazium Grosslingova
7. Michal CERMAK Gymnazium Jura Hronca



&

Frantisek KOCUN

Andrej BORSUK
Frantisek SIMANCIK

Stanislava SOJAKOVA

Lucia STOHLOVA
Milan BRATKO
Martina BREZOVA
Viktor KUBINEC
Jakub TRIZULJAK
Peter KEPPERT

Ria RUPPELDTOVA
Ivana SVIHRANOVA
Matej VITASEK

Andrej BORSUK
Rébert LUKAS
Daniel MESAROS
Michal KOZUCH
Ladislav MARSIK
Soria OTHMANOVA
Jakub IMRISKA
Matts KUBIK
Maros KALINA
Stefan SAFAR

Rébert SVAJDLENKA

. Peter BELLA

Pavol MRAVEC
Jakub TEKEL
Jozef TVAROZEK
Pavol JUHOS
Peter DZURJANIN
Lucia TIEREROVA
Pavol MULLER

. Miroslav BALAZ

Martin SVETLIK

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Gymnézium Skolskych bratov

KATEGORIA C

Gymnazium Grosslingova — kvarta
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Panktichova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Palackého
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Obchodné akadémia Hrobakova
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA Z9

Gymnazium Grosslingova
7S Kalin¢iakova

7S Bieloruska

ZS Holi¢ska

Gymnazium Grosslingova
7S Dubova

ZS Thiliska

ZS Dubova

ZS Dubova

7S Batkova

7S Zahoracka, Malacky

KATEGORIA P

Gymnazium Jura Hronca
Gymnézium K. Stra Modra,
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova

13
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Kraj Nitra

KATEGORIA A
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Péter KOLTAI 3 Gymnéazium H. Selyeho mad., Koméarno
Martin MOLNAR 2 Gymnéazium Levice
Peter RAKYTA 2 Gymnazium H. Selyeho mad., Komérno
Jén KLACSO 4 Gymnézium mad., Sahy

KATEGORIA B
Peter KAKYTA Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Martin MOLNAR Gymnazium Levice
Daniel PRINCZKEL Gymnézium mad., Zeliezovce
Laslé FEKETE Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Szilvia BAGOCSIOVA Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Stefan FUZESI Gymnézium mad., Sahy

Marek JANCUSKA
Rébert PATHO

Andras MORAUSZKI
Jozef CHOVAN

Erik NAGY

Péter ZAJICEK
Gabor SZCS

Szabolcs CSEFALVAY
Péter MATYAS
Martin TAKAC
Jaroslava BONOVA
Krisztian KACZ

Miroslav HOTAK
Krisztidan KACZ
Juraj PETROVIC
Roman BETIK

Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnézium Stirovo

KATEGORIA C

Gymnézium mad., Zeliezovce
Gymnézium Stirovo

Gymnézium Sala

Gymnéazium H. Selyeho mad., Komérno
ZS mad., Ul. prace, Koméarno
Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Gymnazium Nové Zamky

Gymnazium Zlaté Moravce

ZS mad., Skolské, Kolarovo

KATEGORIA Z9

Gymnazium Levice

ZS mad., Skolské, Kolarovo
78S Cajkov

ZS Jesenského, Levice
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Tibor TOTH
Ondrej PETRIK
Ildiké6 DUBOVA
Jana STOLCOVA

. Peter PILINSKY

Géabor SZCS

Peter TRUCHLY
Tomés SAGHY
Peter KALNAI
Lubomir VARGA
Lészl6 MARAK
Peter SVOLIK

Zoltan DOMONKOS
Agnes PEKOVA

Samuel PERES
Robert BIRKUS

Eva ROZBORILOVA
Marta LUNGOVA
Juraj MACH

Rébert SASAK

. Tomas BARTEK

Jozef BEBIAK

Fridrich LOSONSZKY

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL 15

ZS Batorove Kosihy

ZS Radosina

ZS mad., Zeliezovce
Gymnazium Parovska, Nitra
ZS Pri Podluzianke, Levice
ZS mad., Ul. prace, Komarno

KATEGORIA P

Gymaéazium Parovska Nitra

SPSE Nové Zamky

Gymnazium Mierova Levice

SPS F. Krala Nitra

Gymnéazium H. Selyeho Komaéarno
SPS Levice

Kraj Trnava

KATEGORIA A

Gymnéazium Nam. sv. Stefana, Dunajska Streda
Gymnéazium Stvrt SNP, mad., Galanta,

KATEGORIA B

Gymnéazium Nam. sv. Stefana, Dunajska Streda
Gymnézium Stvrt SNP, mad., Galanta,

KATEGORIA C

Gymnazium Nam. Slobody, Skalica
Gymnazium Nam. Slobody, Skalica
Gymnazium Dlha, Senica

SPS elektrotechnick4, Nam. SNP, Piestany
Gymnézium Kostolna, Sered

Gymnéazium Nam. sv. Stefana, Dunajska Streda
Gymnéazium Bratislavska, mad., Velky Meder

Daniela MARTINKOVICOVA ~ Gymnazium A. Merici Trnava

Alexander MELICHER

Gymnézium Namestie SNP, Piestany

Marianna NEDOROSTOVA Gymnézium Namestie SNP, Piestany
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Juraj SEKERES

Petra BRESTOVANSKA
Silvia HRCKOVA

Michal DANISKA
Jaroslav KOVAC

Tatiana SLADKOVICOVA
Zoltan JALSOVSZKY
Taméas NAGY

. Martin GASPAROVIC
. Laszl6 BANDY

Martin MOJZIS

. Lukéis HRIBIK

Roman RODAK

Michal PECUCH

Igor TRUCHLIK
Juraj PRIEVALSKY

. Peter AUGUSTIN

Peter SIVY

Peter CERNO

. Jozef GABIK

Milan KOVAC
Jakub LACHKY
Tubomir MALO
Martin ADAMCIK

KATEGORIA Z9

ZS Vanéurova, Trnava,

7S Nam. SUT, Trnava
VII. ZS Piestany
Gymnazium Hlohovec
Gymnazium Senica

ZS P.O. Hviezdoslava Sered
Gymnézium mad., Galanta
ZS mad., Gab¢ikovo

ZS A. Kubinu, Trnava

ZS mad., Samorin

V. ZS Piestany

KATEGORIA P

Gymnéazium A. Merici Trnava
Gymnézium A. Merici Trnava

Kraj Trencin
KATEGORIA A

Gymnéazium L. Sttra Trenéin

KATEGORIA B

Gymnazium Povazska Bystrica

Gymazium V.B.NedozZerského Prievidza
Gymnézium M.R.Stefanika Nové Mesto n/V.

SPS Dubnica n/Vahom

KATEGORIA C

Gymnézium L. Stara Trencin
Gymnéazium PGJB Trencin
Gymnazium Povazska Bystrica
Gymnazium Dubnica n/Vahom
Gymnazium Puchov
Gymnazium Povazska Bystrica
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Martin LOSONCI
Marian PRISTACH
Michaela HAJKOVA
Michal JURDIK

Gymazium V.B.NedozZerského Prievidza
ZSPS Nové Mesto n/Vahom

Gymnézium M.R.Stefanika Nové Mesto n/V.
Gymnazium Povazska Bystrica

KATEGORIA Z9

Jana VRABELOVOVA

ZS Novomeského, Trenéin

. Karol KOVAC

Peter ZAMECNIK

. Vladimir SIVAK

Michal SIVAK

Alena KRALIKOVA
Hana VACLAVOVA
Anton SIDLO
Lubomir NOVAK
Milan GRAJCARIK
Méria BERNATOVA
Martin BATORA

Juraj BLAHO
Peter GRAMANTIK

. Martin ZEMBER

Martin SKORUPA
Jakub DAUBNER
Peter HLINKA
Miroslav HUDEC
Miroslav MAKYS
Mirko ZIBOLEN

Daniela JANACOVA

7S Mladeznicka, Pichov

ZS Sttrova, Nové Mesto n/Vihom
ZS Trené¢. Turna

ZS Trené¢. Turna

ZS Melcice Lieskové

7S Hodzova, Trenéin

7S Energetikov, Prievidza

ZS kpt. Nélepku, Nové Mesto n/Vahom
7S Medtianska, Ilava

7S Partizanska, Banovce

ZS Duklianska, Banovce

KATEGORIA P

Gymaézium Skolska, Povazska Bystrica
Gymazium V.B.Nedozerského Prievidza
Gymaéazium V.B.Nedozerského Prievidza

Kraj Zilina

KATEGORIA A

2 Gymnéazium Liptovsky Mikulas

4 Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina

5 Gymnézium V. Paulinyho—Tétha Martin
4 Gymnézium Velks okruzna, Zilina

5 Gymnazium V. Paulinyho—Tétha Martin
5 Gymnéazium V. Paulinyho—Tétha Martin

KATEGORIA B

Gymnézium Velké okruzné, Zilina
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Bianka KOVACOVA
Pavel LACKO

Vlasta POLIACKOVA
Martin LAUKO
Miroslav MAHDON
Martina BLAHUTOVA

Jaroslav KNEBL
Peter SEPITKA
Daniel BOZIK
Ondrej KOREC
Pavel KROPITZ
Andrea TINAJOVA
Lukas HARAKAL
Monika HANZELOVA
Lukas HUBCIK
Miroslav JAGOS
Martin LADECKY
Peter MACKO

Eva PESKOVA

Lenka VESELOVSKA
Miroslav KELEMEN
David VARGA
Zuzana HROUDNA
Oto MACKA

Matus MAJCHRAK
Ondrej PONISTIAK
Natalia KANOVA
Alena BACHRATA
Jozef JANOSIK
Martin TUKA

Milan SATKA
Toméas VRABEL
Marian REVAY

Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnazium Liptovsky Mikulas
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium V. Paulinyho—Tétha Martin
Gymnazium Velka okruzna, Zilina
Gymnazium Liptovsky Mikulas

KATEGORIA C

Gymnéazium Namestovo — kvarta
Gymnazium V. Paulinyho—Tétha Martin
Gymnazium Liptovsky Mikulas
Gymnazium J. Lettricha Martin
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium V. Paulinyho—Tétha Martin
Gymnazium Liptovsky Mikulas
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnazium J. Lettricha Martin
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium Liptovsky Hradok
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina

KATEGORIA Z9

Gymnazium Liptovsky Mikulas

ZS Moskovska, Zilina

Gymnézium Varsavska, Zilina

ZS Clementisova, Kysucké Nové Mesto
7S Gastanova, Zilina

7S Zakamenné

ZS Komenského, Cadca

Gymnazium V. Paulinyho—Tétha Martin
7S Zaymusova, Zilina

Gymnézium Varsavska, Zilina

ZS J. Kréla, Liptovsky Mikuls

KATEGORIA P

Gymaéazium Liptovsky Hradok
Gymaéazium Mala Hora Martin
Gymézium Cadca
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Marek TESAR

Michal MALY

Michal ZILKA

Tomas VANA
Branislav BOSANSKY

Tomas VANA

. Hana BUDACOVA

Tomas OSICKA
Ivan STUBNA
Tomas BABIAK
Karol KUBANDA

Jozef BODNAR

. Vladimir KOVAC

Sonia KYSELOVA
Adam STEFANIK

. Veronika SLUKOVA

Jana SISLAKOVA
Silvia BALAZOVA
Miroslav CICKO
Martin KOVAC

Michal LUBCO
Martina MISANIKOVA
Jan MISKOV

Miroslav PETROVIC
Vladimira SECKAROVA
Maria SUDOLSKA
Lubomir SYC

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

4 Gymnézium B.S.Timravy Lucenec
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4 Gymnézium M.R.Stefanika Ziar nad Hronom
4 Gymnéazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
2 Gymnéazium M.R.Stefanika Ziar nad Hronom
4 Gymnéazium J.G.Tajovského Banska Bystrica

KATEGORIA B

Gymnézium M.R.Stefanika Ziar nad Hronom
Gymnazium B.S.Timravy Lucenec

Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica

KATEGORIA C

Gymnazium Filakovo

Gymnézium LS Zvolen

Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnéazium MH Hnusta

Gymnéazium B.S.Timravy Lucenec
Gymnazium AS Krupina

Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského Banska Bystrica
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Zuzana POBISOVA
Peter PERESINI
Michal TAKACS
Ondrej BUDAC

Jan MIKULAS
Martin PATLKO
Maros RAUCINA
Peter JOMBIK
Tomas MOLNAR
Martin SLEZAK
Ivana KVIETKOVA
Miroslav BARTOS
Peter SLUKA
Lubica LASSAKOVA
Andrea VOUNGOVA
Peter DUBOVSKY

Marek TESAR
Michal MALY
Vladimir REPISKY

Radoslav BAUER

. Stanislav KOVALCIN

Jin MAZAK
Toméas DZETKULIC

Ivana KOMAREKOVA
Jan BORSIK

Karol VEGSO

Stefan SABOL
Ladislav MIKES

KATEGORIA Z9

ZS Pionierska, Brezno

ZS Radvanska, Banska Bystrica
ZS Spojové, Banska Bystrica
Gymnazium B.S.Timravy Lucenec
Gymnazium B.S.Timravy Lucenec
ZS Krivan

ZS Spojové, Banskéa Bystrica

ZS Radvanska, Bansk4 Bystrica
ZS Gemersky Jablonec

ZS Skultétyho, Tornala

ZS Pionierska, Brezno

ZS Budéa

IX. ZS, Zvolen

ZS T. Stara, Velky Krtis

ZS F. Kréla, Zarnovica

ZS R. Krala, Zarnovica

KATEGORIA P

Gymnazium B.S.Timravy Lucenec
Gymnézium M.R.Stefanika Ziar nad Hronom
Gymnézium M.R.Stefanika Ziar nad Hronom

Kraj Kosice

KATEGORIA A

4 Gymnéazium Postova, Kosice
4 Gymnéazium Alejova, Kosice
4 Gymnéazium Postovéa, Kosice
4 Gymnéazium Pavla Horova Michalovce

KATEGORIA B

Gymnazium Michalovce
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice



Marek NOVAK
Darina POLOVKOVA

Marek REGEC

Michal DZETKULIC
Lenka KOVALCINOVA
Stefan GURSKY
Bohuslav MACEK
Katarina MIZAKOVA
Michal REPISKY
Jozef FETTERIK
Tatiana GONDEKOVA
Peter KOBAN

Silvia RAKOCIOVA

Lenka ANDRLOVA
Michal BODNAR
Tomas DZURNAK
Zuzana FEDORKOVA
Pavol HLAVAC
Frantisek LUKAC
Slavka JADLOVSKA
Milos SIMURDA
Martin KRAVEC

. Peter JURCO

Monika KUKUVKOVA
Ondrej PASUTH

Tomas DZETKULIC
Radovan BAUER
Jan MAZAK

Jan KATRENIC
Kamil PAULINY
Jozef JIRASEK

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnézium Skolska, Spisska Nova Ves

KATEGORIA C

Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnazium Michalovce
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice — kvarta
Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA Z9

VII. ZS, Michalovce

ZS Hutnicka, Spisské Nova Ves
ZS Hutnicka, Spisska Nova Ves
ZS Hutnicka, Spisska Nova Ves
Strazske

ZS Krosnianska, Kogice
Gymnéazium J.A.Komenského Kosice
III. ZS Michalovce

VI. ZS Michalovce

III. ZS Michalovce

7S Charkovska, Kosice

V1. ZS Michalovce

KATEGORIA P

Gymaéazium P. Horova Michalovce
Gymaéazium Postova, Kosice
Gymaéazium Postova, Kosice
Gymaézium Skolska, Spisska Nova Ves
Gymazium Postova, Kosice
Gymaéazium Zbrojni¢né, Kosice
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Kraj Presov

KATEGORIA A

Zuzana KVASNAKOVA
Katarina KVASNAKOVA
Michal RJASKO

Eva SKOPALOVA

. Katarina KVASNAKOVA
. Vladimir ZAK

Anton REPKO

Martin BEKESS

Ivana PROKOPICOVA
Lenka WILDNEROVA

. Martin FEKESHAZY

Lukas GAMRAT
Samuel GASPAR
Zuzana GICOVA
Ludovit MYDLA
Miroslav ONTKOVIC

Jan SULIN

Matej JENECEK
Cuboslava PISTEJOVA
Martin FEC

Martina POLIVCAKOVA

. Radoslav KRIVAK

Natalia SLAVIKOVA
Matus FEDAK

Zuzana VARCHOLOVA
Lukas RADVANSKY
Matias MAJERNIK
Dusan MACUGA

4 Gymnéazium Konstantinova, Presov
2 Gymnézium Konstantinova, Presov
3 Gymnézium Vranov nad Toplou

4 Gymnéazium Popradské nabrezie, Poprad

KATEGORIA B

Gymnézium Konstantinova, Presov
Gymnazium L. Stockela Bardejov

KATEGORIA C

Gymnézium sv. Mikulasa, Presov
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium Stropkov

Gymnazium P.O.Hviezdoslava, Kezmarok

Gymnazium L. Svobodu, Humenné
Gymnazium L. Svobodu, Humenné

Gymnazium P.O.Hviezdoslava, Kezmarok

Gymnazium Snina
Gymnazium L. Svobodu, Humenné
SPS-e Plzenské, Presov

KATEGORIA Z9

V. ZS Pod Vinbargom, Bardejov

ZS Francisciho, Poprad
Gymnéazium J.A.R., Presov

IV. ZS Karpatska, Svidnik

ZS Bernolakova, Vranov nad Toplou
ZS Smeralova, Presov

ZS Smeralova, Presov

ZS Cyrila a Metoda, Stara Luboviia
V. ZS Pod Vinbargom, Bardejov

V. ZS Pod Vinbargom, Bardejov

V. ZS Pod Vinbargom, Bardejov

7S Srobérova, Presov



Michal VACHNA

1. Michal RJASKO
2. Martin CHOMA

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

ZS Smeralova, Presov

KATEGORIA P

Gymézium Dr. Daxnera Vranov nad Toplou
Gymaézium Stard Lubovia
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Zadania sataznych dloh

KATEGORIA C

C-1-1

Dokazte, ze existuje jedinda éislica ¢, pre ktorit mozno najst jediné prirodzené ¢islo n
konciace ¢islicou ¢ a majice vlastnost, Ze ¢islo 2n + 1 je druhou mocninou prvocisla.

(M. Koblizkova)
C-1-2

V stvoruholniku ABC'D sa uhlopriecky pretinaju v bode P, uhlopriecka AC je rozdelena
bodmi P, N a M na Styri zhodné tseky (|JAP| = |PN| = |[NM| = |MC|) a uhlo-
priecka BD je rozdelend bodmi L, K a P na Styri zhodné tseky (|BL| = |LK| =
= |KP| = |PD)|). Uréte pomer obsahov §tvoruholnikov KLM N a ABCD.

(J. Zhouf)
CcC-1-3
Urcte vsetky dvojice (x,y) celych ¢isel, ktoré su rieSenim nerovnice
6 5
6 S
Vrooyyroooy
(J. Zhouf)

C-1-4

Jozko sa vracal z vyletu. Najprv cestoval vlakom a potom pokracoval zo zastavky na
bicykli. Celd cesta mu trvala presne 1 hodinu 30 minit a presiel pri nej vzdialenost
60 km. Vlak isiel priemernou rychlostou 50 km /h. Uré¢te, ako dlho isiel Jozko na bicykli,
ked jeho rychlost v km/h je vyjadrend prirodzenym ¢islom rovnako ako vzdialenost

merana v km, ktoru presiel na bicykli.
(E. Kovac)

C-1-5
Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladiiou BC danej dizky a, ak je dany

stred P strany AB a bod @ (Q # P), ktory je pdtou vysky z vrcholu B.
(J. Svréek)
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C-1-6

Isty panovnik pozval na oslavu svojich narodenin 28 rytierov. Kazdy z rytierov mal
medzi ostatnymi prave troch nepriatelov.

a) Ukéazte, ze panovnik moze rytierov rozsadit k dvom stolom tak, aby kazdy rytier
sedel pri rovnakom stole najviac s jednym nepriatelom.

b) Ukézte, ze v pripade Iubovolného takéhoto rozsadenia sedi pri kazdom stole

najviac 16 rytierov.
(Nepriatelstvo je vzajomny vztah: Ak A je nepriatelom B, tak aj B je nepriatelom A.)
(J. Simsa)

C-S-1

Do sportového kruzku chodi 21 chlapcov. Na poslednych dvoch schédzkach nikto
nechybal, chlapci sa zakazdym rozdelili do troch druzstiev po sedem hracov. Dokézte,
ze niektori traja chlapci boli na oboch schédzkach spolu v jednom druzstve.

(J. Simsa)
C-S-2

V rovine je dany pravouhly trojuholnik ABC' taky, Ze kruznica k(A;|AC|) pretina
preponu AB v jej strede S. Dokézte, ze kruznica opisana trojuholniku BC'S je zhodné
s kruznicou k.

(J. Svréek)

C-S-3

Urcte vietky dvojice prvodisiel (p, q) také, ze p > q a ¢islo p? — ¢ mé najviac $tyroch
delitelov.
(P. Calabek)

C-1I-1

Urcte pocet dvojic (a,b) prirodzenych ¢isel (1 < a < b < 86), pre ktoré je stcin ab
delitelny tromi.
(J. Zhouf)

C-1I-2

Nech kruznice zostrojené nad ramenami lichobeznika ako nad priemermi maji vonkajsi
dotyk. Dokéazte, ze dotykovy bod tychto kruznic lezi na osi uhla, ktory obe ramené
lichobeznika zvieraju.

(J. Svréek)
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C-1I-3

Najdite vietky celé &isla x, pre ktoré st obe &isla (z — 3)2 — 2, (x — 7)% + 1 prvocisla.

(J. Simsa)
C-1I1-4

V rovine st dané body C, V, U také, ze |CV| =3cm, |VU| =3,5cm a |CU| = 4,5 cm.
Zostrojte ostrouhly trojuholnik ABC' tak, aby bol V' priese¢nik jeho vysok a bod U bol
stmerne zdruzeny s bodom A podla stredu kruznice opisanej trojuholniku ABC.

(P. Leischner)

KATEGORIA B

B-1I-1

Do tabulky 4 x 4 st vpisané kladné redlne ¢isla tak, Ze stcin v kazdej pitici tvaru
je rovny 1. Zistite maximéalny pocet roznych ¢isel zapisanych v tabulke.
(P. Cernek)

B-1I-2

Urcte, kolko ¢isel mézeme vybrat z mnoziny {1,2,3,...,75599, 75600} tak, aby medzi
nimi bolo ¢islo 75600 a aby pre Iubovolné dve vybrané ¢isla a, b platilo, Ze a je

delitefom b alebo b je delitelom a. (Uvedte vSetky moznosti.)
(J. Foldes)

B-1I-3

Nech k je polkruznica zostrojena nad priemerom A B, ktora lezi vo vnutri Stvorca ABCD.
UvaZzujme jej doty¢nicu ¢; z bodu C' (réznu od BC) a oznatme P jej priesecnik so
stranou AD. Nech t; je spolo¢na vonkajsia dotyc¢nica polkruznice k a kruznice vpisanej
trojuholniku CDP (rézna od AD). Dokézte, ze priamky ¢; a to st navzajom kolmé.
(J. Svréek)

B-1-4

Pokial mdme n = 2 prirodzenych ¢isel, mozeme s nimi spravit nasledujicu operaciu:
Vyberieme niekolko z nich, ale nie vSetky a kazdé z vybranych ¢isel nahradime ich
aritmetickym priemerom. Zistite, ¢i je mozné pre lubovolnu zaciatoéni n-ticu dostat
po konecnom pocte krokov vsetky cisla rovnaké, ak n sa rovna
a) 2 000, b) 35, c) 3, d) 17.
(J. Foldes)
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B-1-5
Zistite, pre ktoré redlne cisla p méa sustava

x2y_2$:p7
2 _ 2
yxr—2y=2p—p

prave tri rieSenia v obore realnych ¢isel.

(P. Cernek)
B-1-6
Je dany rovnostranny trojuholnik M P@Q. Najdite mnozinu vrcholov C vsetkych tro-

juholnikov ABC takych, ze body P, @ st péty vysok z vrcholov A, B a bod M je stred
strany AB.

(J. Simsa)
B-S-1
Urcte realne ¢islo p tak, aby rovnica
2 + 4px +5p° +6p — 16 =0
mala dva r6zne korene x1, x5 a aby stdet 7 + 23 bol ¢o najmensi.
(J. Simsa)

B-S-2

Vnutri stran BC, CA, AB daného ostrouhlého trojuholnika ABC' st po rade vybrané
body X, Y a Z tak, Ze kazdému zo Stvoruholnikov ABXY, BCYZ a CAZX sa da
opisat kruznica. Dokézte, ze body X, Y, Z st pity vySok trojuholnika ABC.

(E. Kovac)

B-S-3

Na tabuli st napisané ¢isla [, 2, ..., 17. Cisla postupne zotierame, a to tak, Ze z doposial
nezotretych ¢isel zvolime lubovolné ¢islo k a zotrieme vSetky tie Cisla na tabuli, ktoré
delia ¢islo k + 17. Dokéazte, ze opakovanim tejto procediry sa nam nepodari zotriet
vSetky cisla.

(J. Foldes)

B-1I-1
Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, ktoré st mensie ako 100 a maju t vlastnost, ze druhé

mocniny ¢isel 7n + 5 a 4n + 3 sa koncia rovnakym dvojcislim.

(J. Simsa)
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V obore realnych ¢isel rieste sustavu rovnic

(2 +1)(y* + 1)+ 242y =0

122 12y
1=0.
x2+1+y2+1+

(J. Simsa)
B-1I-3

Vo vnutri stran AB, BC, CD a DA konvexného stvoruholnika ABC D st postupne
zvolené body K, L, M a N. Oznac¢me S priesecnik priamok KM a LN. Ak je mozné
vpisat kruznice Stvoruholnikom AKSN, BLSK, CMSL a DNSM, potom je mozné
vpisat kruznicu aj $tvoruholniku ABCD. Dokézte.

(J. Zhouf)

B-1I-4
Je danych n nezapornych ¢isel. Mozeme vybrat Tubovolné dve z nich, napriklad a a b,
a < b, a zamenit ich ¢islami 0 a b — a. Dokazte, Ze opakovanim tejto operacie je mozné
vSetky dané ¢isla zmenit na nuly prave vtedy, ked povodné ¢isla je mozné rozdelit do

dvoch skupin tak, ze stucty ¢isel v oboch skupinach st rovnaké.

(J. Foldes)

KATEGORIA A

A-1-1
Ak je S obsah trojuholnika so stranami a, b, ¢ a T je obsah trojuholnika so stranami
a+b, b+ c, ¢+ a, potom plati T' = 4S. Dokéazte a zistite, kedy nastane rovnost.
(P. Kanovsky)
A-1T-2
V obore celych c¢isel x, y rieSte rovnicu

(.’135)2 + (y4)5 = 2zy? + 51,

kde n5 oznacuje nasobok piatich najblizsi k ¢islu n, napriklad (—9)5 = —10.
(P. Cernek)
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A-1I-3

V danom trojuholniku ABC' pretina os uhla AC'B stranu AB v bode K a opisani
kruznicu v bode L (L # C). Oznacme V stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC,
S stred kruznice opisanej trojuholniku K BV a Z priese¢nik priamok AB a SL. Dokéazte,
ze priamka SK je doty¢nicou kruznice opisanej trojuholniku K LZ.

(J. Foldes)
A-1-4

Nech n = 2 je dané prirodzené ¢islo. Pre ktoré hodnoty redlneho parametra p ma
ststava rovnic

aspon dve rieSenia v obore realnych cisel?
(J. Svréek)

A-1I-5

Najdite vSetky mnohocleny P(z) s redlnymi koeficientmi, ktoré pre kazdé reédlne ¢islo x
spliaji rovnost

(x+1)P(x—1)+ (z—1)P(x+1) = 2z P(x).

(E. Kovéc)
A-1-6

Najdite vSetky Stvorsteny, ktoré maja siet tvaru deltoidu a prave Styri hrany danej
dlzky a. (Deltoidom rozumieme konvexny stvoruholnik, ktory je simerny podla jedinej

zo svojich uhloprie¢ok, nepatri k nim ani Stvorec, ani kosoStvorec.)
(P. Leischner)
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A-S-1
V obore celych cisel x rieste rovnicu
3(x?)s + (32)5 = 3z — 2)(z + 2),

kde ns znamenda nasobok piatich najblizsi ¢islu n, napr. (—3)5 = —5.

(J. Simsa)
A-S-2

Oznac¢me S stred kruznice vpisanej danému trojuholniku ABC a P, () pity kolmic
z vrcholu C' k priamkam, na ktorych lezia osi vnutornych uhlov BAC a ABC'. Dokéazte,
7e priamky AB a P(Q) st rovnobezné.
(J. Svréek)
A-S-3

Zistite, pre ktoré redlne cisla p mé stistava rovnic

2 +1=(p+ 1z +py—z
v +1=(p+1)y+pz—uz,
Z+1=@p+1)z+pr—y

s nezndmymi z, y, z prave jedno rieSenie v obore redlnych cisiel.
(E. Kovac)

A-1II-1

Dokézte, ze pre lubovolné éisla «, § € (0, 7/2) plati nerovnost

1 1
+ 622\/tga—|—tg5.

COS ¥ COS

Zistite, kedy nastane rovnost.
(E. Kovac)

A-—-1II -2
Najdite vsetky dvojice prirodzenych cisel x a y, pre ktoré plati
> =4y+3. n(x,y),

kde n(x,y) zna¢i najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel x a y.

(P. Cernek)
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A-1II-3

Do kruznice k je vpisany sStvoruholnik ABCD, ktorého uhlopriecka BD nie je
priemerom. Dokézte, ze priesecnik priamok, ktoré sa kruznice k dotykaji v bodoch
B a D, lezi na priamke AC prave vtedy, ked plati |[AB|-|CD| = |AD|-|BC]|.
(E. Kovac)
A-1I-4

V obore realnych ¢isel rieste sustavu rovnic

$2—1:p(y+2),
y> —1=p(z+2),
2 —1=p(x+y)

s neznamymi x, y, z a parametrom p. Vykonajte diskusiu poctu rieseni.
(E. Kovac)

A-I1ITI-1
V obore celych cisel rieste stistavu rovnic

(4z)5 + Ty = 14,
(2y)5 — (3.’13)7 = 74,

kde (n)j znac¢i nasobok ¢isla k najblizsi k ¢islu n.

(P. Cernek)
A—-1II -2

Uvazujme Tubovolny rovnostranny trojuholnik K LM, ktorého vrcholy K, L a M lezia
postupne na stranach AB, BC a C'D daného stvorca ABC'D. Najdite mnozinu stredov
stran vsetkych takych trojuholnikov K L M.

(J. Zhouf)

A-T1IT-3

Dokéazte, ze prirodzené ¢islo A je druhou mocninou niektorého prirodzeného cisla prave
vtedy, ked pre kazdé prirodzené n je aspon jeden z rozdielov

(A+1)2—A (A+2)*—A (A+3)* A, ..., (A+n)? - A

delitelny ¢islom n.
(P. Kariovsky)
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A-1II1 -4
N4jdite vsetky dvojice redlnych cisel a, b, pre ktoré mé rovnica

ax2—24m+b_

x
2 —1

v obore realnych cisel prave dve riesenia, pricom ich sucet je 12.
(P. Cernek)

A-TIII-5

V rovine je dany trojuholnik K LM a bod A leziaci na polpriamke opacnej k polpri-
amke K L. Zostrojte pravouholnik ABC' D, ktorého vrcholy B, C' a D lezia postupne na
priamkach KM, KL a LM.

(P. Calabek)

A-TIITI-6

Nech RT je mnozina vSetkych kladnych redlnych d&isel. Najdite vsetky funkcie
f: Rt — R* splnajtce pre Iubovolné z,y € Rt rovnost

fxfy) = fay) + .

(P. Kariovsky)






RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Nech (neparne) ¢islo 2n + 1 je druhou mocninou prvoéisla p, potom p je tiez neparne.
Zo vztahu p? = 2n+1 vyplyva, ze n = (p*> —1)/2 = (p — 1)(p + 1) /2. Zostavme tabulku
niekolkych prvych neparnych prvodéisiel p a im odpovedajucich éisel n.

p| 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43
n| 4 12 24 60 84 144 180 264 420 480 684 840 924

Cislo n je zrejme parne, dokonca je (ako prezradzuje aj tabulka pre niekolko hodnot p)
delitelné styrmi. To vidno z toho, Ze sucin (p —1)(p+ 1) dvoch po sebe iducich parnych
¢isel je vzdy delitelny 6smimi. Z tabulky naviac vidime, ze sa medzi ¢islicami, ktorymi
n konci, viackrat vyskytujua cislice 0 a 4, iba raz cislica 2, nevyskytuji sa 6 a 8.
Pozrime sa, akou cislicou kon¢i ¢islo n v zavislosti od ¢islice a, ktorou konci ¢islo p.
Ak p = 10k 4 a, kde k je celé nezaporné ¢islo a a neparna dislica, tak pre jednotlivé
mozné a dostaneme:
e Ak a =1, tak n = 10k(5k + 1), takze ¢islo n konéi ¢islicou 0.
Ak a = 3, tak n = 10k(5k + 4) + 4, takze ¢islo n kondi ¢islicou 4.
Ak a = 5, tak n = 10(5k? + 5k + 1) + 2, takze ¢&islo n kondi &islicou 2.
Ak a =7, tak n = 10(5k? + Tk + 2) + 4, takze &islo n kondi &islicou 4.
Ak a =9, tak n = 10(k + 1)(5k + 4), takze ¢islo n kondi ¢islicou 0.
Ak je 2n + 1 druhou mocninou nepéarneho prvocisla (neparneho ¢isla), moze ¢islo n
konc¢it iba ¢islicami 0, 2, 4. Jedingm kandidadtom na hladant ¢islicu tak zostéava 2.
Pokial 2n + 1 je druhou mocninou prvocisla a n kondéi ¢islicou 2, prvodéislo p sa da
vyjadrit v tvare 10k + 5 = 5(2k + 1), je teda delitelné piatimi. Jediné prvoéislo, ktoré
je delitelné piatimi, je ¢islo 5.
Hladanou ¢islicou je teda ¢ = 2; pre nu existuje jediné prirodzené ¢islo n = 12, ktoré
kon¢i ¢islicou ¢, pricom 2n + 1 je druhou mocninou prvodisla.

C-1-2

Trojuholniky APD a NPK st siumerne zdruzené podla stredu P (obr.1), AD a NK
st preto rovnobezné a |AD| = |NK]|. Z rovnosti prislusnych useéiek dalej vyplyva,
ze trojuholniky KNP, LMP a BCP sa podobné, preto NK || ML || BC a naviac
|LM| = 2|KN| a |BC| = 3|KN|. Ak ozna¢ime s obsah trojuholnika APD, je obsah

.....

z vrcholu P ako trojuholnik NK P z rovnakého vrcholu a jeho strana ML je dvakrat
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viicsia ako strana N K'). Obsah lichobeznika K LM N je preto 3s.

C

B

Obr. 1

Strana AP trojuholnika APD je styrikrat mensia ako strana AC' trojuholnika AC'D,
vysky z vrcholu D st v oboch trojuholnikoch rovnaké, preto je obsah trojuholnika AC'D
rovny 4s. Strana PN trojuholnika PN K je Styrikrat mensia ako strana AC trojuhol-
nika AC B, zatial ¢o vyska trojuholnika PN K z vrcholu K je trikrat mensia ako vyska
trojuholnika ABC' z vrcholu B, preto je obsah trojuholnika AC'B rovny 12s. Obsah
stvoruholnika ABC'D je rovny suctu obsahov trojuholnikov ABC a ACD, teda 16s.

Pomer obsahov stvoruholnikov KLM N a ABCD je rovny 3 : 16.

C-1-3

Zo zadania vyplyva, ze x a y st nutne prirodzené cisla. Vynasobenim oboch stran
nerovnice kladnym ¢islom y+/z prejdeme k ekvivalentnej nerovnici

xy +6 < 5y /zy.
Jej upravou dostaneme
(Vry = 3)(Vry —2) <0,
¢o plati prave vtedy, ked 2 < /zy < 3, ¢ize 4/x <y < 9/x.

Pretoze x a y st prirodzené ¢isla, z poslednej nerovnosti vyplyva, ze staci uvazovat
iba z < 9. Lahko potom urc¢ime vsetky dvojice (z,y) celych &isel, ktoré s rieSenim
poslednej nerovnice, a teda aj danej nerovnice, ktora je s fiou ekvivalentna: (1,5), (1,6),
(1,7), (1,8), (2,3), (2,4), (3,2), (4,2), (5,1), (6,1), (7,1), a (8,1).

C-1-4

Ozna¢me v vzdialenost v kilometroch, ktorti Jozko presiel na bicykli a r jeho rychlost
v km/h. Podla zadania st r a v prirodzené ¢isla a v < 60. Cas, ktory cestoval Jozko na
bicykli, bol v/r hodin. Vlakom presiel vzdialenost (60 —v) km a tato vzdialenost presiel
za (60 — v)/50 hodin. Preto podla zadania plati

60—v v 3

50 +r 2’
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Tato rovnica je ekvivalentna s rovnicou
50v — 15r —rv =0,
ktora este upravime na tvar
(50 —r)(v+15) =15-50 = 2- 3 - 5.

Odtial vyplyva, ze 50 — r je prirodzené ¢islo mensie ako 50 a v + 15 je prirodzené ¢islo
vicsie ako 15, ktoré neprevysuje 75, a naviac, ze sucin (50 — r)(v + 15) je delitelny
¢islom 53. Mézu nastat Styri pripady.
e 53|50 — r. To nie je mozné, pretoze 1 < 50 — r < 50.
e 52|50 —7ab|v+15. Cislo 50 — r je preto rovné 25, odtial r = 25 a v = 15.
e 5|50—7ab? | v+15. Cislo v+15 je teda prvkom mnoziny {25, 50}, odtial dopoc¢itame
dalsie dve moznosti r = 20, v = 10 a r = 35, v = 35.
e 53 | v+ 15. To nie je mo#né, pretoze 15 < v + 15 < 75.
Mozné casy Jozkovej jazdy na bicykli (v minttach) st preto 15 - 60/25 = 36,
10-60/20 = 30 a 35 - 60/35 = 60.
Vypisom vSetkych moznosti sme zistili, Ze pokial Jozko cestoval podla zadania tlohy,
tak igiel na bicykli bud 30, alebo 36, alebo 60 mintt.

C-1-5

Uhol BQA je bud pravy, alebo Q = A. Preto bod @ leZi na Talesovej kruznici zostrojenej
nad priemerom BA. (Na obr.2 je znazorneny pripad ostrouhlého aj tupouhlého tro-
juholnika ABC'.) Pretoze P je stred usecky AB, |PQ)| je velkost polomeru tejto kruznice,
preto velkost priemeru |AB)| tejto kruznice je rovna 2|PQ|. Trojuholnik ABC m4 dlzku
ramena 2| PQ)|, a pretoZe pozname velkost zdkladne, je tym jednoznacne urceny.

A

(AQ

Obr. 2

Odtial uz vyplyva konstrukcia. Najskor zostrojime trojuholnik A’ B’C’ zhodny s tro-
juholnikom ABC' s velkostami stran |A'B’'| = |A'C’| = 2|PQ| a |B'C'| = a, ktory
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potom premiestnime tak, aby sa stred strany A’B’ zobrazil na bod P a pita vysky
z vrcholu B’ na bod @. To mozno urobit jednozna¢ne az na osova simernost podla
priamky PQ. Pokial teda trojuholnik A’B’C”’ existuje, ma tloha dve rieSenia siimerne
zdruzené podla osi PQ.

Diskusia je zrejma. Trojuholnik ABC mozno zostrojit prave vtedy, ked mozno zostro-
jit rovnoramenny trojuholnik A’B’C’, t.]. ked a < 4|PQ)| (trojuholnikové nerovnosti),
v tomto pripade ma tiloha prave dve (zhodné) rieSenia. Naviac pre a < 2v/2|PQ| bude
trojuholnik ABC ostrouhly, pre a = 2v/2|PQ| pravouhly a pre 2v/2|PQ| < a < 4|PQ)|
tupouhly. Dokaz spravnosti vyplyva z rozboru tlohy.

Iné riesenie. Ozna¢me R stred strany BC, ten je sucasne pétou vysky z vrcholu A.
Oba body @ a R teda lezia na Télesovej kruznici nad priemerom AB so stredom P, preto
|PQ| = |PR| = |AB|/2. Nakolko uhol BQC' je pravy, lezi bod @) na Talesovej kruznici
nad priemerom BC so stredom R, takze |RQ| = |BC|/2 = a/2. Trojuholnik PQR je
preto podobny s trojuholnikom ABC' (koeficient podobnosti je 1/2).

Pri konstrukcii najskoér zostrojime trojuholnik PQR. Na priamke rovnobeznej so
strednou prie¢kou PR prechadzajticej bodom @ najdeme bod C' # @ tak, aby |RC| =
= a/2. Body A a B potom uz zostrojime jednoducho.

Pre dané body P, ) modzeme zostrojit treti vrchol R trojuholnika PQR dvoma
sposobmi. Diskusia je teda rovnaka ako v predchadzajicom rieSeni. Dokaz sprdvnosti
vyplyva z rozboru tlohy.

C-1-6

a) Rozsadme v prvom kole rytierov ku stolom [ubovolnym spésobom. Ozna¢me n1 pocet
nepriatelov prvého rytiera pri stole, pri ktorom sedi, potom n; < 3. Podobne ozna¢me
ne < 3 pocet nepriatelov druhého rytiera pri stole, pri ktorom sedi, atd. Potom pre
,hladinu nepriatelstva“

Nl =nN1+Ng+ ...+ Nog

v prvom kole plati 0 < N7 < 3. 28 = 54, pricom N; je celé nezdporné ¢islo.

Predpokladajme, Ze existuje rytier, ktory sedi pri stole s aspon dvoma nepriatelmi.
Potom ho presadime k druhému stolu. Tym vznikne nové rozsadenie. Sktimajme teraz
hladinu nepriatelstva No po tomto druhom kole.

Pokial presadeny rytier r sedel pévodne pri jednom stole so vSetkymi tromi nepri-
atelmi a, b, ¢, po jeho presadeni sa pocet nepriatelov rytiera r pri stole, pri ktorom teraz
sedi, znizil o 3 na nulu, a pocet nepriatelov rytierov a, b a ¢ pri ich stole sa znizil o jedna.
Pocty nepriatelov ostatnych rytierov pri ich stoloch sa nezmenili. Teda Ny = N7 — 6.

Pokial presadeny rytier r sedel povodne pri jednom stole s dvoma nepriatelmi a a b
a bol presadeny ku stolu s nepriatelom ¢, po jeho presadeni sa pocet nepriatelov rytiera r
pri stole, pri ktorom teraz sedi, znizil o jedna z dvoch na jedného, pocet nepriatelov
rytierov a a b pri ich stoloch sa o jedna zniZil, a pocet nepriatelov rytiera c pri stole,
pri ktorom sedi, sa zvysil o jedna. Po¢ty nepriatelov ostatnych rytierov pri ich stoloch
sa nezmenili. V tomto pripade teda No = N7 — 2.
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V oboch pripadoch vychadza Ny < Nj.

Pokial eSte po tomto kole existuje rytier, ktory sedi pri jednom stole s aspon dvoma
svojimi nepriatelmi, opit ho poziadame, aby si presadol k druhému stolu. Pre hladinu
nepriatelstva N3 po trefom kole bude z rovnakych dévodov ako skér platit N3 < Ns.

Rovnakym spdésobom vytvorime hladiny nepriatelstva Ny > N5 > --- po dalSich
kolach.

Pretoze v kazdom kole je hladina nepriatelstva mensia ako v predchadzajicom kole, je
vyjadrend celym nezédpornym ¢islom a hladina nepriatelstva v prvom kole je najviac 54,
moze sa takd situdcia opakovat najviac pitdesiatStyrikrat. Pocdet kol musi byt teda
kone¢ny a po poslednom kole uz neexistuje rytier, ktory by sedel pri jednom stole
s asponi dvoma nepriatelmi. Tym sme dokazali ¢ast a).

b) Predpokladajme, Ze rytieri st teraz rozsadeni pri stoloch A a B tak, ze kazdy sedi pri
rovnakom stole s najviac jednym nepriatelom. Ozna¢me r 4 pocet rytierov pri stole A
a rp pocet rytierov pri stole B. Plati

TA+TB = 28. (1)

Kazdy z rytierov pri stole A mé pri stole B aspon dvoch nepriatelov a kazdy z rytierov
pri stole B je nepriatelom najviac troch rytierov od stola A, preto pre pocet p tych
nepriatelskych dvojic, ktoré sedia pri roznych stoloch, plati

2ra <p a p < 3rp, takze 2r4 < 3rp.

Ked dosadime do tejto nerovnice z (1) rp = 28 — r4, dostaneme po uprave 5ry < 84.
Vzhladom na to, Ze r4 je celé nezdporné ¢islo, musi platit r4 < 16. Vzhladom na
symetriu situdcie plati analogicky rg < 16. Tym sme splnili ¢ast b).

V casti b) mozeme postupovat aj sporom. Keby pri stole A sedelo aspon 17 rytierov,
mali by spolu pri stole B aspon 17 - 2 = 34 nepriatelov, pritom kazdy rytier-nepriatel
je v tomto ¢isle zapocitany najviac trikrat. Pretoze 3 - 11 < 34, sedi pri stole B aspon
12 rytierov, spolu pri oboch stoloch A a B je potom aspon 17 + 12 = 29 rytierov, ¢o
odporuje zadaniu.

C-S-1

Uvazujme chlapca H. Sest jeho spoluhracov z prvej schodzky je na druhej schodzke
rozdelenych do troch druzstiev. Potom st bud traja z nich v jednom druZstve, alebo st
v tychto troch druzstvach rozdeleni po dvoch. Chlapec H je vsak tiez ¢lenom niektorého
z tychto druzstiev, a teda v tomto druzstve sa opit nachadza trojica spoluhracov z prvej
schodzky.

Iné rieSenie. Ozna¢me A, B, C druzstva zostavené na prvej schédzke, D, E, F
druzstva zostavené na druhej schédzke. Podla zaradenia do druZstiev st jednotlivi
chlapci najviac deviatich réznych typov AD, AE, AF, BD, BE, BF, CD, CE, CF.
Keby kazdého typu boli najviac dvaja chlapci, bolo by na schédzkach najviac 2-9 = 18
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chlapcov, ¢o je spor s tym, ze ich na kruzok chodi 21. Preto aspon jedného typu s
aspon traja chlapci, a to je hladana trojica chlapcov.

C-S-2

Stred prepony S pravouhlého trojuholnika ABC' je podla Téalesovej vety stredom
kruznice opisanej tomuto trojuholniku, plati teda |C'S| = |AS| = |BS| (obr. 3). Nakolko
body C a S lezia na kruznici k, plati |[AS| = |AC|, preto trojuholnik ASC je rovnos-
tranny a velkost uhla C'SB je rovna 120°.

Obr. 3
Ak M je stred kruznice opisanej trojuholniku BCS, plati |CM| = |SM| = |BM|,
a pretoze |CS| = |BS|, st CMS a SMB zhodné rovnoramenné trojuholniky so

zakladnami C'S a BS. Velkost uhla C'SB je suc¢tom velkosti zhodnych uhlov C'SM
a MSB, preto velkost uhla M SB je rovna 120°/2 = 60°. Trojuholnik M SB je teda
rovnostranny a plati [M S| = |BS|.

Polomer kruznice opisanej trojuholniku CSB je rovny |[MS| = |BS| = |AS]|, ¢o je
polomer kruznice k. Kruznica opisana trojuholniku BC'S a kruznica k& maji rovnaké
polomery, st teda zhodné. Tym je dokaz ukonceny.

Pozndmka: Po zisteni, ze ASC je rovnostranny trojuholnik, je mozné dokoncit
rieSenie aj takto: Ak je D bod stmerne zdruZzeny s bodom A podla stredu C, je
trojuholnik ABC' , polovicou“ rovnostranného trojuholnika ABD, takze stred M jeho
strany BD ma od bodov B, S, C rovnaku vzdialenost rovnt |AB|/2.

C-S-3

Cislo 1 mé prave jedného delitela 1. Uréme dalej vsetky prirodzené é&isla a # 1, ktoré
maju najviac Styroch delitelov. Také ¢islo a ma dva trividlne delitele 1 a a, preto
moze mat najviac dalSie dva netrividlne delitele, takze je delitelné najviac dvoma
prvocislami. Ak je ¢islo a delitelné dvoma réznymi prvocislami p; a po, je delitelné
aj ich stic¢inom p;po, vzhladom na usporiadanie delitelov ¢isla a musi teda platit a =
= pip2. Ak je &islo a delitelné prave jednym prvoéislom py, plati a = pf, kde k
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je prirodzené ¢islo. Jeho netrividlnymi delitelmi st &isla py, p?,. .. ,plf_l, preto k <
< 3.

Najviac §tyri delitele teda maji iba ¢islo 1 a ¢isla tvaru p1, p?, p$ a pi1p2, kde p1 a po

su rézne prvocisla.

Nech p > ¢ st prvoéisla a ¢islo a = p? — ¢® = (p — ¢)(p + ¢) ma najviac styri delitele.

Potom plati 1 £ p — ¢ < p+ q < a. RozliS§ime nasledujtce pripady:
1. p—q = 1. Rozdiel prvocisiel p, q je neparne cislo, preto jedno z nich je parne a druhé

sali§iol. Tedap=3,q=2adisloa=3%—22=>5méi dva delitele 1 a 5.

2. p—q > 1. Cislo a mé préave $tyri rézne delitele 1, p — ¢, p + ¢, a, preto vzhladom na
uvodni tvahu mozu nastat dve moznosti:

a) p—q je prvocislo p; a p+q je p3. Potom viak p; deli p? +p; = p+q+(p—q) = 2p,
pritom p je prvocislo, takze p; = p alebo p; = 2. Rovnostou p — ¢ = p; je v8ak
moznost p; = p vylucend, preto musi platit p; = 2. Zo stustavy p—q =2, p+q =4
vSak vyplyva ¢ = 1, ¢o nie je prvocislo.

b) p — q je prvocislo p; a p + ¢ je prvoéislo ps. Pretoze ps > p1, je prvoéislo po
neparne. Odtial vyplyva ¢ = 2, inak by ¢islo ps bolo si¢tom dvoch neparnych
prvocisiel p a ¢, teda cislo parne. Tri prvocisla p; = p — 2, p a po = p + 2 davaja
rozne zvysky pri deleni tromi, takze jedno z nich je rovné 3. Z p = 3 vsak vyplyva
p1 =1,z py = 3 zasa p = 1, ostava preto moznost p; = 3, teda p = 5. Cislo
a = 5% — 22 = 21 m4 prave styri delitele 1, 3, 7, 21.

Vsetky dvojice prvocisiel (p, q) vyhovujice zadaniu tlohy st dvojice (3,2) a (5, 2).

Iné rieSenie. Vysvetlime najskor, preco ¢ = 2. Pripustime naopak, ze ¢ > 2. Potom
obe prvodisla p a ¢ st neparne, takze (p — ¢q) a (p + ¢q) st dve rézne parne ¢isla, takze
ich stéin p? — ¢2 je ¢islo tvaru 4k, kde k = 2. Také ¢islo ale méa styri delitele 1, 2, 4
a 4k, preto sa jeho delitel 2k musi rovnat ¢islu 4. Plati teda (p — q)(p + q) = 8, odkial
p—q=2ap+q=4,takie ¢ =1, a to je spor. Rovnost ¢ = 2 je dokazana.

Hladdme teda vsetky prvocisla p > 2, pre ktoré ma ¢islo p? — 4 najviac styri delitele.
Lahko sa presvedéime, ze vyhovuje p = 3 aj p = 5. V pripade p = 7 je vSak jedno z ¢isel
p+ 2, p— 2 delitelné tromi (podla toho, ¢ prvocislo p dava pri deleni tromi zvysok 1
alebo 2), takze ¢islo p? — 4 mé pif roznych delitelov 1, 3, p— 2, p+ 2 a p? — 4.

Ulohe teda vyhovuju dve dvojice prvoéisiel (p, q), a to (3,2) a (5, 2).

C-1I-1

Najprv spocitame, kolko je vSetkych dvojic ¢isel takych, ze 1 < a < b < 86, a potom
od tohto poc¢tu odpocitame pocet tych dvojic, pre ktoré sac¢in ab nie je tromi delitelny.
Oznac¢me C mnozinu vsetkych prirodzenych ¢isel najviac rovnych 86,

C=1{1,2,...,86).

Mnozina C' mé celkom 86 prvkov. Cislo a z nej mézeme vybrat 86 sposobmi a ku
kazdému takto vybranému cislu a existuje 85 ¢isel b € C' réznych od a. Preto pocet
vSetkych usporiadanych dvojic (a,b) prirodzenych ¢isel (1 < a # b < 86) je rovny 86 -
- 85. Tato mnozinu moézeme rozdelit na pary usporiadanych dvojic (a,b) a (b, a), preto
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prave pre polovicu dvojic plati a < b (druht polovicu tvoria dvojice, v ktorych a > b).
Pocet vsetkych dvojic (a,b) prirodzenych ¢isel takych, ze 1 < a < b < 86, je teda rovny
(86-85)/2 = 3655. (Je to zaroven pocet vSetkych neusporiadanych dvojic prirodzenych
¢isel z mnoziny C, ¢o je kombinacné ¢islo (826) = 3655.)

Suéin ab je delitelny tromi prave vtedy, ked je aspon jeden z ¢initelov a, b delitelny
tromi. Pretoze medzi ¢islami z mnoziny C je prave 28 ¢isel delitelnych tromi, je v C
prave 86 — 28 = 58 ¢isel, ktoré nie su delitelné tromi. Celkom teda modZzeme zostavit
(58 - 57)/2 = 1653 dvojic roznych prirodzenych ¢isel (a,b) takych, ze 1 < a < b < 86,
a pritom sucin ab nie je delitelny tromi.

Pocet v8etkych dvojic (a, b) prirodzenych ¢isel (1 < a < b < 86), pre ktoré je stcin ab
delitelny tromi, je rovny 3655 — 1653 = 2002.

Iné rieSenie. Ozna¢me A, resp. B, mnozinu vSetkych tych dvojic (a,b) (1 < a <
< b £ 86), v ktorych je ¢islo a, resp. b delitelné tromi. Medzi ¢islami v mnozine
C = {1,2,...,86} existuje 28 ¢isel delitelnych tromi (st to ¢isla 3,6,9,...,84).
Ku kazdému cislu a € C existuje 86 — a cisel b € C takych, ze a < b. Preto pocet
vsetkych prvkov mnoziny A je rovny

(86 — 3) + (86 — 6) + (86 — 9) + - - - + (86 — 84) =
—28-86—3-(1+2+3+---428) =
1
=28-86 3 ((1+28) +(2+27) + (3+26) + -+ (28+1)) =
1
= 2886 —3- 7 -29-28 = 2408 — 1218 = 1190.

Ku kazdému cislu b € C existuje b—1 cisel a € C takych, ze a < b. Preto pocet vsetkych
prvkov mnoziny B je rovny

B=1)+(06-1)4+O9—1)+--+(84—1)=
=3-(1+2+4---+28) —28 = 1218 — 28 = 1190.

Prienik mnozin A a B obsahuje také dvojice ¢isel (a,b), v ktorych su obe zlozky a aj b
delitelné tromi, pricom a < b. Tychto dvojic je podla tivahy z tvodného riesenia (28 -
-27)/2 = 378. Pocet prvkov zjednotenia mnozin A a B, t.j. pocet vSetkych dvojic (a,b)
prirodzenych ¢isel (1 £ a < b < 86), pre ktoré je sucin ab delitelny tromi, je rovny suctu
prvkov mnozin A a B zmenseny o pocet prvkov ich prieniku, t.j. 11904+ 1190 — 378 =
= 2002.

C-1I-2

Nech ABCD je lichobeznik so zédkladiiami AB a CD spliiajici predpoklady zadania
(obr.4). Ozna¢me P stred ramena AD, @) stred ramena BC' a I dotykovy bod kruznic
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Obr. 4

zostrojenych nad ramenami ako priemermi. Bod P je stredom kruznice zostrojenej nad
ramenom AD, preto su usecky PA a PI zhodné a API je rovnoramenny trojuhol-
nik so zakladniou AI. Odtial vyplyva, ze uhly PAI a AIP st zhodné. Pretoze bod
dotyku dvoch kruznic lezi na spojnici ich stredov, je I bodom strednej priecky PQ
lichobeznika ABCD, ktora je rovnobezna s jeho zakladnami. Uhly PIA a IAB su
striedavé a maju preto rovnaku velkost. Teda uhly PAI a I AB st zhodné a Al je osou
uhla DAB. Bod I lezi na osi tohto uhla, preto mé rovnakt vzdialenost od jeho ramien
AD a AB. Podobne sa ukaze, ze I B je osou uhla ABC' a bod I méa rovnaku vzdialenost
od priamok AB a BC. Odtial uz vyplyva, Zze bod I méa rovnaku vzdialenost od ramien
AD a BC, a lezi preto na osi uhla, ktory tieto ramena zvieraju.

C-11-3

Obe ¢isla 3 a 7 st neparne, preto pre fubovolné celé ¢islo x maju ¢isla t —3 a . — 7

(a teda aj ¢isla (z — 3)? a (z — 7)?) rovnakt paritu. Cisla —2 a 1 majt réznu paritu,

preto ¢isla (z — 3)% — 2, (z — 7)? + 1 maji réznu paritu, jedno z nich je teda parne.

Pretoze jediné parne prvocislo je ¢islo 2, je jedno z ¢isel (x —3)% -2, (x —7)%+1 rovné 2.

a) Nech (z —3)2 —2 = 2. Potom (z —3)? =4, t.j. x =5 alebox = 1. Pre z = 5 je
hodnota vyrazu (z — 7)? + 1 rovna 5, ¢o je prvodislo, pre z = 1 je hodnota tohto
vyrazu rovna 37, ¢o je tiez prvocislo.

b) Nech (z —7)2+ 1 = 2. Potom (z —7)? = 1, t.j. # = 8 alebo z = 6. Pre x = 8 je
hodnota vyrazu (z — 3)? — 2 rovna 23, ¢o je prvocislo, pre = 6 je hodnota tohto
vyrazu rovna 7, ¢o je tiez prvocislo.

Hladanymi celymi ¢islami x s vSetky prvky mnoziny {1, 5, 6, 8}.
C-11-4

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik, S stred kruznice k£ jemu opisanej a V' priesecnik
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jeho vysok (obr.5). Nech U je bod stimerne zdruzeny s bodom A podla S. Bod U lezi na

Obr. 5

kruznici k vnutri toho oblika BC, ktory neobsahuje bod A. Usecka AU je priemerom
kruznice k, preto podla Talesovej vety st uhly UC' A a U BA pravé. Nakolko vyska BV je
kolmé na stranu AC' trojuholnika ABC', st tsecky BV a UC' rovnobezné. Z podobného
dovodu st rovnobezné aj tsecky CV a UB, takze BUCV je rovnobeznik. Usecky BC
a UV majua teda spolo¢ny stred.

Odtial uz vyplyva konstrukcia. Zostrojime bod B stimerne zdruzeny s bodom C'
podla stredu usecky UV. Bod A potom ur¢ime ako priese¢nik kolmice na priamku BU
prechadzajicej bodom B a kolmice na priamku C'U prechadzajicej bodom C.

Ukazme teraz, ze takto zostrojeny trojuholnik ABC ma vSetky pozadované vlast-
nosti. Bod B je zostrojeny tak, Ze plati BV || UC a CV || UB. Bod A je zostrojeny tak,
ze plati AB L UB a AC L UC, ¢o znamena, ze body B a C lezia na Talesovej kruznici
nad priemerom AU. Body A a U su teda simerne zdruzené podla stredu tejto kruznice,
ktora je opisana trojuholniku ABC'. Zo vztahov AC 1 UC a BV || UC vyplyva BV L
1 AC, takze bod V lezi na vyske z vrcholu B na stranu AC' zostrojeného trojuholnika.
Podobne zo vztahov AB L UB a CV || UB vyplyva, Ze bod V lezi na vyske z vrcholu C
na stranu AB. Bod V je teda priesecnik vysok trojuholnika ABC.

Uloha maé za danych podmienok prave jedno rieSenie.
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KATEGORIA B

B-I-1

Oznacme a, b, ¢, d, e, f, g, h, i ¢isla vpisané do lavého horného Stvorca 3 x 3 tabulky
(obr.6). Ked porovname stéiny pre pitice tvaru ' a J|, umiestnené v tejto casti
tabulky, musi platif abede = bdefg, ¢ize ac = fg. Analogicky pre pitice B a o nam
vyjde ahfdi = cigdh, ¢ize af = cg. Pretoze vsetky ¢isla st kladné, vyplyva z oboch
rovinosti f = ¢ a g = a. Zaroven si uvedomme, Ze tato vlastnost (t.j. rovnost Cisel
v protilahlych rohoch $tvorca 3 x 3) musi mat kazdy zo Styroch takych stvorcov, ktoré
v tabulke existuji. To vyuzijeme pri dalsom dopliiani danej tabulky.

alble alble alblcle alblcle
h 1 h 1 d T
f g f g c alb clelal|b
d T d

Obr. 6 Obr.7

Uvazujme opif umiestnenie H v Tavom hornom rohu danej tabulky s vpisanymi
¢islami a, b, ¢, d, e, dopliime dalsie ¢isla podla prave dokézanej vlastnosti a oznacéme
x chybajice &slo v pitici o (obr. 7). Porovnanim oboch zhodnjch stc¢inov dostavame
abede = abdex, ¢ize © = c. Keby sme rovnaki tivahu urobili pre pitice poli | a fm,
ktoré dostaneme z uvazovanych pitic preklopenim podla zvislej osi danej tabulky, vyjde
nam analogicka rovnost aj pre dalsie dve dvojice poli tabulky (obr.8).

ble alblcle
b bldly|lc
c b clelalbd

c|b ylcl|bl|d

Obr. 8 Obr. 9

Teraz uz mame tabulku vyplnent celt az na dve policka, do ktorych vpiseme ¢islo y
(obr.9). Porovnanim sté¢inov v oboch vyznacenych péticiach dostavame abede = abedy,
¢ize y = e. Analogické rovnost musi vsak platit aj pre druhé dve centralne polia tabulky
leziace na druhej uhlopriecke, t.j. d = a. Staci, aby sme celt1 ivahu zopakovali pre pétice
poli, ktoré vznikni z uvazovanych pétic preklopenim podla zvislej osi danej tabulky.

Vsimnime si teraz vo vyplnenej tabulke pitice poli vyznacenych na obr. 10. Zrejme
musi platit a?bce = abce?, ¢ize a = e. Vidime, Ze tabulka obsahuje najviac tri rézne
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¢isla a, b, ¢ (obr.11), pricom a3bc = 1. Teraz zostava overit, Ze rovnaky stcin a3bc
mé kazda pitica poli tvaru T, ktord mozno do tabulky umiestnit. Pretoze vyplnena
tabulka je osovo simerné podla oboch uhlopriecok, a teda aj stredovo stiimernd, staci to
overit len pre tyri mozné polohy rovnako orientovanjch pitic (napr. H vo zvycajnej
polohe pismena T).

alblcle alblcle
alblcla

blale]|c blalelc
blal|lal]|c

clelalbd clelalbd
clalalbd

elcl|bdbla elc|bdb]|a
alc|bla
Obr. 10 Obr. 11

Odpoved. V tabulke st zapisané najviac tri rozne kladné ¢isla a, b, ¢, pricom a3bc = 1.
B-1-2

Uvazujme mnozinu M, ktora spliia podmienky zo zadania. Pretoze M obsahuje
¢islo 75600, musi byt aspon jednoprvkova. Dalej si véimnime, Ze pokial z mnoziny M
odstranime nejaké ¢islo a # 75600, dostaneme mnozinu M’ C M, ktora rovnako spliia
dané podmienky. Overme to. Mnozina M’ aj nadalej obsahuje ¢islo 75600. Ak st x, y
TubovoIné dve ¢isla z mnoziny M’, plati pre ne automaticky, ze = | y alebo y | x, pretoze
to pre ne plati ako pre prvky mnoziny M.

Tym sme vlastne dokézali, Ze pokial ndjdeme mnozinu, ktord ma m prvkov a spliia
podmienky zadania, tak existuje k-prvkovad mnozina pozadovanych vlastnosti pre
lubovolné k, 1 < k < m. Sta¢i teda najst vyhovujicu mnozinu, ktord ma maximalny
mozny pocet prvkov

Ak je a lubovolny prvok mnoziny M, je predovsetkym a < 75 600. Pokial a < 75 600,
musi podla zadania platit, ze a | 75600. Mnozina M teda obsahuje len delitele ¢isla
75 600.

Prvodéiselny rozklad ¢éisla 75 600 je 75600 = 2% - 33 - 52 . 7. Kazdy delitel &isla 75 600
mé teda tvar 2% -3% .57 .70 kde 0L a<4,0<5<3,0<~v<2,0<6 < 1. Kazdy
prvok M je preto charakterizovany usporiadanou Stvoricou («, 3,7, d) odpovedajicich
exponentov v uvedenom rozklade na prvocéisla. Ak st p a p’ dva rézne prvky M a plati
napriklad p < p’, tak podla zadania musi sticasne platit « < o/, B 3/, v <+, § £ 0,
pri¢om aspon jedna nerovnost musi byt ostra (inak by platilo p = p’), odkial vyplyva
nerovnost a+0G+v+46 < o' + 5" ++'+¢. Pretoze v nasom pripade 0 < a+5+v+4d < 10,
moze mnozina M obsahovat najviac 11 prvkov. Takou je napr. mnozina

D ={1,2,22,23 2% 2%.3,2%.32 2%.33 24.3% .5 24.3% .52 2¢.3%.52 .7},

Tym sme dokazali, Ze z danej mnoziny moZeme (vratane cisla 75600) vybrat
pozadovanym spdsobom 1,2,...,11 prvkov.
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B-1-3

Bez ujmy na vieobecnosti predpokladajme, ze dlzka strany §tvorca ABCD je 1. Oz-
nac¢me M stred strany AB a U prieseénik priamok t1, t5 (obr.12). Dalej ozna¢me I
kruznicu vpisani trojuholniku CDP, S jej stred a r polomer. Dalej nech @ a R st
postupne dotykové body priamky ¢; s kruznicou [ a polkruznicou k. Polozme x =
= |AP|. V rieSeni vyuzijeme znamy fakt, ze vzdialenosti oboch dotykovych bodov od
priesecnikov dotyc¢nic stt zhodné. Takto napriklad dostavame

|CP| =|CR| + |RP| = |CB| + |AP| = 1+ x. (1)

Riesenie urobime v troch krokoch, pritom kazdy z nich urobime viacerymi spdsobmi:
1. krok. Vypocet dlzky x.
2. krok. Vypocet polomeru r.

3. krok. Dokaz kolmosti priamok ¢, a ts.

D C
2V
S
1 QLU
R
P k
X tg
A M B
Obr. 12

1. krok, 1. sposob.

Uvazujme pravouhly trojuholnik C'DP. Dizka jeho prepony sa podla (1) rovna 1+
a dlzky odvesien st 1 a 1 — = Z Pytagorovej vety teda dostavame

1+2)?2=124+(1—-2)%
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RieSenim tejto (po uprave linearnej) rovnice je z = 1/4.

D C
7N\
c B & QU P
|
R :B'
|
P | h
12
A M B
Obr. 13

1. krok, 2. sposob.

Oznacéme C’ bod, ktory vznikne oto¢enim bodu C' okolo stredu M o 90° v kladnom
smere. Potom bod C’ lezi na priamke p, ktord je obrazom priamky BC' v uvedenom
oto¢eni (obr.13), pricom rovnobezné tusecky C'E a AM maja rovnaka dlzku 1/2.
Pretoze priamka M P je osou uhla AM R a priamka M C' osou uhla BM R, st priamky
MP a MC navzajom kolmé, takze bod C’ lezi na priamke M P. Trojuholniky PAM’
a PEC' st teda stmerne zdruzené podla stredu P, a preto z = |AP| = |AE|/2=1/4.

2. krok, 1. sposob.

Ak je p polomer kruznice vpisanej trojuholniku so stranami a, b, ¢, je jeho obsah
rovny (a+b-+c)o/2. Pre pravouhly trojuholnik CDP, v ktorom pozname dlzky vietkych
stran, tak dostavame (pripomenme, ze |PC| =1+ x =5/4)

1|CD|-|DP| 1

~ 1(CD|+|DP| +|PC|) 4

D C
4 f
I QLU
p R
k
A \\ / B to
D/ A// B//

Obr. 14
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2. krok, 2. sposob.

Nech A”B" je obraz tisecky AB v posunuti v smere polpriamky C'B o dizku 1/2
(obr.14). Oznac¢me D’ priese¢nik priamok A” B” a t;. Potom kruznica, ktorej ¢astou je
polkruznica k, je vpisand trojuholniku D’ B”C' a naviac su trojuholniky D’B”C a CDP
podobné. Pomer polomerov ich vpisanych kruznic je teda rovny pomeru ich kratsich
odvesien. To znamena, ze (1/2) : r = (3/2) : (3/4), ¢ize r = 1/4.

3. krok, 1. sposob.

Podla druhého kroku vieme, Ze priemer kruznice [ je rovny polomeru polkruznice k.
Preto priamka p (os tsecky AD) je spolo¢nou vnitornou dotyénicou polkruznice k
a kruznice [ (obr.15). Pritom priamka p je kolma na priamku AD, ktord je ich
vonkajsou spolo¢nou doty¢nicou. V osovej simernosti podla spojnice stredov SM oboch
kruznic je obrazom vonkajsej dotyc¢nice AD vonkajsia dotycnica to a obrazom vniitornej
dotycnice p vnutorna dotycnica t1. Preto st navzajom kolmé aj dotycnice ¢; a to.

D WAV C
e\
3]
As
N\ N,
P
R /
P k
to
A M B
Obr. 15

3. krok, 2. sposob.

Ozna¢me V prieseénik priamky ¢, so stranou C'D. Pretoze dlzky oboch spoloénych
vonkajSich dotyénic (pokial ich berieme ako tsecky, ktorych krajnymi bodmi st
dotykové body) polkruznice k a kruznice [ s zhodné, t.j. |AT| = |A"T’|, dostavame
na zaklade zhodnosti dlzok dotyénic z bodu P ku kruznici [ a zhodnosti dfZok dotyénic
z bodu U k polkruznici k

|AT| = [AP| + [PT| = |AP| + |PQ| = 2[AP| + |RQ),
|A'T'| = |[A'U] + [UT'| = |[RU| + [UQ| = |RQ| + 2|UQ),

¢o znamena, ze |UQ| = |AP| = 1/4. Dalej z rovnosti dlzok dotyénic z bodu C
k polkruznici k a kruznici [ dostavame |RQ| = |CR| — |CQ| = |CB| — |CW| =1 —
—3/4 = 1/4. To znamena, ze |PU| = 3/4 = |PD|, takze Stvoruholnik PUV D je
deltoid, a teda | PUV| = |4 PDV| = 90° t.]j. priamky ¢; a ty si navzajom kolmé.

Tym je dékaz hotovy.
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B-1-4

Rozoberme najprv pripad a), teda n = 2000. Vyberme tisic ¢isel a urobme s nimi dant
operaciu. Potom vezmime zvysnych tisic ¢isel a rovnako s nimi urobme danii operaciu.
Dostaneme tisic ¢isel rovnych a a tisic ¢isel rovnych b. Pokial a = b, je Gloha vyrieSena.
Pokial a # b, tak postupne vyberajme ¢islo rovné a a ¢islo rovné b a nahradme ich
priemerom (a + b)/2. Takto méZzeme vybrat 1000 dvojic a vSetky ¢isla nahradif ¢islom
(a +b)/2. Teda pre n = 2000 existuje postupnost krokov, ktora prevedie Tubovolnych
2000 c¢isel na rovnaké ¢isla.

Pripad n = 35 budeme riesit podobne. Vyberme 7 disjunktnych pitic a v kazdej
z nich urobme operaciu popisant vyssie, pricom v kazdej dostaneme rovnaké cisla.
Z kazdej nanovo vytvorenej pétice vyberieme teraz jedno cislo. Dostaneme 7 cisel,
s ktorymi opéf urobime dant operaciu. Podobnym sposobom vyberme dalsie sedmice
a vytvorme odpovedajuce priemery. Vsetky sedmice budu rovnaké, lebo v kazdej péatici
mame rovnaké cisla. Vsetky cisla budu teda rovnaké. Aj v tomto pripade existuje
postupnost krokov, ktoré prevedie lubovolnych 35 ¢isel na rovnaké ¢isla.

Uvazujme n = 3. Uvazujme trojicu ¢isel (1,1,2). Robit dant operaciu s dvoma
jednotkami nema zmysel, takze po prvom kroku, ktory zmeni nasu trojicu, dostaneme
¢isla (1,3/2,3/2). Znovu sme dostali dve ¢isla rovnaké, ktoré sa neoplati ,,priemerovat*.
Teda dalsi krok, ktory zmeni nasu trojicu, ju necha v tvare (5/4,5/4,3/2). VSimnime
si, ze po kazdom kroku je sticet cisel rovnaky. Dokazeme to aj vo vSeobecnom pripade.
Oznacme ay,as, ... ,a, dané ¢isla. Bez ujmy na vSeobecnosti urobme krok s prvymi m
(m < n) ¢islami. Dostaneme ¢isla

a1 +ag+ ...+ am a1 +as+ ...+ am

PRI » Am41y -+ 5 An.
m m

J/

TV
m-Kkrat

Ich stcet je m- (a1 +as+...+am)/m+ami1+...+a, =a1+...4+a,. Tym je uvedené
tvrdenie dokazané.

Ak teda mame dostat z ¢isel (1,1,2) vSetky ¢isla rovnaké, na konci tprav musime
dostat vsetky ¢isla rovné (24+141)/3 = 4/3. VSimnime si, ze pri postupnych krokoch sa
v menovateli ¢isel objavuji len mocniny ¢isla 2. Dokézeme to matematickou indukciou.

V prvom kroku to zrejme plati. Po k krokoch méame tri ¢isla, ktoré maju v menovateli
len mocniny éisla 2. V dalsom kroku mozeme vybrat bud jedno ¢islo, ktoré ndm trojicu
nezmenti, alebo dve ¢isla. Ak ich nahradime ich priemerom, budeme zrejme delit ¢islom 2.
A znovu dostaneme v menovateli len mocninu dvojky. V kazdom kroku dostaneme teda
do menovatela iba mocniny dvojky, ale na konci tprav tam méme mat ¢islo 3, ¢o je
spor. Zistili sme, Ze pre n = 3 neexistuje pre kazda trojicu ¢isel postupnost krokov,
ktora zmeni vSetky c¢isla na rovnaké.

Pripad n = 17 dokdZeme podobne ako pripad n = 3. Ukazali sme skor (pre
vSeobecné n), ze v kazdom kroku zostava zachovany sucet ¢isel. Vezmime teda nejaka
17-ticu prirodzenych éisel, ktorych sucet nie je delitelny 17. Na konci méame dostat 17-
ticu rovnakych ¢isel rovnych (a1 +as+...4a17)/17, pricom tento zlomok je v zdkladnom
tvare. V ziadnom kroku vSak nedostaneme do menovatela ¢islo delitelné 17. Toto
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tvrdenie znovu dokazeme indukciou. Prvy krok je zrejmy. Po k krokoch dostaneme 17-
ticu ¢isel, v ktorych menovateloch nie je ¢islo delitelné 17. Z tychto ¢isel vezmime m <
< 17 a séitajme ich. Podla indukéného predpokladu dostaneme v menovateli najmensi
spoloény nésobok menovatelov vybranych ¢isel. Ten podla indukéného predpokladu
nebude delitelny 17. Pokial teraz tento stucet vydelime ¢islom m < 17, nedostaneme
v menovateli ¢islo delitelné 17. Preto ani po k + 1 krokoch nedostaneme v menovateli
¢islo delitelné 17. Pretoze na konci musime dostat éisla, ktoré maji v menovateli 17,
dostavame spor. Pre niektoré 17-tice prirodzenych ¢isel teda nedokézeme najst postup-
nost krokov, ktord z nich vytvori rovnaké ¢isla.

B-1I-5

Pokial vynasobime prvi rovnicu nezndmou y a druht neznamou x, dostaneme na lavej
strane oboch rovnic x2y? — 2zy. Porovnanim pravych strdn mame

py =p(2 —p)z. (1)

Pokial p = 0, mé dana sustava tvar

2’y — 22 =0,

y'r —2y =0,
pricom po jednoduchej tprave

y(zy —2) = 0.

Vidime, Ze sustava mé nekonecne vela rieseni. Je nim kazda dvojica (z, y) redlnych ¢isel
takd, ze xy = 2. (Okrem tychto dvojic je riesenim iba dvojica x =y = 0.)
Pokial p = 2, dostaneme stistavu

z(xy —2) = 2,
ktord m4 jediné rieSenie y = 0, z = —1.

Vratme sa teraz k rovnici (1), pricom budeme dalej predpokladat, ze p ¢ {0,2}.
Rovnicu vydelime ¢islom p. Dostaneme

y=(2-p (2)
Dosadenim tohto vztahu do prvej z danych rovnic dostavame (p # 2) kubickd rovnicu
(2—p)a® -2z —p=0. (3)

Riesenie kubickej rovnice vo vSeobecnosti nie je také jednoduché ako riesenie kvadrat-
ickej rovnice. V nasom pripade vSak mo6zeme uhddnut jeden jej koreni & = —1. Potom
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modzeme polyném (2 — p)z3® — 2z — p bezo zvysku vydelit koretiovym &initelom z + 1.
Vydelenim dostavame

(2—p)a® -2z —p= (m+1)((2—p)x2+(p—2)x—p).

Staci teda vyriesit kvadraticki rovnicu
(2-p)z*+ (p—2)z —p=0. (4)

Uvedomme si, Ze neznama y je jednoznacne urcend nezndmou x pomocou vztahu (2).
Ak méa teda mat dand sustava prave tri rieSenia, musi mat rovnica (3) tri navzdjom
rozne rieSenia. To znamend, Ze rovnica (4) musi mat dve rozne rieSenia, ktoré sa
naviac nerovnaji —1. Budeme sktmaft, kedy je diskriminant D rovnice (4) kladny.
Jednoduchym vypoctom dostavame

D=(p—2)>—4(2-p)(-p) = (2—p)(3p+2).

Odtial vidime, ze D > 0 prave vtedy, ked p € (—2/3,2). Dosadenim = = —1 lahko
vidime, Ze rovnica (4) ma korenn —1 len pre p = 4/3. Rovnica (3) ma preto tri rdzne
rieSenia prave vtedy, ked p € (—2/3,0) U (0,4/3) U (4/3,2).

Obratene, ak mé rovnica (3) tri rozne rieSenia, ma tri rozne rieSenia aj sustava (2),
(3), ktord je vSak pre p # 0 a p # 2 ekvivalentné s danou sustavou.

Odpoved. Danéa stistava mé v obore realnych ¢isel prave tri rieSenia prave vtedy, ked
pe€(—2/3,0)U(0,4/3) U (4/3,2).

Pozndmka. Ulohu moZno riesit viacerymi sposobmi — napriklad z prvej rovnice
vyjadrit nezndmu y pomocou z a to dosadit do druhej rovnice, alebo prva rovnicu
vydelit z a druht y a ziskané rovnice odéitat. Oba tieto sposoby opif vedi ku kubickej
rovnici (3).

B-1I-6

Uvazujme trochu vsSeobecnejSiu tulohu. Predpokladajme len, ze trojuholnik M PQ je
rovnoramenny so zakladiiou PQ, pricom |[{PMQ| = ¢. Oznac¢me Standardne «, (3, v
vnutorné uhly trojuholnika ABC. Body P, () su pity vysSok z bodov A, B, takze body A,
B, P, Q lezia na kruznici so stredom M (ide o Télesovu kruznicu nad priemerom AB).
To znamend, ze |MA| = |MB| = |MP| = |MQ)|, a teda trojuholnik AM@ (pokial
A # Q) je rovnoramenny; analogicky trojuholnik BM P. Potom plati

[FAMQ| = 180° — 2[g M AQ),
Y BMP| =180° — 2| MBP|,  |4PCQ| =~. (1)

Dalej rozoberme niekolko pripadov podla toho, ¢ mé byt trojuholnik ABC' ostrouhly,
pravouhly, alebo tupouhly.
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Pripad 1. Trojuholnik ABC' je ostrouhly (obr.16). Zrejme body M a C lezia
v opa¢nych polrovinach uréenych priamkou PQ. Naviac plati |[S M AQ| = a, |[<SMBP| =
=0 al|dAMQ|+ ¢ + |[<BM P| = 180°, odkial po dosadeni (1) dostdvame v = 180° —
—a—B=90°— /2.

Pripad 2. Trojuholnik ABC ma pri vrchole A pravy uhol (obr.17). Zrejme body M
a C' lezia v opa¢nych polrovinach uréenych priamkou PQ. Dalej A = Q a |[SBMP| =
= 180° — . Z (1) potom vyplyva f = |[IMBP| = ¢/2, a teda v = 90° — ¢ /2. Pokial
je pravy uhol pri vrchole B, analogicky dostaneme v = 90° — ¢/2.

Obr. 16 Obr. 17

Pripad 3. Trojuholnik ABC ma pri vrchole A tupy uhol (obr. 18). Zrejme body M
a C'lezia v opaénych polrovinach uréenych priamkou PQ. Pritom |4 MAQ| = 180° — «,
|[SMBP| = ap— |[SJAMQ| + | BMP| = 180°, odkial po dosadeni (1) dostavame
v =180° — o — = 90° — ¢/2. Ak je tupy uhol pri vrchole B, analogicky dostaneme
v =90° — p/2.
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Obr. 19

Pripad 4. Trojuholnik ABC maé pri vrchole C' tupy uhol (obr.19). Zrejme body M
a C lezia v rovnakej polrovine uréenej priamkou PQ. Dalej z pravouhlych trojuholnikov
ABQ a ABP dostavame |[SMAQ| = «, |[IMBP| = [ a |[SAMQ|+ |[<BMP| = 180° +
+ . Z (1) potom vyplyva v = 90° 4 ¢/2.

Zrejme trojuholnik ABC nemoze mat pri vrchole C' pravy uhol, inak by body C,
P, @ boli totozné. Celkovo sme teda dostali, Ze pokial bod C lezi v polorovine opacnej
k polrovine PQM, plati |< PCQ| = 90° —¢/2, a ak bod C' lezi v polorovine PQ M, plati
|[<PCQ| = 90° + /2. Mnozinou vsetkych takych bodov C je teda kruznica, ozna¢me

.....

mnoziny vsetkych bodov X takych, ze | PXQ|=90° — ¢/2).

Naopak, nech C € kE\{P, Q} a M PQ je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou PQ.
Potom si lahko uvedomime, ako by sme zostrojili body A, B. Bod A lezi na priamke C'Q
a na priamke, ktora je kolméa na C'P a prechddza bodom P. Analogicky dostaneme
bod B. V takomto trojuholniku ABC' buda body P, ) pitami vysSok z vrcholov A,
B. Staci teda dokézat, ze M je stred AB. Ozna¢me N stred strany AB. Dokazeme, Ze
M = N. Ozna¢me ¢y = |[SPNQ|. Zrejme bod N lezi v polrovine PQM a je stredom
kruznice, na ktorej lezia body A, B, P, @, takze trojuholnik N P(@ je rovnoramenny
so zékladnou PQ. Pritom z vysSie uvedenych uvah vyplyva, Ze pokial bod C' lezi
v polrovine opacnej k polrovine PQM, plati v = 90° — /2, a pokial bod C lezi
v polrovine PQM, plati v = 90° + ¢ /2. To znamen4, Ze 1) = ¢. Naviac oba body M
a N lezia na osi usecky PQ. Takze nutne M = N, a teda M je naozaj stred strany AB.

Odpoved. Hladanou mnozinou vSetkych vrcholov C je kruznica k s vynimkou bodov
P, Q. Specialne pre ¢ = 60° je k kruznica simerne zdruZena s kruznicou opisanou
trojuholniku M PQ podla priamky PQ.

Iné riesenie. Uvazujme znovu vSeobecnejsiu llohu ako v predchadzajicom rieseni.
Opit si uvedomme, ze body A, B, P, Q lezia na kruznici so stredom M. Vzhladom na
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to, ze M je stred usecky AB, lezi aspon jeden z bodov A, B nutne v polrovine PQM.
Bez ujmy na vseobecnosti nech je to bod B. Potom z vety o obvodovych uhloch vyplyva,
7e |[SQBP| = ¢/2. Dalej

1L BCQ| = 90° — [QBC| = 90° — [XQBP| = 90° — g.

Pokial v < 90°, lezi bod C' v polrovine opaé¢nej k polrovine PQM a plati vy = |4 BCQ| =
= 90° — /2. Pokial v > 90°, lezi bod C v polrovine PQM a plati v = 180° — |4 BCQ| =
=90° + ¢/2.

Dalsi postup je uz analogicky ako v prvom rieseni.

Diskusiu pripadov v oboch rieSeniach mozeme c¢iastocne obist. Staci si uvedomit
niekolko faktov. Ak V je priese¢nikom vySok v trojuholniku ABC, je bod C
prieseénikom vySok v trojuholniku ABV. Preto trojuholnik ABC m& vlastnost zo
zadania tulohy prave vtedy, ked ju ma trojuholnik ABC’, kde C’ = V. Znamené to,
ze mnozina vrcholov C vsetkych vyhovujucich trojuholnikov je totozné s mnozinou ich
priesecnikov vysok V. Pretoze body C, V lezia vzdy v opacnych polrovinach urcenych
priamkou PQ a plati |[S PV Q|+ |<PCQ| = 180°, sta¢i ndjst mnozinu vrcholov C' len
v jednej zo spomenutych polrovin (ako uz vieme, je nou kruznicovy oblik), v druhej
polrovine touto mnozinou potom musi byt doplnok toho oblika na celti kruznicu.

B-S-1

Pre korene z7, x5 danej kvadratickej rovnice (pokial existuji) plati podla Vietovych
vztahov rovnosti

T1+ 1y =—4p a x179 = 5p* + 6p — 16,
z ktorych vypocitame skiimany sucet

22+ 23 = (z1 + 20)? — 22120 = (—4p)? — 2(5p® + 6p — 16) =
= 6p® — 12p+ 32 = 6(p — 1)% + 26.

Odtial vyplyva nerovnost z? 4+ x3 = 26, pritom rovnost moZe nastat, len ked p = 1.
Zistime preto, ¢i pre p = 1 m4a dand rovnica skutocne dve rézne riesenia. Ide o rovnicu
22 4+ 4x — 5 =0 s korefimi ; = —5 a x5 = 1. Tym je tiloha vyrieSen4.

Dodajme, ze viicSina rieSitelov pravdepodobne najprv zisti, pre ktoré p ma dand
rovnica dva rozne korene. Pretoze pre jej diskriminant D plati

D = (4p)* — 4(5p® + 6p — 16) = —4p® — 24p + 64 = —4(p + 8)(p — 2),

su také p prave cisla z intervalu (-8, 2).

Odpoved’: Maximéalna hodnota stctu 3 + 23 (rovnd 26) zodpovedd jedinému &islu
p=1.
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B-S-2

V tetivovom Stvoruholniku ABXY ozna¢me ¢ = |[JAXB| = |4 AY B| velkost oboch
zhodnych obvodovych uhlov nad spolo¢nou tetivou AB (obr.20). Podobne ozna¢me

C

A A B
Obr. 20

Y = |[¥BZC| = |[4BYC| a w = |[9CXA| = |[$CZA| velkosti zhodnych obvodovych
uhlov nad tetivami BC a CA v tetivovych Stvoruholnikoch BCY Z a CAZX. Ked
zapiseme postupne rovnosti pre kazdu z troch dvojic vyznacenych susednych uhlov pri
vrcholoch X, Y a Z, dostaneme pre nezname velkosti o, 1) a w ststavu troch linearnych
rovnic

o+ =m,
Y+w=m,
w+p=m,

ktord ma jediné rieSenie p = ¢ = w = 7/2, ¢o jednoducho zistime napr. od¢itanim
TubovoInych dvoch rovnic a dosadenim. Tym je tvrdenie tlohy dokézané.

Pozndmka. Ak st naopak body X, Y a Z péty vysok trojuholnika ABC', st §tvoruhol-
niky ABXY, BCYZ a CAZX tetivové podla Talesovej vety.

B-S-3

Pretoze pre zvolené ¢islo k vzdy plati 18 < k+17 < 34 a medzi ¢islami 18,19, ... ,34 ma
kazdé z ¢isel 12,13, ... ,17 iba jeden nasobok (konkrétne dvojnésobok), lubovolné ¢islo
m € {12,13,...,17} zotrieme iba pri volbe jediného ¢isla k (pri ktorom k + 17 = 2m).
Napriklad ¢islo 15 zotrieme iba volbou k = 13, ¢islo 13 iba volbou k = 9. Na zotretie
oboch ¢isel 15 a 13 teda musime niekedy vybrat k& = 13 a niekedy neskér & = 9. Potom
ale v okamihu vyberu ¢isla & = 9 je uz zotreté ako ¢islo 10 (zotreli sme ho najneskor
pri vybere k = 13), tak &slo 1 (to sme zotreli hned pri prvom vybere). Cislo k + 17
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je delitelné deviatimi iba pri vyberoch k¥ = 1 a k = 10, pri ziadnom dalSom vybere
uz preto nezotrieme cislo 9. Dokazali sme, ze opakovanim danej procediry nemozno
zotriet vSetky tri ¢éisla 15, 13 a 9, tym skor nemozno zotriet vSetky ¢isla od 1 do 17.

Iné rieSenie. Pripustime, Ze vSetky ¢isla mozno zotrieft po n vyberoch éisla k
(spojenych so zotieranim vsetkych delitelov ¢isla k4 17) a Ze kazdym vyberom sa nieco
zotrie (inak je taky vyber zbyto¢ny). Posledné o.i. znamena, ze kazdé ¢islo je vybrané
najviac raz. Zrejme n > 1 a pre posledné vybrané ¢islo k,, musi platit k,|(k, + 17),
t.j. kn, = 17 (moZnost k, = 1 je vylucend tym, Ze Cislo 1 je zotreté hned pri prvom
vybere). Pred poslednym vyberom st na tabuli len delitele ¢isla 34, teda okrem ¢isla 17
pripadne ¢islo 2. Keby tam ¢islo 2 nebolo, muselo by opét platit k,—1 | (k-1 + 17), ¢o
uz mozné nie je. Preto nutne k,_; = 2. Taka volba je ale zbyto¢né, pretoze ¢islo 2+ 17
je prvocislo.

B-1II-1

Pretoze ¢islo 4n + 3 je neparne, musi byt neparne aj ¢islo 7n + 5, takze ¢islo n musi byt
parne, t.j. n = 2k pre vhodné celé k.

Pozadovant vlastnost mozno vyjadrit aj tak, ze rozdiel D = (7n + 5)2 — (4n + 3)2
musi byt delitelny ¢islom 100. S vyuzitim rozkladu

D= ((Tn+5)— (4n+3))((Tn +5) + (4n+3)) = (3n + 2)(11n + 8)

po dosadeni n = 2k dostaneme vyjadrenie D = 4(3k + 1)(11k + 4). Zaujima nas teda,
kedy je stcin (3k+1)(11k+4) delitelny cislom 25. Oba ¢initele 3k +1 a 11k +4 nemdzu
byt nasobky piatich stic¢asne, pretoze pre ich najvicsi spoloény delitel vychadza

nsd(11% + 4,3k + 1) = nsd(3k + 1, 2k + 1) = nsd(2k + 1, k) = nsd(k, 1) = 1.
Zistime preto, kedy 25 | 3k + 1 a kedy 25 | 11k + 4. Z vyjadrenia
3k+1=3(k—8)+25 a 11k+4=11(k—11)+125

vidime, zZe 25 | 3k+1 prave vtedy, ked k = 25t+8, zatial ¢o 25 | 11k+4, prave vtedy, ked
k = 25t + 11 (pismeno ¢ oznac¢uje v oboch pripadoch celé ¢islo). Hladané ¢isla n = 2k
su preto cisla tvarov n = 50t + 16 a n = 50t 4+ 22 v rozmedzi od 1 do 99, su to teda
prave cisla 16, 22, 66 a 72.

Iné riesenie. Najprv zistime, akd je poslednd cislica ¢isel (7n + 5)% a (4n + 3)2
v zavislosti na poslednej ¢islici ¢isla n.

n 0|1]2|3|4]|5|6|7[8]9
™m+5 |5(2[9|6[3|0|7]4|1]8
(Tn+5)2|5|4|1(6[9[0[9|6|1]|4
dn+3 [3|7]1|5]9[3|7|1]5]9
(4n+3)2]9|9|1|5[1|9]9]|1|5]|1
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(Vypocet celej tabulky sa skrati na polovicu, ked si dopredu ako v predchadzajicom
rieSeni uvedomime, Ze n musi byt parne.) Vidime, ze &isla (7n +5)? a (4n + 3)? koncia
rovnakou ¢islicou prave vtedy, ked ¢islo n kondi ¢islicou 2 alebo 6. Kazdé hladané n <
< 100 je teda bud tvaru n = 10a + 2, alebo tvaru n = 10a + 6, kde a je neznama d¢islica.
Aj ked by stacilo otestovat vSetkych 2 - 10 = 20 takych ¢isel n, zvolime iny postup.

(i) Pre n = 10a + 2 plati

(7n + 5)% = (70a 4+ 19)% = 49004 + 2 660a + 361,
(4n + 3)? = (40a + 11)% = 1600a> + 880a + 121.

Vidime, Ze &islo (7n + 5)? m4 na mieste desiatok rovnaki &slicu, akt méa ¢islo 6a + 6
na mieste jednotiek; ¢islo (4n + 3)? zasa ma na mieste desiatok rovnakt ¢islicu, aktt ma
¢islo 8a + 2 na mieste jednotiek. Hladdme teda éislice a, pre ktoré rozdiel (8a + 2) —
— (6a +6) = 2(a — 2) kondi ¢islicou nula; zrejme to plati iba pre a =2 a a = 7, ktorym
zodpovedaju rieSenia n = 22 a n = 72.

(ii) Pre n = 10a + 6 plati

(Tn + 5)% = (70a + 47)% = 49004 + 6 580a + 2 209
(4n + 3)? = (40a + 27)? = 1600a” + 2160a + 729.

Teraz st pocty desiatok v tychto cislach rovnaké ako pocty jednotiek v ¢islach 8a
a 6a + 2. Rozdiel 8a — (6a + 2) = 2(a — 1) konéi ¢islicou nula len pre a = 1 a a = 6.
Zodpovedajuce riesenia su n = 16 a n = 66.

B-1I-2
Pretoze pre lubovolné realne ¢isla x, y st obe ¢isla (z2+1) a (y%+1) nenulové (kladné),
mozeme prejst k novym nezndmym

x Y
U:m a v=

v ktorych mé zrejme pévodné sustava rovnic tvar
1+24duv=0 a 12u+12v4+1=0.
Odtial napriklad pre nezndmu v jednoducho dostaneme kvadraticki rovnicu
24u® +2u—1=0

s korenimi u; = 1/6 auy = —1/4, ktorym ,symetricky“ zodpovedaji hodnoty v; = —1/4
a vo = 1/6. Pretoze (kvadratické) rovnice

S 1 t 1
241 6 t2+1 4
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maju rieSenie
8172:3:t\/§ a t172:—2:t\/§,

ma povodna ststava prave osem rieSeni, a to dvojice tvaru (z,y) = (3 +/8, -2+ \/3)
a(zr,y) = (—2 ++/3,3+ \/g), kde znamienka st kombinované Iubovolne.

B-1I-3

Predpokladajme, Zze uvedenym Styrom Stvoruholnikom mozno vpisat kruznice. Body
dotykov tychto kruznic s prislusnymi stranami stvoruholnikov ozna¢me ako na obr. 21.

Zo sumernosti dotycnic zostrojenych z jedného bodu k rovnakej kruznici vyplyvaja
rovnosti

|APL| = |[AP||, |BP,| = |BP,|, |CPs| = |CPg|, |DPy| = |DFy] (1)

[SQ1| = [SQ1, [SQ2] = |SQ3], [SQs| = [SQs], |SQal =[5Q4. (2)

Zo stmernosti spolo¢nych vonkajsich dotycnic dvoch kruznic zasa vyplyvaja rovnosti

|PLP;| = |Q1Q2]|, |P2Pi| = |Q5Qs,

(3)
| P3Pyl = |Q5Qal, |PsPi| = [Q4Qul.

Podla zndmeho tvrdenia mozno konvexnému Stvoruholniku ABCD vpisat kruznicu
prave vtedy, ked dizky jeho stran spliiaji podmienku

|AB|+ |CD| = |BC|+ |DA|,
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ktortt mozno vzhladom na (1) upravif na tvar
|PLPy| + |PsPy| = | PyPy| + | Py Py . (4)
Vsimnime si, ze podla (2) a (3) platia rovnosti

|P1P| = |Q1Q2] = |Q1S| + [SQ2| = |SQ1] +[SQ2],
|Pa P3| = [Q2Q3] = |Q3S] + [SQs| = [SQ2| + [5Q3],
|P3Py| = |Q3Q4] = |Q3S] + [SQ4| = |SQs] + [5Qul,
|PyP{| = |Q4Q1] = |Q4S| + |SQ1] = |SQal +|SQ1].

Obe strany (4) sa teda rovnaja stctu [SQ1|+|SQ2| + |SQ3| +|SQ4| a dokaz je hotovy.
B-1I-4

Poznamenajme najskor, ze popisant operaciu nema zmysel robit s dvojicou ¢isel (a, b)
obsahujtcou cislo nula, lebo taka dvojica sa operaciou nezmeni.

(i) Predpokladajme najskor, Ze dand skupina n nezapornych ¢isel sa da rozdelit na
dve podskupiny A a B s rovnakym suctom ¢isel. Ukazme, ze v takom pripade mozno
opakovanim operacie zmenit vSetky ¢isla oboch skupin A a B na nuly. Ak obsahuje
niektora zo skupin A, B aspon jedno kladné ¢islo (inak sme hotovi), vyplyva z rovnosti
suctu c¢isel v oboch skupinéach, ze kladné cislo existuje v oboch z nich. Vyberme teda
kladné ¢islo a € A a kladné ¢islo b € B a urobme operaciu prave s tymito dvoma
¢islami. Ak napriklad a < b (v pripade a = b je tvaha podobnd), zmeni sa ¢islo a
v skupine A na nulu a ¢islo b v skupine B na ¢islo b — a, takze sa celkovy sucet cisel
v skupine A zmensi o a, rovnako ako celkovy sucet ¢isel v skupine B. Preto buda po
urobenej operécii sucty ¢isel v skupinach A a B opit rovnaké, pritom sa celkovy pocet
popisaného postupu s kladnymi ¢islami a € A a b € B sa preto po koneénom pocte
krokov dostaneme do situacie, ked v Ziadnej zo skupin A, B uz nebude kladné ¢islo.

(ii) Predpokladajme teraz, Ze z danej m-tice nezapornych ¢isel sme dostali vhod-
nym opakovanim operacie n-ticu zlozent zo samych nul. Dokadzme indukciou, ze pred
urobenim kazdej jednotlivej operacie bolo mozné aktualnu n-ticu ¢isel rozdelit na dve
podskupiny A a B s rovnakym suc¢tom. Pred prevedenim poslednej operacie musela
mat aktudlna n-tica cisel tvar {a,a,0,0,...,0}, takZe vhodné rozdelenie bolo A =
= {a} a B = {a,0,0,...,0}. Predpokladajme teraz, ze po urobeni niektorej operacie
s ¢islami (a, b), a < b, existovalo rozdelenie ¢isel do podskupin A a B s rovnakym stc¢tom
a ukazme, ze aj pred urobenim tejto operacie také rozdelenie existovalo. Urc¢ite mézeme
predpokladat, Ze nové ¢isla 0 a b — a nepatria do rovnakej z oboch podskupin A a B
(inak prehodime ¢islo 0 do druhej podskupiny, ¢o nezmeni sucty ¢isel v podskupinach),
nech teda napriklad 0 € A a b — a € B. Potom ¢islo 0 v A zamenime ¢islom a a ¢islo
b —a v B zamenime ¢islom b; dostaneme tak vhodné rozdelenie aktualnych cisel pred
uvazovanou operaciou.
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KATEGORIA A

A-1I-1

Vyjadrenie obsahu S vieobecného trojuholnika z dlzok jeho stran a, b, ¢ je dané
Herénovym vzorcom

a+b+c

S=+/s(s—a)(s—b)(s—c), kde s= 5

Bez oznacenia s pre polovi¢ny obvod je zapis Herénovho vzorca o nieco dlhsi, presnejsie

S:i\/(a+b—l—c)(b+c—a)(a+c—b)(a—|—b—c). (1)

Urobme malii odboc¢ku a vSimnime si, ako Herénov vzorec nepriamo ,testuje” zname
nerovnosti, ktoré zaru¢uja existenciu trojuholnika. Cisla a, b, ¢ st dlzkami stran niek-
torého trojuholnika prave vtedy, ked vsSetky ¢initele pod odmocninou vo vztahu (1) st
kladné. Podla vztahu (1) je obsah T' trojuholnika so stranami a + b, b + ¢, ¢ + a rovny

T = i\/(2a + 2b + 2¢)(2¢)(2a)(2¢) = v/abe(a + b+ ¢).

Dokazovani nerovnost T 2 45 teda rozpiSeme ako

Vabe(a+b+c) 2 (a+b+e)b+c—a)a+c—Db)(a+b—c).

V ekvivalentnej nerovnosti medzi odmocnovanymi vyrazmi skratime ¢initel (a + b + ¢)
a dostaneme tak nerovnost

abc 2 (b+c—a)la+c—b)(a+b—c), (2)

ktort teraz (pre strany a, b, ¢ vSeobecného trojuholnika) niekolkymi spdésobmi
dokazeme.
Pri prvom z nich vyuzijeme zrejmé nerovnosti

a?>2a®>—(b—c)=(a-b+c)a+b—-c),
V¥ 2b—(c—a)=0b—-ct+a)b+c—a), (3)
A2 —(a—b?=(c—a+b)(c+a-—D>).

Pretoze ide o tri nerovnosti medzi kladnymi vyrazmi, sticin ich Tavych stran nie je mensi
ako sucin ich pravych stran, t.j.

a’b’c? 2 (b+c—a)*(a+c—b)*(a+b—c)?,
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odkial po odmocneni dostaneme nerovnost (2). Tym je nerovnost 7' = 4S5 dokazani.
Z nasho postupu tiez vyplyva, ze rovnost T' = 4.5 nastane prave vtedy, ked budu splnené
sucasne tri rovnosti

a?=a®>—(b—c)? B*=b>—(c—a)? *=c*—(a—0b)?

t.j. prave vtedy, ked bude platit a = b = ¢ (pripad rovnostranného trojuholnika).

Poznamenajme, ze dokaz nerovnosti (2) sme dosiahli vynasobenim troch analogick-
ych nerovnosti (3). Prva z nich po odmocneni oboch stran nadobudne tvar nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (kladnych) ¢isel u =a+b—ca v =
=a—b+ec, t.j.

- (a-l—b—c)—;(a—b-l—c) > Jarbh—ada—bto,

Vyuzit takt AG-nerovnost nas napadne, ked dokazovani nerovnost (2) prepiSeme
z povodnych premennych a, b, ¢ do novych premennych

u=a+b—c>0,v=a—-b+c>0, w=—a+b+c>0.
Pretoze a = (u+v)/2,b = (u+w)/2 a z = (v+w)/2, prejde nerovnost (2) na nerovnost
(u~+v)(u+w)(v+w) 2 8uvw (2"

a stvislost s AG-nerovnostami
u-+v U+ w U+ w
5 >\ uv, 5 >\ uw, 5 > \/ow

uz vidno. Dokézat transformovanti nerovnost (2') mozeme vSak aj pouzitim jedinej
AG-nerovnosti. Po roznésobeni lavej strany (2') a zrejmej uprave dostaneme

w2v + wiw + v32u + 2w + wiu 4+ wiv
6

> uvw,
¢o je AG-nerovnost pre skupinu Siestich ¢lenov
2 2 2 2 2 2

u v, v w, viu, vw, wiu, wv,

pretoze ich geometricky priemer je rovny

6
Yu2v - ulw - v - 02w - wu - wo = uww.

Na zaver uvedme este jeden algebraicky dokaz nerovnosti (2). Vzhladom na symetriu
predpokladajme, ze a < min{b, c}, polozme © =b—a 2 0, y = ¢ — a = 0 a prepiSme



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 63

nerovnost (2) ako nerovnost pre mnohoclen premennej a s koeficientami zavislymi na
x a y. Dostavame

abc— (b+c—a)la+c—Db)(a+b—c) =
=ala+z)(at+y)—(a+r+ty)la+ty—a)at+z—y)=
ala® + a(z +y) + xy] — [a+ (z +y)][a® — (x —y)*] =
= [a® + a*(z + y) + axy] —
—[@®+d®(@+y) —alz—y)? - (z+y)(z—y)? =
=alzy + (z — 9)’| + (z + y)(z — y)*.

Posledny vyraz je (vzhladom na to, ze a > 0, z =2 0, y = 0) zrejme nezdporny, pri¢om
nule sa rovné prave vtedy, ked plati zy =0ax —y =0, ¢ize x =y = 0.

A-T1T-2

Nech dvojica celych ¢isel x, y vyhovuje danej rovnici. Pretoze sucet (.’L‘5)2 + (y*)5 je
delitelny piatimi, déva ¢islo 2zy? pri deleni piatimi zvysok 4, t.j. 5 | (2zy? —4). Cislo y
preto nie je delitelné piatimi, takze plati bud y = 5k +1, alebo y = 5k +2, kde 5k = ys.
Obe moznosti teraz preberieme oddelene.

Pripad y = 5k=41. Pretoze y? = 25k?>+10k+1, plati 5 | (y*—1), a preto z podmienky
5| (2xy®—4) vyplyva5 | (22—4) = 2(z—2), teda z = bn+2, kde 5n = 5. Z podmienky
5| (y? —1) vyplyva tiez 5 | (y* — 1), ¢ize (y*)s = y* — 1, teda dana rovnica ziskava tvar

(5n)? + (y*—1)=2-(5n+2) - y> +51.
Postupnymi tipravami dostaneme

(y* — 10ny? 4 25n?) — 49? = 52,
(y* = 5n)? — 4y* = 52,
(y* = 5n — 2y)(y* — 5n + 2y) = 52. (1)

Na Tavej strane poslednej rovnice je stucéin dvoch celych ¢isel liSiacich sa o 4y, teda
o nasobok §tyroch; pretoze 52 = 22 - 13, mame na lavej strane (1) stc¢in ¢isel 2 a 26
alebo si¢in ¢isel —2 a —26. Tak ¢ onak plati [4y| = 26 — 2 = 24, odkial y = =6,
takZe mensi z oboch ¢initelov v (1) je rovny 6% — 5bn — 12 = 24 — 5n. Zatial ¢o rovnica
24 — bn = 2 ziadne celociselné riesenie n nema, rovnica 24 — bn = —26 ma rieSenie
n = 10, ktorému zodpovedd x = 5- 10 + 2 = 52. Podmienku y = 5k + 1 teda spliiaji
prave dve rieSenia danej rovnice, a sice (z,y) = (52,6) a (z,y) = (52, —6).

Pripad y = 5k=+2. Pretoze y? = 25k2+£20k+4, plati 5 | (y>+1), a preto z podmienky
51 (2xy? — 4) vyplyva 5 | (=22 —4) = —2(z + 2), teda = 5n — 2, kde 5n = x5.
Z podmienky 5 | (y? + 1) vyplyva rovnako 5 | (y* — 1), ¢ize (y*)s = y* — 1, teda dan4
rovnica ziskava tvar

(5n)2 + (y* —1)=2-(5n—2) - y? +51.
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Postupnymi tipravami dostaneme

(y* — 10ny? 4 25n?) + 4% = 52,
(y? — 5n)? + 4y* = 52. (2)

Oba séitance na lavej strane poslednej rovnice st nezaporné, takze neprevysuju ¢islo 52
z pravej strany. Z nerovnosti 4y? < 52 vyplyva y? < 13, ¢o vzhladom na podmienku
y = bk £+ 2 znamend, ze bud y = 2, alebo y = £3. Ak y = £2, je rovnica (2)
splnend prave vtedy, ked (4 —5n)? = 36, ¢o nastane pre jediné celé éislo n = 2, ktorému
zodpovedd x = 5-2—2 = 8. Ak y = £3, prejde (2) na rovnicu (9 —5n)? = 16 s jedinym
celociselnym koreniom n = 1, ktorému zodpoveda x = 5-1—2 = 3. Podmienku y = 5k &+
+ 2 teda spliiaji prave Styri riesenia (,%) danej rovnice, a sice dvojice (8,2), (8, —2),

(3,3) a (3, -3).

Odpoved. Dana rovnica mé v obore celych ¢isel celkom Sest rieseni (x,y), konkrétne
dvojice (52,6), (52, —6), (8,2), (8,—2), (3,3) a (3, —3). (Odporacame urobit skusku, aj
ked nie je nutnou stucastou takto podaného riesenia.)

Poznamka. Pre kazdé celé z je ¢islo z5 rovné jednému z ¢isel z—2, z—1, z, z+1 alebo
z + 2 (tomu z nich, ktoré je nasobkom piatich). Dant ilohu by bolo mozné preto riesit
tak, ze by sme dant rovnicu riesili v jednotlivych pripadoch x = 5n +r a y = 5k + ¢,
kde ¢isla r a ¢q prebiehaji (navzajom nezavisle) mnozinu {—2, —1,0, 1, 2}. Také diskusia
by vsak bola zdlhavé, uvedené riesenie je jej premyslenym skratenim.

Uvedomme si, ze pri nasom postupe sme najskor vylacili pripad ¢ = 0 a potom sme
uz rozlisili len pripady ¢ = +1 a ¢ = £2. Bolo to umoznené tym, Ze ¢islo y? mé pri
deleni piatimi zvySok nezavisly na znamienku éisla ¢ a Ze podla tohto zvysku mozno
z danej rovnice jednoznac¢ne uréit obdobny zvysok ¢isla x, teda hodnotu r.

Posledny ,trik“, ktory sme pri rieseni urobili, spoc¢ival v tom, ze sme do danej
rovnice nedosadzovali vyjadrenie y = 5k 4+ 1, resp. y = 5k + 2, ¢im sa nam o nieco
zjednodusil zapis prislusnych rovnic (1) a (2). Dodajme este, ze algebraické upravy
danej rovnice veduce k rovniciam (1) a (2) patria pri rieSeni rovnic v obore celych ¢isel
k tym najbeznejsim postupom.

A-1-3

Kruznice opisané trojuholnikom ABC, KBV a KLZ oznacme po rade k, k1 a ko
(obr. 22). Nasou ulohou je dokézat, ze priamka SK je doty¢nicou kruznice ks; k tomu
staci vysvetlif, preco st zhodné uhly SKZ a KLZ, vyznacené na obr. 22 obluc¢ikmi.
Okrem toho vSak musime zdovodnit, preco body L a S vzdy lezia v opa¢nych polrov-
inach s hrani¢nou priamkou AB (ako je to aj na nasom obrazku).

Stred V' kruznice vpisanej je vzdy vnutornym bodom trojuholnika ABC, lebo je
priese¢nikom osi jeho vnitornych uhlov. Preto je bod V vnutornym bodom tsecky C' K,
zatial ¢o bod L lezi na jej prediZeni za bod K. Body V a L preto lezia v opaénych
polrovinach s hrani¢nou priamkou AB. Ked oznacime ako zvycajne «, 3, v velkosti
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Obr. 22

vnutornych uhlov trojuholnika ABC, mé trojuholnik BCV pri vrcholoch B a C' vnu-
torné uhly velkosti 3/2 a /2, takze pre jeho vonkajsi uhol pri vrchole V' plati

YBVE]| = @ < 90°.
Uhol BV K je teda ostry, a preto stred S kruznice k; lezi v rovnakej polrovine s hranic-
nou priamkou BK ako bod V', ¢o spolu s predchadzajicim tvrdenim o polohe bodov
V a L znamena, ze body L a S naozaj lezia v opac¢nych polrovinadch s hrani¢nou
priamkou AB, ¢o sme potrebovali overit. Podla vety o obvodovych a stredovych uhloch
v kruznici k; plati
4BSK| =24 BVK]| = §+7,

z rovnoramenného trojuholnika BK .S teda vyplyva
1 o 1 o 1
|[<SKZ|=|4SKB| = 5(180 — |94BSK]|) = 5(180 —5—7)2504.

Zostava nam preto dokézat, ze aj uhol KLZ mé velkost «/2. Urobime to dvoma
nezavislymi sposobmi.

Pri prvom z nich najskor urcime velkost uhla LBV. Pretoze | LBA| = |4 LCA| =
= 7/2 (obvodové uhly v kruznici k) a |<ABV| = (3/2, vzhladom na vzajomnia polohu
usefiek LV a AB mozeme pisat

$LBV| = [JLBA| + [JABV| = (5 +7).

Uz skor sme zistili, Zze taka velkost mé aj uhol BV K (¢ize uhol BV L), a tak je
trojuholnik BV L rovnoramenny s ramenami BL a VL. Stcasne vSak plati |BS| =
= |V S|, takze oba body L a S lezia na osi tusecky BV (Stvoruholnik BLV S je teda
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deltoid, pripadne kosostvorec alebo Stvorec). Odtial vyplyva, Ze tsecky BV a SL su
navzajom kolmé, uhol K LZ je preto doplnkovy k uhlu BV K| t.j.

$KLZ| =90° ~ |3 BVE| = 90° — (3 +7) = 4o
Tym je tvrdenie tlohy dokéazané.

Pri druhom sposobe urcenia velkosti uhla KLZ si najskor vSimneme, Ze plati
|[<SBLK| = |94BLC| = |4BAC| = « (obvodové uhly v kruzmici k), ¢o spolu so
skor odvodenou rovnostou |[<BSK| =  + v znamena, ze v Stvoruholniku BLKS je
sucet vnatornych uhlov pri protilahlych vrcholoch L a S rovny 180°, jedna sa preto
o $tvoruholnik, ktorému sa da opisat kruznica. V nej st KBS a K LS zhodné obvodové
uhly nad tetivou KS, a preto plati

$KLZ| = |$KLS| = |[$KBS| = la

(pripominame, ze BK S je rovnoramenny trojuholnik s uhlami /2 pri zdkladni BK).
A-1-4

Pretoze dand sustava je velmi zlozita a zrejme neexistuje postup, ako v konecnom alge-
braickom tvare vyjadrit vSetky jej rieSenia, budeme jednak premyslat o podmienkach
rieSitelnosti tejto sustavy, jednak hladat niektoré jej $pecidlne rieSenia.

Vsimnime si najskor, ze dand stistava nemé ziadne rieSenie pre hodnotu p = 0, pretoze
hodnoty Tavych stran rovnic su kladné ¢isla. Tiez druhé zistenie, ktoré teraz uvedieme,
je zrejmé: n-tica Cisel (z1, x2,... ,x,) je rieSenim danej ststavy s hodnotou parametra p
prave vtedy, ked n-tica opa¢nych éisel (—x1, —x3,...,—x,) je rieSenim danej ststavy
s opa¢nou hodnotou parametra —p. Hodnoty lavych aj pravych stran vSetkych rovnic
sustavy sa totiz pri zmene vsetkych hodnot x; — —z; a p — —p nezmenia, pretoze pre
lubovolné x # 0 a p plati

(o' + =t 8 (e =

Dan4 sustava s hodnotou parametra p ma teda prave tolko riesSeni, kolko ich mé dané
stustava s hodnotou parametra —p. Budeme preto hladat iba vSetky kladné éisla p, pre
ktoré ma dand stustava aspon dve rieSenia (a v odpovedi k nim pripojime vSetky opacné
Cisla —p.)

A7 po zaver rieSenia budeme teda uvazovat iba kladné hodnoty parametra p danej
sustavy. Z kladnosti jej Tavych stran vyplyva, Zze aj vSetky pravé strany px; musia
byt kladné, a preto (vzhladom na predpoklad p > 0) musi platit z; > 0 pre kazdé i.
Lubovolné riesenie (z1,xa, ... ,,) danej sustavy je teda zostavené z n kladnych ¢isel.

Predpokladajme teraz, ze pre dané p > 0 nejaké rieSenie (x1,z2,...,z,) danej
sustavy existuje a vsSetkych n rovnic medzi sebou vynasobme. Pre kladné Cdcisla
1, T2, .., T, tak dostaneme rovnost

2 2 2
4 4 4 n
A S ) (25 ) . (2t 2 ) = e, 1
(1 x%)(Q I%) <n '1721) b . ()
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Kazdy ¢initel na lavej strane odhadneme zdola podla znadmej nerovnosti

u+ v = 2y/uv,

ktora plati pre Tubovolné kladné ¢isla u a v, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked
u = v (je to v podstate nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym priemerom ¢isel
u a v, vyplyvajtca jednoducho zo zrejmej nerovnosti (v/u —+/v)? = 0). Preto pre kazdy
index ¢ plati

2
2 m§-9:|mi|-2 2=1;-2¢/2. (2)

v

2
4
(2
Désledkom rovnosti (1) je teda nerovnost

(x12\/§) (x22\/§) . (xn2\/§) Spxizy ... Ty, (3)

z ktorej po kréateni (kladnym) stéinom zizs ...z, dostaneme podmienku na ¢islo p

v tvare
Pt 2 (2V2)", dize p=2y/2.

Sformulujme, ¢o sme prave zistili. Ak ma dana sustava pre pevné p > 0 aspon jedno
rieSenie, tak pre toto &slo p plati odhad p = 2+/2.

Pre ,krajni“ hodnotu p = 24/2 teraz danu ststavu tuplne vyrieSime, t.j. ndjdeme
vSetky jej rieSenia. Ak (z1,x2,...,x,) je lubovolné rieSenie danej stustavy s hodnotou
p = 24/2, tak podla tivah z predchadzajiceho odstavca nastane v nerovnosti (3) rovnost,
¢o je mozné jedine tak, Ze rovnosti nastanu vo vSetkych nasobenych nerovnostiach (2).
Preto vtedy pre kazdy index 7 plati

2
x‘*:ﬁ, neboli 2% =2, t.j. ;= /2

Pre hodnotu p = 21/2 mé teda dané ststava jediné (!) riesenie

(.’131,5(32,... ,:I?n): (6/5, 6/5,...,6/5).

Z vysledkov predchadzajicich dvoch odstavcov vyplyva, ze ak ma dana ststava pre
pevné p > 0 aspon dve rieSenia, tak pre toto ¢islo p plati ostrd nerovnost p > 24/2.
Ak teda ndjdeme dve rieSenia danej sustavy s Tubovolnou hodnotou parametra p >
> 24/2, budeme poznat odpoved na otdzku zo zadania tlohy. Spomenuté dve riesenia
budeme hladat medzi n-ticami (z1,x2,... ,x,) zloZenymi z n rovnakych ¢isel; taka n-
tica (z,x,...,z) je zrejme rieSenim danej stustavy prave vtedy, ked je ¢islo = rieSenim
(jedinej) rovnice

x‘ﬂ—% =pzx, ¢&ze 2%—pxd4+2=0.

Posledn4 rovnica je kvadratickd vzhladom na neznamu y = z3

¢isel y dve rozne rieSenia
pE+p* -8
2

a ma v obore realnych

Y12 =
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pre kazdd z nami uvazovanych hodnét p > 2+/2, lebo pre ne plati p> —8 > 0. Pre kazdé
také p ma teda poévodna stustava dve riesenia

(21, an) = (Vyr, o V) a (w1, 20) = (Lya, ..., V).

(Nevylu¢ujeme, ze okrem tychto rieSeni vtedy existuju aj rieSenia iné, totiz také, ze
x; # x; pre niektoré i # j.)

Odpoved. Vsetky hladané hodnoty p tvoria mnozinu (—oo; —2\/5) U (2\/5; oo)
A-1-5

Dvoma odlisnymi spésobmi ukazeme, ze vyhovujice mnohocleny st prave mnohocleny
tvaru P(r) = ax® — ax + d, kde a a d st Tubovolné realne &sla. Pri prvom sposobe
pouzijeme metdédu, ktord je uzitocna aj pri rieSeni mnohych inych tloh o mnohoclenoch;
nazyva sa ,metdda neurcitych koeficientov®. Ako zvyc¢ajne budeme ¢leny mnohoclenov
zapisovat v zostupnom poradi podla mocnin premennej x; pomocou prvych koeficientov
hladaného mnohoclena

P(z) = az™ + bx" ' dca" 2+ da" P L. (1)

vyjadrime prvé koeficienty oboch stran danej rovnice a potom ich porovname. Zapi-
som (1) sme naznaéili, Ze budeme skutocne pocitat s prvymi Styrmi koeficientami
mnohoc¢lena P(x). UkazZe sa totiz, Ze vypocty s mensim poctom koeficientov k vyriese-
niu ulohy nestac¢ia. Aby sme pre mnohocleny stupria najviac 3 nemuseli robit dalsie
samostatné vypocty, nebudeme zatial predpokladat, Ze koeficient a pri mocnine x™
v zéapise (1) je nenulovy.

Néjdeme najskor prvé ¢leny mnohoclena P(x — 1).

Plz—1)=a(z—1D"+blx—-1)"" +clxz—1)"2+dz—-1)"3+...
e — () () = (e )+
b = (T (a0 )+
te(@" = (") P+ ) Hd@ ) =
=aa” + [=(Pa+v]a" T+ [(JJa— ()b + a7 +
FGat ()= (et dlan +

Podobnym vypoctom zistime, ze

Pz +1) = az" + [()a+0]a" " + [(5)a+ ("71)b+c]a" 2 +
+[Ha+ ("o + (")t dla" P+

Teraz mozeme urcit prvé ¢leny mnohoc¢lena (x + 1)P(z — 1) + (z — 1)P(x + 1), totiz

¢leny s mocninami z"*1, 2" 2”71 a 2"7? (vypisali sme ich dopredu, aby sme pri
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nasledujicom vypocte zbytocne nevypisovali ¢leny s nizsimi mocninami x).

(2+1)Pxz—-1)+(x—-1)P(z+1) =
:xP(x—1)+P(x—1)+xP(x+1)—P(x—l—l) =
= az"" 4 [=(Y)a+bla" + [(3)a — (") 1)b+ cJa"™! +
+[=(a+ ()= (")e+dla" 4+
+az” + [~ (Da+bla" T+ [(Gla— ("T)b+c]a" P+ 4
+az™ 4 [(Da+0]a" + [(H)a+ (", )o+ " +
+[Ga+ (") (" )e+d]a" 4 -
—aa®  [(a+ " = (Bt (T an =
= 2az" ! + 2b2™ + [2 (5)a— 2(?)@ + 20} "4
+ 2" b —2(" b +2d]z" 2+
Nasli sme prvé éleny lavej strany danej rovnice. Vypisat prvé ¢leny jej pravej strany je
e 20 P(x) = 2ax"™ ! + 2bx™ + 2cx™ ! + 2d2™ 2 +
Vidime, Ze prvé dva ¢leny lavej strany sa zhoduji s prvymi dvoma ¢lenmi pravej strany,

nech je mnohoclen P(x) vybrany akokolvek. Tretie a $tvrté ¢leny sa uz vo vSeobecnosti
nezhoduju a ich rovnosti si vyjadrené podmienkami

n n n—1 n—1
2 -2 2c =2 2 -2 2d = 2
(2)a (1)a+ c c a ( 5 )b ( 1 )b—i— d d,

z ktorych po rozpisani kombinaénych ¢isel dostaneme rovnice tvaru n(n — 3)a = 0
a (n—1)(n —4)b = 0. (Vsimnime si, ze rovnica pre koeficient b sa lisi od rovnice pre
koeficient a iba tym, zZe je v nej ¢islo n nahradené cislom n — 1. Koeficient b totiz
prevezme rolu ,vediceho“ koeficientu a, ked v zéapise (1) vynechdme prvy ¢len suctu
(¢im znizime stupen n o jedna)). V pripade n > 3 teda musi platit a = 0, ¢o znamena,
Ze sa mozeme obmedzit len na pripad n = 3. Vtedy je prva rovnica splnené pre kazdé
a € R, zatial ¢o z druhej rovnice vyplyva b = 0. Hladany mnohoc¢len P(z) ma preto
nutne tvar

P(z) = ax® 4+ cr +d (2)
a po dosadeni [ubovolného takého mnohoclena do oboch stran danej rovnice dostaneme
dva mnohoéleny, ktoré sa zhoduji v prvych ¢lenoch s mocninami z#, 23, 22 a z'.
Zostava teda porovnat posledné (absolutne) ¢leny oboch mnohoclenov

(x+1)Px—1)+(x—1)P(x+1) a 2zP(x).

Namiesto algebraického vypoctu vyuzijeme zvycajny postup, ktory je zalozeny na tomto
zrejmom tvrdeni: Absolutny ¢len mnohoclena p je jeho hodnota p(0) v bode 0. V nasom
pripade preto zistime, kedy plati rovnost P(—1) — P(1) = 0- P(0), teda podla (2)

(—a—c+d)—(a+c+d)=0.
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Je to zrejme prave vtedy, ked ¢ = —a. Preto su rieSeniami tlohy prave mnohocleny
tvaru P(z) = ax® — az + d, kde a, d st Tubovolné redlne ¢&isla.

Iné riesenie. Vyuzijeme postup, ktory sa pouziva pri rieSeni funkcionalnych rovnic.
Ziskavame pri nom vyznamné informécie o neznamych funkciach tak, ze do rovnic, ktoré
hladané funkcie spliiaji, opakovane dosadzujeme vhodne vybrané hodnoty premenngch.
(To sme vlastne urobili aj v zavere ,,algebraického“ riesenia, ked na urcenie absolitneho
¢lena sme do mnoho¢lena dosadili hodnotu = 0.) Nech je teda P Tubovolny mnohoclen
spliajici v premennej « € R dani rovnicu. Ked do nej dosadime najskér hodnotu z = 1
a potom hodnotu z = —1, dostaneme rovnosti

2.-P(0)+0-P(2)=2-P(1) a 0-P(—2)—2-P(0)=-2-P(-1),

z ktorych vyplyva, ze P(1) = P(0) = P(—1). Preto ak oznac¢ime P(0) = d, ma rovnica
P(xz) = d korene z = 0, x = 1 a x = —1. Existuje teda mnohoclen Q(z) taky, ze
P(z) = xz(x — 1)(x + 1)Q(x) 4 d. Toto vyjadrenie dosadime do danej rovnice, aby sme
zistili, aké podmienky musi spliiat mnohoé¢len Q(z) a koeficient d.

(x+Da(z—1)(z—-2)Q(z—-1)+dx+1)+
+z—-1D(z+1z(z+2)Qx+1)+dx—-1)=
=222 (x — 1)(z + 1)Q(z) + 2dx.

Cleny s koeficientom d sa v poslednej rovnici navzajom eliminuji a zvy$né ¢leny mozno
vykratit spolo¢nym ¢initelom z(z — 1)(x + 1). Ziskame tak rovnicu

(r—2)Q(x—1)+ (z+2)Q(z + 1) = 2zQ(x) (3)

pre neznamy mnohoclen Q(x). Zo spésobu odvodenia vyplyva, Ze rovnica (3) plati pre
kazdé = € R, ktoré st rozne od 0, 1 a —1; pretoze vSak obe strany (3) s mnohocleny
premennej x, ktoré maji rovnakt hodnotu pre nekonecéne vela ¢isel z, musia to byt
mnohocleny totozné, a preto rovnost (3) plati aj pre =z € {0,1, —1}.

Pretoze a(x — 2) + a(x + 2) = 2ax, rovnicu (3) splia kazdy konstantny mnohoélen
Q(x) = a. Povodnej rovnici preto vyhovuje kazdy mnohoclen

Pla)=z(@x-1)(z+1a+d=az®>—ar+d (a,dE€R).

Iné vyhovujice mnohoc¢leny P(x) neexistujd, ak ukdzeme, ze kazdy mnohoé¢len Q(z)
spliiajtci rovnicu (3) je konstantny. Nech je teda Q(x) Tubovolny taky mnohoélen;
oznacme (2) = a a dosadme do rovnice (3) hodnotu x = 2. Dostaneme

0-Q(1)+4Q(3) =4Q(2), odkial Q(3) = Q(2) = a.
Teraz volbou = = 3 v rovnici (3) ziskame rovnost

Q(2) +5Q(4) = 6Q(3), odkial Q(4) = 6Q(3)5_ Q) _ 6a5_ —
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Dalej volbou x = 4 zistime, ze Q(5) = a, atd. Dok4dzme preto indukciou, ze Q(n) = a
pre kazdé celé n = 2. Ak pre nejaké n platia rovnosti Q(n) = Q(n + 1) = a (tak ako
pre n = 2), tak volbou = n + 1 v rovnici (3) dostaneme

At +2) = 2+ D= (1= D0 _
_2n+1la—-(n—1)a
N n-+3 -

Dékaz indukciou je hotovy. Zistili sme, Ze rovnost Q(x) = a plati pre nekonecéne vela
Cisel z, ¢o je mozné jedine vtedy, ked Q(z) = a pre kazdé = (keby bol ) mnohoclen
nejakého stupria N > 0, mala by rovnica Q(z) = a najviac N korenov). Celé riesenie
je tym ukoncené.

A-1-6
V prvej (podstatnejSej) ¢asti rieSenia ndjdeme vSetky Stvorsteny, ktoré maju siet tvaru

deltoidu; potom uz pomerne jednoducho zistime, ktoré z najdenych Stvorstenov majua
prave Styri zhodné hrany.

Obr. 23

Uvazujme preto Iubovolny stvorsten ABCD a oznaéme dlzky jeho hran pismenami
x,y, 2, u, v, w podla obr. 23. Vsetky siete stvorstenu ABC'D rozdelime do dvoch skupin.
Do prvej z nich zaradime tie siete, v ktorych niektora stena stvorstena susedi s tromi
ostatnymi stenami; do druhej skupiny budu patrit ostatné siete, v ktorych kazda stena
susedi najviac s dvoma stenami. Pretoze sme oznacenie vrcholov stvorstenu dopredu
nijak neupresnili, budeme dalej uvazovat len po jednej sieti z kazdej z oboch skupin,
teda siete znazornené na obr. 24 a 25. Zaoberajme sa kazdou z nich samostatne.

Siet na obr.24 je (vo vSeobecnosti) Sestuholnikom AD3BD,CDs, $tvoruholnik to
bude len vtedy, ked dva z jeho uhlov pri vrcholoch A, B, C' buda priame (t.j. buda
mat velkost 180°). Je totiz jasné, ze priamy uhol nemoze byt pri Ziadnom z vrcholov
D1, Dy, D3. Vzhladom na uz spomenutii vSeobecnost oznacenia predpokladajme, Ze
priame st uhly Dy AD3 a D3BD; (vyznacené na obr. 24). Nasa siet je teda Stvoruhol-
nikom Dy D3 D1 C, ktorého strany maju (v poradi, v akom za sebou cyklicky nasleduji)
dizky 2u, 2v, w a w. Ak je tento &tvoruholnik deltoid (a nie kosoStvorec), musi
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zrejme platit w = v a 2u # w (obr.26a). Z osovej simernosti podla priamky DsC
potom zistujeme, ze plati y = x; Stvorsten s ,,deltoidnou“ sietou z obr.26a vidno
na obr. 26b. Je to Stvorsten stimerny podla roviny stmernosti hrany AB. Dodajme,
7e okrem mnerovnosti 2u # w musi platit rovnako nerovnost z < w, ktora vyplyva
z vlastnosti strednej priecky AB trojuholnika D;Ds D3 a trojuholnikovej nerovnosti
pre rovnoramenny trojuholnik C'Dq Ds:

Obr. 24 Obr. 25

Siet z obr. 25 je (vo vSeobecnosti) Sestuholnikom A Dy BC By Do, $tvoruholnikom bude
len v tych pripadoch, ked prave dva z jeho uhlov pri vrcholoch A, B, C, D, buda
priame (také totiz nemozu byt uhly pri vrcholoch Dy a B;). Vzhladom na vSeobecnost
oznacenia staci uvazovat len tri nasledujtuce pripady.

a) Priame uhly pri vrcholoch A a D,. Siet je Stvoruholnik By D BC, ktorého strany
maji v poradi dlzky 2u 4+ v, v, x, x. Zrejme sa nejedné o deltoid, lebo 2u + v # v.

b) Priame uhly pri vrcholoch A a C. Siet je Stvoruholnik Dy Dq BBy, ktorého strany
maji v poradi dlzky 2u, v, 2z, v. Pretoze dvojica protilahljch stran mé rovnaku dizku v,
nejedna sa o deltoid.

c¢) Priame uhly pri vrcholoch A a B. Siet je $tvoruholnik Do D;C By, ktorého strany
maji v poradi dlzky 2u, = +v, x, v. Ak je to deltoid, vzhladom na nerovnost z +v > x
musi platit 2u =z + v a x = v, teda x = u = v. V trojuholniku Dy D, C je tisecka AB
strednou prieckou (obr.27a), takze plati w = |D2C| = 2|AB| = 2z. Prislusny Stvorsten
vidno na obr. 27b.

Zhrnme vysledky nasich doterajsich uvah. Iba dva typy Stvorstenov (obr.26b a 27b)
maju siet tvaru deltoidu. Nasou tlohou je teraz zistit, kedy tieto Stvorsteny maju prave
Styri zhodné hrany (danej dlzky a). Zaoberajme sa najskor Stvorstenom z obr. 26b,
ktorého hrany maju dizky x, z, z, u, u, w. Predpokladajme teda, Ze prave Styri z nich
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Obr. 26a Obr. 26b

D
x 2z
A C
z T
B
Obr. 27a Obr. 27b

st rovné a. Ktoré to sa? Uréite x = a, inak by muselo platit a = z = u = w, ¢o je ale
v spore s nerovnostou z < w, ktori sme odvodili skor. Pretoze st vylacené aj rovnosti
z=wuau=w (voboch pripadoch by dlzku a malo p#f hran §tvorstena ABCD), musi
platit u = a. V pripade x = wu je v8ak Stvoruholnik A D3 BC kosostvorec; z rovnobeznosti
priamok AC a D3 B vyplyva rovnost sithlasnych uhlov CADy a BD3A. Rovnoramenné
trojuholniky CADs a BD3A st vtedy zhodné podla vety sus, takze |D2C| = |AB],
¢ize z = w, ¢o je opét spor. (V pripade w = z ma ,deltoidnd“ siet z obr.26a priamy
uhol pri vrchole C, takze sa nejedna o deltoid, ale o trojuholnik.) Ziadny $tvorsten
z obr. 26b preto nie je rieSenim nasej tlohy. Prejdime teraz k druhému typu stvorstenov
a predpokladajme, ze prave styri z hran niektorého Stvorstena ABCD z obr. 27b maja
dlzku a. Pretoze tri jeho hrany maju dlzku x, musi platit * = a. Ktord (jedina)
z ostatnych dlZok y, z, 22 je rovna a? V sieti na obr. 27a z trojuholnika B;C Dy vypljva
x +x > 2z, teda x > 2. V rovnakej sieti ma trojuholnik ABC' tupy vnutorny uhol
pri vrchole B, lebo jeho vonkajsi uhol ABD; je vnatornym uhlom pri zékladni AB
rovnoramenného trojuholnika AB D1, takze je nutne ostry. Preto je najdlhSou stranou
trojuholnika ABC strana AC, ¢o zapiSeme y > max{z, z}. Spolu dostdvame y > x >
> z, s ohladom na rovnost x = a preto zostava iba moznost 2z = a. Najdenymi
podmienkami je uz $tvorsten ABCD jednoznac¢ne (az na zhodnost) uréeny. Dizku y
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poslednej hrany AC vypocitame ako faznicu na stranu DDy trojuholnika C' Dy D5 so
stranami 2a, 2a, a. Vyjde ndm y = a+/6/2. RieSenim nasej tlohy je jediny Stvorsten
z obr. 28a, jeho siet tvaru deltoidu je na obr. 28b.

D

Obr. 28a

Odpoved. Hladany $tvorsten je jediny. Jeho tri hrany dlzky a vychadzaju z jedného
vrcholu, hrany protilahlej steny maji dizky a, a/2, a\/6/2. Jedna zo sieti tohto tvor-
stenu ma tvar deltoidu so stranami a, a, 2a, 2a.

A-S-1

Podla zvysku po deleni ¢isla x ¢islom 5 mézeme rozlisit péat pripadov: (i) =z = 5k,
(ii) x = bk +1, (ili) z = 5k + 2, (iv) 2 = 5k + 3 a (v) x = bk + 4 (k je Iubovolné celé
¢islo). Pretoze ale lava strana rovnice je zrejme nédsobkom piatich pre kazdé celé x, musi
byt nasobkom piatich aspoii jeden z ¢initelov 3z — 2, x + 2 pravej strany. Cislo 3z — 2 je
delitelné piatimi iba pre z = 5k + 4, ¢islo x + 2 iba pre x = 5k + 3. Preto staci rozobrat
pripady (iv) a (v) (L oznacuje favii a P pravi stranu danej rovnice).

(iv) Pre x = 5k + 3 plati 22 = 25k% + 30k +9, (2?)5 = 25k% + 30k + 10, 3z = 15k +9,
(3x)s5 = 15k+10, L = 75k*+105k+40 a P = 75k*+110k+ 35, takze z L = P vychadza
k =1, comu odpovedd z =5+ 3 = 8.

(v) Pre z = 5k +4 plati 22 = 25k? +40k +16, (2?)5 = 25k% +40k+ 15, 3z = 15k +12,
(3x)s = 15k +10, L = 75k%>+135k+55 a P = 75k?+140k+60, takze z L = P vychadza
k = —1, ¢omu odpovedd x = —5 +4 = —1.

Odpoved. Dané rovnica mé prave dve celoéiselné rieSenia, a to x = —1 a z = 8.
A-S-2
Oznacme ako obycajne «, 3, v vnutorné uhly trojuholnika ABC' PretoZe plati (obr. 29)

g

1Y ASC| = 180° — [XSAC| — |4SCA| = 180° — % - % = 90° + 5,

je uhol ASC tupy, takze bod P lezi na polpriamke opacnej k polpriamke SA. Podobne
zdovodnime, Ze bod @ lezi na polpriamke opacnej k polpriamke SB. Priamky AB a PQ
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st rovnobezné prave vtedy, ked striedavé uhly BAP a APQ st zhodné. Vzhladom na

C

Obr. 29

to, ze |[SBAP| = a/2 a |[SAPQ| = |3 SPQ)|, staci ukazat, ze | SPQ| = a/2. Pretoze
body P a () lezia na Téalesovej kruznici nad priemerom C'S, je uhol SP(Q) zhodny
s uhlom SCQ (obvodové uhly nad tetivou S@Q spomenutej kruznice). Velkost uhla SCQ
lahko vyjadrime z trojuholnikov BC'S a BCQ.

_ _ (0o By 2 _¢@
45CQ = [$BCQ| - [$BCS| = (90° - 5) - 2 = 5.

¢o sme potrebovali ukézat.

Iné rieSenie. Ozna¢me P;, (Q; zodpovedajuce priesecniky polpriamok C'P a C'Q
s priamkou AB (obr. 30, poradie bodov A, S, P a bodov B, S, @ na oboch osiach
bolo vysvetlené v prvom rieseni). Vyska AP trojuholnika P;CA lezi na osi AS jeho
vnutorného uhla Py AC, takze ide o rovnoramenny trojuholnik, ktory méa zakladiu P, C
so stredom P. Podobne pomocou rovnoramenného trojuholnika ();CB zdévodnime,
7e bod Q je stredom tsetky Q,C. Usecka PQ je teda strednou prieckou trojuhol-
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nika P;@Q,1C, takze je rovnobezna s priamkou AB.

Obr. 30

A-S-3

Vsimnime si, Ze rovnice danej sustavy sa medzi sebou lisia len cyklickou zamenou
nezndmych x, y a z. Ak je teda rieSenim sustavy trojica ¢isel (x,y,z) = (o, Yo, 20),
st rieSenim aj trojice (x,y,2) = (Yo, 20,%0) & (x,y,2) = (20, 0,Y0). Ak je rieSenie
ststavy (pri pevnom p) jediné, musia byt uvedené trojice zhodné, musi teda platit z¢ =
= yo = 2¢. Trojica (zg, xo, To) je zrejme rieSenim danej ststavy prave vtedy, ked je ¢islo
x = 1z rieSenim rovnice x2 + 1 = 2px. Pre kazdé hladané p preto musi mat ostatni
rovnica jediné riesenie, takze jej diskriminant D = 4p? — 4 musi byt nulovy. Odtial
mame nutne p = £1.

Teraz ukazeme, ze pre p = 1 je = y = z = 1 skutocne jediné rieSenie poévodne;j
sustavy troch rovnic a ze to isté plati aj v pripade p = —1 o jej rieSeni z =y = z =
= —1. Ked porovname stucet Tavych stran so sa¢tom pravych stran stustavy, zistime, Ze
jej Tubovolné riesenie (x,y, 2) spliia aj rovnicu

2+ + 22 +3=2p(z+y+2),
z ktorej ipravou dostaneme
(z=p)*+(y—p)*+(z—p)* =3(p" - 1). (1)

Pre obe hodnoty p = +1 vsak plati p? — 1 = 0, takZe vtedy sa stcet nezapornych &isel
(x —p)?, (y —p)? a (2 — p)? rovné nule. To je mozné len vtedy, ked x =y = 2 = p.

Odpoved. Hladané hodnoty p st dve, p=1ap = —1.

Iné riesSenie. Rovnako ako v prvom rieSeni ziskame séitanim troch danych rovnic
rovnicu (1). Z nej vyplyva tento zaver: Ak méa sustava pri danom p aspon jedno
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rieSenie (x,vy,z) v obore redlnych ¢isel, tak plati nerovnost p? = 1, ¢ize |p| = 1. Ak
ale |p| > 1, mozeme Tahko vypisat dve rozne rieSenia skiimanej sustavy, totiz trojice
(z1,21,71) a (w2, 22, 72), kde z7 2 st korene rovnice 22 + 1 = 2px (ktorej diskriminant
je vdaka predpokladu |p| > 1 kladny). Preto ndm zostava posudit iba hodnoty p = +1,
pre ktoré vSak z rovnice (1) okamzite vyplyva, Ze ak ma povodnd sustava vobec nejaké
rieSenie, je nim trojica (x,y, z) = (p, p, p). Trividlna skuska dosadenim ukazuje, Ze je to
naozaj rieSenie (pre p =1 aj pre p = —1).

A-1II-1
Pretoze pre Iubovolné «, 8 € (0,7/2) plati

sinacos 3+ cosasin  sin(a + ) < 1

(1)

tga+t = = S
& g0 cos . cos (3 cosacos3 ~— cosacos 3’

sta¢i namiesto nerovnosti zo zadania tlohy dokézat nerovnost

1 n 1 5 1 ()
cosa  cosf3 cosacosf3’

To je ale jednoduché, lebo po prevedeni odmocniny z pravej strany na lavii dostaneme
po Uprave ,na Stvorec” zrejmu nerovnost

(Ve - \/cisﬁ)z =0 (#)

Tym je cely dékaz hotovy. Dodajme, Ze nerovnost (2) tiez vyplyva z nerovnosti medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom (kladnych) ¢isel 1/ cosa a 1/ cos 3.

Rovnost v dokdzanej nerovnosti nastane prave vtedy, ked nastanti rovnosti v oboch
nerovnostiach (1) a (2’). To moZno zrejme vyjadrit podmienkami

v

1 1
1 p— 1 = —
sina + ) a cosa  cosf3’

ktoré st pre nejaké o, 3 € (0,7/2) splnené prave vtedy, ked a« + = 7/2 a a = 3, ¢ize
a=p=mr/4

A-1I -2

Pretoze ¢islo x je delitefom oboch &isel n(x,y) a 22, vyplyva z danej rovnice, Ze &islo x
deli aj ¢&islo 4y. Cislo 4y je teda spoloény nésobok ¢&isel x a y, takze ich najmensi spoloény
nasobok n(x,y) je delitelom ¢isla 4y (a zaroveti ndsobkom ¢isla y). Cislo n(x,y) je teda
rovné jednému z ¢isel y, 2y alebo 4y. Tieto tri pripady, ktoré sa pre prirodzené y
navzajom vylucuju, teraz posudime oddelene.
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(i) n(xz,y) = y. Plati y = kx pre vhodné prirodzené k. Dosadenim do rovnice
dostaneme z? = 4kx + 3kx, odkial x = Tk, a preto y = Tk?. Pretoze n(7k,7k?) =
= Tk? pre kazdé k, je zodpovedajica dvojica (z,y) = (7k, 7k?) skuto¢ne riesenie.

(ii) n(z,y) = 2y. Plati 2y = kx pre vhodné neparne k (pre k parne dostaneme, Ze
x deli y, ¢o je pripad (i)). Dosadenim do rovnice dostaneme x? = 2kx + 3kz, odkial
x = 5k, a preto 2y = 5k2. To je spor s tym, Ze k je nepéarne.

(iii) n(x,y) = 4y. Plati 4y = kx pre vhodné nepéarne k (pre k parne dostaneme, Ze
x deli y alebo 2y, ¢o vedie na pripad (i) alebo (ii)). Dosadenim do rovnice dostaneme
2?2 = kx + 3kx, odkial x = 4k, a preto y = k2. Pretoze n(4k,k?) = 4k? pre kazdé
neparne k, je zodpovedajica dvojica (z,y) = (4k, k?) skutocne riesenie.

Odpoved. Hladangych dvojic (z,y) je nekone¢ne vela; st to jednak dvojice (7k, 7k?),
kde k je Tubovolné prirodzené &islo, jednak dvojice (4k, k%), kde k je Tubovolné neparne
prirodzené cislo.

Iné riesenie. OznaCme d najvicsi spolo¢ény delitel hladanych ¢isel z a y. Potom
x = dr; ay = dy;, kde x1 a y; st nesudelitelné prirodzené ¢isla, a n(z,y) = dziy;.
Po dosadeni do danej rovnice dostaneme d?x? = 4dy; + 3dx1y1, ¢o po krateni ¢islom d
prepiseme do tvaru

.’131(d.’131 — 3y1) = 4y1 (1)

Prirodzené ¢islo 4y, je teda nasobkom &isla ;. Cisla z; a y; st ale nestudelitelné, teda
¢islo x1 je delitelom ¢isla 4, a preto z1 € {1,2,4}.

Ak 21 = 1, tak z (1) vychddza d = Ty;, takie v = dx; = Ty; a y = dy; = Ty3.
Dvojica ¢isel x = Tk a y = Tk? je riesenim povodnej rovnice pre kazdé k.

Ak x; = 2, tak podla (1) plati 2d = 5y, takze ¢islo y; je parne rovnako ako ¢islo x4,
¢o odporuje ich predpokladanej nesudelitelnosti.

Ak z1 = 4, tak z (1) vychadza d = vy, takze * = dry = 4d a y = dy; = d*. Cisla
x1 = 4 ay; = d st v8ak nesudelitelné iba vtedy, ked je d nepéarne ¢islo. Pre kazdé také d
je dvojica x = 4d a y = d? riesenim povodnej rovnice.

A-1II-3

Pretoze tsecka BD nie je priemerom kruznice k, jej doty¢nice v bodoch B a D nie st
rovnobezné, takze sa pretinaju v bode, ktory oznac¢ime G.

(i) Predpokladajme, ze bod G lezi na priamke AC|, napriklad na polpriamke opacnej
k CA (obr.31). (Ak lezi bod G na polpriamke opacnej k AC, vymenime oznacenie
vrcholov A a C, ktoré ni¢ nemeni na rovnosti, ktord mame dokazat.) Trojuholniky
ABG a BCG sa zhoduju ako vo vnatornych uhloch pri spolo¢nom vrchole G, tak
vo vnutornych uhloch BAG a CBG (podla vety o obvodovom a tisekovom uhle pre
tetivu BC' kruznice k). Preto st tieto trojuholniky podobné, teda plati |AB| : |BC| =
= |GB| : |GC|. Analogicky pomer |AD| : |CD| = |GD| : |GC| vyplyva z podobnych
trojuholnikov ADG a DCG. Ked porovname oba pomery a prihliadneme na rovnost
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|GB| = |GD]| (tseky doty¢nic z bodu G ku kruznici k), zistime, Ze plati |AB|: |BC| =
= |AD| : |CD|, odkial uz vyplyva rovnost |AB|-|CD| = |AD| - |BC].

Obr. 31

(ii) Predpokladajme teraz, ze plati rovnost |AB|- |CD| = |AD| - |BC| a ze bod G
lezi v rovnakej polrovine s hrani¢nou priamkou BD ako bod C (inak opét vymenime
oznacenie bodov A a C, ktoré priamka BD oddeluje.) Potom polpriamka GC' pretina
kruznicu k£ v dvoch bodoch, v bode C' a v bode, ktory oznac¢ime A’ (obr.32). Pre
stvoruholnik A’BC'D mézeme pouzit tvrdenie dokdzané v Casti (i), dostaneme tak

Obr. 32

rovnost |A’B| - |CD| = |A’D| - |BC|. Porovnanim s rovnostou |AB| - |CD| = |AD| -
- |BC| zistime, ze plati |A’B| : |AB| = |A'D| : |AD|. Tento pomer spolu so zhodnostou
uhlov BA'D a BAD (obvodové uhly nad tetivou BD kruznice k) znamena, Ze trojuhol-
niky BA'D a BAD st podobné podla vety sus. Pretoze vSak strane BD zodpoveda
strana BD, ide o zhodné trojuholniky (leziace v rovnakej polrovine s hrani¢nou pri-
amkou BD), teda body A a A’ st totozné. Bod G preto lezi na priamke AC.

A-1I-4

Od¢itanim prvych dvoch rovnic ststavy dostaneme

mQ—y2:p(y—m), ¢ize (rz—y)(x+y+p)=0.
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Odtial vyplyva, ze aspoil jeden z ¢initelov (z—vy) a (x+y+p) je rovny nule, takze ¢islo y
je rovné x alebo —p — x. Podobne odc¢itanim prvej a tretej rovnice stustavy zistime, ze
z € {x,—p — x}. Spolu to znamend, ze kazdé rieSenie (x,y, z) danej ststavy je (az na
poradie) trojica tvaru (u,u,u) alebo (u,u, —p — u).

(i) Trojica (u,u,u) je rieSenim prave vtedy, ked ¢islo u spliia rovnicu u? — 1 = 2pu.
Jej ipravou dostaneme (u — p)? = p* + 1, odkial vidno, Ze pre kazdé redlne p existuji
dve rozne éisla u a st rovné p + 1/p? + 1. Im zodpovedaju prvé dve rieSenia povodnej
sustavy

x1:y1221:p+\/p2_|_1 a Tog =Yy =22 =P — p2+1 (1)

(ii) Hladajme teraz vSetky rieSenia ststavy tvaru (u, u, —p—u). Lahko si uvedomime,
Ze trojica ¢isel (u,u, —p —u) (v akomkolvek poradi) je rieSenim povodnej ststavy prave
vtedy, ked ¢islo u sticasne vyhovuje dvom rovniciam

2

w—1=plu—-p-u) a (-p-—u)?

—1=p(u+u).

Je zrejmé, Ze kazd4 z tychto rovnic je ekvivalentnd s rovnicou u? = 1 — p2. Vidime, ze
v pripade |p| > 1 ¢islo u neexistuje, v pripade |p| = 1 plati u = 0 a v pripade |p| < 1
existuja dve ¢isla u a st rovné ++/1 — p2. Zodpovedajlce rieSenia povodnej sustavy si
dve trojice cisel

a zZ3=—"pP— 1_p27
Tg=ys=—1-p* a 24=-p+1-p?

a dalej vSetky ich permutécie

(2)

(x5,y5,z5) = ($3,Z3,$3), (5’3673!6726) = ($4,2‘4,$4),

(3)
(z7,y7,27) = (23,3, 23), (Ts,Ys, 28) = (24, Ta, Ta).
(Vztahy (2) a (3) moZeme pouzit aj v pripade |p| = 1, musime vSak mat na paméti,
ze poskytuju len tri rozne riesenia, lebo tretie riesenie je totozné so stvrtym, piate so
Siestym a siedme s 6smym.)
Teraz este postdime, kedy st niektoré rieSenia uvedené v (2) a (3) totozné s rieseniami
uvedenymi v (1). Tak4 situdcia nastane, pokial plati |p| < 1 a je splnené niektora z rovnic

V1—-p2=-p—+/1—p® resp. —/1—p?=-p++1-p2

Jednoduchym vypodétom zistime, ze prva rovnica ma jediné rieSenie p = —2/+/5 (pre
také p tretie, piate a siedme rieSenie st totozné s prvym rieSenim) a Ze druhé rovnica ma
jediné rieSenie p = 2/1/5 (pre také p Stvrté, sieste a dsme riesenie si totozné s druhym
rieSenim).
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Odpoved. Vsetky rieSenia (x;,y;, z;) danej sistavy rovnic si popisané vzorcami (1),
(2) a (3). Ak |p| > 1, existuju prave dve rozne rieSenia (s indexmi i = 1,2). Ak |p| < 1
a |p| # 2/4/5, existuje prave osem roznych rieseni (s indexmi i = 1,2,...,8). Ak |p| =
=1 alebo |p| = 2/4/5, existuje prave pit roznych rieseni (s indexmi 7 = 1,2, 3,5, 7 pre
hodnoty p=1,p=—1,p=2/v/5 a s indexmi i = 1,2,4,6,8 pre p = —2//5).

A-IIT-1

Z prvej rovnice danej sustavy vyplyva, ze ¢islo Ty — 14 = 7(y — 2) je delitelné piatimi,
takze y = 5s + 2 pre vhodné celé s. Potom plati 2y = 10s + 4, a preto (2y)s = 10s + 5.
Po dosadeni do sustavy dostaneme dvojicu rovnic (4x)5 + 35s = 0 a 10s — (3z)7 = 69.
Ked odé¢itame od dvojnasobku prvej rovnice sedemnasobok druhej rovnice, vylucime
neznamu s a pre neznamu = dostaneme rovnicu 2(4x)5+7(3x)7 = —483. Pretoze funkcia
F(t) = 2(4t)5+7(3t)7 je v celociselnej premennej ¢ neklesajica a plati F'(—18) = —532,
F(—17) = —483 a F(—16) = —473, ma nasa rovnica F'(z) = —483 jediné rieSenie x =
= —17. Z rovnice (4z)5 + 35s = 0 potom vyplyva s = 2, takze y = 12. Skasku pre
dvojicu (z,y) = (—17,12) urobime lahko dosadenim.
Dana sustava mé jediné riesenie (z,y) = (—17,12).

Iné rieSenie. Pre kazdé celé ¢islo t zrejme platia nerovnosti t — 2 < ()5 < ¢+ 2
at—3=< (t)7 = t+ 3. Podla nich dostaneme z danej ststavy rovnic stistavu nerovnic

12 < 4z + Ty £ 16,
69 < 2y — 3¢ < 79.

Z tejto sustavy vyla¢ime napriklad neznamu z. Pre vyraz 3(4z + 7Ty) +4(2y — 3z), ktory
sa rovna 29y, tak dostaneme odhady

29y <3-164+4-79=364 a 29y=3-12+4-69 = 312.

Z nerovnosti 312 < 29y < 364 vsak vyplyva y € {11,12}. Z prvej rovnice povodnej
ststavy pre y = 11 vychadza (4x)s; = —63, ¢o nie je nasobok piatich, zatial ¢o pre
y = 12 vychadza (4x)s = —70, odkial —72 < 4x < —68, takze x € {—18,—17}. Nutne
teda plati y = 12; po dosadeni do druhej rovnice ststavy zistime, ze tato rovnica je
splnend pre x = —17, nie vSak pre x = —18. Jedinym rieSenim je teda dvojica (z,y) =
= (=17,12).

A-T1II -2

Ozna¢me S stred strany K L Tubovolného z uvazovanych trojuholnikov K LM (obr. 33).
Pretoze oba uhly LCM a LSM st pravé, je stvoruholnik CMSL tetivovy, a preto
|[SMCS| = |<MLS| = 60°. Bod S teda lezi na pevnej tsecke C'E, ktorej krajny bod
E € AB je dany rovnostou |4 ECD| = 60°. Ukazeme, ze hladanou mnozinou vsetkych
stredov S je ista tisecka medzi bodmi C' a E, ktora je ur¢end podmienkami S € C'E,

(i) |AS|=|BS| a (i) [XCBS| = 45°.
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Z tychto podmienok zrejme vyplyva, ze sa jedna o tsecku F'G, kde F' je vrchol rovnos-
tranného trojuholnika CDF a G je ten bod strany C'F, ktory lezi na uhlopriecke BD,
obr.34. Z bodov tsetky CE totiz podmienku (i) spliiaju prave body tsetky CF,
podmienku (ii) prave body tsecky FG.

|OAB
D M C D i C
! 609
i
!
!
!
60SL Ve
|
i
S !F
AK\ E B A E B
i
Obr. 33 Obr. 34

Spomenuté tvrdenie dokdzeme tak, Ze vnutri usecky C'E zvolime Iubovolny bod S
a pokusime sa rekonstruovat vyhovujuaci trojuholnik K LM, ktorého strana K L mé stred
vo zvolenom bode S. Zistime, ze taky trojuholnik K LM existuje prave vtedy, ked bod S
splita obe podmienky (i) a (ii). Vratme sa znova k obr. 33. Pretoze uhol K BL je pravy,
st podla Télesovej vety vSetky tri tsecky SK, SB a SL zhodné. Preto mozno body K, L
urcit ako priesecniky tsec¢iek AB, BC's kruznicou so stredom S a polomerom |SB|. Taky
prieseénik K (K # B) existuje prave vtedy, ked plati podmienka (i), prieseénik L (L #
# B) existuje prave vtedy, ked plati nerovnost |BS| < |CS|, ¢ize |[<BCS| £ |4CBS|.
Pretoze vsak |4 BCS| = 30°, je posledné nerovnost zaruéena silnejSou podmienkou (ii),
ktorej nutnost sa ukaze za chvilu. Ak uz pozname body K a L, mdzeme urcit bod M
ako priesecnik strany C'D s osou usecky K L. Predpokladajme, ze taky priesecnik M
existuje; zostrojeny rovnoramenny trojuholnik K'LM je potom naozaj rovnostranny,
lebo $tvoruholnik CMSL je tetivovy (uhly pri vrcholoch C' a S st pravé), a preto
plati [SMLS| = |[<MCS| = 60°. Zostava preto posudit, kedy existuje priesecénik
usecky C'D s osou usecky KL, teda kedy body C, D lezia v opacnych polrovinach
uréenych spomenutou osou, ktoré si popisané nerovnicami |[KX| £ |LX| a |[KX]| 2
= |LX]|. Pretoze plati |[KC| = |BC| a |BC| = |LC|, teda |KC| = |LC|, je naSou
ulohou zistit, kedy je splnend nerovnost |KD| < |LD|. Z pravouhlych trojuholnikov
KDA a LDC usudime, Ze posledna nerovnost plati prave vtedy, ked |AK| < |LC], ¢ize
|KB| 2 |LBj, ¢ize |<BLK| =2 45°. Uhol BLK je ale zhodny s uhlom C'BS (vieme totiz,
ze |SB| = |SL|), a tak dostavame podmienku (ii). Dékaz je hotovy.
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A-1IIT-3

(i) Predpokladajme najskor, ze A = d? pre niektoré prirodzené d. Potom pre kazdé
7 =1,2,... n plati

(A4 —A=(®+j)* - &> = (&® —d+j)(d* + d + j);

pretoZe jedno z n po sebe iducich é&isel (d? — d + j), kde j = 1,2,...,n, je delitelné
¢islom n, je ¢islom n delitelné aj prislusné ¢islo (A + j)% — A.

(ii) Predpokladajme teraz, zZe ¢islo A nie je druhou mocninou Ziadneho prirodzeného
¢isla. V rozklade c¢isla A na prvocisla sa potom niektoré prvocislo p vyskytuje
v neparnym exponentom, teda p?*~! | A a p?* ¥ A pre vhodné prirodzené k. Uk4zme, ze
napriklad ¢islo n = p?* neméa vlastnost z textu tlohy. Pripustime naopak, Ze pre niektoré
j=1,2,...,p%" je rozdiel (A+ j)? — A deliteny &islom p?*. Cisla (A + j)? a A potom
dévaji rovnaké zvysky pri deleni &islom p?*, a teda aj pri deleni ¢islom p?*~1. Pretoze
¢islo A je delitelné ¢islom p?*~1, nie vsak ¢islom p2¥, plati to isté aj o &isle (A + j)2.
To je ale spor, lebo (A + j)? je druhd mocnina prirodzeného &isla.

A-1IIT-4

Po vynasobeni oboch stran rovnice vyrazom z? — 1 (ktory je rovny nule prave vtedy,
ked x € {—1,1}) a po prevedeni vSetkych ¢lenov na jednu stranu dostaneme kubickt
rovnicu

23 —ax® + 232z — b =0. (1)

Ako dobre vieme, kazda kubicka rovnica s redlnymi koeficientami ma v obore realnych
¢isel bud jeden, alebo tri korene (ak ich pocitame aj s ich ndsobnostou). Pretoze obe
rieSenia povodnej rovnice st korene rovnice (1), musi mat tato rovnica tri redlne korene.
Pre tieto ¢isla x1, x2, x3 a pre koeficienty rovnice (1) platia zname Vietove vztahy

T + ) + T3 = a,
T1T2 + 1T3 + Tox3 = 23, (2)

T1Xox3 = b.

Aby sme sa dalej vyhli niektorym sktiSkam, pripometime znamy fakt, ze kazdé rieSenie
ststavy rovnic (2) je tvorené trojicou korenov rovnice (1), vSetky rieSenia (2) st teda
permutéacie tej istej trojice cisel.

Predpoklad o dvoch rieseniach povodnej rovnice znamend, ze bud prave jeden z ko-
refnov xp, s, r3 patri do mnoziny {—1, 1} a ostatné dva korene su rozne, alebo je jeden
z korenov x1, x2, r3 dvojnasobny a ziadny z nich do mnoziny {—1, 1} nepatri. RieSenie
povodnej rovnice mozno preto oznacit s a 12 — s tak, Ze nastane jedna z nasledujucich
moznosti: (z1,z2,x3) = (—1,5,12 — s), (x1,22,23) = (1, 5,12 — 5), alebo (z1,z9,x3) =
= (s,8,12 — s); vzdy pritom plati s ¢ {—1,1,6,11,13}. Vymenované moznosti teraz
jednotlivo posudime.
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(i) (z1,z2,23) = (—1,5,12 — ). Ststava (2) mé po dosadeni a tprave tvar
a=11, s*-125s—-35=0, b= —s(12—3s).
Druhé rovnica mé dva korene s = 5 a s = 7, ktorym podla tretej rovnice zodpoveda
rovnaka hodnota b = —35. Dvojica (a,b) = (11, —35) je rieSenim tlohy.

(ii) (21,2, 23) = (1, 5,12 — s). Sustava (2) ma po dosadeni a tprave tvar
a=13, s*—125s+11=0, b=s(12—s).

Druhd rovnica ma korene s = 1 a s = 11, ktoré vsak patria k nepripustnym hodnotam s
(ako sme ukazali vyssie).

(iii) (z1,z2,23) = (s,5,12 — s). Ststava (2) ma po dosadeni a uprave tvar
a=s5+12, s> —245+23=0, b=s*(12—5s).

Druhé rovnica ma korene s = 1 a s = 23. Hodnota s = 1 je nepripustné, hodnote s = 23
podla prvej a tretej rovnice zodpovedaji hodnoty a = 35 a b = —11 - 232 = —5819.
Dvojica (a,b) = (35, —5819) je rieSenim tlohy.

Hladané dvojice (a,b) st dvojice (11, —35) a (35, —5819).

A-1IIT-5

Predpokladajme, ze ABCD je hladany pravouholnik, a ozna¢me A’ B’'C’'D’ jeho obraz

v posunuti o vektor BA (obr.35, B’ = A). Bod A’ lezi na priamke stimerne zdruZenej
s priamkou K M podla stredu A — odpovedajtce priese¢niky tejto priamky s priamkami
LK a LM ozna¢me K’ a M'. Pretoze uhlopriecka AC hladaného pravouholnika lezi na
priamke K L, je uhlopriecka A’C’ posunutého obdlznika A’B’C’'D’ s KL rovnobezni.
V rovnolahlosti so stredom M’, ktora zobrazuje bod A’ do bodu K’ (a bod C' = D
do bodu L), zodpoveda pravouhlému trojuholniku A’AC’ trojuholnik K'A” L. Bod A”
uz dokazeme zostrojit, pretoze lezi na Téalesovej kruznici nad priemerom K'L a na
priamke M’A. Teraz uz lahko zostrojime hladany pravouholnik ABCD. Najskor uréime
body A’ a C' = D, ktoré st obrazmi bodov K’ a L v rovnolahlosti so stredom M’, ktora
zobrazuje bod A” do bodu A a k nim doplnime vrcholy B a C' ako obrazy bodov B’ = A,
C’ = D v posunuti o vektor A'A = AB.

Pretoze bod A lezi vnutri tsecky K'L a M’ # A, pretina priamka M’A Téalesovu
kruznicu nad priemerom K'L vzdy v dvoch bodoch. Ak je A” jeden z prieseénikov
uvedenej Talesovej kruznice s priamkou M’'A a M’ # A", uréuji body A, A” hladant
rovnolahlost so stredom M’. Pokial teda bod M” nelezi na kruznici s priemerom K'L,
ma tloha dve rézne rieSenia ABC'D, A1 B1C1D; (obr. 36). V opa¢nom pripade méa uloha
iba jedno riesenie.

A-1IIT-6

Ked dosadime do danej rovnice za = hodnotu f(z), dostaneme rovnicu

F(f@)f() = f(f(2)y) + fl=),
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Obr. 35 Obr. 36

z ktorej vyjadrime f(f(z)y) = f(f(2)f(y)) — f(z). Iné vyjadrenie rovnakého vyrazu
f(f(z)y) dostaneme, ked v povodnej rovnici vymenime navzajom hodnoty z a y; vyjde
nam f ( f (x)y) = f(yx) 4+ y. Porovnanim oboch vyjadreni tak dostaneme rovnicu

F(f@)f(y) = flyz) +y+ f(2),

ktorej lava strana sa nezmeni, ked vymenime navzidjom hodnoty = a y. Rovnaku
vlastnost musi preto mat aj prava strana tejto rovnice, takze musi platit

flyz) +y+ f(z) = flzy) +x+ f(y), cize y+ f(x) =2+ f(y).

Dal$ou zrejmou tipravou dostdvame rovnicu f(r) —z = f(y)—y, ktora musi byt splnena
pre Tubovolné z,y € RT. Znamend to, Ze funkcia z — f(z) — z je na mnozine R
konstantnd, teda hladana funkcia f musi mat tvar f(xz) = x + ¢ pre vhodné ¢islo c. Po
dosadeni tohto predpisu do oboch stran pévodnej rovnice mame

flafly) =a2f(y) +e=a(y+c)+e=ay+er+c
flzy)+z=(zy+c)+x=2y+x+c.

Zistujeme, ze vyhovuje jedine ¢ = 1. Hladané funkcia f je teda jedind a je urcend
vztahom f(z) =z + 1.






Pripravné suastredenia pred IMO

Pred medzinarodnou matematickou olympiddou (IMO) sa kaZzdoro¢ne konda jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlepsich riesitelov tretieho kola katego-
rie A. Po vyberovom stustredeni SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezen-
tacného druzstva Slovenska a urc¢i jedného nahradnika.

Na vyberovom ststredeni pred IMO sa zucastnilo 9 sufaziacich, najiaspesnejsich
riesitelov tretieho kola MO kategérie A. Stustredenie sa konalo v diioch 21.-27.4. 2002
v Bratislave. Ulohy zadavali lektori z FMFI UK Bratislava:

Viadimir Marko, tlohy 1 — 4,
Tomas Jurik, tlohy 5 — 8,
Martin Potocny, Glohy 9 — 12,
Frantisek Kardos, ulohy 13 — 16,
Juraj Foldes, Glohy 17 — 20.

Kazdy den studenti riesili sériu styroch tloh pri podobnych podmienkach ako na
IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tuloh s lektorom. Na konci
sustredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sé¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretiecho kola MO a iné vysledky (predchadzajica ucast na IMO, vysledky koreSpon-
den¢ného seminara SK MO) bolo vybrané Sestélenné druzstvo pre tcast na IMO.

Vysledky sustredenia:

Katarina Quittnerova 40,5 Jan Mazadk 29
Radovan Bauer 38 Jakub Zdavodny 22,5
Peter Bella 33 Michal Burger 22
Andrej Osusky 33 Tomas Vana 19
Marek Tesar 30

Poradie po zohladneni vysledkov CK MO:

1. Katarina Quittnerova 82,5 6.—7. Michal Burger 50
2. Andrej Osusky 70 6.-7. Jdan Mazdk 50
3. Peter Bella 68 8. Jaub Zavodny 38,5
4. Radovan Bauer 64 9. Tomas Vana 36
5. Marek Tesar 55

Pre SK MO tak vznikla nelahkd situédcia rozhodnuf, kto bude Siestym c¢lenom
reprezentacného druzstva. Pri takej vyrovnanosti vykonov je zrejmé, ze pri akomkolvek
rozhodnuti jeden sa bude radovat a druhy bude smutit. Po konzultacidch niekolkych
¢lenov predsednictva SK MO vsSak vzniklo jednomyselné rozhodnutie zaradif do
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druzstva Michala Burgera. Povazujeme za potrebné naSe rozhodnutie zdovodnif.
V prospech Michala Burgera hovorilo to, ze bol ziakom druhého ro¢nika, kym Jan Mazak
bol ziakom Stvrtého ro¢nika. Byva zvykom v pripadoch rovnosti vykonov dat prednost
mladSiemu. V prospech Michala Burgera vsak ovela viac zavazil dalsi fakt. V priebehu
vyberového stustredenia musel vyhladat lekarsku pomoc, ¢im stratil 1,5 bodu. Na druhy
den stratil dalsich osem bodov. Zvy$né dva dni vSak vypodcital tlohy lepsie od svojho
,supera“ a skére vyrovnal. Predsednictvo SK MO povazuje za velmi pravdepodobné,
Ze nebyt toho zdravotného handicapu 1,5 4+ 8 bodov, nebolo by doslo k remize.

Na druhej strane predsednictvo SK MO vyjadruje Iitost nad tym, ze Jan Mazak
sa uz do reprezentacného druzstva dostal len ako nahradnik, lebo, ako neskér ukazali
vysledky nasich na IMO, vSetci ziskali medailu. Takze Janko Mazak by ju asi bol ziskal
tiez. Skoda.

Druhé ststredenie bolo zamerané obzvlast na pripravu Sest¢lenného reprezentacného
druzstva. Miesto a ¢as druhého stuistredenia boli zvolené tak, aby druzstvo mohlo ihned
po tom odcestovaf na trojstretnutie do Zwardona, teda v diloch 9. —16. 6. 2002 v Ziline.
Lektormi boli studenti FMFI UK Bratislava:

Juraj Foldes, (Postupnosti a funkcionalne rovnice),
Viadimir Marko, (Nerovnosti),

Peter Novotny, (Teéria ¢isel),

Martin Potoc¢ny, (Kombinatorika),

Frantisek Kardos, (Geometria).

Zadania sttaznych tloh vyberového stistredenia pred MMO

1. Mnozinu troch nezapornych celych ¢isel {x,y,z}, © < y < z, nazyvame his-
torickou, ak {z —y,y — x} = {1776,2001}. Ukazte, Ze mnozinu nezapornych
celych ¢isel mézeme napisat ako zjednotenie po dvoch disjunktnych historickych
mnozin.

2. Pre bod M vnutri trojuholnika ABC ozna¢me A’, B’ a C' po rade piity kolmic
spustenych z bodu M na priamky BC, CA a AB. Definujme

_|MA| [MB'| |MC'|
- |MA| |MB| |MC|

p(M)

Najdite bod M, pre ktory je p(M) maximélne. Ozna¢me u(ABC') toto maxi-
mum. Pre ktoré trojuholniky ABC' je hodnota u(ABC) najvicsia?

3. Nech p 2 5 je prvodislo. Dokézte, ze existuje prirodzené ¢islo a, 1 < a < p — 2,
také, ze ¢isla aP~t — 1 a (a + 1)P~1 — 1 nie st delitené ¢islom p.

4. Néajdite vSetky postupnosti prirodzenych cisel a4, ... ,a,, pre ktoré
99 Qo aj Ap—1
e B ,
100 a1 a9 L an

kde ap =1 a (ag+1 — 1)ak—1 = a?(ap — 1) pre k=1,2,... ,n— 1.
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. V danom trojuholniku ABC' plati | BAC| > |<BCA|. Vo vnutri trojuhol-
nika ABC je dany bod P tak, aby |{PAC| = |[¢BCA|. Mimo trojuhol-
nika ABC' lezi bod @ tak, aby PQ || AB a BQ || AC. Nech R je bod na
strane BC' (R je od bodu @ oddeleny priamkou AP) taky, ze |[SPRQ| =
= |¥BCA|. Dokazte, ze kruznice opisané trojuholnikom ABC a PQR sa
navzajom dotykaju.

. Prirodzené ¢isla a, b, ¢ spliiaji rovnost

1
o

Q|
S =

Najviicsieho spoloéného delitela ¢isel a, b, ¢ ozna¢me h. Dokézte, ze ¢isla habe
aj h(b — a) st druhymi mocninami prirodzenych ¢isel.

Pre kazdé prirodzené ¢islo n dokézte nerovnost
n+1\" 1-2-...on 1\
> (2n+1)" ! :
( 2 ) = (2n+1) (1-3-...-(2n—1))

Dve kruznice k7 a ks zo stredmi po rade v bodoch P a () sa pretinaju v bodoch
S aT. Spolo¢nt (vonkajsiu) dotyénicu tychto kruznic, ktora je blizsie k bodu S,
oznacime p a jej dotykové body s kruznicami k;, ke po rade M a L.

(a) Druhy prieseénik doty¢nice ku kruznici k; v bode S s kruznicou ki oz-
nac¢ime K. Priese¢nik priamok SL a MK oznac¢ime U. Dokazte, ze priamky
MU a MS st doty¢nicami kruznice opisanej trojuholniku STU.

(b) Ozna¢me R priese¢nik osi stran MS a SL. Bod W je druhy priesecnik
kruznice opisanej trojuholniku PQ R s priamkou RS. Dokazte, ze S je stredom
usecky RW.

Sachovnica n x n je pokryta neprekryvajicimi sa §tvorcami 2 x 2 a 3 x 3. Aké
moze byt n?

Uhlopriecky AC' a BD konvexného stvoruholnika ABC'D sa pretinaja v bode E.
Dokézte, ze pre obsahy ttvarov plati nerovnost

V/Sapre +/Scpe £ \/Sascp.

Kedy nastdva rovnost?

Kolko je slov dlzky n z pismen A, B, C, ktoré splhaji obe nasledujice
podmienky?

(i) Zacinaju a koncia sa na A;

(i) kazdé dve susedné pismend su rozne.

Dané st body A;, As, Az, A4 na sfére opisanej pravidelnému Stvorstenu s hra-
nou dizky 1 také, ze |A;A;| < 1 pre kazdé i # j. Dokéite, Ze tieto styri body
lezia na jednej hemisfére.
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Na ostrove zije n domorodcov. Kazdi dvaja z nich st bud priatelia alebo
nepriatelia. Jedného dia nécelnik rozkazal vsetkym obyvatelom (vrétane seba),
aby si vyrobili a nosili ndhrdelnik z musliciek, pricom

e Tubovolni dvaja priatelia musia mat vo svojich nédhrdelnikoch aspon jednu
muslicku rovnakého druhu;

e Tubovolni dvaja nepriatelia musia mat vo svojich nahrdelnikoch vsetky
muslicky rézneho druhu.

(Je pripustny aj nahrdelnik bez musli¢iek.)

(a) Ukazte, ze domorodci mohli splnif nacelnikov rozkaz.

(b) Najdite najmensi pocet druhov musli¢iek potrebnych na to, aby domorodci
mohli urcite splnit nacelnikov rozkaz.

Je dany trojuholnik ABC, v ktorom (3 < 45°. Na strane BC' lezi bod D tak,
ze stred kruznice vpisanej trojuholniku ABD je totozny so stredom O kruznice
opisanej trojuholniku ABC. Nech [ je kruZnica opisana trojuholniku AOC.
Ozna¢me P prieseénik doty¢énic ku kruznici [ v bodoch A a C, dalej ozna¢me
(@ priese¢nik priamok AD a C'O a napokon X nech je priesecnik priamky P(Q)
a doty¢nice ku [ v bode O. Dokézte, ze | XO| = | X D|.

Nech A = {aj,as,...,a,} je mnozina n navzajom rdznych celych ¢isel, n = 3.
Ozna¢me m a M, najmensi a najvacsi prvok mnoziny A. Predpokladajme, ze
existuje taky polyném p(z) s celo¢iselnymi koeficientami, ktory splita
(i)Vae A: m<pla) < M;

(ii) Ya € A\ {m,M}: p(m) < p(a).

Dokéazte, ze potom n < 5 a existuju celé ¢isla b a ¢ také, ze vSetky prvky
mnoziny A st rieSenia rovnice p(x) + 22 + bxr + ¢ = 0.

Nech x1, 29, ..., 2, st [ubovolné redlne ¢isla. Dokézte nerovnost
1 X9 T
+ + ...+ < 4/ M.
1+27  1+a2?+ 23 1+ai+... 422 Vn

Nech A = {1,2,3,...,n}, kde n je kladné celé ¢islo. Podmnozinu mnoziny A
nazveme suvislou, ak pozostéava z jedného prvku alebo z niekolkych za sebou
iducich cisel. Najdite najvicsie celé cislo k, pre ktoré A obsahuje k roznych
podmnozin A, ... Ay takych, ze prienik Iubovolnych dvoch mnozin A4; a A; je
suvisla mnozina.

Ozna¢me ABC trojuholnik s taziskom G. Najdite, spolu s dokazom, polohu
bodu P v rovine trojuholnika ABC' tak, ze vyraz |AP|-|AG|+ |BP| - |BG|+
+|CP|-|CG| m4 miniméalnu hodnotu. Vyjadrite toto minimum pomocou dizok
stran trojuholnika ABC.

Najdite vSetky funkcie f : Z — Z spliiajiice rovnost

fm? + f(n)) = f*(m) +n

pre vsetky celé ¢isla m a n.
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20. Je dané rovnica

(p+2)2> — (p+ 1)y +pz + (p+2)y =1,

kde p je dané prvocislo tvaru 4k + 3. Dokazte, ze platia nasledujice tvrdenia.
(a) Ak (xg,yo) je rieSenie rovnice, kde xg a yo st kladné celé ¢isla, tak p deli zo.
(b) Dana rovnica ma nekonec¢ne vela rieseni tvaru (xg, yo), kde xg, yo st kladné
celé cisla.






2. éesko—slovensko—polské stretnutie

ZWARDON, 16.—18.6. 2002

V ramci zaverecnej pripravy pred IMO sa uskutoc¢nilo uz druhykrat pripravné stret-
nutie medzi timami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny reprezen-
tovala vzdy Sestica ucastnikov, ktori si vybojovali vo svojich krajinach letenky na 43.
MMO do skétskeho Glasgowa.

Stutaz sa uskutoc¢nila 17.—18. juna 2002 v krasnom prostredi polskych Beskyd
v pohrani¢nom horskom stredisku Zwardon. Vsetky tri reprezentacné druzstva prices-
tovali na miesto konania uz v nedelu 16. juna 2002. Organizacia a priebeh sttaze zostali
nezmenené z predchadzajicich roc¢nikov — je prisposobena stylu III. kola nasej MO
a podmienkam IMO. Sataziacim boli poc¢as dvoch dni predlozené dve trojice sutaznych
uloh, pri¢om za kazdu spravnu tlohu mohli ziskat najviac 7 bodov, t. j. celkove 42 bodov
(rovnako ako na IMO). Na kazdua trojicu uloh mali sutaziaci vymedzené 4,5 hodiny
¢istého casu.

Ulohy pre tohtoroéni sttaz vybrali polski organizatori, a to predovsetkym z vlast-
nych zdrojov. Ich koordinaciu riadila medzinarodna porota, ktora tvorili Dr. Marcin
Kuczma a Mgr. Andrzej Mgkowski z Polska, RNDr. Oliver Ralik a Viadimir Marko zo
Slovenska a RNDr. Jaroslav Svréek a RNDr. Jaroslav Zhouf za Ceskt republiku. Na,
uspesnom priebehu celej stutaze sa dalej vyznamne podielali polski kolegovia Dr. Jozef
Kalinowski a Dr. Jerzy Bednarczuk.

Prehlad vysledkov:

Por. | Meno Stat 1.12.03.14.15.16.| >
1. Katarina Quitnerova |Slovensko |7 |6 |7 |7 |7 |7 |41

2. | Wojciech Czerwiniski | Polsko 6|7|5|7|7|6]|38
3. | Marcin Pilipczuk Polsko 6|7|7|7]7]1]35
4. Josef Cibulka Ceskdrep. |6 |4 |5 |7|7]2]31
D. Peter Bella Slovensko |7 (6|6 |7 |3|0]29
6. Jaroslav Hajek Ceskd rep. |6 |7 |5 |7]3|0]28
7.-8. | Jarostaw Wrona Polsko 6|7|7[7]0]0]27
7.-8. | Radovan Bauer Slovensko |5 | 7|5 |7 |3|027
9. | Pavel Parys Polsko 6|7]6|]7]0[0|26
10. | Marek Tesar Slovensko |6 | 7|5 |6 [1]0 |25
11. | Martin Tancer Ceskd rep. [ 6|76 |3]0|1]|23
12.-13. | Toméas Protivinsky Ceskdrep. [ 6|0 |7 |7]1|0]21
12.-13. | Roman Lomowski Polsko 210577021
14.-15. | Jan Molacek Ceskdrep. |20 7|7]0[2]18
14.-15. | Michal Burger Slovensko |3 |0 |7 |7[0]| 1|18
16. | Michal J6zwikowski | Polsko 6/0(2]7]0]0]|15
17. | Vitézslav Kala Ceskd rep. [ 5|0 |5 |1]0|1]12
18. | Andrej Osusky Slovensko {6 [0 [0[0|0|0]| 6
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V budiicom roku sa tretie spolo¢né pripravné stretnutie (pred 44. MMO) uskutocni
na Slovensku.

Zadania dloh 2. €esko-slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.

Nech a, b st rozne redlne ¢isla a k, m prirodzené ¢&isla, pre ktoré plati k +m =n = 3,
k < 2m am < 2k. Uvazujme postupnosti (z1, o, . .. , Z, ), ktoré vyhovuji nasledujicim
podmienkam:

k ¢lenov postupnosti sa rovna a, pritom x; = a;

m C¢lenov postupnosti sa rovna b; pritom x,, = b;

ziadne tri po sebe idice Cleny nie su rovnaké.
Urcte vsetky mozné hodnoty suctu

TpT1Lo + T1X2X3 + ... + Tp_2Tpn_1Tp + LTpn_1Tnl1-

Uloha 2.

Dany je trojuholnik ABC, ktorého obsah je S. Pre jeho dlzky stran |BC| = a, |CA| = b,
|AB| = ¢ plati a = b < ¢. Uréte najvicsie redlne ¢islo u a najmensie redlne ¢islo v tak,
aby pre kazdy vnitorny bod P trojuholnika ABC' bola splnend nerovnost

u < |PD|+ |PE|+ |PF| = v,

kde D, E, F su po rade priesecniky priamok AP, BP, CP s protilahlymi stranami
daného trojuholnika. (Hodnoty u, v vyjadrite pomocou danych veli¢in a, b, ¢ a S.)
Uloha 3.
Nech S = {1,2,...,n}, kde n je dané prirodzené ¢islo. Urcte pocet vSetkych funkcii
f:S — S takych, ze pre kazdé x € S plati x + f4(x) = n + 1. (Symbol f* oznacuje
Stvrtd iteraciu, t.j. f4(x) = F(f(F(f(2)))).)
Uloha 4.
Nech n > 1 je prirodzené ¢islo a p prvocislo také, Zze n je delitelom ¢isla p — 1 a sticasne
p je delitelom ¢isla n® — 1. Dokézte, Ze 4p — 3 je druhou mocninou prirodzeného &isla.
Uloha 5.
Nech O oznacuje stred kruznice opisanej ostrouhlému trojuholniku ABC'. Body P, Q
nech st po rade takymi bodmi jeho stran AC, BC, pre ktoré sucasne plati

lAP| _ |BC| 1BQ| _ 1AC]

= a - .
|PQ|  |AB |PQ|  |AB]

Dokazte, ze body O, P, Q a C' lezia na jednej kruznici.
Uloha 6.
Nech n = 2 je parne prirodzené ¢islo. Uvazujme polynémy tvaru

Plx)=a2"4ap, 12" '+ ... +az+1

s realnymi koeficientami, ktoré maju aspon jeden realny koren. Uréte najmensiu moznt
hodnotu stétu a? + ...+ a2_;.
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Riesenia uloh 2. &esko—slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.
Uvazujme postupnost (zi,...,T,—1,2,), ktord vyhovuje podmienkam tulohy. Pre
TubovoIné jej tri po sebe iduce ¢Eleny x, y, z existuje taka ich permutacia (z,y, z), pre
ktoru plati bud (z,y, z) = (a,a,b), alebo (z,y, z) = (a,b,b). V oboch tychto pripadoch
je xyz = ab(x + y + z — a — b). Polozme este g = x,, a x,11 = x1. Potom pre hladany
stucet plati

Zwi_lwixi_i_]_ =ab (3 sz —n(a+ b)) = ((2k — m)a + (2m — k)b)ab.

Teraz ukézeme, ze pre Tubovolné dve prirodzené ¢isla k, m, ktoré vyhovuji danym
podmienkam, existuje aspon jedna postupnost (x4, ..., z,) spliiajica pozadované pod-
mienky. Nech napr. 2m = k = m (v pripade 2k =2 m = k budeme postupovat
analogicky) a uvazujme postupnost 3m trojic (a,a,b) napisanych v rade za sebou,
t.j. postupnost

(a,a,b,a,a,b,... a,a,b).

Tato postupnost obsahuje 2m ¢isel a a m ¢isel b. Ak vySkrtneme napr. v prvych 2m —k
trojiciach (a, a,b) vzdy jedno a, dostaneme postupnost n = k+m prvkov, ktora zrejme
vyhovuje podmienkam tlohy.

Zaver: Pre vsetky postupnosti, ktoré vyhovuji podmienkam tlohy, je hodnota uvazo-
vaného suctu vzdy ((2k —m)a + (2m — k)b)ab.

Uloha 2.
Uvazujme fubovolny vnutorny bod P trojuholnika ABC a body D, F, F podla zadania.
Oznacme obsahy trojuholnikov PBC, PCA, PAB po rade S,, Sy, S.. Z podmienok
tlohy vyplyva 2S, < a-|PD| < ¢-|PD|, 28, < b-|PE| < ¢-|PE| a 2S. < ¢ - |PF|.
Plati teda dolny odhad

2(S, +Sp+S.) 28

|PD|+|PE|+|PF| 2 22000 22

kde v. oznacuje velkost vysky z vrcholu C' v trojuholniku ABC'. Ked teraz uvazujeme
bod P tejto vysky Iubovolne blizko vrcholu C, vidime, Ze aj hodnota stc¢tu |PD| +
+ |PE| + |PF| sa Iubovolne priblizuje dizke vysky v.. Najvicsia hodnota u, ktora
vyhovuje podmienkam ulohy, je teda u = v, = 25/c.

Teraz stanovime horny odhad uvazovaného stuc¢tu. Najskor si uvedomme, ze tsecka AB
(dlzky c) je najdlhsia (jedna z najdlhsich) medzi vSetkymi tiseckami, ktorych krajnymi

.....

z useCiek AD, BE, C'F). Plati preto

S. |PD| _ |PD| _ S,
Y. t.i. |PD| < e¢—.
S ~ |AD| .o b IPDl=eg

V
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Analogicky potom

S

PE| <™ 5

a PF| < c¢c—.
| | - 5
Stcétom vSetkych troch nerovnosti dostaneme

Se S Se

PD PE PF| < —+—=+—=]=c

PD| + |PE|+| |_C(S-+S+-S) c
Ked teraz zvolime bod P (vnutri trojuholnika ABC') Iubovolne blizko vrcholu A tak, aby
velkost uhla P AB bola lubovolne malé, Tahko nahliadneme, Ze aj hodnota uvazovaného
stiétu sa bude Tubovolne blizit dlzke ¢ strany AB. S ohladom na ziskany horny odhad
pre sucet |PD| + |PE|+ |PF)| je teda najmensia hodnota v vyhovujica podmienkam
ulohy v = c.

Uloha 3.

Pre kazdé x € S ozna¢me z* = n+1—x, kde pre zobrazenie x — x* plati ** = x. Nech
f:S — S je funkcia vyhovujtica podmienkam tlohy. Pretoze f*(z) = z*, je f8(x) = x.
Z podmienok tlohy vyplyva, Ze funkcia f je prostd, a teda bijektivna (jedna sa teda
o permutaciu na mnozine S). MnoZinu S mozno preto rozlozit na cykly, ktorych dizky
st delitele ¢isla 8. Ak xq lezi v cykle dlzky 4, 2 alebo 1, tak zo = f*(x¢) = x, preto
xo = (n+1)/2. To je mozné iba pre neparne n, potom ale vSetky prvky uvazovaného
cyklu musia byt rovné xy. Odtial vyplyva, Ze S je zjednotenim niekolkych disjunktnych
cyklov dlzky 8, pripadne naviac obsahuje izolovany prvok zo. Plati teda n = 8m alebo
n = 8m + 1, kde m je prirodzené dislo.

Uvazujme najprv n = 8m. Oznaéme A = {1,...,4m} a B = {4m+1,...,8m}.
Uvazujme teraz ur¢ity cyklus dizky 8 a ozna¢me C' mnozinu jeho prvkov. Potom ANC
je Stvorprvkova mnozina a B N C' je jej *-obraz. Naopak, pre kazdua Stvoricu 1 £ a <
< b < ¢ < d = 4m mozno vytvorit mnozinu C' = {a, b, c,d, d*, c*,b*, a*}, ktorej prvky
tvoria cyklus dizky 8. Dalej uréime, kolkymi sposobmi mozno vytvorif taky cyklus
dlzky 8 na mnozine C. Nech f(a) = w, potom w moze byt [ubovolny prvok mnoziny C
s vynimkou prvkov a a a* (Sest moznosti); dalej nech f(w) = z, potom z moze byt
[ubovolny prvok C s vynimkou prvkov a, a*, w, w* (Styri moznosti); konecne f(z)
moze byt lubovolny prvok C' s vynimkou prvkov a, a*, w, w*, z a z* (dve moznosti).
Zvysok cyklu je uz potom urceny. Celkovo tak mame 6 - 4 - 2 = 48 moznosti.

Kazdej funkcii f danych vlastnosti tak mozno jednoznaénym sposobom priradit
rozklad 4m-prvkovej mnoziny A na m Stvoric. Spocitame, kolko takych rozkladov exis-

tuie. Mnozina A ma (*™) roéznych stvorprvkovych podmno#in, prvi Stvoricu rozkladu
)
4m—4
4

(5)()- (-2

moznosti. Pretoze nezalezi na poradi, v akom m Stvoric rozkladu vyberame, je vzdy
m! rozkladov rovnakych. Celkom teda existuje
(4m)!
(4h)mm!

4

mozeme teda vybraft (42‘) sposobmi, druhu ( ) sposobmi, atd. Celkom tak méame
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roznych rozkladov mnoziny A na m (neusporiadanych) Stvoric. Kazda taka $tvoricu
prvkov mnoziny A doplnime odpovedajicimi *-obrazmi z mnoziny B. Ziskame tak
jeden z moznych cyklov dlzky 8. Na kazdom takom cykle mézeme funkciu f definovat
48 sposobmi, pre dany rozklad tak existuje celkom 48™ = (2 - 4!)™ moznosti, ako
definovat funkciu f. Celkovy pocet funkcii f vyhovujacich podmienkam tlohy je teda

(4m)! 2™ (4m)!
@ymm! —  ml

(2-4)™.

V pripade n = 8m—+1 je nutné uvazovat izolovane prvok zo = (n+1)/2 a na mnozine
S\ {xo} mdZeme postupovat analogicky ako v pripade n = 8m (s rovnakym vysledkom).
Pokial n # 0,1 (mod 8), ziadna funkcia f vyhovujica podmienkam tlohy neexistuje.

Uloha 4.

Podla zadania p — 1 = n, ¢ize p = n + 1. Pretoze p je delitelom ¢&isla n® — 1 = (n —
—1)(n®+n+1), je nutne delitefom n?+n+1, t.j. n> +n+1 = mp, kde m je prirodzené
¢islo. Preto mp = 1 (mod n) a podla predpokladu tlohy aj p = 1 (mod n). Z oboch
predchadzajicich kongruencii vyplyva m = 1 (mod n). Plati teda m = kn+ 1 ap =
=In+1,kde k al = 1 st nezadporné celé ¢isla, takze n?> +n+1=mp = (kn+1)(in+1)
a po uprave n(l — kl) = k41— 1 2 0. Poslednej rovnosti a nerovnosti vyhovuje iba
k = 0. Odtial vyplyvam =1, p=n?+n+1, a teda 4p — 3 = (2n + 1)2. Tym je dokaz
ukonceny.

Uloha 5.

Uvazujme zvycéajné oznacenie uhlov v trojuholniku ABC. Nech plati napr. a = 3.
Uvazujme trojuholnik QQ P D, ktory je zvonka pripisany strane ) P stvoruholnika ABQ
a je podobny trojuholniku ABC. Potom plati (obr. 37)

PD| _|BC|  |QD| _|AC|
PQ| ~ [AB] PQ| ~ |AB|

Z danych podmienok vyplyva |PD| = |PA| a |QB| = |@D|. Na zdklade predpokladu
a 2 3 dalej mame

|AP| |PD| |BC
[BQ| QD] [AC|

>1, . |AP|Z|BQ|.

V trojuholniku CPQ teda plati |CP| < |CQ)| a tiez

180° —
4CQP| £ —5— S a=[4DQP|

\4Cﬂmz}§%112ﬁ:quPm.
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Obr. 37

Z oboch poslednych nerovnosti je zrejmé, ze D je vnutornym bodom konvexného
uhla BCX, kde X lezi na polpriamke AC za bodom C.

Oznacme teraz velkosti vntatornych uhlov pri zdkladniach rovnoramennych trojuhol-
nikov ADP a BDQ po rade ¢ a 1. Velkosti vnutornych uhlov v stvoruholniku ABDP
maju potom po rade velkosti o, S+, v+1) a 180° — 2¢. Pretoze ich stcet je 360°, plati
v =1, ateda |[SADB| = . Bod D teda lezi na obliku BC kruznice opisanej trojuhol-
niku ABC. Vzhladom k tomu, Ze oba trojuholniky ADP a BD() st rovnoramenné (so
zakladniami AD a BD), st priamky OP a OQ osi stran AD a BD trojuholnika ABD.
Pretoze stred O kruznice opisanej trojuholniku ABC' je jeho vnatornym bodom, vyplyva
odtial bezprostredne

1L POQ| = 180° — | ADB| = 180° — |[¥ PDQ| = 180° — .

Plati preto |[SPCQ| + |[<POQ| = 180°, ¢o znamend, 7e body O, P, C' a @ lezia na
jednej kruznici.

Analogicky mozno dokazat tvrdenie v pripade, ked o £ 3. Tym je tiloha vyrieSen4.
Uloha 6.

Nech u je redlny koren rovnice P(x) = 0. Jej tpravou a dalej potom vyuzitim Cauchyho
nerovnosti dostaneme

n—1 2 n—1 n—1
(u" 4 1) = (Zaiui) N W)
=1 =1 =1
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Ked polozime n = 2m a u? = w,

n—1 2m— m—1
S e T o
i=1 =1 i=1

Z toho, 7e pre Tubovoné i € {1,2,...,m — 1} plati nerovnost (w® —1)(w™ % —1) =0,

vyplyva po jednoduchej tiprave
w4 wm < w™ 1.

Stuctom vsetkych tychto nerovnosti pre 1 <4 < m — 1 dostaneme

Z S (m-1)(w™+1).

Z nerovnosti (w™ —1)? 2 0 dalej vyplyva w™ < ;(w™ + 1)?. Dosadenim ziskanych
nerovnosti do (2) dostaneme odhad

2 §71)2+(wm+1)-mT_l(merl):n_1

ktory vyuzijeme v (1). Po tprave ihned vyjde

2 >

Rovnost, s ohfTadom na pouZité nerovnosti, nastava prave vtedy, kedu =1laa; =... =
= ap_1, t.]. prave vtedy, ked a; = —2/(n — 1) pre vSetky i € {1,2,... ,n —1}.






43. Medzinarodna matematicka olympiada

43. ro¢nik Medzinarodnej matematickej olympiady (IMO) sa uskutoé¢nil v Glasgowe
v dnioch 19.7.-30.7. 2002.

IMO je sutazou jednotlivcov. Kazdéa ztcastnend krajina na 1u vysiela reprezentacné
druzstvo zlozené najviac zo Siestich sutaziacich, ktorych sprevadzaja (aspori) dvaja
vedici. U¢ast na 43. IMO bola rekordné: 479 sutaziacich z 84 §tatov. Slovenské druzstvo
tvorili Radovan Bauer z Gymnazia Postova v Kosiciach, Peter Bella z Gymnéazia
Jura Hronca v Bratislave, Michal Burger z Gymnéazia na Grosslingova v Bratislave,
Andrej Osusky z Gymnazia Jura Hronca v Bratislave, Katarina Quittnerovd z Gymnézia
Bilikova v Bratislave a Marek Tesar z Gymnazia Bozeny Slancikovej Timravy v Lucenci.
Vedtcim vypravy SR a zastupcom v medzinarodnej jury bol doc. RNDr. Vojtech
Badlint, CSc. zo Zilinskej univerzity, pedagogickym vedicim bol Juraj Foldes z FMFI UK
Bratislava.

Pravidla sataze st velmi podobné pravidlam nasho celostatneho kola. Sutazi sa dva
dni; studenti dostani kazdy den 3 tlohy v ich rodnom jazyku, na vyrieSenie ktorych
maju 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Po skonceni sufaze rieSenia prezri veduci prislusnej
krajiny a svoj navrh hodnotenia podla vopred pripravenych bodovacich schém obha-
juju pred koordinatormi. Za spravne vyrieSent tllohu moze sutaziaci ziskat maximalne
7 bodov. Vysledky druzstva SR uvéadza tabulka.

Meno 1123 ]|4]|5 ]| 6| siacet cena
Radovan Bauer 7171|7120 24 striebro
Peter Bella 6| 6|1 ]1]10 15 bronz
Michal Burger 7110|7120 17 bronz
Andrej Osusky 7101|750 20 bronz
Katarina Quittnerova 717107210 23 striebro
Marek Tesar 5716|1710 20 bronz

Ako obvykle, jury bola izolovana od sutaziacich a 4 dni velmi starostlivo vyberala
priklady. Vyber prikladov sa totiz riadi dvoma hlavnymi kritériami — musia byt za-
stipené asporni Styri oblasti stredoskolskej matematiky a podla stupiia obtaznosti by
mali byt dve tlohy Tahsie, dve stredne tazké a dve tazké.

Maximalny poéet 42 bodov dosiahli a absolitnymi vifazmi sa stali dvaja Cinania
Yunhao Fu a Botong Wang a jeden Rus Andrej Chaliavin. Na druhom konci tabulky
0 bodov ,dosiahlo“ 21 ucastnikov. VSetkych 6 ¢inskych ziakov ziskalo zlaté medaily
a ¢inske druzstvo s 212 bodmi (z 252 moznych) ziskalo aj prvenstvo sice v neoficidlnej,
ale predsa len hodne sledovanej stitazi druzstiev. Tento rok bola Cina dost tesne ,,pre-
nasledovana® tradi¢ne velmi silnym druzstvom Ruska — 204 bodov, 6 zlatych medaili.
Na dalsich poprednych miestach neboli Ziadne velké prekvapenia.
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Por. Stat Z S B ) |Por. Stat ZS B>
1. Cina 6 0 0 212| 43. Macedonsko 011 73
2. Rusko 6 0 0 204| 44. Norsko 1 01 72
3. USA 4 1 0 171| 45. Chorvatsko 00 2 70
4.  Bulharsko 3 2 1 167| 46. Mexiko 0 0 3 67
5.  Vietnam 3 1 2 166]| 47. Grécko 0 0 2 62
6. JuZzna Koérea 1 5 0 163| 48. Moldavsko 00 2 60
7. 'Tchaj-wan 1 4 1 161 Svédsko 0 0 2 60
8. Rumunsko 2 3 1 157 Uzbekistan 0 0 0 60
9. India 1 3 2 156| 51. Peru 0 0 2 59
10. Nemecko 2 1 2 144 | 52. Belgicko 0 0 1 58
11. Irédn 0 4 2 143 Venezuela 01 1 58
12. Kanada 1 3 1 142| 54. Holandsko 0 01 55
Madarsko 1 2 3 142 55. Déansko 0 0 0 53

14. Bielorusko 1 2 3 135| 56. Macao 0 0 3 50
Turecko 1 1 4 135 Rakusko 0 01 50

16. Japonsko 1 3 1 133| 58. Slovinsko 0 0 1 46
Kazachstan 0 3 3 133| 59. Turkmenistan 0 0 1 45

18. Izrael 0 3 3 130| 60. Spanielsko 0 01 44
19. Francuazsko 0 2 3 127 Svajéiarsko 0 01 44
20. Ukrajina 1 3 0 124| 62. Bosna a Hercegovina 0 0 1 42
21. Brazilia 0 1 5 123| 63. Maroko 001 39
Polsko 0 4 1 123| 64. Indonézia 0 01 38
Thajsko 0 2 2 123| 65. Azerbajdzan 0 01 37

24. Hongkong 1 2 2 120| 66. Island 0 00 36
25. Slovensko 0 2 4 119| 67. Arménsko 0 0 0 33
26. Australia 1 2 1 117| 68. Cyprus 0 00 29
27. Velka Britania 0 2 2 116| 69. Malajzia 0 0 0 26
28. Ceska republika 0 2 3 115| 70. Albansko 0 01 25
29. Juhoslavia 015 114 Irsko 0 0 0 25
30. Singapur 0 2 2 112| 72. Trinidad a Tobago 0 00 22
31. Argentina 0 05 96 Tunisko 0 00 22
32. JAR 0 1 3 90| 74. Filipiny 0 0 0 18
33. Taliansko 0 0 5 88| 75. Kirgizstan 00 0 17
34. Gruzie 0 0 2 &4 Portoriko 00 0 17
35. Mongolsko 0 0 3 82| 77. SriLanka 0 0 0 16
Novy Zéland 1 0 0 82| 78. Portugalsko 0 0 0 15

37. Kolumbia 0 0 3 81| 79. Luxembursko 00 0 12
38. Finsko 0 0 3 79| 80. Paraguaj 0 00 11
39. Kuba 0 0 2 78] 8l. Guatemala 000 4
40. Esténsko 0 2 0 75| 82. Ekvador 0 00 3
Lotyssko 0 1 2 75|83 Kuvajt 000 2

42. Litva 0 1 2 74| 84. Uruguaj 0 00 1
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Z nasho hladiska je urcite zaujimavé sekvencia od 20. do 28. miesta. Devit eu-
répskych krajin skonéilo pred nami, dvadsatsedem za nami. Celé neoficidlne poradie
ukazuje tabulka. Pri troche $tastia (najmi pri tlohe ¢islo 5) sme mohli skonéit pred
velmi silnymi celkami Ukrajiny a Polska. S vykonom naSich vSak mozno vyjadrit
spokojnost, ved vSetci ziskali medaily.

IMO pripravili organizatori vcelku dobre, aj ked bolo kazdému tcéastnikovi jasné, ze
sme v Skétsku. Otvorenie stitaze prebehlo v aule univerzity Strathclyde v Glasgowe. Je
to krasna stavba, byvald katedréla, ale pre zna¢ne mensi pocet Iudi. Pocas celej IMO
boli organiza¢né problémy s autobusmi; je treba dodat, Ze prsalo velmi ¢asto, takze kym
sme do autobusu prisli, rastli sme ako t4 slavna trava v Skétsku — t4 je vsak skutoéne
nadherna. Spdsob hodnotenia tloh sa veduci vyprav dozvedeli az v noci okolo 23:00,
pricom rano bolo treba ist obhajovat body pred koordina¢né komisie. Obvykle jeden
denn pred vyhlasenim vysledkov byva celodenny vylet. Pre jury to byva jediny volny
den — tentoraz to bola nedela. Plavba rie¢no-morskou historickou lodou Wawerley od
mora riekou Clyde do Glasgowa by bol krasna, keby cely ¢as neprsalo (to nie je chyba
usporiadatelov) a keby sa 970 pasazierov dostalo k nedelnému obedu trochu skor, ako
0 17:30. A zo zaverecného banketu v pivni¢nych priestoroch asi dve tretiny ,,dospelakov*
odislo behom prvych dvoch hodin. Tieto priestory vsak nepochybne poskytli nemalo
zdbavy pre stufaziacich — vlastne teraz uz oslavujucich studentov.

Jednym z najviiéSich prinosov IMO je stretédvanie mladych ludi, ktory maju radi
matematiku. Tomu napoméhali napriklad aj ,medzistatne“ zapasy v réznych Sportoch,
velmi dobry dojem.

Na poslednom zasadnuti jury bol zvoleny aj novy predseda IMO. Stal sa nim Jozsef
Pelikin (ELTE Budapest), mimochodom drzitel jednej striebornej a troch zlatych
medaili z IMO.

Dalsia, v poradi 44., IMO sa bude konat v Tokiu 7.-19.7. 2003; potom by mali
nasledovat Grécko a Mexiko.

Dovolim si aj touto cestou v mene SK MO podakovat firme EuroTel, ktord v ramci
sponzorovania poskytla naSej 8-Clennej vyprave batohy, capice a olympijské tricka
a ziakom aj spomienkové a darcekové predmety, ktoré mohli rozdat pri nadvizovani
priatelstiev.

Vojtech Balint, Juraj Foldes
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Zadania 1loh MMO

Uloha 1.

Nech n je prirodzené ¢islo a nech T je mnozina vSetkych bodov (x,y) v rovine, kde z a y
st celé nezaporné ¢isla a x +y < n. Kazdy bod z mnoziny T' je ofarbeny bud ¢ervenou,
alebo modrou farbou. Ak je bod (x,y) Cerveny, st ¢ervené aj vetky body (z',y') € T,
pre ktoré plati ' < z a ¢y’ < y. Definujme X-mnozZinu ako mnozinu n modrych bodov
majucich rézne x-ové stiradnice a Y-mnozinu ako mnozinu n modrych bodov majicich
rozne y-ové suradnice. Dokazte, ze pocet X-mnozin je rovny poc¢tu Y-mnozin.

(Kolumbia)

Uloha 2.

Nech BC' je priemer kruznice I' so stredom O. Bod A lezi na kruznici I' tak, ze 0° <
< |[FAOB| < 120°. Nech D je stred toho oblika AB, na ktorom nelezi bod C'. Priamka
vedend bodom O rovnobezne s DA pretne priamku AC v bode J. Os usecky OA
pretne kruznicu I' v bodoch E a F. Dokazte, ze bod J je stred kruznice vpisanej
trojuholniku CEF'. (Juzna Korea)

Uloha 3.
Néajdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel m,n = 3 také, Ze existuje nekonecne vela
prirodzenych c¢isel a, pre ktoré je

a™+a—1
a”+a?—1
celé cislo. (Rumunsko)

Uloha 4.

.....

dy,da, ... ,dg, kde
l=di <doy <...<dp =n.
Polozme D = dids + dods + ... + dp,_1dy.
(a) Dokazte, ze D < n?.
(b) Uréte vietky n, pre ktoré je ¢islo D delitelom ¢&isla n?. (Rumunsko)

Uloha 5.
Nech R oznacuje mnozinu vsetkych realnych cisel. Najdite vSetky funkcie f: R — R
také, ze

(f@)+ F(2)(fW) + f@) = f(xy — 2t) + f(at + yz)

pre Tubovolné x,y, z,t € R. (India)
Uloha 6.
V rovine st dané kruznice I'y,I'5,...,T',, s polomerom 1, kde n = 3. Ich stredy

oznac¢me po rade O1,0,,...,0,,. Predpokladajme, ze kazd4 priamka pretina najviac
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dve z danych kruznic. Dokazte, ze

Z 1 < (n— 1)71'.
‘OZOJ| - 4

15i<j<n

(Ukrajina)
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RiesSenia iloh MMO

Uloha 1.

Pre kazdé i = 0,1,... ,n oznacme a; (resp. b;) pocet modrych bodov s z-ovou (resp. y-
ovou) sturadnicou rovnou ¢islu i. Pretoze X-mnozina je kazdd mnozina modrych bodov,
ktorych z-ové stradnice su ¢isla 0,1,... ,n — 1 (kazdé prave raz), je pocet vSetkych X-
mnozin rovny sucinu aga;j . . . a,—1; podobne pocet vSetkych Y-mnozin je rovny sicinu
boby ...b,_1. NaSou tlohou je dokézat rovnost

apq ...0p—-1 :bObl---bn—l- (1)

Ukézeme, Ze na oboch stranach (1) st dva rovnaké stbory ¢initelov, ktoré sa mozu lisit
iba poradim, ¢o budeme zapisovat ako rovnost neusporiadanych n-tic

[CLO,CL]_,... 7an—1] = [b()?bl?"' ,bn—l]~ (2)

Rovnost (2) dokdzeme matematickou indukciou vzhladom na ¢islo n. Predstavme si, ze
body z T st rozdelené do skupin na jednotlivych priamkach x +y =%k (0 S k< n—1).
Ak n = 1, je vSetko jasné, vtedy totiz plati bud ay = by = 1, alebo a9 = by = 0
(podla toho, ¢ je bod (0,0) modry, alebo ¢erveny). Predpokladajme teraz, ze n > 1.
Ak je Cerveny niektory bod (u,v) na ,krajnej“ priamke x + y = n — 1, moézeme pouzit
indukény predpoklad pre mnoziny mrezovych bodov leziacich v trojuholnikoch 77 a 15
7 obr. 38 (ostatné body z T lezia vo vyfarbenom obdlZniku a st vsetky ako bod (u,v)
¢ervené). Pre mnozinu 73 plati rovnost u-tic [ag, a1, ... ,ay—1] = [by+1,bp42, ..., bpn_1],
pre mnozinu T zasa rovnost v-tic [ay41, Gut2, .. ,an—1] = [bo,b1,... ,by_1]; pretoze
naviac a,, = b, = 0, je rovnost (2) dokadzana.

A
n—1
Ty
r+y=n—1
v+1 , ( )
v | U, v
%// k
) u—luu+ln—-1"2

Obr. 38
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Ak st naopak na priamke x +y = n—1 iba modré body, odstranime ich z mnoziny 7’
a pre redukovani mnozinu 77" = {(z,y) € T : z +y < n— 1} vyuZijeme indukény
predpoklad. Ked priradime mnozine 7" éisla al, b} (0 £ i < n — 2) rovnako, ako sme
skor priradili ¢isla a;, b; mnozine T, su (n — 1)-tice [ag, ay, ... ,a,,_o] a [by, b, ..., b 5]
zhodné; vzhladom na modré body na priamke z +y = n — 1 v8ak mame a; = a + 1
ab;=04+1(0=7¢<n-2)ak tomu este a,_1 = b,_1 = 1, takze rovnost (2) plati aj
v tomto pripade. Dokaz indukciou je ukonceny a tloha je vyrieSena.

Iné riesenie. (Podla Jaroslava Hdjka.) Pretoze vsetky ¢isla a; a b; lezia v mnozine
{0,1,...,n}, staci dokazat, ze pre kazdy jej prvok k je pocet indexov i s vlastnostou
a; = k rovny poctu indexov j s vlastnostou b; = k. Z podmienky tlohy zrejme vyplyva,
ze Tubovolny bod (i,j) € T je modry prave vtedy, ked spolu s nim st modré aj vSetky
body z T nad nim a vpravo od neho. Preto pocet indexov i s vlastnostou a; = k
dostaneme, ked od poctu p, modrych bodov na priamke = + y = n — k odpocitame
pocet pr+1 modrych bodov na priamke = + y = n — (k + 1); pritom kladieme py = n
a ppe1 = 0, aby sme ,08etrili“ aj krajné hodnoty £ = 0 a k£ = n. Rovnakému rozdielu
Pk — Pk+1 je viak rovny aj pocet indexov j s vlastnostou b; = k. Tym sme dokazali
rovnost (2), a teda aj tvrdenie tlohy.

Iné riesenie. (Podla Tomdsa Protivinského.) Vsetky cervené body z T (pokial
vobec existuji, inak je (1) trividlne splnend) zrejme vyplnia zjednotenie niekolkych
(povedzme ¢) obdlznikov 0 < z < w;, 0 £ y < w;, ktorych (Cervené) pravé horné
vrcholy (u;,v;) (1 <4 < q) odislujeme tak, aby platilo 0 S ug < ug < ...<wu, <n-—1
an—12wv >wvy>...>uv, =1 (obr.39). Ak niektory bod (u;,v;) lezi na priamke
x+y=n-1, plati a,,, = b,, = 0, takze st€iny na oboch stranach (1) st nulové. Preto
dalej predpokladajme, Ze u; +v; < n—1pre kazdéi € {1,2,...,q} (odtial o.i. vyplyva,
ze ug < n—1awv; <n—1). Teraz lahko vyjadrime (kladné) pocty a; v jednotlivych
intervaloch 0 < @ < wg, ug <@ = ug, ..., ug < i = n — 1 ako poéty bodov z T', ktoré
lezia nad hornou stranou prislusného ,,éerveného“ obdlznika.

a;i=n—1—i—v; (0Zi<u),
a;=n—1—i—vy (ug <iZ= ug),
ai=n—1—i—v; (ug—1<1i=1uy),
ai=n—1—i+1 (ug<i<n-—1).

ai:n_l_i_vs—l—l (Us<iéus+170§5§Q)a
kde naviac kladieme ug = v441 = —1, vg = ug41 = n — 1. Dostavame tak
Ust1 q

n—1 q
. (n—2—us—vs41)!
a; = n—1—1—-w = ,
211) Z H H ( r+1) H (n—2—Usy1 — vsy)!

s=0 i=us+1 s=0
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kde sme vyuzili to, ze kazdy stcin c(c+ 1)(c+ 2) ... (¢ + d) niekolkych po sebe idtcich
prirodzenych ¢isel je rovny podielu faktoridlov (c+d)!/(c—1)!, pri¢om 0! = 1. Premyslite
si sami podla obr. 39, aky geometricky vyznam maja hodnoty c=n —1 — us11 — vsy1
act+d=n—2—us — vsy1.

V3 7
r+y=n—1
V2
U1
O U1 (%) us n—1 >£E‘
Obr. 39

Pre cisla b; plati analogické vyjadrenie
bj=n—1—j—us (vep1<j=vs, 0=5=q),

takze ich sacin je rovny

. 1 - T (n—2—us —veq1)!
L R R IS
j=0 5=0 j=vs11+1 s=0 S s/

Vidime, ze najdené , faktoridlové* vyjadrenia oboch stuéinov z (1) sa lisia iba v meno-
vateloch, a to o ¢initele (n —2 —us —vg)! pre s =0 a s = g+ 1, ktoré st vSak oba rovné
0! = 1. Dokaz rovnosti (1) je tak dokonceny.

Uloha 2.

Na dékaz tvrdenia potrebujeme ukézat, ze bod J lezi jednak na osi uhla ECF, jednak
na osi uhla EFC. Usetky AE a AF maja dlzku rovnt polomeru 7 kruznice I, lebo sti
stmerne zdruzené s jej priemermi OF a OF (obr.40). Zo zhodnosti tetiv AE a AF
vyplyva zhodnost obvodovych uhlov FCA a FFCA, preto bod A, a teda aj bod J, lezi
na osi uhla ECF.

Podla Téalesovej vety je uhol BAC nad priemerom BC pravy, a pretoze OD je os
usecky AD, OD || AJ, ¢o spolus OJ || DA znamena, ze OJAD je rovnobeznik. Preto
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|AJ| = |OD| = r, ¢o spolu s rovnostou |AE| = |AF| = r znamen4, ze trojuholnik JF A
je rovnoramenny. Zo zhodnosti uhlov JFA a AJF potom vyplyva

SIFE| = |$JFA| — |$EFA| = |$AJF| — |$ECA| =
= |QAJF|— |94 JCF|=|3JFC|.

To znamena, Zze bod J lezi na osi uhla FFC.

V prvej rovnosti prave prevedenej upravy sme vyuzili to, ze bod J je vnatornym
bodom trojuholnika CEF. To zaru¢uje podmienka |[{AOB| < 120°, lebo potom lezi
bod D vnutri oblika FA (trojuholnik FOA je rovnostranny), teda ,nad“ osou EF
uhlopriecky OA rovnobeznika OJAD, takze jeho protilahly vrchol J lezi v polrovine
EFO = EFC. (Ako lahko zistime, pre bod A taky, ze | AOB| = 120°, vyjde J = C
a pre |[<AOB| > 120° uz bod J padne dokonca mimo kruhu ohrani¢eného kruznicou I'.)

Iné riesenie. Rovnako ako v predchadzajicom rieseni zistime, Ze bod J lezi na
osi uhla ECF a ze OJAD je rovnobeznik. Zo simernosti podla E'F naviac vyplyva
|AE| = |OE| = |OA|, takze AEO a AFO st zhodné rovnostranné trojuholniky,
t.j. |[SEOF| = 120°. Odtial jednak vyplyva, ze uhol ECF mé velkost 60°, jednak
vidime, ze body O a J lezia na kruzmici IV = (A4;|AO|) (obr.41), ktorej tetive EF
prislicha obvodovy uhol 120°. Ak je I stred kruznice vpisanej trojuholniku CEF, lezi,
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ako uz vieme, na polpriamke C' A. Pre velkost uhla EIF potom méame
|SEIF| =180° — }|SCEF| — 3|SCFE| =90° + 4|4 ECF| = 120°,

¢o znamend, ze aj bod I lezi na kruznici I'V. T4 vSak pretina tisecku AC v jedinom bode,
preto J = 1.

Uloha 3.
Predpokladajme, Ze dvojica prirodzenych ¢isel (m, n) mé pozadovanu vlastnost. Zrejme
plati m > n, v pripade m < n by totiz pre kazdé a > 1 platilo

m4a—1
O<w<l.
a”+a? -1

Pri deleni mnohoélena F(z) = 2™ + z — 1 mnohoé¢lenom G(z) = 2™ + 22 — 1 ndjdeme
mnohoéleny @, R s celo¢iselnymi koeficientami spliiajice rovnost F(z) = Q(x)G(x) +
+ R(x), pri¢om stupeni mnohoélena R je mensi ako stupeni G. To znamena, Ze

R(z)
Gl) — 0 prex — oo, (1)
zaroven vsak z rovnosti Fla) ) R(a)
G~ Y75

podla podmienky tlohy vyplyva, ze podiel R(a)/G(a) je celé ¢islo pre nekonecne vela
prirodzenych ¢isel a. To vzhladom k (1) znamend, Ze len pre koneény pocet z nich
je R(a)/G(a) # 0, takZe mnohoclen R mé nekonecéne vela koretov, je teda nulovy,
t.j. R(x) = 0 pre kazdé =. Ak teraz oznac¢ime k = m —n > 0, tak z vyjadrenia

F(z) a"*+z-1 . —aF24ah4a-1

Q(x):G(az): a1 + "+ a2 —1 2)

vyplyva, Ze mnohoélen G(z) = 2" + 22 — 1 deli mnoho¢len —2**2 + 2% + 2 — 1, ktory
mozno rozlozif na stcin (1 —x)(x*+1 + 2% —1). Pretoze G(1) = 1 # 0, mnohoclen G(x)
deli dokonca mnoho¢len H(z) = z¥*! + z¥ — 1, medzi ich stupnami preto plati vzfah
n < k+ 1. Z nerovnosti G(0) = —1 < 0 a G(1) =1 > 0 vyplyva, ze G(s) = 0 pre
niektoré realne é&islo s € (0,1). Potom vsak tiez H(s) = 0, takze s” + s? — 1 = sk*+1 ¢
+ 5% — 1, ¢ize s" — sFT1 = sk — 2. Lava strana poslednej rovnosti je nezaporna (plati
totiz 0 < s < 1lan = k+1), takze podla pravej strany musi platit & < 2. Podla zadania
ulohy vsak plati n = 3, teda z nerovnostin S k+1ak < 2 vychddzan =3 a k = 2,
odkial m = n 4+ k = 5. Dvojica (m,n) = (5,3) ma naozaj pozadovanu vlastnost, lebo

o +ar—1

.2
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Poznamka. Podané riesenie vyzera zdanlivo jednoducho. Rozhodujicim obratom je
,Clastocné® vydelenie (2), bez ktorého by sme néslednym postupom dosli k rovnosti
s"tF 4+ s = s" + 52, ktorej rozbor (pdvodné autorské riesenie) je velmi naroény.
Upravu (2) a jej ucmnost objavil este pred vlastnou sttazou veduci bulharskej delegécie
Sava Grozdev. Nezmenilo to vSak ni¢ na nazore poroty, ze tloha je najnaroc¢nejsia z celej
vybranej Sestice. Vysledky sutaziacich to potvrdili.

Uloha 4.

a) Ak patri ¢islo d k delitefom ¢isla n, patri k nim aj ¢islo n/d. Preto je rastuca
k-tica delitelov n/dg,n/dg_1, ... ,n/dy zhodna s povodnou rasticou k-ticou (vSetkych)
delitelov dy,ds, ... ,di. Vzhladom na zrejmé nerovnosti k < n a d; = j preto plati

D =dyds +dods + ... +dp_1dx =

dp dr—1  drp—1 drp—2 dz "
1
2
=n + +...+ ><
(d1d2 dads di_1dy,

1 1 1
(it |
ST I T S o
BCTARE W U S U
N 2 2 3 -1 n/

b) Ukazeme, ze ¢islo D deli ¢islo n prave vtedy, ked n je prvoéislo. Ak je n prvoéislo,
potom kK = 2,d; =1, dy =naD =1-n = n, ¢o je skuto¢ne delitel ¢isla n2.
Predpokladajme dalej, ze ¢islo n je zlozené a ozna¢me p jeho najmensi prvociselny
delitel. Potom plati k£ > 2 a dy_; = n/p, odkial dostavame

¢o spolu s dokdzanou ¢astou a) vedie k odhadu n?/p < D < n?. Odtial uz vyplyva, ze
D nedeli n?, lebo ¢islo n?/p je po &sle n? druhy najvicsi delitel ¢isla n?.

Uloha 5.

Lahko overime, 7e medzi funkcie spliajice dant funkcionalnu rovnicu patria funkcie
urcéené vzfahmi fi(x) = 0, fo(z) = 1/2 a f3(x) = 2. Ukdzeme, Ze ziadna ina funkcia f
pozadovant vlastnost nema.

Dosadenim = y = z = 0 do danej rovnice dostaneme 2f(0)(f(0) + f(¢)) = 2/(0)
pre kazdé t. Specidlne pre t = 0 vychadza 4f(0)? = 2£(0), takze bud f(0) = 0, alebo
f(0) = 1/2. V pripade f(0) = 1/2 podla predoslého plati 1/2 + f(t) = 1, a teda
f(t) =1/2 pre kazdé t.
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Predpokladajme teraz, ze f(0) = 0. Volbou z = ¢t = 0 v danej rovnici dostaneme
f(zy) = f(z)f(y) pre lubovolné z, y. Taka funkciu f nazyvame multiplikativna.
Specidlne plati f(1) = f(1)?, takze bud f(1) = 0, alebo f(1) = 1. V pripade f(1) =0
vSak f(z)= f(z-1) = f(x)- f(1) =0, t.j. f(x) =0 pre kazdé x.

Zostava teda preskumat pripad, ked f(0) = 0 a f(1) = 1. Ked dosadime z = 0
ay=t=1do (1), dostaneme 2f(2) = f(—z2) + f(2), ¢ize f(z) = f(—z) pre kazdé z,
to znamen4, Ze f je parna funkcia. Ak teda dalej ukdzeme, ze f(x) = x? pre kazdé
x > 0, bude rovnaky vztah platit pre kazdé realne ¢islo z. Ked v danej rovnici polozime
y =z =t = 1, dostaneme pre kazdé x rovnost

2(f(z) +1) = flz—1) + flz+1),

z ktorej mozno vypoéitat hodnotu f(x+1), ak pozname hodnoty f(x) a f(z — 1). Tymto
postupom mozno jednoduchou indukciou overit, ze f(n) = n? pre kazdé prirodzené
¢islo n (kedze to plati pre n = 0 a n = 1). Odtial uz vzhladom na to, ze f je
multiplikativna, pomerne jednoducho vyplyva, ze rovnost f(x) = z? plati pre kazdé
kladné racionélne ¢islo x. Skutocne, ku kazdému takému x existuje prirodzené n také,
7e ¢islo nx je prirodzené; ako uz vieme, rovnosti f(n) = n? a f(nz) = (nz)? platia,
v ich dosledku dostavame

odkial f(z) = 2. Posledna rovnost bude platif aj pre kladné iracionélne ¢isla x, ked
ukazeme, Ze funkcia f je na intervale (0, 00) neklesajica. VSimnime si najprv, ze pre
kazdé redlne x plati f(z) = f (\/m )2 > 0; preto ma funkcia f iba nezédporné hodnoty.
Ak 0 < v < u, potom

F) = F(V0)2 = (F(v/0) +0)° £ (F(V0) + F(Vu— ) = f(u),

kde posledna rovnost vyplyva z danej rovnice volbou z =t = v ay = 2 = Vu — v.
Ukéazali sme, ze f je skuto¢ne na intervale (0, 00) neklesajica a cely dokaz je hotovy.

Uloha 6.

Poznamenajme najprv, ze ziadne dve z danych kruznic nemaji spolo¢ny bod, lebo
spolo¢nym bodom dvoch kruznic I';, I'; by bolo mozné viest priamku, ktora pretina
IubovoInu tretiu kruznicu I',.

Uvazujme teraz konvexny obal rovinnej mnoziny, ktora je zjednotenim danej n-tice
kruznic. Hranica tohto obalu sa sklada z niekolkych tsekov spoloénych vonkajsich
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doty¢nic dvojic danych kruznic a niekolkych ich obliukov (obr.42). Prislusny obluk

kruznice I'; oznacime Ty a jeho velkost v radidnoch a;g. (Ak ma kruznica I'; s hranicou

obalu spolo¢ny najviac jeden bod, polozime T';y = 0 a a9 = 0.) Pretoze skiimana
hranica je hladka uzavreta krivka, zrejme plati rovnost
a0 + oo+ ...+ o = 2. (1)

Dalej budeme potrebovat nasledovnii vlastnost kazdého oblika I';o: Ak je T Iubovolny
vnutorny bod oblika I';g, tak doty¢nica ku kruznici I'; s bodom dotyku 7" nemé spolo¢ny
bod so ziadnou dalSou kruznicou I';, j # i.

Vyberme teraz Iubovolné dve dané kruznice I';, I'; a na prvej z nich, kruznici I,
uvazujme body T s touto vlastnostou: Dotyénica ku kruznici I'; s bodom dotyku 7" ma
asponl jeden spolo¢ny bod s kruznicou I';. Vsetky také body T" vyplnia na kruznici I';
dva zhodné obliky I';; a Ffij, ktorych krajné body st body dotyku spolo¢nych dotycnic
danej dvojice kruznic (obr.43). Pre velkost o;; tychto oblikov podla obrazka plati

1 A 1 sin Q5 Q5
10,0, odkial 0:0;] = 2 <=5 (2)

pretoze sina < « pre kazdé a € (0, 7/2).

sin Oy =
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Podla predchédzajiceho popisu sme na kazdej kruznici I'; vyznacili 2n — 1 oblikov
—oblik I'jp a (n — 1) parov oblikov I';; a I'j;, kde j € {1,2,... ,n}\ {i}. Podla zadania
ulohy Ziadne dva z tychto (2n — 1) oblukov nemajﬁ spolo¢ny vnutorny bod, takze pre
sucet ich velkosti plati odhad

Qo + 2 Z o < 2w,
1555n,
i#i

ktory spolu s (2) vedie k nerovnosti

Z 1 < T 1
—_— — — a¢
0,0,] 2 477

1<j<Sn,
J#i
pre kazdé i = 1,2, ... ,n. Ked s¢itame tychto n nerovnosti, tak vzhladom na vztah (1)
a zrejmé rovnosti |0;0;| = |0,;0;| dostaneme
T 1 (n— 1)7r
2 <n-—-—- =
Z 2 4 z_: ’

15i<i< <n
odkial po deleni dvoma vychédza ziadand nerovnost.

Pozndmka. Dokaz, ktory sme uviedli, patri vediicemu kolumbijskej delegacie F. Ardilovi
a je ovela jednoduchsi ako povodné autorské riesenie.



Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA P

Archiv zadani Matematickej olympidady, kategorie P sa nachddza na WWW stranke
hitp:/ /www.ksp.sk/mop.

P-1I-1

Uvazujme Stvorcovi maticu A rozmerov n X n, ktorej prvky st nuly a jednotky. Pod
riadkovou resp. stlpcovou vymenou méame na mysli vimenu Iubovolnych dvoch riadkov
resp. Tubovolnjch dvoch stipcov matice. V tejto tilohe sa zaujimame o to, ¢ je mozné
postupnostou vymen transformovat maticu A na maticu, ktord mé na hlavnej diagonéle
iba jednotky (hlavnu diagonélu tvoria prvky A[l, 1], A[2,2],..., A[n,n]).

V mnohych aplikacidch (napr. rieSenie ststav linedrnych rovnic) je vyhodné dant ma-
ticu transformovat na ekvivalentni maticu tak, aby hlavna diagonala obsahovala , velké*
prvky. V tejto tlohe nuly reprezentuju ,malé* a jednotky ,,velké* prvky.

Sttazna tloha

Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory transformuje pomocou riadkovyjrch a stip-
covych vymen dand maticu tak, aby mala na diagonale samé jednotky, alebo zisti, Ze to
nie je mozné.

Priklad

Matica A: Vysledok:

0101 1100

1101 1101

1100 0010

0010 0101

Maticu mozno transformovat. Staci vymenit treti a Stvrty riadok a potom prvy a Stvrty
sﬂpec.

Priklad

Matica A: Vysledok:

010 Maticu nemozno transformovat.
110

110

P-1-2

Vo vyskumnom tstave potrubi a rar vyvinuli novy druh robota ur¢eného na cistenie tep-
lovodnych potrubi. Robot sa ststavou rar pohybuje podla dopredu uréeného postupu.
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Technoldgia ¢istenia je takd, Ze robot musi prejst kazdou rarou v stustave dvakrat (ne-
zalezi ktorym smerom) — pri prvom prechode vykonava chemické ¢istenie a pri druhom
mechanické docistovanie. Robot moze vojst do riry z Tubovolného konca, avsak ak raz
vojde do rary, musi ju celi prejst.

Stustava rar pozostava z n uzlov oc¢islovanych od 1 po n, medzi ktorymi vedie m
teplovodnych rir oc¢islovanych od 1 po m. Kazda rura vedie medzi dvojicou uzlov a nema
ziadne odbocky alebo vetvenia. Medzi kazdou dvojicou uzlov vedie najviac jedna rura.
Mbozete predpokladat, Ze sustava rar je suvisla, t.j. robot sa moze dostat na lubovolné
miesto ststavy. Robot zacdina v uzle ¢islo 1 a po skondceni ¢istenia sa musi opét do tohto
uzla vratit.

Sttazna tloha
Napiste program, ktory pomodze planovat trasu ¢istiaceho robota. V4§ program nacita

popis ststavy potrubi a zisti, ¢i existuje trasa, ktora zacina aj konci v uzle 1 a prechadza
kazdou rurou prave dvakrat. Ak takato trasa existuje, vas program ju vypise.

Format vstupu Prvy riadok vstupného stiboru rury.in obsahuje dve kladné celé ¢isla
n am (n < 100), oddelené medzerou. Kazdy z nasledujicich m riadkov popisuje jednu
raru. Obsahuje dve ¢isla oddelené medzerou — koncové uzly rury.

Format vystupu Vystupny stibor rury.out pozostava z jediného riadku, obsahujticeho
2m + 1 ¢isel uzlov oddelenych medzerami v poradi, v akom ich mé robot navstivit na
navrhovanej trase. Prvé a posledné ¢islo na riadku musi byt 1. V pripade, Ze neexistuje
trasa, ktord prejde kazda raru prave dvakrat, vystupny stbor bude obsahovat jediny
riadok so slovom NIE. Ak existuje vhodnych tras viac, vypiste fubovolni (jednu) z nich.

Priklad

Subor rury.in Subor rury.out
1354154241531

B WONRPR, P, PO
g o oW o

P-1-3

V rovine je danych 2n bodov, z toho n bielych a n ¢iernych. Spravodliva priamka je taka
priamka, ktora:

e prechadza bodom |0, 0],
e neprechadza ziadnym ciernym ani bielym bodom,

e rozdeluje rovinu na dve polroviny, pricom v jednej z tychto polrovin je rovnako
bielych bodov, ako v druhej ¢iernych, a naopak.
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Sttazna tloha
Napiste program, ktory zo stitboru priamka.in nacita siradnice bielych a ¢iernych bodov
a do stboru priamka.out vypisSe jednu spravodlivii priamku.

Mbozete predpokladaft, Ze ziadne tri zadané body nelezia na jednej priamke, a ze bod

[0,0] nelezi na ziadnej priamke uréenej dvoma zadanymi bodmi. VSetky zadané body
maju celociselné stradnice.

Format vstupu Subor priamka.in na prvom riadku obsahuje ¢islo n. Kazdy z nasledu-
jucich 2n riadkov obsahuje stradnice jedného bodu oddelené medzerou. Prvych n bodov
je bielych, druhych n bodov je ¢iernych.

Forméat vystupu Subor priamka.out na prvom riadku obsahuje Tubovolny bod rozny
od [0, 0], ktorym hladand spravodliva priamka prechadza. Stradnice oddelte medzerou.
Ak spravodliva priamka pre dani mnozinu bodov neexistuje, vypiste do siboru slovo NIE.

Priklad

Stubor priamka.in

> R R RS
0 1 S U RE SRR
2 -1 NG T
-1 -1 oo

-1 2 ;

Subor priamka.out = 0000~ S A0t A=
2 1
Iné spravne rieSenie RIS \
1.0 2. o Yo

029 Obr. 44

Pomocka: Nech A; = [x1,11], Ay = [22,92] a A3 = [z3,y3] st body v rovine. Ak je
hodnota (z2 —x1)(ys —v1) — (3 — 21)(y2 — v1) kladné, bod Aj lezi nalavo od polpriamky
A1 As. Ak je tato hodnota zaporna, tak lezi napravo a ak je tato hodnota nulova, tak bod
Az lezi na priamke A;A,.

P-1-4
Komparatorové siete

Komparatorové siete sa vyuzivaja pri navrhu paralelnych algoritmov. Tiez je jednoduché
ich realizovat pomocou elektronickych obvodov. Kompardtor je jednoduché zariadenie,
ktoré dostane na vstupe dve ¢isla, porovna ich a na vrchnom zo svojich vystupov vrati
mensSie z tychto dvoch ¢&isel a na spodnom to viicsie. Z kompardtorov mozno zostavit
zlozitejsie obvody, ktoré budeme volat komparatorové siete.

Kompardtorovd siet pozostava z n vodorovne usporiadanych vodicov, ktoré st na nie-
ktorych miestach poprepajané komparatormi. Komparatory st usporiadané do wrstiev,
ktoré zodpovedaju krokom vypoctu. Na zaciatku vypoctu (v kroku 0) siet dostane na
vstup n cisel. Po skonceni kroku k — 1 sa vystupy z kroku £ — 1 prenesti vodi¢mi na
komparatory vo vrstve k. Komparator vo vrstve k spaja vzidy dva vodi¢e (nemusia byt
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susedné). Ak je na spodnom z nich mensia hodnota ako na vrchnom, vymeni tieto hod-
noty, v opa¢nom pripade ich neché tak. V jednej vrstve moze byt aj viacero komparatorov
(vypocet sa odohra naraz, paralelne), ale v jednej vrstve moze jeden vodi¢ vstupovat naj-
viac do jedného komparatora. Po skonceni celého vypoctu st na vystupoch siete tie isté
¢isla ako na vstupe, iba v zmenenom poradi.

Graficky sa vodice zobrazuju ako vodorovné ciary, komparatory ako zvislé spojnice
svojich vstupnych vodicov. Komparatory v jednej vrstve sa kreslia zvislo nad seba, pri-
padne do niekolkych susediacich stipcov. Jednotlivé vrstvy oddelime &arkovanou éarou.
Vypocet prebieha zlava doprava.

Pri ndvrhu sieti sa poktiSsame zostrojit ich tak, aby ¢as vypoc¢tu bol ¢o najmensi, t.j.
aby siet mala ¢o najmenej vrstiev. Druhym dolezitym kritériom je pocet komparatorov
(od tohoto po¢tu moéze zavisiet napriklad cena vyroby siete).

Priklad

UvaZzujme najlavejSiu siet na obrazku. Tato siet dostane Styri vstupy a vrati ich utrie-
dené od najmensieho po najvicsi. Po prvych dvoch krokoch vypoctu bude najmensi vstup
bud na prvom alebo druhom vodiéi a najvicsi vstup na tretom alebo stvrtom. Dalsie dva
kroky umiestnia najmensi a najvacsi prvok na ich miesto a v poslednom kroku dotriedime
druhy a treti vodi¢. VSimnite si, ze prvy a druhy komparator, podobne ako treti a stvrty,
je mozno zlucit do jednej vrstvy bez toho, aby sa zmenil vysledok vypoctu. Vysledna
rychlejsia sief je na prostrednom obrazku. Pravy obrazok ukazuje priebeh vypoctu pre
vstup 4,1, 2, 3.

Priklad Zostrojte siet, ktora na vstupe dostane n ¢isel a na vystupe umiestni najmensie
z tychto Cisel na vodi¢ 1 (na poradi ostatnych ¢isel ndm nezalezi). Mozete predpokladat,
Ze n je mocnina dvoch.

RieSenie Sief zostrojime rekurzivne. Oznac¢me S, siet, ktord tlohu riesi pre n vstu-
pov. Ak n = 1, S, nebude obsahovat Ziaden komparétor, lebo mame iba jeden vstup.
Predpokladajme teda, ze n > 1. Vstupy rozdelime na dve polovice (horni a dolnt). Na
kazdu polovicu aplikujeme siet S, /5. Tieto dve siete polovicnej velkosti mo6zu pracovat
paralelne. Po skonceni ich vypoctu mame na vodic¢i 1 najmensi z hornej polovice vstupov
a na vodi¢i n/2+ 1 mame najmensi z dolnej polovice. Teraz staci pridat jeden komparator
medzi vodi¢mi 1 a n/2 + 1 a dostaneme celkové minimum na prvom vodiéi. Siet S,, teda
pozostava z dvoch sieti S, 2 a z jedného komparatora. Konstrukcia siete S, je zobrazena
na nasledujicom obréazku vlavo, vpravo je priklad vyslednej siete pre n = 8.
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] !

n | —| N
= S, .
2 ] /2 l
I

n | —| \
= S, .

Obr. 48 Obr. 49

Vsimnime si, Ze hibka rekurzie je log, n, kedze velkost vstupu sa v kazdom rekurzivnom
kroku znizi na polovicu. Kazda turoven rekurzie pridd do vyslednej siete jednu vrstvu,
preto siet S, mé log,n vrstiev. Pocet pouzitych komparatorov je v poslednej vrstve
1, v kazdej dalSej vrstve odzadu sa vidy zdvojnasobi. Nech pocet vstupov je n = 2F.
Potom pocet pouzitych komparatorov je 1 +2 +4+ ...+ 21 =28 — 1 =pn — 1 (stdet
geometrickej postupnosti). Dostali sme teda sief, ktorda ma O(logn) vrstiev a pouziva
O(n) komparatorov.

Sttazné tlohy

a) Napiste program, ktory bude simulovat komparatorové siete. Program vo vstupnom
stibore dostane komparatorov siet a hodnoty vstupov. Navrhnite a popiste vlastny
vstupny format pre zapis komparatovych sieti do stiboru. Vas program by mal
vypocitat vysledok vypoctu komparatorovej siete a tiez by mal umoziiovat graficky
alebo semigraficky zobrazovat priebeh vypoctu siete. Vo vasom rieSeni uvedte aj
priklady vstupu a vystupu z vasho programu.

b) Na vstupe je n — 1 ¢isel utriedenych od najmensieho po najviicsie (prvych n — 1
vstupov). Posledny vstup obsahuje Iubovolné ¢islo. Navrhnite komparatorovu siet,
ktoréd zatriedi posledné ¢islo do tejto postupnosti (tzn. na vystupe bude vSetkych
n ¢isel v utriedenom poradi). MozZete predpokladat, Ze n je mocnina dvoch. Snazte
sa, aby vaSa sief bola ¢o najrychlejsia.

P-1II-1

Uvazujme maticu A rozmerov m X n, ktorej prvky su nuly a jednotky. Ordmovangm ob-
dlznikom budeme nazjvat takd podmaticu, ktora méa aspon dva riadky, asponi dva stipce
a ktorej prvy a posledny riadok, ako aj prvy a posledny stipec obsahujii iba jednotky.
Vntitro obdlznika méze obsahovat fubovolné prvky.

Sutazna tloha

Navrhnite algoritmus, ktory v danej matici A najde najvicsi orAmovany obdlznik. Velkost
ordmovaného odlznika s i riadkami a j stipcami je i-j (t.j. hladdme ordmovany obdlznik,
pre ktory bude stéin i-j najvicsi mozny). Mézete predpokladat, Ze aspon jeden oramovany
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obdlZnik sa v matici nachadza. Ak existuje takych obdlZnikov viac, stac najst lubovolny
z nich.

Priklad

Vstup: Vystup:

m=11,n=24 Najvicsi ordmovany obdlZnik méa rozmery
000000000000000000000000 6 x 9 a jeho lavy horny roh je v 4. riadku a
001111100000000001100000 5.Sﬂpci

001100111111111111111110
001011111111111111111110
001010100000100011100000
001111100100100011100000
000010001100100111111000
000010000000100100101000
010011111111100100001000
001000000000000111111000
000000000000000000000000

P-1II-2

Vyskumny tstav potrubi a rir ma novy problém, tentokrat so ststavou orientovanych rur.
Na vycistenie takejto stistavy je potrebné, aby cistiaci robot presiel kazdou rarou prave
raz. Sustava je orientovand, to znamena, ze pre kazda raru je predpisany smer, ktorym
tiou robot musi prejst. S vynalozenim velkého tsilia sa programéatorom VUPR podarilo
napisat program, ktory pre dant ststavu najde jednu moznu trasu ¢istenia, alebo urci, ze
takato trasa neexistuje. Niekedy je v8ak dolezité vediet, ¢i existuje takychto Gistiacich tras
viac (striedanim ¢istiacich tras je mozné redukovat opotrebovanie robota v zékrutach).

Ststava rur pozostava z n uzlov ocislovanych 1,...,n, medzi ktorymi vedie m jedno-
smernych rir ocislovanych 1, ..., m. Kazda rara vedie medzi dvojicou (navzéjom roznych)

uzlov a nema ziadne odbocky alebo vetvenia. Z kazdého uzla vedie do kazdého iného uzla
najviac jedna rara. Pre tito stustavu je zarucené, Ze existuje trasa pre robota, ktora za-
¢ina aj konéi v uzle 1 a prejde kazdou rarou prave raz (reSpektujtc jej smer). Pracovnici
VUPR navyse pomocou svojho programu jednu taktto trasu nasli a je vam k dispozicii.
Vasou tlohou je zistit, ¢i existuje ind trasa, zac¢inajuca aj konciaca vo vrchole 1, ktora
prejde kazdou rdarou prave raz.

Tuato trasu nemusite vypisovat, t.j. odpoved vasho programu ma byt ano/nie.

Priklad

Vstup: Vystup:

n=5m=7 Existuje ina trasa.

iugy: 15 Poznamka:

5 3: 3 1: 12315341 jepriklad inej trasy.
34, 41,

53

trasa: 12341531
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Vstup: Vystup:
n=95m=6 Neexistuje ina trasa.
rary:

12, 23

31, 34

45, 53

trasa: 1234531

P-1I-3

V triede sedi ucitel a ddva pozor na n ziakov, ktori piSu pisomku. Ucitel sa vic¢sinu
Casu pozerd jednym smerom. Tento smer budeme nazyvat zdkladny smer. Ak vSak ucitel
zacuje odniekadial podozrivé zvuky, rychlo sa otod, aby videl, ¢o sa deje. Ulohou je zvolit
zakladny smer tak, aby uhol, o ktory sa musi otocit, bol ¢o najmensi. Kedze k roznym
ziakom sa treba otocif o rézny uhol, chceme minimalizovat priemerny uhol.

Sutazna tloha

Na vstupe je dané ¢islo n a stiradnice n bodov v rovine [x1, 1], [22, 2], - - -, [Tn, Yn]. Kazdy
bod urc¢uje polohu jedného ziaka v triede. U¢itel sedi v bode [0, 0]. Mo6Zete predpokladat,
ze bod [0, 0] nelezi na Ziadnej priamke urcenej dvoma zadanymi bodmi.

V zékladnom smere je ucitel otoceny smerom k nejakému bodu [z,y]. Ked zacuje
Suchotaf 7iaka i, oto¢i sa smerom k bodu [z;,y;]. Otaca sa bud v smere hodinovych
ruciciek, alebo proti smeru hodinovych rudiciek, podla toho, ktorym smerom je uhol
otoCenia mensi (t.j. pre kazdého ziaka je uhol otoc¢enia najviac 180°).

Priemerny uhol otocenia je priemer uhlov otodenia pre vietkych n bodov. Ulohou je
najst taky bod [z, y] urcujici zékladny smer, aby priemerny uhol otocenia bol najmensi
mozny.

Pomocka: Mozete predpokladat, Ze mate k dispozicii funkciu uhol (x,y), ktora vrati
uhol otocenia ucitela medzi bodom [1,0] a bodom [z, y] v protismere hodinovych ruciciek
(t.j. uhol medzi 0° a 360°).

Priklad

........ Aioi
Vstup: Co Co
n = 4, body: [~1,1], [0, —3], [~2, —2], [2, 0] S I A A
Vystup: — e
Zakladny smer je smerom k bodu [—1, —2]. IRy A SR
Poznamka: .
Priemerny uhol otocenia je 67.5°. Lo Lo
Spravnych rieSeni je viacero, napriklad aj bod [—2, —2] (Ziak 3). AR SRR
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P-1I-4
Studijny text ,Kompardtorové siete“ k prikladu P-II-4 mozno ndjst v zadani prikladu
P-I-/ na strane 117.
Sttazné tlohy

a) Na nasledujiicom obrazku je siet so Siestimi vstupmi. Najdite vstup (t.j. 6 ¢isel),
ktory tato sief neutriedi. Zobrazte aj priebeh vypoctu siete pre tento vstup.

* —o 69 oo
*—o oo
*—o
*—o

Obr. 51

b) V sieti uvedenej v casti a) je komparator, ktory ked odstranime, sief bude spréavne
triedit lubovolnt postupnost Siestich ¢isel. Najdite tento komparator a vysvetlite,
preco po jeho odstraneni siet spravne triedi.

c) Na vstupe je 2n navzajom roznych &sel. Cisla na prvych n vstupoch st utriedené
od najmensieho po najvicsie a ¢isla na druhych n vstupoch su tiez utriedené od
najmensieho po najvicsie. Navrhnite komparatorovi siet, ktord na prvych n vy-
stupoch vrati n najmensich ¢isel (v lubovolnom poradi) a na druhych n vystupoch
vrati n najvicsich ¢isel (v Tubovolnom poradi). Snazte sa, aby vaSa sief bola ¢o
najrychlejsia.

Priklad: n=3, vstupy 1,4,5,2,3,6. Na vystupe prvé tri vodi¢e obsahuju 1,2,3 v Iu-
bovolnom poradi a druhé tri vodice obsahuju 4,5,6 v lubovolnom poradi. Napriklad
2,3,1,6,5,4 je spravny vystup.

P-III-1

Dané je matica A s m riadkami a n stlpcami. Kazdy prvok a;; je bud kladné celé dislo,
alebo tzv. Zolik, ktory budeme znacit znakom *. Prvky v kazdom stlpci je mozné Ifubo-
volne vymietiaf, avSak nie je mozné vymietiaf prvky z roznych stipcov. Otazka znie, & je
mozné prvky v matici preusporiadat tak, aby kazdy riadok matice obsahoval neklesajicu
postupnost, t.j. pre kazdy riadok 7 platilo a;; < a; < ... < a;,. Kazdy Zolik je pre ucely
porovnania mozné zamenit fubovolnym celym ¢islom. Napriklad, riadok (1, %, 4, *) je ne-
klesajuci, pretoZe prvy zolik (*) je mozné zamenit ¢islom (povedzme) 3 a druhy Zolik (x)
Cislom (povedzme) 77 tak, ze vysledny riadok (1, 3,4, 77) je neklesajuci. Riadok (5, x, , 4)
nie je neklesajuici, pretoZze neexistuju ¢isla x, y ktorymi by bolo mozné zamenit zoliky tak,
aby b <z <y <4
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Sutazna tloha

Navrhnite program, ktory pre danti maticu A rozhodne, ¢ je mozné spermutovat prvky v
kazdom stipci tak, aby kazdy riadok matice tvoril neklesajicu postupnost. Ak to mozné
je, vas program mé jednu takito maticu vypisat.

Priklad

Vstup: Vystup:

m=4,n=4 Ano. Jedno mozné preusporiadanie prvkov:
1 10 8 12 1 * 8 10
* 9 10 * 12 * * *
8 * 11 10 * 10 11 12

12 = * 10 8 9 10 10

Vstup: Vystup:

m=3n=4 Nie.

* * * *

*

* *

P - 1IIT - 2

V istom lyziarskom stredisku sa pravidelne konaju preteky. Na svahu je natrvalo vyzna-
Cenych N orienta¢nych bodov. Organizatori pretekov sa vzdy snazia zvolit trochu int
trasu, ale nesmi menit pozicie orienta¢ngch bodov. Navyse, vyhovujica trasa musi spliiat
nasledujtice podmienky:

e zacina v najvyssie poloZzenom orientacnom bode a kon¢i v najnizsie polozenom
orientacnom bode,

e moze prechadzat cez niekolko dalSich orientac¢nych bodov,

e medzi kazdymi dvoma orienta¢nymi bodmi vedie trasa po priamke,

e kazdy dalsi orientacny bod je poloZeny nizsie ako predchadzajuci,

e v ziadnom orientacnom bode nemeni trasa smer o viac ako 45°.

Ulohou je zistit, kolko vyhovujicich tras sa da v lyZziarskom stredisku zostavit.

Sutazna tloha

Na vstupe je pocet orientaénych bodov N a ¢isla (z1,v1), (22,¥2), ..., (zn,yn) urcu-
jice polohu jednotlivych orienta¢nych bodov na svahu. Svah je jednoducho obdlZnik,
zvazujuci sa zhora nadol. Cislo z; ur¢uje vzdialenost i-teho orienta¢ného bodu od Iavého
okraja svahu a y; je vzdialenost tohto bodu od dolného okraja svahu. Cim vidsia je y-ova
sturadnica bodu, tym méa bod vac¢siu nadmorska vysku.
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Napiste program, ktory najde pocet vyhovujtcich tras na lyziarskom svahu. Mdzete
predpokladat, Ze ziadne dva orientacné body nemaji rovnaki y-ovi siradnicu a Ze ziadne
tri orientacné body nelezia na jednej priamke.

Pomodcka: Mozete predpokladat, ze mate k dispozicii funkciu uhol(z, y), ktord vrati uhol
medzi bodom (z,y) a x-ovou osou. PresnejSie povedané, je to uhol, o ktory treba otocit
v protismere hodinovych ruciciek polpriamku zac¢inaju v bode (0,0) a prechadzajicu
cez bod (1,0), aby prechadzala cez (z,y). Vysledné ¢islo je uhol v stuptioch z intervalu

(0, 360).

Priklad
Vstup: o
N =6, DA e
body: il
(275)7(272)7(574)7(073)7(071)7(17()) 3‘
Vystup: PSS R
Existuju 3 vyhovujtce trasy. I OO SO o
Poznamka: :
: >
01 2 3 4 5

Vyhovujtce trasy siu:
(2,5),(0,3),(0,1),(1,0)
(2,5),(2,2),(1,0) Obr. 52
(2,5),(1,0)

P-1III -3

Studijny text ,Kompardtorové siete“ k prikladu P-III-3 mozno ndjst v zadani prikladu
P-1-4 na strane 117.

Sttazna tloha

Dané je jedna konkrétna permutacia ¢isel 1,2,...,n, t.j. postupnost ¢isel ay, as,. .., an,
v ktorej sa kazdé z cisel 1,2,...,n nachadza prave raz. Dopredu vieme, Ze nasa kompa-
ratorova siet bude mat n vodicov a na vstupe bude i-ty vodi¢ siete obsahovat ¢islo a;.
Treba navrhnit komparatorovu siet, ktord tento konkrétny vstup utriedi.

KedzZe vysledna siet sa moze lisit pre rozne permutacie, vasou tlohou je napisat algo-
ritmus, ktory na vstupe dostane cislo n a permutaciu aq, as, ..., a, a na vystupe vypise
vyslednu siet, ktora tito permutéciu utriedi. Vyslednu siet vypiste ako postupnost kom-
paratorov v jednotlivych vrstvach zlava doprava, komparator vypiste ako dvojicu vodicov,
ktoré spaja.

Vas$ algoritmus mé pracovat v case, ktory je polynomidlny v zéavislosti od n. Snazte
sa, aby siet, ktoru algoritmus vypiSe, mala méalo vrstiev (a pokial mozno aj maly pocet
komparatorov). Existuje efektivny algoritmus, ktory pre kazda permutéciu vypise siet s
O(n) komparatormi a O(logn) vrstvami.
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Priklad

Vstup:

n=4,a,=2,a0=3,a3 =1,a4 = 4.
Vystup:

Vstup je mozné utriedit napriklad sietou:
Prva vrstva: komparator (1, 3)

Druhé vrstva: komparator (2, 3)

\J

e~ =

(O8]
NSO \CRN T W
N O I

Obr. 53
P-1III -4

Program: rury.pas/rury.cpp
Vstup: zo stand. vstupu
Vystup: na stand. vystup

Vo vyskumnom tstave potrubi a rar maji novy problém. Dostali zdkazku od Vodéarni
a kanalizacii mesta Blatislavy, ktoré potrebuju predistit celi Blatislavsktl kanalizéciu od
nanosov blata. Technoldgia ¢istenia rar od blata je jednoduché — robot musi prejst kazdou
rarou prave raz (keby Siel uz vycistenou rarou, hrozi, Ze ju silné Cistiace prostriedky
poskodia). Robot méze vojst do rary z fubovolného konca, avsak ak raz vojde do rury,
musi ju celd prejst.

Pracovnici vyskumného tistavu si rychlo uvedomili, Ze za takychto podmienok sa moze
stat, Ze nech by pustili ¢istiaceho robota po akejkolvek drahe, nepodari sa mu vycistit
celi kanalizaciu. Preto sa rozhodli, Ze do kanalizacie posla naraz viacero robotov a na-
programuju ich tak, aby roboti spolu vy¢istili celu kanalizaciu.

Cistiaci robot je vSak zatial nepredstavitelne drahy, preto ich chcti pracovnici tistavu
poslat do kanalizicie ¢o najmenej. Ale kolko ich treba a ako ich maju poslat? To uz je
uloha pre vas.

Kanalizacia pozostava z n uzlov ocislovanych od 1 po n, medzi ktorymi vedie m rur.
Kazda rara vedie medzi dvojicou uzlov a nemd ziadne odbocky alebo vetvenia. Medzi
kazdou dvojicou uzlov vedie najviac jedna rura.

Sttazna tloha

Napiste program, ktory pomoze planovat trasy ¢istiacich robotov. V&S program nacita
popis kanalizacie, zisti, kolko najmenej robotov sta¢i na vyc¢istenie kanalizicie a navrhne
ich trasy tak, aby dokopy roboti presli kazdou rirou prave raz.

Format vstupu. Prvy riadok vstupu obsahuje dve kladné celé ¢islan am (1 < n < 200),
oddelené medzerou. Kazdy z nasledujucich m riadkov popisuje jednu raru. Obsahuje dve
¢isla oddelené medzerou — koncové uzly rury.

Format vystupu. Na prvom riadku vystupu je jediné celé ¢islo R — najmensi pocet
robotov, ktori spolu dokazu vy¢istit celi kanalizéciu. Nasleduje R riadkov, i-ty z nich
popisuje trasu ¢-teho spomedzi robotov.
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Nech i-ty robot za¢ina trasu v uzle ai, odtial prejde rirou do uzlu as, odtial do as,
atd. a skond¢i v uzle a;. Potom i-ty z tychto riadkov by mal obsahovat ¢isla aq, as, ..., ax
v tomto poradi, oddelené od seba medzerami.

Pokial je moznych tras robotov viac, staci najst a vypisat jedno lubovolné rieSenie.

Priklad

<
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n
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a1

P-III -5

Program: kamene . pas/kamene . cpp
Vstup: zo stand. vstupu
Vystup: na stand. vystup

Uvazujme nasledujicu hru pre jedného hraca. Hraci plan pozostava z K policok v
jednom riadku. Na tomto plane sa nachadza niekolko hracich kamenov (na kazdom policku
najviac jeden kamen). Zadand je cielovd pozicia, t.j. urcité rozostavenie kamenov, ktoré
je potrebné dosiahnut. V jednom fahu moZeme zobrat kamen na policku p a preskocit
nim susedny kamen. Presnejsie, ak je na policku napravo (resp. nalavo) od p kamen a
nasledujice policko napravo (resp. nalavo) je volné, mozeme presko¢it kameniom z policka
p na toto volné policko. Kamer, ktory takto presko¢ime, je odobrany z hry. Cielom hry
je postupnym skdkanim dosiahnuf cielovt poziciu. Poziciu, z ktorej existuje postupnost
tahov, ktorymi sa dostaneme do cielovej pozicie, nazyvame vyhrdvajica pozicia.

Napriklad, nech pozicia na nasledujicom obrazku vlavo je cielova. V strednej Casti
obrazku je vyhravajica pozicia pre tito cielovll poziciu aj s prislusnou postupnostou
tahov. Pozicia v pravej ¢asti obrazku nie je vyhravajica, lebo v prvom tahu zjavne musime
skdkat strednym kameriom, potom nam ostani dva kamene, medzi ktorymi je dve policka
medzera.
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cielovd pozicia vyhrdvajica pozicia  nevyhrdvajica pozicia
Ve N
L [ oo oo ( 2K AN J
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Obr. 55

Sttazna tloha

Napiste program, ktory nacita celé ¢isla K a N a cielovi poziciu a vypiSe pocet (roznych)
vyhravajuacich pozicii pozostavajiucich z najviac N kamenov.

Format vstupu. Vstup obsahuje na prvom riadku celé ¢isla K a N oddelené medzerou.
Na druhom riadku je zadana cielova pozicia ako postupnost K nil a jednotiek oddelenych
medzerami, kde jednotka znamend poziciu, na ktorej je kamen a nula znamené poziciu,
na ktorej nie je kamen. Mozete predpokladat, ze 1 < N < K < 100.

Format vystupu. Vystup obsahuje jediny riadok a na nom jedno celé ¢islo urcujtce
pocet vyhravajucich pozicii pozostévajicich z najviac N kameriov. Mozete predpokladat,
ze vysledné ¢islo nepresiahne 10 000.

Priklad

Vstup Vystup
6 3 3
001100

Vstup Vystup
8 5 10

10000001






RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Najskor prevedieme tlohu do grafovej terminolégie. Pojmom graf budeme nazyvat uspo-
riadant dvojicu G = (V, E), kde E C V x V. Prvky mnoziny V' sa nazyvaja vrcholy grafu
a prvky F (¢o su vlastne usporiadané dvojice vrcholov) hrany grafu. Vrcholy u,v € V
st spojené hranou préave vtedy, ked (u,v) € E. Bipartitny graf je taky graf, v ktorom
modzeme vrcholy rozdelit na dve disjunktné mnoziny R a S tak, aby kazda hrana spéajala
vrchol z mnoziny R s vrcholom z mnoziny S. Stvorcovii maticu A nil a jednotiek rozme-
rov n X n mozeme chépat aj ako reprezentaciu bipartitného grafu G s 2n vrcholmi, kde
vrcholy 71,79, ...7, zodpovedaj riadkom a vrcholy si, s, ...,s, zodpovedaji stipcom
matice. Vrcholy r; a s; s spojené hranou prave vtedy, ked prvok A[i,j] = 1. Hranu
medzi 7; a s; budeme znacit (r;, s;).

Hovorime, Ze bipartitny graf ma uplné pdrovanie, ak sa jeho vrcholy daji usporiadat
do dvojic tak, ze v kazdej dvojici je jeden vrchol z mnoziny S a jeden vrchol z mnoziny
R a tieto dva vrcholy s spojené hranou. NavySe, kazdy vrchol sa musi nachadzat prave
v jednej takejto dvojici.

Ukazeme, ze ak bipartitny graf G ma tuplné parovanie, tak v nasej matici A mozno
preusporiadaf riadky a stipce takym spésobom, aby na diagonéle boli samé jednotky. Ak
parovanie obsahuje dvojice (i, 5;,), (Tiys Sj5), - - -, (Tin, Sjn ), Potom staci riadky usporia-
dat v poradi 4y, i, ...,4, a stlpce v poradi ji, ja, . . ., jn. Oznac¢me takto preusporiadani
maticu A’. Plati A'[k, k] = Aliy, ji]. Kedze medzi vrcholmi r;, a s;, v grafe G vedie hrana,
plati, ze Alix, jr] = 1, a preto matica A’ ma na diagonale samé jednotky.

Naopak, ak sa d4 matica A preusporiadat tak, aby mala na diagonale samé jednotky,
tak v grafe GG existuje Uplné parovanie. Nech v preusporiadanej matici A’ st riadky v
poradi iy, iy, . . ., %, a stlpce v poradi ji, jo, . .., jn. Vieme, 7e pre vietky k plati A'[k, k] =
=1, a preto aj Ali, ji] = 1. Preto v grafe G dvojice (ri,, Sj,), (7, 855), - - -+ (T4, S, ) tvoria
uplné parovanie. Dokazali sme teda nasledujtice tvrdenie.

Tvrdenie. Matica A sa da transformovat na tvar s jednotkami na diagonale prave vtedy,
ked existuje uplné parovanie v grafe G.

Ak teda chceme zistit, ako maticu A pretransformovat na tvar s jednotkami na diago-
nale, vypocitame najprv uplné parovanie v grafe G. Ak také parovanie existuje, preuspo-
riadame riadky a stipce podla postupu uvedeného vyssie. Ak také parovanie neexistuje,
maticu nemozno transformovat. Jedinym problémom zostava ukazat, ako také iplné pé-
rovanie najst.

Pripomenme, Ze v iplnom parovani su v kazdej dvojici vrcholy spojené hranou. Preto
mozeme uplné parovanie chapat aj ako mnozinu hran M taku, Ze kazdy vrchol grafu
je koncovym vrcholom prave jednej hrany z M. Podobne mozeme zadefinovat pdrovanie
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ako mnozinu hran M takd, ze kazdy vrchol grafu je koncovym vrcholom najviac jednej
hrany z M. To znamend, ze v parovani, ktoré nie je plné, nie vSetky vrcholy musia byt
zaradené v niektorej dvojici. Ukdzeme teraz algoritmus, ako najst v bipartitnom grafe
maximalne parovanie, t.j. parovanie s najvac¢sim poctom hréan.

Maximalne parovanie budeme hladat postupne. Zacneme s prazdnym parovanim M =
= () a v kazdom kroku zvysime pocet parovacich hran o jedna. Ak sa ndm v niektorom
kroku nepodari zvysit pocet hran v parovani, vyhlasime aktudlne parovanie za maximélne
a skoncime.

Zvysovat pocet hran v parovani budeme pomocou takzvanych zlepSujucich ciest.
Uvazujme lubovolné pevne zvolené parovanie M. Alternujica cesta pre parovanie M
je postupnost vrcholov r;,, s;,, 7, Sjys - - - » Ty, Siy., Ktord zacina nesparovanym riadkovym
vrcholom, kond stlpcovym vrcholom, kazda dvojica po sebe nasledujicich vrcholov je
spojena hranou a striedaji sa parovacie a neparovacie hrany (prva hrana (r;,s;) je
neparovacia). Zlepsujica cesta je alternujica cesta, ktord kon¢i nesparovanym vrcholom.

Vsimnite si, Ze zlepsujlca cesta P = 7,5, iy, Sjy, - -, Tiy, Si, pozostava z k — 1
parovacich a k neparovacich hran. Majme teda parovanie M a zlepSujicu cestu P. Ak
vSetky parovacie hrany v P zmenime na neparovacie a naopak, dostaneme nové parovanie
M, ktoré mé o jednu hranu viac (uvedomte si, ze M’ naozaj spliia podmienky parovania).

8j4

M: Si Sz Sjs M Si Sz Sjs Sia
[ ]
/ / / / \ \ \
/ / / / \ \ \
/ / / / N \ \ \
/ / / / \ \ \
[ ]
Ty Tiq Tig Tig Ty Tiq Tig Tiy

Obr. 56 (plné cGiary su parovacie, ¢iarkované Ciary si neparovacie)

Dokazme teraz, ze nasim postupom vzdy dostaneme maximalne parovanie, t.j. Ze sa
nam nestane, ze neexistuje zlepsujtca cesta pre parovanie, ktoré nie je maximalne.

Tvrdenie. Ak parovanie M nie je maximalne, existuje prenho zlepsujtca cesta v G.

Dokaz tvrdenia. Nech M je parovanie, ktoré nie je maximalne. KedZe M nie je ma-
ximélne, musi existovat parovanie M’, ktoré obsahuje viac hran ako M. Hrany patriace
do M, avSak nie do M’ nazvime modré a hrany patriace do M’ avSak nie do M nazvime
cervené. Kedze |M'| > | M|, ¢ervenych hran musi byt viac ako modrych.

Uvazujme graf G’ tvoreny vSetkymi modrymi a ¢ervenymi hranami. Kazdy vrchol v G’
susedi s najviac jednou modrou a jednou c¢ervenou hranou. Teda kazdy stvisly komponent
grafu G’ musi byt bud kruznica alebo cesta, pri¢om na kazdej kruznici (ceste) sa striedaji
Cervené a modré hrany. To znamend Ze kazd& kruznica obsahuje rovnako vela modrych a
¢ervenych hran; pocty ¢ervenych a modrych hran na kazdej ceste sa ligia najviac o 1. Kedze
Cervenych hran je viacej ako modrych, musi existovat komponent P, ktory obsahuje viac
¢ervenych hréan ako modrych. Takyto komponent musi byt cesta, ktord zacina aj konci
cervenou hranou. Teda cesta P obsahuje neparny pocet hran. Z toho vyplyva, Ze jeden
z jej koncov musi byt riadkovy vrchol (nazvime ho r;) a druhy stipcovy vrchol (nazvime
ho s;). Je fahké presvedéit sa, ze kedZe r; resp. s; je nesparovany riadkovy resp. stipcovy
vrchol a kazda druha hrana patri do parovania M, P je zlepsujuca cesta pre M.
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Implementacia. Graf G reprezentujeme samotnou maticou, t.j. dvojrozmernym polom
A. Pre kazdy vrchol r; (s;) si v poli par_r (par_s) pamétame, ¢i je sparovany s nejakym
vrcholom a ak ano, ¢islo tohoto vrchola. Za¢neme so vSetkymi vrcholmi nesparovanymi.
Funkcia Zlepsi hladé zlepsujticu cestu a ak ju néjde, pouzije ju na zlepSenie aktualneho
parovania. Hladanie je implementované prehladdvanim do Sirky zo vSetkych vrcholov
r;, ktoré este nie su sparované. Ak najde alternujicu cestu do nesparovaného vrchola
s;, prehladavanie skonéi. V tomto okamihu je potrebné prejst po najdenej ceste z s,
spit do r;, zmenit parovacie hrany na nepérovacie a naopak, ¢o znamend aktualizovanie
zdznamov v par_r (par_s) pre vSetky vrcholy na najdenej ceste. Funkcia Zlepsi je volana
v cykle, kym je mozné zvySovat pocet hran v parovani. Ak vylepSenie parovania tispesne
zbehne n krat, mame aplné parovanie, ktoré pouzijeme na preusporiadanie matice do
pozadovaného tvaru. V opa¢nom pripade podame spravu o tom, Ze matica sa usporiadat
neda. Casova zlozitost: kazdé volanie Zlepsi zbehne v ¢ase O(n?), spolu potrebujeme
nanajvys n volani, ¢o ddva celkovy ¢as O(n?®). Na uloZenie matice A potrebujeme pamt

O(n?).

P-1-2

Ulohu najprv preformulujeme do reéi teérie grafov. Uzly budeme nazjvat vrcholmi, riry
hranami a celt ststavu potrubi budeme volat graf. Postupnost (nie nutne réznych) vrcho-
lov a hran vy, €1, vy, €9, ..., Vp_1€, U Nazveme sled, ak kazda hrana e; spaja vrcholy v;_1 a
v;. Ak navyse vy = vy, takyto sled nazveme uzavrety. V reci grafov, ilohou bolo v danom
suvislom grafe G najst uzavrety sled, ktory prejde kazdu hranu grafu préave dvakrat.
Ukézeme algoritmus, ktory pre fubovolny suvisly graf ndjde pozadovany sled (tento
algoritmus je teda vlastne ddkazom, Ze trasa pre robota vzdy existuje). NaSe rieSenie
je zaloZené na prehladavani do hibky. O kazdom vrchole si budeme pamiitat, ¢i sme ho
uz v priebehu algoritmu niekedy navstivili. Pre kazdy navstiveny vrchol v, nech rodic|v]
oznacuje vrchol, z ktorého robot do v prvykrét prisiel. Vrchol rodic|v] je rodicom vrchola
v; podobne v je potomkom vrchola rodic[v]|. Pre vrchol 1 nie je rodic[l] definovany.
Prehladévanie do hibky zac¢ina z vrchola 1 a funguje takto:

1. Ozna¢ aktualny vrchol v ako navstiveny.

2. Postupne kontroluj vSetky hrany idace z v a vzdy ked najdes taka hranu, ktora
vedie do este nenavstiveného vrchola u, prejdi robotom do vrchola u a pokracuj
rekurzivne v prehladavani z u (v sa stane rodi¢om u).

3. Ked su vsetky hrany z v skontrolované a v # 1, vrat sa do vrchola rodic[v] (a
pokra¢uj v kontrolovani jeho hran). Ak v = 1, skondi.

Uvazujme mnozinu hran, po ktorych robot prvykrat prisiel do nejakého vrchola; st
to prave hrany (rodic|v],v), pre tie v, pre ktoré je rodic[v] definovany. Nazvime tieto
hrany stromové (nazyvaju sa tak, lebo tieto hrany tvoria stuvisly graf neobsahujici kruz-
nicu, nazyvany tiez strom). Kazda stromovi hranu (u,v), kde u je rodi¢om v, prejde
robot pri prehladévani prave dvakrat — najprv z vrchola u prvykrat navstivi vrchol v a
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druhykrat pri navrate z vrchola v do vrchola u. Pri prehladdvani robot nikdy neprejde
po nestromovej hrane (ked prechadza po hrane (u,v), bud navstevuje vrchol v prvykrat,
¢im sa hrana (u,v) stane stromovou, alebo sa vracia z vrchola u do vrchola v a to vzdy
po stromovej hrane). Kedze nas graf G je suvisly, robot pri prehladédvani navstivi vsetky
vrcholy. Keby totiz existoval nenavstiveny vrchol, musel by existovat taky navstiveny
vrchol u a nenavstiveny vrchol v, Ze u a v s spojené hranou. To vSak nie je mozné, lebo
algoritmus prehladévania sa z vrchola u do rodic[u] nevrati, kym nie st vSetci susedia u
navstiveni.

Prehladévanie do hibky navstivi kazdy vrchol a prejde kazda stromovt hranu prave
dvakrat; ostava nam rozhodnif kedy a ako bude robot prechddzaf nestromové hrany.
Pocas prehladavania je jednoduché detekovat nestromové hrany. Ak sa robot prave na-
chadza vo vrchole u a kontroluje hranu (u,v), tdto hrana je nestromovéa, ak vrchol v uz
bol navstiveny a u nie je rodicom v ani v nie je rodi¢om u. Ak robot nachadzajuci sa vo
vrchole u narazi na nestromova hranu (u,v), moze ju vycistit prejdenim do v a spit za
predpokladu, Ze 1iou uz predtym nepresiel. Preto si pre kazda hranu budeme pamitat, ¢i
uz bola vycistena alebo nie.

Implementacia. Prehladavanie do hibky je implementované rekurzivnou procedtrou
Prehladaj. KedZe rekurzia si pre aktudlny vrchol automaticky pamiité jeho rodica, nie
je nutné explicitne udrziavat zadznamy rodic[v]. Vo vzorovom programe graf reprezen-
tujeme maticou n x n, z ¢oho vyplyva casova aj pamitova zloZitost programu O(n?).
EfektivnejSou reprezentaciou hran pomocou spajaného zoznamu je mozné dosiahnuf ca-
sovi aj pamétovu zlozitost O(m + n), kde m je pocet hran grafu, avsak za cenu mierne
zlozitejSieho programu.

Poznamka. Ulohu bolo mozné riesit aj pomocou algoritmov na hladanie eulerovského
tahu (t.j. sledu, ktory obsahuje kazda hranu préve raz). Staci nas graf pozmenit tak, ze
kazda hranu skopirujeme dvakrat a v tomto grafe najst eulerovsky tah (ten vzdy existuje,
lebo kazdy vrchol v novom grafe bude mat parny stuperi). Tento typ rieSenia nebudeme
podrobnejsie popisovat.

P-1-3

Dokéazme najprv, ze spravodliva priamka vzdy existuje. Vezmime Tubovolni orientovant
priamku idtcu cez bod [0,0] a nech z je rozdiel poctu bielych bodov nalavo a ¢iernych
bodov napravo. Ak je z nula, priamka je spravodlivd. Ak nie, budeme priamku otacat
okolo bodu [0, 0]. Vzdy ked priamka prejde cez biely alebo ¢ierny bod, hodnota x sa znizi
alebo zvysi o jedna. Ked priamku otoc¢ime presne o 180°, nasa sledované hodnota presla
z pociato¢ného = na —z (lebo vSetky body, ktoré boli povodne nalavo, st teraz napravo
a naopak). To znamend, Ze hodnota musela byt aspoii pri jednej polohe priamky nulova.
V tejto polohe je priamka spravodliva.

Budeme vraviet, Ze bod A je nalavo od bodu B, ak je nalavo od orientovanej priamky
iducej z [0, 0] do A. Zékladom algoritmu je nasledujiice pozorovanie. Vezmime spravodlivii
priamku p. Nech A je prvy bod, na ktory by sme narazili, ak by sme priamku p otacali v
smere hodinovych ruciciek. Bod A a vsetky body, ktoré s od neho napravo, su v jedne;j
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polrovine urcenej priamkou p. Body, ktoré st od A nalavo, st v druhej polrovine. Vidime
teda, Zze nezalezi na konkrétnej polohe priamky p, rozdelenie bodov je urcené polohou
“hrani¢ného” bodu A.

Staci teda zobrat kazdy bod ako kandidéta na bod A, zrétat pocet bielych a ¢iernych
bodov nalavo a napravo a skontrolovat, ¢i poéty spliiaji podmienky spravodlivej priamky.
Ak najdeme uspesného kandidata, spravodlivi priamku zostrojime tak, ze priamku idicu
cez bod otoc¢ime kisok proti smeru hodinovych ruciciek tak, aby sme nepresli cez ziaden
iny bod. V praxi sa to d4 spravit tak, Ze ndjdeme prvy bod X, cez ktory by sme pri takom
otacani presli a priamku vedieme stredom medzi kandidatom A a bodom X. Takto do-
staneme algoritmus s ¢asovou zloZitostou O(n?) (pre kazdého kandidéata zistujeme polohu
kazdého bodu vzhladom na tohto kandidata).

Algoritmus v8ak mozno zefektivnif tym, Ze si body najprv utriedime v smere hodino-
vych ruci¢iek okolo bodu [0, 0]. Kandiddtov na hrani¢ny bod A budeme skusat v tomto
utriedenom poradi. Ked sa presunieme z kandidata ¢ — 1 na kandidata ¢, nemusime uz
pre kazdy bod zistovat, ¢i je od bodu i nalavo alebo napravo, lebo vela bodov zostane
v tej istej polrovine. Budeme si teda v kazdom kroku udrzovat pocet bielych a ¢iernych
bodov v pravej polrovine a index j ukazujici na posledny bod v pravej polrovine v smere
hodinovych rudi¢iek. Ked se presunieme na kandidéta i, staci bod i — 1 presunit do lavej
polroviny (t.j. odpocitat z po¢tu bodov prislusnej farby, ktoré st v pravej polrovine) a
potom posiuvat index j v smere hodinovych ruci¢iek, kym nendjdeme prvy bod, ktory
je nalavo od bodu 7. VSetky body, cez ktoré sme s indexom j presli, sa presuni z lavej
polroviny do pravej a treba ich teda pripocitat k poctu bodov prislusnej farby. Ked pri
posuvani bodu j prideme na koniec pola, pokracujeme zase cyklicky od zaciatku. Netreba
zabudnuf oSetrif okrajové pripady, ked napriklad vSetky body st od bodu j nalavo alebo
napravo.

Utriedit body v smere hodinovych ruci¢iek mozeme v ¢ase O(nlogn) niektorym so
standardnych triediacich algoritmov. Iba namiesto bezného porovnania si potrebujeme
programe sme pre jednoduchost pouZili triedenie pracujice v éase O(n?), to viak moZno
Tahko nahradit inym.

Pre prvy bod musime prejst vSetky body a zistit, ktoré s vlavo (v ¢ase O(n)). Pre
kazdy dalsi bod uz len budeme postvat indexy i a j a sledovat iba body, cez ktoré
prechadzame. Cez kazdy bod prejdeme kazdym indexom najviac raz a teda celkovy cas
posuvania pre vSetky kandidatske body spolu bude O(n). Celkova casova zlozitost algo-
ritmu je teda O(nlogn) a pamétova zlozitost je O(n).

P-1-4

Cast a. Najskor popisme format vstupného stboru, aky sme si zvolili (va$ program
samozrejme moze pouzivat iny format). Vstupny sibor obsahuje na prvom riadku pocet
vodicov a pocet komparatorov, na druhom riadku vstupy siete od vrchného vodica po
spodny a zvysné riadky obsahujt popis siete. Kazdy komparator je dany dvoma ¢islami
zapisanymi na jednom riadku. Tieto ¢isla urc¢uju vrchny a spodny vodi¢ spojeny kompa-
ratorom. Vodice su ¢islované zhora nadol zac¢inajic od jedna. Komparatory si zadané v
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poradi zlava doprava. Jednotlivé vrstvy siete st oddelené riadkom obsahujicim dve nuly.

Program uvedeny v tomto vzorovom rieSeni pre jednoduchost zobrazuje vypocet siete
semigraficky. Najprv nacita vstup, pricom vSetky komparatory a oddelovace vrstiev ulozi
do jedného pola. Potom vykresluje samotnt siet zlava doprava. Zakazdym, ked vykresli
komparéator, odsimuluje jeho ¢innost na aktualnom stave vodi¢ov. To znamena, Ze porovna
prislusné dve hodnoty v poli, a ak si v opa¢nom poradi, tak ich vymeni. Po skonceni
kazdej vrstvy (t.j. vzdy, ked narazi na oddelova¢ v zozname komparatorov) program
vypiSe aktualny stav hodnét na vodicoch.

Jediny problém, ktory zostava vyriesit, je ako umiestnit jednotlivé komparatory v jed-
nej vrstve do stlpcov, tak aby sa Ziadne dva komparatory v jednom stipci neprekrjvali.
Na&3 program si preto pamiita, ktoré z vodicov st v aktualnom stipci uz obsadené kom-
paratorom. Ak sa dal$i komparator prekryva s niektorym komparatorom v aktualnom
stlpci, zaneme novy stipec a komparator umiestnime do nového stipca.

Celkové ¢asovéa zlozitost nasho programu je tmernd velkosti nakresleného obrazku, t.j.
O(nk), kde n je pocet vodicov a k je pocet stipcov, v ktorych st komparatory vykreslené.
Na zaver uvedme priklad vstupu a vystupu z nasho programu (ide o sief uvedent v
Studijnom texte).

Vstup: Vystup:

1. Cast: 2. Cast: Y/ P S P

45 12 | |

4123 34 {1 | —— el mkmm 3= kD

14 00 (I I

23 23 2-= | ==*==2-—%—-2--%--3

00 00 | |
3-—k—————4-—k——4-————4

Cast b. Sief zostrojime rekurzivne. Ozna¢me S, sief, ktora tlohu riesi pre n vstupov.
Siet S; neobsahuje ziaden komparator, lebo mame iba jeden vstup a ten je utriedeny.
Predpokladajme, ze n > 1. Prva vrstva siete obsahuje iba jeden komparator — medzi
vodi¢mi n a n/2. Potom rozdelime n vodi¢ov na dve polovice — hornt a dolnt a na kazda
polovicu pouzijeme siet S, ;. Tieto dve podsiete budi pracovat paralelne.

Konstrukcia siete .S, je zobrazena na nasledujicom obrazku vlavo, vpravo je priklad
vyslednej siete pre n = 8.

n | —— |
2y § | Onpe

*—o 690 o9 o9

n
2y | [ Sne

Obr. 57 Obr. 58

Uvedomme si najprv, preco takto zostavena siet riesi zadant tilohu. Oznacme vstupné
hodnoty siete 1, zo, ..., x,. M0zu nastat dva pripady podla toho, ¢ je x, mensie alebo
vicsie ako x,/o. Predpokladajme najprv, Ze x,, > x,/5. Vtedy komparator v prvej vrstve
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nevymeni vstupné hodnoty. Nakolko z,, > x,/2, prvok z, patri v usporiadanom poradi
na niektory zo spodnej polovice vodicov.

Po prvom kroku vypoctu teda plati, ze horna polovica je celd utriedena a obsahuje
n/2 najmensich prvkov zo vstupu. Dolnd polovica je utriedend s pripadnou vynimkou
posledného prvku a obsahuje n/2 najvicsich prvkov. Preto vstupy oboch podsieti S,
spliaji podmienku zo zadania, Ze vietky hodnoty okrem poslednej maji byt na vstupe
utriedené (to nevylucuje pripad, Ze aj poslednd hodnota bude utriedend). Teda na vy-
stupe budi obe polovice v utriedenom poradi. Kedze uz po prvom kroku kazda polovica
obsahovala tie spravne prvky, aj celd postupnost je v utriedenom poradi.

Druhy pripad nastane, ak x, < z,/. Vtedy komparator vymeni hodnoty. Vieme,
7e x, patri niekde do hornej polovice prvkov a dostane sa na najspodnejsi vodi¢ hornej
polovice. Naopak, posledny prvok z hornej polovice, t.j. z,,/2, patri v skuto¢nosti do dolne;
polovice (pri triedeni je “vytlac¢eny” prvkom ). Prvok x,/, sa ale prvym komparatorom
dostane na najspodnejsi vodic, t.j. do dolnej polovice. Podobne ako predtym, aj teraz
mame po prvom kroku v kazdej polovici tie prvky, ktoré tam v utriedenom poradi patria.
Taktiez obe polovice sl utriedené s pripadnou vynimkou najspodnejsieho prvku. Teda po
aplikovani podsieti S/, dostaneme dve utriedené polovice, ktoré spolu tvoria utriedent
postupnost.

Hibka rekurzie je v nasej konstrukcii log, n, lebo kazd4a tiroveii rekurzie zmensi podet
vodicov na polovicu. V kazdej iirovni rekurzie priddme jednu vrstvu, celkovy pocet vrstiev
je teda tiez log, n.

Prva vrstva obsahuje 1 komparator, v kazdej dalSej vrstve sa pocet komparatorov
zdvojnasobi. Nech pocet vstupov je n = 2¥. Potom pocet pouzitych komparatorov je
1+2+4+...+2=2F —1=n—1 (stafet geometrickej postupnosti). Nasa sief teda
mé O(logn) vrstiev a pouziva O(n) komparatorov.

P-1II-1

Prvé rieSenie, ktoré moze ¢loveka napadnif, je vyskasaf vietky mozné obdlzniky. Obdlz-
nik je uréeny dvojicou protilahlych vrcholov, pre kazdy vrchol mame mn moZnosti. Pre
kazdy potencidlny obdlznik prejdeme po jeho obvode a overime, & vietky jeho obvodové
prvky st jednotky. Tento algoritmus pracuje v ¢ase O((mn)?(m + n)).

Nage prvé vylepsenie bude v tom, Ze zrychlime zistovanie, ¢ je dany obdlznik ora-
movany. Nech hli, j] oznacuje dlzku tseku jednotiek v stipci nad prvkom (i, j), vratane
tohto prvku. Presnejsie, hli, j] = d je také ¢islo Ze plati plati Afi,j] = Ali — 1,j] = ... =
= Ali —d+ 1,j] = 1 a zarovenn bud d = i, alebo A[i — d,j] = 0. VSimnite si, ze ak
Ali, j] = 0, podTla tejto definicie aj h[i, j] = 0. Podobne, nech [[i, j] oznacuje dlzku tseku
jednotiek v riadku nalavo od prvku (i,j) (vratane prvku (i,7)). Hodnoty hli, j] a I[i, j]
si moézeme predpocitat dopredu pre vSetky prvky matice. Pre kazdy prvok zvlast vieme
zistit dlzku tiseku jednotiek nalavo a nahor od neho v ¢ase O(m + n). Spolu mame mn
prvkov, takze predpocitanie poli h a [ polahky implementujeme v ¢ase O(mn(m + n)).
Mézeme ho vsSak urychlit. Ak totiz A[i, j| = 0, vieme Ze h[i, j] = 0. Ak A[i, j] = 1, tak

.....

v tseku nad prvkom (i — 1,7), t.j. hli,j] = h[i — 1, 7] + 1. Sta¢i ndm teda pocitat zhora
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dole a v jednom prechode v ¢ase O(mn) ziskame vSetkych mn hodndt hfi, j].

Predpokladajme teraz, e chceme zistif, ¢ je obdlznik s fav§m hornym rohom (iy, 5;)
a pravym dolnym rohom (i, j») ordmovany. Obdlznik ma dolnt hranu préve vtedy, ak
tisek jednotiek nalavo od prvku (i, j») ma dlzku aspon j, — j; + 1. Podobne overime,
¢ tsek nalavo od prvku (i1, j») (hornd hrana) ma dizku aspoti j, — j; + 1 a ¢ tseky
nahor od prvkov iy, j; a is,j, (favd a pravad hrana) maju dizku aspoii iy — i; + 1. S
pomocou poli [ a h teda vieme v koStantnom ¢ase zistit, & je dany obdlznik oramovany.
Opiit vyskisame vSetky moznosti pre lavy horny a pravy dolnj roh, pre kazdy obdlznik
zistime, ¢i je oramovany a vyberieme ten s najvac¢sou plochou. Tento algoritmus potrebuje
O(mn) ¢asu na pripravu a O((mn)?) ¢asu na prejdenie vietkych obdlznikov. Celkovy ¢as
behu je teda O((mn)?).

Vzorové riesenie je eSte o cosi rychlejsie a pracuje nasledovne. Pre kazdt dvojicu
riadkov i; < 45 nadjdeme najvicsi oramovany obdlznik, ktorého horné hrana je v riadku
i1 a dolnd hrana v riadku i,. Ststredme sa na dvojicu pevne zvolenych riadkov i; a is.
Stipec j nazveme okrajovy, ak v tseku medzi riadkami i; a iy (vratane) obsahuje samé
jednotky. Vsimnite si, Ze stipec je okrajovy prave vtedy, ak hliz, j] > 45 — i, + 1. Stlpec j
nazveme jednotkovy, ak v i, aj ip-tom riadku obsahuje jednotku. Stipec, ktory obsahuje
nulu v aspon jednom z tychto dvoch riadkov nazveme nulovy.

Kazdy oramovany obdlznik s vodorovnymi hranami leZiacimi v riadkoch i; a iy zod-
povedé tseku od stlpca j; po stipec jo pre nejaké j; < jo také, ze ji aj j» st okrajové
stlpce a stlpce j1 +1, ..., jo — 1 st jednotkové. Uvazujme maximalny tsek po sebe idticich
jednotkovych stipcov (pojmom maximalny myslime, Ze sa ned4 rozsirit, t.j. na oboch stra-
nach susedi bud s nulovym stipcom alebo s okrajom matice). Ak tento tisek neobsahuje
aspoii dva okrajové stlpce, zjavne nemoze obsahovat ani Ziadny oramovany obdlznik. Ak
obsahuje aspoii dva okrajové stipce, potom najvicsi ordmovany obdlznik v danom tseku
je uréeny najlavej$im a najpravejsim okrajovym stipcom daného tseku. Na najdenie naj-
vicsieho obdlznika v pase medzi riadkami i; a i, nam teda stadi pre kazdy maximéalny
jednotkovy tsek najst najlavejsi a najpravejsi okrajovy stipec. Toto sa d4 Tahko dosiahnuf
v ¢ase O(n). Kedze musime vyskusat vSetky dvojice riadkov, celkova ¢asova zlozitost je
O(m?n).

P-1II-2

Prevedme nasu tlohu do tedrie grafov. Siet rar je jednoduchy orientovany graf bez néa-
sobnych hran a sluciek. Uzly budu tvorit vrcholy a rary orientované hrany tohoto grafu.
Pocet hran, vedicich do vrcholu, budeme nazyvat jeho vstupnym stupiiom a pocet vychéa-
dzajucich hran jeho vystupnym stuptiom. Zjavne v nasom grafe sa vstupny a vystupny
stupen kazdého vrcholu rovnaji. Toto ¢islo budeme tiez volat poc¢tom prechodov cez
vrchol.

Co by sa stalo, ak by niektory vrchol v mal pocet prechodov asponi 37 Trasa na vstupe
prechadza cez v aspon trikrat. Nech X je tsek trasy medzi prvym a druhym prichodom
do v a Y tsek medzi druhjym a tretim prichodom don. Zostrojme teraz novu trasu pre
robota. Po prvy prichod do v ide podla trasy na vstupe. Po prichode do v pdjde najskor
usek Y (¢im sa vrati do v), potom tsek X (¢im sa opit vrati do v) a dokonéi svoju trasu
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rovnako ako v trase na vstupe. Inymi slovami oproti trase na vstupe sme vymenili poradie
usekov X a Y. Tym sme ale zostrojili in1 trasu. Preto aby zZiadna ina trasa neexistovala,
musi mat kazdy vrchol pocet prechodov 1 alebo 2.

Majme teraz takyto graf a v niom vyznacent trasu, ktora zacina aj konc¢i vo vrchole
1 a prechadza po kazdej hrane prave raz. Pokial tento graf neobsahuje Ziadne hrany, tak
trasa je zjavne jedina (prazdna trasa). Co ak na$ graf nejaké hrany ma? Podme po tejto
trase, kym sa nam prvykrat nejaky vrchol v nezopakuje. To urcite skor ¢i neskodr nastane.
Vsimnime si tisek cesty medzi prvym a druhym prichodom do u. Oznaéme ho U. Co
ak ma niektory vrchol U (iny ako u) pocet prechodov 2? To by znamenalo, ze sa tento
vrchol este niekedy na trase vyskytne. Oznac¢me v ten z takychto vrcholov, ktory sa v nej
vyskytne najskor. Tento vrchol rozdeli U na dve ¢asti — ¢ast od u po v ozna¢me U; a cCast
od v po u ozna¢me Us,. Cast od druhého prichodu do u po druhy prichod do v ozna¢me
V. Nasa trasa teda vyzera nasledovne: Robot pride do u, prejde Uy, Uy, V' a zvysok trasy.
Potom ale existuje aj ind trasa: Robot rovnako pride do u, prejde V', Us, U; a zvysok
trasy prejde rovnako, ako v trase na vstupe.

Uy

V
Obr. 59

Preto aby Ziadna ina trasa neexistovala, musia mat vSetky vrcholy U (okrem wu) pocet
prechodov 1. (Teda tsek U bude tvorit ucho nad vrcholom u.)

7 UChO”

u

Obr. 60

Uvedomme si teraz, ze ked hrany tvoriace toto ucho z grafu odstranime, nezmenime
tym pocet tras v grafe. (Kazda trasa v grafe totiz vyzera nasledovne: Robot nejako pride
do u, prejde ucho a nejako prejde zvysok grafu. Ked hrany tvoriace ucho odstranime, ku
kazdej trase v povodnom grafe najdeme zodpovedajicu trasu v novom grafe tak, ze z nej
odstranime hrany ucha.) Tymto ale dostaneme graf s menej hranami, na ktorom moézeme
tento postup zopakovat. Ak sa ndm takto podari postupne odstranif vSetky hrany z
grafu, znamené to, Ze aj povodny graf mal len jednu trasu. Naopak, ak v niektorom
kroku zistime, ze v prave spracovavanom grafe existuje viac tras, znamena to, Ze aj nas
povodny graf obsahoval viac tras.

To uz je aj navod, ako zostrojit algoritmus riesiaci tito tlohu. Pre kazdy vrchol si
budeme pamitat pocet prechodov cezenn. Ak mé niektory vrchol pocdet prechodov aspon
3, vyhlasime, zZe existuje ind trasa a skonc¢ime. V opacnom pripade zacneme postupne
¢itat zo vstupu trasu a budeme si pamitat, cez ktoré vrcholy sme uz isli. Ked sa nam
niektory vrchol v zopakuje, pozrieme sa, ¢i niektory vrchol medzi prechodmi cez v nema
pocet prechodov 2. Ak taky najdeme, vyhlasime, Ze existuje iné trasa a skonc¢ime. Ak
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nie, odstranime tieto vrcholy z trasy a pokracujeme. (Vsimnite si, Ze si vébec nepotrebu-
jeme pamitat graf a menit ho, kedZe je jednoznacéne popisany trasou.) Ked skonéime (s
prazdnou trasou), vyhlasime, Ze Ziadna ind trasa neexistuje a skonc¢ime.

Spravnost tohoto algoritmu vyplyva z vyssie uvedeného popisu. Ak4 je jeho ¢asova
zlozitost? Nech m4 nas graf N vrcholov a M hrén. Ak z niektorého vrcholu vychédzaju
asponi 3 hrany, akonahle prvy takyto vrchol nadjdeme, méZzeme skoncit. V tomto pripade
je Casova zlozitost nasho algoritmu O(N). (Pokial by sme do¢itali zo vstupu cely graf a az
potom kontrolovali po¢ty prechodov cez vrcholy, zhorsi ndm to zlozitost na O(M + N).)
V opa¢nom pripade z kazdého vrcholu vychadzaju najviac dve hrany, preto M = O(N).
(Cize nas graf ma len linedrne vela hran v zavislosti od poc¢tu vrcholov.) A teda aj pocet
hran trasy je O(INV), lebo v trase je kazda hrana prave raz. Kazdy vrchol na trase najviac
raz nacitame, najviac raz sa pocas behu algoritmu pozrieme na pocet prechodov cez neho
a najviac raz ho z trasy vyhodime. To znamend, Ze (pri vhodnej implementéacii) bude aj
v tomto pripade ¢asova zlozitost nasho algoritmu O(NV).

P-1I-3

Ak sa ucitel otaca zo svojho zakladného smeru k nejakému ziakovi proti smeru hodinovych
ruciciek, budeme hovorit, Ze tento ziak je nalavo. Ak sa otaca v smere hodinovych ruciciek,
ziak je napravo.

Najprv dokézeme, ze vzdy existuje rieSenie, v ktorom je ucitel oto¢eny smerom k
nejakému ziakovi. Predstavme si priamku cez bod [0, 0] uréujicu zékladny smer. Oto¢me
teraz tuto priamku dolava o maly uhol « tak, aby Ziaden Ziak, ktory bol nalavo nepresiel
na pravi stranu a naopak. Po takomto otocdeni uhly otocenia vSetkych Zziakov nalavo
klesnt o « a uhly otocenia vSetkych Ziakov napravo stipnu o «. Teda ak nalavo je viacej
Ziakov, priemerny uhol otodenia sa zmensil, ak nalavo je menej ziakov, priemerny uhol
sa zvacsil a ak je na oboch stranach rovnako ziakov, priemerny uhol zostava rovnaky.
Ak priamka urcujica najlepsi zakladny smer neprechadza cez ziaden bod, tak v aspon
jednom smere ju mozeme kiisok otocif bez toho, aby priemerny uhol vzrastol. V otacani
prestaneme, len ¢o priamka narazi na prvy bod.

Este stale ale zostéva pripad, Ze priamka sice prechadza cez niektory bod, ale ucitel sa
pozera opacnym smerom, t.j. je chrbtom k tomuto Ziakovi. To ale nikdy nie je optiméalne
rieSenie. Predpokladajme, Ze napravo je aspon tolko Ziakov ako nalavo. Vtedy, ak oto¢ime
priamku kuisok doprava, vsetkym napravo a ziakovi za chbtom klesne uhol otocenia a teda
celkovo sa uhol otocenia zlepsi. Ak naopak je nalavo viac ziakov, otoc¢enie dolava zlepsi
uhol.

Je teda potrebné preskimat iba n zakladnych smerov, v ktorych je ucitel otoc¢eny
smerom k niektorému Zziakovi. Pre kazdy je mozné spocitat priemerny uhol otocenia a
vybrat najlepsi. Ak budeme podcitat priemerny uhol otocenia pre kazdy smer osobitne,
dostaneme algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(n?). My vsak ukdZeme algoritmus s ¢asovou
zlozitostou O(nlogn).

Nech «; je uhol, ktory zviera polpriamka idica cez Ziaka i a bod [0, 0] s osou x (t.j.
uhol, ktory vypoc¢itame funkciou uhol(z;,y;)). Uvedomme si, aky je vlastne uhol otocenia
medzi u¢itelom natocenym k Zziakovi v a medzi ziakom i. Musime uvazovat 4 pripady:
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e Ziak i je nalavo a oy > ay. Uhol otocenia je oy — vy

e Ziak i je nalavo a oy < . Uhol otocenia je oy — ay + 360°.
e Ziak i je napravo a a; < ay. Uhol otoéenia je ay — .

e Ziak i je napravo a a; > ag. Uhol otoéenia je ay — oy + 360°.

Aby sme nagli priemerny uhol otocenia, potrebujeme sc¢itat uhly otocenia pre vSetkych
ziakov. S¢itanim dostaneme nasledujuci vyraz:

Z o — Z o, —L-ay+ P-ay+ X -360°
ziak 1 ~ ziak 4
je nalavo Je napravo

kde L je pocet ziakov nalavo, P je pocet ziakov napravo a X je pocet ziakov, ktori si

Teda sucet uhlov otocdenia vieme spocitat v konStantnom dase, ak pozname stucet
hodnoét «a; pre ziakov nalavo a napravo a ak pozname pocty L, P, X.

N&s algoritmus si najprv utriedi body podla uhla «; (t.j. proti smeru hodinovych
ruciciek). Potom si pre kazdé i spocita stcet uhlov «; pre prvych ¢ bodov v utriedenom
poradi a tieto ¢isla ulozi do pola 3 (t.j. 5; = a3 +ag + - - - + ;). VSimnite si, Ze §; = a; +
+ B;i_1, a teda idtc zlava doprava vieme spocitat vSetky hodnoty §; v linedrnom case.
Ak teraz chceme spocitat stdet uhlov v tseku od i-teho po j-teho Ziaka, staci spocitat
8; — Bi1.

Po tejto inicializécii budeme postupne skiimat mozné zakladné smery v poradi, v
akom su v striedenom poli. Nech U je ziak, ktory urcuje zakladny smer. Pre kazdé U
si ndjdeme posledného Ziaka [, ktory je nalavo. VSetci ziaci medzi U a [ (vratane [) su
nalavo, ostatni Ziaci stt napravo. Niekedy méme [ < U, a vtedy st nalavo ziaci U+1,...,n
a l,...,l. Podobne Ziaci napravo bud tvoria jeden alebo dva stuvislé tiseky v utriedenom
poli. Ak teda vieme U a [, méZeme pouzit pole 5 na to, aby sme v konStantnom case
zistili stcet uhlov «; pre ziakov nalavo a napravo, lebo s to stucéty jedného alebo dvoch
suvislych tsekov v poli a.. Poéty ziakov nalavo a napravo (L a P) tiez lahko spocitame.
Hodnota X je trosku tazsia, ale ziak ¢ méa a; mensie ako ay; len vtedy, ak je ¢ mensie ako
U (lebo pole je striedené podla «). Teda, ak poznadme indexy U a [, vieme spocitat sucet
(a priemer) uhlov otocenia v konStantnom case.

Zostéava vyrieSit problém, ako efektivne najst hodnotu [, t.j. index posledného prvku
vlavo. Pre U = 1 jednoducho za¢neme s [ = 1 a budeme zvySovat [, aZ kym nenédjdeme
posledny prvok, ktory je nalavo. Pre kazdu dalsiu hodnotu U vyuzijeme fakt, Zze [ z
predchédzajuceho kroku je teraz urcite nalavo a teda zaéneme z predchadzajicej hodnoty
[ a budeme [ zvySovat, az kym nendjdeme prvy bod vpravo (ak prideme na koniec pola,
pokracujeme od jednotky). Index [ takymto sposobom pocas celého algoritmu obide celé
pole iba dvakrét, teda celkova zlozitost hladania posledného prvku vlavo je O(n).

Celkova ¢asova zlozitost je O(nlogn), lebo triedenie pracuje v ¢ase O(nlogn), pole
B vieme vypocitat v ¢ase O(n), celkovy ¢as otacania indexu [ je O(n) a vypocet sucétu
uhlov otocenia je konStantny pre jeden smer, t.j. O(n) pre vsetky smery.

V uvedenom programe sme kvoli ispore miesta nahradili O(nlogn) triedenie kvadra-
tickym. Taktiez sme pouzili pole dlzky 2n, v ktorom sa kazdy bod nachadza dvakrat, ¢o
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zjednodusuje vypoCty (netreba uvazovat, Ze posledny bod vlavo bude mat index mensi
ako U — ak treba jednoducho pokracujeme s hladanim indexu [ dalej za n, vyuzivajuc
druhé képie bodov v poli). Pri implementacii treba dbaf na to, aby program spravne
oSetril rozne okrajové pripady, napriklad, Ze vSetky body st nalavo alebo napravo od U.

P-1I-4
Cast a)

Spravnou odpovedou je napriklad vstup 6,5,4,3,2,1 (ale aj mnoho inych vstupov). Pre
vstup 6, 5,4, 3,2, 1 vypocet siete prebieha nasledovne:

L

6 o .5 o .3 o .1 -1 1 11

5I§6 6 o | 4 4 14 4 44

L3l 15 lis e . e L

s Ja g2 [ |2 o s ] [s s

2 o1 | 1 ,§3I§3 3 . 33

1I12,i4, 6 16 6 66
Obr. 61

Cast b)

Treba odstranit komparator vyznaceny sipkou na predchadzajicom obrazku (jediné spravne
rieSenie). DokéZme teraz, Ze po odstraneni tohto komparatora siet triedi. V prvych troch
vrstach sa minimum dostane na prvy vodi¢ a maximum na posledny vodi¢. M6zeme to
dokézat nasledujicim spdsobom. Po prvej vrstve je minimum na niektorom z vodicov 1,
3, alebo 5. Po druhej vrstve je na vodici 1 alebo 5 a po tretej vrstve je urcite na vodici 1.
Podobne maximum je po prvej vrstve na vodici 2, 4 alebo 6, po druhej vrstve na vodici
2 alebo 6 a po tretej musi byt na vodici 6.

Prvy a posledny vodi¢ teda po tretej vrstve obsahuji spravne hodnoty. Dalsie tri
vrstvy striedia prostredné $tyri vodice. Stvrtd vrstva umiestni minimum z druhého a
tretieho vodic¢a na druhy vodi¢. Podobne piaty vodi¢ obsahuje maximum zo Stvrtého a
piateho vodica. Piata vrstva povodnej siete sa vynechéva. V Siestej vrstve porovname
medzi sebou maxima a minimé z predchadzajiceho kroku, t.j. po tejto vrstve uz druhy
vodi¢ obsahuje minimum a piaty vodi¢ maximum zo zvysnych Styroch prvkov. Zostava
dotriedit prostredné dva vodice, ¢o spravi komparator v poslednej vrstve.

Cast c)

Oznacme z; ¢islo na vstupe i. Dokdzme najprv nasledujtice pozorovanie: pre kazdé i < n
jedno z ¢isel x; a x9, ;11 patri medzi n najmensich c¢isel a druhé medzi n najvicsich.
Predpokladajme, Ze obe ¢isla x; a w9, ;11 patria medzi n najmensich ¢isel. Potom dcisla
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x1, %3, ...,T;_1 patria tiez medzi n najmensich ¢isel, lebo st mensie ako x;. Podobne aj
¢isla @, 41, paa, ..., Toy—; patria medzi n najmensich cisel, lebo st mensie ako xg, ;1.
To znamend, %e sme spolu identifikovali ¢ + (2n — i+ 1 —n) = n + 1 ¢sel, ktoré patria
medzi n najmensich, ¢o je spor. Aspon jedno z ¢isel x; a xg,_;+1 musi teda patrif medzi
n najvacsich cisel.

Predpokladajme teraz, ze obe ¢isla x; a x5, ;11 patria medzi n najvicsich ¢isel. Potom
ale aj ¢isla x;11,%19,...,%, & Top_i12, Top_it3,- - -, To, patria medzi n najvicsich cisel,
lebo su vicsie ako x; alebo xa, ;11. Spolu sme teda identifikovali (n —i+4 1)+ (2n — 2n +
+ 1) = n + 1 &sel, ktoré patria medzi n najviiésich, ¢o je spor. Teda nemdzu obe ¢isla
patrit ani medzi n najvicsich.

Dokézali sme teda, ze jedno z ¢isel x; a x9, ;11 patri do hornej polovice vystupov a
druhé do dolnej. Do hornej patri to z nich, ktoré je mensie. Staci ich teda porovnat jednym
komparatorom a kazdé sa dostane do spravnej polovice vystupov. Toto spravime pre
kazda dvojicu z; a xe, ;11 pre i = 1,2, ..., n. Nasa siet teda bude mat n/2 komparatorov
v jednej vrstve. Priklad takejto siete pre 8 vstupov (n = 4) uvadzame na obrazku.

Obr. 62

P-IIT-1

Najprv zavedme niekolko oznacdeni. Ozna¢me X; i-ty stlpec v matici X. Prvok v i-tom
riadku a j-tom stlpci oznadime x; ;. Nech v i-tom riadku matice X tvori prvych j prvkov
postupnost, do ktorej sa d4 za zoliky dosadit tak, aby bola neklesajtuca. Potom signatirou
prvku z;; v tejto matici budeme nazyvaf najmensie ¢islo, ktoré mézeme umiestnit v
riadku ¢ do (j+1). stlpca tak, aby nebola porusend podmienka neklesajicosti. Signatira
prvku z; ; je teda najvicsie (=posledné) ¢islo z tych prvkov z; 1,9, ..., ; , ktoré nie
st zolikmi, alebo 0, ak vSetky tieto prvky st Zolikmi. Signatira stipca je utriedend, ak
postupnost signattir prvkov od prvého riadku po posledny je neklesajtca.

Predpokladajme teraz, Ze mame dané stlpce A}, A}, ..., A, kde kazdy stipec A’ je
preusporiadanim stipca A;. Maticu A* budeme nazjvat rozsirenim stipcov A%, AL, ... A,
ak

e matica A* je rieSenim nasej tilohy (t.j. kazdy stipec A’ je preusporiadanim stipca A;
a v matici A* mozno nahradif Zoliky ¢islami tak, aby kazdy riadok bol neklesajci),

e prvych k stipcov matice A* sa zhoduje so stipcami A}, A, ..., A;.
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Predpokladajme, Ze uz sme nasli prvych k stipcov riesenia A}, A, ..., AL, a Ze signa-
tara stlpca A, je utriedena. UkdZeme teraz, ako preusporiadat dalsi stipec.

Zotriedime vSetky nezolikové prvky v stipci A;,1 od najmensieho po najvicsi a potom
postupne skiimame policka stlpca oddola nahor. Na policko a; 1 uloZime najvicsie do-
teraz nepouzité ¢islo v stipci, ak je aspoii tak velké ako signatira a; - V opacnom pripade
tam polozime zolik a ak Ziaden Zolik nemame, vyhldsime, Ze matica sa neda usporiadat.

Vsimnime si, Ze signatira stipca A 41 je tiez utriedena. Preto tento algoritmus mo-
7eme pouzif na postupné vygenerovanie vietkych stipcov matice.

Dokaz spravnosti. Je zrejmé, Ze ak sa naSmu algoritmu podari preusporiadat vsetky
stlpce matice, tak dostane maticu, ktord mé vetky riadky neklesajice (t.j. najde spravne
rieSenie). Zostava dokézaf, ze ak spravne rieSenie existuje, tak algoritmus ho aj néjde,
t.j. neskondi netispechom na niektorom stipci. Najskér dokazeme dve pomocné tvrdenia.
Tvrdenie 1. St dané stipce A}, A}, ..., A,, kde kazdy stlpec A} je preusporiadanim
stlpca A; a signatira stipca A}, je utriedena. Oznac¢me A}, 41 preusporiadanie stipca Aji1,
ktoré dostaneme nasim algoritmom. Potom, ak existuje rozsirenie stipcov A/, ..., A}, tak
existuje aj rozsirenie stipcov Aj, ..., A, ;.
Dékaz. Predpokladajme, Ze existuje rozsirenie A* stipcov A, ..., A}. Mozu nastat dva
pripady. Ak sa stlpec A} +1 zhoduje so stlpcom A} +1, potom matica A* je rozsirenim aj
stlpcov Al ..., A, 41, & teda nasSe tvrdenie automaticky plati. Predpokladajme teda, Ze
stipce A, a A} sa nezhoduju.

Vezmime najspodnejsi riadok, v ktorom sa tieto stipce lisia; ozna¢me tento riadok j.
Mozu nastat dva pripady:

/ _ * . v/ e * 7’ 9 . D .
® ).y = * (a4, je teda cislo). Cislo aj 11 musi vyskytovat niekde vyssie v stipci
. v /’ . t4 . v ’ . . .
w+1 @ je ho mozné pridat namiesto zolika v j-tom riadku. To je ale v rozpore
s nasim algoritmom, ktory pouZiva zoliky iba v pripade, Ze neméze pouzit ¢islo.
) )
Tento pripad teda nemdze nastat.

® ajy jedislo (aj ., je bud iné ¢islo, alebo zolik). Stlpec Aj_; musi obsahovat &islo
@ x+1 na nejakom inom riadku 4, pricom i < j, lebo stipce Al a Aj, sa zhoduju
na riadkoch j +1,...,m.

Vymetime riadky i a j v stipcoch k+1,...,n v matici A*; nazvime vyslednti maticu
A**. Dokazeme, ze matica A™ je rieSsenim nasho problému. Jediné miesto, kde by
mohla byt porusend podmienka, ze riadky si neklesajtce, je v riadku j za prvkom
aj%, alebo v riadku i za prvkom a;3. V pripade riadku j, aj},, = ajpy; = @5y
a podmienka teda nie je porusend, lebo prvok a, ., pouzije v riadku j aj nas
algoritmus.

Rozoberme teraz situdciu na riadku 7. Oznacme si w = a7} 11 = aj ;. VSimnime si,
ze signattira prvku a3} je vécsia alebo rovnd ako signatiira prvku a7}, (z predpokladu,
7e signatira stipca k je utriedend). Ak prvok w je ¢islo a bolo ho mozné pouzit na
riadku 7, je ho mozné pouzit aj na riadku 7. Ak prvok w je zolik, tak jeho signatira
sa premiestnenim do riadku i nezvicsila, preto zvysok riadku mozno pouzit bezo
zmeny.
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Ak sa stlpce A% a A}, zhoduju, tvrdenie je dokdzané. V opacnom pripade pouzijeme
ten isty argument znova na maticu A**, az kym sa stipce nebudi zhodovat (v kazdej
iteracii odstranime jednu nezhodu).

Tvrdenie 2. St dané stipce A}, A}, ..., A,, kde kazdy stlpec A’ je preusporiadanim
stlpca A; a signatira stipca Aj, je utriedena. Ak nas algoritmus pri generovani stipca Aj, 41
vyhlési, Ze maticu nemozno preusporiadat, tak neexistuje doplnenie stipcov A}, 4, ..., A;.

Dokaz. Nech sa nas algoritmus zastavil na riadku j. To znamend, Ze nam nezostali
ziadne zoliky, a navySe signattira a; je vicsia, ako Tubovolny zo zostédvajicich prvkov.
Oznacme tito mnozinu zostavajicich ¢isel Z.

Predpokladajme teraz, Ze existuje rozsirenie A* stipcov A}, A}, ..., A,. Rovnakym
postupom, ako v predchadzajicom dékaze, mozno nédjst rozsirenie A**, ktoré je totozné
s ¢lastocnym riesenim vygenerovanym nasim algoritmom (tzn. ;7 = aj ., pre j < i <
< 'm). Vezmime si prvok a7 . Urcite to nie je Zolik, pretoze vSetky zoliky sme uz minuli
v niz$ich riadkoch. Preto to musi byt ¢islo z mnoziny Z. Tieto ¢isla st ale vSetky mensSie,
ako signatira prvku a’;, preto A™ nemdze byt rozsirenim Aj, A5, ..., A} a teda ani A*
nie je rozsirenim. To je ale spor s predpokladom.

Z tychto dvoch tvrdeni uz lahko dokdZeme spravnost celého algoritmu. Predpokla-
dajme, Zze maticu A mozno preusporiadat. Potom pre 0 stlpcov existuje rozsirenie tjchto
stlpcov. Navyse, ak vieme néjst preusporiadanie k stipcov, pre ktoré existuje rozsirenie,
tak podla Tvrdenia 2 nas$ algoritmus nijde preusporiadanie (k + 1)-vého stlpca. Podla
Tvrdenia 1 potom existuje rozsirenie takéhoto preusporiadania prvich k + 1 stipcov.
Algoritmus teda mozeme zopakovat n krat a dostaneme celé rieSenie.

Casova a pamiifova zloZitost. V kazdom stlpci potrebujeme utriedit ¢isla, ¢o je
mozné urobit v ¢ase O(mlogm). Zvy$né operacie sa daju spravit v ¢ase O(m) pre kazdy
stipec. Celkovy ¢as vypoétu teda je O(nmlogm). Pamitova zlozitost je O(mn).

P - 1IIT - 2

Ulohu je mozné riesit dynamick§m programovanim. Trasu, ktora spliia vietky podmienky
vyhovujucej trasy, okrem toho, Ze nemusi kon¢it v najnizSom orienta¢nom bode budeme
nazyvat ciastocnd trasa. NaSe rieSenie bude poditat pocty ¢lastoénych tras s roznymi
koncami vyuzivajic informaciu spoc¢itant predtym.

V prvom kroku zotriedime body podla y-ovej stiradnice od najvyssie polozeného po
najnizsie polozeny. Ocislujme body v tomto utriedenom poradi ¢islami od 1 po N. Pre
i,7 (1 <i < j < N)nech ali, j] je pocet ¢iastoénych tras, ktoré maji i ako predposledny
orienta¢ny bod a j ako posledny. Pre i = 1 mame afi, j| = 1, lebo kazd4 ¢iastocnd trasa
zacina v bode 1. Predpokladajme teraz, Ze sme uz spocitali hodnoty a[i’, /| pre vSetky
i',j', kde i < i a chceme spocitat ali, j]. Ak mé trasa koncit usekom (7,7), musi do
bodu i ist z nejakého bodu k, pre ktory plati, ze uhol otocenia zo smeru (k,i) do smeru
(7,7) je menej ako 45° a bod k je vysSie polozeny ako bod i. Nech S(i,7) je mnozina
vSetkych bodov k s tymito vlastnostami. Kedze kazdé k € S(1, j) je mensie ako ¢, mame
uz spoc¢itant hodnotu alk, 7). Hodnota ali, j] sa spocita jednoducho ako stcet alk,i] pre
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vSetky k z mnoziny S(i, j), t.j.

ali,jl = > alk,i.

keS(i,g)

Na zéklade tohoto vztahu lahko zostavime algoritmus pracujtci v ¢ase O(N?). Podia-
tocné triedenie trva O(N log N). Existuje kvadraticky pocet dvojic i, j, pre ktoré chceme
spoc¢itat hodnotu ali, j]. Pre kazda taka dvojicu musime najprv najst mnozinu S(i, j),
¢o sa da spravit v ¢ase O(N) tak, ze pre kazdy bod k spocitame prislusny bod otocenia
a zistime, ¢i je mensi ako 45°. Ked ndjdeme mnozinu S(i, j), s¢itame hodnoty alk, i] pre
vietky k € S(i, 7). To tiez trva O(N). Spolu teda potrebujeme ¢as O(N?) na spodita-
nie celej tabulky a. Vysledny pocet vyhovujtcich tras je sicet hodnot afi, N| pre vSetky
1 <i < N (t.j. pocet vSetkych ¢iastoénych tras konciacich v bode ). Tento stucet tiez
Tahko najdeme v ¢ase O(NN). Dostali sme teda algoritmus pracujici v éase O(N3).

Tento algoritmus sa da dalej zrychlit pouzitim podobnych technik ako v predchédza-
jucich kolach. Trik spociva v tom, zZe pre dané i budeme pocitat hodnoty ali, j] pre vSetky
j (j > i) naraz. Najskor zotriedime vSetky body proti smeru hodinovych ruciciek okolo
bodu i. Pre kazdy bod j (j > i) mnozina S(7, j) tvori suvisly tsek v takto utriedenom
zozname. Nech [(i, j) je najlavejsi bod tohto tiseku a nech p(i, j) je najpravejsi bod. Teraz
si predstavme, ze bod j otacame proti smeru hodinovych ruciciek okolo bodu ¢. Mnozina
S(i,j) sa bude menit, a to tak, ze body (7, j) ani p(i, j) sa tiez budt otacat proti smeru
hodinovych ruciciek. V nasom algoritme nebudeme otacat bod j, ale budeme uvazovat
rozne orientacné body j > ¢ v poradi, v akom st v zozname utriedenom okolo bodu 1.
Budeme udrzovat dva indexy (7, j) a p(i, j), ktoré zakazdym zvySujeme, az kym nezod-
povedaji prave skimanému bodu j. Sic¢asne budeme udrzovat aj sicet hodndt alk, i] pre
k z tseku medzi ((i, j) a p(i, 7). Vidy ked zvysime [(i, j), znizime tento stcet o hodnotu
all(i, 7),1], ktord sa prave dostala mimo tseku. Podobne, ak zvy$ime hodnotu p(i, j),
zvysime sucet o hodnotu a[p(i, j), ], ktord sa prave dostala do vnutra tseku.

Pre kazda hodnotu j teda najprv posunieme indexy [(i,j) a p(i,j) na ich patricné
miesto a upravujeme pritom sucet a nakoniec tento stucet ulozime v afi, j]. Celkovo pre
vSetky hodnoty j (7 > i) index I(7, j) prejde cez kazdy orienta¢ny bod k (k < ¢) nanajvys
raz a podobe kazdy aj index p(7,j). Udrzovanie indexov a suctu teda zaberie O(N)
¢asu pre kazdé i. Samotné ukladanie hodnét afi, j| tiez zaberie ¢as O(N) pre kazdé i.
Triedenie podla uhla zaberie O(N log N) ¢asu pre kazdé i. Celkovo teda potrebujeme
¢as O(Nlog N) pre kazdé i, ¢ize O(N?log N) spolu (to uZ zahfia aj pociatoc¢né triedenie
podla y-ovej suradnice a spocitanie vysledného poétu vyhovujucich ciest z hodnét ali, N].
Paméifova zloZitost je O(N?).

Pri implementécii treba davat pozor na rozne okrajové pripady, napriklad ked mnozina
S(i,7) je prazdna. Kvoli tspore miesta program uvedeny v rieSeni pouziva kvadratické
triedenie.

P-1III -3

Najskor uvedieme jednoduchsie riesenie, ktoré pre kazdu permutéaciu zostroji siet s O(logn)
vrstvami a O(nlogn) komparatormi. Neskor ukazeme, ako toto rieSenie zlepsit tak, aby
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pouzivalo iba O(n) komparatorov. Obidve rieSenia sa daju implementovat ako algoritmy
pracujuce v case O(nlogn).

Predpokladajme, Ze méme na vstupe permutaciu A = aq,aq, . ..a, a nech k = |n/2|
(|z] oznacuje ¢islo = zaokrihlené nadol na najblizsie celé ¢islo). Prva vrstva nasej siete
bude mat ti vlastnost, Ze po jej vykonani budd na prvych k vodicoch éisla 1,2,...,k
(nie nutne zotriedené) a na poslednych n — k vodicoch budu ¢isla k+ 1,k +2,...,n (nie
nutne zotriedené). Tato vrstva sa zostavi takto. Nech S; je mnozina vsetkych vodicov v
hornej polovici, ktoré obsahuju ¢isla patriace do dolnej polovice (t.j. vodi¢ ¢ patri do Sy,
ak i < k aa; > k) a podobne nech S, je mnozina vSetkych vodic¢ov v dolnej polovici, ktoré
obsahuju ¢isla z hornej polovice. Je zrejmé, ze S a S; maju rovnaky pocet prvkov. V prvej
vrstve kazdy vodi¢ z S; spojime komparatorom s jednym vodic¢om z Sy. V pripade, zZe
na vstupe je nasa permutacia A, kazdy takyto komparator sposobi vymenu a teda velké
hodnoty na komparatoroch v S; sa dostant do dolnej polovice a naopak. Po skonceni
prvej vrstvy teda plati pozadovand vlastnost.

Po skonceni prvej vrstvy rozdelime n vodicov na dve skupiny: hornych k a dolnych
n— k. Algoritmus rekurzivne zopakujeme na kazdej skupine zvlast. Samozrejme, vysledné
siete pre tieto dve skupiny vstupov mozu zdielat vrstvy, lebo pracuji na inych vodicoch.
Rekurzia sa skon¢i vtedy, ked dostaneme skupinu obsahujtcu iba jeden vodié, lebo ten je
automaticky utriedeny. KedZe po kazdej vrstve sa nam velkost skupin zmensi zhruba na
polovicu, celkovy pocet vrstiev je O(logn). V kazdej vrstve pouzijeme najviac n/2 kom-
paratorov (viac ich v jednej vrstve ani byt nemdze), a preto celkovy pocet komparatorov
je O(nlogn).

Konstrukcia s O(n) komparatormi funguje podobne, ale spaja dvojice vodicov z S; a
Sy komparatormi Sikovnejsim sposobom (nie lubovolne).

Najskor zavedme pojem cyklus permutdcie. Permuticiu si mozeme predstavit ako
orientovany graf, v ktorom vrcholy su ¢isla 1,2,...,n a hrana vedie vzdy z i do a;. V
takomto grafe z kazdého vrcholu prave jedna hrana vychadza a jedna do neho vchadza.
Preto graf vzdy pozostava z niekolkych cyklov. Napriklad permutécia (7,5,4,1,2,6,8, 3)
ma3cykly: 1 -7—-8—-3—-4—1),(2—-5—2),(6—6).

Vsimnime si, Ze nasim cielom je dostat &islo z vodi¢a i na vodi¢ a,. Cisla i a a; st ale v
tom istom cykle, preto nie je potrebné vymienat prvky navzajom medzi cyklami. Kazdy
cyklus teda moézZeme triedit osobitne. Takto sa ndm tloha hned na zacdiatku rozdeli na
niekolko mengich podiloh. V najhorsom pripade vSak cela permutéacia tvori jeden cyklus,
takze si nepomdzeme.

Teraz ukézeme, ako budeme spracovavat jeden konkrétny cyklus (z; — 9 — -+ —
— x; — x1). Nech k = [1/2] je priblizne polovica dlzky cyklu. Ozna¢me kazdé &islo v

Y Y Y

cykle znakom '+’ alebo '—’. Znakom ’—’ oznac¢ime k najmensich ¢isel v cykle a znakom
'+’ oznacime n — k najvicsich. Napriklad pre cyklus (1 — 7 — 8 — 3 — 4 — 1) oznad¢ime
1 a 3 znakom '— a 4, 7 a 8 znakom '+’. Cisla oznac¢ené minusom budeme volat malé a
¢isla oznacené plusom budeme volat velké.

Vsimnime si suvislé tseky rovnakych znamienok v cykle (suvisly tsek moze pokra-
¢ovat aj z x; do x1). Nech z; je posledné ¢islo v niektorom stuvislom tseku velkych ¢isel
(oznagenych plusom). Nasledujtce ¢islo v cykle je teda malé, nasleduje teda tusek ¢isel
oznacenych minusom. Nech z; je posledné ¢islo v tomto tseku.
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Na vodi¢i x; je ulozené ¢islo a,, (dalsie ¢islo v cykle po x;), ktoré je malé. Podobne, na
vodici z; je ulozené ¢islo a,;, ktoré je velké. Cislo z; je ale velké a ¢islo z; je malé, vodi¢
x; je teda poloZeny nizsie, ako vodi¢ z;. Preto ak spojime vodice z; a x; komparatorom,
musi urcite dojst k vymene.

Pre kazdy suvisly tsek plusov v cykle takto nadjdeme jeden komparator. V nasom
priklade (1 - 7 - 8 — 3 — 4 — 1) ¢isla 7 a 8 tvoria prvy savisly usek plusov a 3
je nasledujici tsek minusov. Teda sief bude obsahovat komparator medzi vodi¢mi 8 a
3. Dalsi stvisly tsek plusov tvori &slo 4 a nasledujici isek minusov je 1. Teda priddme
komparator medzi 1 a 4.

Popisanym postupom pre kazdy cyklus permutéacie zostavime komparatory prvej vrstvy.
Ak je na vstupe tato permutécia, kazdy komparator x;, z; spdsobi vymenu. Prvok a,, sa
takto dostane na vodi¢ x; a vznikne samostatny cyklus obsahujici iba povodny stavisly
usek minusov. Vsetky plusy z pévodného cyklu buda po skonceni v jednom novom cykle.
Ak sme teda v niektorom cykle pouzili p komparatorov, cyklus sa rozpadne na p + 1
novych cyklov. Kazdy komparator teda prida jeden cyklus. V dalSej vrstve opiit nédjdeme
cykly v novej permutéacii a pokra¢ujeme rovnakym sposobom. Skon¢ime vtedy, ked mame
n jednoprvkovych cyklov. Vtedy si vSetky ¢isla na svojich miestach.

Ak najvicsi cyklus mal pred uréitou vrstvou velkost x, tak po skonceni tejto vrstvy
bude mat velkost najviac |z/2]| 4+ 1, lebo obsahuje bud iba plusy, alebo iba minusy. Na
zaCiatku mame cykly s velkostou najviac n a skonéime, ked vSetky cykly maju velkost
1. Kazdou vrstvou velkost cyklov teda klesne priblizne na polovicu, z ¢oho vyplyva, Ze
potrebujeme najviac O(logn) vrstiev. Kazdy komparator zvysi pocet cyklov o 1. Na
zaciatku mame aspon jeden cyklus, na konci mame n cyklov. PouZijeme teda najviac
n — 1 komparatorov.

Tato kostrukciu mozeme zapisat ako algoritmus, ktory kazda vrstvu vypise v case
O(n), celkovy cas teda bude O(nlogn). Pre kazda vrstvu najprv v permutéacii nadjdeme
cykly. To spravime tak, ze mame pomocné pole, v ktorom si pre kazdy prvok pamétame
¢islo cyklu. Toto pole inicializujeme na nuly. Potom ideme postupne cez vsetky prvky.
Ak prvok ¢ este nema priradené ¢islo cyklu, znamené to, ze sme objavili novy cyklus.
Priradime mu nové cislo a prejdeme po vsetkych prvkoch tohto cyklu a oznacime toto
¢islo do pola. Po vSetkych prvkoch prejdeme tak, Ze zacneme v i a postupne ideme cez
a;, aq, atd., az kym neprideme spit do i.

Ked méme oznacené vSetky cykly, spocitame a ulozime si velkost kazdého cyklu a
potom oznacéime ¢isla znamienkami '+’ alebo '—’. Tu treba postupovat opatrne, aby
sme zachovali linearny cas. P6jdeme znovu po c¢islach od 1 po n a pre kazdy cyklus
si v poli pamétame, kolko jeho ¢lenov sme uz videli. Ked to ¢islo je viac ako polovica
velkosti cyklu, oznac¢ujeme ¢isla '+, inak ich oznacujeme ako —’. Nakoniec uz len znova
prejdeme cez cykly a ked najdeme posledny prvok tseku plusov (t.j. i oznacené '+’ také,
Ze a; je oznaCené '—’), tak najdeme koniec tseku minusov zaCinajicich prvkom a; a
pridame komparator. Potrebujeme si tiez poznacit, ako sa zmeni permutéacia, ¢o budeme
potrebovat pre konstrukciu novej vrstvy.
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P-1III -4

Ulohu najprv preformulujeme do reéi teérie grafov. Uzly budeme nazjvat vrcholmi, riry
hranami a celt stistavu potrubi budeme volat graf. Postupnost (nie nutne roznych) vr-
cholov a hran vy, ey, vy, €9, ..., vk_16k, v nazveme sled, ak kazda hrana e; spaja vrcholy
v;_1 a v;. Sled nazveme fah, ak sa v om Ziadna hrana neopakuje.

Ulohou bolo v danom grafe G najst najmensiu mnozinu tahov taku, Ze ziadne dva
nemaju spolo¢ni hranu a zjednotenie ich hran obsahuje vSetky hrany daného grafu. Alebo
jednoduchsie povedané — ked si predstavime graf ako obrazok, ilohou bolo nakreslit tento
obrazok najmensim moznym poc¢tom tahov.

Ako na to? Na tvod si uvedomme zopér jednoduchych skutoc¢nosti. Ked mame ne-
suvisly graf, najlepsie riesenie najdeme tak, ze najdeme najlepsie riesenie pre kazdy z
jeho komponentov. Preto sa dalej budeme zaoberat len stvislymi grafmi. Stcet stupnov
vrcholov grafu je parny, lebo je to dvakrat pocet jeho hran. Preto graf ma nutne parny
pocet vrcholov neparneho stupna. Nech je ich 2k, ozna¢me ich vy, vo, ..., vVoy.

V kazdom z tychto vrcholov musi niektory (aspon jeden) tah zacinat alebo konéit.
Preco? Zoberme graf, v ktorom su vSetky vrcholy povodného grafu a hrany st prave
hrany niektorého tahu. V§imnime si vrchol, v ktorom tento fah nezacina ani nekon¢i. V
tomto grafe méa tento vrchol nutne parny stupen — vzdy, ked doii vojdeme, hned z neho aj
zjavne suctom jeho stuptiov v grafoch zodpovedajucich tahom. Ked mé teda tento stupen
byt neparny, musi mat ten vrchol neparny stupen v aspon 1 tahu. To sa ale d4 iba tak,
Ze v niom ten tah zacina alebo kondi.

Méme teda 2k vrcholov a vieme, Ze v kazdom z nich zacina alebo kondi aspon 1 tah.
Odtial je zjavné, Ze potrebujeme aspon k fahov. Teraz ukdzeme, ze k tahov nam staci.
(Okrem $pecidlneho pripadu k& = 0, kedy potrebujeme 1 fah.)

Najskor vyriesime jednoduchsiu tlohu. Majme suvisly graf, v ktorom st vSetky stupne
vrcholov parne. Potom tento graf vieme nakreslit jednym uzavretym fahom. Preco? Zo-
berme najdlhsi fah. Tento je nutne uzavrety, lebo keby nebol, ma v fiom posledny vrchol
neparny stupen, a teda z neho vychadza nepouzita hrana, ktorou by sme ho mohli pre-
dlzit. Kedze je uzavrety je jedno, v ktorom vrchole ho zaéneme. Keby neobsahoval vietky
hrany, existuje vrchol v v tomto tahu, z ktorého vychadza nepouzitd hrana. Potom ale
vieme zostrojit dlhsi fah tak, Ze zaCneme a skoncéime nas povodny tah vo vrchole v a
navyse pridame tito doteraz nepouziti hranu, ¢o je spor. Ukazali sme teda, Ze najdlhsi
tah v tomto grafe je uzavrety a obsahuje vSetky hrany, ¢o je prave to, ¢o sme chceli.
Uzavrety tah, ktory obsahuje vSetky hrany grafu nazyvame Fulerovsks.

Spéit k ndSmu problému: ako nakreslit nas suvisly graf & tahmi? Pospédjajme fubovolne
po dvojiciach vrcholy neparneho stupna. Na to pouzijeme prave k£ hran a dostaneme tak
suvisly graf, v ktorom maji vSetky vrcholy parny stupen. Ten vieme nakreslif jednym
uzavretym tahom. A ked z tohoto tahu pridanych k& hran opif vynechame, rozpadne sa
nam na hladanych &k tahov. (Resp. pre £ = 0 ndm zostane 1 fah.)

Ostéva jediny problém — ako efektivne néajst Eulerovsky fah v danom stvislom grafe
s parnymi stupnami vrcholov? Najjednoduchsi na pochopenie je nasledujtci postup: naj-
deme nejaky tah a ten postupne predlZzujeme, az kym neobsahuje vSetky hrany. V nasom
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programe je tento algoritmus implementovany v rekurzivnej procedtre vytvor_tah. Tato
procedura zacne v zadanom vrchole v a pridava dalSie a dalSie hrany na koniec fahu, az
kym pride do vrcholu, z ktorého uz nevedie nepouzita hrana. Tento vrchol musi nutne
byt v, lebo inak by musel mat neparny stupen (fah doteraz pouzil parny pocet hran pre
v8etky vrcholy okrem v). Zostavili sme teda uzavrety fah. Niektoré z vrcholov na tomto
tahu vSak este mdézu mat nepouzité hrany. Pre kazdy taky vrchol u, ktory najdeme, za-
voldme procediru vytvor_tah rekurzivne. T4 ndjde novy uzavrety tah prechadzajici cez
vrchol u tak, aby uZ ziaden vrchol na tomto novom fahu nemal nepouZzité hrany. Novy
tah potom vlozime do pdvodného fahu na tom mieste, kde povodny tah prechadza cez w.

V programe potrebujeme vediet pre dany vrchol rychlo povedat, ¢i mé eSte nepouzitt
hranu, a ak ano, tak ktorti. V programe mame pre kazdy vrchol zoznam jeho hran a
eSte Specialnu premennt, ktora ukazuje na prva hranu v zozname, o ktorej nevieme, ¢i
je pouzitd, alebo nie. Vzdy ked potrebujeme nepouziti hranu, zacneme z tohot miesta
v zozname a ideme, az kym nendjdeme prva skutocne nepouzitti hranu. Toto miesto si
potom zaznacime v tejto premennej pre dalSie pouzitie. Pocas celého programu teda prej-
deme po zozname hran pre vrchol iba raz a teda na hladanie nepouZzitych hran minieme
v celom programe ¢as O(m).

Jednotlivé tahy st uloZené ako spdjané zoznamy hrén, aby sme mohli rychlo vkla-
dat rekurzivne najdené uzavreté tahy. Procedira vytvor_tah pracuje v linedrnom case
v zavislosti od poc¢tu hran komponentu. Najprv najde pociatoény fah a potom uz len
skontroluje vSetky vrcholy na tomto fahu a kde treba, zavola sa rekurzivne. Vrcholy pri-
dané rekurziou uz netreba znovu kontrolovat. Celkova ¢asova aj pamitova zlozitost je
teda O(m).

Kvo6li zjednodusSeniu implementacie program nespaja nutne iba vrcholy neparneho
stuptia z toho istého komponentu, to vSak nemd vplyv na pocdet najdenych tahov.

P-III -5

Idea rieSenia je velmi jednoducha. Postupne po rade generujeme vsSetky pozicie s naj-
viac N kamenmi, z ktorych sa d& dosiahnut cielovd pozicia. VSetky néajdené pozicie si
pamétame, a pre kazdi novovygenerovani poziciu skontrolujeme, ¢i sme ju uz niekedy
vygenerovali. Ak nie, zapamétame si ju a zvysime pocitadlo nidjdenych pozicii o jedna.

Pozicie generujeme odzadu. Za¢neme z cielovej pozicie a vygenerujeme vSetky moz-
nosti pre posledny tah. Posledny tah musel byt skok dolava alebo skok doprava. Ak
poslednym tahom bol skok doprava z pozicie 7, po tomto skoku musia byt pozicie i a
i + 1 prazdne a pozicia ¢ + 2 musi obsahovat kameri. Tesne pred tymto skokom museli
pozicie 7 a i + 1 obsahovat kamen a pozicia i + 2 musela byt prazdna. Ak teda chceme
vygenerovat vSetky mozné pozicie z ktorych sa da dostat do pozicie p skokom doprava,
jednoducho pre kazdu trojicu po sebe iducich policok pozicie p obsahujicu podpostup-
nost 001, nahradime tato podpostupnost trojicou 110. Podobne pre skok dolava hladdme
vsetky vyskyty trojice 100 a nahradzame ju trojicou 011.

Pre kazdu uvazovani poziciu p vieme teda vygenerovat vsetky pozicie, z ktorych sa do
p dé dostat na jeden fah. Procedtra generuj rekurzivne generuje vSetky pozicie, z ktorych
sa da dostat do danej pozicie. Pre dant poziciu p vygeneruje vSetkych jej priamych (na
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jeden tah) predchodcov. Pre kazdého ¢ predchodcu si overi, ¢i uz bol vygenerovany a ak
nie, rekurzivne sa zavola na q.

Na to, aby sme vedeli zistovat, ¢i sme uz dani poziciu vygenerovali alebo nie, po-
trebujeme datova struktaru, ktora dovoluje pridéavat nové pozicie a rychlo zistovat, ¢i
uz bola dana pozicia niekedy pridana. Datovych struktar podporujtcich tieto operacie
je mnozstvo, napriklad haSovacie tabulky alebo rézne varianty vyhladavacich stromov.
My sme sa pre jednoduchost implementacie rozhodli pouzit tzv. pismenkovy strom (po
anglicky trie).

Pismenkovy strom je datova Struktira na uchovévanie refazcov nil a jednotiek. Kedze
kazda pozicia sa d4 reprezentovat ako postupnost nil a jednotiek, pismenkové stromy nam
pridu celkom vhod. Pismenkovy strom je strom, v ktorom kazdy vrchol méa najviac dvoch
potomkov. Kazda cesta od koremna stromu k vrcholu zodpoveda refazcu — ak i-ta hrana
tejto cesty vedie od vrchola k jeho Tavému potomkovi, i-ty znak refazca je 0, ak k pravému,
i-ty znak je 1. Pre kazdy vrchol si pamitame, ¢i retazec zodpovedajici ceste do tohto
vrchola bol skuto¢ne vlozeny do stromu (mohlo by sa stat ze dany vrchol bol vytvoreny
len preto, Ze leZi na ceste zodpovedajucej nejakému dlhsiemu refazcu). Okrem toho si
pre kazdy vrchol pamidtame ukazovatel na jeho Tavého a pravého potomka (ak daného
potomka ma). Zistenie, ¢i dany retazec bol vlozeny do stromu je velmi jednoduché —ideme
po ceste z korera definovanej tymto retazcom. Ak sa ndm podari dojst az na koniec a
vrchol, v ktorom skonc¢ime, je oznaceny ako vrchol zodpovedajici vlozenému refazcu,
tento retazec bol niekedy vlozeny, inak nie. Vkladanie refazca je rovnako jednoduché —
sledujeme cestu zodpovedajicu refazcu a ak narazime na miesto, kde nemozeme ist dalej
lebo dalsie vrcholy cesty neexistuji, jednoducho potrebné vrcholy vytvorime.

Casova a pamifova zlozitost nasho programu zavisi od vysledného poctu pozicii P.
Pre kazda najdent poziciu potrebujeme vytvorit najviac K uzlov v strome a preto pamét
je O(PK). Pre kazda najdent poziciu musime prezriet vSetkych 2K — 4 potencidlnych
tahov a kazdy mozny fah este skisame vlozif do stromu v case O(K). Teda celkovy ¢as

je O(PK?).






9. Stredoeurdpska informaticka olympiada

V dnoch 30. jina az 6. jula 2002 sa v Kosiciach konala v poradi uz deviata Stredo-
eurépska olympidda v informatike (CEOI). Bolo to uz druhykrat, ¢o sa CEOI konala na
Slovensku (prvykrat v roku 1996), obidva razy to bolo o par rokov skér ako sme oc¢akavali,
kedZe Slovensko na poslednt chvilu zaskakovalo za krajiny, ktorym sa CEOI zorganizovat
nepodarilo. Napriek tomu, Ze ¢asu na pripravu sufaze nebolo vela, vdaka obrovskému
nasadeniu vSetkych organizatorov sa CEOI podarilo zorganizovat a celd siutaz prebehla

Za vsetkych, ktori sa o zorganizovanie sutaze zasluzili, treba spomenuit aspon Doc.
RNDr. Gabrielu Andrejkovii, CSc. z Univerzity Pavla Jozefa Safarika v Kogiciach, ktora
bola zodpovedna za organizacnu stranku sutaze (ubytovanie tcastnikov, strava, zabezpe-
Cenie pocitacov a miestnosti, sprievodny program a pod.) a skupinu Studentov Univerzity
Komenského v Bratislave, ktori pripravili odbornii stanku sttaze (zadania a rieSenia st-
taznych uloh, testovaci software, priprava a instaldcia stitazného prostredia a pod.).

Slovensko reprezentovali na tohtorocnej CEOI az 6smi Studenti — okrem stvorclenného
druzstva, ktoré nas neskor reprezentovalo aj na Medzinarodnej olympiade v informatike
(IOI) v Kérei sa mimo sufaze ziacastnili aj dalsi styria pozvani Studenti.

Sutaz sa rovnako ako I0I skladala z dvoch stutaznych dni. Kazdy derti stfaziaci riesili
tri ilohy algoritmického charakteru. Tohtoro¢né tlohy boli naro¢nejsie ako byva zvykom,
napriek tomu kazd z nich aspon niekolko stutaziacich zvladlo vyriesit.

Potesili nas vysledky sutaze, kedZze absolutnym vitazom sa stal Peter Bella, Student
Gymnaézia Jura Hronca v Bratislave, ked ziskal 490 bodov zo 600 moZnych a samozrejme
dostal zlati medailu. Aj vysledky ostatnych stfaziacich boli vyborné — Slovensko so
ziskom 1 zlatej, 1 striebornej a 2 bronzovych medaili skoncilo prvé v neoficidlnom poradi
krajin. A to eSte dalsi dvaja nasi Studenti, ktori sa zucastnili mimo sttaze, ziskali dost
bodov na bronzové medaily! Tu st vysledky naSich sttaziacich:

| Meno | 1. 2. 3. 4 5. 6. | Body | Medaila |
Peter Bella 100 100 100 100 50 40| 490 | zlato
Jozef Tvarozek 100 60 20 60 30 80| 350 | striebro
Tomés Dzetkuli¢ | 10 80 100 20 30 10| 250 | bronz
Radovan Bauer 30 30 100 O 40 40| 240 | bronz

Michal Maly 10 100 30 10 50 40| 240
Pavol Mravec 20 80 10 100 20 10| 240
Marek Tesar 20 16 10 0 50 30| 126
Jan Mazak 0 53 10 0 50 10| 123

V réamci sprievodného programu absolvovali stufaziaci okrem iného vylet do Vyso-
kych Tatier, navstivili Levocu, Spissky hrad a mohli si aj do sytosti zasportovat (aj v
netradi¢nejsich Sportoch ako kolky a minigolf).

Michal Forisek
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Zadania uloh 9. Stredoeurdpskej informatickej olympiady

Bugs Integrated, s.r.o.

Bugs Integrated, s.r.o. je najvi¢sim vyrobcom pamitovych ¢ipov. Zavadzaji produkciu
novych 6 terabajtovych Q-RAM ¢ipov. Kazdy ¢ip pozostava zo Siestich jednotkovych
Stvorcov, usporiadanjch do obdlznika 2 x 3. Q-RAM ¢ipy sa vyrabaju z obdlznikovych
kremikovych platni, rozdelenych na N x M jednotkovyjch stvorcov. Vsetky Stvorce sa
starostlivo testuji, pricom sa chybné oznacia ¢iernou farbou.

Obr. 63

Nakoniec je kremikové platiia rozrezand na pamiitové ¢ipy, z ktorych kazdy pozostava
z 2 x 3 (alebo 3 x 2) jednotkovych $tvorcov. Samozrejme, Ziaden ¢ip nesmie obsahovat zly
(oznaceny) Stvorec. Nie vzdy je mozné rozrezat platiu tak, Ze kazdy dobry jednotkovy
Stvorec je stucastou nejakého pamétfového ¢ipu. Spoloc¢nost sa snazi znizit odpad dobrych
Stvorcov na minimum. Preto by chceli vediet, ako rozrezat platiiu tak, aby z nej vyrobili
maximalne mnozstvo paméitovych ¢ipov.

Uloha: St dané rozmery niekolkych kremikovych platni a zoznam vsetkych zlych jed-
notkovych $tvorcov pre kazda z nich. VaSou tlohou je napisat program, ktory vypodita
pre kazda platiiu maximalny podet pamiitovych ¢ipov, ktoré je mozné z nej vyrezat.

Vstup: Prvy riadok vstupného siboru obsahuje pocet D (1 < D < 5) kremikovych
platni. Nasleduje D blokov, z ktorych kazdy popisuje jednu kremikovt platnu. Prvy riadok
kazdého bloku obsahuje tri celé ¢isla N (1 < N < 150), M (1 < M < 10), K (0 <
< K < MN), oddelené medzerou. N je Sirka platne, M je jej vyska a K je pocet zlych
Stvorcov v platni. Nasledujacich K riadkov obsahuje zoznam zlych stvorcov. Kazdy riadok
pozostéava z dvoch ¢isel z ay (1 <x < N, 1 <y < M) — stradnic zlého $tvorca (Tavy
horny §tvorec mé stradnice [1, 1], pravy dolny [N, M]).

Vystup: Pre kazdu platniu zo vstupného stiboru obsahuje vystupny stbor jeden riadok
s maximalnym poc¢tom paméitovych ¢ipov, ktoré mozno z platne vyrezaf.
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Priklad

Vstup: Vystup:

2 3

6 65 654 4

14 33 — e
16 6 1 ERNEE e ———-
22 6 2 " EEEEEEN BN
36 6 4 " N @

Dobyvatelov prapor

V celej histérii Tudstva sa odohralo niekolko kuriéznych bitiek. Jednou z nich bola bitka
vo Franciizsku v roku 1747. ..

V malej dedinke Bassignac-le-Haut, leziacej na lavej strane rieky Dordogne, hned pri
priehrade Chastang, stala pevnost. Medzi priehradou a pevnostou bolo Siroké schodiste
postavené z ¢erveného mramoru. Jedného réana zazrel strazca velky prapor priblizujici sa
k pevnosti. Na jeho ¢ele kracal hrozny vodca — Dobyvatel.

Ked sa Dobyvatel priblizil, velitel pevnosti ho uz oc¢akaval. KedZe mal k dispozicii len
malo vojakov, navrhol Dobyvatelovi: , Vidim, Ze mads za sebou na schodisti vela vojakov.
Podme hrat takito "hru’. V kaZdom kole rozdelis svojich vojakov na dve skupiny lubovol-
nym sposobom. Ja sa potom rozhodnem, ktora z nich ostane a ktord pojde domov. Vsetci
zostdvagjuct vojaci postupia o jeden schod vyssie. Ak aspon jeden vojak dosiahne najoyssi
schod, budes vitazom. Ind¢ vyhrdm ja a ty skoncis v priehrade.“ dodal velitel ukazujtc
na Chastang.

Dobyvatelovi sa tato hra zapacila a zacal s ,,dobyvanim“.

Uloha: Predstavte si, Ze ste v tilohe Dobyvatela. K pevnosti vedie N (2 < N < 2000)
schodov a méate maximalne 1000000000 vojakov. Schody st ocislované od ¢isla 1 (pre
najvyssi schod) po N (pre najnizsi schod). Viete, kolko vojakov stoji na kazdom schode.
Na zaciatku ziaden vojak nestoji na schode ¢islo 1.

Pre kazda Startovaciu poziciu, ktord je vyhravajica (teda existuje stratégia, ktora
umozni vyhrat bez ohladu na kroky protihraca) by mal Vas program vyhrat. V ostatnych
pripadoch by mal program dohrat cel hru korektne az do konca (prehrat).

Toto je interaktivny problém. VAs program bude hrat proti nizsie popisanej kniznici. V
kazdom kole Vas program vyberie skupinu vojakov. Knizni¢ny program na zaklade vyberu
tejto skupiny vrati ¢islo 1 alebo 2, ktoré ur¢i tu skupinu, ktord ostane (1 znameni, Ze
ostane vybrand skupina, 2 Ze ostane zvySok vojakov). Ak hra skon¢i (bud vyhréte alebo uz
neostane ziaden vojak), knizniény program ukonéi korektne Vas program. Inym spésobom
V4§ program nesmie byt ukonceny.
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Knizni¢né rozhranie
Kniznica 1ibcong pozostava z dvoch funkcii:

e start — vrati ¢islo IV a vyplni pole stairs poctami vojakov stojacich na schodoch
(t.j. na schode i stoji stairs[i] vojakov)

e step — vyzaduje pole subset (obsahujuce aspont N prvkov (N+1 prvkov v C/C++)),
popisujuce vybrani skupinu vojakov, vrati ¢islo 1 alebo 2 podla vyssie uvedeného
pravidla. Skupina vojakov je popisana po¢tom vojakov na kazdom schode (tak ako
vo funkcii start).

V pripade chybného popisu skupiny vojakov bude hra ukoncend a Vas program dostane
v tomto teste 0 bodov. Nezabudnite, Ze aj v C/C++ s schody ocislované od 1.
Nasleduju deklaracie tychto funkcii vo FreePascal-e a v C/C++:

procedure start(var N: longint; var stairs:array of longint);
function step(subset:array of longint): longint;

void start(int *N, int *stairs);
int step(int *subset);

Na priklade mozete vidief pouzitie kniznice vo FreePascal-e aj v C/C++. Obidva
priklady robia to isté — odstartuji hru a zahraja jedno kolo s vyberom skupiny pozosta-
vajucej zo vsetkych vojakov na ndhodne vybranych schodoch. Vas program bude zrejme
pracovat v nekoneénom cykle.

Doporucujeme definovat polia stairs a subset takym istym spdsobom ako v tomto
priklade. (VSimnite si, ze kniznica pre FreePascal vrati odpoved v prvych N prvkoch
pola nezavisle od jeho deklaracie, kniznica pre C/C++ vrati odpoved v prvkoch pola s
indexami 1 az N.)

FreePascal priklad: C/C++ priklad:
uses libcong; #include "libcong.h"
var stairs: array[1..2000] of longint; int stairs[2001];
subset: array[1..2000] of longint; int subset[2001];
i,N,result: longint; int i,N,result;
start (N,stairs); start (&N, stairs);
for i:=1 to N do for (i=1;i<=N;i++)
if random(2)=0 then subset[i]:=0 if (rand()%2==0) subset[i]=0;
else subset[i]:=stairs[i]; else subset[i]=stairs[i];
result:=step(subset); result=step(subset);

KniZznicu 1ibconq musite pripojit k svojmu programu pouzitim uses libconq; vo
FreePascal-e a #include "libconq.h" v C/C++, pri¢om je potrebné prelozit program
s pridanim argumentu libcongq.c.
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Priklad hry

Vy: KnizZnica:

start (N,stairs) N=38, stairs=(0,1,1,0,3,3,4,0)
step((0,1,0,0,1,0,1,0)) | vrati 2
step((0,1,0,0,0,1,0,0)) | vrati 2
step((0,0,0,3,2,0,0,0)) | vrati 1
step((0,0,2,0,0,0,0,0)) | vrati 2
step((0,1,0,0,0,0,0,0)) | vrati 2
step((0,1,0,0,0,0,0,0)) | nevrati ni¢: vyhrali ste

Ozdobny plot

Richard si prave postavil novy dom. Jediné, ¢o domu este chyba, je maly ozdobny dreveny
plot. Pretoze nema4 s jeho stavbou skusenosti, rozhodol sa nejaky objednat. Nahodou sa
mu dostal do ruk katalég firmy ACME (A Company Making Everything) Ploty 2002,
najvécsieho vyrobcu malych ozdobnych drevenych plotov na svete. Po prec¢itani ivodnych
stran sa hned dozvedel, ¢o robi drevené ploty ozdobnymi.

Dreveny plot pozostava z N drevenych dosak, ulozenych zvisle v rade vedla seba. Plot
vyzera ozdobne prave vtedy, ak platia nasledujice podmienky:

e Dosky majt rozne dlzky, konkrétne 1, 2, ..., N doskovych dlzkovjch jednotiek.

e Ak doska méa v plote dve susedné dosky, tak je bud vicsia ako obidve, alebo mensia
ako obidve tieto dosky. (Co spdsobuje, Ze vrcholky plota stiedavo stiipajt a klesaji.)

To znamend, ze kazdy ozdobny plot s N doskami mézeme jednoznacne popisat permu-
taciou ay,...,ay Cisel 1, ..., N takou, ze (Vi;1 <i < N)(a; —a;—1) * (a; — a;41) > 0 a
naopak, kazda takato permutacia popisuje nejaky ozdobny plot.

Je samozrejmé, Ze z N dosék mozno postavit vela roznych drevenych plotov. Aby
bol v katalégu poriadok, obchodny zastupca firmy ACME sa rozhodol usporiadat ploty
takymto spdsobom: plot A (reprezentovany permutaciou ay, ..., ay) je v katalégu pred
plotom B (reprezentovanym permutaciou by, ..., by) prave vtedy, ak existuje i také, ze
a; < b; asucasne (Vj < i)a; = b;. (Teda, ked chce zistit, ktory z dvoch plotov sa nachadza
v katalégu skor, stac¢i uvazovat im prislichajice permutéacie, najst prvé miesto, kde sa
permutdcie ligia, a porovnat ¢isla na tomto mieste.) VSetky ozdobné ploty obsahujice N
dosék st v kataldgu ocislované vzostupne (od ¢isla 1). Toto ¢islo sa nazyva katalégové

ik

Obr. 65: Vsetky ozdobné ploty vyrobené z N = 4 dosék, usporiadané podla
katalogovych cisel.
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Po starostlivom preskimani vSetkjch malych ozdobnych drevenych plotov sa Richard
rozhodol niektoré z nich objednat. Pre kazdy si poznacil pocet dosék a jeho katalégové
¢islo. Neskor, ked stretol svojho priatela, chcel mu objednané ploty ukazat. Niekde vSak
stratil kataldg. Jediné, ¢o mu ostalo, boli jeho poznamky. Prosime, pomozte mu urdcit,
ako objednané ploty vyzerali.

Vstup: Prvy riadok vstupného stiboru obsahuje pocet K (1 < K < 100) vstupnych sad.
Za nim nasleduje K riadkov, kazdy z nich popisuje jednu vstupni sadu.

Kazdy z tychto K riadkov obsahuje dve prirodzené ¢isla N a C (1 < N < 20),
oddelené medzerou. N je pocet dosdk v plote a C' je katalégové ¢islo plotu.

Mbozte predpokladat, ze celkovy pocet malych ozdobnych drevenych plotov pozosté-
vajucich z 20 dosdk sa da zapisat do 64-bitovej celoéiselnej premennej so znamienkom
(long long v C/C++, int64 vo FreePascale). Taktiez mozete predpokladat, Ze vstup je
korektny, teda C' je najmenej 1 a neprekroc¢i pocet ozdobnych plotov s N doskami.
Vystup: Pre kazda vstupna sadu vystupny stbor obsahuje jeden riadok popisujici C-ty
plot s N doskami v katalégu. Presnejsie, ak plot je reprezentovany permutéaciou aq, ...,
ay, potom prislusny riadok vystupného stiboru by mal obsahovat ¢isla a; (v spravnom
poradi), oddelené jednou medzerou.

Priklad

Vstup: Vystup:
2 12

21 231
33

Dialnica a sedem trpaslikov

Kde bolo tam bolo, bola raz jedna krajina, v ktorej zilo viacero rodin trpaslikov. Tuto
krajinu nazyvali Trpaslikovo. Kazda rodina zila v jednom domdceku. Trpaslici ¢asto nav-
Stevovali priatelov z ostatnych rodin. Pretoze ale v Trpaslikove nepoznali hadky, vSetci
sa navzajom navstevovali.

Jedeného dna sa Tudia zijuci v krajinadch v susedstve Trpaslikova rozhodli postavit
niekolko dialnic. PretozZe Tudia nemali strach z trpaslikov, niektoré z nich naplanovali cez
Trpaslikovo. Trpaslici, ktori objavili tieto plany, boli z toho velmi smutni, kedZe st velmi
mali a pomali, a teda nedokdzu bezpecne cez dialnice prechadzat. Maji vSak magicki
moc pomocou kuziel zabranit ludom, aby ich postavili.

Radi by sa nadalej navstevovali (kazdy kazdého) tak, aby nemuseli prechadzat cez
dialnicu, ktora oddeluje ich domdceky.

Trpaslici st velmi mali a nedosiahnu na klavesnicu, a tak Vas poziadali o pomoc.
Uloha: Je danych N bodov (doméekov) v rovine a niekolko priamok (dialnic). Vasou
tlohou je pre kazda priamku zistif, ¢ vSetkych N bodov lezi v tej istej polrovine urcenej
touto priamkou. V&S program musi odpovedat pred nacitanim dalSej priamky. Mozete
predpokladat, Ze ziadna dialnica neprechadza cez domdek.

Popis vstupu a vystupu: Vas program by mal ocakévat vstupné udaje zo Standardného
vstupu (stdin v C/C++, input vo FreePascal-e) a zapisovat vystup na Standardny vystup
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(stdout v C/C++, output vo FreePascal-e). Prvy riadok vstupu obsahuje celé ¢islo N
(0 < N <100000). Nasleduje N riadkov, z ktorych i-ty obsahuje dve reédlne ¢isla z;, y;
(—10° < z;,y; < 10?) oddelené jednou medzerou — stiradnice i-teho domdéeka.

Kazdy nasledujici riadok obsahuje 4 redlne ¢isla X, Vi, X5, Vs (—10° < XY,
X5,Y, < 10%) oddelené jednou medzerou. Tieto éisla st stiradnice dvoch roznych bodov
[ X1, Y1] a [ X, V3], leziacich na priamke (dialnici). VA4S program by mal pre kazdy vstupny
riadok vypisat riadok obsahujuci refazec ,,GO0D* ak vSetky zadané body (domceky) lezia v
jednej polrovine urcenej touto priamkou alebo refazec ,,BAD“ ak priamka body (domdeky)
rozdeluje. Po zapisani kazdého riadku by mal VA4S program vyprazdnit vystupny buffer
(v nasledujtcich odstavcoch je uvedeny priklad ako na to).

V4s$ program bude preruseny po zapisani odpovede pre posledni dialnicu. VA4S program
svoju ¢innost nesmie sam ukoncit. Mozete predpokladat, Ze v zadani nie je viac ako
100 000 dialnic.

Vstupna a vystupna funkcia v C/C++

Nacitanie jedného riadku (vSimnite si, Ze po poslednom %]If nie je medzera):
double X_1, Y_1, X_2, Y_2;

scanf (" %1f %1f %1f 1f",&X_1,&Y_1,&X_2,&Y_2);

Zapisanie vysledku pre jeden vstupny riadok:

printf ("GOOD\n"); fflush(stdout);

Vstupna a vystupna funkcia vo FreePascal-e

Nacitanie jedného riadku:

var X_1, Y_1, X_2, Y_2 : double;
read(X_1,Y_1,X_2,Y_2);

Zapisanie vysledku pre jeden vstupny riadok:
writeln(’GO0OD’); flush(output);

Upozornenie: Oportcame Vam pouzivat redlny typ double (v C/C++ aj vo FreePascal-
e) na ukladanie redlnych ¢isel. Nezabudnite, Ze pri pouZivani redlnej aritmetiky mozu
vzniknuf zaokruhlovacie chyby. Pri testovani, ¢i sa dve realne ¢isla x, y rovnaji, nepou-
zivajte test x = y, ale |x — y| < € (kde ¢ je mala konStanta, staci 1074).

Priklad

Vstup Vystup:
4 GOOD
0.0 0.0 BAD
6.00 -0.001 BAD
3.125 4.747

4.747 0.47

5370

4 -4.7 7 4.7

4 47 4 94
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Kralovska straz

Kde bolo tam bolo, bolo raz jedno kralovstvo a v fiom, ako to uz byva, zil vo svojom
zédmku kral. Podorys zamku tvoril obdlZnik rozdeleny do M x N jednotkovych §tvorcov.
Na niektorych stvorcoch stali mury, niektoré ostali prazdne. Prazdne Stvorce sa nazyvali
izbami. Kedze kral bol velmi paranoidny, jedného diia rozhodol vyhibit v niektorjch
izbach tajné pasce naplnené nebezpecnymi aligatormi.

To mu vsak stale nestacilo. O tyZden neskér sa rozhodol rozmiestnit v zamku c¢o
najviac strazcov. Lenze to nebolo jednoduché. Strazcovia st vycviceni, ze strielaji po
kazdom, koho zbadaju. Preto ich musi kral rozmiestnit tak, aby na seba nedovideli (inaé¢
by sa okamzite postrielali!). Zaroven vSak strdZcovia nemoézu byt umiestneni v izbe s
pascou.

Dvaja strazcovia v jednej izbe na seba vidia, takze v kazdej izbe mdzZe byt najviac
jeden strazca. Dvaja strazcovia sa navzajom vidia prave vtedy, ak stvorce odpovedajici
izbam, v ktorych sa nachadzaj, sa nachadzaji v tom istom riadku alebo v tom istom
stIpci podorysu zamku a medzi nimi nie je Ziadny mur. (StraZca vidi len v §tyroch smeroch,
podobne ako veza v Sachu.)

Uloha: Vasou tlohou je zistit, kolko strdZcov moze kral umiestnif v zdmku (podla
uvedenych pravidiel) a ndjst jedno mozné rozmiestnenie takéhoto poc¢tu strazcov do izieb.

Vstup: Prvy riadok vstupného siiboru obsahuje dve prirodzené ¢isla M, N (1 < M, N <
< 200) — rozmery podorysu zamku. Nasleduje M riadkov, pri¢om i-ty riadok obsahuje N
c¢isel a; 1, ..., a; N, oddelenych medzerou, pricom:

e a;; = 0 znamena, zZe Stvorec [i, j] je prazdny, teda je to izba bez pasce
e a;; = 1 znamena, Ze v §tvorci [i, j] je pasca

e a;; = 2 znamena, Ze na Stvorci [i, j] stoji mar

Prva stradnica je ¢islo riadku a druhd stradnica je ¢islo stlpca v pddoryse zamku.

Vystup: Prvy riadok vystupného stiboru by mal obsahovat maximéalny pocet K strazcov,
ktorych moze kral v zdmku rozmiestnit. Nasledujucich K riadkov by malo obsahovat
jedno mozné rozmiestnenie K strazcov do prazdnych izieb zamku tak, aby Zziadna dvojica
strazcov na seba nedovidela.

Presnejsie, -ty riadok tvoria dve prirodzené ¢isla r;, ¢; oddelené jednou medzerou —
stradnice izby, v ktorej bude staf i-ty strazca (r; je ¢islo riadku a ¢; je &islo stlpca).

Obr. 67: Pédorys zamku z prikladu a jedna zo spravnych odpovedi
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Priklad

Vstup: Vystup:
3 4 2
2000 12
2221 33
0102

Narodeninova oslava

Jankove narodeniny sa blizia. Tak ako kazdy rok, chce Janko zorganizovat velku z&h-
radnt oslavu. Rad by pozval v8etkych svojich priatelov, ale (bohuzial) vie, Ze je to skoro
nemozné. Napriklad Zuzka minuly tyzden nechala Stevka, a teda nemoze ich pozvat obi-
dvoch naraz. Posledny tyzden Janko navstivil vSetkych svojich priatelov a zistoval, ¢i
pridu. Dostal niekolko prislubov, ale o to viac poziadaviek. (,Ak pozve$ miia, musi$ po-
zvat aj mdjho priatelal* zvolala Veronika. , Ak pozvete dvojcatda Burdiliakové, tak ani
ja ani Jozko neprideme!“ poznamenal Peter). Janko si uvedomil, Ze to bude asi tazky
oriesok.

Uloha: Dostanete popis vietkych poziadaviek, ktoré Janko dostal od svojich priatelov.
Vasou tlohou je najst skupinu Tudi, ktorych ma pozvat (a nikoho dalsieho) tak, aby vSetky
poziadavky boli splnené. Poziadavky st popisané nasledujicim sposobom:

e meno je poziadavka. Tato poziadavka je splnend prave vtedy, ked Janko pozve meno.

e -meno je poziadavka. Tato poziadavka je splnend prave vtedy, ked Janko nepozve
meno. (V obidvoch pripadoch je meno retazec najviac 20 malych pismen bez me-

dzier.)
e Ak R1, ..., Rk su poziadavky, potom aj (R1 & ... & Rk) je poziadavka. Tato
poziadavka je splnend préve vtedy, ked st splnené vsetky poziadavky R1, ..., Rk.
e Ak R1, ..., Rk su poziadavky, potom aj (R1 | ... | Rk) je poziadavka. Tato
poziadavka je splnenéd prave vtedy, ked je splnenéd aspon jedna z poziadaviek R1,
., Rk.

e Ak R1, R2 su poziadavky, potom aj (R1 => R2) je poziadavka. Tato poziadavka
nie je splnend prave vtedy, ked poziadavka R1 je splnend a poziadavka R2 nie je
splnena.

Vstup: Na stranke najdete 10 vstupnych stiborov s nazvami partyl.in az party10.in.
Za vyrieSenie kazdého z nich mozete ziskat 10 bodov.

Na prvom riadku vstupného stiboru je pocet Jankovych priatelov F', dalsich F' riadkov
obsahuje ich mena, na kazdom riadku jedno. Nasleduje riadok s po¢tom poziadaviek N.
Kazdy z dalsich N riadkov obsahuje jednu poziadavku.

Vystup: Pre kazdy vstupny sibor partyX.in vytvorte odpovedajici vystupny stbor
partyX.out, obsahujici jedno spravne riesenie. Prvy riadok vystupného stitboru bude ob-
sahovat pocet priatelov K, ktorych by mal Janko pozvat. Ich mend budi v nasledujicich
K riadkoch (v kazdom riadku jedno meno). Mozete predpokladat, Ze kazdy zo vstupnych
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stiborov ma rieSenie (nie nutne jediné). V pripade viacerych rieSeni uvedte lubovolné z
nich.

Priklad
Vstup: Vystup:
3 2
veronica steve
steve dick
dick
3

(veronica => dick)
(steve => -veronica)
(steve & dick)



14. Medzinarodna informaticka olympiada

V dnoch 18.-25. augusta 2002 sa v Juznej Koérei v meste Yong-In uskutocnil 14. roc-
nik Medzinarodnej informatickej olympiady (IOI). Zacastnilo sa na nom 277 sutaziacich
z vySe 70 krajin sveta. Reprezentacné druzstvo Slovenska bolo vybrané spomedzi naj-
lepsich Studentov strednych §kol podla ich vysledkov na celo§tatnom kole Matematickej
olympiady, kategdria P (programovanie) a na tyzdiiovom vyberovom sustredeni, ktoré sa
konalo v ditoch 21.-27. méaja 2002 v priestoroch Fakulty matematiky, fyziky a informatiky
Univerzity Komenského v Bratislave (FMFI UK).

Na celostatne kolo bolo pozvanych 26 najlepsich riesitelov z celého Slovenska, 11 naj-
lepsich spomedzi nich bolo pozvanych na vyberové sustredenie, ktoré rozhodlo o tom,
Ze tento rok budu Slovensko na IOI reprezentovat Peter Bella a Jozef Tvarozek z Gym-
nazia Jura Hronca v Bratislave, Radovan Bauer z Gymnézia Postova 9 v Kosiciach a
Tomas Dzetkuli¢ z Gymnazia P. Horova v Michalovciach. Pred IOI sa nasi reprezen-
tanti zucastnili tradi¢ného ¢esko-polsko-slovenského pripravného stretnutia vo Varsave a
Stredoeurépskej olympiddy v informatike (CEOI), ktora bola tento rok v Kosiciach.

Vdaka podpore sponzorov (hlavne Slovenskej informatickej spolo¢nosti) sa mohli ako
pedagogicky dozor vypravy zucastnit tohtorocnej I0I az Styria Iudia. Vedicim vypravy
bol RNDr. Andrej Blaho z FMFI UK, podpredseda Slovenskej komisie Matematickej
olympiady pre kategériu P, ¢lenmi vypravy doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc. z Pri-
rodovedeckej fakulty Univerzity P. J. Safarika v Kogiciach, Michal Forisek a Jan Oravec,
obaja studenti FMFI UK.

Sutaz sa skladala z dvoch stfaznych dni. Kazdy den stutaziaci riesili tri tlohy algo-
ritmického charakteru. Korejski organizatori si podla o¢akavania dali na tlohach velmi
zalezat, a tak pripravili sufaz, ktora bola sice o nie¢o narocnejsia ako po minulé roky,
ale tlohy boli velmi kvalitné a takisto testovacie data umoziiovali ziskat nejaké body
aj rieSitelom, ktori nevymysleli optimalne rieSenie. Jedna z tloh bola netradi¢nd — ani
organizatorom nebolo vopred znédme najlep$ie rieSenie, tilohou sutaziacich bolo najst ¢o
najlepsie rieSenie pre niekolko konkrétnych vstupov a za kazdy vstup dostal plny pocet
bodov ten sutaziaci, ktory pren naSiel najlep$ie rieSenie, ostatni dostali primerane menej
podla toho, o kolko horsie riesenie nagli.

Medzi ulohy pedagogického dozoru patri vybrat stitazné tlohy spomedzi tiloh navr-
hnutych organizatormi a hlavne zabezpecovat preklad zadani tloh do narodného jazyka a
pocas sutaze preklad otazok, ktoré kladu sutaziaci, do angli¢tiny. O zadaniach prikladov
na sufazny dem sa hlasuje veder vopred a néasledne sa zadania prekladaji, pri¢om ich
preklad ¢asto trva az do skorych rannych hodin. Vdaka tomu, Ze tento rok tvorili peda-
gogicky dozor az Styria Iudia, boli preklady hotové v rekordnej dobe a uz o druhej rano
sme boli spat v ubytovni. Medzindrodné olympidda je aj vyborné prilezitost nadviazat
kontakt s organizatormi olympiad v inych krajinidch a vymienat si s nimi skisenosti.

Tento rok sa na reprezentacné druzstvo kladli pomerne vysoké néaroky, kedze vsetci
styria reprezentanti uz boli ziakmi 4. ro¢nika a mali sktisenosti z predchadzajicich me-
dzindrodnych sttazi (nielen v informatike, ale aj v matematike a fyzike). Chlapci nase
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ocakavania splnili a vSetci Styria si z Kérei priniesli medaily. Konkrétne vysledky:

‘ Meno ‘ Body ‘ Medaila ‘
Peter Bella 339 | zlato
Toméas Dzetkuli¢ | 286 | striebro
Jozef Tvarozek 231 | striebro
Radovan Bauer 224 | bronz

Treba dodat, Ze chybala len trocha ,,Sportového stastia“ a mohli sme dopadnit eSte
o nieco lepsie. Ved Tomésovi Dzetkulicovi chybalo do zlata len 10 bodov a Radovanovi
Bauerovi do striebra dokonca iba 2 body! V neoficidlnom poradi krajin podla ziskanych
medaili sa Slovensko umiestnilo na vybornom 5.-10. mieste, ked lepsie dopadli len stta-
ziaci z Ciny (3 zlaté, 1 striebornd), doméacej Juznej Kérei (3 zlaté, 1 bronzova), Ruska
(2 zlaté, 2 strieborné) a Spojenych statov (1 zlatd, 3 strieborné). Tradiéni stuperi Poliaci
ziskali rovnako ako my 1 zlat, 2 strieborné a 1 bronzovii medailu, Cesi sa tento rok
museli uspokojit s 1 zlatou a 1 bronzovou medailou.

Organizatori si dali zélezat aj na neodbornom programe. Mali sme moznost obzriet si,
ako vyzeral zivot v tradi¢nej kérejskej dedine, navstivili sme Suwonsky futbalovy stadion,
kralovsky paldc Chandeokgung, tradiént kérejsku restauraciu, expoziciu o demilitarizo-
vanej zone medzi Severnou a Juznou Koéreou, najvicsi korejsky zabavny park a mnoho
inych zaujimavych miest.

Na zéaver treba spomenit, Ze slovenské druzstvo dosahuje na IOI kazdoro¢ne vynika-
juce vysledky, takmer kazdy rok ziskal aspon jeden sutaziaci zlati medailu. O podobnych
uspechoch v inych predmetovych olympiddach zatial méZeme iba snivat. Podla slov nasich
sutaziacich dolezita tlohu pri ich priprave zohral Korespondenény semindr z programo-
vania (KSP), ktory vSetci riesili. KSP poskytuje talentovanym stredoskoldkom moznost
riesit zaujimavé Glohy olympiddneho charakteru v priebehu celého roka a pre najlepsich
riesitelov organizuje ststredenia, kde im prednésaju studenti (ale aj pozvani pedagégovia)
z vysokych §kol.

Zazelajme teda do budiicna nasim mladym reprezentantom vela $fastia, nech sa buduci
rok mozeme tesit z asponi rovnako dobrych vysledkov!

Michal Forisek

Zadania uloh 14. Medzinarodnej informatickej olympiady

Neprijemna Zabka

Po celej Korei je nesldvne zndma zabka cheonggaeguri. Svoju reputaciu si ziskala ne-
ustalym nicenim trody a teda ohrozovanim labilnej korejskej ekonomiky, zavislej prave
od pestovania ryze. Tato zabka v noci s radostou preskice cez ryzovu plantaz a zadupe
stonky ryZe do bahna. Rano, ked rolnik uvidel stopy Zabiek (poldmané rastliny) na svojej
plantazi, chcel najst stopu zabky, ktord mu spdsobila najvicsiu skodu. Zabky vzdy skacu
cez plantdZ po priamke a vietky skoky Zabky st rovnako dlhé. Zabka po kazdom skoku
dopadne na mrezovy bod myslenej Stvorcovej siete.
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00—0 00 0 0 0 0 0
Obr. 68

Rozne zabky mozu maf rozne dizky skoku a moézu skdkat roznymi smermi.

00000000
Obr. 69 Obr. 70

Plant4Z je obdlZnikového tvaru. Na plantazi rastt rastliny prave vo vsetkjch mreZo-
vych bodoch, ako na obrazku 71. Kazda zabka preskakala krizom cez celt plantaz, teda
zacala aj prestala skakaf niekde mimo nej. Trasa jednej Zabky spolu s moznym zaciatkom
a koncom je znazornena na obrazku 72.

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
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Obr. 71 Obr. 72

Cez plantaz mohlo preskékat vela Zabiek. Kazdym skokom, ktory skonéil vnutri plan-
taze, zabka dopadla na rastlinu a zadupla ju. Niektoré rastliny mohlo pocas noci postupne
zadupnuf viacero zabiek. Samozrejme, okrem zadupanych rastlin nezostali po zabkéch
Ziadne iné stopy. Ak noc vyzerala tak, ako je znézornené na obrazku 73, rolnik bude
vidiet situdciu na obrazku 74.
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Obr. 73 Obr. 74

Zo situécie, ktort vidi rolnik, sa daja zostrojit vSetky mozné cesty, kadial mohli zabky
cez plantaz skakat. Nas budi zaujimat len tie z nich, pocas ktorych Zabka aspon trikrat
dopadla vnutri plantaze. Tieto cesty budeme nazyvat stopy Zabiek. V tomto pripade
trasy znazornené na obrazku 73 (a aj iné) predstavuji stopy Zabiek. Zvisla cesta po stipci
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1 s dizkou skoku 4 nie je stopa Zabky, lebo Zabka dopadla len dvakrat. Sikma cesta
prechadzajtica polickami (riadok 2, stlpec 3), (riadok 3, stipec 4) a (riadok 6, stipec 7)
nie je stopa Zabky, lebo dlzka skoku nie je rovnaka. Vsimnite si, Ze na priamke, na ktorej
je stopa Zabky, moézu byt aj dalsie, inou zabkou zadupnuté rastliny (napr. na vodorovnej
ceste v riadku 2 policko v stlpci 6). Dokonca niektoré zadupnuté rastliny nemusia lezat
na ziadnych stopdch Zabiek.

Vasou tlohou je spomedzi vSetkych stop Zabiek najst t0, po ktorej skactca Zzabka
zadupla najviac rastlin, a teda sposobila kérejskej ekonomike najvicsiu skodu. Tato zabka
bude odchytenéa severokorejskou armadou a nésledne jej bude udelena pochvala pred
nastipenou catou. Na obrazku 74 by to bola stopa Zaby vedica v riadku 6, ktord zadupe
7 rastlin.

Vstup: VAas program bude vstup ¢itat zo Standardného vstupu. Na prvom riadku budia
dve celé ¢&isla R, C' (1 < R,C < 5000) — pocet riadkov a stipcov plantaze. Na druhom
riadku je jedno celé ¢islo N (3 < N < 5000) — pocet zadupnutych rastlin. Nasleduje N
riadkov, kazdy z nich obsahuje sturadnice jednej zadupnutej rastliny r; a ¢; (1 < r; < R,
1 < ¢ < (). Kazda zadupnutd rastlina je uvedend préave raz.

Vystup: V&S program mé pisat na Standardny vystup. Ma vypisat jediny riadok a
na nom jediné celé ¢islo K — najvicsi pocet rastlin, ktoré mohla zadupnit jedna Zabka

skac¢tuca po nejakej stope Zabky. Ak neexistuje Ziadna stopa Zabky, vypiste ako vysledok
¢islo 0.

Hodnotenie: Ak date v ¢asovom limite spravnu odpoved pre nejaky vstup, dostanete
zan plny pocet bodov, v opa¢nom pripade zan nedostanete ziadne body.

Priklad
(vid obrazok 75 — zadanie a obrazok 76 — rieSenie):

Vstup: Vystup:
6 7 4

—
(o9}

L N a R Ve N =
~NOoO NN OToOTN -
OO OOV NDDNDDN

O O O NOW

Obr. 75 Obr. 76: najviac 4 rastliny
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Priklad

Vstup: Vystup:
67 7

14

21 27 6 3

6 6 3 4 6 4

4 2 6 1 6 5

25 6 2 67

2 6 23

Rozdelena Utopia

Prekrasna krajina Utdpia bola raz spustosend vojnou. Potom, ako ju nepriatelia obsadili,
rozdelili ju na Styri regiény pomocou poludnika (sever—juh) a rovnobezky (vychod-zapad).
Priese¢nik tychto ¢iar oznagdili ako bod (0, 0). VSetky Styri ¢asti si narokovali meno Utdpia,
ale ¢asom sa stali vSeobecne znadmymi ako Utdpia 1 (severovychod), Utépia 2 (severo-
zapad), Utépia 3 (juhozapad) a Utdpia 4 (juhovychod). Bod v Iubovolnom regiéne bol
identifikovany svojou vzdialenostou na vychod a na sever od bodu (0,0). Tieto vzdia-
lenosti mohli byt aj zdporné; a teda bod v Utépii 2 bol oznacovany dvojicou (zaporné,
kladné), v Utépii 3 dvojicou (zaporné, zaporné), v Utdpii 4 dvojicou (kladné, zadporné) a
v Utépii 1 dvojicou kladnych éisel.

Utopia 2 Utopia 1
(-4 (++)

Utopia 3 ©, Utopia4
(=) (+.-)

Obr. 77

Hlavnym problémom bolo, Ze obyvatelia mali zakdzané prechadzat cez hranice. Na-
Stastie, genilni 101 stfaziaci z Utdpie (nejaki Jano a MiSo) navrhli bezpecné zariadenie
pre teleportaciu. Tento stroj vyzaduje kédové ¢isla, z ktorych kazdé moze byt pouzité iba
raz. Teraz ilohou riesiaceho timu (teda vasou) je viest teleportovaného z jeho pociatocne;
pozicie cez regiéony Utdpie v poZzadovanom poradi. Nemusite sa starat, kde v regiéne pri-
stane, ale musite dodrzat postupnost N ¢isel regiénov, v ktorych treba postupne pristat.
Mali by ste pocitat s tym, Ze moze prist poziadavka, aby teleportovany pristal dva alebo
viackrat za sebou v tom istom regiéne. Po opusteni pociatoéného bodu (0,0) uz nikdy
nesmie pristaf na hraniciach.

Na vstupe dostanete postupnost 2N kédovych ¢isel, ktoré bude treba rozdelit do N
dvojic, predstavujucich kédy. Pritom pred kazdé cislo umiestnite znamienko plus alebo
minus. Ak sa teleportovany prave nachadza v bode (z,y) a pouzije kédovi dvojicu
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(+u, —v), bude teleportovany do bodu (x + u,y — v). Danych 2N ¢isel je mozné pou-
7it v Tubovolnom poradi, kazdé musi mat znamienko plus alebo minus.

Predpokladajte, ze st dané kédové ¢isla 7, 5, 6, 1, 3, 2, 4, 8 a treba viest teleporto-
vaného podla postupnosti ¢isel regiénov 4, 1, 2, 1. Postupnost kédovych dvojic (+7, —1),
(=5, 42), (—4,43), (+8, +6) dosiahne, Ze teleportovany sa dostane z bodu (0, 0) postupne
v tomto poradi do pozicii (7, —1), (2,1), (—2,4), (6, 10). Tieto body s umiestnené v Uté-
pii 4, v Utépii 1, v Utépii 2 a v Utopii 1.

Uloha: Je danych 2N roznych kédovych ¢isel a postupnost N é&isel regiénov, ktord
urcuje, kde mé teleportovany pristavat. Vytvorte z tychto ¢isel postupnost kédovych
dvojic, ktora povedie teleportovaného danou postupnostou ¢isel regiénov.

Vstup: V&S program bude ¢itat zo Standardného vstupu. Prvy riadok obsahuje kladné
celé ¢islo N (1 < N < 10000). Druhy riadok obsahuje 2N rdéznych kédovych ¢isel typu
integer (1 < kédové ¢islo < 100000), ktoré st oddelené jednou medzerou. Posledny riadok
obsahuje postupnost N ¢&isel regionov, t.j. ¢isla spomedzi 1, 2, 3 alebo 4.
Vystup: VAas program vypisuje na Standardny vystup. Vystup pozostava z N riadkov.
Kazdy riadok obsahuje dvojicu kédovych cisel, pred ktorymi sa nachadzaji znamienka.
Tieto kédové dvojice budu riadit teleportovaného podla zadanej postupnosti ¢isel regio-
nov. Medzi znamienkom a ¢islom nesmie byt medzera, ale po prvom ¢isle musi byt préave
jedna medzera.

Ak maé tloha viac rieSeni, vas program ma z nich vypisat jedno Tubovolné. Ak tloha
nema riesenie, vas program vypise ¢islo 0.

Priklad

Vstup: Vystup:

4 +7 -1

75613248 -5 +2

4121 -4 +3
+8 +6

Priklad

Vstup: Vystup:

4 +3 -2

25417863 -4 +5

4 2 21 -6 +1
+8 +7

Hodnotenie: Ak vas program pre dany testovany priklad da v ¢asovom limite spravny
vystup, tak zan ziskate plny pocet bodov, inak zan dostanete 0 bodov.

XOR

Treba napisat aplikdciu pre mobilné telefény spolo¢nosti, ktoré tohtoro¢ni sitaz sponzo-
ruje. Ich mobily maju ¢iernobiele obrazovky tvorené malymi stvorcekmi, z ktorych kazdy
moze byt Gierny alebo biely. Pritom stradnice Stvoréekov st ¢islované x-ova zlava do-
prava a y-ova zhora nadol ako na obrazku. Sponzor chce mat v aplikicii viacero obrézkov
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roznych velkosti. Aby sa nemuseli ukladat celé obrazky ako bitmapy do pamite, bude
ich treba kreslit prostrednictvom grafickej kniZznice mobilu. Tato kniZnica vie robif je-
dint operaciu — XOR(L, R, T, B), ktora zneguje farbu vsetkyjch stvorcekov v obdlZniku
s lavym hornym rohom (L,T') a pravym dolnym rohom (R, B). (Teda L je najlavejsia a
R najpravejsia x-ova suradnica, T' je najhornejsia a B najdolnejsia y-ova stradnica ob-
dlznika. Vsimnite si, Ze v niektorych inych grafickych kniZniciach je poradie argumentov
iné.) Na zaciatku kreslenia s vSetky Stvorceky biele.

Vsimnite si napriklad obrazok 80. Tento vieme nakreslit napriklad nasledovnym po-
stupom: Zac¢neme s bielou obrazovkou. Zavolanim X0R(2,4,2,6) dostaneme vysledok,
ktory vidite na obrazku 78. Ked na ten zavolame X0R(3,6,4,7), dostaneme obrazok 2 a
z toho prikazom X0R(1,3,3,5) vysledny obrazok 80.

N o o o~ W N P
N

Obr. 78 Obr. 79 Obr. 80

Dostanete niekolko ¢iernobielych obrazkov. Vasou tlohou bude pre kazdy z nich najst
¢o najkratSiu (nie nutne optimalnu) postupnost volani funkcie XOR, ktora na bielu obra-
zovku tento obrazok nakresli. Obrazky dostanete v samostatnych vstupnych suboroch a
pre kazdy z nich méate odovzdaf vystupny subor, obsahujici postupnost volani funkcie
XO0R, ktora ho nakresli. Neodovzddvate program, ktory pouzijete pri rieSeni tejto tlohy.

Vstup: budi volat xorl.in aZ xor10.in. Struktira vstupného stboru je nasledovna:
Na prvom riadku je jedno celé ¢islo N (5 < N < 2000), udavajice rozmer obrazovky.
Teda obrazovka sa sklada z N x N stvorcekov. Nasledujuce riadky stiiboru predstavuju
riadky obrazku v poradi zhora nadol. Kazdy z nich obsahuje N celych ¢isel, urc¢ujicich
farby Stvorcekov v prislusnom riadku v poradi zlava doprava. Kazdé z tychto ¢isel je bud
0 (biely stvorcek) alebo 1 (¢ierny Stvoréek).

Vystup: Mate odovzdat 10 vystupnych stborov, ktoré budi zodpovedat jednotlivym
vstupnym suborom.

Prvy riadok musi obsahovat text:

#FILE xor I

kde I je ¢islo zodpovedajticeho vstupu. Druhy riadok mé obsahovat celé ¢islo K — pocet
volani funkcie XOR. Nasledujucich K riadkov bude popisovat jej jednotlivé volania. Kazdy
riadok bude obsahovat Styri celé ¢isla L, R, T', B v tomto poradi — parametre funkcie.
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Priklad

xorl.in xorl.out

7 #FILE xor 1
0000O0O0O 3
0111000 2426
1001000 3647
1010110 1335
1010110

0100110

0011110

Hodnotenie: V nasledovnych pripadoch vas program dostane za obrazok 0 bodov:

ak vami odovzdané volania funkcie XOR nevytvoria tento obrazok

ak pocet volani XOR vo vasom subore nie je K
ak vo vaSom subore K > 40000
ak vas$ vystup bude obsahovaf riadok s L > R alebo T' > B

ak vas$ vystup bude obsahovat riadok s nekladnou hodnotou L, R, T alebo B
e ak vas vystup bude obsahovat riadok s hodnotou L, R, T" alebo B vic¢sou ako N

V opa¢nom pripade sa vas pocet bodov za tento obrazok ur¢i podla vzorca:
1+ 9 x (Pocet volani najlepsieho riesenia / Vas pocet volani)

Tento pocet bodov bude pre kazdy obrazok samostatne zaokrithleny na jedno desatinné
miesto. Po sc¢itani bodov za vsetky obrazky bude vas vysledny pocet bodov zaokrithleny
na celé ¢islo.

Priklad: Odovzdali ste rieSenie so 121 volaniami funkcie XOR. Ak je toto najlepsie dosia-
hnuté riesenie spomedzi vSetkych stutaziacich, dostanete za prislusny obrazok 10 bodov.
Ak by najlepsie rieSenie malo povedzme 98 volani, dostali by ste 149 x (98/121) = 8.289,
teda po zaokrihleni 8.3 bodu.

Davkové ulohy

Dané je postupnost N tloh, ktoré treba spracovat na jednom poéitaci. Ulohy st oéislované
¢islami 1, 2, ..., N. Pred vykonanim ich treba rozdelit do niekolkych davok, pri¢om
kazda davka musi obsahovat niekolko po sebe iducich tloh. Vykonévanie tloh zadina v
case 0. Davky st postupne spracované v takom poradi, aby ak dévka b obsahuje tlohy
s ¢islami mensimi ako dévka ¢, bola davka b vykonanéa pred davkou c. Ulohy v dévke
st postupne vykonané. Az ked pocita¢ dokon¢i poslednti tlohu v davke, dé na vystup
vysledky vsetkych tloh v davke.

Pred vykonanim kazdej z davok potrebuje pocita¢ c¢as S na nastavenie parametrov.
Pre kazdu ulohu i vieme c¢as T;, potrebny na jej spracovanie a jej koeficient ceny Fj.
Ak davka obsahuje ulohy z, z + 1, ..., x + k a zacCina v Case t, vystup kazdej z tuloh v
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tejto davke dostaneme v ¢ase t + S + (T, + Tpy1 + ... + Typix). VSimnite si, Ze pocitaé
da na vystup vysledky vsetkych tloh v davke v rovnakom case. Ak cCas, v ktorom sa
dozvieme vysledok tlohy i je O;, jej cena je O; x F;. Napriklad majme 5 tloh, ¢as na
nastavenie parametrov S = 1, (11,75, T3, T4, T5) = (1,3,4,2,1) a (Fy, Fy, Fs, Fy, F5) =
= (3,2,3,3,4). Ak tlohy rozdelime do troch davok {1,2}, {3} a {4,5}, budua ¢asy, ked
sa dozvieme vystupy (O1, Oz, 03,04, Os5) = (5,5,10,14,14). Ceny jednotlivych tloh teda
budu (15,10, 30,42, 56). Celkovéa cena tohoto rozdelenia do davok je stucet cien vSetkych
uloh, v nasom priklade je to 153.

Vasou tlohou je napisat program, ktory najde pre dané tlohy cenu ich najlacnejSieho
rozdelenia do davok.
Vstup: V&S program maé citat zo Standardného vstupu. Na prvom riadku bude pocet
aloh N (1 < N < 10000). Na druhom riadku je celé ¢islo S (0 < S < 50) — cas,
ktory pocita¢ potrebuje na nastavenie parametrov pred kazdou dévkou. Nasledujtcich
N riadkov popisuje tlohy v poradi od 1 do N. Na i-tom z nich st dve celé cisla T;, F;
(1 < T}, F; <100) oddelené medzerou, kde T; je ¢as potrebny na vykonanie a F; koeficient
ceny i-tej tlohy.
Vystup: Na Standardny vystup vypiste jeden riadok a na 1iom jedno celé ¢islo — naj-
mensiu moznu cenu rozdelenia tloh do davok.

Priklad

Vstup: Vystup:
2 45000
50

100 100

100 100

Priklad

Vstup Vystup:
5 153

5

1

13

3 2

4 3

23

14

Poznamka: Pre ziadny vstup cena ziadneho rozdelenia do davok neprekroci 23! — 1.

Hodnotenie: Ak v ¢asovom limite date spravny vystup pre dany vstup, dostanete zan
plny pocet bodov, ina¢ 0.
Autobusové zastavky

Mesto Yong-In planuje vybudovat autobusov siet s NV zastavkami. Kazd4 zastavka je na
rohu ulice. Yong-In je moderné mesto a preto méa jeho mapa tvar Stvorcovej siete rovnako
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velkych Stvorcov. Dve z tychto zastavok je potrebné vybrat ako klucové, oznac¢me ich H,
a H,. Tieto kltcdové zastavky budii navzajom spojené priamou expresnou autobusovou
linkou a kazda spomedzi zostéavajicich N — 2 zastaviek bude spojend bud s H; alebo s
H, (nie s oboma), ale uz nie so ziadnou inou zastavkou.

Vzdialenost medzi Tubovolnymi dvomi zastdvkami je dlzka najkratSej moznej cesty
prechadzajicej ulicami. Zastavka je reprezentovand bodom so sturadnicami (z,y). Vzdia-
lenost medzi dvoma zastavkami (x1,y1) a (22, ¥2) je |1 — x| + |y1 — ya|. Ak st zastavky
A a B pripojené k tej istej klucovej zastavke H;, potom dlzka cesty z A do B je stcet
vzdialenosti z A do H; a H; do B. Ak st zastavky A a B spojené s roznymi klacovymi
zastavkami, napr. A s H; a B s H,, potom dlZka cesty z A do B je stcet vzdialenosti z
A do Hy,z Hy do Hy a z Hy do B.

Planovaci odbor mesta Yong-In by sa rad uistil, Ze kazdy obcan mdZze dosiahnut
[ubovolny bod v meste ¢o najrychlejsie. Preto tento odbor chce vybrat dve zastavky, ktoré
vyhlasi za klacové, takym spdsobom, Ze vo v¥slednej autobusovej sieti dizka najdlhsej
cesty medzi lubovolnymi dvoma zastavkami bude najkrat$ia mozn4.

Volba P dvoch kltcovych a k nim pripojenych zastéviek je lepSia nez iné volba @,
ak dl7ka najdlhsej autobusovej cesty je kratsia v P ako v Q. Vasou tilohou je napisaf
program, ktory vypocita dizku tejto najdlhsej cesty pre najlepsiu mozni volbu P.
Vstup: VAaS program cita zo Standardného vstupu. Prvy riadok obsahuje kladné celé
¢islo N (2 < N < 500) — pocet autobusovych zastaviek. Kazdy z nasledujtcich N riadkov
obsahuje x-ovi a y-ova stradnicu (v tomto poradi) autobusovej zastavky. Obe stradnice
st kladné celé ¢isla < 5000. Ziadne dve zastavky nie st na tom istom mieste.

Vystup: VAas program vypisuje na Standardny vystup. Vystup obsahuje jeden riadok s
jedinym kladnym celym &slom, ktoré predstavuje miniméalnu dizku najdlhsej autobusovej
cesty pre dany vstup.

Priklad

Vstup: Vystup:
6 20

17 4 4

16 6 11

12 4 11 1

Priklad

Vstup: Vystup:
7 25

79 T 2

10 9 15 6

53 17 7

11

Nasledujtiice obrazky predstavuji autobusové siete pre vyssie uvedené vstupy. Ak v
Priklade 1 st zvolené ako klucové zastavky 3 a 4, potom najdlhsSia cesta je bud medzi
zastavkami 2 a 5 alebo medzi zastavkami 2 a 1. Neexistuje lepsia volba pre kltcové
zastavky a teda odpoved je 20.
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Pre autobusovu siet v Priklade 2, sk st zvolené ako kltucové zastavky 5 a 6, potom
najdlhsia cesta je medzi zastavkami 2 a 7. Neexistuje lepsia volba pre klucové zastavky
a teda odpoved je 25.

Yy
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- 7
2 J
£ 4 3 £
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“ J
> >
5 10 15 X 5 10 15 X
Obr. 81 Obr. 82

Hodnotenie: Ak vas$ program pre dany test da v ¢asovom limite na vystup spravnu
odpoved, tak zan dostanete plny pocet bodov, inak dostanete 0 bodov.

Dve tycky

Tycka je vodorovna alebo zvisla postupnost aspon 2 susednych policok $tvorcovej siete.
Dve tycky, jedna vodorovne a jedna zvislo, st umiestnené na sieti rozmerov N x N.
Na obréazku st znézornené X-kami. Tycky mozu a nemusia byt rovnako dlhé, navysSe sa
mozu aj pretinat. Ak nie je jasné, ¢ obe zaberaju niektoré policko (ako policko (4,4)
na obrazku), dohodneme sa, Ze st na iom obe. Teda na obrazku je horné policko zvislej
tycky (4,4), nie (5,4).

C d
12%45l6789
1
2
a-3
4 XIX|X[X|X|X
S X
6 X
7 X
b-8 X
9 X

Obr. 83
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Na zaciatku nevieme o pozicii ty¢iek ni¢, preto vasou tlohou bude napisat program,
ktory ich najde. Vodorovni budeme volat ROD1 a zvisli ROD2. Kazdé policko Stvorcovej
siete je jednoznacne uréené svojimi stradnicami (r,c), kde r je riadok a c stipec. Lavy
horny roh Stvorcovej siete ma stradnice (1, 1). Kazda tycku vieme popisat siradnicami jej
koncovych bodov, budeme ju znacit ((r1,c1), (r2, ¢2)). Na obrazku ROD1 je ((4,3), (4, 8))
a ROD2 je ((4,4),(9,4)).

Pri rieseni tejto tlohy budete komunikovat s kniZznicou. Rozmer $tvorcovej siete vam
vrati funkcia gridsize, ktort musite zavolat na zaciatku spracovania kazdého vstupu.
Hladaf tycky budete pomocou funkcie rect(a,b,c,d), ktord preskiima obdiinikovy re-
gién s rohmi (a, c) a (b,d), kde a < b a ¢ < d. Dajte si na spravnost poradia parametrov
tejto funkcie dobry pozor! Ak sa v tomto obdlzniku nachadza nejaké X, teda ¢ast nejakej
tycky, funkcia vrati hodnotu 1. V opa¢nom pripade vrati hodnotu 0. Teda v priklade na
obrazku rect(3,8,3,6) vrati 1. Vasou tlohou je napisat program, ktory najde presné
pozicie tyc¢iek, pricom bude mat obmedzeny pocet volani funkcie rect.

Ked vas program bude vediet presné pozicie tyciek, ozndmi ich kniZznici volanim
funkcie report(ri,ci,r2,c2,pl,ql,p2,92), kde ROD1 je ((r1,c1),(r2,¢c2)) a ROD2 je
((p1,q1), (p2, q2))- Zavolanie tejto funkcie vas program ukonci. Nezabudnite, Ze ROD1 je vo-
dorovna a ROD2 je zvisla tycka. NavySe (r1, ¢c;) musi byt Tavy koniec vodorovnej a (p1,q1)
horny koniec zvislej tycky. Teda r;1 = ry, ¢1 < co, p1 < P2 a ¢ = @2. Ak vaSe volanie
nebude spliiat tieto obmedzenia, kniZnica vypiSe na standardny vystup chybové hlasenie.

Obmedzenia:

e Informacie ziskava vas program len volanim funkcii gridsize a rect.
e Rozmer stvorcovej siete N splita nerovnost 5 < N < 10 000.

e Pocet volani funkcie rect moze byt najviac 400. Kazdé dalsie volanie tejto funkcie
vas program ukonci.

e Funkciu rect mé va$ program zavolat viac ako jedenkrat, funkciu report prave
jedenkrat.

e Ak funkciu rect zavolate s nekorektnymi parametrami (napr. niektora zo stradnic
je vicsia ako N), va§ program bude ukonéeny.

e V&S program nesmie pouzivat ziadne sibory ani Standardny vstup a vystup.

KniZnice

FreePascal-ové kniZznica (prectlib.ppu, prectlib.o) obsahuje:
function gridsize: LongInt;
function rect(a,b,c,d : LongInt) : LongInt;
procedure report(rl, cl, r2, c2, pl, ql, p2, 92 : LonglInt);
Instrukcie: Aby ste skompilovali svoj sibor rods.pas, musite v fiom mat riadok:
uses prectlib;
a skompilovat ho prikazom:
fpc -So -02 -XS rods.pas
V programe prodstool.pas najdete priklad pouzitia tejto kniznice.
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Kniznica pre GNU C/C++ (crectlib.h, crectlib.o) obsahuje:
int gridsize();
int rect(int a, int b, int c, int d);
void report(int rl, int cl, int r2, int c2, int pl, int qi,
int p2, int q2);
Instrukcie: Aby ste skompilovali svoj stibor rods.c, musite v iom mat riadok:
#include "crectlib.h"
a skompilovat ho prikazom:
gcc -02 -static rods.c crectlib.o -1m
g++ -02 -static rods.cpp crectlib.o -1m
V programe crodstool.c néajdete priklad pouzitia tejto kniznice.
C/C++ v RHIDE: Nezabudnite v menu Option — Linker pripisat crectlib.o.

Experimentovanie:

Ak chcete svoj program ladif s pouzitim prislusnej kniZnice, potrebujete vytvorit stibor
rods.in. Tento stibor musi obsahovat 3 riadky. Na prvom z nich bude jedno celé ¢islo
N — rozmer Stvorcovej siete. Druhy riadok obsahuje sturadnice ry, ¢, 7o, co, popisujlce
vodorovnu tycku. Treti riadok obsahuje stradnice p1, q1, p2, 2, popisujice zvisla tycku.
Pritom (71, ¢;) musi byt Tavy koniec vodorovnej a (p1, ¢;) horny koniec zvislej tycky.

Potom ako va$ program zavold funkciu report, vytvori kniznica vystupny subor
rods.out. V tomto stbore bude pocet volani funkcie rect a stradnice koncov tyciek,
ktoré vas program oznamil kniznici. Ak va$ program komunikoval s kniznicou nekorektne,
v tomto sibore bude prislusné chybové hlasenie.

Cela komunikécia medzi vasim programom a kniznicou sa ukladé do siboru rods. log.
Riadky tohoto stiitboru maji nasledovny formaét:

k : rect(a,b,c,d) = ans.
Takyto riadok znamena, ze ako k-tu zavolal vas program funkciu rect(a,b,c,d) a dostal
odpoved ans.

Priklad

Vstup: Vystup:
9 20

4 3 438 4 348
4 4 9 4 4 4 9 4
Hodnotenie:

Ak vas program porusi niektoré z obmedzeni (napr. viac ako 400 volani funkcie rect),
dostane za prislusny vstup 0 bodov. Takisto 0 bodov dostane, ak jeho odpoved je ne-
spravna.

Ak je jeho odpoved spravna, pocet bodov zavisi od poctu volani funkcie rect, ktory
ste potrebovali na najdenie tyciek. Ak je nanajvys 100, dostanete 5 bodov. Ak potreboval
medzi 101 a 200 volani, dostanete 3 body. Ak potreboval medzi 201 a 400 volani, dostanete
za tento vstup 1 bod.






KoreSpondenény seminar SK MO

V 51. ro¢niku matematickej olympiady prebiehal pre najuspesnejsich olympionikov
predchédzajiceho ro¢nika MO zo Slovenska koresponden¢ny seminar SK MO. Tento
koresponden¢ny seminér vznikol uz v 24. roéniku MO preto, aby bolo umoznené venovat
individuédlnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy so zameranim
na matematiku. V stcasnosti, pretoze existuje velké mnozstvo inych matematickych
koresponden¢nych seminarov (niektorym je venovana samostatna kapitola), a pretoze
pocet $kol so zameranim na matematiku stipol, seminar SK MO sa zameriava na zlepse-
nie pripravy vsetkych studentov, ktori preukazali svoje schopnosti v predchadzajacich
ro¢nikoch MO. KedZe tlohy tohto seminéra svojou naro¢nostou prevysujia aktukolvek inti
matematickt stutaz pre stredoskolakov, seminar sa stava délezitou sucastou pripravy aj
na medzinarodni matematickd olympiadu. V 44. ro¢niku MO bol KS SK MO prvykrat
zorganizovany samostatne na Slovensku. Pozostava z piatich sérii po sedem tloh. Do
rieSenia sa v tomto ro¢niku zapojilo 13 studentov.

Koresponden¢ny seminar viedol Tomds Jurik a opravovanie zabezpecovali Studenti
FMFI UK (vSetko byvali olympionici).

Celkové poradie KS SK MO 2001/2002

. Andrej Osusky, 4. rocnik, Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 106 bodov

. Katarina Quittnerovd, 4. ro¢nik, Gymnazium Bilikova, Bratislava, 94,5 bodov
. Marek Tesar, 4. ro¢nik, Gymnazium B.S.— Timravy, Lucenec, 80 bodov

. Radovan Bauer, 4. ro¢nik, Gymnazium Postova, Kosice, 51,5 bodov

. Jdn Mazdk, 4. roénik, Gymnazium Postova, Kosice, 49 bodov

. Peter Bella, 4. ro¢nik, Gymnazium J. Hronca, Bratislava, 45 bodov

S O W N

Uvéadzame vsetky priklady tohto ro¢nika stfaze spolu s rieSeniami, prevazne $tu-
dentskymi. Priklady boli vyberané z narodnych olympiad ¢ inych stutazi tychto krajin:
Bulharsko, India, Iran, Irsko, Japonsko, Juzna Kdérea, Kanada, Madarsko, Polsko,
Raktsko, Rumunsko, Rusko a Vietnam.



176

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

51. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Zadania sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

Dokazte, ze vSetky prirodzené ¢isla mozeme rozdelit do Styroch disjunktnych
mnozin takych, ze plati: Ak je pre nejaké m,n € N rozdiel |m — n| rovny
jednému z cisel 2, 3, 5, tak m a n lezia v r6znych mnozinach. Dokazte tiez, ze
vSetky prirodzené ¢isla nevieme rozdelit do troch takych mnozin.

(Irsko, 1998)

Pre kladné redlne ¢isla a, b, ¢ dokdzte nerovnost

<1+%) (HZ) <1+§) 32-<1+%\/%C).

(Azijské tichomorska MO, 1998)

V nejakej krajine je 2000 letisk, niektoré z nich su spojené priamymi linkami.

Z Tubovolnych troch letisk je mozné vybrat dve tak, Ze medzi nimi neexistuje

priama linka. Aky je najvac¢si mozny pocet priamych liniek v tejto krajine?
(Japonsko, 1998)

Dizky stran trojuholnika ABC a priemer jemu vpisanej kruznice st $tyri po
sebe idtce prirodzené ¢isla (nie nutne v tomto poradi). Najdite vSetky trojuhol-
niky ABC' s touto vlastnostou.

(neznamy zdroj)

Pre prirodzené ¢islo n ozna¢me (n) pocet prirodzenych ¢isel mensich ako n,

ktoré st nesudelitelné s n. Nech p(n) oznacuje pocet prvociselnych delitelov

¢isla n. Dokazte, ze ak ¢(n) deli ¢islo n — 1 a p(n) < 3, tak n je prvocislo.
(Juzna Korea, 1998)

Najdite vSetky realne ¢isla x spliajiice rovnicu
rT=1lr——4+4/1——.
x x

V trojuholniku ABC' s vlastnostou |AB| > |BC| ozna¢ime M stred strany AC
a L taky bod tusecky AC, ze priamka BL je osou uhla ABC. Priamka
rovnobezna s BC' prechadzajuca bodom L pretina BM v bode E. Dokazte,
ze potom su priamky FC' a BL navzajom kolmé.

(Kanada)

(Rusko, 1998)
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DRUHA SERIA

V mnozine prirodzenych cisel vyrieste rovnicu
z? + % =2001(z — ).
(Bulharsko, 1998)

Nech A,, oznac¢uje mnozinu slov dizky n z pismen {a, b, c}, ktoré neobsahuji
dve po sebe iduce pismend a ani dve po sebe iduce pismena b. Nech B,
oznacuje mnozinu slov dlzky n z pismen {a, b, ¢}, ktoré neobsahuji tri po sebe
iddce navzajom rozne pismend. Dokazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati
|Bpy1]| = 3|Anl|. (Cislo |[M| oznacéuje podet prvkov mnoziny M.)

(Rumunsko, 1998)

Nech ABCDEF je stredovo sumerny konvexny Sestuholnik a P, @), R body
po rade na tseckach AB, CD, EF. Dokazte, ze obsah trojuholnika PQR je
najviac polovicou obsahu Sestuholnika ABCDEF .

(Madarsko, 1998)

Povieme, ze ¢islo m je pekné, ak je prirodzené a zaroven existuju také celé cisla
a, b, ze plati a® + 3b% = m. Dokazte, Ze platia nasledujice tvrdenia.
a) Sucin dvoch peknych ¢isel je pekné éislo.
b) Ak je ¢islo 7Tn pekné (n € N), tak je aj ¢islo n pekné.
(India, 1998)

Dokéazte, ze pre kladné redlne éisla x1,zo,... ,z, (n 2 2) plati implikicia
1 1 1 v/ .
4t - . VT2 T s og0q,
1 + 2001 Ty +2001 2001 n—1
(Vietnam, 1998)
Dve kruznice sa pretinaja v dvoch roznych bodoch A a B. Priamka ¢ prechadza-

juca bodom A pretina tieto dve kruznice v bodoch C' a D. Nech M a N su

stredy oblukov BC' a BD prislusnych kruznic neobsahujicich bod A. Oznac¢me

K stred tsecky C'D. Dokazte, ze priamky M K a N K st navzajom kolmé.
(Rumunsko, 1999)

N4ajdite vsetky mnoziny A realnych nezapornych cisel také, ze plati:
a) Pocet prvkov mnoziny A je kone¢ny a .4 obsahuje aspon Styri rézne prvky;
b) pre Tubovolné Styri rézne prvky (a, b, ¢, d) z mnoziny A plati, ze aj ¢islo
ab + cd je prvkom mnoziny A.

(Bulharsko, 1998)



178

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

51. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

TRETIA SERIA

Nech st priamky KL a KN doty¢nicami ku kruznici k, body L, N lezia na
kruznici k. Na polpriamke KN za bodom N zvolme bod M. Oznacéme P druhy
priese¢nik kruznice opisanej trojuholniku K LM a kruznice k (jeden je bod L).
Nech @ je piata kolmice z bodu N na priamku M L. Dokéazte, ze plati

[IMPQ|=2-|SKML)|.
(Irdn, 1998)

Do tabulky n x n st vpisané ¢isla 1, —1 a 0 tak, Ze v kazdom riadku a kazdom
stipci je napisané ¢islo 1 aj ¢islo —1 préave raz. Dokézte, Ze je mozné poprehad-
zovaf riadky a stlpce tabulky tak, aby sme zmenili znamienko kazdého &isla
v povodnej tabulke na opac¢né.

(Irdan, 1998)

Nech n, a, b st prirodzené ¢sla spliiajtce rovnost n®+® = abb. Zistite, ¢i potom
musi platit a = n a zaroven b = n".
(Iran, 1998)

Nech reélne ¢isla z, y, z spliaja vzfahy z,y,2 > 1 a 1/z +1/y +1/z = 2.
Dokéazte, ze potom plati nerovnost

Vitytz2Ve—1+/y—1+vVz—1

(Iran, 1998)

Vsetky vrcholy pravidelného 2"-uholnika st zafarbené cervenou alebo modrou
farbou. Krok pozostava z prefarbenia kazdého z jeho vrcholov na ¢ervenu farbu,
ak mali jeho susedné vrcholy rovnaku farbu v predchadzajicom kroku a na
modri farbu v opa¢nom pripade. Dokazte, Ze po 2"~ ! krokoch budi mat vsetky
vrcholy cervenu farbu a dokazte tiez, ze po menej krokoch nemusi tato situacia
nastat.

(Irdn, 1998)

V trojuholniku ABC' zvolme na polpriamke BC' za bodom C' bod D tak, aby
platilo |CD| = |AC|. Nech P je druhy prieseénik kruznice opisanej trojuhol-
niku AC'D s kruznicou opisanou nad stranou BC' (so stredom na BC'). Ozna¢me
priesecnik BP a AC ako E a CP a AB ako F. Dokazte, ze body D, F a F
lezia na jednej priamke.

(Iran, 1998)

Najdite vSetky realne ¢isla x, y spliajice rovnice

2 — 3 =y, 2 —y3 =z



4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, ZADANIA 179

(rakiisko-polské stretnutie, 1998)

STVRTA SERIA

Kruznica k leziaca v danom rovnobezniku ABCD sa dotyka jeho stran AB,

AD a pretina jeho uhlopriecku BD v dvoch bodoch F a F'. Dokazte, ze existuje

kruznica prechadzajica bodmi E a F', ktora sa dotyka stran BC' a C'D.
(India, 1998)

Maéame tabulku n x n poli¢ok, v n—1 polickach je napisané ¢islo 1 a vo zvysnych
st napisané nuly. V jednom kroku si mozeme vybrat jedno policko, zmensit

.....

a stlpci tiez o 1. Dokazte, 7e takymito krokmi nemézeme dosiahnuf situéciu,
aby boli ¢isla vo vSetkych polickach tabulky rovnaké.
(Rusko, 1998)

Pre kladné realne ¢&isla a, b, ¢, ktoré spliiaji a + b+ ¢ = abc, dokazte nerovnost

1 1 1
+ +
V1i+a?2 V1402 V142

A

3
5
(Juzna Korea, 1998)

Velkosti stran trojuholnika ABC' st prirodzené ¢isla. Pre velkosti jeho uhlov
navyse plati

|¥BAC| <2-|3ABC| a  |JACB|> 90°.

Zistite, aky najmensi obvod moze mat taky trojuholnik.
(Irsko, 1998)

Myslim si prirodzené ¢islo od 1 do 144 vratane. Ty si mozes vybrat lubovolnt
podmnozinu mnoziny {1,2,...,144} a opytat sa ma, ¢i je to moje ¢islo z tejto
podmnoziny. Za moju odpoved ,4no“ zaplati§ 2 koruny a odpoved ,nie“ ta
bude stat 1 korunu. Kolko najmenej kortin potrebujes, aby si si mohol byt isty,
ze uhéadnes ¢islo, ktoré som si myslel?

(Rusko, 1998)

Nech A je mnozina vSetkych permutacii ¢ : (1,2,...,n) — (1,2,...,n) takych,
ze navyse plati
(a) p(k) = k+1prek=1,2,... ,n;
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(b) p(k) #k pre k =2,3,... ,n.
Aka je pravdepodobnost javu (1) # 1 pre ndhodne vybrant ¢ z mnoziny A?
(Juzna Kdrea, 1998)

4.7 Dokéazte, ze obsah konvexného pituholnika s vrcholmi v mrezovych bodoch
(body s oboma celociselnymi stradnicami v rovine) je aspon 5/2.
(Rumunsko, 1998)

PIATA SERIA

5.1 KruZnica vpisané trojuholniku ABC sa dotyka prislusnych stran v bodoch A’,
B’, C'. Stred obluka AB opisanej kruznice trojuholniku ABC, ktory neobsahuje
bod C, oznaéme C”. Podobne zostrojime aj body A” a B”. Dokézte, ze priamky
A’A", B'B" a C'C" prechadzaju jednym bodom.

(Madarsko, 1998)

5.2 V stradnicovom systéme O, v rovine nakreslime priamky
x=0,£1,4£2,... a y=0,+£1,+£2, ...

Vzniknuty obrazok nazveme jednotkovou mriezkou. Uvazujme konecni mnozinu M
tseciek v rovine, stcet dlzok ktorych je mensi ako v/2. Dokazte, e v tej rovine
existuje nekonecne vela jednotkovych mriezok takych, Ze nemaju prienik so
ziadnou tseckou z M.

(Rumunsko, 1998)

5.3 Majme dané prirodzené ¢islo M a zostrojme mnozinu
S={neN: M?*<n<(M+1)>%.
Dokazte, ze vSetky suciny dvoch roznych ¢isel ab z tejto mnoziny S st navzajom

rozne.

(India, 1998)

5.4 Dané je prirodzené ¢islo m = 2. N4jdite najmensie prirodzené ¢islo n také, ze
pre Iubovolné rozdelenie mnoziny

{m,m+1,... ,n}
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na dve disjunktné casti existuje v aspon jednej z nich taka trojica cisel a, b, c,
ze plati a® = c.
(Rumunsko, 1998)

Dany je rovnostranny trojuholnik ABC' a prirodzené ¢islo n > 1. Oznac¢me
S mnozinu n—1 priamok rovnobeznych s AB takych, Ze rozdeluji trojuhol-
nik ABC na n Casti (jeden trojuholnik a n—1 rovnoramennych lichobeznikov)
s rovnakym obsahom. Podobne ozna¢me S’ mnozinu n—1 priamok rovnobeznych
s AB, ktoré rozdelia trojuholnik ABC na n casti s rovnakym obvodom.
Dokéazte, ze S a S’ nemaja spolo¢nu priamku.

(Bulharsko, 1998)

Nech m je prirodzené ¢islo. Definujme postupnost {a, },>( takto:
ao=0, a1 =m, apni1=m3an— an_1 pren > 1.

Dokézte, ze usporiadand dvojica nezapornych celych &isel (a,b), a < b je
rieSenim rovnice
=m
ab+1

prave vtedy, ked plati (a,b) = (ak, ax+1) pre nejaké k = 0.
(Kanada, 1998)

Ozna¢me P mnozinu vSetkych bodov v R" takych, ze vSetky ich stradnice st
raciondlne ¢isla. Z bodu A = (aj,as...,a,) € P sa vieme dostat do bodu
B = (b1,by...,b,) € P, ked plati

|AB|2 = (a1 — bl)2 + (CLQ — bg)2 + -+ (CLn — bn)2 =1.
Dokézte, ze z kazdého bodu v P sa vieme dostat do kazdého iného bodu z P

prave vtedy, ked n = 5.
(Irdn, 1998)
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Riesenia sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1 Rozdelme prirodzené ¢isla do Styroch disjunktnych mnozin podla ich zvysku po
deleni Styrmi. Potom pre m, n z rovnakej skupiny plati, ze 4 deli ¢islo |m — n|. Takze
ak |m —n| € {2,3,5}, potom 4 { |m — n|. Preto m a n st v réznych skupinéch, takéto
rozdelenie vyhovuje zadaniu.

Dalej predpokladajme, Ze prirodzené ¢isla mozno rozdelit do troch takjchto mnozin.
Ozna¢me ich A, B, C. Cisla 1, 3, 6 st v r6znych mnozinach, pretoze plati |1 — 3| = 2,
|1 — 6] =5, |3 — 6| = 3. Preto bez ujmy na vSeobecnosti nech

1€ A, 3 e B, 6¢cC.

Rozoberme moznosti, do ktorych mnozin mézu patrit ¢isla 4, 8, 54, 2 a ukazeme, Ze
¢islo 7 potom neméze patrit ani do jednej z mnozin.

4 € B, pretoze [4 —1| =3 a |6 —4| =2.

8 € A, pretoze |8 —3| =5a |8 —6| =2.

5 € C, pretoze |5 —8| =3 a |5 —3| =2.

2 € A, pretoze [4—2|=2a|2—-5|=3.

Zatial teda mame A = {1,2,8}, B = {3,4}, C' = {5,6}. Potom skutoc¢ne

¢o je spor, lebo aj ¢islo 7 musi lezat v jednej z tych troch mnozin. Tym sme dokazali,
Ze vSetky prirodzené ¢isla (my sme ukazali nieco silnejsie, ako bolo v zadani, lebo sme

sa zaoberali len ¢islami do 10) nemoZno rozdelit do troch mnozin podla zadania.

1.2 (Podla Petra Komornika.) Zrejme plati AH-nerovnost

a+b+c> 3
=1 1 1
3 atsTe
sTiteo 3
3 “a+b+te
1 1 1 1 1 1 1 1 1
atste _atete atste 3
6 2 3 ~2(a+b+c)
bedel 3 deded
2 2(@a+b+c) — 3
1 1 1 2(@+b+c
(22 Y arsrg oz 2000
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a a b b ¢ ¢ 2(a+b+c
2+5+—+—+—+—+5§2+¥
c a ¢ a TEITT
7 GH-nerovnosti mame 3
Vabe 2 55—
aThTe

b 2 b 2 b
<1+g)<1+_)<1+2>22+M22+M_
b c a IIT Vabe

Kvoli pouzitym nerovnostiam rovnost plati iba v pripade a = b = c.

1.3 (Podla Radovana Bauera.) Letiska su vlastne vrcholy grafu, linky medzi letiskami
st hrany. Ulohu budeme riesif vieobecne pre n vrcholov. Vrcholy rozdelime do dvoch
disjunktnych mnoZin, v prvej bude [n/2] a v druhej [n/2] vrcholov. (symboly |z],
resp. [x] oznac¢uji dolnd, resp. hornt celu ¢ast ¢isla x). Dva vrcholy spojime hranou
prave vtedy, ak lezia v opacnych mnozinach. Takyto graf zrejme vyhovuje podmienkam

ulohy. Obsahuje
2

n n| _|n

{21'{2J B {4_‘
hran. Dokézeme, Ze toto je maximum. Budeme postupovat indukciou. Pre n = 3 st dve
hrany evidentne maximum. Pozrime sa teraz na graf o n 4+ 1 vrcholoch, zamerajme sa
konkrétne na dva jeho vrcholy spojené hranou. Nakolko graf neobsahuje trojuholniky,
tieto dva vrcholy nemozu byt spojené s tym istym vrcholom. To znamené, Ze oba tieto
vrcholy st dohromady pospéajané s najviac n+ 1 vrcholmi (uvazujeme aj ich vzajomné
prepojenie). Potom ale jeden vrchol musi byt spojeny s najviac |(n + 1)/2]| vrcholmi.
Tento vrchol, vratane vSetkych hran z neho iducich, teraz z grafu odoberme. Dostavame
graf s n vrcholmi, ktory zrejme tiez neobsahuje trojuholniky a podla indukéného
predpokladu ma najviac an / 4J hran. To ale zna¢i, ze nas graf pred odobratim vrcholu

mohol mat najviac
n_2 L +1] | (n+1)?
4 2 | 4

hran. Tym je dokdzany indukény krok a sme hotovi. VSetko pocitanie s celymi ¢astami
sme preskodili, na ukdzanie spravnosti pouzitych vztahov staci rozobrat moznosti, ked
n je parne a ked n je neparne.

Poznamka. Andrej Osusky dokonca tlohu zovSeobecnil tak, ze podmienku z tlohy
preformuloval na ,,Z Iubovolnych m letisk je mozné vybrat dve tak, ze ...“. V grafe s n
vrcholmi je potom pocet hran najviac

a(a—1) b(b—1)

E* +b(a — 1)k + TR
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kde a = m—1,k =n-=+a, b = n (moda) (t.j. k, resp. b je celociselny podiel,
resp. zvySok n po deleni a). Dokaz tohto vztahu spravil indukciou, avSak odlisnou od
indukcie v uvedenom rieseni.

1.4 Oznac¢me 7 polomer vpisanej kruznice trojuholnika ABC a a, b, ¢ jeho strany. Bez
ujmy na vSeobecnosti nech a < b < c¢. Zrejme plati aj 2r < v. < a, kde v, je vyska
na stranu c. Cize plati 2r < a < b < c¢. Potom podla zadania a = 2r + 1, b = 2r + 2,
c = 2r + 3. Dalej vyuzijeme vzorec na vypocet polomeru vpisanej kruznice r = S/s
a Herénov vzorec S = /s(s — a)(s — b)(s — ¢), kde S je obsah trojuholnika ABC a s =
= (a+ b+ c)/2 je jeho ,,semiobvod*.

S \/s(s—a)(s—b)(s—c) 1\/(a—|—b—c)(b+c—a)(c+a—b)

r=— = =

s 52 2 a+b+c
B 1\/2r(2r—|—4)(2r—|—2) B \/r(r+2)
2 6r +6 a 3
Kedze ¢isla na oboch stranach rovnice r = (/r(r +2)/3 su kladné, umocnenie celej

rovnice na druhu je ekvivalentna tprava. Dal$im riesenim tejto rovnice dostaneme vztah
r(2r—2) = 0. Kedze r > 0, tak 2r = 2. Potom a = 3, b = 4, ¢ = 5. Nakolko sme pouzivali
iba ekvivalentné tipravy, toto riesenie je skutoéne riesenim pdévodnej rovnice. CiZe nase
r = 2 je polomerom vpisanej kruznice trojuholnika so stranami dizok 3, 4 a 5, ale to len
za predpokladu, Zze naozaj existuje takyto trojuholnik. Jeho existenciu by sme mohli
overit napriklad pomocou trojuholnikovej nerovnosti. Pri tomto trojuholniku sa vsak
obmedzime len na konstatovanie, ze existuje.

1.5 (Podla Katariny Quittnerovej a Andreja Osuského.) Nech kanonicky rozklad éisla n

jen=p{"-...-pp¥, kde p; <...<py st prvoéisla a ay,...,ar € N. Potom
p1—1 pr—1 4 g —
pn) =n- = — ... == =p’ LT (= 1) (e - D).

Nech ¢(n) | (n — 1) a p(n) < 3. Pre Iubovolné p; mame p; t (n — 1), takze p; 1 p(n),
preto a; —1 =0 a teda o; = 1; i=1,... k. Potom n =p; ... pp; k < 3.

Ak k =2, n = p; - po. Bez ujmy na vSeobecnosti nech p; < pa. Potom ¢(n) = (p; —
—1)(p2 = 1) [ p1p2 =1 =p1(p2 — 1) + (p1 — 1), odkial (p2 — 1) | (p1 — 1) a tak p2 < p1,
¢o je spor.

Ak k=3, n = p1paps, p1 < p2 < p3. Ak by bolo p; rovné dvom, tak by parne ¢islo
o(n) = (p1 —1)(p2 —1)(ps — 1) muselo byt delitefom neparneho ¢isla n —1 = p1paps — 1,
¢o nemdze nastat. Preto p; = 3. Ak p; = 5 a teda py = 7 a p3 = 11, tak mame

n—1 p1p2ps — 1 1 1 1
1< = =1+ + + +
e(n)  (pr—1)(p2—1)(ps —1) pi—1 pa—1 p3—1
+ ! + ! + ! =
(pr—=1(2—-1) (@1—13—1) (p2—-1)(p3—1) =

1 1 1 1 1 1 38
S+ -+ttt =l =<2

4 6 10 24 40 60 60
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preto ¢islo n — 1 nemoze byt celo¢iselnym nasobkom &isla p(n).
Takze p; = 3 a teda py =2 5 a p3 = 7. V tomto pripade dostaneme podobny odhad

n—1

odkial

n—1=2-¢p(n)
3peps —1=2-2(p2 —1)(ps — 1)
0 =pops —4p2 —4p3 +5
11 = (p2 —4)(p3 — 4),

a kedZze 4 < py < p3, dostdvame ps —4 =1 a p3 —4 = 11, takze po = 5 a p3 = 15. Ale
p3 = 15 nie je prvocislo a to je spor.

Takze jedind moznost, kedy plati ¢(n) | (n — 1) a p(n) < 3 je (okrem k = 0 a teda
n =1, ¢o je mald vynimka) k = 1 a teda n je prvoéislo.

Pozndmka. Andrej Osusky dokézal o nieco silnejSie tvrdenie, ked si zadani upravil
podmienku p(n) < 3 na p(n) < 8.

1.6 Upravou oboch vyrazov pod odmocninami dostaneme, ze aby mali virazy pod
odmocninami zmysel, musi stcasne platit

2 -1 x—1 r—1

=(x+1) >0, >0 a x#0.
x x x

VyrieSenim tychto dvoch nerovnosti dostaneme riesenie x € (—oo, —1) U (1, +00). Aby
rovnica mala zmysel, vyhovuje iba = = 1 (sticfet odmocnin je kladné ¢islo). Potom
rovnicu v zadani mozeme umocnit na druht a dostdvame

oo ) N (),

Po vynasobeni tejto rovnice ¢islom x a tprave dostdvame rovnicu

P +2=2v13 — 22—z +1,

ktortt mézeme upravit na tvar

(\/x3—x2—x+1—1)2:0.

Aby bola splnend posledné rovnica, musi platit

m3—x2—x+1:1<:>m(x2—x—1):0.
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Riesenim tejto kubickej rovnice dostavame tri korene

145 _1-+5

2 ) T2 = 2 )

Iy = .’B3:0.

Podmienke x = 1 vSak vyhovuje len koren x;. Vzhladom na ekvivalentnost pouzitych
tiprav dostavame, Ze tiloha m4 jediné riesenie = = (1 4 v/5)/2.

1.7 (Podla Andreja Osuského.) Oznaéme F prieseénik priamok C'E a AB, dalej
tradi¢ne a, b, ¢ dlzky stran trojuholnika ABC. KedZe BL je os uhla ABC, tak plati

Obr. 84

|CL|/|AL| = a/c, ¢o spolu s |CL|+ |AL| = b dava

ab

a+c (1)

|CL| =

PodTa vety (uu) st trojuholniky LM E a C'M B podobné, z ¢oho mame pomery (vyuZi-

vame (1))
IME| _ [ML| _ |[MC|~|CL| _ 53— 3% _c—a @)
\MB|  |[MC|  [MC] LY c+a

Z Menelaovej vety pre priamku C'F' a trojuholnik M AB vyplyva

|BF| |ME| |AC|

= 1. 3
|AF| |BE| |MC)| (3)
Pomery (vyuzivame (2))
BF| __|BF|
|AF| ¢ — |BF|
|BE| |MB|—-|ME| c+a 1— 2a
IME| |ME)| c—a c—a
AC| _

[Mc|
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dosadime do vztahu (3) a dostaneme

BF -
BF_ c-a
c—|BF| 2a
odkial vyplyva |BF| = a. To ale znamend, Ze trojuholnik CF B je rovnoramenny so

zékladnou C'F a v iom iste os BL uhla F'BC je totozna s vyskou z tohto vrcholu, a teda
je kolma na zakladnu C'F. Inak povedané, priamka C'E je kolmé na priamku BL.

Poznamenajme na zaver, ze vdaka podmienke |AB| > |BC| su vSetky pripadné
menovatele vo vyrazoch nenulové a poloha bodov je naozaj taka, ako je naznacena na
obr. 84.

DRUHA SERIA

2.1 Pretoze 2001 = 3-23 - 29, prava strana rovnice je delitelnd ¢islami 3 a 23, a teda
aj Tava strana musi byt. Stvorec prirodzeného éisla po deleni éislom 3 (resp. 23) déva
zvySok 0 alebo 1 (resp. 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16 alebo 18), a tak jedind moznost,
kedy sucet 22 + y? je delitelny ¢islom 3 (resp. 23) je, ak obe ¢isla z a y su delitelné
¢islom 3 (resp. 23). Potom = =323 -m, y = 3-23-n, m,n € N a rovnica nadobudne
tvar

m? +n? =29(m — n),

(m+n)?+ (29 —m +n)? = 292

Lahko sa overi, Ze jediny spdsob, ako napisat 292 ako stcet dvoch stvorcov, je 292 =
= 212 4 202, odkial méme dve moznosti

m+n =21
m=15 n==6
29 —m+n =20

m-+n =20

m =14, n =6,
29 —m+n=21

¢ize povodna rovnica ma dve rieSenia (1035,414) a (966, 414).

2.2 (Podla Petra Bellu.) Zrejme |A;| = 3, |A3| = 7. Vyjadrime pocet slov dlzky n
rekurzivne. Pre n > 2 uvazujme slova dizky n — 1. Mozno ich rozdelif do disjunktnych
mnozin. Ak sa konc¢ia na:

e pismeno a, mézeme vytvorif slovo dlzky n pridanim jedného z pismen b, c;

e pismeno b, mozeme vytvorit slovo dlzky n pridanim jedného z pismen a, c;

e pismeno ¢, mozeme vytvorit slovo dizky n pridanim jedného z pismen a, b, c.

Ku kazdému slovu mozno pridat dve pismena, preto mame 2 - |A,,_;| slov dlzky n. Ak
sa slovo kond na ¢, mozno pridaf aj tretie pismeno. Slova konéiace sa na ¢ dlzky n — 1
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vsak ziskame tak, Ze k slovu dlzky n — 2 priddme ¢ (¢ mozno pridat vzdy), preto mame
dalsich |A,,_o| slov dlzky n. Dostavame

[An| =2+ [Ana| + [An—z|, [A1] =3, [A2f =T

Podobne to plati pre |B,|. |Bi| = 3, |Bs| = 9. Slova dlzky n — 1 rozdelime na dve
mnoziny podla toho, ¢ st posledné dve pismend slova rovnaké. Slova, v ktorych st
posledné dve pismend rovnaké, zrejme dostaneme zo slov dizky n — 2 tak, Ze na koniec
slova priradime rovnaké pismeno. Teda takychto slov je | B,,_2|. Za takéto slovo zrejme
mozeme napisaf Tubovolné pismeno, t.j. mame 3 - |B,_»| slov dlzky n. Ak posledné
dve pismena v slove dizky n — 1 nie st rovnaké (to st zrejme ostatné slové, je ich
|Br,—1| — |Bn—2|), mozeme pridat iba dve rézne pismend, a tak dostdvame dalsich 2 -
- (|Bn—1] — | Bn-2]) slov, ¢o v stcte dava

|Bn| =2+ |Bn_1| +[Bn—2|, |Bi|=3, [B2|=9.

Teraz uz pozadované tvrdenie Tahko dokdZeme matematickou indukciou.

2.3 Zo stredovej sumernosti Sestuholnika ABCDEF vyplyva, ze strany AB a ED
st rovnobezné, rovnako dlhé a ak S je stred stmernosti, tak |AB,S| = |DE,S| =
= 2|AB,DE| (obr.85 a obr.86). Preto Saps = Sprs. Analogické tvrdenia platia
aj o zvysnych dvojiciach protilahlych stran BC, EF a CD, FA. Sucet vySok na
strany AP a DFE v trojuholnikoch APR a DER je dvojnasobkom vysky na stranu AP
v trojuholniku APS.

E D

A P B A P B

Obr. 85 Obr. 86
Kedze |DE| = |AB| 2 |AP|, tak Sapr + Sper = 2Saps. Treba si uvedomit, ze toto
plati aj v pripade A = P alebo E = R. Podobne plati aj dalsich pdf analogickych
nerovnosti, na zaklade ktorych mézeme tvrdit
2(SaBcper — Spor) = 2SpBcqQ +250pER + 2SRFAP =

= (Spec + SBcg + Scop + Sors) + (Sope + SpeEr + SERQ + SRQD) +

+(SrrA + Srap + Sapr + Sprr) = (Sapr + Sper) + (SpBQ + SpEQ) +

+(Scop + Srap) + (Sopr + Srar) + (Serg + Scq) + (Srrp + Spcp) 2

> 254ps +2SpBs + 25cqs + 25gps + 25ers + 2Srrs =

=2(Saps + Scps + Sers) = SaBcpEF-
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A teda plati Spor = SapcpEF/2.

24
a) Majme dve pekné ¢isla 2 = a? + 3b? a y = ¢ + 3d2. Chceme ukézaf, 7e aj x - y je
pekné. Upravou vyrazu dostavame

z-y = (a®+3b?) - (¢ +3d*) = ... = (ac + 3bd)? + 3(ad — bc). (1)

b) Vsimnime si, ze plati 7 = (£2)? + 3(1)? (to hovori, Ze &islo 7 je tiez pekné). Ak do
(1) dosadime (ay1,b1) = (2,1) a (az,b2) = (=2, 1), dostaneme

e !
—— —
Tn = ((£2)% +3(1)?) - (¢ +3d%) = (£2c+ 3d)* + 3(£2d — ) = €* + 32
a prislusné rieSenia vzhladom na nezname c, d st

2(201 + 3d1) - 3(2d1 — Cl) N 2e — 3f (261 + 3d1) + 2(2d1 — Cl) e+ 2f

c1 = = ,dlz = )
7 7 7 7
2 -2
podobne ¢y = 647_3]0, doy = ¢ - f.

Aby sme dokazali, Ze n je pekné, stac¢i ukazat, ze vieme volit jednu z vyssie uvedenych
dvoch moznosti tak, aby c1, di (resp. ¢z, d2) boli celé ¢isla. Z predpokladu, ze 7n je
pekné ¢islo, mame (vSetko modulo 7)

m=e>+3f2=0<= e =4f? «— e = £2f.

V pripade e = —2f st obe ¢isla ¢; = —f a d; = 0 celé, v druhom pripade (e = 2f)
si celymi éisla co = f a do = 0. Preto sa ¢islo n da zapisat v tvare pekného ¢isla
(n = c? + 3d?).

2.5 (Podla Andreja Osuského.) Oznacéme a; = (z; — 2001)/(x; + 2001) pre i =
=1,2,...,n. Zrejme plati

0<l-ag <= a=———-<1l<=1z;,—2001 < z; + 2001 < 0 < 2-2001, (1)
z; + 2001

pretoZze sme nerovnosti nésobili kladnym vyrazom. Upravujme dalej vyraz

—2001 4002 1
Z Z ; + 2001 Z ( 7+ 2001) n—4002-opr =n =2 ()

pricom sme v tretej rovnosti vyuzili predpoklad zo zadania. Z rovnosti (2) tak dostavame

n n n

ltag=1+{(n—-2)— > a|= > (1—ai)§(n—1)-m [T a-a.

i=1; i£k i=1; i#k i=1; i£k
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Pouzitie AG-nerovnosti pre ¢leny (1 — a;) je korektné, lebo z (1) mame (1 — a;) > 0.
Vynéasobenim tejto nerovnosti pre ¢ = 1,2,... ,n dostaneme

=
=
_l’_
S
v

(=1 [T = at = -1y (Hu - >>

k=1 =1 =1
n
(%) = -1y

l—ar/ —

Spéatnym nahradenim a; = (z; — 2001)(x; + 2001) a Gpravou tak dostaneme

I (55) 2 -1y

k=1

¢o po odmocneni dava pozadovanti nerovnost

2.6 (Podla Andreja Osuského.) Ak K = A, tak |[SMKN| = |SMAN| = |[SMAB|+
+|BAN| = |BAC|/2+|94BAD|/2 = 180°/2 = 90°, takze tvrdenie plati (pouzili sme
poznatok, ze os vnutorného uhla v trojuholniku pretina oblik nad protilahlou stranou
v polovici, teda v nasom pripade AM je os uhla CAB, atd). Dalej predpokladajme,
7e K # A a ze bod A lezi vnutri tsecky C'D (obr.87). Druhému pripadu sa budeme
venovat neskor.

Ozna¢me o = |[{BAM| = |SMAC| (vdaka vyssie uvedenej vlastnosti osi uhla).
Potom |[{BAN| = |[<NAD| = 90° — a. Z vety o obvodovych a stredovych uhloch

mame |[SMBC|=|4MCB|=«a a |[{NBD|=|<NDB| =90° — a.

N’ B’

%'s

Obr. 87
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Uvazujme stredovi simernost Sk so stredom K. Nech N’ = Si(N) a B’ = S (B).
Ukazeme, ze |[MN'| = |[MN|.

Ozna¢me ¢ = |4 CBD|. Kedze B'C = Sk(BD), tak B'C' || BD, a teda |[{BCB’| =
= 180° — ¢. Dalej |S N'CB’| = 90° — «, pretoze

AB'CN' = Sx(ABDN).

Teraz uz vidime, ze | M BN| = | MCN'| = ¢+90° alebo 360° — (o +90°) = 270° — ¢
(podla toho, ¢ ¢ =< 90° alebo ¢ > 90°).

Trojuholniky M N B a M N'C' st potom zhodné (podla vety sus, lebo |M B| = |[MC]|,
|IBN| = |DN| =|CN'|, |SMBN|=|4<MCN'|). To znamend, ze |[MN| = |[MN’|. (Ak
by ¢ = 90°, tak plati |[MN| = |MB|+ |BN| = |MC|+ |CN'| = |[MN’'|, takze opét to
isté.)

To ale znamen4, Ze trojuholnik NN’M je rovnoramenny so zédkladiiou NN’. Potom
je jeho taznica M K zéaroven aj vyskou, a teda |[< MK N| = 90°, ¢o sme chceli dokazat.

Tvrdenie vSak neplati pre situdciu, ked A nelezi na tsecke C'D, ale mimo nej. Potom
sa da dokazaf, ze nutnd a postacujica podmienka na platnost tvrdenia v zadani je
potrebna Specialna pozicia danych kruznic — taka, ze | ADB| — |4 ACB| = 90°.

Vo v8eobecnosti sa ale da vypozorovat analogické tvrdenie, a to ak namiesto bodu N
budeme brat bod Nj, stred oblika BD, ktory obsahuje A (obr.88). Dokaz pre tento
pripad je velmi podobny uvedenému rieseniu.

Ny
Obr. 88
2.7 Najprv dokdzeme, ze mnozina A nemdze mat viac ako 5 prvkov. Nech
A={ay,as,...,a,}, pricom plati
0§a1<a2<~-~<an. (1)

Vzhladom na (1) mame, ze plati

a1a2 + asayg < a1a2 + asas < ... < a1as9 + aza, < a1a2 + @40, <
< ai1a2 +as5a, < ...<a102 + @p-10, < a103 + AQp—10, < ... <

< A1Up—2 + Qp_10y < A20p—2 + Qp_10p < ... < Qp_30p—2 + Qp_10y. (2)
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Lahko nahliadneme, Ze sme dostali 4n — 15 réznych ¢isel. My ich v nasej mnozine méame
len n, teda musi platit 4n — 15 < n, ¢o je ekvivalentné s tym, ze n < 5.

Ak n = 5, tak polozme A = {a,b,c,d,e}, pricom 0 £ a < b < ¢ < d < e. Potom
dostavame, ze plati

ac+bd < ab+ cd < ab+ ce < ab+ de < ac+ de < be + de. (3)

Prvéa nerovnost vyplyva z toho, ze (d — a)(c —b) > 0, lebo a < d a aj b < c. Dalsie styri
nerovnosti vyplyvaja z (2). Dostali sme teda Sest roznych ¢isel v mnozine A, ¢o je spor
s tym, Zze ma pit prvkov.

Ostal nam pripad n = 4. Nech A = {a, b, ¢, d}, pricom
0Sa<b<e<d. (4)

Potom ¢isla x = ab+cd, y = ac+bd a z = ad+be musia patrit do mnoziny A. Vzhladom
na to, ze plati

(b—a)(d—c)>0 (5)
(d—a)(c—1b) >0, (6)
dostévame, ze plati x < y < z. Tu modzu nastat vzhladom na usporiadanie ¢isel a, b, ¢,

d Styri moznosti.
l.z=a,y=0>b,2z=c Z (5) mame b — a = (b — a)(d — ¢), odkial dostavame

c=d-—1. (7)
Podobne z (6) mame ¢ — b = (d — a)(c — b), odkial dostavame
a=d-—1. (8)

To znamena, ze a = ¢, ¢o je v spore s (4).

2. x=a,y=>b, z=d. Kedze a = © = ad + bc, dosadenim d = ¢ + 1 (tento vztah plati
aj tu, lebo = a y ostalo rovnaké ako v prvom pripade) dostdavame 0 = c(a + b), ¢o
vzhladom na (4) nemoéze nastat.

3. x=a,y=c¢,z=d. Potomc+a=2+y=ad+bc+ac+bd = (a+0b)(c+d). Kedze
0 <a+b<a+c, tak musi platit

c+d>1. (9)

Zo vztahu
d=z=ab+cd (10)

mame bc = a(a — d). Z (4) mame a < b. Z (9) mame ¢ > 1 — d. Potom mame
bc > a(1 —d), ¢o je v spore s (10).
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4. x=byy=c,z=d.Kedzeb+d=z+2= (a+c)(b+d),taka+c=1,lebob+d >
> (0. Dosadenim @ = 1 — ¢ do x = b dostavame b = d — cd + bc, ¢o je ekvivalentné
s (b —d)(¢c—1) = 0. Vzhladom na (4) dostavame ¢ = 1 a odtial a = 0. Z y = ¢
dostavame bd = 1, odkial d = 1/b. Dostali sme teda, ze jedind moznost pre A je

A= {0, b,l,%}, (1)

kde b € (0,1). Overenim zistime, Ze tato moznost vyhovuje.

Jedina mnozina spliajica podmienky zo zadania je A popisana vztahom (11).

Iné riesenie. Dokazme si najprv pomocné tvrdenie

Lema: Nech A je mnozina roznych redlnych nezdpornych ¢isel taka, ze plati
a) pocet prvkov mnoziny A je aspon Styri;
b) pre lubovolné $tyri rézne prvky (a, b, ¢, d) z mnoziny A plati, ze aj ¢islo ab + cd
je prvkom mnoziny A;
c) hodnota kazdého prvku z A je mensia ako 1.
Potom mnozina A mé nekonecne vela prvkov.

Dokaz: Predpokladajme, ze A je konecna, usporiadajme jej prvky

A=A{ay,as,...,a,}, pricom 1 >a; >ay >...>a,=20an=4. (1)
Keby platilo a,, = 0, tak by malo platit aj to, ze aia, + an_1a,_2 € A. Z usporiada-
nia (1) mame a1a, + ap—1an—2 = Gp_1an—2 < anp_1 # 0, teda toto ¢islo lezi medzi a,
a a,_1, ¢o je spor. Preto ak je A kone¢nd, musi platit a,, > 0. Ozna¢me dalej

a = ajaz +agas, b=ajaz+ agas, c=ajas+ azas. (2)

Zrejme a,b,c € A a aj a>b> c (stadi upravif na stcin a vyuzit (1)).

Ak by platilo ¢ > a4, tak @ = a1, b = a9, ¢ = a3. Z prvej a tretej rovnice by sme
dosadenim (2) dostali

ajas + azay = a = a1 <= a1(1 — az) = agay

aiay + azaz = ¢ = az <= az(l —az) = ajay. (3)
Ich vynasobenim mame

aras(l — az)? = ajasa? (ajaz > 0)
(1—&2)2 :CLZ (CL4,1—CLQ z 0)

1_a2:a47

¢o po dosadeni do (3) dava a; = ag (pokial ay # 0, teda pokial n = 5), ¢o je spor.
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Preto musi platit ¢ < ay4, dosadime (2) a upravime na as(1—aq) = agzas. Ak vyuzijeme
aj to, ze az > a4, a (1 —ay) > 0 dostaneme

as<as

as(l—a1) >as(l —a1) 2 agaz =" 1—a; 2 as <= 12 a1 + as.

Z tohto mame a4 < as < 1/2, dosadime do (2) a = ajas + agzas < a1/2+ az/2 < ay.
Ak by platilo ¢ = a4, muselo by byt a = as, b = a3, ¢ = a4. Z prvej a tretej rovnice
by sme dosadenim (2) dostali
ai1as + asaq4 = a = ag < a3(1 — al) = Q904
aiay + azaz = ¢ = ay <= a4(1l — ay1) = azas, (4)
A tento pripad by sme riesili ako (3) a dostali by sme 1 — a; = as = 0, ¢o je spor.
Preto musi platit ¢ < a4 a preto uréite existuje cs. Aplikovanim tohto postupu na

Stvoricu (ase, as, aq, as) namiesto Stvorice (a1, as,as,as) by sme dostali existenciu ag
a tak podobne. Preto musi byt v tomto pripade A nekoneéna mnozina.

Vraftme sa k dékazu ulohy. Pouzime rovnaké oznacenie ako v (1). Z lemy vyplyva,
ze musi byt a; = 1. Z vlastnosti (2) dostaneme ¢ > a4 a preto méame a = aj, b = as
a ¢ = az. Kedze aj A mé byt kone¢né, musi byt

(1—a3)=a4=0<=ay=1laas =0

b@alagzagzltedaagz—
ai

Preto ostava uz len overit, ze skutoéne A = {a1,1,1/a1,0}; a1 > 1 (lebo ak a; = 1,
dostaneme iba dvojprvkovi mnozinu) vyhovuje vSetkym podmienkam ulohy.

TRETIA SERIA

3.1 (Podla Radovana Bauera.) Najprv by sa zislo trocha zamysliet, preco je vzajomna
poloha bodov, aka je naznafend na obr. 89, aj v skutocnosti takato. (A ak nie je, zmeni
to nieco na rieseni?)

Obr. 89
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Ozna¢me uhly |[SNML| = «, [SNLM| = B, |[SMNL| = 7. Potom vsak plati
|[SLNK|=|4NLK|=180° — v, teda [ NKL| =180° — |[SLNK| — |[SNLK| =2y —
— 180°. Stvoruholnik K LSN je tetivovy, preto |XLSN| = 180° — | NK L| = 360 — 27,
teda | NPL| = 180° — v (vrcholovy a stredovy uhol). Stvoruholnik K LPM je tetivovy
zo zadania, teda |[SMPL| = 180° — | NK L| = 360° — 2. Potom ale plati |[SMPN| =
= |4MPL| — |<NPL| = 180° — v (naznacené na obr. 89 dvoma oblucikmi).

Ak ozna¢ime X nejaky bod na predizeni LN za bodom N, tak jasne [JMNX| =
= 180° — v. Z vety o tisekovom uhle potom vyplyva, ze XL je dotycnica kruznice
opisanej trojuholniku M NP (jej stred ozna¢me T').

Oznacme teraz este U, V stredy NL a M N, W stred opisanej kruznice trojuhol-
niku NML. Plati S € UW a T € VW (stadi si uvedomit, ze ako stredy kruznic
opisanych, lezia S, W na osi tGsecky NL a T, W na osi tsecky MN). Z prave
spomenutych faktov eSte moézeme vytazit UV 1L NL a VW L MN, teda VW || NS
a UW || NT (vyuzili sme, Ze polomery NS a NT st po rade kolmé na dotyénice M K
a X L ku prislusnym kruzniciam). Teda NSWT je rovnobeznik.

Trojuholnik NUV je rovnolahly s trojuholnikom NLM s koeficientom 1/2 a stre-
dom N; teda stred jeho opisanej kruznice (ozna¢me ho Z) bude rovnolahly v tej istej
rovnolahlosti s bodom W (so stredom opisanej kruznice trojuholniku NLM), takze to
bude priese¢nik uhloprie¢ok rovnobeznika NSWT.

Presunime svoju pozornost k obr. 90, ktory je len mierne zvic¢senou ¢astou povodného
obrazku (samozrejme, st v niom kreslené iné ¢iary, ale uréitu paralelu mozno vybadat).

P w

Obr. 90

Stvoruholnik NSPT je deltoid simerny podla T'S, teda |ZN| = | ZP|, ¢ize aj bod P
(a aj bod W) bude lezat na kruznici opisanej trojuholniku NUV. Teda stvoruhol-
nik NUPV je tetivovy. Zo spominanej rovnolahlosti vidno aj |[SNUV| = (3, takze
|[SNPV|=|q4NUV| = (vrcholové uhly). Vyuzijic toto dostavame

|[SVPM|=|<NPM|—|4<NPV|=180°—~v—- (3 =a.

Napokon sa dostavame k obr. 91, ktory zasa odraza rovnaku matematicka skutoc¢nost
ako obr. 89, akurat su zdoraznené iné vztahy.



196 51. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Obr. 91

Kedze trojuholnik NQM je pravouhly, tak |VQ| = |VM|, teda |[SVMQ| =
= |[IV QM| = «a. To ale znamen4, zZe Stvoruholnik V M PQ je tetivovy. Teda |SQV M| =
= 180° — 2c. Potom plati

|[IMPQ|=180° — |[IMVQ| =2a =29 KML|,
¢o bolo treba dokazat.

3.2 (Podla Radovana Bauera.) Niektoré policka obsahujice 1 a —1 si o€islujeme,
a to nasledovne. Policku s 1 v Iubovolnom riadku priradime ¢&islo 1. Policku s —1
v tom istom riadku priradime 2. Policku s 1 v tom istom stlpci ako 2 priradime 3.
Poli¢ku s —1 v tom istom riadku ako 3 priradime 4. Takto budeme pokracovat, az kym
neodislujeme ¢slom m policko, ktoré je v tom istom stipci ako prvé policko. To, Ze
tato situdcia nastane, sa polahky ukéze pomocou konecnosti nasej tabulky. Treba si
uvedomit, Ze neparne policka obsahuju 1 a parne —1, takisto kazdé dve po sebe iduce
¢isla lezia spolu v jednom stlpci alebo riadku. Prvé policko je v stipci so sam§mi nulami
a s jednym polickom s —1, preto m obsahuje —1, ¢iZe je parne. Lahko nahliadneme, Ze
vimenami stipcov alebo riadkov obsahujicich policka z tohoto oéislovania nezmenime
polohu neoéislovanych poli¢ok s 1 alebo —1. Ozna¢me [(i,5) — (k,£)] vymenu stipca,
resp. riadku, v ktorom st i, j za stlpec, resp. riadok s k, £. Urobme vymeny [(1,2) —
—(m,m—-1)],[(2,3) = (m—1,m—2)],[(3,4) —(m—2,m—3)],...,[(m/2—1,m/2) —
—(m/2+2,m/2+ 1)]. Pri tychto vymenéach hybeme s polickami 1 a m prave raz, a to
pri prvej vimene. KedZe 1 a m lezia v rovnakom stipci, pri tejto viymene si tieto policka
vymenia polohu. Rovnako hybeme préave raz aj s polickami m/2 a m/2 + 1, a to pri
poslednej vymene a tu si tieto policka tiez vymenia polohu. Dalej s kazdymi dalsimi
polickami i a m — ¢ + 1 (bez ujmy na vSeobecnosti 1 < i < m/2) hybeme len pri
vymenach [(i —1,7) —(m—i+2,m—i+1)] a[(i,i+1)—(m—i+1,m—1)]. Toto st dve
po sebe idiice vimeny, a teda jedna z nich je riadkovéa a druhé stipcova. Cize pri jednej
z nich si tieto dve policka vymenia riadkovii poziciu a stipcovi si ponechaji a pri druhej
si vymenia stIpcovii poziciu a ponechaju si riadkovi. Po obidvoch vymenach budt mat
teda tieto dve policka vymenené pozicie. Cize po uskutoéneni vsetkych spomenutjch
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vymen bude pre kazdé i (1 < ¢ < n) na policku s pévodnym ¢islom i lezat ¢islo m—i+1.
Policka ¢ a m — ¢ + 1 maju réznu paritu, a teda na ocislovanych polickach, kde bola
predtym 1, bude teraz —1 a naopak.

Tento postup zopakujeme aj pre zvy$né policka s 1 a —1 v tabulke. Je zrejmé, zZe
policka, ktoré ocislujeme novym ocislovanim, budi disjunktné s tymi starymi. Toto
budeme opakovaft, az kym nepovymieniame vSetky policka s 1 a —1.

3.3 Akn=1,taka=b=1atedaa =mnab=n". Majme teda n > 1. Nech kanonicky

rozvoj ¢isla n je n = pi* ... p)*, kde p; su rozne prvoéisla. Potom aj a a b maji vo
svojom rozvoji len tieto prvocisla; nech a = p{™* -...-pi* a b= pfl - .~pf’“, a;, B; € Ny
prei=1,... k.

Ak niektoré B; = 0, tak p; 1 b. Potom porovnanim exponentov pri p; v rovnosti

dostaneme v;(a + b) = a;b, takze (a; — ;)b = a;. Pretoze pj* | a a p; 1 b, musi p; |
| (; — i), Co ale znamena, ze p;" < (o; — Vi) = «;, takze nutne p; = 1, ¢o je spor.
Takze §; > 0 pre vsetky i = 1,... , k.

Teraz si vo vztahu v;(a + b) = ; + ba; vSimneme, Ze pfi | bap;" B, preto aj
piﬁ ‘ f a, z ¢oho vyplyva, ze o; < (3; pre vSetky i, a tak a | b. NavySe, z toho istého vztahu
dostavame, 7Ze aj a | B; a teda ¢islo b je a-tou mocninou nejakého prirodzeného ¢isla
c 2.

Ukézme teraz, ze n | a. Nech n/a = p/q, kde (p,q) = 1. Potom pdvodni rovnost
mozeme prepisat na n%p® = bg’. Potom ale py | bg® a tak p® | b, odkial p = 1 a teda
naozaj n | a.

Ak n < a, tak pre nejaké i plati v; + 1 < «;, potom

z ¢oho ~;a > b. Na druhej strane, a je ndsobok n, teda p;* | a, a tak v; < p]* < a, preto
a? > b= c?, ¢o je ekvivalentné s \/c < a/* Prea>5jea’/* <2, prea=2aa=4
mame a'/® = /2, teda jediné riesenie, ktoré prichadza do tvahy, je a = 3 a ¢ = 2, no
vtedy b = 23 = 8 nie je delitelné a, ¢o je spor s tym, ¢o sme odvodili vyssie.

Preto n = a a teda n"t? = n®b, odkial okamzite dostdvame pozadované b = n".

3.4 (Podla Katariny Quittnerovej.) Po zavedeni substiticie a = oz — 1, b = \/y — 1,

¢ =+/z—1 (zrejme a, b, c € RT) sa nerovnost v zadani zmeni na
Ll
x oy oz a2+1 241 2+1 ’
¢o po roznasobeni a uprave dava
2ab*c? + a®b® + a*c? + b*c? =1, (1)

pricom treba dokizaf va2 +b2+c2+3 = a + b+ ¢, ¢o je postupne ekvivalentné s
nerovnostami (obe strany st kladné)

a® + 0%+ 432 a%+ b+ +2(ab+ ac+ be),

g 2 ab+ ac + be. (2)
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Po dalsej substitucii k =1—ab, £ =1 —bec, m =1 —ac (z (1) vyplyva, Ze ab, be, ac < 1,
takze plati aj 0 < k, ¢, m < 1) vidime, Ze nerovnost (2) je ekvivalentna s k+£¢+m = 3/2.
Z nerovnosti (1) pritom vieme, Ze plati
1=201-k)1-01-m)+1—k)?>+ (1 -0+ (1-m)?
1=2-2(k+L+m)+2kl+m+Ekm) —2kim+3—2k+L+m)+ k> +024+m? =
=5—4(k+L4+m)—2kfm + (k+L+m)* >

k 3
25—4(k+£+m)+(kz+€+m)2—2<#) -
2
:5—4(k+£+m)+(kz+£+m)2—2—7(k+£+m)3

(vyuzili sme pri tom AG-nerovnost kladnych ¢isel k, ¢, m). Dostavame tak kubicku
rovnicu

27
(k+£+m)® — §(k+€+m)2+54(k+€+m) —54 >0,
(k+0+m— g)(k+€+m—6)2 >0,
odkial vyplyva dokazované k + ¢ +m = 3/2.

Iné riesenie. Z Cauchyho nerovnosti (pre kladné ¢éisla (r—1)/z, (y—1)/ya (z—1)/z)
dostavame

T
m\/xx +

-1 =z
+
Y

K ukonceniu dokazu pozadovanej nerovnosti si uz len sta¢i v§imnut, Ze predpoklad
1/x+1/y+ 1/z = 2 je ekvivalentny s rovnostou

-1
ZVr—14+yy-1+vVz—1.
z

r—1 -1 z-1
+y + =1.

x Y z

3.5 Zaoberajme sa pripadom n = 2, pretoze pre n = 1 tloha trividlne plati. O¢islujme
si vrcholy 2"-uholnika postupne 1,2, ... ,2". Dalej budeme pouzivat ¢slovanie vrcholov
modulo 2" (0 modulo 2" povazujeme za 2"). Farbu vrcholu ¢ po k krokoch reprezen-
tujeme Cislom a; 5 € {0,1}, pricom a; = 0, ak je farba prislusného vrcholu Cervena
a a;, = 1, ak je modra. Podla zadania dostavame

i k—1 = Gi—1,k + 2 Qit1 k, (1)

kde +2 je s¢itanie modulo 2. Pomocou vztahu (1) dokdzeme matematickou indukciou
vzhladom na pocet krokov k vztah

k

k
gl = Z ( ) Aj—k4+25,0- (2
j=0 \J

~—
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1° k=1.
1 1
a1 = 0 ai—1,0 +2 1 Qi+1,0 = @j—1,0 T 2 Ai+1,0,

¢o plati podla (1).
2° Predpokladajme platnost (2) pre k. Potom plati

IP
Qi+l = Qi—1k T2 Qiy1 k =

k k 1
= E Qi—k+25—1,0 T 2 E Qj—k+25+1,0 = <0) Ai—_k—1,0 +2
j=0 j=0

Mk k k
+QZ j Qi—k+2j—1,0 T 2 it Qi—k+2j—1,0 | +2 I Qitk+1,0 =

j=1
K k1

= Z . Qi —(k+1)+25,0-
RN

Tym sme dokézali platnost tvrdenia

2m ! 2n—1
Qjon—1 = Z < . ) Aj—2n—142;.0- (3)
=0 \ 7

Pre 1 < j < 27! — 1 v8ak plati

2n—1 2n—1 -1 2n—1

< j ) - ( i—1 ) '

Kedze 27! deli ¢itatela zlomku, ale zrejme 2"~ ! nedeli menovatel zlomku, j <
<27-1 _ 1. Potom musi dvojka delit aj &slo

Co_ (2 o

J J

to ale podla rovnosti (3) znamena, ze plati
2n—1_1
Cli72n—1 = CLi_2n—170 + 2 E ai—2"_1—2j,0 + 2 ai+2n—1’0
j=1

a podla (4) je kazdy ¢len vo vysSie uvedenej sume nulovy, a preto

Cli72n—1 = CLi_Qn—l’O + 2 ai+2"_1,0 = 26L,L'+2n—1’0
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(pretoze (i — 2"~ 1) + 2" = i + 2"~ 1), Tym sme ukazali, ze po 2"~ ! prefarbeniach
budu vsetky vrcholy ofarbené cervenou farbou.
Pre pociatocné ofarbenie a190 =1 a a;0 = 0 pre 7 = 2,3,...2" plati

2n—1_1
2) on=1_ 1
a2n71’2n71_1 = a2n71_2n71+1+2j’0 ] =

J=0

2n—1_1 27’1,—1 B 1
=aio+2 Z a1+2j,0( j )

j=1

Pretoze v sume plati 3 < 1+ 25 < 2" — 1, musi platit aj ai42;0 = 0, a teda
dostaneme agn-1 9n-1_1 = a0 = 1. Preto je vrchol 27~1 ofarbeny na modro po 2"~ ! —
—1 prefarbeniach. Zrejme ani nikdy predtym nemohla nastat situécia, ze by boli vSetky
vrcholy ¢ervené, lebo potom by ¢ervenymi ostali aj po 27! — 1 krokoch a v tej situacii
je aspon jeden vrchol modrej farby.

3.6 Oznacme D’ prieseénik AP a BC. Z Cevovej vety pre trojuholnik ABC' a body
D', E a F mame rovnost
|AF| |BD'| |CE|
[FB| |D'C| |EA|

1. (1)

K dokazu pozadovaného nam vdaka Menelaovej vete pre trojuholnik ABC' a body D,
E a F (vyuzitim (1)) staci dokdzat rovnost

|BD'|  |BD|

= . 2
|D'C|  |CD| 2)

Ak oznacime ¢ velkost uhla CAD, tak vyuzitim zhodnosti uhlov pri zdkladni v rovno-
ramennom trojuholniku ACD a rovnosti obvodovych uhlov tetivového stvoruhol-
nika ACDP dostaneme

¢ =|4CAD| = |4 ADC| = |[§CPD| . |3CPD| = 3)
180° — 2¢ = |Y ACD| = [J APD| -

Vidime, ze PC je osou uhla D' PD. Pretoze | BPD| = 90° (P lezi na Talesovej kruznici
nad stranou BC), tak z (3) mame |[{BPD’| = 90° — ¢. Nakoniec uz len dordtame za
pomoci sinusovych viet pomery v trojuholnikoch PDD’ a BPD.

ICD|  |DP|
sing  sin|[XPCD)| sin _|DP| _ |D'P|
|CD| | D' P| sin [ PCD'|  |CD|  |CD'|’

sing  sin|JPCD|
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|DP| _|BD] )
sin|YPBD|  sin|JBPD|
—— sin|SPBD| |BD| |BD/|
90°+¢ ; = = .
sin (90° + DP DP’
sin|JPBD|  sin (90° — ) )

Po vyjadreni pomeru |DP|/|D’P| z tychto rovnosti dostaneme vztah, ktorého tpravou
mame prave rovnost (2)

|DP|  |CD|  |BD|

|D'P|  |CD'|  |BD'|’

3.7 (Podla Jdina Mazdka.) Nech z = y, potom dosadenim dostavame
2 — g3 = x,
34+ —2=0,
(x— 1) (x> +2+2)=0.
Teda jedinym koretiom v tomto pripade je (x,y) = (1,1).
Nech z # y. S¢itajme a od¢itajme nase rovnice. Dostavame
4—2° -y’ =z 4y,
y' a2’ =y - (1)
Druht rovnicu v (1) mozeme vydelit (y — x). Dostavame
> +ay+y? —1=0,
22 —zy+vy?+1=2—2xy. (2)
Z rovnic (1) mame
4_($3+y3) =z +vy,
(x+y)(@® —ay+y* +1) = 4. (3)

Pretoze (22 —ay + 32 +1) = (x — 4)?/2 + (2® + 3?)/2+ 1 > 0, z rovnosti (4) plati
x 4y > 0. Dosadenim (2) do rovnice (3) a zavedenim substittcie = + y = a, (vieme, Ze
musi platit (a > 0)), zy = b dostaneme

2a(1 — b) = 4,
b—1- 2, (4)

a

Z rovnice (3) potom dostaneme
(x4 y)(2? + 22y + y* — 32y + 1) = 4,
(@+y) ((@+y)* =By +1) =4,
a(a® —3b+1) = 4.
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Dosadenim vztahu (3) do rovnice (4) mame

2
a(a2—(1——>+1) =4,
a
a® —3(a—2)+a=4,

a®—2a+2=0.

Rozoberieme moznosti pre a.

Ak a € (0,1), potom a® —2a+2 > —2a+2=2(1—a)=0.

Ak a € (1,00), tak plati a® —2a+2>a%? —2a+2=(a—1)2+1> 0.

Preto a® — 2a + 2 > 0 pre a > 0, a teda v tomto pripade rovnica nem4 korene
a jedinym rieSenim sustavy je dvojica (z,y) = (1, 1).

STVRTA SERIA

4.1 Nech k; je dana kruznica, P jej stred, 17, T péty kolmic z P po rade na priamky
AB a AD (¢ize st to body dotyku). Nech a = |AB| = |CD|, b = |BC| = |DA|. Priamky
ATy a AT, su dotycnice, teda nech z = |ATy| = |ATx|.

Teraz, nech T3 lezi na polpriamke CB tak, ze |BT3| = |BTi|, ale T5 nelezi na
usecke BC'. Nech sa kolmica na BC cez bod T3 pretne s osou uhla BC'D v bode Q.
Tvrdime, ze kruznica ko so stredom ) a polomerom Q73 je vyhovujuca (obr.92).

C

Obr. 92

KedZze Q je na osi uhla BCD a QT3 L BC, tak sa ks dotyka aj priamok C'D a BC.
Staci uz len ukdzat, ze pretina BD v bodoch E, F'. Ozna¢me T, bod dotyku ks a CD.
Mame |BT3| = |BTi| = |AB| — |AT1| = a — z. Vdaka doty¢niciam |CTy| = |CT5| =
= |CB| + |BT3| = b+ a — x. Pretoze a > x, mame |CTy| > |CD| a teda D je medzi C
a Ty. Potom ale

|DT4| = |CT4| — |CD| = (b—l—a—x) —a=b—x= |DT2|
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Takze mame |BT1| = |BT5| a |DTs| = |DTy|. Z dévodu, ze BTy a BT5 st doty¢nice
z B na ki a kg, B méa rovnaki mocnost k obom kruzniciam. Podobne je na tom D.
Teda BD je chordéla tychto dvoch kruznic. Teda, kedZe k; ju pretina v bodoch FE, F,
rovnako je to pre ko. A mame, ¢o sme chceli.

4.2 (Podla Katariny Quittnerovej.) Riadky, resp. stipce tabulky si ozna¢me 71, ... , 7,
resp. Si,...,8n. Cislo v poli¢ku, ktoré sa nachadza v r;-tom riadku a sj-tom stipci
oznacime (7, s;). Na zaciatku bolo n—1 ¢isel 1 a zvy$né boli nuly, takze existuje aspon
jeden ,nulovy“ riadok, bez ujmy na vSeobecnosti nech je to ri, t.j. (r1,s;) = 0 pre
j=1,2,...,n. Podobne musi existovat nulovy stlpec, nech je to si, t.j. (r;,s1) = 0 pre
i=1,2,...,n. (Zamenou jednotlivych riadkov, resp. stipcov sa na tilohe ni¢ nezmeni.)
Ozna¢me niektoré poéiatocné ,nenulové“ poli¢ko v i-tom riadku a j-tom stipci, teda
(ri,s;) =1 (zrejme 4, j # 1). Uvazme Stvoricu ¢isel tabulky

Oznacme si vyraz S = (r1, 1) — (r1,55) — (13, 51) + (74, 5;). Pred prvym krokom v tlohe

bolo S =1 =1 (mod 3). Ukdzeme, Ze pri jednotlivych krokoch sa stcéet S modulo 3

nemeni. Mame 4 moznosti, ako sa meni sucet S:

1. Cislo vo zvolenom poli¢ku je jednym z nasich Styroch ¢isel vyskytujucich sa v S.
Toto ¢islo zmensime o 1 a obe ¢isla, ktoré maji vo vyraze S opacné znamienko ako

.....

S o £3.
2. Zvolené policko lezi v jednom z riadkov 71, 7; alebo v jednom zo stipcov sy, s; (aje
rozne od naich Styroch poli¢ok). Takyto riadok, resp. stipec oznac¢me t. V tejto

.....

opacné znamienka, takze S vobec nezmenime.
3. Zvolené policko nelezi v ziadnom z riadkov resp. stlpcov ri, r;, s1, s;. V tomto nase
Styri ¢isla v S vobec nezmenime.
Na zaciatku sme mali S = 1 (mod 3) a na konci by sme mali dosiahnut S =0 (mod 3)
(vSetky ¢isla maju byt rovnaké), to je ale spor, lebo S (mod 3) sa pri nasom krokovani
nezmenti.

4.3 (Podla Andreja Osuského.) Polozme x = va?+1 > 1,y = Vb2 +1 > 1, pretoze
zo zadania mame a,b > 0. Zvolme si parameter p > 1. Potom 5p? — 12p + 8 = 5(p —
—6/5)? +4/5 > 0. Definujeme kvadratickt funkciu premennej ¢ ako

f(t) = (5p* — 12p + 8)t* — 4(3p® — 5p + 2)t + 8p(p — 1)

s kladnym koeficientom pri ¢2. Jej diskriminant D(p) = —16(p*® —1)(p—2)? je nekladny
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a to znamend, Ze funkcia f je nezdpornd, t.j. f(t) = 0. Preto pre vSetky x,y > 1 plati

(5y* — 12y + 8)x? — 4(3y* — by + 2)x + 8y(y — 1) = 0,
522y? — 1222y + 822 — 122%y + 202y — 8z + 8y* — 8y > 0,
9z22y% + 422 4+ 4y + 4 — 1222y — 122y + 122y + 8xy — 8z — 8y —
—4(zy? —2® —y? +1) 20,
(3zy — 22 — 2y +2)% —4(2® —1)(y* — 1) 2 0.

Zrejme (3xy —2x — 2y +1)2 20, 22 —1 > 0, y> — 1 > 0 z definicie x a y, Gpravami
dostavame

3oy — 27 — 2y +2 2 2/(x2 — 1)(y?2 - 1),

3 1 1 2 —-1)(y2—-1) -1
1,1 W -1 -1

r oy ry

2

v

(1)

Z podmienky zo zadania mame 1 < ab (inak by sme dostali, Ze a + b + ¢ = abc < ¢
a z toho a + b < 0, ¢o nemdze platit, pretoze a a b maji byt kladné redlne ¢isla). Preto
si zo zadania vieme vyjadrit ¢ = (a 4+ b)/(ab — 1), a z toho dostavame

1 ab—1 V(E2-1)(y2-1)-1

Vit JO+a)(+ o) zy

Dosadenim tohto vztahu do (1) dostdvame pozadovani nerovnost.

Nerovnost sa dala dokazat aj pomocou goniometrickej substiticie a = tg~ " «, b =
= tg 13, ¢ = tg~!~. Podmienka v zadani by sa tak zmenili na o + 3 + v = 180°
a «a, 3,7 € (0,90°) a dokazovana nerovnost by dostala tvar sina + sin 3 + siny < 3/2.

1

4.4 Oznacme si strany a uhly v trojuholniku zvycajnym spésobom. Potom zadanie
hovori

=2 3 6

90° < v =180° — 3 — ozB:18O°—36, z toho 0 < 3 < 30° = 1> cos 3 > g >?.
Platnost poslednej nerovnosti je zrejma hned po umocneni. Zo sinusovej vety mame:

a _ sina  sin(203) _ 2 cos 3sin 8 — 908 5. (1)

b sing  sinf sin (3

Preto cos 3 € QF, zapisme si cos 3 = p/q, kde p,q € N a (p,q) = 1. Dalej poéitajme
pomer

c siny  sin(180° —33) sin(33)  [sin B cos(20) + sin(20) cos [] _

b sinfg sin (3 - sinf sin 3
2

2y

q q

p* —q¢*

= cos(23) +2cosfBcosB=4cos’B—1=4- 5 (2)
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Vyuzili sme vztah cos(23) = cos? 3 — sin® § = cos? § — (1 — cos? 3) = 2cos? § — 1.
Ked7e vsak (p,q) = 1, m4 zlomok c¢/b v zékladnom tvare menovatela bud ¢* alebo,
ak 2| ¢, je menovatel ¢*/4. To znamena, ze b = ¢*/4, lebo zapis kladného zlomku m4
minimélny menovatel, ak je v zédkladnom tvare.
Dalej z predchadzajucich avah vyplyva

2 2 2 2 2 2
b Oy (SO (W N
4 2 4 2 4
1
a(:)2-(cos[3)~b:—_—

Obvod trojuholnika ABC' vieme ohrani¢it vyrazom

2 2
o:a—i—b—l—cg%—i—q——i—(ﬁ—q—)

1\

pg | 2
4 4 5 TP (3)

Pritom vieme, ze

1>gzcosﬁ:q>p:>q§p+1:>p§q—l,
6 —1 1 6
pre ¢ S 7 —<B§q—:1——§—, spor, preto ¢ = 8,
T oq q q 7
6 p_p_6 6
rep<6: - <= <=< - < =, opif spor.
Prep=0r7sy=g=g -7 P0%®

Preto musi platit ¢ = 8 a p = 7. Takto pre obvod trojuholnika ABC dostaneme
pomocou (3) odhad o = pq/2 + p? = 7.8 + 7.7/2 = 77. Rovnost nastane pre a = 28,
b =16, ¢ = 23, pre ktoré platia trojuholnikové nerovnosti. Splnenie podmienok zadania
overime pomocou kosinusovej vety

a?+c2 -0 7 V2 +c?—a? 17
cosﬁ:—Qac =g cosa=—p— =0,
Pretoze cos(23) = 2cos? f—1 = 2-35—1 = 17/32 = cos « a funkcia cos(x) je na intervale
(0, 7/2) prost4, plati a = 23. Zaroveit 7/8 > v/3/2 (dokaz umocnenim) a preto 3 < 30°,
odkial v = 180° — 33 > 90°. Teda tento trojuholnik ozaj vyhovuje zadaniu a hladané
minimum je 77.

4.5 (Podla Katariny Quittnerovej a Mareka Tesara.) Pod pojmom rozliSenia mnoziny
¢isel budeme v tomto priklade chapat urcenie mysleného ¢isla podla pravidiel v zadani.
Ozna¢me F; maximéalnu mohutnost mnoziny ¢isel, ktord sa da rozlisit pri strate na-
jviac ¢ kortn. Jednoprvkovii mmnozinu netreba rozliSovat, ale na rozlienie dvoj a vi-
acprvkovych mnozin potrebujeme aspon dve koruny. Preto zrejme Fy = F; = 1. Nech
n = 2 je lubovolné prirodzené ¢islo. Chceme dokézat, ze plati F,, = F,_1 + F,,_o.



206 51. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Majme n kortin a N-prvkovii mnozinu, kde N = F,,_1 + F,,_5. V prvej otazke sa
opytame, ¢i je to ¢islo z nejakej Iubovolnej F,,_;-prvkovej podmnoziny. Ak je odpoved
ano, stratime 2 koruny a ostane ndm n — 2 kordn na rozlisenie F),_s-prvkovej mnoziny,
¢o zjavne pojde. Pripad s odpovedou nie je analogicky, ibaZze so stratou 1 koruny
a potrebou rozligit F,_;-prvkovi mnozinu. Cize N-prvkovii mnoZinu vieme rozlisit
pomocou n kortn a teda plati F,, 2 N = F,,_1 + F, _».

Majme teraz Iubovolnt F,-prvkovii mnozinu. Vieme, Ze pre Iiu existuje systém
otazok, pomocou ktorych sa tdto mnozina da rozlisit zaplatenim maximélne n korun.
Nech sa prvou otazkou v tomto systéme opytame na nejaka M-prvkova podmnozinu.
Ak je odpoved &no, ostane ndm n — 2 kortn na rozliSenie M-prvkovej mnoziny a teda
M < F,_;. Analogicky pre odpoved nie potom plati F,, — M < F,,_,. Cize plati F}, =
:M+Fn_M§Fn—1+Fn—2-

Tym sme dokézali rovnost F,, = F,,_1 + F,,_». Postupnym vyratanim ¢lenov postup-
nosti {F}, } zistime, ze F1o = 89 a F1; = 144. To znamen4, Ze potrebujeme minimélne
11 korun.

4.6 Ozna¢me P(n) pocet permutacii ¢ spliajicich (a) aj (b) takych, ze o(z) = 1

a @Q(n) pocet permutécii ¢ splitajicich (a) aj (b) takych, Zze o(x) # 1. Potom |A| =

= P(n) + Q(n). Zrejme P(1) = 1, P(2) = 0, Q(1) = 0 a Q(2) = 1. Dalej uvazujme

n = 3. Najskor predpokladajme, ze p(1) = 1, vyratajme P(n). Z podmienok (a) a (b)
vyplyva, ze p(n — 1) = n.

a) Dalej nech ¢(n) = n—1. Zrejme (¢(1),...,¢(n—2)) je permutaciou (1,2,... ,n—

— 2) a spliia (a), (b) aj ¢(1) = 1. Preto pocet takychto permutacii je zrejme

P(n—2).
b) Nech p(n) # n — 1. Ozna¢me o(k) = @(k) pre k =1,2,... , n—2aoc(n—1) =
= ¢(n); o je permutécia (1,2,...,n—1) — (1,2,...,n — 1), ktora navyse spliia

(a), (b) a zaroven o(1) = 1. Takychto permutécii je teda P(n — 1). Teda P(n) =
=P(n—1)+ P(n—2). Kedze P(2) =0= Fy a P(3) = 1= Fj, mame

P(n)=F,_opren=2 P(1)=1, P(2)=0.

Analogicky moZno postupovat pre @Q(n). Dostdvame @Q(n) = F,,_;. Hladana
pravdepodobnost je

Qn) Foa o 14V —(1-v5)""

= = =2 pre n = 2.

PO =P+ Q) ~ F (V) — (1 V)"

ot

4.7 Ukézme najprv, Ze v danom pétuholniku lezi aspon jeden dalsi mrezovy bod alebo
aspon dalsSie dva st na jeho stranach. Pre pit vrcholov nasho pétuholnika existuja len
Styri moznosti parity suradnic (pre kazda stradnicu dve), existuju teda dva vrcholy,
ktorych obe stiradnice maji rovnaku paritu. Potom stred tsecky spajajucej tieto vrcholy
méa celociselné suradnice, a teda je to mrezovy bod. Ak najdené dva vrcholy nie su
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susedné, novy mrezovy bod je zrejme stred uhlopriecky, ktory, vdaka konvexnosti lezi
vnutri nasho patuholnika.

Nech teda stred S strany AB pituholnika ABCDFE je mrezovy bod. Pouzitim
podobnej tvahy pre (konvexny) pétuholnik SBCDE dostdvame, ze stred niektore;
jeho strany alebo uhlopriecky je mrezovy bod. Ak tento bod lezi vnutri piatuhol-
nika ABCDE, sme hotovi, ak nie, on spolu s bodom S st dva hladané body na obvode
pétuholnika ABCDE.

Pre odhad obsahu pituholnika ABC DE pouzijeme Pickovu vetu, podla ktorej obsah
n-uholnika s vrcholmi v mrezovych bodoch je rovny

1
S = —h—1
v+2 ,

kde v je pocet mrezovych bodov vnutri a A na obvode daného n-uholnika. My sme uz
ukézali, ze v =2 1 a h = 5 alebo h = 7, v oboch pripadoch dostavame pozadovany odhad
S =5/2.

Iné rieSenie. Podobne ako v prvom rieseni ukazeme, Ze najdeme aspon jeden
mrezovy bod vnutri alebo aspon dalsie dva na obvode daného pdtuholnika. V oboch pri-
padoch potom péfuholnik vieme rozdelit na pit trojuholnikov s vrcholmi v mrezovych
bodoch. Aby sme dokézali, ze obsah tohto p#tuholnika je aspon 5/2, stac¢i ukéazat, ze
obsah lubovolného trojuholnika s vrcholmi v mrezovych bodoch je aspon 1/2.

Ak (aspon) jedna dvojica vrcholov mé jednu stradnicu rovnakd, tak tato strana
trojuholnika je celociselna, takisto vyska takéhoto trojuholnika je celé ¢islo. Potom
jeho obsah podla zndmeho vzorca S = a - v/2 je polovica celého ¢isla, teda aspon 1/2.

Trojuholnik vo vSeobecnej polohe doplnime troma pravouhlymi trojuholnikmi nad
jeho stranami na pravouholnik. Obsahy doplnkovych trojuholnikov st podla tvahy
vyssie tvaru k; /2, k; € N; obsah celého pravouholnika je zrejme celo¢iselny. Potom ale
obsah S nasho trojuholnika ako rozdiel obsahu celého pravouholnika a suc¢tu obsahov
doplnkovych trojuholnikov je opét ¢islo tvaru k/2, k € N, teda je aspon 1/2.

PIATA SERIA

5.1 (Podla Andreja Osuského.) Vsetky uvedené tivahy mozno previest pre vSetky tro-
juholniky (ostro-, pravo-, tupouhlé). Dokazeme, Ze priamky A’ B’ a A” B” st rovnobezné
a |[SA'B'C'| = |4 A”B”C"|. Ozna¢me si uhly v trojuholniku ABC' tradi¢ne, priamky
CA’, CB’ st dotyénicami ku kruznici k& vpisanej trojuholniku ABC (obr.93). Preto
zrejme plati

180° — A'CB’
|CA'| = |CB'|, [§CA'B'| = |3CB'A'| = 50 ‘j CE =90° — %, podobne
180° — [ B’ AC’| «

|AB/‘ — |AC/|, |<}AB/C'/| — ‘ﬁAClB/‘ _



208 51. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Pri bode B’ dostaneme pocitanim priameho uhla | A'B'C’| = 180° — |[<AB'C’| —
— |[XCB'A’| = (v +7)/2. Analogicky si takto vieme vyratat velkosti vntitornych uhlov
trojuholnika A’B’C".

Obr. 93 Obr. 94

Nech A” je stred oblika podla zadania. Ukézme, ze A” lezi na osi uhla BAC. Pretoze
A" je stredom obluka opisanej kruznice, ktory neobsahuje bod C, je zrejme trojuhol-
nik A” BC rovnoramenny so zakladiiou BC'. Navyse vieme, ze Stvoruholnik ABA”C je
tetivovy, preto je velkost uhla BA”C rovna 180° — a.. Spolu nam to déva

180° — |4 BA"C| o

S A"CB| = |3 A"BC| = . >

Z obvodovych uhlov v §tvoruholniku ABA”C vidime, ze |[SA”AB| = |[<A"CB| = /2.
Celkovo st priamky AA”, BB"” a CC” osami vnutornych uhlov trojuholnika ABC,
a preto prechddzaju jednym bodom. Oznac¢me si bod P podla obr. 94 a zistime velkost
uhla pri tomto bode. Z vlastnosti obvodovych uhlov zistime

4BCA"| = 5 = |4BAA"|
0 A o 7
AOABY| = g _lyCBpY| ¢ = HATPCI=180° = (y+ 5) = 5 =90° — .
|[FACB| =~

Tym sme dokézali, Ze strany trojuholnika ABC' st rovnobezné so stranami trojuhol-
nika A” B”C". Na overenie ich podobnosti sta¢i dopocitat velkost uhla A” B"C".

‘%:BAA//‘: :|§BB//A//‘

o+ 7y

i ‘%iC“B//A//‘ — 2

N2 |9

|§C//B//B‘ — — ‘%:0//03‘
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Podobne by sme dopocitali ostatné vnatorné uhly trojuholnika A” B”C"”. Trojuhol-
niky A’B'C" a A”B"C" st rovnolahlé, koeficient ich rovnolahlosti je rovny pomeru
polomerov vpisanej a opisanej kruznice trojuholnika ABC, preto sa vzory a obrazy
v tejto rovnolahlosti zobrazia na seba. Zadané priamky prechadzaju tymto stredom
rovnolahlosti.

5.2 (Podla Andreja Osuského.) Pripad M = () je trividlny, uvazujme M # (). Zvolme
systém O, Iubovolne a ozna¢me si S(z’) a S(y’) stdet dlzok priemetov vietkych
tseciek z M na 2’-ovl a y’-ovi os. Ukazme, ze vieme zvolit O, tak, aby S(z) = S(y).

Nech to tak nie je. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech S(z’) > S(y’). Ak zamenime
stradnicové osi 2’ na 3, resp. ¥’ na z’, dostaneme opa¢nti nerovnost. Velkost S(z’) sa
nam (podobne ako S(y')) spojito meni. (Lebo dizka priemetu kazdej tisecky z M sa
spojito meni pri otacani stiradnicovych osi okolo pevného bodu, pricom sa nam tsecka
neotaca. Suctom spojitych funkcii dostaneme spojitt funkciu.) Preto budi isto existovat
také osi x a y, Ze bude platit S(x) = S(y).

Nech p;, resp. ¢; oznacuje dlzku priemetu i-tej isecky z M na z-ovi, resp. y-ovi os
pre i = 1,2,...,n = |M|. Dizka i-tej tisecky je podla Pytagorovej vety \/p? + 2 a zo

zadania "
> PP+ < V2. (1)
i=1

DIzky p;, ¢; st nezaporné a pouzitim AK-nerovnosti pre dvojice (p;, ¢;) dostaneme

S(x sz+ZQZ—sz+QZ Z \/pZJrq’ \fzx/pﬂrqz o

2)
Pretoze S(z) = S(y), dostavame S(z) = S(y) < 1. Ozna¢me si teraz mys-
lene Xi, Xo,..., X, resp. Y1,Ys,....,Y, intervaly priemetov jednotlivych useciek
mnoziny M na takto zvolené osi x, resp. y. Transformujme teraz napriklad interval
X; = (a,b) na interval z; = ({a}, {b}), pricom {z} oznacuje necel ¢ast realneho ¢isla z.
Takto dosiahneme, Ze bude platit

Vie{l,2,...,n}: x;C(0,1), aj y; € (0,1).
Uvazujme ich zjednotenie (z; a x; nemusia byt vzdy disjunktné)

X=z1UzxU---Uzx, C(0,1),
Y=y1UyaU---Uy, C(0,1).

Z (2) vieme, 7e dizka zjednotenia intervalov v X (= S(z)) aj v Y (= S(y)) je mensia
ako 1, preto existuju také intervaly (zg,x1) C (0,1), resp. (yo,y1) € (0,1), ktoré su
disjunktné s mnozinami intervalov X, resp. Y. Uz je asi jasné, ze ak zvolime Iubovolne
Ogzy = (a,b) tak, aby a € (xo,21) a b € (yo,y1) (ktorych je nekonecne vela, lebo tieto
intervaly st nenulovej dizky), ndjdeme vyhovujicu jednotkovii mriezku.
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5.3 (Podla Andreja Osuského.) Tvrdenie dokédZeme sporom. Bez ujmy na vseobecnosti
predpokladajme, ze pre nejaké ¢isla plati

M?<a<b<ec<d<(M+1)7° a ad=bc (1)
Ozna¢me e = b — a, f = d — ¢ a dosadme toto do (1). Dostaneme

(b—e)d=b(d—f) = de=bf = f:%i = f>e = f2e+1l. (2

Zo vztahu pre d v (2) mame

d(z)bf@b(e—l—l)_(a+e)(e+1)(Q(MQ—i—e)(e—l—l)_Mze—i—Mz—l—e—l—l_
e — e N e - e N e N
M?e +2M M? —2Me + 1 M —¢)? O
_ M?e+2Me+e+ e+ :(M+1)2+Q§(M+1)2.
e e

Aby platilo d £ (M + 1)? (zrejme okamZite musi byt d = (M + 1)?), musi vo vsetkjch
nerovnostiach nastat rovnost. To ale znamena, Ze

(4)

a = M?

(1) ad
(ﬁ)M b=M (M +1), c—?:M(M-I—l):b.
b=a+e

Dospeli sme teda k tomu, ze jedind moznost, ako splnit podmienky tlohy, je volit ¢éisla
tak, aby b = ¢. Tato moznost sme ale v ivode zakazali. Tym je dokaz ukonceny.

5.4 Najprv dokadzeme, Ze pre n = m™" " Tubovolné rozdelenie danej mnoziny na dve
Casti spliia podmienky zadania. Postupujme sporom. Predpokladajme, 7e by existovalo
také delenie danej mnoziny na dve disjunktné podmnoziny, ozna¢me ich A a B.

Nech m € A, potom m™ € B (lebo inak by volba a = b = m € A odporovala
nasej volbe dokazu sporom). Podobne pre m(m™ ™) = (mm)mm € A (inak by opit
odporovala moznost a = b = m™ € B), a teda m™*! € B (a = m, b = m™! € A).

- 2 mmtl m mam™ T . . ..
Napokon ¢islo m =(m = (m™) nemdze patrit mnozine A (a = m,

b=m™"""), ani B (a = m™, b=m™T).

. . mt-2 , . . . o
Teraz dokazeme, ze pre n < m™ takéto rozdelenie existuje. Zrejme ak existuje

m+2 . - C e, ” .
pre n = m™ — 1, existuje aj pre mensie n, k vyrieSeniu tlohu preto staci uvazovat

tento pripad. Volbou rozdelenia

m—+1 m—+1

A:{m,m-l—l,...,mm—l,mm ,m™ —|—1,...,mmm+2—1},

B: {mm, ,mmMH —1}
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lahko zistime, Ze toto delenie spliia podmienky. N4jdené n je preto vyhovujtcim
rieSenim ulohy.

5.5 (Podla Katariny Quittnerovej.) Oznacme si priamky mnoziny S ako py,...,pn—1
a ich vzdialenosti od bodu C ako aq,...,a,—1 tak, Ze ¢isla a; st zoradené v rastiicom
poradi. Dalej si ozna¢me priese¢niky priamky p; s ramenom AC (resp. BC) ako A;
(resp. B;) a bez ujmy na vsSeobecnosti nech vyska v trojuholnika ABC' je rovna 1.
Potom pre obsahy trojuholnikov A;B;C; plati Sa,B;c; = j/n-Sapc, kedze obsahuje j
z n rovnako velkych casti celého trojuholnika ABC' a teda koeficient ich podobnosti je

_ %4 _ S4;B,0; :\/Z_
SaBc n

A Bj
qi
)
dit1
AL, , Bla
) d i+1
+2
60° B y " /7] 60° Gito
Aipe P Q B
Obr. 95
Analogicky ozna¢me priamky mnoziny S’ ako qi,...,¢q,_1 a ich vzdialenosti od
bodu C ako by, ..., b,_1. Priese¢niky s AC (resp. BC') oznac¢me A, (resp. B}). Ozna¢me

. dz
si X1 = *2 pomer vzdialenosti d;1 2 a d;11 medzi priamkami ¢;11 a @12, ¢; a ¢i+1

(obr. 95). Z rovnostl obvodov (i + 2)-hého a (i + 1)-vého tGtvaru dostavame

|A 7,+1| + |A 7,+2| + |A7,+1 7,+2| + |B {+2| =
= |Aj 1 Bi 1| + |AiBi| + |AjAi 1| + | B{Bi 1|
|PQI+ 2| A} o Pl + 2| Ay Ajyo| = [ABi| + 2| Aj A,
vyuzili sme pri tom rovnost |Aj ,Bj | = |PQ| + 2|Aj, 5P|, a symetrie [A] | Aj ,| =

= |Bj,1Bj,,l, |AjA; | = |B;Bj_|. Ak do poslednej rovnosti dosadime |PQ| = |A;B;|
a

2|A2—|—2P| = 2|A/ +2| cos 60° = |A/ +2‘ = ‘A A +1‘ + ‘Az—i—l 2+2|7
dostéavame rovnicu

|AGAG |+ AT Af o] + 2] A5 Al | = 2|AJAL |
3|Ai 1 Aiyo| = |AJA} ], 2 oho (1)

di+2 . 1

S 2
iy 3 (2)

Ti+1 =
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Toto zrejme plati aj pre i = 0, kde akurat polozime A = B{, = C' a nasledne |A{Bj| =
= |PQ)|. Z (2) dalej mame

n—1 n—1 7 1— 1\" n _ oan—1
=0 =0 3

Potom si dokdzeme vyjadrit b; za pomoci n ako

j—1 j—1 i ne1 1\J 1 ;
B B 1\" 2-3 1-(3) . 3 3 —1
bj_zd"_do'z<§) Cogn-1 2 BT T

Ked sme si teraz vyjadrili aj a; aj b;, skisme predpokladat spor s nasim tvrdenim.
Nech teda existujua k,1 € {1,...,n — 1} také, ze ax = by, t.j. podla (3)

k l_l can—l
ﬁ:(33%@1{:-(3"—1)2:”(31—1)2-32@—”. (4)

Zrejme (3,3™ — 1) = 1. Potom, kedZe plati (4), isto musi aj 32(»~9 delif &slo k, a teda
k> 3200, (5)
Odhadneme najviicsi spoloény delitel ¢initelov
B"-1,3 —1=0B"-1-@3"-1),3-1)=3"-3""'-1),3 -1)=
B3t —1,3 —1) <3t 1 <3l (6)

Teda z toho vyplyva, Ze ak si &islo (3! — 1)? zapiSeme ako stcin (3! — 1)2 = ab, kde
a| (3" —1)? a zaroven b | k, podla (6) a < 32"~ a teda b vieme ohraniéit

o 3l -1\
(3" - 1) =ab<b-3% ’):><m) <b. (7)

Cisla b a 3 st nestdelitelné, obe delia &slo k a preto musi aj ich sacin b - 320 delit
¢islo k. Zrejme potom
7
k232000 D3t p)?, (8)

Po vynasobeni (5) a (8) dostavame

2 2 2(n—1) l 2 2n 3 -1 : 2n 1 ’
(1?2 k2320 @ = (S ) =g (1) >

2
2 1
> 32n . <§) > 32n . g — 32n—1 > 3271—2,

n—1>3""1
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¢o je zjavny spor (Tahko sa ukaze indukciou vzhladom na n, ze plati opa¢né tvrdenie),
tym sme dospeli k sporu a zarovenn k poznaniu, ze skutoéne mnoziny S, S’ nemaju
spolo¢nu priamku.

5.6 Matematickou indukciou lahko dokézeme, ze kazdéa usporiadana dvojica (a,b) =
= (ag, apy1) je riesenim rovnice (a® + b /(ab+ 1) = m?. Opaénti implikaciu dokdzeme
sporom. Predpokladajme, Ze existuje riesenie (a,b), ktoré je rézne od (ay,axy1) pre
vSetky k € Np. Uvazujme takt dvojicu (a,b), pre ktora je a + b minimélne. Také
existuje vdaka tomu, ze ¢isla a aj b st nezaporné. Ukazme, ze (c,a) = (m2a — b, a) je
rieSenim s mensim siu¢tom a + ¢, ¢o bude spor. Rozlisime niekolko pripadov.
(a) a =0, potom (a,b) = (0,m) = (ag,a1), o je spor.
(b) a =m, potom (a,b) = (m,m3) = (a1, az), ¢o je spor.
(c)a=1,potomb=a=1a(b+1)]| (b*>+1),aleaj (b+1)]| (b>—1). Odtial
(b+1) ] (> +1)— (b —1) = 2. Preto b = 1, odtial dostaneme dosadenim do
zadania m =1 a (a,b) = (1,1) = (a1, az2), spor.
(d) 2 = a < m. Z rovnice zo zadania mame

b2 —m2ab+a* —m? = 0.
Teda t = b je korenom kvadratickej rovnice
t2 —m2at + a* — m? = 0. (1)

Preto diskriminant m*a? +4m? — 4a? tejto rovnice musi byt §tvorcom celého &isla
(pretoze inak by ¢islo b bolo iraciondlne — odmocnina z celého ¢isla je bud ¢islo
prirodzené, alebo ¢islo iracionalne). Zaroven vsak plati

2 2 4 2 2 L 2 9 M2a 9 \9
(m*a+1)* =ma*+2m°a+1 > ma®+4m* —4a® > (m“a)”.

To znamena, ze m*a? +4m? — 4a® nemdze byt stvorcom celého ¢isla, tdto moznost
nemoze nastat.

(e) a > m. Analogicky aj v tomto pripade je t = b koreriom (1). Lahko overime, ze
aj t = m?a — b = ¢ je koretiom tejto rovnice. Vyuzitim Vietovych vztahov pre
kvadratickti rovnicu (1) dostavame bc = a? —m? > 0. Pretoze b je nezaporné, plati
b > 0 a tak vyuzitim predchadzajtcej rovnosti dostaneme ¢ > 0. Z predpokladov
a >0 ac> 0 potom mame (pretoze ¢ je korefiom rovnice (1))

c® + a? 9
=m-.
ca—+1

Z toho, ze ¢ > 0, b = a a bc = a®> — m? < a?, mame ¢ < a. Odtial mame, Ze (c,a)
je vyhovujtca dvojica (pretoze ¢+ a < a + b). Tato dvojica ale neméze byt tvaru
(an,an+1), lebo potom by platilo

(CL, b) = (an+17m2an+1 - Cln_|_1) = (an—l—l, CLn+2),



214 51. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

¢o je v spore s predpokladom, ze dvojica (a,b) nie je tvaru (ay,axt1) pre nejaké
k € Ny. Preto ani dvojica (a, ¢) nie je tvaru (ak, ar4+1) pre nejaké k € Ny, ale ma
mensi sucet zloziek (a + ¢), ¢o je opédt spor s vyberom dvojice (a,b), presnejsie
povedané, s minimalitou sac¢tu a + b.
Dostali sme spor, nas predpoklad bol nespravny. Znamena to, ze plati tvrdenie zo
zadania.

5.7 (Podla Katariny Quittnerovej.) Najskor ukadzeme, Ze sa pre n < 4 nevieme dostat
z bodu [0,...,0] do bodu [1/4,0,...,0]. Kedze priestory R', R? R? st podpriestormi
priestoru R*, tak toto tvrdenie je trividlnym doésledkom tohto istého tvrdenia pre n =
= 4. Sta¢i ndm teda dokazat, 7e sa v R* nevieme dostat z bodu [0,0,0,0] do bodu
[1/4,0,0,0].

Postupujme sporom. Nech existuje k-¢lennd postupnost jednotkovych vektorov

takych, ze

k
Pi _ 1
-
=1 i 4
pricom pre vSetky i € {1,...,k} st p;, i, t;, v; celé a q;, s;, u;, w; prirodzené ¢isla

a navyse nsn(p;, ¢;) = nsn(r;, s;) = nsn(t;,u;) = nsn(v;,w;) = 1. Kedze existuje celé
¢islo p, pre ktoré plati
k

p _\bi 1

nsn(Ql?"' ,Qk) ; qi 4’
po uprave nsn(qi,...,qx) = 4p, tak nsn(q, ..., qx) je delitelné ¢islom 4. Pre nejaké
Jj€A{1,... k} je teda g; delitelné ¢islom 4 a pre prislachajice p; potom nsn(4,p;) = 1.

Dlzka zodpovedajtceho vektora je 1, preto plati

N

2.2 2 2 2.2 2 2 2.2 2 2 222 2 2 2 2
pjsjujwy + rigiuiw; + ¢ sjws + vigysiuy = g5 sjusws.

<

Celu rovnicu teraz vydelime najvicsim ¢islom tvaru 2™, ktorym je delitelny kazdy
z jej piatich ¢lenov. KedZze 2 nedeli p? a qu- je delitelné 16-timi, rovnicu sme vydelili
maximélne tolkymi dvojkami, kolkymi je delitelné ¢islo s?u?wf a prava strana nam
ostala delitelna ¢islom 16, ¢ize po deleni 8-imi bude mat zvysok 0. Na lavej strane sme
dostali aspon jedno nepéarne ¢islo (inak by to bol spor s maximélnostou m) a toto ¢islo
bude mat po deleni 8-imi zvySok 1. Zvysné tri ¢leny nech dévaju po deleni 8-imi zvysky
21, 72, 3. Cislo m bolo uréite parne, lebo vSetky ¢leny boli druhymi mocninami celych
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Cisel, ¢ize aj po vydeleni st vSetky cleny druhymi mocninami celych ¢isel. Plati teda
21,29,23 € {0,1,4} a
21+22+23+1=0 (mod 8),

¢o zjavne nem4 riesenie. Tym dostavame vytazeny spor.

Pre n 2 5 néajdeme spdsob, ako sa posunut o vektor (1/¢,0,...,0) pre fubovolné
prirodzené ¢islo £. Analogicky sa potom budeme vediet posunit o Tubovolny vektor
(0,...,0,1/¢,0,...,0). Z tychto posunuti uz zrejme budeme vediet v koneénom pocte

krokov poskladat posunutie o Iubovolny raciondlny vektor a z kazdého bodu P sa
budeme vediet dostat do kazdého iného bodu z P.

Pre / = 1 je naSe tvrdenie zrejmé, dalej nech ¢ = 2. Podla Lagrangeovej vety o Styroch
Stvorcoch sa dé kazdé prirodzené ¢islo napisat ako sucdet Styroch Stvorcov celych ¢isel.
Aj (20)? — 1 je prirodzené &islo, preto existuju celé ¢isla a, b, ¢, d také, Ze plati

(20 —1=a’>+b*+c*+d°
1_l2+i2+£2+£2+i2
o\ 2 20 20 20 20)
Cize sa vieme posunif o vektor

(2_672_672_£72_€72_€707"' 70)

podobne ako aj o vektor

1 a b c d

(2_£7 _2_£7 _2_£, _2_£7 _2_gaov s 70)

a aj o ich sucet (1/¢,0,0,0,0,...,0).






Iné korespondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre studentov zakladnych aj strednych skdl pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovsetkym
korespondencéné seminare. Tieto sufaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zékladné
¢rty maju spoloéné. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvic¢sa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
RieSenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych drioch az tyzdiioch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
skuseni riesitelia zvii¢Sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze su priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové sustredenie, ti¢ast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motiviaciou na rieSenie tloh. Nie je ale mozné nespomentut, ze takyto
pravidelny tréning sa odraza aj na vysledkoch dosahovanych v MO, a ze drviva vicsina
reprezentantov Slovenska a Ceskej republiky na IMO, prip. 101, sa aktivne zapéajala
do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené korespondencéné seminare (KS) st uréené predovSetkym Studentom
strednych $§kol, svojim zaberom pokryvaju tizemie celého Slovenska a casto maja aj
riesitelov z Ceskej republiky. Je vSak moZné, Ze vo svojom okoli ndjdete aj mensie
stutaze podobného druhu.

Bratislavsky korespondené¢ny matematicky seminar — BKMS

Tento KS bol organizovany studentmi FMFI UK v Bratislave zvicsa bratislavské-
ho povodu. Série byvali tematicky zamerané a obsahovali niekedy aj velmi nérocné
ulohy. Okrem seminara SK MO sa prave tento najviac venoval priprave na MO
v kategdrii A. Stuistredenia s pestrou celoslovenskou tcastou a takmer vzdy aj so vzorkou
,zahrani¢ného“ ucéastnika z CR maévali asi najbohatsi matematicky program. Od
budtceho ro¢nika bude BKMS spolupracovat so seminarom SKMS pod nazvom Ko-
reSpondenény matematicky seminar (KMS).

BKMS

KATC FMFI UK
Mlynské dolina
842 48 Bratislava

e-mail: bkms@pobox.sk
URL: http://kms.sturak.sk

Stredoslovensky koresponden¢ny matematicky seminar — SKMS

Tento KS bol posledné roky organizovany skupinou studentov FMFI UK v Bratislave
pochédzajicich prevazne zo stredného, prip. vychodného Slovenska. Bol pokraco-
vatelom tradicie stredoslovenskych KS organizovanych v minulosti zo Ziliny a Banskej
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Bystrice. Pre tuto stutaz bol charakteristicky nizky vekovy priemer riesitelov, sufazné
ulohy mali blizko ku kategorii B alebo C. Od budiceho ro¢nika bude SKMS spolupraco-
vat so seminarom BKMS pod nazvom Korespondenény matematicky seminar (KMS).

SKMS

KZDM FMFI UK
Mlynské dolina
842 48 Bratislava

e-mail: skms@host.sk
URL: http://kms.sturak.sk

SutaZ talentovanych rieSitelov oblubujtcich matematiku — STROM

Korespondenény seminar STROM je organizovany z PF UPJS v Kosiciach skupinou
ladiiu mé na vychodnom Slovensku. Je pokracovatelom najstarsieho korespondenéného
seminara v byvalom Ceskoslovensku. V poslednych rokoch ho poméahali organizovat
najmé Studenti FMFI UK pochadzajici z vychodného Slovenska.

STROM

PF UPJS
Jesennd 5
040 01 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
URL: http://www.strom.sk

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajucich KS, je KSP stutazou v programovani. VSetky jeho
sutazné ulohy st, podobne ako na IOI, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov FMFI UK v Bratislave, ktori maja zaroven na starosti vsetky
ostatné siutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Sustredenia byvaji na jar
a na jesen.

KSP

KVI FMFI UK
Mlynska Dolina
842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk
URL: http://www.ksp.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie uloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne si
zadania a pravidla najst na internete.
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