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O priebehu 52. ro¢nika matematickej olympiady

V skolskom roku 2002/03 prebehol uz 52. roénik MO, pod ktori patria dve
olympiady: matematickd s kategériami Z4-9 pre zakladné skoly a kategdériami A, B,
C pre stredné skoly a informaticka, ktora je v ramci MO oznacovana ako kategoria P.
Uskutocénili sa vSetky planované stutazné akcie vo vSetkych kategériach, a to navzdory
organizacnym problémom, ktoré na Grovni ministerstva skolstva stale neboli vyriesené
a pretrvavaju uz davno a tiez navzdory tomu, ze poc¢nuc diiom 16.1. 2003 boli na
zasadnuti ministra skolstva s predsedami VUC a KU vsetky postupové sitaze zrusené
v désledku nedostatku financii a nejasnosti okolo toku penazi. Nastastie tie kola sttaze,
ktoré st v. MO najohrozenejsie (v januéri a februari) prebehli vplyvom zotrvaénosti;
inak by pri striktnom dodrzani Organiza¢ného poriadku MO neuskutocnenie jedného
kola spdsobilo nemoznost usporiadat kolo nadvizné, a ako sa neskdr ukéazalo, SR by
nebola ziskala 1 zlat1, 1 striebornti a 5 bronzovych medaili na dvoch velmi vyznamnych
medzinarodnych olympiadach.

Cielom MO je vyhladévanie ziakov talentovanych v matematike, prebidzanie a pod-
pora ich zaujmu o nu, rozvijanie ich matematickych schopnosti a ich usmernovanie
a vedenie k samostatnej tvorivej ¢innosti. Pestovanie matematiky je vSak tazka drina,
takze vzhladom na stale sa rozsirujucu ponuku inych atraktivnych siatazi a moznosti
sebarealizacie bude asi ¢oraz taz$ie v budicnosti udrzat masovost MO. Vyvrcholenim
sutaze je priprava na reprezentaciu Slovenskej republiky a tcéast na medzinidrodnych
sutaziach, najmi na Medzindrodnej matematickej olympiade (IMO) a Medzinarodne;j
informatickej olympiade (IOI).

Aj v tomto ro¢niku boli ilohy vo vetkych kolach MO v Ceskej republike a na Sloven-
sku rovnaké. MO prebehla vo vsetkych krajoch a okresoch SR. Personalne obsadenie
SK MO bolo v 52. ro¢niku stfaze nasledovné:

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., FPEDaS ZU Zilina, predseda SK MO,
RNDr. Oliver Ralik, FPV UKF Nitra, podpredseda SK MO,
doc. RNDr. Gabriela Andrejkovd, CSc., PF UPJS Kosice,
RNDr. Andrej Blaho, FMFI UK Bratislava,

RNDr. Monika Dillingerova, FMFI UK Bratislava,

Michal Forisek, FMFI UK Bratislava,

Mgr. Juraj Foldes, FMFI UK Bratislava,

doc. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,

Viadimir Koutny, FMFI UK Bratislava,

doc. RNDr. Bozena Mihalikovd, CSc., PF UPJS Kosice,

prof. RNDr. Jozef Moravcik, CSc., FPV ZU Zilina,

Martin Potocny, FMFI UK Bratislava,

doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., Slovenska statna inspekcia,
Ivan Lukdc¢, IUVENTA Bratislava,
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Mgr. Milan Demko, PhD., PedF PU Presov,

RNDr. Zuzana Frkovd, Gymnazium Grosslingova Bratislava,

RNDr. Maria Luckd, CSc., PF TU Trnava,

RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kosice,

doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., FPEDaS ZU Zilina,

RNDr. Eva Oravcovd, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
RNDr. Sona Pavlikovd, CSc., TU Trencin,

prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra.

V priebehu 52. ro¢énika MO sa uskutocnili tri zasadnutia SK MO. Zamerali sa na
obsahové a organizacné zabezpecenie MO, finanéné pokrytie sutaze, dalSie aktivity
(koresponden¢né semindre, ststredenia a pod.), ako aj na pokraCovanie partnerskej
spoluprace s ¢eskou Ustfedni komisi MO pri priprave sttaznjch tiloh a terminovom
zabezpeceni prebiehajuceho i dalSieho roc¢nika MO. Hostitelom méjového zasadnu-
tia tlohovych komisii bola v tomto ro¢niku Zilina, novembrové zasadnutie prebehlo
v Bilovci. Ulohy MO st prevazne pévodné; za zadanim kazdej stitaznej ilohy v dalsom
texte v zatvorke uvadzame meno autora (resp. navrhovatela) alohy.

Organizacia sutaze zostala v 52. roéniku MO zachovand: pre ziakov zékladnych
skol bola rozdelend do Siestich kategérii Z4 — Z9 urcenych ziakom 4. az 9. roc¢nika
ZS a odpovedajucich ro¢nikov osemroénych gymnazii. Pre ziakov strednych $kol a im
odpovedajucich ro¢nikov viacroénych gymnézii bola sufaz organizovana v Styroch
kategdriach C, B, A a P. Kategéria C bola uréend pre Studentov prvych roc¢nikov,
kategéria B pre Studentov druhych roc¢nikov a kategéria A pre Studentov tretich
a stvrtych rocnikov strednych skol. Kategoria P, zamerana na tlohy z programovania
a matematickej informatiky, bola urc¢ené ziakom vsetkych ro¢nikov strednych skol. Tal-
entovani ziaci mohli po sithlase svojho ucitela matematiky stutazit aj vo vyssej vekovej
kategoérii. Tykalo sa to aj ziakov ZS, ktori tiez mohli stfazif v niektorej z kategérii A,
B,CaP.

Sutaz v kazdej z kategérii pozostdva z niekolkych postupovych kol, pricom
v kategdérii Z4 je najvyssim kolom skolské kolo, v kategoéridch Z5 — Z8 je to okresné
kolo, v kategdriach Z9, C a B sa sttaz konéi krajskym kolom a v kategériach A i P
olympiada vyvrcholila celostatnym kolom.

Celostatne kolo (CKMO) sa na rozdiel od viésiny inych sutazi kond ,bez rozdielu
vah“, teda jedno pre matematiku (A) a jedno pre informatiku (P). Celostatne kolo
mé totiz okrem urcenia akéhosi absolttneho vitaza ten tcel, aby bolo mozné vybrat
reprezentacné druzstvd na medzindrodni matematicki olympidadu (IMO) a medz-
indrodnd informaticktl olympiddu (IOI) a pre informatikov aj na stredoeurépsku in-
formaticki olympiddu (CEOI). Aby sa Setrilo na cestovnom, konaju sa celoStétne
kola v kategériach A aj P tesne za sebou v tom istom meste, lebo nemalo studentov
si vybojuje préavo tucasti na oboch celostatnych kolach. Tento rok prebehlo CKMO
v PreSove s tcastou 40 ziakov v kategérii A a 24 Ziakov v kategérii P, priGom vyber
sa uskutocnil na zéklade poradia zostaveného po celostatnej koordinacii bodovych
hodnoteni z jednotlivych krajov. K tspesnému priebehu CKMO znac¢nou mierou prispel
Mgr. Milan Demko, PhD., predseda KKMO Presovského kraja a jeho velmi schopny
tym organizatorov. Pre vyber reprezenta¢nych druzstiev su velmi délezité tzv. vyberové
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sustredenia pred IMO, IOI a CEOI, ktorych sa zucastni Sirsi vyber zostaveny na
zéklade vysledkov CKMO. Na tychto stustredeniach 5 dni riesia ziaci lohy a bojuja
o definitivne miesto v druzstve SR. Tento model jednak umoziiuje skvalitnit vyber
a jednak sluzi ako vyborny tréning pre nadejnych reprezentantov. Vyznamnu tdlohu
v priprave zohrava modelové sutazné stretnutie pred IMO resp. IOl medzi druzstvami
CR, Polska a SR, ktoré je striedavo v tychto krajinich. Trojstretnutie uz , kopiruje* IMO
resp. 101, lebo stufazi sa za rovnakych podmienok, ako na medzinirodnej olympiade.
Viac o vyberovych ststredeniach a trojstretnuti najde zdujemca v samostatnej kapitole.
Na 44. IMO v Tokiu, ktorej sa ztcastnilo 457 ziakov z 82 krajin, ziskali nasi Siesti ziaci
4 bronzové medaile a v neoficidlnej stufazi druzstiev skoncili na 35. mieste, o dva body
za 34. CR. Na 15. IOI v USA, ktorej sa zucastnilo 269 ziakov zo 68 krajin, ziskali
nasi Styria ziaci 1 zlatd, 1 striebornti a 1 bronzovt medailu, jeden ziak ostal tesne za
medailou. Tymto podujatiam st venované samostatné kapitoly v tejto rocenke.

Stcastou celoro¢nej pripravy na MO sa aj rozne korespondencéné seminare (KS)
a sustredenia na okresnej a krajskej irovni. Aj v tomto ro¢niku prebiehalo niekolko KS
s celoslovenskou poésobnostou:

Korespondencény matematicky semindr (KMS),
Seminar talentovanych riesitelov oblubujicich matematiku (STROM),
Korespodencny semindr z programovania (KSP).

Stru¢na informécia o tychto aktivitach spolu s kontaktnymi adresami je uvedena
v samostatnej kapitole.

Vela faktov a zaujimavosti o MO a pribuznych aktivitach najde ¢itatel na interne-
tovych strankach. Z mnohych vyberame aspon nasledovné:

http://www.iuventa.sk — archiv zadani a rieSeni, vysledkové listiny, adresar krajskych
predsedov SK MO, organiza¢ny poriadok MO;

http://matematika.webpark.sk — archiv zadani, poradi a rieSeni MO;

http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm — aktudlne dokumenty, najmé pre zilinsky kraj;

http://www.ksp.sk/mop — archiv kategérie P;

http://home.pf.jcu.cz/~mo — Ceska stranka o MO;

http://imo.math.ca — informécie o medzinarodnych matematickych olympiadach.

Vojtech Balint
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12.
13.

15.
16.
17.

20.

27.

Vysledky celostatneho kola, kategoria A

Vitazi
3 G M.R.Stefanika, Ziar n/H.
3 G Grosslingova, Bratislava
3 G Grosslingovéa, Bratislava
2 G Grosslingova, Bratislava
4 G H. Selyeho, Koméarno
3 G B.S.Timravy, Lucenec
3 G Parovska, Nitra
1 G A. Bernolaka, Namestovo
3 G Nam.sv.Stefana, Dun. Streda

Tomas VANA
Jakub ZAVODNY
Michal BURGER
Frantisek SIMANCIK
Péter KOLTAI
Hana BUDACOVA
Miroslav STOLC
Jaroslav KNEBL
Samuel PERES
Dalsi ispesni riesitelia

3 G Z. Kodalya, Galanta

3 G Hubeného, Bratislava

3 G H. Selyeho, Koméarno

3 G M.R.Stefanika, N. Mesto n/V

3 G J.G.Tajovského, B. Bystrica

3 G Jura Hronca, Bratislava
Michal KESELY 2 G Parovska, Nitra
Jozef BODNAR 2 G N. padlych hrdinov, Filakovo
Katarina KVASNAKOVA 3 G Konstantinova, Presov
Michal RJASKO 4 G Dr. Daxnera, Vranov n/T

Rébert BIRKUS
Katarina KITTANOVA
Szilvia BAGOCSI
Peter AUGUSTIN
Lucia KOMENDOVA
Jakub TEKEL

Ostatni riesitelia

Marcel BENO

Jan BORSIK
Michal DURIS
Toméas GRESLIK
Peter RAKYTA
Peter TAR

Mirko ZIBOLEN
Peter HUDAK
Marek JANCUSKA
Pavel LACKO

3 G Grosslingova, Bratislava

4 G Postova, Kosice

2 G Grosslingovéa, Bratislava

3 G P. Horova, Michalovce

3 G H. Selyeho, Koméarno

3 G Grosslingova, Bratislava

2 G V.P.Tétha, Martin

4 G Alejova, Kosice

3 G Parovska, Nitra

3 G Hradné, Liptovsky Hradok
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30.
31.

33.

38.
39.
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Stanislava SOJAKOVA 2 G Jura Hronca, Bratislava 0
Laszl6 MARAK 4 G H. Selyeho, Koméarno 5
Martin VAVROVIC 4 G Péarovska, Nitra 0
Miroslav BALAZ 3 G Jura Hronca, Bratislava 1
Martin LYSIK 3 G J.G.Tajovského, B. Bystrica 1
Tomas MARCINKO 3 G Alejova, Kosice 2
Peter PERESINI 1 G J.G.Tajovského, B. Bystrica 0
Milan SATKA 4 G Hradn4, Liptovsky Hradok 1
Martin FTALA 3 G Grosslingova, Bratislava 0
Rastislav OLHAVA 1 G Alejova, Kosice 0
Andor PATHO 3 G H. Selyeho, Koméarno 1
Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenané v tabulke.

Pocet | Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. 9. 6.

7 bodov| 40 12 7 4 4 13 0

6 bodov| 13 8 1 1 2 1 0

5 bodov 10 4 1 1 1 2 1

4 body 7 0 1 0 2 4 0

3 body 12 1 2 0 1 7 1

2body | 16 | 2 | 5 |0 | 2 | 6 | 1

1 bod 45 7 7 9 5 7 10

0 bodov | 97 6 16 | 25 | 23 0 27

Priemer | 2,47 4,28 12,48 (1,2(1,75|4,55|0,58
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12.

13.
14.

16.
17.
18.
19.
20.

22.
23.
24.

Vysledky celostatneho

Peter PERESINI
Jakub ZAVODNY
Michal BURGER

Frantisek SIMANCIK

Jakub KOVAC

Marek JANCUSKA

Jaroslav KLIMA

Rastislav LENHARDT
. Marek LUDHA
. Miroslav BALAZ

Luk4s POLACEK

Anton STEFANEK

Milan SATKA
Jakub TEKEL
Peter CERNO
Martin DOBIAS
Andrej MIKULIK
Juliana LIPKOVA
Martin REJDA
Tomas LABUDA
Michal DURIS
Jan BORSIK
Peter NADANYI
Tomas MIKUS

Vitazi

1 G J.G.Tajovského, B. Bystrica

3 G Grosslingova, Bratislava
3 G Grosslingova, Bratislava
2 G Grosslingova, Bratislava
3 G Jura Hronca, Bratislava

Dalsi ispesni riesitelia
3 G Parovska Nitra

4 G Jura Hronca, Bratislava
3 G Jura Hronca, Bratislava

3 G J.G.Tajovského, B. Bystrica

3 G Jura Hronca, Bratislava
3 G Modra
3 G Jura Hronca, Bratislava

Ostatni riesitelia

4 G Liptovsky Hradok

3 G Jura Hronca, Bratislava
2 G L. Stara, Trenéin

4 G L. Stara, Trenéin

3 G Grosslingova, Bratislava
4 G Jura Hronca, Bratislava
3 G Grosslingova, Bratislava
3 G Grosslingova, Bratislava
2 G Grosslingova, Bratislava
3 G Postova, Kosice

4 G Tvrdosin

4 G Jura Hronca, Bratislava

kola, kategdria P
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Vysledky krajskych kol

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C, P a Z9 st uvedeni vsetci, resp. aspon
prvych 10 uspesnych riesitelov. V kategériach B, C, Z9, ak nie je uvedené inak, s vSetci
ziaci Studentmi 2., resp. 1., resp. 9. ro¢nika. Gymnazia so zameranim na matematiku,
studijny odbor 01 su tieto:

Gymnéazium Grosslingovéa, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,
Gymnéazium Velké Okruznd, Zilina,

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica,

Gymnazium Alejova, Kosice,
Gymnézium Postova, Kosice.

Michal BURGER
Jakub ZAVODNY
Frantisek SIMANCIK
Michal DURIS
Miroslav BALAZ
Katarina KITTANOVA

7. Pavol CVIK

Peter TAR

9. Jakub TEKETL
10. Marcel BENO
10. Stanislava SOJAKOVA
Martin FTIALA
Juliana LIPKOVA
Miria SOLTESOVA

Fli b=

1. Frantisek SIMANCIK
Matej VITASEK

3. Michal DURIS
Stanislava SOJAKOVA

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

3, Gymnézium Grosslingova
3, Gymnéazium Grosslingova
2, Gymnéazium Grosslingova
2, Gymnéazium Grosslingova
2, Gymnézium Jura Hronca
3, Gymnazium Hubeného

4, Gymnéazium Jura Hronca
3, Gymnéazium Grosslingova
3, Gymnézium Jura Hronca
2, Gymnéazium Grosslingova
2, Gymnéazium Jura Hronca
3, Gymnéazium Grosslingova
4, Gymnazium Jura Hronca
3, Gymnézium Grosslingova

KATEGORIA B

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
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Pavel STRUHAR Gymnézium Jura Hronca
Zuzana LABUDOVA Gymnézium Grosslingova
Juraj KARABINOS Gymnazium Grosslingova
Zuzana TRNOVCOVA Gymnazium Jura Hronca
. Michal GONDAR Gymnazium Grosslingova
. Emilia ABSOLONOVA Gymnéazium Grosslingova
Viktor KUBINEC Gymnéazium Grosslingova
Jan RUMAN Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA C

Andrej BORSUK Gymnazium Grosslingova
Jakub IMRISKA Gymnézium Jura Hronca
Michal KOVAC Gymnéazium Grosslingova
Jozef MINAR Gymnazium Grosslingova
Jakub ZITNAY Gymnazium Grosslingova
Michal MAJEK Gymnazium Grosslingova
Sotia OTHMANOVA Gymnazium Grosslingova
Filip POLASEK Gymnézium Grosslingova
Milan BRATKO Gymnéazium Pankichova
Matus KUBIK Gymnazium Grosslingova
Martin SEDLAK Gymnézium Jura Hronca

KATEGORIA Z9

. Petra STRAPACOVA ZS Kosicka
Michal SZABADOS SPMTD Teplicka
Ivana KOVACOVA Gymnazium Grosslingova, 8r.
Tomas KOVACOVSKY ZS Majernikova,
Magdaléna MACKOVICOVA  ZS Zohor
Peter STAS ZS Prokofievova
Jakub ZELMAN ZS Ostredkova
Katarina POKORNA Gymnazium Grosslingova, 8r.
Anna ZAHORANOVA ZS Jelacicova
Ladislav MARSIK Gymnéazium Grosslingova, 8r.

KATEGORIA P

Michal BURGER Gymnéazium Grosslingova
Jakub ZAVODNY Gymnazium Grosslingova
Miroslav BALAZ Gymnazium Jura Hronca

Juliana LIPKOVA Gymnazium Jura Hronca

13
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Andrej MIKULIK
Tom&s MIKUS

Lukas POLACEK
Jakub TEKEL
Anton STEFANEK
Jaroslav KLIMA
Martin REJDA
Frantisek SIMANCIK
Michal DURIS

Péter KOLTAI
Szilvia BAGOCSI
Andor PATHO
Martin VAVROVIC

. Marek JANCUSKA

Laszl6 MARAK
Michal KESELY
Peter RAKYTA
Miroslav STOLC
Zoltan BAN
Laszl6 FEKETE

Katalin KALOCSANYTI

Martin MOLNAR
Gabor PATHO
Rébert PATHO

Petr ZAJICEK
Michal KESZELY
Matej PIVOLUSKA
Szabolcs CSEFALVAY
Andras MORAUSZKI
Daniel SRANKO
Milan KURILLA

Erik NAGY

. Marcel KRCAH

Péter MATYAS

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnézium K. Sttra, Modra
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

Kraj Nitra

KATEGORIA A

4, Gymnazium H. Selyeho mad., Komérno
3, Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
3, Gymnézium H. Selyeho mad., Koméarno
4, Gymnazium Parovska, Nitra

3, Gymnéazium Parovska, Nitra

4, Gymnazium H. Selyeho mad., Komérno
2, Gymnéazium Parovska, Nitra

3, Gymnézium H. Selyeho mad., Koméarno
3, Gymnéazium Parovska, Nitra

3, Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
3, Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
3, Gymnézium H. Selyeho mad., Koméarno
3, Gymnéazium Levice

3, Gymnéazium Parovska, Nitra

3, Gymnazium Parovska, Nitra

KATEGORIA B

Gymnéazium H. Selyeho mad., Koméarno
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium Levice

Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Gymnézium mad., Zeliezovce
Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnéazium Péarovska, Nitra
Gymnézium Sala

Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho mad., Koméarno
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Viktor SEGEDA
Aniké VARGA

Krisztian KACZ
Marek STRANAK
Miroslav HOTAK
Matyas BERTA
Gergely KAJTAR
Géabor SZCS
Slavomir TAKAC
Monika BAKAOVA
Zoltdn GROF
Hieu PHAM VAN
Vojtech ZATKO

. Juraj CVIK

Zoltan EDES
Rébert PAVLOVIC
Rastislav FARKAS
Mats KOTRY

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Gymnézium Péarovska, Nitra
Cirkevné G. Marianum mad., Komérno

KATEGORIA C

Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Gymnazium Golianova, Nitra
Gymnazium Levice

Gymnéazium H. Selyeho mad., Koméarno
Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Gymnazium Nové Zamky

Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
Gymnézium Surany

ZS Komenského Komérno

KATEGORIA Z9

Gymnazium Levice

7S mad., Marcelova

ZS Velky Dur

Gymnazium Levice
Gymnéazium Pérovska, Nitra

15

. Monika BALAZSOVA
Martin GAJDOSECH
Linda SKANDIKOVA

ZS mad., Kolarovo
ZS Adyho, Sttrovo
ZS Alexyho, Nitra

10.
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Zuzana TATAROVA

Miroslav GAJDOSEK

Marek JANCUSKA
Petr ZAJICEK
Miroslav STOLC
Lészlo MARAK
Martin MOLNAR
Michal ZAJICEK
Pavol SZORAD
Alexander VOLF
Martin SUSKA
Peter GOGA
Juraj PORUBSKY

78S Tekovské Luzany
7S Na Horke, Nitra

KATEGORIA P

Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnéazium H. Selyeho mad., Koméarno
Gymnazium Péarovska, Nitra
Gymnézium H. Selyeho mad., Komérno
SPS Levice

SOUs Surany

Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnézium Nové Zamky

Gymnazium Levice

Gymnéazium Topolcany

Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
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52. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

. Robert BIRKUS

Samuel PERES
Laszlo6 MAKKY
Filip URMINSKY
Tomas MIKLANEK

. Marta LUNGOVA

Ondrej MARKO
Katarina BACHRATA
Jozef SKOCIK

Zoltan NEMETH
Istvan ESTELYI
Lucia CIBULKOVA
Peter CSONGA
Juraj PESKA

Peter GER

Istvan SZENTANDRASI
Ivan HUJSI

Michal DANISKA
Stefan KONCZ

Déra LAKATOSOVA

. Viktoria NAGY

Tomas BZDUSEK
Maria DOMONKOS
Juraj NIZNAN

Méaria POLACKOVA
Katarina SENIGLOVA
Katarina HRIBIKOVA

Kraj Trnava

KATEGORIA A

3, Gymnéazium Stvrt SNP, mad., Galanta

3, Gymnazium Nam. sv. Stefana, Dunajska Streda
3, Gymnazium Nam. sv. Stefana, Dunajska Streda
4, Gymnéazium Komenského, Hlohovec

3, Gymnéazium J. Hollého, Trnava

KATEGORIA B

Gymnazium Skalica

Gymnéazium Komenského, Hlohovec
Gymnézium Stvrt SNP, mad., Galanta
Gymnéazium Komenského, Hlohovec

KATEGORIA C

Gymnéazium Stvrt SNP, mad., Galanta,
Gymnéazium Stvrt SNP, mad., Galanta,
Gymnazium Komenského, Hlohovec
Gymnéazium Nam. sv. Stefana, Dunajska Streda
Gymnézium Komenského, Hlohovec
Gymnéazium Nam. sv. Stefana, Dunajska Streda
Gymnézium Stvrt SNP, mad., Galanta,
Gymnazium J. Hollého, Trnava

Gymnazium Komenského, Hlohovec
Gymnéazium Komenského, Hlohovec
Gymnazium Bratislavskd, mad., Velky Meder

KATEGORIA Z9

ZS mad., Oko¢

Gymnéazium Piestany

ZS B. Bartéka mad., Velky Meder
Gymnazium J. Hollého, Trnava
ZS Komenského, Sered

ZS Skolska, Holi¢

7S A. Merici, Trnava
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VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Andrids LENDVAY
Dusan SVANCARA
Michal VASICEK

Lukas HRIBIK
Michal DOBIS
Marek CIFRA
Adam SKORVAGA

Peter AUGUSTIN
Barbora GABELOVA

Peter CERNO

Jakub LACHKY

Igor CHALAS

Lenka SOSOVICKOVA
Marian GRMAN

Jozef GLASNAK

Peter STACKO
Michal SIVAK
Peter ZAMECNIK
Michal BABIAR
Jana VRABELOVA
Milan KVAK
Martin HUBA
Marek KOMOROVSKY
Lukas CERNO
Jana KUNOVSKA
Michal ZEMKO
Denis SKIBICKIJ

Gymnézium A. Vamberyho, Dunajska Streda
ZS Klacany
7S Atémova, Trnava

KATEGORIA P

Gymnézium A. Merici, Trnava
Gymnazium J. Hollého, Trnava
Gymnéazium A. Merici, Trnava
Gymnazium J. Hollého, Trnava

Kraj Trencin

KATEGORIA A

Gymnézium M.R.Stefanika, Nové Mesto n/V.
Gymnazium Puchov

KATEGORIA B

Gymnézium L. Stara, Trencéin
Gymnazium Dubnica n/Vahom
Gymnazium Prievidza
Gymnazium Dubnica n/Vahom
Gymnazium Puchov

Piaristické gymnazium Trencin

KATEGORIA C

Gymnazium V.B.Nedozerského, Prievidza
Gymnézium L. Stara, Trencéin
Gymnéazium M.R.Stefanika, Nové Mesto n/V.
Gymnazium Dubnica n/Vahom
Gymnézium L. Stara, Trencéin

SPS Banovce n/Bebravou

Piaristické gymnazium Prievidza
Gymnazium Dubnica n/Vahom
Gymnézium L. Stara, Trencéin
Gymnéazium Povazska Bystrica

SPS Dubnica n/Vahom

SPS Bénovce n/Bebravou

17
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52. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Lukas ZENKA

Peter DIZO

. Rudolf VIDO

Tatiana MITANOVA
Tomas GREGOR

. Matus IGLARCIK

Lubica KRAUSKOVA
Darina LACKOVA
Michaela SUNEGOVA
Lukas BLAHUT
Andrej SIMO

Peter CERNO
Martin DOBIAS
Martin MOCKO
Matej SVEC
Jozef HOPKO
Lukas CERNO
Juraj BLAHO
Ondrej SEVCE

Jaroslav KNEBL
Milan SATKA

Pavel LACKO

Mirko ZIBOLEN
Juraj TEKEL

Vlasta POLIACKOVA
Peter CERMAK

. Jaroslav KNEBL

Gymnézium M.R.Stefanika, Nové Mesto n/V.

KATEGORIA Z9

Gymnéazium Partizanske

ZS sv.Jozefa, Nové Mesto n/Vahom
ZS Velkomoravska, Trenéin

ZS Zlatniky

ZS Rastislavova, Prievidza

ZS P.J.Safarika, Prievidza

ZS Dlhé Hony, Trenéin

ZS Gorazdova, Banovce n/Bebravou
ZS CIII, Dubnica n/Vahom

7S Nedozery-Brezany

KATEGORIA P

Gymnézium L. Stara Trencin
Gymnézium L. Stara Trencin
Gymnazium Myjava
Gymnazium Myjava
Gymnazium Prievidza
Gymnézium L. Stara Trencin
Gymnézium Povazska Bystrica
Gymnazium Prievidza

Kraj Zilina

KATEGORIA A

1, Gymnazium A. Bernoldka, Namestovo

4, Gymnézium Liptovsky Hradok

3, Gymnéazium Liptovsky Hradok

4, Gymnéazium V. Paulinyho—Tétha, Martin

4, Gymnazium M.M.Hodzu, Liptovsky Mikulas
3, Gymnazium Velka okruzna, Zilina

3, Gymnazium M.M.Hodzu, Liptovsky Mikulas

KATEGORIA B

Gymnéazium A. Bernoldka, Namestovo
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VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Daniel BOZIK
Matus STANA
Peter SEPITKA
Miroslav JAGOS

. Peter PIJAK

Matej FABSIK
Andrea TINAJOVA
Martin BABKA
Jan PALGUTA

Oto MACKA

. Alenka BACHRATA

Tomés KAPICAK
Marcela HRDA
Matej DUNIK

Jozef CIBICEK
Roman BUKOVY
Lenka TROJAKOVA
Ivan POLAK

Jozef JANOSIK

Jian PEPRNIK

. Veronika HEGLASOVA

Igor JANIC

Toméas MASNY
Jozef MICETA
Richard SUROVIAK
Radka BOSANSKA
Juraj FUZIA
Frantisek JAGELKA
Anténia LISA

Stefan PONISTIAK
Jana SEKEROVA

Milan SATKA
Peter NADANYI
Martin KOVACIK

Gymnazium M.M.Hodzu, Liptovsky Mikulas
Gymnazium M.M.Hodzu, Liptovsky Mikulas
Gymnazium V. Paulinyho—Tétha, Martin
Gymnézium Varsavska, Zilina

Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium V. Paulinyho—Tétha, Martin
Gymnazium Liptovsky Hradok

Gymnazium Sucany

KATEGORIA C

Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium Turcianske Teplice

Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnazium Sucany

Gymnazium P.O.Hviezdoslava, Dolny Kubin
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium Sucany

Gymnézium Varsavska, Zilina

KATEGORIA Z9

ZS Hliny VII, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
ZS Hliny VII, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
ZS Velké Rovné

ZS Matuskova, Dolny Kubin
Gymnazium J. Lettricha, Martin
Gymnazium Namestovo

ZS A. Bernolaka, Martin

ZS Bobrovec

ZS Komenského, Cadca
Gymnazium Ruzomberok

KATEGORIA P

Gymnéazium Liptovsky Hradok
Gymnéazium Tvrdosin
Gymnézium Cadca

19
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52. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Jan PALENCAR
Martin WINDISCH
Jan DOJCAR
Lukas BELES
Lukas SPALEK

Lucia KOMENDOVA
Jézsef BODNAR
Hana BUDACOVA
Tomés VANA

Peter PERESINI
Martin LYSIK

Iveta KOTMANOVA

Jozef BODNAR
Miroslav CICKO

. Silvia BALAZOVA

Peter PERESINI
Adam STEFANIK
Martin ZACHENSKY
Adela KISOVA
Vladimir KOVAC
Andrej NEMCEK
Jana SISLAKOVA

Peter PERESINI
Zuzana POBISOVA
Maros RAUCINA
Taméas MOLNAR
Jan MIKULAS
Ondrej BUDAC
Igor MAJERCIK
Michal TAKACS

Gymnazium Martin
Gymnazium Vruatky
Gymnézium Turc¢ianske Teplice
Gymnézium Cadca
Gymnézium Cadca

Kraj Banska Bystrica

KATEGORIA A

3, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
2, Gymnézium Filakovo

3, Gymnéazium B.S.Timravy, Lucenec

3, Gymnéazium M.R.Stefanika, Ziar nad Hronom
1, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3, Gymnéazium B.S.Timravy, Lucenec

KATEGORIA B

2, Gymnéazium Filakovo

2, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
2, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
1, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
2, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
2, Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
3, Evanjelické gymnazium Tisovec

2, Gymnazium L. Sttra, Zvolen

2, OSG Tr.SNP 54, Banska Bystrica

2, Gymnéazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica

KATEGORIA C

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnéazium Filakovo

Gymnazium B.S.Timravy, Lucenec
Gymnazium B.S.Timravy, Lucenec
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
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Klaudia KONOPKOVA
. Tomas KAN

Jakub UKROP

. Michal SUDOLSKY

Maros KUCBEL
Martin SKABA
Filip SIMONFY

Miriama BAGACKOVA

Tibor STRACINA
Zuzana GAVOROVA
Jakub PIVOLUSKA

. Viliam STIEFEL

Ondrej MIKULAS
Stefan GALKO
Peter SLUKA

Marek LUDHA
Peter PERESINI
Miroslav CICKO
Ondrej BUDAC
Matej VINCE
Michal BENO

Jan BORSIK

Peter HUDAK
Rastislav OLHAVA
Tomés GRESLIK
Tomas MARCINKO
Maros VRANEC

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL 21

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnézium L. Stara, Zvolen

KATEGORIA Z9

9, ZS Radvanska, Banska Bystrica
8, ZS Skolska 10, Krupina

9, ZS Radvanska, Bansk4 Bystrica
9, ZS Trieda SNP, Banska Bystrica
9, ZS Centrum 1, Hnasta

9, ZS Hodrusa-Hamre

9, ZS Golianova, Banska Bystrica
9, ZS Ocova

9, ZS Golianova, Banska Bystrica
8, Gymnazium B.S.Timravy, Lucenec
9, ZS Skultétyho, Tornala

7, IX. ZS, Zvolen

KATEGORIA P

Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium J.G.Tajovského, Banska Bystrica
Gymnazium B.S.Timravy, Lucenec
Gymnazium B.S.Timravy, Lucenec
Gymnéazium Kremnica

Kraj Kosice

KATEGORIA A

Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Pavla Horova, Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
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. Jan NIZNANSKY

Dusan PETRICKO
Marek REGEC
Rastislav RUSINKO

. Vaclav SKRIVANEK

Jozef BASTI
Mikul4s TAS
Tom4as UHRIN

. Adrian KOVAC

Lenka KOVALCINOVA
Elena DURANOVA

Toméas DZURNAK
Rastislav OLHAVA
Peter KOBAN
Darius GAL

Jakub BERAN
Tatiana JANOSOVA
Milos SIMURDA
Ondrej PASUTH
Martin KRAVEC
Peter BASISTA
Zuzana MOLNAROVA
Slavka BERTOVA

Peter BERTA
Alexander TILL
Jozef JANOVSKY
Martin CURNEK
Tomas HUDAK
Lukas JUSKO
Katarina HRICOVA

. Jozef JIRASEK

Jan JERGUS
Beata KANDRIKOVA

KATEGORIA B

Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium mad., Kuzmanyho 6, KoSice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Pavla Horova, Michalovce
Gymnéazium Pavla Horova, Michalovce
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium P.J.Safarika, Rozhava

KATEGORIA C

Gymnézium Skolska, Spisska Nova Ves
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice
Gymnazium Krompachy

Gymnézium L. Stara, Michalovce
Gymnézium Pavla Horova, Michalovce
Gymnazium Pavla Horova, Michalovce
Gymnazium Pavla Horova, Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice

KATEGORIA Z9

POH Velké KapuSany

ZS L. Novomeského 2, Kogice

OG Alejova, Kosice

OG Alejova, Kosice

ZS Skultétyho, Kosice

7S Exnarova, Kosice

ZS Levoéska, Spisska Nova Ves
Gymnéazium sv. T. Akvinského, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice

ZS sv. J. Krstitela, Spisské Vlachy
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VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Jan BORSIK
Michal REPOVSKY
Tom4as DZURNAK
Martin LUDVIK
Marian BALOG
Jozef JIRASEK
Jaroslav PROKOP
Filip LEGENY

. Katarina KVASNAKOVA

Michal RJASKO

Anton REPKO
Miroslav ONTKOVIC
Matus TEJISCAK
Pavel MICHLIK
Anna BAROSOVA
Martin BEKESS

Jan SIMA

Stefan CELLAR
Lukis GAMRAT
Pavol MACKO

Matus FEDAK
Adam SEMANKO
Tomas KASCAK
Jan DUPEJ
Radoslav KRIVAK
Miéria KASARDOVA
Jana KAPRATOVA
Pavol PITONAK

KATEGORIA P

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Trebisov

Gymnézium Skolsks, Spisska Nova Ves
Gymnazium Skolsks, Spisska Nova Ves
Gymnazium Pavla Horova, Michalovce
Gymnéazium sv. T. Akvinského, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnézium M.R.Stefanika, Kogice

Kraj Presov

KATEGORIA A

3, Gymnazium Konstantinova, Presov
4, Gymnazium Vranov nad Toplou

KATEGORIA B

Gymnéazium sv. Mikulasa, Presov

SPSE Plzenska, Presov

Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Kukucinova, Poprad
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnézium T. Vansovej, Stard Luboviia
Gymnazium J.A.Raymana, Presov
Gymnazium L. Svobodu, Humenné
Gymnézium Vranov nad Toplou

KATEGORIA C

Gymnézium T. Vansovej, Stara Luboviia
Gymnazium L. Stockela Bardejov
Gymnazium J.A.Raymana, Presov
Gymnazium Stropkov

Gymnazium J.A.Raymana, Presov
Gymnazium Stropkov

Gymnazium Snina

Gymnazium Kukucinova, Poprad
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Frantisek KACMARIK
Michal PRUSAK
Lukés RADVANSKY

Zuzana VIKARSKA
Vladimir BOZA

Vlasta MARIAKOVA
Beita BABIAKOVA
Anton TKACIK

Jana RYBKOVA
Katarina DZURNAKOVA
Lubomir FEDORCO
Maridn GABORCIK
Jan GEROC

Beiata CHLEBOVCOVA
Miria SPAKOVA

Martin CHOMA
Michal RJASKO
Jaroslav SOPOLIGA

. Peter GRESKOVIC

Gymnazium J.A.Raymana, Presov
Gymnazium J.A.Raymana, Presov
Gymnazium L. Stockela Bardejov

KATEGORIA Z9

Gymnazium D. Tatarku, Poprad
ZS Ul. Mieru, Svit

ZS Tatranska Strba

7S Spisska Stara Ves

ZS Lubotice, Presov

ZS Francisciho, Poprad

ZS Haligovce

Gymnazium L. Svobodu, Humenné
ZS Dr. Fischera, Kezmarok

ZS Tajovského, Poprad

ZS 29. augusta, Poprad
Gymnazium P.O.Hviezdoslava, Kezmarok

KATEGORIA P

Gymnézium Stara Luboviia
Gymnézium Vranov nad Toplou
Gymnézium Svidnik
Gymnazium Svidnik



Zadania sataznych dloh

KATEGORIA C

C-1-1

Z piatich jednotiek, piatich dvojok, piatich trojok, piatich stvoriek a piatich pitiek
zostavte pit navzajom roznych patmiestnych ¢isel tak, aby ich sicet bol ¢o najvacsi.

(J. Simsa)
C-1-2

Je dany trojuholnik ABC' s ostrymi vnutornymi uhlami pri vrcholoch A a B. Oznac¢me
Q prieseénik taznice AD s vySkou CP a E pitu kolmice z bodu D na stranu AB.
Dalej nech R je taky bod na polpriamke opa¢nej k PC, 7ze |PR| = |CQ)|. Dokazte, ze
priamky AD a RE st roznobezné a ze ich priesec¢nik lezi na kolmici k priamke AB
prechadzajicej bodom B.

(J. Svréek)

C-I1-3

Predpokladajme, Ze kazda z dvoch bank A a B bude maf pocas nasledujicich dvoch
rokov stalu ro¢na urokovi mieru. Keby sme ulozili 5/6 nasich aspor v banke A a zvysSok
v banke B, vzrastli by nase tspory po jednom roku na 67000 Sk a po dvoch rokoch
na 74900 Sk. Keby sme vsak ulozili 5/6 nasich uspor v banke B a zvySok v banke A,
vzrastli by nase uspory po jednom roku na 71000 Sk. Na akt c¢iastku by sa v takom
pripade zvysili nase tispory po dvoch rokoch?

(J. Simsa)
C-1-4

Zostrojte lichobeznik ABCD s vyskou 3 cm a zhodnymi stranami BC', CD a DA, pre
ktory plati: Na zakladni AB existuje bod E taky, ze tsecka DE ma dizku 5cm a deli
lichobeznik na dve casti s rovnakymi obsahmi.

(E. Kovac)

C-I-5

K prirodzenému cislu m zapisanému rovnakymi cislicami sme pripocitali stvormiestne
prirodzené cislo n. Ziskali sme Stvormiestne cislo s opacnym poradim cislic ako ma
¢islo n. Urcte vsetky také dvojice ¢isel m a n.

(J. Zhouf)
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C-1-6

V rovine je dana priamka p a kruznica k. Zostrojte taky trojuholnik ABC, aby k bola
kruznicou jemu vpisanou, aby jej stred lezal v jednej Stvrtine jeho faznice na stranu AB
a aby vrchol C' lezal na priamke p. Urobte diskusiu o pocte rieSeni v zavislosti na

vzajomnej polohe priamky p a kruznice k.
(P. Cernek)

C-S-1

Ak od Tubovolného aspon dvojmiestneho prirodzeného ¢isla odtrhneme ¢islicu na mieste
jednotiek, dostaneme c¢islo o jednu cdislicu ,kratsie“. Najdite vSetky pdvodné cisla,
ktoré sa rovnaju absolutnej hodnote rozdielu druhej mocniny , kratsieho* ¢isla a druhej

mocniny odtrhnutej cislice.
(J. Zhouf)

C-S-2

Na strane C'D $tvorca ABCD je zvoleny bod E tak, ze uhol DAE mé velkost 30°.
Bod P je pitou kolmice vedenej bodom B na priamku AFE, bod @ pitou kolmice
vedenej bodom C' na priamku BP. Rozhodnite, ¢i je obsah lichobeznika PQC'E mensi
ako tretina obsahu stvorca ABCD.

(L. Bocek)

C-S-3

7Z piatich jednotiek, piatich dvojok, piatich trojok, piatich Stvoriek a piatich péatiek
zostavime pit patmiestnych cisel, ktoré sa ¢itajui odpredu rovnako ako odzadu
(napr. 32223), a potom tieto ¢isla séitame. Aka najmensiu a akd najvicsiu hodnotu
moze mat vysledny stacet?

(J. Simsa)
C-1I-1
Najdite najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré je sucin
2003-2004-2005-...- (2003 +n)
delitelny vSetkymi dvojmiestnymi prvocislami.
(J. Simsa)

C-11-2

V rovine je dan tsecka AP. Zostrojte pravidelny Sestuholnik ABC DEF tak, aby bod P
bol stredom jeho strany DFE.
(J. Svréek)
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C-1I-3

Keby Karol pozical jednému zndmemu p tisic Sk s arokom p % a druhému zndmemu
q tisic Sk s trokom ¢ %, kde p a ¢ su celé ¢isla, priniesli by mu obe pdzicky taky isty
zisk, ako keby jednej osobe pozical celkovi ¢iastku s trokom (p 4 2,4) %. Keby pozical
jednému zndmemu p tisic Sk s trokom 2p % a druhému zndmemu ¢ tisic Sk s trokom
2q %, priniesli by mu tieto pozicky rovnaky zisk, ako keby jednej osobe pozical celkovi
¢iastku s arokom (p + 5,8) %. Urcte ¢isla p a q.

(J. Sim3a, J. Zhouf)

C-11-4
Uréte dizku ramien rovnoramenného lichobeznika so zakladiiami diZok 10 a 12 tak, aby

dlzky vsetkych jeho stran aj uhlopriecok boli vyjadrené celymi &islami.
(P. Cernek)

KATEGORIA B

B-1I-1

Palindromom rozumieme prirodzené ¢islo, ktoré sa c¢ita rovnako odpredu aj odzadu,
napr. 16 261. Najdite najvacsi stvormiestny palindrom, ktorého druha mocnina je tiez
palindromom.

(E. Kovac)

B-1-2
Najdite vSetky trojice realnych ¢isel (z,y, z) vyhovujtcich ststave rovnic
2?4+ y° =92°,
22y + yix = 62°.
(J. Zhouf)
B-1-3

Je dany trojuholnik so stranami diZok a, b, ¢ a obsahom S. Dokézte, Ze rovnost 2¢? =
= |a® — b?| plati prave vtedy, ked existuje trojuholnik so stranami dlzok a, b, 2c
a obsahom 25.

(P. Cernek)

B-1-4

Krokom budeme rozumiet nahradenie usporiadanej trojice celych ¢isel (p, g, ) trojicou
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(r + 5q,3r — 5p,2q — 3p). Rozhodnite, ¢ existuje celé ¢islo k také, Ze z trojice (1,3,7)
vznikne po kone¢nom pocte krokov trojica (k,k + 1,k + 2).
(P. Cernek)

B-1I-5

V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABCD s dlhsou zakladiniou AB a pravym uhlom
pri vrchole A. Kruznica ky zostrojend nad stranou AD ako priemerom a kruznica ko,
ktora prechadza vrcholmi B, C' a dotyka sa priamky A B, maja vonkajsi dotyk v bode P.
Dokéazte, ze uhly CPD a ABC st zhodné.

(J. Svréek)

B-1-6
V kartezianskej sustave suradnic Ouv zndzornite mnozinu vsetkych bodov [u,v], kde
u > 0, pre ktoré méa rovnica
2% —uz| +vr—1=0

s neznamou x prave tri rozne realne rieSenia.

(J. Simsa)
B-S-1

Najdite najvicsie patmiestne prirodzené Cislo, ktoré je delitelné ¢islom 101 a ktoré sa
¢ita odpredu rovnako ako odzadu.

(J. Simsa)
B-S-2

Je dany konvexny stvoruholnik ABC'D. Ozna¢me P priese¢nik jeho uhlopriecok a @)
priese¢nik spojnic stredov jeho protilahlych stran. Ak bod @ lezi na uhlopriecke BD,
je bod P stredom uhlopriecky AC. Dokazte.

(E. Kovac)

B-S-3
KoTko roznych vysledkov mozeme dostat, ak s¢itame kazdé dve z danych piatich roznych
prirodzenych ¢isel? Pre kazdy mozny pocet uvedte priklad takej piitice ¢isel.
(P. Cernek)
B-1I-1
Uréte najvicsi pocet po sebe iducich pédtmiestnych prirodzenych ¢isel, medzi ktorymi

nie je ziadny palindrém (t.j. ¢islo, ktoré sa ¢ita odpredu rovnako ako odzadu).

(J. Simsa)
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B-1II-2

V rovine je dany pravouhly trojuholnik ABC. Nech K je Tubovolny bod prepony AB.
Kruznica zostrojena nad useckou C K ako nad priemerom pretne odvesny BC a C'A vo
vnutornych bodoch, ktoré oznac¢ime postupne L a M. Rozhodnite, pre ktory bod K ma
stvoruholnik ABLM najmensi mozny obsah.

(J. Svréek)

B-1I-3
Urcte vsetky realne cisla p, pre ktoré ma rovnica
(z—1)% = 3z| — pa

prave tri rozne rieSenia v obore realnych cisel.

(J. Simsa)

B-1I-4
V rovine je dany pravouhly lichobeznik ABCD s dlhsou zakladinou AB a pravym uhlom
pri vrchole A. Oznacme k; kruznicu zostrojent nad stranou AD ako nad priemerom
a ko kruznicu, ktord prechadza bodmi B, C' a dotyka sa priamky AB. Ak maja
kruznice ki, ko vonkajsi dotyk v bode P, je priamka BC' dotyc¢nicou kruznice opisanej

trojuholniku C'DP. Dokazte.
(J. Svréek)

KATEGORIA A

A-1-1
Postupnost celjch é&sel (x,)%%; s prvym ¢lenom z; = 1 splita podmienku

T, =*tx,_1E---+xq

s vhodnou volbou znamienok ,+% a ,,—“ pre lubovolné n > 1, napriklad xo = —x1,
T3 = —Tgy + X1, T4 = X3 — T2 — T1, ... Pre dané n urcte vsetky mozné hodnoty z,,.
(J. Foldes)
A-T1T-2

Na priamke p st dané rozne body A, B, C' v tomto poradi, kde |AB| =1 a |BC| = h.
Uvazujme kruznice ka, kg, ko, ktoré sa dotykaja priamky p postupne v bodoch A,
B, C. Kruznice k4, kp maja pritom vonkajsi dotyk v bode P a kruznice kg, kc maja
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vonkajsi dotyk v bode Q). Urcte vsetky také hodnoty polomeru kruznice kg, pre ktoré
je trojuholnik B P() rovnoramenny.
(J. Zhouf)

A-1-3
Urcte vSetky mozné hodnoty vyrazu

a* +b* + ¢
a2b? 4 a2c2 4 b2c2?’

kde a, b, ¢ st dlzky stran trojuholnika.
(P. Kariovsky)

A-1-4

Urc¢te vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, ze v niektorej ¢iselnej ststave so zékladom z =
2 5 plati nasledovné kritérium delitelnosti: Trojmiestne ¢islo (abc), je delitelné ¢islom n
prave vtedy, ked je ¢islom n delitelné ¢islo ¢ + 3b — 4a.

(P. Cernek)

A-1I-5

V rovine st dané tri rézne body K, L, M, ktoré v tomto poradi lezia na priamke.
V tejto rovine najdite mnozinu vSetkych vrcholov C stvorcov ABC'D takych, ze bod K
lezi na strane AB, bod L na uhlopriecke BD a bod M na strane C'D.

(J. Simsa)

A-1-6

Hraci A a B hraja na doske zloZenej zo Siestich poli oc¢islovanych 1,2, ... , 6 nasledujiacu
hru. Na zaciatku je umiestnena na pole s ¢islom 2 figirka a potom sa hadze beznou
hracou kockou. Ak padne éislo delitelné tromi, posunie sa figirka na pole s ¢islom
(resp. B), ak sa dostane figiirka na pole s ¢islom 1 (resp. 6). S akou pravdepodobnostou
zvitazi hrac A?

(P. Cernek)
A-S-1

Hovorime, zZe tri navzajom rozne prirodzené cisla tvoria sii¢tovi trojicu, ak stcet prvych
dvoch z nich sa rovna tretiemu ¢islu. Zistite, aky najvacsi pocet stctovych trojic sa moze
nachadzat v mnozZine dvadsiatich prirodzenych ¢isel.

(P. Cernek)
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A-S-2

V rovine st dané kruznice ki (S1,71) a ko(S2,1r2) tak, ze Sy € k1 a 11 > r9. Spolo¢né
dotyc¢nice oboch kruznic sa dotykaju kruznice k; v bodoch P a (). Dokézte, ze pri-
amka P() sa dotyka kruznice k.

(J. Foldes)
A-S-3
Zistite, pre ktoré redlne cisla p maji rovnice
x3+x2—36m—p:0,
22 =22 —pr+2p=0
spolo¢ny koren.
(P. Cernek)

A-1II-1

Najdite zdklady z vSetkych ¢iselnych ststav, v ktorych je Stvormiestne ¢islo (1001),
delitelné dvojmiestnym cislom (41).,.
(P. Cernek)

A-1I -2

Vnutri strany AB daného ostrouhlého trojuholnika ABC néjdite bod S tak, aby
trojuholnik SXY, kde X a Y st postupne stredy kruznic opisanych trojuholnikom
ASC a BSC, mal najmensi mozny obsah.

(P. Cernek)
A-1II-3
V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic

log, (y + 2) = p,
log, (2 +z) = p,
log.(z+y)=p

s neznamymi x, y, z a nezapornym celoc¢iselnym parametrom p.

(J. Svréek)
A-1II-4
Postupnost (x,,)%%; s prvym ¢lenom z; = 1 splita pre kazdé n > 1 podmienku

+1 +1 +1
Tp =2, 1+x, o+...+T]
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s vhodnou volbou znamienok ,+“ a ,—“ v exponentoch mocnin.

.....

b) Zistite najmensiu mozni hodnotu ¢élena 1 gpp 00o-
c) Dokézte, ze nerovnost z,, < 4 nemoze platit pre devit ¢lenov x,, takej postupnosti.

(J. Foldes)
A-IIT-1
V obore realnych c¢isel rieste ststavu rovnic
e —zy+y =7,
mQy + ny = -2
(J. Foldes)

A-1IT1 -2

Vnutri stran BC', C'A, AB daného trojuholnika ABC' zvolime postupne body D, E,
F tak, aby sa usecky AD, BE, C'F pretali v jednom bode, ktory ozna¢ime G. Ak je
mozné Stvoruholnikom AFGE, BDGF, CEGD vpisat kruznice, z ktorych kazdé dve
maju vonkajsi dotyk, potom je trojuholnik ABC' rovnostranny. Dokazte.

(M. Tancer)

A—-1III -3
Postupnost (x,,)%2, s prvym ¢lenom z; = 1 splita pre kazdé n > 1 podmienku
Tpn=t(n -1z, 1+ (n—2)x_2E...£ 200+ 13

s vhodnou volbou znamienok ,+“ a ,,—“. Rozhodnite, ¢i je mozné, aby nerovnost
T, # 12 platila len pre konecne vela indexov n.

(P. Cernek)
A-1III -4

V rovine je dany tupy uhol AKS. Zostrojte trojuholnik ABC tak, aby jeho strana BC
lezala na priamke KS, aby bod S bol jej stredom a bod K jej priesecnikom s osou
protilahlého uhla BAC.

(P. Leischner)

A-1IIT-5

Ukéazte, ze v ¢iselnej stustave s Tubovolnym zékladom z = 3 existuju dvojmiestne ¢éisla A
a B, ktoré sa liSia len poradim svojich ¢islic a majua tato vlastnost: Kvadraticka rovnica
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22 — Az + B = 0 m4 v obore realnych &isel dvojnasobny koreni. Dokazte tiez, Ze pre
dany zéklad z je taka dvojica A, B jedina. Napriklad v desiatkovej ststave (z = 10) s
to jedine ¢isla A =18 a B = 81.

(J. Simsa)

A-1III-6
Ak sucin kladnych ¢isel a, b, ¢ je rovny 1, potom plati

b
2424 S >a4bte
b ¢ a
Dokéazte.

(P. Kariovsky)






RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Najvéacsi mozny sucet by vytvorila pética cisel 54 321, 54 321, 54 321, 54321, 54 321.
Kedze maju byt ¢isla navzdjom rozne, pokisime sa zmenit tato piticu tak, aby sa
nenarusilo trojcislie 543, t.j. aby zmena sic¢tu bola ¢o najmensia. Tak ale budu este
dve z piatich ¢isel rovnaké, pretoze z ¢islic 1, 2 je mozné zostavit iba $tyri rozne dvojcislia
11, 12, 21, 22. Zmenime preto jedno trojcislie 543 na 542 tak, Ze zamenime cislicu 2
¢islicou 3 na mieste desiatok. Rovnako tak na mieste jednotiek nemoze byt vSetkych péaft
jednotiek, pretoze by posledné trojcislie najmenej troch pétmiestnych ¢isel bolo 321.
Vymenime preto ¢islicu 1 z miesta jednotiek s ¢islicou 2 z miesta stoviek a to preto, aby
zmena suc¢tu pétice ¢isel bola ¢o najmensia. Po tychto vymenach mézu byt posledné
dvojcislia piatich ¢isel tieto: 31, 22, 21, 21, 11, alebo 31, 21, 21, 21, 12, alebo 32, 21,
21, 21, 11. Snazime sa teraz rozmiestnit tieto dvojcislia za trojé¢islia 543, 543, 543, 543,
542. Zistime, ze vyhovuje iba prva pitica dvojcisli. Hladana pética patmiestnych ¢isel
s najvacsim moznym suctom je 54 331, 54 322, 54 321, 54 311, 54 221.

C-1-2

Zo zadania vieme, 7ze |PR| = |CQ|, preto aj |QR| = |CP| (obr.1). Usetka DE je
strednou prieckou trojuholnika CPB, preto |DE| = |C'P|/2, a teda tiez |DE| = |QR|/2.

C
F
Q
ANa
A P ' B
R
Obr. 1

Pretoze DE || QR, nemoézu byt tsecky RE a QD rovnobezné (inak by bol REDQ
rovnobeznik a platilo by |DE| = |QR|). Preto sa priamky RE a QD pretinaji v bode,
ktory je na obrazku oznaceny ako F', a tsecka DF je strednou prieckou trojuholnikov
CPB a QRF, ktorych strany CP a QR leZia na jednej priamke. Preto je vzdialenost
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bodov F' a B od priamky C'R rovnaka, ¢ize priamky CR a F'B st rovnobezné, a teda
priamka F'B je (rovnako ako priamka CR) kolm4 na priamku AB.

C-1-3

Nech nase pdvodné tuspory si x Sk a nech roénd urokova miera v banke A
(resp. v banke B) je p% (resp. ¢ %), t.j. vklad v banke A (resp. v banke B) narastie
po jednom roku a-krat (resp. b-krat), kde a = 14+p/100 a b = 1+ ¢/100. Podla zadania

plati
|
(gﬂf) .a+<6~x) .b = 67000,
1
Kggg) -a} a+ Kéx) -b} b = 74900,
|
(g'x) .a+<g~x) b = 71000,

a po uprave

za xb
5. — +— =67000
6 + 6 ’
za zb
et 2 b =174
5 5 a+ 5 74900,
Ta xb
— +5-— =71000.
6 + 6

Ked ozna¢ime u = za/6 a v = xb/6, prejda prva a tretia rovnica na ststavu

Su + v = 67000,
u + 5v = 71000,

z ktorej vychadza u = 11000 a v = 12000. Pretoze a = 6u/z a b = 6v/x, da sa druha
rovnica sustavy zapisat ako

5 36u® 1 3602
6-x~ x2 éx {L‘Q :74900,
lebo aj
e 30u? + 602
—— = 74900,
€T

odkial pre u = 11000 a v = 12000 vychédza = = 60000, preto
_ 6u _ 66000

~ 7z 60000
,_ Gv _ 72000

x 60000
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Hladan4 ciastka je preto rovné

1
(6 -x~a2+g-x~b2> Sk = (10000 - 1,1% 4 50 000 - 1,2%) Sk =

= 84100 Sk.

C-1-4

Rozbor: Ak oznac¢ime |AB| = a, |CD| = c a vysku lichobeznika v (obr.2), mozeme pre

D c C
/
& /\{( v C
d B
A ¢ B’ E B
a—c
Obr. 2
jeho obsah S pisat
1
S = 5(@ + c)v.

Obsah trojuholnika AED je podla zadania rovny

AE|-v 1
2 2 S =

(CL + C)Ua

N =
N =

odkial vyplyva, ze |AE| = (a + ¢)/2 (t.j. Gse¢ka AE mé dlzku rovnaki ako stredna
priecka lichobeznika ABCD). Pretoze bod E lezi na tsec¢ke AB, plati

1 1
|EB| = |AB|— |AE| =a — §(a+ c) = §(a —¢),
takze a > c. Ak ozna¢ime B’ bod usecky AB, pre ktory |AB’| = ¢, bude |B'B| =
= a — ¢, a pretoze hladany lichobeznik ABCD je rovnoramenny, je rovnoramenny aj
trojuholnik B’BC, takze stred E tsecky B’B je zaroven pitou vysky z vrcholu C na
zakladniu AB (obr. 2). Pomocou Pytagorovej vety vypocitame, ze

c=+/|DE|? —v? =+/52—-3%2cm =4 cm.

Popis konstrukcie:
1. ADEC; |DC|=4cm, |CE| =3cm, [<SECD| = 90°
2.pp | CD, E €p;
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3. k(D,4cm), I(C,4cm);

4. A; A € pNk, uhol ADC je tupy;

5. B; B € pnl, uhol BCD je tupy.
Uloha mé jediné riesenie.

C-1-5

Nech ¢islo n = abed = 1000a + 1006 + 10c + d, kde a,b,c,d € {0,1,...,9}, a #
# 0. Cislo m + n je $tvormiestne, preto je ¢islo m najviac stvormiestne. Rozoberieme
jednotlivé pripady podla poctu éislic m.

1. Cislo m je jednomiestne, t.j. m = T = x, kde € {1,2,...,9}. Podla zadania
ulohy jednak
m +n = 1000a + 100b + 10c + d + x,

jednak
m +n = 1000d + 100c + 10b + a.

Odtial postupne dostaneme

1000a + 1006 + 10c + d + x = 1 000d + 100c + 10b + a,
x=999(d — a) + 90(c — b).

Prava strana poslednej rovnosti je delitelnd deviatimi, preto moze byt jedine x = 9. Po
dosadeni tejto hodnoty do rovnosti a vykrateni deviatimi vychadza

1 =111(d — a) + 10(c — b),
10(b—¢) +1=111(d — a).
Z nerovnosti —9 < b— ¢ < 9 vyplyva —89 < 10(b —¢) + 1 < 91. Medzi ¢éislami —89

a 91 je jediny nasobok 111, a to ¢islo 0. Rovnost 10(b — ¢) + 1 = 0 vSak nie je splnena.
Ziadne jednomiestne ¢islo m teda nie je rieSenim danej tlohy.

2. Cislo m je dvojmiestne, t.j. m = & = 10x + = = 11z, kde z € {1,2,...,9}.
Analogicky ako v predchadzajicom pripade mozeme postupne pisat
1000a + 100b + 10¢ + d + 11z = 1000d + 100c¢ + 10b + a,
11z =999(d — a) 4+ 90(c — b).

Prava strana poslednej rovnosti je delitelnd deviatimi, preto moze byt jedine xz = 9.
Potom

11 = 111(d — a) + 10(c — b),
10(b — ¢) + 11 = 111(d — a).
Tu méme —79 < 10(b — ¢) 4+ 11 < 101, odkial vyplyva jedind moznost 10(b —¢) + 11 =

= 0, ktora vsak neplati pre ziadne ¢islice b, c. Ziadne dvojmiestne ¢islo m teda nie je
rieSenim danej tlohy.
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3. Cislo m je trojmiestne, t.j. m = Tzx = 100x + 10z + z = 111z, kde = €
€ {1,2,...,9}. Opét mozeme pisat

1000a + 1006 + 10c + d + 111z = 1 000d + 100c + 10b + a,
1112 = 999(d — a) + 90(c — b),
37x = 333(d — a) + 30(c — b).

Pravé strana poslednej rovnosti je delitelnd tromi a ¢islo 37 nie je delitelné tromi, preto
musi byt x = 3, alebo = = 6, alebo x = 9.
Nech z = 3. Potom

37 = 111(d — a) + 10(c — b),
10(b — ¢) + 37 = 111(d — a).

Tu médme —53 < 10(b — ¢) + 37 < 127, odkial bud 10(b — ¢) + 37 = 0, alebo 10(b —
—¢) + 37 = 111. Ani jedna z poslednych dvoch rovnosti vSak nie je splnené pre Ziadne
Cislice b, c.

Nech x = 6. Potom

74 =111(d — a) + 10(c — b),
10(b — ¢) + 74 = 111(d — a).

Tu mame —16 < 10(b — ¢) + 74 < 164, odkial bud 10(b — ¢) + 74 = 0, alebo 10(b —
—¢)+ 74 = 111. Ani jedna z poslednych dvoch rovnosti vSak nie je splnené pre Ziadne
¢islice b, c.

Nech z = 9. Potom

111 = 111(d — a) + 10(c — b),
10(b—¢) =111(d — a — 1).

Tu mame —90 = 10(b — ¢) £ 90, odkial jedine 10(b —¢) = 0 a 111(d —a — 1) =
= 0, t.j. jedine ¢ — b = 0 a d — a = 1. RieSenim danej tlohy st teda c¢isla n €
€ {1bb2,2bb3,3bb4,4bb5,5bb6, 6 bb7,7bb8,8bb9} pre b € {0,1,...,9}, t.j. celkom
80 ¢isel. Cislo m je rovné 999.

4. Cislo m je $tvormiestne, t.j. m = Tzzx = 1111z, kde z € {1,2,...,9}. Opst
mozeme pisaf
1111z =999(d — a) + 90(c — b).

Opit moze byt jedine x = 9, ¢o déva rovnost
10(b — ¢) + 1111 = 111(d — a).

Plati jednak 10(b —¢) + 1111 = 1111 — 90 = 1021, jednak 111(d — a) < 999. Preto
ziadne Stvormiestne ¢islo m nie je rieSenim danej tlohy.
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Zdver: Uloha ma 80 rieSeni, a to ¢isla m = 999 a

n € {1bb2,2bb3, 3 bb4, 4bb5, 5 bb6, 6 bbT, 7 bb8, 8 bb9 }
pre b€ {0,1,...,9}.

C-1-6

Rozbor: Predpokladajme, ze pozadovany trojuholnik ABC' je zostrojeny. Stred kruznice
vpisanej lubovolnému trojuholniku lezi na osiach jeho vnatornych uhlov. Podla zadania
lezi stred kruznice k na taznici t. trojuholnika ABC, preto os vnatorného uhla pri vre-
hole C' splyva s faznicou t.. Trojuholnik ABC' je teda rovnoramenny so zakladiiou AB
(obr. 3). Ked lezi stred S kruznice k s polomerom r vo Stvrtine taznice ., lezi teda vo
vzdialenosti r od strany AB a vo vzdialenosti 3r od vrcholu C. (Bod S neméze mat od
vrcholu C vzdialenost r/3, lebo by bod C lezal vo vnitornej oblasti kruznice k, ktora
je vSak trojuholniku ABC vpisand, takze body A, B, C lezia v jej vonkajsej oblasti.)
Bod C' je teda priese¢nikom priamky p a kruznice [ so stredom S a polomerom 3r.

Obr. 3

Popis konstrukcie:
1. dané: k(S, ), p;

(S, 3r);

C; Cepnl;

X; X €= CS, | XC| = 4r;

r;xl XC, X € x;

doty¢nice a, b z bodu C ku k (napr. pomocou Télesovej kruznice nad priemerom C'S);
7. A, B;AcecxnNb, BExnNa.

Diskusia pre pripad, ze poradie vrcholov A, B, C je proti smeru pohybu hodinovych

ruciciek:

S ovk
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Uloha mé4 dve riesenia <= |Sp| < 3r;
uloha ma jedno rieSenie <= |Sp| = 3r;

tloha nem4 ziadne rieenie <= |Sp| > 3r.
C-S-1

Ozna¢me hladané ¢islo 10a + b, kde a, b st celé ¢isla, a =2 1, 0 < b < 9. Podla zadania
mé platit

10a + b = |a® — b?|.
Predpokladajme najprv, ze a = b. V tom pripade jednoduchymi tpravami dostavame

10a + b = a® — b2,
a? —10a + 25 = b% + b+ 25,
(a—5)* =b>+ b+ 25.

Do poslednej rovnosti potom postupne dosadzujeme b =0,b =1, ..., b =9 a zistujeme,
¢i vyraz b? + b + 25 je druhou mocninou nejakého neziaporného celého &sla. Rovnici
vyhovuja dvojice b=0,a=0;b=0,a=10; b =7, a = 14.

V pripade, ked a < b, obdobnymi tpravami dostaneme

10a + b= b* — a?,
a? 4 10a + 25 = b* — b+ 25,
(a+5)*=0b>—b+25

a podobne ako v prvom pripade ziskame dvojice b =0, a =0; b =1, a = 0; b = 8§,
a=4.

Zaver: S prihliadnutim k podmienkam zadania st rieSenim tulohy tri ¢isla 48, 100,
147.

C-S-2
Oznaéme a dlzku strany §tvorca ABCD. Trojuholniky AED, BAP a CBQ st podobné

podla vety wu, pricom trojuholniky BAP a C'BQ st dokonca zhodné (obr.4). Tro-
juholnik AE D je polovicou rovnostranného trojuholnika so stranou AFE. Ak oznac¢ime
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|ED| = z, tak |AE| = 2.

D T E C
60°
00
2x
a a
P
Q
309
600 300 600
A a B
Obr. 4

V pravouhlom trojuholniku AFE D plati

a=|AD| = \/|AE]? — |ED|? = \/422 — 22 = 2/3,

odkial 2 = (1/3/3) a. (Velkost z mozeme tie# spocitat pouzitim goniometrického vzorca
r:a=|ED|:|AD| =tg30° = v/3/3.)

Trojuholniky BAP a C'B( st polovicami rovnostranného trojuholnika so stranou a.
Rovnostranny trojuholnik so stranou dizky a mé vysku (\/§ / 2) a a jeho obsah je
(\/§/4) a?. Suéet obsahov trojuholnikov AED, BAP a CBQ je teda

V3 V3 5 5V3
—a-a+—a" = ——a".
3 4 12

1

2
KedZe obsah stvorca ABCD je a2, je pomer obsahov lichobeznika PQCE a $tvorca ABCD
rovny

a? — 1—52\/§a2 12— 5v/3
a? 12
¢o je ¢islo mensie ako 0,29.

Zaver: Obsah lichobeznika PQC'E je mensi ako tretina obsahu stvorca ABCD.
Pre zaujimavost uvedieme este jedno rieSenie, v ktorom ukézeme, Ze skimany obsah

sa d4 odhadntif pomocou tivah o vzajomnej polohe vhodnjch bodov (bez vypoctu dizok
a obsahu).

Iné rieSenie. PretoZe néas zaujimaju len pomery obsahov, méZeme predpokladat,
7e ABCD je stvorec so stranou 1. V stredovej simernosti podla stredu Stvorca O
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prejdia body E, P a @ do bodov, ktoré oznac¢ime G, R a S (obr.5). Z pravouhlého
trojuholnika AED s uhlom 60° pri vrchole E vyplyva

1 1 1
DE| = -|AE| > -|AD| = =

takze pre obsah rovnobeznika AGCE plati nerovnost

1
Sacee < 3-
2
Zaroven sa zda, ze zhodné lichobezniky RCES a AGQP maju vacsi obsah ako

stvorec PQRS. Ak to tak naozaj je, musi byt Sgrcrs > Saccor/3, takze nutne plati

Spoce = Sacce — Sacop = Sacce — SrcEes <

- 25 - 2 1 1
3oACCE S 39 Ty
Tym bude tloha vyriesena.
D FE C D EFE X C
7
/ /
/ / 4
S / S 7/
/ / /
/ Ry
// Q .// v (VR
S / PLU 7
//P // Z Q
/
/
/ Q / //
// 4
A G B A X' G B
Obr. 5 Obr. 6

Strana SR Stvorca PQRS je sucasne vyskou lichobeinika RCES. Preto bude
nerovnost Spors < Srcrs dokazand, ked overime, Ze strana Stvorca je kratsia ako
stredné priecka lichobeznika. Tou je tsecka X Z, kde Z oznacuje stred tusecky SR, co je
zaroven pita vysky rovnostranného trojuholnika XY D (obr.6). Ozna¢me U priese¢nik
uhlopriecky AC' daného stvorca s tiseckou PQ. Tymto bodom prechadza aj priamka DY,
ktora je simerne zdruZzend s priamkou BP prave podla osi AC, pretoze |[{Y DA| =
= |FABP| = 30°. To v8ak znamend, ze bod Y, ktory je prieseénikom DU a X Z, lezi
mimo Stvorca PQRS! Preto naozaj | XZ| = |ZY| > |QR|. Obsah lichobeznika PQCE
je teda mensi ako tretina obsahu stvorca ABCD.
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C-S-3

Ozna¢me a zapiSme v desiatkovej stustave pit patmiestnych ¢isel, ktoré sa ¢itaju spredu
rovnako ako zozadu a st zostavené z danych cislic:

arbicibiar = aq - 102 + b1 - 102 + ¢1 - 10 + b1 - 10 + ay,
agbacabaas = ag - 10* + by - 10% + ¢3 - 10% + by - 10 + ao,
asbscsbsas = az - 10* + b3 - 10° + ¢3 - 10> + b3 - 10 + ag,
agbacabras = ag - 102 + by - 10% + ¢4 - 10% + by - 10 + ay,
asbscsbsas = as - 10* + bs - 10% + ¢5 - 10% + bs - 10 + as.

Medzi cislicami ¢y, co, c3, ¢4, c5 je prave jedna jednotka, prave jedna dvojka, prave
jedna trojka, prave jedna Stvorka a prave jedna piitka. Keby totiz na mieste stoviek
uvazovanych piatich ¢isel chybala napr. jednotka, musela by sa na miestach ostatnych
radov vyskytovat v neparnom pocte (pitkrat), ¢o vzhladom na symetriu uvazovanych
¢isel nie je mozné. Pre stcet S uvazovanych cisel teda plati

S = a1bi1c1brar + asbacaboas + azbsczbsas + agbscgbsay + asbsesbsas =

= (a1 +ag +az +aq +as) - (10* +1) +
+ (b1 + by + b3 + by + bs) - (10° + 10) +
+(c1+catcezt+eqg+ces)-10% =

=10001- (a; + az + as + ag +as) + 1010 - (by + ba + bg + by + b5) +
+100- (1+2+3+4+5) =

= 10001 (a1 + a2 + a3 + a4 + as) +
+ 1010 (by + by + b3 + by + b5) + 1500.

S ohladom na ¢éislice, ktoré mame k dispozicii, bude stcéet S najmensi, ked bude

a1 +ax+az+as+as=1+14+24+24+3=09,
by +by+bs+by+bs=5+5+4+4+3=21.

Najmensi mozny stcet mé teda hodnotu
Stin = 10001-94+1010-21+ 1500 = 112719
a vznikne napr. ako sicet
Smin = 13131 + 14241 + 24 342 + 25452 + 35 553.
Podobne bude sucet S najvicsi, ked bude

CL1+CL2+CL3+CL4+CL5:5+5+4+4+3:21,
by +by+bs+bs+bs=1+14+2+2+3=09.
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Najvacsi mozny sucet ma teda hodnotu
Smax = 10001 -214+1010-9 4 1500 = 220611
a vznikne napr. ako sicet

Smax = 53535 4 52425 4 42324 + 41214 + 31 113.

C-1I-1

Pre kazdé z dvojmiestnych prvocisiel 97, 89, 83, 79, 73, ... hladdme jeho najmensi
nasobok, ktory prevysuje ¢islo 2003. Vzhladom na to, Ze medzi k po sebe idacimi
celymi ¢islami je prave jedno delitelné k, a pretoze 97 - 21 = 2037, 89 - 23 = 2047,
83 .25 = 2075, 79 - 26 = 2054, musi byt 2003 +n = 2075, teda n = 72. Pre také n
mame zarucené, ze pre kazdé z prvocisiel 97, 89, 83, 79 je medzi ¢islami 2003, 2004,
2005, ..., 2003 + n aspon jedno nim delitelné. Medzi uvedenymi 73 ¢islami 2003 az
2075 je vzdy aspoti jedno delitelné prvocislom 73, aspoii jedno delitelné prvocislom 71
atd. Hladané ¢islo n je teda 72.

C-1I-2

V pravidelnom Sestuholniku ABCDFEF so stredom S, v ktorom @) je stred strany AB
a P je stred strany DF, pozname velkost uhla PAQ (obr.7), pretoze vSetky pravidelné

E P D
F S C
A Q B X
Obr. 7

Sestuholniky st navzajom podobné. V pravouhlom trojuholniku AP(Q teda pozname
dlzku prepony AP a velkosti dvoch uhlov (AQP je pravy uhol). Odtial vypljva postup
konstrukcue:
1. tsecka AP;
2. Talesova kruznica k nad priemerom AP;
3. polpriamka AX, ktorad zviera s useckou AP uhol velkosti PAQ (ten zostrojime
pomocou Iubovolného pravidelného Sestuholnika);
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bod @ ako priesec¢nik kruznice k s polpriamkou AX;
stred S tsecky PQ;
kruZnica so stredom S a polomerom |SQ|;
7. pravidelny Sestuholnik ABCDEF.
Uloha ma dve rieSenia simerne zdruzené podla osi AP podla toho, v ktorej polrovine
s hrani¢nou priamkou AP zostrojime polpriamku AX (bod 3 konstrukcie).

S T

C-1I-3

V prvom pripade plati

p q p+24
1 R | R .
000p 100 + 1000gq 100 000(p + q) 100
v druhom pripade plati
2p 2q p+58
1000p - — +1000g - —— = 1000 :
P 100 77" 100 P+ 5
Upravou oboch rovnic ziskame sistavu
P’ +q° = (p+24)(p+0q), (1)

2p* +2¢° = (p+5.8)(p + q).

Pretoze Tava strana druhej rovnice je dvojnasobkom Tavej strany prvej rovnice, musi
platit

2p+24)(p+q) =({P+58)(p+9.

Odtial po vykréateni nenulovym vyrazom p+q vychadza p = 1. Dosadenim tejto hodnoty
napr. do rovnice (1) a po tprave ziskame kvadratickd rovnicu

¢ —34¢—24=0.
Pretoze hladame celociselné korene, prepiseme rovnicu do tvaru
q(bg —17) =12
a Tahko zistime, Ze medzi delitelmi ¢isla 12 rovnici vyhovuje jedine ¢ = 4.
C-1I1-4

Oznacme E pidtu kolmice spustenej z vrcholu C' na zakladinu AB rovnoramenného
lichobeznika ABCD a jednotlivé dizky tseciek oznaéme takto (obr.8): |[AB| = a = 12,
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|BC| =b, |CD| =¢ =10, |AC| = u, |CE| = v. Potom |BE| = (a —¢)/2 =1, |AE| =
= (a+ ¢)/2 = 11. Podla Pytagorovej vety pre trojuholniky AEC a EBC mozeme teda

D c C
U v|\b
a
A E B
%(a +¢)
Obr. 8
pisat
v? =u? - 112 = b* - 17, (1)
alebo

u? —b? =117 — 1% = 120.
Odtial je vidiet, Ze ¢isla u a b st zdroven obe péarne, alebo obe neparne, preto v rozklade
(u—>b)(u+b)=120=2-60=4-30=6-20=10-12

prichddzaju do duvahy len uvedené rozklady c¢isla 120 na parne cinitele. Uvedenym
rozkladom potom odpovedaju styri stistavy rovnic pre nezndme u a b:

u—>b=2, u—b=4, u—0b=06, u—b =10,
u~+ b = 60; u+ b = 30; u+ b= 20; u+b=12.
Ich riesenim (najlepsie tak, ze vzdy od¢itame druht rovnicu od prvej) dostaneme pre

dlzku ramena b lichobeznika ABCD $tyri moznosti, b € {29,13,7,1}. Z rovnosti (1)
vSak vidime, ze musi byt b > 1, tlohe teda vyhovuji len prvé tri hodnoty.

Odpoved. Mozné dlzka ramena, lichobeznika je bud 7, alebo 13, alebo 29.
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KATEGORIA B

B-1I-1
Kazdy $tvormiestny palindrém p = abba sa da zapisat v tvare
p=a-1001+b- 110,
kde a € {1,2,...,9} abec {0,1,2,...,9}. Potom druh4d mocnina éisla abba ma tvar

p? =a®-1002001 + 2ab- 110110 + b* - 12100 =
= a?-10% 4 2ab - 10° + (b* + 2ab) - 10* +
+ (2a% + 2b%) - 103 + (b* + 2ab) - 10® + 2ab - 10" + a?.

Posledné éislica ¢isla p? je teda rovnaka ako posledna éislica éisla a?.

Pre a = 4 je ¢islo p? nutne osemmiestne. Jeho prva éislica je rovna jednej z hodnét c,
c+1, c+2, kde ¢ je prva &islica dvojmiestneho ¢isla a?. (Maximalny prenos z nizsieho
radu je rovny ¢islu 2.) Ak je ale dané ¢islo opét palindrém, je jeho prva aj posledna
¢islica rovnaka. Porovnanim prvej a poslednej ¢islice u ¢isel 16, 25, 36, 49, 64, 81 vidime,
ze ziadne z nich nie je tvaru c(c + 2), ¢(c + 1) alebo ce.

Ak a =3 ab =2, je é&slo p? opif osemmiestne, jeho posledna ¢islica je 9 a prva je 1,
nejedna sa teda o palindréom.

Vo vsetkych ostatnych pripadoch je &slo p? sedemmiestne. Pretoze a? je iba jednomi-
estne a zapis ¢isla p? je symetricky, musia byt nutne vSetky tri hodnoty 2ab, 2ab + b2,
2a2+2b% mensie ako 10, aby nedoslo k prenosu do vyssieho radu. Diskutujme tri pripady:
e a = 3: nerovnici 2 - 32 + 2b% < 10 nevyhovuje Ziadne b,

e a = 2: nerovnici 2 - 22 + 2b% < 10 vyhovuje iba b = 0,
e a = 1: nerovnici 2 - 12 + 262 < 10 vyhovuje iba b =0, b = 1.

Zdver: Najviacsim Stvormiestnym palindrémom spliiajicim podmienky tlohy je
¢islo 2002.

B-1-2
Ked pripocitame k prvej rovnici trojnasobok rovnice druhej, ziskame rovnicu
z3 4 322y + 3xy® + ¢° = 2727,
Jej tpravou dostaneme

(x+y)?=(32)?> t.j =x4+y=23z
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Dosadenim tohto vyrazu do lavej strany druhej rovnice ststavy dostaneme
22y 4+ zy? = zy(x +y) = 3xyz,  t.j.  3xyz =625

Rozlisime dva pripady.

Ak z = 0, je posledna rovnica splnena pre vsetky x,y € R. Z prvej rovnice sustavy
ziskame 23+ 42 = 0, t.j. y = —x. Riesenim je kazd4 trojica (¢, —t,0), kde ¢ je Tubovolné
realne cislo.

Ak z # 0, tak xy = 2z2. Spolu s rovnicou x + y = 3z dostavame stistavu

z+y =3z,
Ty = 22°

dvoch rovnic o dvoch neznamych x, y s parametrom z. Eliminaciou napr. neznamej y
dostaneme kvadratick rovnicu

- 3zm+222 =0.

Zo vztahov medzi korenimi a koeficientmi kvadratickej rovnice ziskame rieSenie v tvare
x =z, y =2z alebo z = 2z, y = z. RieSenim je teda kazda trojica (t,2t,t) a (2t,t,t),
kde t je Tubovolné realne ¢islo (rézne od nuly).

Zdver: Stustava ma rieSenie (¢, 2t,t) a (2t,t,t) pre kazdé t # 0, (¢, —t,0) pre kazdé ¢
a ziadne iné rieSenie nema.

Iné rieSenie. Prvi rovnicu vynésobime dvoma a od¢itame od nej trojnasobok
rovnice druhej (vyla¢ime tak neznamu z). Ziskame rovnicu

223 + 2y% — 32y — 3xy? = 0.
Lav( stranu rovnice postupne upravime na tvar

2(z +y)(2® —zy +y°) — 3(z + y)zy = 0,
(z 4+ y)(22° — bay + 2y°) =0,
(z +y)(2z —y)(z —2y) = 0.

Moézu teda nastat tri pripady:

e v +y =0, potom y = —z. Dosadenim do prvej rovnice ststavy dostaneme 923 =
=23+ (—2)3=0,t.j. 2 =0.

e 2z —y = 0, potom y = 2z. Dosadenim do prvej rovnice ststavy dostaneme 923 =
=23+ (22)% = 923, t.j. 2 = z.

e r — 2y = 0, potom x = 2y. Dosadenim do prvej rovnice ststavy dostaneme 923 =
=(2y)° +9y° =9° t.j. 2 =y.

Zdver: RieSenim su vsetky trojice (¢, —t,0), (¢,2t,t) a (2t,t,t), kde t je Tubovolné
realne cislo.
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B-1-3

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Zze plati a = b. Ak je obsah trojuhol-
nika A’ B'C’ so stranami dlZok a, b, 2¢ rovny dvojnasobnému obsahu trojuholnika ABC
so stranami dlzok a, b, ¢, st vysky C'V a C'V’ tychto trojuholnikov zhodné. Trojuholniky
ACV a A'C'V’ st teda zhodné podla vety Ssu, preto moéZzeme oba trojuholniky ABC
a A’ B'C’ premiestnit tak, aby platilo B = B’, C = C" a V = V’; potom uz vSak nemoze
platit A = A’. Ak je poloha bodov A a A’ na priamke BV? Pretoze b = |AC| = |A'C],
je trojuholnik AA’C' rovnoramenny a jeho zékladria AA’ mé stred v bode V (obr.9).
Predpoklad @ = b znamena, ze |AC| = |A'C| < |BC|, takze bod B nelezi na tisecke AA’;

c=c’
b
B
A v=Vv" A ¢ B=DB

Obr. 9

pretoze |AB| = c a |A’B| = 2¢, lezi bod B na polpriamke opacnej k AA’ tak, ze bod A
je stredom tsecky A’B. Z pravouhlych trojuholnikov AV C a BV C vyplyva

3\2
e (3.

1 \2
02:b2—<§c> .

Porovnanim pravych stran dostaneme po tuprave

a? —b? =22
Ukazali sme tak, ze ak k danému trojuholniku ABC' existuje trojuholnik so stranami
a, b, 2c a obsahom 28, tak pre dlzky a, b, ¢ musi byt splnena rovnost |a? — b?| = 2¢2.

Predpokladajme naopak, Ze pre velkosti stréan a, b, ¢ trojuholnika ABC plati
la? — b2| = 2¢2. Najprv ukdzeme, Ze trojuholnik so stranami a, b, 2c existuje, t.j. Ze
plati trojuholnikova nerovnost

a+b>2c>|a—Db|.

Pre trojuholnik ABC plati trojuholnikova nerovnost a + b > ¢ > |a — b|. Preto plati
2¢ > ¢ > |a — b|. Ked dalej vynasobime obe strany nerovnosti ¢ > |a — b| kladnym
vyrazom a + b, obdrzime nerovnost

c(a+b) > |a® — b2 = 2¢%,
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z ktorej po deleni ¢ vyplyva nerovnost
a+b>2c.

Predpokladajme teraz, ze v trojuholniku A’B’C’ so stranami a, b, 2¢ plati rovnost
2¢2 = a? — b? (opit bez ujmy na vSeobecnosti predpokladame, Ze a > b — tu nemoze
byt a = b, pretoze by bolo ¢ = 0). Vysvetlime, pre¢o piata V vysky z vrcholu C’
na stranu A’B’ padne dovniitra tejto strany (a nie na jej prediZenie). K tomu staci
ukézaft, ze trojuholnik A’ B’C’ mé ostré vntutorné uhly pri vrcholoch A’ aj B’ (obr. 10).
Uhol A’B’C’ je mensi ako uhol B’A’C’, lebo predpokladdame, ze a > b. Uhol B’A'C’ je

Cl

z V.
A C A C B

Obr. 10

ostry prave vtedy, ked plati nerovnost |B'C’|? < |A’B'|? + |A'C"|?, ¢ize a® < 4c? + b2
Poslednd nerovnost je ale zaruéen4 rovnostou a? = b%4-2¢2. Z pravouhlych trojuholnikov
A'VC' a B'VC' vyplyva, 7e pre dlzky x = |A'V| a v = |C'V| plati

v? =% — 22,

v? =a® — (2¢ — z)?.
Porovnanim pravych stran dostaneme po tprave
4ex = 4c® — (a® — b?)
a dosadenim za a? — b? vyjde
dex = 4c¢* —2¢ =2¢2,  tj.x = %c.
Ked oznacime A (v stlade s prvou ¢astou) stred strany A’B’, plati
AC| = |A'C!| =,

teda trojuholnik AB’C’ ma strany dlzok a, b, ¢ a obsah rovny polovici obsahu trojuhol-
nika A’B’C’. Tym sme dokézali opa¢ni implikaciu.
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Iné riesenie. Z Herénovho vzorca pre obsah S; trojuholnika ABC' a pre obsah S
trojuholnik A’B’C’ mame

1

S; = Z\/((a—i—b)2 —2)(c® = (a—b)?),

Sy = i\/((a +b)2 — 4c?) (4c® — (a — b)?).

Z podmienky Sy = 257 vyplyva
((a+0b)* —4c?)(4* = (a—b)?) =4((a +b)* = ) (¢ — (a — b)?).
Z tejto podmienky po tprave dostaneme
(a®? — %) = 4c*, t.j. }aQ - 62} =22,
Prevedené tipravy st ekvivalentné, preto je mozné cely postup obratit. Z rovnosti |a? —

.....

nik ABC'. Existencia trojuholnikov sa dé dokézat rovnakym postupom ako v prvom
rieSeni.

Iné rieSenie. Uvazujme tsecku BC dlzky a (a > b) a kruznicu k so stredom v bode C
a polomerom b (obr.11). V rovnakej polrovine (s hrani¢nou priamkou BC') uvazujme

Obr. 11

body A a A’, pre ktoré plati |AB| = ¢, |A’B| = 2¢. Ak lezia body B, A a A’ na jednej
priamke, potom obsah trojuholnika A’ BC' je dvojnasobkom obsahu trojuholnika ABC.
Z mocnosti bodu B ku kruznici k vyplyva

|BA| - |BA'| = 2¢% = a® — 1.

Ak je naopak splnend poslednd rovnost, pretne polpriamka opacnd k AB kruznicu k
v bode, ktorého vzdialenost od bodu B je rovna 2¢, tymto bodom je vSak A’. Odtial
uz vyplyva tvrdenie pre obsahy trojuholnikov. Existencia trojuholnikov sa da dokazat
rovnakym postupom ako v prvom rieseni.
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B-1-4
Ked sc¢itame vSetky tri ¢isla vzniknutej trojice, dostaneme

(r+5q)+ (3r—>5p)+(2¢—3p) =4r+T7¢—8p=3(r+29q—3p)+ (p+q+r).

Toto ¢islo dava po deleni tromi rovnaky zvysok ako ¢islo (p+q+7), t.j. zvySok po deleni
tromi suctu ¢isel v trojici zostava rovnaky. Pre trojicu (1,3,7) je zvySok rovny dvom
(1+347=11=3-342). Stcet troch po sebe iducich celych ¢isel je vSak delitelny
tromi, takze dava zvySok nula. Vyplyva to z rovnosti & + (k+ 1) + (k+2) = 3(k + 1).

Zaver: Po konenom pocte krokov nemozeme z trojice (1,3, 7) dostat trojicu po sebe
iducich celych cisel.
Iné riesSenie. Skuimajme, ako sa meni parita trojice ¢isel v nasledujucich krokoch.
Na zaciatku st vSetky tri ¢isla neparne. Postupne dostavame
(nanvn) - (papv n) - (nﬂ%p) - (nanvn) —

Pretoze sa parita cisel pravidelne meni podla danej schémy, nemdZeme z trojice
neparnych ¢isel dostat trojicu (p,n,p), resp. (n, p,n), ktoré reprezentuju vsetky trojice
po sebe idtucich ¢isel (za parnym ¢islom nasleduje neparne a naopak).

Iné riesenie. (Podla Miroslava Jagosa.) Zistime, ktora trojica je bezprostrednym
predchodcom trojice (k, k + 1, k + 2). RieSime sustavu rovnic

r+5q =k, 3r—bp=~k+1, 2¢q—3p=Fk+2.

Z druhej a tretej rovnice mame 9r — 10g = —2k — 7 a po pripocitani dvojnasobku prvej
rovnice dostaneme 117 = —7, teda r nie je celé. Pretoze z celociselnej trojice vznikne
opit celodiselna trojica, vyplyva odtial, Ze trojica (k,k + 1, k + 2) nemoze vzniknit po
kone¢nom pocte krokov zo ziadnej celoCiselnej trojice, teda ani z trojice (1,3,7).

B-1I-5

Pretoze tisecka AD je priemerom kruznice ki, je uhol APD pravy (obr.12). Uvazujme

k1

ko
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spolo¢nii dotyc¢nicu ¢ oboch kruznic prechadzajicu bodom P. Ozna¢me postupne S
a X priesecniky dotyc¢nice t s iseckami AB a C'D. Priamka AB je ale tiez spolo¢nou
doty¢nicou oboch kruznic. Plati preto |SA| = |SP| = |SB|. Bod S je preto stredom
Talesovej kruznice zostrojenej nad stranou AB ako priemerom. Uhol APB je preto
rovnako ako uhol APD pravy a bod P je teda vnitornym bodom tusecky BD. Tro-
juholnik BPS je rovnoramenny so zdkladiiou BP, pre jeho uhly teda plati |[{SBP| =
= |4 SPB|. Uhol SPB m4 naviac rovnaki velkost ako uhol DPX (dvojice vrcholovych
uhlov). Plati preto |[<SABP| = | DPX]|. St¢asne vSak je uhol X PC' uhlom tsekovym
pre tetivu C'P kruznice k. Z rovnosti obvodového a tsekového uhla mame | PBC| =
= |$ X PC|. Celkovo dostavame

|SABC|=|4ABP|+ |[<PBC| = |<DPX|+ |4 XPC|=|4DPC|,
¢o sme chceli dokézat.

B-1I-6

Nulové body vyrazu 22 — ux st * = 0 a = u. Pretoze podla zadania plati u > 0,
rozdelime redlnu os na tri navzdjom disjunktné intervaly I; = (—o00,0), Iy = (0, u)
a I3 = (u, 00).

Na intervaloch I; a I3 rieSime kvadratickd rovnicu

2? — (u—v)r—1=0. (1)

Tato rovnica mé kladny diskriminant (u — v)? + 4, a teda dva rozne reélne korene

X1 = 2 )
u—v+4/(u—v)2+4
To = 9

Pretoze \/(u —v)2 +4 > |u—v|, plati ; < 0 a x2 > 0. Znamena to, Ze ¢islo z1 je vzdy
rieSenim rovnice (1), lebo I1 = (—o0, 0), zatial ¢o ¢islo z2 je rieSenim rovnice (1) prave
vtedy, ked plati x5 € I3, Cize x5 > u.

Na intervale I5 rieSime kvadratick( rovnicu

22— (u+v)r+1=0.

T4to rovnica mé diskriminant D = (u + v)? — 4 a pripadné realne korene

T3 = ’

Tyq =
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Zo zadania vyplyva, Ze asponi jeden z korenov x3, x4 musi byt rieSenim rovnice (1)
(leziacim v intervale I3). Preto hlavne musi byt diskriminant D nezaporny, z ¢oho
vyplyva podmienka |u 4+ v| 2 2. Pretoze naviac y/(u +v)? —4 < |u + v|, maja oba
korene x3, x4 rovnaké znamienko ako stcet u + v. Spolu to znamend, ze musi platit
u+v = 2 (v pripade u + v < —2 by totiz ziadne z &isel z3, x4 nelezalo v I). Za
podmienky u + v = 2 ale plati 0 < z3 < x4, takZe zo zadania vyplyva, Ze v intervale
Iy = (0,u) lezi ¢islo x3 (a pripadne aj ¢islo xy).

Z doterajsich tvah vyplyva, Ze naSou ulohou je odpovedat na otdzku, kedy za
podmienok

u>0 a u+v=2 (2)

nastane niektory z tychto pripadov:
a) X9 ¢ I3, {$3,$4} C Iy, x3 7& T4,
b) xo € I3, x5 = x4 € Is;

C) To € I3, x3 € I3, 14 ¢ 1.

a) Zistime, kedy st splnené jednotlivé podmienky, ktoré tento pripad vymedzuju (pre
lepsi prehlad ich v texte uvddzame ¢iernymi bodmi).
o 15 ¢ I3, Cize x9 < u. Po tprave ziskame nerovnost

(u—v)24+4 =< u+o,

ktorej prava strana je podla (2) kladnd, takze obe strany moézeme umocnit na druhu.
Po dalsej jednoduchej tprave dostaneme podmienku uv = 1. Preto plati

xo I3 <— wvz=l.
o {x3,24} C I5. Ako vieme, za podmienok (2) plati 0 < x3 < x4, staci preto iba
skiimat nerovnost x4 < u, ¢ize v/ (u + v)2 — 4 < u — v. Poslednd nerovnost moze platit

jedine vtedy, ked u = v. Potom po umocneni strdn skiimanej nerovnosti a néslednej
uprave dostaneme podmienku uv < 1. Preto plati

{z3,24} C I <= wuzv A uw = 1.

e 13 # 14. Zo skorSieho odvodenia podmienky u +v = 2 je jasné, Ze rovnost x3 = x4
nastane prave vtedy, ked u + v = 2. Za podmienok (2) teda plati

T3 F x4 <= utuv>2
Zhrnieme teraz vSetky podmienky pre sktimany pripad a). Z nerovnosti uv = 1

auwv = 1 vyplyva uv = 1, ¢ize v = 1/u. Zostavajice podmienky maju potom tvar
u 2 1/uau+ 1/u > 2 a st zrejme obe splnené prave vtedy, ked v > 1. Hladané
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body [u,v] v pripade a) teda tvoria ¢ast hyperboly v = 1/u uréeni obmedzenim u > 1
(obr. 13).

“A
1t ¥ _
ol 1 u

Obr. 13

b) Z predchadzajiceho rozboru pripadu a) vyplyva, Ze za podmienok (2) platia
ekvivalencie

€l <— w<l, x4€ly < u=v N uww =1,
T3 =124 < u+v=2.

Vidime, ze v pripade b) musi platit v = 2 —u. Vtedy maju zostavajice podmienky tvar
(2—u)u <1awu=2-—u a st zrejme obe splnené prave vtedy, ked u > 1. Hladané
body [u, v] v pripade b) teda tvoria polpriamku uréent rovnicou v = 2—u a obmedzenim
u > 1.

c) Podmienka z3 € I, sa da vyjadrit nerovnostou z3 < wu, ktord je ekvivalentna
s nerovnostou \/(u +v)? —4 2 v — u. T4 je splnend trividlne, pokial u = v. Ako sme
ale ukazali skor, v pripade u = v plati nielen z3 € I, ale aj x4 € I3, ¢o pripad c)
vyluéuje. V pripade ¢) teda nutne plati u < v a z nerovnosti \/(u+v)2 —4 = v —
— u po umocneni a uprave dostaneme podmienku uv = 1. Ako ale vieme, z poslednej
nerovnosti vyplyva zo ¢ I3, takZe pripad ¢) nemoze nikdy nastaf.

Zaver: Mnozinou vSetkych bodov vyhovujucich zadaniu je ¢ast hyperboly v = 1/u
a Cast priamky v = 2 — u, v oboch pripadoch ¢asti uréené podmienkou u > 1.

Iné riesenie. Rovnicu mozno riesit tiez graficky. Skiimame, kedy budt mat grafy
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funkcii f(r) = |22 —uz| a g(z) = 1 —vx prave tri spolo¢né body (obr. 14). Graf funkcie f

Y

O 1u\ >

Obr. 14

je zloZeny z Casti paraboly, grafom funkcie g je priamka prechddzajica bodom [0, 1].
Aby tato priamka mala s grafom f(x) spolo¢né prave tri body, musi byt bud dotyénicou
paraboly na intervale (0, u) (potom u+v = 2, odvodenie je analogické ako v predchadza-
jacom rieSeni — pomocou diskriminantu), alebo musi prechadzat bodom [u, 0] a sti¢asne
pretinat graf funkcie f vo vnitornom bode intervalu (0,u). Ked dosadime sturadnice
bodu [u, 0] do rovnice priamky g, dostaneme 0 = 1 — vu, t.j. uv = 1. Rovnako ako
v predchadzajicom rieseni musi platit v > 1, ¢o moéZeme overit ndjdenim druhého
priesecniku priamky s parabolou.

B-S-1

Lubovolné z uvazovanych patmiestnych ¢isel ma v desiatkovej ststave zapis tvaru abcba.
Jeho rozvinutim a tpravou ziskame rovnost

abcba = 10001a + 10106 + 100¢ = 101(99a + 10b + ¢) 4 2a — c.

Odtial vyplyva, ze skiimané ¢islo je delitelné 101 prave vtedy, ked 2a — ¢ = 0 (pre
Tubovolné ¢islice a, ¢ totiz iste plati [2a — ¢| < 101). Z rovnosti 2a = ¢ vyplyva a <
< 4, a pretoze hladame ¢o najviicsie také ¢islo, zvolime jeho prvu éislicu a = 4, ktorej
odpoveda ¢islica ¢ = 8. Pretoze ¢islica b nemé na delitelnost ¢islom 101 vplyv, zvolime
ju ¢o najvicsiu: b = 9. Hladané ¢islo je teda 49 894.
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B-S-2

Stredy stran stvoruholnika ABCD oznaéme K, L, M, N podla obr. 15. Pretoze tisecky

Obr. 15

KL a MN st postupne stredné priecky trojuholnikov ABC a ACD, plati KL |
| AC || MN. Obdobne plati LM | BD | KN, takze KLMN je rovnobeznik
a bod @ rozpoluje tisecku K M. VSimnime si teraz trojuholnik K M N. Stredom @ jeho
strany K M prechadza podla predpokladu tlohy uhlopriecka BD, ktora je, ako vieme,
rovnobezna s druhou stranou K'N. Preto aj stred R tretej strany M N lezi na uhlo-
priecke BD. Pretoze tisecka M N je rovnolahld s iseckou C' A podla stredu D, rozpoluje
uhlopriecka BD nielen tsecku M N (v bode R), ale aj tsecku AC' (v odpovedajicom
bode P).

B-S-3
Dané prirodzené ¢isla ozna¢me podla velkosti z1 < o < x3 < x4 < x5. Pretoze plati
1+ 22 <21 +23<T1+24<21+25<ZTog+2x5<2x3+Ts <Tyg+ s,
je medzi vSetkymi sti¢tami x; +x; aspon sedem roznych hodnét. Nevypisané zostali iba
tri z moznych suctov, a to sucty zs + 3, x2 + x4 a r3 + 4. Preto pre pocet p moznych
hodnét uvazovanych suctov plati 7 < p < 10. Pre kazda z hodnot p € {7,8,9,10}

uvedieme priklad patprvkovej mnoziny M, prirodzenych cisel, pre ktort uvazované
sucty nadobudaja prave p roznych hodnét (ich mnozinu oznacime S)):

My = {1,2,3,4,5}, Sy ={3,4,5,6,7,8,9};
Mg = {1,2,3,4,6}, Ss ={3,4,5,6,7,8,9,10};
My = {1,2,3,4,7}, Sy ={3,4,5,6,7,8,9,10,11};

My ={1,2,3,5,8},  Sio=1{3,4,5,6,7,8,9,10,11,13}.
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B-1II-1

Medzi 109 po sebe idtcimi patmiestnymi ¢islami
10902, 10903, ...,10999, 11000,...,11009, 11010

nie je ziadny palindrém (je mozné uviest aj iné vyhovujtce priklady 109 péatmiestnych
¢isel, my sme vypisali skupinu najmensich z nich). Najmensi a najvicsi patmiestny
palindrém sa ¢isla 10001 a 99 999; pred ¢islom 10001 je len jedno piétmiestne ¢islo,
za Cislom 99999 uz dokonca ziadne také cislo nie je. Ukdzeme teraz, ze za kazdym
pitmiestnym palindromom z, x # 99999, nasleduje pdfmiestny palindrém x + 100
alebo x+110 alebo x4+ 11. Skutocne, ak = abcba, tak v pripade ¢ # 9 je palindréomom
¢islo = + 100 = ab(c+ 1)ba, v pripade ¢ = 9 # b je palindrémom ¢islo x + 110 =
= a(b+1)0(b+1)a a v pripade ¢ = b = 9 (ked nutne a # 9) je palindrémom ¢islo
z+11 = (a+1)000(a + 1).

Odpoved. Hladany najvicsi pocet ¢isel je rovny 109.

B-1I-2

Pretoze uhly KLC, KMC a LCM sa pravé (obr.16), je Stvoruholnik KLCM
pravouholnik a trojuholniky AK M a K BL st podobné s trojuholnikom ABC'. Ozna¢me
ako obycajne a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| a polozme |AK| = ke, kde 0 < k < 1.
Potom vSak |KB| = (1 — k)c a zo spomenutej podobnosti trojuholnikov dostavame
vyjadrenie |AM| = kb, |LC| = |KM| = ka, |BL| = (1—k)aa |[MC|=|KL| = (1—k)b.
Preto plati

1 1
SapLm = Sapc — Spymc = §ab_ 3 - ka - (1 — k)b:

1 o1 1\2 3
- — = _ N — | >
2ab(l k+ k%) 2ab ((k ) + 1) 2

1 3 3
=z —ab-— =-S5
= 2& 4 4 ABC»
pricom rovnost Sapry = %S Apc nastane prave vtedy, ked k = 1/2, teda prave vtedy,

ked je bod K stredom prepony AB.

A ke K (1—k) B

Obr. 16
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Iné rieSenie. Stvoruholnik ABLM ma minimalny obsah prave vtedy, ked m4
maximalny obsah trojuholnik LM C, ktory je ,,polovicou® pravouholnika K LC'M. Staci
preto ukézat, Zze obsah Skrcy je maximalny prave vtedy, ked je bod K stredom
prepony AB (ked zrejme Sxronm = Sapc/2). Ak je bod K vybrany tak, ze |[AK| <
< |AB|/2, je usetka KL strednou prieckou lichobeznika AK'L’'C, ktory ma o Sk p
mensi obsah ako trojuholnik ABC' (obr. 17a), takze plati

SkrLom = §SAK’L’C’ < §SABC’-

Obr. 17

Ak naopak |[AK| > 1|AB|, vyuzijeme obdobny lichobeznik BK'M'C (obr.17b)
a usudime, ze plati
1 1
SkLem = §SBK’M’C’ < §SABC’-

Tym je tvrdenie o maximalnom obsahu Sk cps dokdzané.

Odpoved. Stvoruholnik ABLM mé najmensi mozny obsah prave vtedy, ked bod K
lezi uprostred prepony AB.

B-1II-3

Aj ked dant tlohu moZno riesit nazorne geometrickou tvahou o vzajomnej polohe
paraboly y = (z — 1)? a lomenej ¢iary y = 3|x| — pz, ddme najprv prednost &isto
algebraickému postupu. Danad rovnica zrejme nemé rieSenie x = (0. Po odstraneni
absolutnej hodnoty a jednoduchej tprave dostaneme rovnice

2+ (p+1)z+1=0 pro x < 0, (1)
2>+ (p—5)x+1=0  prox>0. (2)

Pretoze kazda kvadraticka rovnica mé najviac dva rozne korene, hladame vSetky tie
Cisla p, pre ktoré mé jedna z rovnic (1), (2) jeden koren a druhd dva rézne korene
(a to vzdy predpisanych znamienok). VSimnime si, ze pre kazdé ¢ € R maja redlne
korene z1 5 rovnice z2 4+ gr + 1 = 0 (ak vobec existuji) rovnaké znamienko, ktoré je
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opacné ako znamienko ¢isla ¢; plati totiz x1x2 = 1 a x1 + 29 = —q. Pre rovnice (1), (2)
tak hlavne dostdvame podmienky

p+1>0 a p—5<0, ¢&ze pe(-1,5).
Okrem toho uz len pozadujeme, aby pre diskriminanty oboch rovnic
Di=(p+1)?-4, D=(p—-5)°—4

platilo bud D; = 0 a Dy > 0, alebo D; > 0 a Dy = 0. Rovnost D; = 0 plati iba pre
p € {—3,1}, rovnost Dy = 0 iba pre p € {3, 7}. Z tychto Styroch hodnot lezia v intervale
(—1,5) iba ¢isla p = 1 a p = 3, pri¢om pre p = 1 vychddza D, = 12 > 0, pre p = 3 zasa
D; =12 > 0.

Odpoved. Hladané hodnoty st p=1a p = 3.
Iné rieSenie. Grafom funkcie y = (x — 1)? je parabola s vrcholom V[1,0], grafom

funkcie y = 3|z| — pxr je lomena ¢iara tvorend ramenami niektorého uhla s vr-
cholom O[0,0] (obr.18a pre p = 2). Oba grafy maju spolo¢né tri body prave vtedy,

Yy Y
A y=(o-1)? A y=(o-1)?
=(—3—p)x
y=(—3—p)a y=( p)
y=(3—p)z
y:(S—;i)m
ol Vv z o\ =V i
a)p=2 b)p=3
Y
A =3
T, y=(z—1)>

c)p=1
Obr. 18
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ked jedno z ramien spomenutého uhla je doty¢nicou paraboly a druhé je jej ,,se¢nicou®.
Pretoze skimanéa parabola nemé dotyc¢nicu rovnobeznt s osou y, mézeme rovnice oboch
doty¢nic prechadzajucich bodom [0, 0] hladat v tvare y = kx. Ako je zndme, smernica k
sa uréi z podmienky, e rovnica kr = (x — 1) m4 dvojnéasobny koreti, teda nulovy
diskriminant. Ten mé& vyjadrenie (k + 2)? — 4, takze hladané hodnoty st k; = 0, ky =
= —4 a odpovedajice body dotyku 77 = V[1,0] a T3[—1,4]. Z rovnic pre smernice
dotykovych ramien skiimanych uhlov 3 —p =0 a —3 — p = —4 ndjdeme rieSenie p; =
= 3 a ps = 1 a lahko sa presvedéime, Ze druhé rameno je v oboch pripadoch skutoc¢ne
secnicou paraboly (obr.18b pre p = 3 a obr. 18c pre p = 1).

B-1I-4

Oznacme S; a Sy stredy uvazovanych kruznic (obr.19). Obe tsecky S1A4 a SeB st
kolmé na priamku AB, st teda rovnobezné a striedavé uhly PS3;B a PS;D zhodné.

b o

S2

Obr. 19
Podla vety o obvodovych a striedavych uhloch preto plati
1 1
|[<PCB| = §|<)PSQB| = §|<)P51D| = |qPAD|.
Oba uhly APD a ADC su vsak pravé, takze
|$PAD| =90° — |[SADP| = |<CDP|.

Spolu dostavame, %e uhly PCB a CDP st zhodné, ¢o podla vety o obvodovom
a usekovom uhle znamend, ze priamka BC je dotyc¢nicou ku kruznici opisanej tro-
juholniku CDP.

Iné riesenie. V rovnolahlosti so stredom P, v ktorej kruznica k; prejde na
kruznicu ko, musi dotycnica C'D kruznice ki prejst na rovnobeznt dotycnicu AB
kruznice ko, pritom sa bod dotyku D zobrazi do bodu dotyku B. Bod P preto lezi

na uhlopriecke BD (obr. 20). Odtial vyplyva zhodnost striedavych uhlov CDP a PBA
(medzi rovnobezkami AB a CD). Uhol PBA je ale tisekovy uhol medzi tetivou BP
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a dotycnicou AB kruznice ks, je teda zhodny s prislusSnym obvodovym uhlom PCB.
Uhly CDP a PCB st preto zhodné, ¢o sme potrebovali dokazat (ako v zavere pred-
chadzajiceho riesenia).

k1

Obr. 20

Pozndmka. Podla tlohy B-I-5 st zhodné uhly ABC a CPD (obr.21). Pretoze

k1

Obr. 21

st zhodné aj striedavé uhly PEB a PCD, kde E je priesecnik polpriamky C'P so
stranou AB, mozno pozadovanu zhodnost uhlov CDP a PC B odvodit z trojuholnikov
BCFE a PDC.
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KATEGORIA A

A-1I-1
Vypisme, aké hodnoty mézu nadobtdat prvé éleny uvedenej postupnosti. Dostaneme

r1 =1, 1z € {—1, 1}, xr3 € {—2,0,2}, T4 € {—4, —2,0,2,4},
s € {—8,—6,—4,-2,0,2,4,6,8).

Vsimnime si, Ze vSetky ¢leny, ktoré sme vypisali, st celé ¢isla. Dalej je zrejmé, ze pre
i > 2 je kazdy ¢len z; parne ¢islo. (Dalsie pozorovanie je, Ze ak ndjdeme postupnost,
pre ktorti z; = a pre nejaké ¢islo a a dané ¢ > 1, tak existuje aj postupnost, pre ktoru
T, = —a.)

Zistime, akt najvic¢siu a akt najmensiu hodnotu moéze nadobudat ¢islo x,, (v zavis-
losti od n). Ozna¢me a; najviacsiu hodnotu, ktori moéze nadobudat ¢len z;. Pretoze
postupnosti dlzky i spliiajicich dané vlastnosti je len koneény pocet, maximum a;
existuje a je zrejme kladné. K ¢islu a; musi pre kazdé ¢ > 1 existovat postupnost
ri,...,%;_1, pre ktora plati

aZ::i:xz_lzi::i:x1§|ml_1|++|x1| §GZ_1++CL1 (1)

Vieme, 7e a; = 1, as = 1, a3 = 2. Pomocou predchadzajiuceho vztahu dokazme, Ze
a; = 2'=2 pre kazdé i > 1. Dékaz urobime matematickou indukciou vzhladom na i.

1° Tvrdenie plati pre i =1 (a1 = 1) ai =2 (az = 1).

29 Predpokladajme, 7e tvrdenie plati pre kazdé k, 2 < k < i — 1, a dokazme, Ze
tvrdenie plati aj pre k = i. Z odhadu (1), indukéného predpokladu a vzorca pre sucet
geometrického radu dostaneme

i—2

ai§a¢_1+...+a1:2i—3+...+2+1+1:ﬁ+1:21—2.

Uvazujme postupnost 1 =1 a z; =x;_1 + ...+ x1 pre kazdé i > 1. V tomto pripade
bude podla predchidzajtceho platit z; = 2¢72, takze a; = 2°~2 pre kazdé i > 1.
Podobne dokaZeme, 7e najmensia hodnota, akii méze x,, nadobudnif, je —2" 2.

Zistili sme, ze pre kazdé n > 1 lezi ¢len z, Tubovolnej uvazovanej postupnosti
v mnozine {—2""2 —27"2 4 2 272 4 4 ... 27721 ktort ozna¢ime M, . Dokazme
nakoniec, Ze x, moze pre n > 1 nadobudat Iubovolni hodnotu z mnoziny M,,.

VoIme znamienka nasledujicim sposobom: x; = x;_1 + ...+ x1 pre i < n. Pre taka
postupnost plati z; = 2°72 pre 1 < i < n. DokdZme, Ze v rovnosti z, = +2" 3 +
+27"24+ . +1+1 moZno znamienka vybrat tak, aby sa hodnota x,, rovnala Iubovolne
zvolenému ¢islu z mnoziny M,,. Dokaz urobime opét matematickou indukciou.
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19 Tvrdenie plati pren =2 (-1 = —z1al = +x1,lebox; = 1)an =3 (-2 = —1-1,
0=—1+1,2=1+1).

29 Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre k¥ < n — 1, kde n = 4. Dokézme tvrdenie
pre k = n. Zvolme Tubovolné ¢islo a z mnoziny M,,. Dokézeme, Ze existuje také volba
znamienok + a —, ze a = +2" 3+ 27" %+ . £+ 1 4 1. Rozoberieme dve moznosti.

1.a = 0. Pretoze a € M, je a—2"~3 parne celé ¢islo z intervalu (—2"3,2"73) a teda
a—2""3 € M,_,. Z indukéného predpokladu vyplyva, Ze existuje volba znamienok +
a — takd, ze a — 273 = +27=4 £ 9754+ 4141 Potoma=2""342n"4 4275 4
+...£1+1, éo sme chceli dokazaf.

2. a < 0. Podobne ako v predchéddzajicom pripade dokézeme, Ze a sa d& napisat
vivarea = —2""3£27 "4 470 4 +141.

Tym sme dokazali, ze vSetky hodnoty z,, tvoria prave mnozinu M,,.

A-1-2

Ked zvolime velkost g > 0 polomeru kruznice kg, st uz tym obe dalSie kruznice k4,
ko urcené. K ich zostrojeniu vyuzijeme zakladné vlastnosti dotyc¢nic kruznic. Pred-
pokladajme, ze kruznice k4, kp, ko maja vlastnosti popisané v zadani. Ak oznacime
napr. K priese¢nik vnuatornej spolo¢nej doty¢nice kruznic k4 a kp (v bode P ich
vonkajsieho dotyku) s priamkou p, ktora je spolo¢nou vonkajsou doty¢nicou vSetkych
troch kruznic, musia byt |KA| = |KP| a |KB| = |KP| (obr.22). To znamen4, ze bod K
je stredom tsecky AB a stucasne bod P lezi na Talesovej kruznici nad priemerom AB.
Ked pozname bod P, Tahko uZ zostrojime kruznicu k4, o ktorej vieme, Ze sa dotyka
priamky p v bode A. Analogicky zostrojime kruznicu k¢.

Sp
Y
Sy Sc
> DA
A K\ B /L C
Obr. 22

Mame zistit, pre ktoré hodnoty rp je trojuholnik BPQ rovnoramenny. PretoZe body
dotyku P, ) kruznice kp s oboma susednymi kruznicami lezia vnutri opacnych polrovin
ur¢enych priamkou BSp, s oba uhly BPQ a BQP ostré (prislusné stredové uhly
st mensie ako 180°). Ak teda ndhodou vyjde trojuholnik PBQ tupouhly, méze byt
rovnoramenny, len ked |BP| = |BQ)|. V takom pripade je ale zo simernosti zrejmé, ze
|AB| = |BC|, t.j. h = 1. Trojuholnik BP( je potom rovnoramenny pre kazdé rg > 0.
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Predpokladajme dalej, ze h # 1. V takom pripade mozeme predpokladat, Ze tro-
juholnik B PQ je ostrouhly (inak podla predchadzajiceho odstavca nemdze byt rovnora-
menny). Ak je rovnoramenny, bud |PQ| = |BQ)|, alebo |PQ| = |BP|. Predpokladajme,
Zze napr. |PQ| = |BQ| (ako ukdZzeme neskor, druhy pripad mozno riesit vyuzitim
sumernosti). Trojuholnik B P(Q je simerny podla spojnice SpS¢ stredov oboch kruznic,
ktora prechadza bodom dotyku ) oboch kruznic a priese¢nikom K dotycénic KB, K P.
Oznacme este L priese¢nik spolo¢nej vnutornej dotycnice kruznic k¢ a kp s priamkou p
(L je stred tusecky BC, obr. 23) a M prieseénik oboch doty¢nic K P a LQ (ten je obrazom

Sc

A K B L C
Obr. 23

bodu L v uvedenej osovej simernosti). Trojuholnik K LM je teda rovnoramenny so
stranami |[KL| = |KM| = (1 + h)/2, |ML| = 2|LQ| = h, jeho obvod je 1 + 2h.
Velkost polomeru rp vpisanej kruznice vypocitame pomocou obsahu. Pre obsah S
trojuholnika K LM plati

2 2
s=tnf (Y- (4 = v

a sucasne )

Odtial vychadza
h

S L 1
WO @
Ak je naopak rp dané vztahom (1), méZeme zostrojit rovnoramenny trojuholnik K LM
s tamenami KL a KM dlzky (1 + h)/2 a zékladiiou ML, [ML| = h, pri¢om jeho
vpisana kruznica kg sa bude dotykat ramena KL v bode B. Ozna¢me P, () postupne

body dotyku kruznice kp so stranami KM a LM. Pretoze K je stred usecky AB,
plati |[KA| = |[KB| = |KP|. To znamena, ze kruznica k4 dotykajica sa priamky p
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v bode A a prechadzajica bodom P sa bude dotykat kruznice kg v bode P. Analogicky
zostrojime aj kruznicu ko dotykajicu sa priamky p v bode C' a prechadzajicu bodom Q).
Zo stmernosti trojuholnika K LM podla priamky K@ vyplyva, ze |PQ| = |BQ|. Tym
je prvy pripad vyrieseny.

V pripade rovnosti |PQ| = |BP| méZeme postupovat tuplne rovnako. Jednoduchsie
ale bude, ked zmenime mierku pévodného obrazku v pomeru 1 : h, takze bude |AB| =
=h' =1/h, |BC| = 1. Ked naviac vymenime oznacenie bodov A a C, tak sa z rovnosti
|BP| = |PQ| stane rovnost |BQ| = |PQ)|. Podla predchddzajiceho potom pre velkost
polomeru 7% = (1/h)rp dostaneme

/ 1
h h

2\/2h/+1 9 2%_1_1

rg=rp =

S

t.j.
h

A

Alebo sme mohli riesit ilohu o nie¢o vSeobecnejsie za predpokladu |AB| = a, |BC| = b,
potom by sme namiesto vztahu (1) dostali

by/a? + 2ab

"B a+2b) (1)

(2)

Pre a = 1, b = h vyjde za predpokladu |PQ| = |BQ| povodny vztah (1), zatial ¢o pre
|PQ| = | BP| vymenime oznaéenie bodov A, C' (a tym aj bodov P, Q) a do vztahu (1)
dosadime a = h, b = 1. Dostaneme tak vztah (2).

Zdver: Pre h = 1 je trojuholnik BP( rovnoramenny pre fubovolné rg > 0. Pre
h # 1 je trojuholnik BP(Q rovnoramenny pre rp urcené vztahom (1) (|PQ| = |BQ)|)
alebo pre rp urcené vztahom (2) (|PQ| = |BP|).

A-1I-3

Najprv ukazeme, ze ziadna hodnota skimaného vyrazu V nie je mensia ako 1. Pouzijeme
nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom (z +y = 2,/xy) pre vietky
dvojice kladnych é&isel x, y z mnoziny {a*, b%, c*}.

v at+bt+ct 1 (a4 b))+ )+ (P tat)
a?b? 4+ a?c? + b2¢2 2 a?b? 4 a?c? 4 b2 -
1 2 (a?b? + b2 + 2a?)
2 a2b? + a2c + b2c2

=1.

1\

Teraz ukazeme, ze kazda hodnota V' je mensia ako 2. Z Herénovho vzorca pre obsah S
trojuholnika so stranami a, b, ¢ vieme, zZe

S% = s(s —a)(s —b)(s — c),
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kde s = (a + b+ ¢)/2. Po dosadeni za s a roznasobeni dostaneme
0 < 16S5% = —a* — b* — ¢* + 2a%b* + 2b°c* + 2c%a?.
Odtial

4, 4, A
4, 4, 4 2,2 2 2 2 2 . a”+b" +c
a” +b* +c* < 2a”b* 4+ 2b°c” + 2c¢*a”, t.]. a2b% 1 b2C2 1+ 2q2 <2

Zhrnme vysledok tvah prvych dvoch odstavcov. Zistili sme, ze V € (1,2). Ukazme,
Ze vSetky hodnoty V' zaplnia cely interval V' € (1,2). Zvolime Iubovolnti hodnotu k €
€ (1,2) andjdeme trojuholnik, pre ktory mé vyraz V' hodnotu k. Uvazujme trojuholnik
so stranami a, 1, 1, ktory podla trojuholnikovej nerovnosti existuje prave vtedy, ked
0 < a < 2. Zistime, pre ktoré a plati V = k, preto vyrieSime rovnicu

a* +2
— =k 1
202 +1 (1)

s neznadmou a. Po substittcii a? = b dostaneme kvadraticki rovnicu b2 —2kb+2—k = 0
s nezndmou b. Jej diskriminant je rovny D = 4k? —4(2 — k) = 4(k* + k —2). Na to, aby
mala rovnica riesenie, musi byt diskriminant nezaporny, teda musi platit k2 +%k—2 > 0.
Tato nerovnost je splnend pre k € (—oo, —2) U (1, 00), teda aj pre uvazované k € (1, 2).
Potrebujeme este dokazat, Ze skiimana rovnica méa aspon jeden koren b v intervale (0, 4),
lebo b = a? a a € (0,2). VSimnime si, Ze pre oba korene b; » plati

bio =

2 —
2]{;12\/1; k-2 _ o
<k+VE2+k—2<k+ k2 =2k <4,

pri¢om sme vyuzili nerovnost k£ < 2. Na druhej strane pre korenl b; (so znamienkom +
pred /D) plati
by =k+VEk2+k—-22k>0.

Tym sme ukézali, ze 0 < b; < 4. Existuje teda ¢islo a = /b; spliajice rovnicu (1).

Iné riesenie. Opakovanym dosadzovanim dlZok stran konkrétnych trojuholnikov
dospejeme k hypotéze, ze 1 < V < 2. Dokazujme najprv dolny odhad 1 < V', ktory je
ekvivalentny s nerovnostou

a?b? + a? + b2 <ot + b +

Je to bikvadratickd nerovnica s premennou a, takze po substitticii a® = ¢ dostaneme
kvadratickti nerovnicu

0 <2 —t(b®+ %) +b* + c* — b2 (2)
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Jej diskriminant je D = (b + ¢?)? — 4(b* + c¢* — b?c?) = —3(b* + ¢ — 2b%c?) = —3(b* —
—c?)? £ 0. PretoZe naviac je koeficient pri t? na pravej strane (2) kladny, je nerovnica (2)
splnend pre vSetky redlne ¢isla b, ¢ a t. Tym je nerovnost V' = 1 dokdzana.
Prejdeme k nerovnosti V' < 2. Dant nerovnicu prendsobme kladnym menovatelom,
dostaneme
2(a?b? + a*c? +b*c?) > a* + b +

Je to opif bikvadratickd nerovnica s premennou a. Po substiticii t = a® prejde

nerovnica do tvaru t2 — 2t(b% + %) + b* + ¢* — 2b%c? < 0. Jej diskriminant je D =
= 4(b% + )% — 4(b* + ¢t — 2b%c?) = 16b%c%. Pretoze koeficient pri t? je kladny, je
rieSenim tejto nerovnice interval uréeny nerovnostami

2(b2—|—02)—\/ﬁ<t< 2(b% + ) — /D
2 2 ’

éize
(b—c)? <t<(b+c)
Tieto nerovnosti platia, pretoze t = a® a |b — ¢| < a < b + ¢ podla trojuholnikovych

nerovnosti. Tym je nerovnost V < 2 dokézana.
Ze hodnoty V zaplnia cely interval (1,2), dokdZeme rovnako ako v prvom rieseni.

Iny déokaz nerovnosti V < 2. Vyjdeme z trojuholnikovej nerovnosti |a — b| < ¢ < a +
+ b. Po umocneni na druhti a naslednej tiiprave dostaneme —2ab < c? — a? — b? < 2ab,
t.j. | — a? — b?| < 2ab. Po dalsom umocneni na druhti dostaneme

A+ bt + at — 2¢%a? — 26702 + 2a%b? < 4a%b?,
Cize
4+ bt + at < 2¢%a® 4 2620 + 2a%b2.
Odtial uz vyplyva, ze V < 2.

Pozndmky. Vsimnime si, ze podobné trojuholniky maji rovnaka hodnotu vyrazu V.
Skutocne, ak a, b, ¢ st strany trojuholnika, st ka, kb, kc pre kazdé realne k > 0 stranami
podobného trojuholnika a plati

(ka)* + (kb)* + (kc)* a* + bt + ¢t

(ka)2(kb)2 + (ka)2(kc)? + (kb)2(ke)2  a2b? + a2c? + b2’

To znamena, ze bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, ze ¢ = 1. Mame teda
skimat obor hodnot vyrazu
at + vt +1
a?b? + a? + b?

za predpokladu |a — b| < 1 < a + b, ¢o zjednodusuje a sprehladiiuje vypocty.

V druhej ¢asti riesenia sme mali zistif obor hodnét funkcie f(a) = (a*+2)/(2a%+1).
Zrejme f(1) = 1 a f(0) = 2. Zo spojitosti funkcie f vyplyva, Ze na intervale (0,1)
nadobtuda vsetky hodnoty z intervalu (1, 2).
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Dokladnym rozborom uvedenych dokazov zistime, Ze nerovnost V' = 1 plati pre
vSetky realne cisla a, b, ¢, z ktorych aspon dve st nenulové.

A-1-4

Pretoze (abc), je ¢islo az? + bz + ¢, méame zistit, kedy vseobecne plati ekvivalencia
n | ¢+ 3b — 4a, prave vtedy, ked n | az? + bz + c. V nej st a, b, ¢ Tubovolné &islice
pri zéklade z, t.j. ¢isla z mnoziny {0,1,...,z — 1}. VSimnime si, ze z — 1 = 4, lebo
predpokladame, ze z = 5.

Ked zvolime a = b = ¢ = 1, dostaneme, 7e n | 0 prave vtedy, ked n | 2% + z + 1.
PretoZe nula je delitelnd kazdym celym &islom, musi platit n | 22 + 2 + 1. Ked zvolime
a=1b=0ac =4, dostaneme, ze n | 0 prave vtedy, ked n | 22 + 4. Podobnou
tivahou ako vyssie zistime, ze n | 22 + 4. Ak nejaké &islo deli dve ¢isla, musi delit aj
ich najvicsi spoloény delitel, teda n | nsd(z? + 4,22 + z + 1). Tento spolo¢ny delitel
najdeme pomocou Euklidovho algoritmu.

nsd(z? +4,22 +2+1) =
=nsd(2® +4,2° +2+1— (2*+4)) =nsd(z* + 4,2 — 3) =
= nsd(22+4—z(z—3),z—3) =nsd(4+ 32,2 —3) =
= nsd(4+ 32 —3(2 —3),2 — 3) =nsd(13,z — 3).

Zistili sme, ze n | 13. Pretoze n > 1, nutne n = 13. Ak ma niektoré n pozadovant
vlastnost, je to nutne ¢islo n = 13. Dokazme, Ze ¢islo 13 skuto¢ne dani vlastnost ma.
Odvodend nutna podmienka n | nsd(13, z — 3) je pre n = 13 splnend napr. pre z = 16.
Dané ekvivalencia méa potom tvar 13 | ¢+ 3b—4a préave vtedy, ked 13 | a-16%+b-16+c.
Dokézeme silnejsiu vlastnost, Ze totiz ¢isla a - 162 +b- 16 + ¢ a ¢ + 3b — 4a davaja po
deleni trinastimi rovnaky zvysok, teda Ze ich rozdiel je delitelny trinastimi.

(a-16%24+b-16 4 ¢) — (¢ + 3b — 4a) = 260a + 13b = 13(20 + b).

Uloha ma jediné riesenie n = 13.

Pozndmka. Podobne ako v zavere rieSenia mozeme dokazat, ze uvedené kritérium
delitelnosti pre n = 13 plati aj v Tubovolnej ¢iselnej ststave so zékladom z = 13k + 3.

A-1-5

Ak je ABCD Tubovolny Stvorec, ktory spliia podmienky tlohy, bude rovnakym
podmienkam vyhovovat aj Stvorec, ktory dostaneme osovou stiimernostou podla pri-
amky M K. Hladand mnozina bude teda osovo simerna podla tejto priamky a nam
staci urcit tu jej cast, ktord lezi v jednej z oboch polrovin s hrani¢nou priamkou M K.

Okrem Iubovolného stvorca ABCD, ktory spliia podmienky tlohy, uvazujme
stvorec AgBoCyDy s uhloprieckou BoDy = KM (By = K, Dy = M), pricom vrchol Cy
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Ch
D M C D M C
Co CO
L Dy
P
A Z Ao
A K\ B A K\ B
Obr. 24 Obr. 25

lezi v rovnakej polrovine ohranicenej priamkou KM ako vrchol C Stvorca ABCD
(obr. 24). (Vrchol Cy zrejme rovnako patri do hladanej mnoziny.)

Pretoze trojuholniky K LB a M LD st podobné podla vety uu, deli bod L uhlopriecky
oboch s§tvorcov v rovnakom pomere

|BL|: |LD| = |KL|:|LM| = konst.

Velkost uhla LCD (|4 LCD| = | LCyM]) je uréend polohou bodu L na tsecke MK,
mé teda konstantni velkost, takZze bod C' lezi na rovnakom obliku 7 kruznice opisanej
trojuholniku LCyM nad tetivou LM ako bod Cj. Naviac kruznica opisand trojuhol-
niku AgK L je zhodna s kruznicou opisanou trojuholniku Cy M L, pretoze v jednej z nich
vidno tetivu AgL z bodu K pod uhlom 45° a v druhej tetivu CyL zhodnej dizky pod
rovnakym uhlom z bodu M.

Pretoze bod M lezi na strane C'D, zrejme | LMC| 2 |<LDC| = 45° (pokial M #
# D, je to vonkajsi uhol trojuholnika DM L, ktory ma pri vrchole D uhol 45°). Pretoze
uhol LM Cy meria prave 45°, lezi bod C' na casti oblika v medzi bodmi Cy a M.

Dalej si v&imnime, ze vrchol D Stvorca ABCD lezi na obliku, z ktorého vidno
usecku LM pod uhlom 45° v polrovine opa¢nej ku KM C'. Zostrojme bod P (obr.25),
ktory lezi na priese¢niku priamky AD a kolmice na priamku MK v bode L. Body
M, D, L a P lezia na Télesovej kruznici s priemerom M P, a pretoze |[SMPL| =
= |SMDL| = 45°, je trojuholnik M PL rovnoramenny pravouhly. To znamend, Ze
bod P je jednoznaé¢ne uréeny polohou bodu L na tsecke M K. (Bod P vznikne oto¢enim
bodu M okolo stredu L o 90°, pretoze bod L ako bod uhlopriecky BD ma od priamok
CD a DA rovnaku vzdialenost, priamka DA je teda v spomenutom otoceni obrazom
priamky CD; odtial taktiez vyplyva rovnost |LM| = |LP|.)

Bod D preto musi lezat na obltiku § Talesovej polkruznice nad priemerom M P v pol-
rovine opacnej k PM L, stcasne ale polpriamka DP (ktora obsahuje vrchol A) nesmie
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pretnat tsecku LK. Odtial vyplyva, ze vrchol D moze lezat len v tej ¢asti spomenutej
polkruznice nad priemerom M P, ktora lezi v polrovine PK L. Pritom je zrejmé, ze
priamka PK tato polkruznicu pretne v dalSom bode roznom od P prave vtedy, ked
|KL| > |LM| (pre |KL| = |LM| bude K P doty¢nicou kruznice nad priemerom M P).
Ked oznac¢ime v takom pripade D; priese¢nik K P s polkruznicou 6 a C; prieseénik
polpriamky Dy M s oblikom ~, je zrejmé, Ze vrchol C' padne do casti CyC; oblika ~.
V opa¢nom pripade, t.j. pre |KL| < |LM]|, vyplnia zrejme vrcholy C cela ¢ast CoM
oblika 7.

Naozaj. Zvolme lubovolny bod C na ¢asti CyC; oblika v v prvom pripade, resp. na
CoM v druhom pripade. Priamka C'M pretne obluk § v bode, ktory oznacime D.
Vrchol A potom zostrojime ako priesec¢nik polpriamky DP s Talesovou kruznicou nad
priemerom PK (v prvom pripade mame zarucené, ze bude lezat v polrovine PK Ay,
a nie v opacnej). Pretoze, ako uz vieme, st kruznice opisané trojuholnikom LCyM
a LAoK zhodné, zistime Tahko z prislusnych obvodovych uhlov, ze | DAL| = | DCL|,
takze trojuholniky DAL a DCL st zhodné, teda |[DA| = | DC/|. Pretoze polpriamka DL
pretina usecku M K v bode L, pretne polpriamka AK polpriamku DL v bode B za
bodom K, pri¢com trojuholnik DAB je rovnoramenny pravouhly. ABCD je teda stvorec,
ktory spliia podmienky tlohy.

Zaver: Hladanou mnozinou vrcholov C $tvorcov ABCD je pre |[ML| < |LK]|

oblik CyC; kruznice opisanej trojuholniku M LCj a oblik s nim osovo simerny podla
danej priamky MK (obr.26), pre |[ML| = |LK]| je to obluk CyM rovnakej kruznice



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 73

a oblik s nim osovo simerny podla priamky MK (obr.27).

Obr. 27

A-1I-6

Ozna¢me p; pravdepodobnost, ze vyhra hrac¢ A, pricom figirka stoji na i-tom policku.
Dostaneme stustavu rovnic
1 2

P2 = §+§p37

1 2
P3 = 5p2 + 5D,

3 3
- 1 n 2
P4 = 3])3 3115,
1
D5 = §p4-

Postupnym dosadzovanim z jednej rovnice do druhej dostaneme riesenie po = 15/31.
Pretoze na zaciatku stoji figiirka na policku ¢islo 2, je pravdepodobnost vyhry hraca A
rovna 15/31. Podobnym spésobom zostavime a vyrieSime systém rovnic pre hraca B
a dostaneme tak, ze hra¢ B vyhra s pravdepodobnostou 16/31. Pravdepodobnost remizy
je teda 0. Tym je tiloha vyriesena.

A-S-1

Pre Tubovolne vybranych dvadsat prirodzenych ¢isel
1 < ZTo < ...< Ty

odhadneme, kolko medzi nimi moze byt stiétovych trojic, teda trojic {z;, ;, x)} splia-
jucich podmienky 1 < i < j < k £ 20 a ; + x; = x, a to najprv pri pevnom indexe
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k € {3,4,...,20}. Nech st to trojice {z;,,xj,, o}, {Ziy, Tjp, Tr}, ..., {24,,25,, Tk}
Potom ¢isla

.’,Eil,wjl,.fl?iz,sz, . ,a:ip,xjp
st navzajom rozne a vSetky lezia v mnozine {x1,zs,..., 2,1}, takZe pre ich pocet 2p

plati odhad 2p < k — 1, odkial p < [(k — 1)/2]| (kde |a] znadi celt ¢ast ¢isla a). Preto

.....

k-1
}:{_g—J:1+1+2+2+3+3+.~+9+9=90
k=3

Priklad mnoziny M = {1,2,...,20} ukazuje, Ze pocet 90 suctovych trojic je dosiah-
nutelny, lebo pri kazdom k € {3,4,...,20} moézeme za ¢islo i vybrat lubovolné ¢islo
z mnoziny {1,2,...,|[(k —1)/2]}; odpovedajuce celé ¢islo j = k — i potom skutocne
spliia nerovnosti i < j < k, takze {i, 7, k} je suctové trojica leziaca v M.

A-S-2

Zo sumernosti spolo¢nych dotycnic vyplyva, ze body dotyku P a () st simerne zdruzené
podla priamky S; 59, takze plati PQ L S1S5. Priamka P(Q preto bude doty¢nicou ku
kruznici ko, ked ukdzeme, Ze prieseénik K priamok P(Q a S15: lezi na kruznici ko
(obr. 28). Oznacme este O prieseénik oboch dotyénic s priamkou S1.55 a R bod dotyku

P
k1 R
1
T2 kQ
By 0

S1 | K So

Q

Obr. 28

doty¢nice PO s kruznicou ky. Z podobnych pravouhlych trojuholnikov S;OP a SsOR
vyplyva pomer
T . |51P| N |510| . |510| 7“%

— = = = , odkial |5,0| =
ra |SaR|  [$20|  [$10] — 1 510

7“1—7“2'

Z Euklidovej vety o odvesne S; P trojuholnika S1OP preto vyplyva, ze

2
T
T% = |51P|2 = |51K| . |510| = |51K| _1

bl

ryT—7T2
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teda |S1 K| = r1 —7ra, a preto |So K| = [S152| —|S1K| = 11— (r1 —r2) = 2. To znamen4,
ze bod K skutocne lezi na kruznici ks a dokaz tvrdenia je hotovy.

Iné riesenie. Ozna¢me L prieseénik kruznice ko s tseckou S1S55, M pitu kolmice
spustenej z bodu S; na usecku S;P a R bod dotyku kruznice ks s tou spolo¢nou
doty¢nicou, ktora prechadza bodom P (obr. 29). Pretoze So RPM je pravouholnik, plati
|MP| = |S2R| = o, a preto |S;M| = |S1P| — [MP| = r; — 5. Rovnaka dlzku r; — 7y

Obr. 29

m4 tiez tsecka S1L, lebo ry = |S153| a ro = |S2L|. Trojuholniky S; M Ss a S;LP majt
teda zhodné uhly pri vrchole S; aj prilahlé strany, si preto zhodné podla vety sus.
Plati teda nielen S1M 1 SoM, ale aj Si1L 1 PL. Bod L vsak lezi na kruznici ks,
takze priamka PL je jej doty¢nicou, ktord s ohfadom na simernost prechadza taktiez
bodom (). Dékaz je skonceny.

Iné riesenie. Oznacme O priesecnik oboch dotycnic, K péatu kolmice z bodu P

na 0S; (vzhladom na stmernost oboch dotyénic podla spojnice S1.55 je to prieseénik
PQ@Q s OS1) a R pitu kolmice z bodu S; na OP (obr. 30). Pretoze |S; P| = |S1 52| = r1,

P

S1 So

Obr. 30
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plati |[4S1 PSa| = |45152P|, preto

XS, PK| = 90° — |4515,P| =
= 90° — |45, PSy| = |45, PR,

takze pravouhlé trojuholniky K Sy P a RSs P sa zhoduju v prepone Ss P a prilahlom uhle
pri vrchole P. Preto |So K| = |S2R| a kruznica so stredom Sy a polomerom ry = |S2 R|
sa dotyka spojnice PQ v bode K.

A-S-3
Lava stranu druhej rovnice upravime na saéin.
3 2 _ 2 _ 2
x° =2z —pr+2p=2a°(x—2) —px —2) = (z — 2)(z* —p).

Pre spolo¢ny korei  oboch rovnic teda plati z = 2 alebo 22 = p. V prvom pripade po
dosadeni do prvej rovnice dostaneme

22 4+922_-36-2—p=0, ¢ze p=—60;

v druhom pripade méZeme prvia rovnicu zjednodusit na tvar =3 — 36z = 0, odkial
vyplyva x = 0 alebo x = £6, a preto z podmienky p = 22 vychadza p = 0 resp. p = 36.

Dodajme, %e po najdeni rozkladu lavej strany druhej rovnice sme mohli vypisat jej
korene 1 = 2, x2 3 = +4/p a po ich postupnom dosadeni do prvej rovnice uré¢it hladané
hodnoty p = —60, p =0 a p = 36.

Iné rieSenie. Z prvej rovnice lahko vyjadrime p = 3 4+ 22 — 36z a dosadenim do
druhej rovnice dostaneme rovnicu

23— 227 — (2° + 2 — 362)z + 2(2® + 2 — 362) = 0.

(bez parametra p), ktortt musi spliat spolo¢ny koreti oboch pévodnych rovnic. Po tiprave
dostaneme rovnicu x* — 223 — 3622 + 72z = 0, ktorej korene Tahko urc¢ime (si to totiz
celé ¢isla) napriklad postupnym rozkladom

xt —22% — 3622 + 722 = x[z?*(x — 2) — 36(z — 2)] = 2(z — 2)(2® — 36) =
=z(x —2)(x —6)(z + 6).
Vidime, Ze spoloénym koreniom musi byt jedno z ¢isel 1 = 0, x5 = 2, x3 = 6, 14 = —6.
Ked ich dosadime do povodnych rovnic, ihned zistime prislusné hodnoty p; st to ¢isla
0, —60 a 36 (posledné zodpoveda obom koreniom x5 4 = £6).

Iné riesenie. Spolo¢né korene mnohoclenov

Pi(z) =2® + 2% =360 —p, Py(x)=a>—22% —pr+2p
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(ak vobec existuji) st korene mnohoclena, ktory je najviacsim spoloénym delitelom
mnohoclenov P; a P,. Ndjdeme ho Euklidovym algoritmom postupného delenia zo
zvyskom. V prvych dvoch krokoch dostaneme ako zvysky mnohocleny

Psy(x) = Py(z) — Pa(z) = 32% + (p — 36)z — 3p,

Py(z) = Po(z) — <§ + 309_7’) Ps(z) = (p — 36) <@ - g) .

V pripade, ked p = 36, je algoritmus skonceny; najvicsi spoloény delitel je vtedy rovny
P3(x) = 322 — 3-36 = 3(x — 6)(x + 6), takze mnohocleny P;, P, maji dva spolo¢né
korene z = +6. Dalej preto predpokladajme, ze p # 36. Jediny kandidat na spolo¢ny
korent mnoho¢lenov Py, P je korenn mnohoélena Py, teda ¢islo x = 3p/(p — 30). Stadi
iba zistit, kedy je toto ¢islo koreiom mnohoclena P3. Pretoze

3p 9p(p + 60)
P3 - 2
p—30 (p —30)

majui pozadovanu vlastnost iba hodnoty p = 0 a p = —60 (ktorym zodpoveda spolo¢ny
korenn x = 0 resp. x = 2).

A-1II-1

Pretoze v zapise dvojmiestneho ¢isla vystupuje ¢islica 4, nutne plati z = 5. Z rozvin-
utych zépisov (1001), = z3+1 a (41), = 42+1 vyplyva, Ze hladdme prave tie prirodzené
2z 2 b, pre ktoré je ¢islo 23 + 1 nasobkom ¢&isla 4z + 1. Pomocou Euklidovho algoritmu
néjdeme ich najvicsi spoloény delitel. Mézeme postupovat tak, Ze najprv vydelime oba
vyrazy ako mnohocleny a potom sa ,,zbavime* zlomkov.

1 1 1 63
3 2 3

Pretoze ¢isla 4 a 4z + 1 st nesudelitené, vidime odtial, Ze ¢islo 4z + 1 deli ¢islo 23 +
+ 1, prave vtedy, ked deli ¢islo 63, teda prave vtedy, ked 4z + 1 € {1,3,7,9,21,63}.
Z podmienky z = 5 v8ak vyplyva 4z + 1 = 21, takze 42 + 1 = 21 (rovnica 4z + 1 = 63
nema celociselné riesenie) a z = 5.

Pozndmka. Rozklad (1) tiez lTahko odhalime, ked vyuZijeme znamy vzorec a® + b3 =
= (a +b)(a® — ab+ b?). Podla neho mdzeme rovno pisat

3P +1)= (4322 +1) +63 = (42 + 1)(162% — 42 + 1) + 63.

A-1I -2

Vnutorné uhly trojuholnika ABC' ozna¢me ako zvycajne «, (3, . Podla vety o ob-
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vodovom a stredovom uhle v kruznici opisanej trojuholniku ASC' plati (obr.31)

o

90° —a  90°—f
Obr. 31

|<SXC| = 2«, takze uhol pri zékladni SC rovnoramenného trojuholnika SCX ma
velkost |4 X SC| = (180° — 2a)/2 = 90° — « (vyuzili sme predpoklad, ze « je ostry
uhol). Analogicky sa odvodi rovnost |4Y SC| = 90° — (3. Pretoze uhly pri vrcholoch
A a C trojuholnika ASC su ostré, je stred X vnatornym bodom uhla ASC; podobne
je stred Y vnatornym bodom uhla BSC'. Preto mozno vyjadrit velkost uhla X SY ako
stcet velkosti uhlov X SC a Y SC.

|[<XSY| = |4 XSC|+[2YSC| =(90° — a) + (90° — ) = 7.
Ak oznacdime eSte w = |4 ASC|, potom pre polomery kruznic opisanych trojuholnikom
ASC a BSC platia vztahy
|AC]

2sin w

BC BC
sy|_ 1BCL Ol
25in(180° —w)  2sinw
ktoré spolu so skor uréenou velkostou uhla XSY vedu k nasledujtcej zavislosti medzi
obsahmi Sgxy a Sapc trojuholnikov SXY a ABC:

_|SX]-]SY]-sin |9 XSY|  |AC|-|BC|-siny  Sapc
= = 2

SX| =

Ssxy

2 8sin’® w  4sin’w’

Odtial vyplyva nerovnost Ssxy = Sapc/4, pricom rovnost nastane prave vtedy, ked
sinw = 1, ¢ize w = 90°. Obsah trojuholnika SXY je preto najmensi prave vtedy, ked
je bod S pidtou vysky z vrcholu C' na stranu AB. (Tato pidta je vnatornym bodom
strany AB vdaka podmienke, Ze trojuholnik ABC' je ostrouhly.)

Iné riesenie. Spojnica XY stredov oboch opisanych kruznic pretina spolo¢ni
tetivu C'S v jej stredu Sy a kolmé priemety X, Yy bodov X, Y na stranu AB st stredmi
useciek AS, SB (obr.32). Preto | XYy| = |AB|/2 a pre obsah trojuholnika SXY plati

1 1
Ssxy = §|XY| - 150S] 2 §|X0Y0| - [SoS| =

1 1
4 2

1 1 1
= '§|AB|'§|CS\§ \AB\'\CCO\ZZSABC,

1
2



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA A 79

kde CCy je vyska trojuholnika ABC. Rovnost v prvej z predchédzajiacich dvoch
nerovnosti nastane prave vtedy, ked XY || AB, t.j. prave vtedy, ked C'S L AB, ¢ize
S = Cy. A prave vtedy prejde na rovnost aj druhd nerovnost.

Iné rieSenie. Priesecniky C' a S kruznic opisanych trojuholnikom ASC a BSC su
stmerne zdruzené podla priamky XY, takze pre velkost uhla SXY plati (obr. 33)

$5XY| = JI¥SXC| = 5 23 BAC| = [¥BAC),

podobne |[4SY X| = |4ABC|. Preto su trojuholniky SXY a CAB podobné podla
vety uu, takZe ich obsahy Sgxy a Sapc st pomocou koeficientu podobnosti k£ = | X S| :
: |AC| zviazané rovnostou Ssxy = k2Sapc. Pretoze tisetka AC je tetivou kruznice
s polomerom | X S|, plati nerovnost |AC| < 2| X S|, ¢ize k = 1/2; rovnost k = 1/2 pritom
nastane len vtedy, ked je strana AC priemerom kruznice opisanej trojuholniku ASC, ¢o
je ekvivalentné s podmienkou C'S | AB. Tym je dokdzané nerovnost Ssxy = Sapc/4
aj najdend podmienka, kedy nastane rovnost.

A-1II-3

Rovnice danej stustavy maji zmysel len vtedy, ked st ¢isla x, y, z kladné a rozne od 1.
Pre také ¢isla z, y, z (iné dalej neuvazujeme) dostavame odlogaritmovanim ekvivalentni
sustavu rovnic

y+z=2", z+a=y" at+y=2z" (1)

Ukazeme najprv, ze v obore M = (0,1) U (1, 00) je kazdé riesenie ststavy (1) tvorené
trojicou rovnakych ¢isel. VyuZijeme na to zndmy poznatok, ze pre p = 0 je funkcia
f(t) = tP na mnozine kladnych ¢isel ¢ neklesajuca (presnejsie rasttica pre p > 0
a konstantnd pre p = 0). Predpokladajme naopak, Zze pre niektoré rieSenie (z,y, 2)
plati napriklad = < y. Odpo¢itanim prvych dvoch rovnic z (1) dostaneme y — x = zP —
—yP. Z predpokladu x < y ale vyplyva zP < yP, takze y —x > 0 a zaroven 2P —y? < 0,
¢o je v spore s predchéddzajicou rovnostou. Podobne odvodime spor aj v pripade, ked
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x >y, a v pripadoch, ked = # z resp. y # z (sustava (1) je totiz v nezndmych z, y, z
symetricka).

Sustava (1) sa preto redukuje na rovnicu x + x = 2P, ktorid mame riesit v obore
M = (0,1)U (1, 00). Pretoze x # 0, dostavame po deleni ¢islom = ekvivalentnt rovnicu
2 = 2P~ . T4to rovnica nem4 rieSenie pre p = 1, pre p = 0 m4 jediné riesenie v = 1/2,
pre prirodzené p > 2 m4 jediné rieSenie z = 21/®—1) ktoré moino pre p = 3 zapisat
ako x = */2. (Cisla 1/2 aj 21/®P~1) zrejme patria do M.)

Odpoved. Dané ststava ma pre p = 0 jediné rieSenie z =y = z = 1/2, pre p = 1
nems riedenie, pre prirodzené p > 2 ma jediné rieSenie x = y = z = 2/(-1),
A-1I1-4
Na tvod si vS§imneme, ze v désledku rovnosti x; = 1 plati

T2 :xfl = 1% =1,

1

x3:x2i1+x%1:1i1+1i1:2. @
Pretoze pre kazdé x > 0 st obe ¢isla 7!, 27! kladné, vyplyva odtial jednoducho
matematickou indukciou, Ze nerovnost x, = 1 je splnend pre kazdé n. Ale ak z = 1,
potom 0 < z7! < 2!, a preto pre kazdé n > 4 platia odhady

11
I+14+-4+—+...+

S, S1+14+24a4+ ... +2p0-1, (2)
2 1y Tp—1

ktoré vyuzijeme vo vSetkych troch castiach riesenia.

a) DokéZeme (sporom), 7e existuje k, pre ktoré z; > 103. Predpokladajme naopak,
7e pre kazdé k plati opacna nerovnost z;, < 103. Z lavej nerovnosti v (2) potom pre
kazdé n > 4 vyplyva odhad
+107°+107°+...+107° ==+ (n—4)-107°.

(n—4) krat

Ty 2

DN Ot
DN | Ot

Odtial ale vyplyva, ze x,, > 103 pre kazdé n > 10° + 4, ¢o je spor.

b) Dok4zeme najskor, ze z pravych nerovnosti v (2) vyplyva odhad z,, < 2"~ 2 pre
kazdé n = 2. VyuZijeme indukciu. Pre n = 2 aj pre n = 3 plati podla (1) rovnost
T, = 2" 2 nech n > 4 a nech pre vietky k € {2,3,...,n— 1} plati z < 2¥72, potom
z (2) dostavame

Ty ST+ 42422+ +2" ) =14+(2" 2 1) =2""2
Tym je dokaz indukciou ukonéeny. Ked dosadime odhady x,, < 2"~2 do lavej nerovnosti
v (2), vyjde ndm pre hodnotu zgs dolny odhad

1 1 1 1

x106§2+§+§+...+21076_3:3—21076_3.
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To spolu s prikladom vyhovujtcej postupnosti

Tp =Ty 1+ Ty ot...+x1 (n€{2,3,...,10° —1}),

_ -1 -1 —1 -1
106 = Tyg6_q1 T Lge_g T - T Ty~ + 217,

v ktorej z,, = 2" 2 pre kazdé n € {2,3,...,10° — 1} a 2106 = 3 — 23_106, ukazuje, Ze
najmensia mozna hodnota ¢lena x1gs je rovna 3 — 23-10°.

c) Predpokladajme, Ze nerovnost z,, < 4 plati okrem troch hodnét n € {1, 2,3} este
pre niektoré dalsie n, ktoré oznac¢ime ng,ns,ng,... tak, ze 4 S ng < ns < ng < ...
(zatial eSte nevieme, ¢i ide o koneénti alebo nekoneénii postupnost). Ukézme, Ze pre
kazdé také nj si vo vSetkych exponentoch prislusnej rovnosti

Tpy =1+ 1425 paft a3 + a2

2*1 je to zrejmé, lebo z,, < 4; z rovnakej

vybrané znamienka , minus“. Pre mocninu
nerovnosti dalej vyplyva, ze znamienko v exponente ktorejkolvek mocniny mjil (4 =

< j < ng — 1) musi byt vybrané tak, aby platilo

5 3
+1

<4 — — = —.
T 2 2

Tato nerovnost vSak moéze byt splnend iba so znamienkom ,minus“, lebo podla (2)
mame x; = 5/2. Tym je tvrdenie o vybere znamienok dokazané. Porovnanim dvoch za
sebou iduacich rovnosti

5 1 1
Tp, ==+ —+—+...+ ,

2 x4y xH Tny—1

> + ! + ! +...+ + + ...+ !

Ty ==+ —+ — — 4 ..
h 2 'T4 x5 xnk—l xnk xnk+1—1
dostaneme pre vSetky k& = 4 nerovnosti
xnk+1 z xnk + T
ng

ktoré s prihliadnutim k tomu, Ze funkcia f(t) = t+1/t je na intervale ¢t € (1, c0) rastica
a ze x,, = 2,5, vedu postupne k odhadom

Tns = f(2,5) = 2,9, zn, = f(2,9) > 3,24, z,. > f(3,24) > 3,54,
Tng > f(3,54) > 3,82, zn, = f(3,82) > 4,08.

Posledna nerovnost je ale v spore s podmienkou z,, < 4 ur¢ujicou vyber indexov ny.
Preto nerovnost x,, < 4 nemoze platit pre devit indexov n.
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A-IIT-1

Pretoze druhd rovnicu moézeme upravit na tvar zy(x + y) = —2, upravme podobne aj
prvi rovnicu: (z+y)?—3zy = 7. Pre ¢isla s = v+, p = xy tak dostdvame ekvivalentnt
stustavu

2
s°—=3p =17,
(1)
sp = —2,
ktorda po vyjadreni p = —2/s (zrejme nemoze byt s = 0) z druhej rovnice vedie na
kubickt rovnicu s% — 7s + 6 = 0. TA ma celo¢iselné korene s; = 1, s = 2 a s3 = —3.

N4jdenym hodnotdm s odpovedaja tieto hodnoty stcinu p = xy: p1 = =2, ps = —1,
p3 = 2/3. Cisla z, y tvoria dvojicu koretiov kvadratickej rovnice t? — st + p = 0, takze
sa jedna o jednu z rovnic

2
2 —t—2=0, t?—2t—1=0, t2+3t+§:0.

Ich rieSenim dostaneme (vSetkych) Sest rieseni danej ststavy

{.’L’,y}:{—l,Q}, {x7y}:{1+\/§71_\/§}7

o {25 20T

A-T1I1I -2

Predpokladajme, Ze spomenuté Stvoruholniky maji uvedent vlastnost. Zo simernosti
doty¢nic z daného bodu k danej kruznici vyplyva, ze strany trojuholnika A BC st rozde-
lené bodmi D, E, F' a bodmi dotyku kruznic vpisanych uvazovanym stvoruholnikom
na tseky dlzok, ktoré ozna¢ime podla obr. 34. St na fiom tiez vyznacené body P, Q, R
vzajomného dotyku spomenutych kruznic. Nasim ciefom je dokazat rovnosti z =y = 2
aa=b=c
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Pre tiseky dotycnic z bodu A ku kruzniciam pri strane BC' platia rovnosti a + 2z =
= |AP| = a + 2y, odkial ihned vyplyva y = z; z dovodov symetrie teda naozaj plati
x =y = z. (V8ade dalej budeme pisat x namiesto y a z.) VSimnime si teraz trojuholniky
AEG a AFG. Majt spolo¢nti stranu AG a zhodné strany AF a AE (dizky a + z). Tiez
ich tretie strany EG a F'G st zhodné, lebo

|EG| = |[EQ| + |QG| =z + |RG| = |FR| + |RG| = |FG|.

Trojuholniky AEG a AFG st teda zhodné podla vety sss, takze uhly BAD a CAD st
zhodné a polpriamka AD je osou uhla BAC. Ako vieme, os uhla trojuholnika pretina
protilahld stranu v pomere dizok prilahljch stran. V nasom pripade to znamena, Ze

a+2x—i—b_ b+x

a+2r+c cH+ax

Jednoduchou tpravou dostaneme rovnost (b — ¢)(a + z) = 0, z ktorej vidime, ze b = c.
Z dovodov symetrie teda plati a = b = ¢ a cely dokaz je hotovy.

Iné riesenie. Oznacme Sy, Sa, S5 stredy vpisanych kruznic (obr.34). Rovnako ako
v predchadzajicom rieseni si najprv vSimneme, ze plati x = y = z a ze trojuholniky
AEG a AFG st zhodné. K tomu sme vyuzili rovnost |GQ| = |GR]|, z ktorej vyplyva, ze
podla vety sss st zhodné aj trojuholniky S1QG a S1RG. Kedze R € 5155 a Q € 5153,
zo sumernosti podla osi AD teraz vyplyva, ze priamky AB a S;.S55 zvieraji rovnaky uhol
ako priamky AC a 5153, a pretoze kolmé priemety useciek S7.55 a S1.53 na odpovedajtce
priamky AB, resp. AC st zhodné (maju dizku 2x), plati [S1S2| = [S1S3]. Analogicky
|S152| = |S2S3], takze trojuholnik S7.5555 je rovnostranny. Odtial pre polomery rq, ro
a rg vpisanych kruznic vyplyva ri +ry = r9 +1r3 = r3 +r1, ¢ize r1 = ro = r3. Kruznice
st teda zhodné, takze AB | 5152, BC || 5255 a CA || S351 a trojuholnik ABC je

rovnostranny.

Pozndmka. K dokonéeniu predchadzajiceho dokazu moézeme tvahu o dlzkach
tseciek S;S; nahradif tvahou o tzv. orientovanych uhloch medzi priamkami. Orien-
tovany uhol (p, q) priamok p, ¢ (v tomto poradi) je uhol, o ktory musime v kladnom
smere otoCit priamku ¢, aby bola rovnobezna s priamkou p. Pritom (p,q) = (q,p)
prave vtedy, ked (p,q) je nasobok 90°. Zo stmernosti podla osi AD, BE a CF tak
postupne dostavame (5153, AC) = (AB, S153) = (5253, BC) = (AC, S1S3). Pretoze
obe odpovedajice kruznice so stredmi S7, S3 maja spolo¢nt dotycénicu AC a lezia
v rovnakej polrovine urcenej priamkou AC', znamena to, ze S1.53 a AC' s rovnobezné.

A —1III -3
Pokial sa ndm podari zostavit podla daného pravidla (k + 3)-¢lennd postupnost

x1 =1, T2, T3, ..., Th—1, Tk = Th41 = Thy2 = T3 = 12,
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mozeme vSetky nasledujice ¢leny 14, Tgi5, Tiis, - - - definovat tak, aby sa tiez rovnali
¢islu 12. Skuto¢ne, vzhladom na matematickt indukciu stac¢i ukézat, ako s vytycéenym
ciefom vybraf znamienka v rovnosti urcéujucej ¢len 4. Polozme

Tppa = +12(k+3) —12(k +2) — 12(k + 1) + 12k +
+ (k} — 1)$k_1 + (k} — 2)$k_2 +...%+ I,

pritom znamienka v druhom riadku vyberieme presne také, aké boli v sucte urcujicom
¢len xp = 12. Potom sa sucet v druhom riadku rovna 12, takze vychadza

Troa =12(k+3) —12(k+2) —12(k+ 1) + 12k + 12 = 12.

Vhodny priklad pre £k =8 je x1 = 29 = x3 = 1,

T, =3-2+1=2,
15 =4-2-3-2+1=4,

26=5-4—-4.-2-3-2—-1=6,
27=6-6—-5-4—4-2+3—2+1=10,

25 =7-10-6-6—-5-4—4-2+3+2+1=12,
29g=8-12—7-10—6-64+5-4+4-2—-3—-2—-1=12,
T10=9-12—-8-12—-7-104+6-6+5-4+4-2+3+2+1=12,

211 =10-12+9-12-8-12—-7-10—6-6—-5-4+4-2—3+2—1=12.

Dokéazali sme, ze jedna z uvazovanych postupnosti mé iba prvych sedem c¢lenov réznych
od cisla 12.

A-T1II1 -4

Rozbor. Predpokladajme, Ze trojuholnik ABC ma vsetky pozadované vlastnosti a oz-
nac¢me D priesec¢nik kruznice k opisanej trojuholniku ABC' s polpriamkou opac¢nou
k ramenu K A daného uhla AK S (obr. 35). Polpriamka AD rozpoluje uhol BAC, preto
st uhly BAD a CAD zhodné, takze si zhodné aj tetivy BD a C'D kruznice k. Bod S
je preto stredom zakladne BC' rovnoramenného trojuholnika BC'D, takze uhol BSD je
pravy. To znamend, ze bod D lezi na priamke p, ktord prechddza bodom S kolmo na
dané rameno K S. Stred O kruznice k lezi jednak na priamke p (osi tetivy BC), jednak
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na priamke o, ktora je osou tetivy AD.

Obr. 35

Konstrukcia. Pre dany uhol AK S najprv prelozime bodom S priamku p kolma na
rameno KS. Potom zostrojime priesecnik D priamky p s polpriamkou opac¢nou k ra-
menu K A. Dalej zostrojime os o tiseéky AD a, jej prieseénik s priamkou p oznaéime O.
Koneéne zostrojime kruznicu k so stredom O a polomerom r = |OA| (= |OD|) a jej
priesecniky s priamkou K S oznac¢ime B a C.

Dokaz spravnosti konstrukcie. Ukazeme, ze zostrojeny trojuholnik ABC' mé vsetky
pozadované vlastnosti. Z posledného kroku konstrukcie vyplyva, ze body B, C' lezia na
priamke K S a ze bod S je stredom tsecky BC'. Pretoze na priamke p, osi tsecky BC,
lezi aj bod D, plati |[BD| = |CD]|, a preto |[SBAD| = |CAD]| (lebo vSetky body A,
B, C, D lezia na kruznici k.) Polpriamka AD je teda osou uhla BAC a bod K je jej
priesecnikom s tuseckou BC.

Diskusia. Vysvetlime, preco pre dany tupy uhol AKS je hladany trojuholnik ABC
jediny (ked neberieme do tvahy moznost zamenit oznacenie vrcholov B a C). Pretoze
je uhol AKS tupy, bod D z nasSej konstrukcie zrejme existuje a priamky p a o st
roznobezné, takze aj bod O je uréeny jednoznacne. Zostéva zdovodnit, preco kruznica k
pretne priamku K .S v dvoch bodoch. Pretoze bod K je vnutornym bodom zakladne AD
rovnoramenného trojuholnika ADO, plati |OK| < |OA| = |OD| = r, teda bod K lezi
vo vnutornej oblasti kruznice k a priamka KS' je nutne jej seCnicou.

A-TIII-5

Hladané dvojmiestne ¢isla A, B maja tvar A = az +b a B = bz + a, kde a, b st ich
(nenulové!) ¢islice, takze a,b € {1,2,...,z — 1}. Kvadratickd rovnica z textu tlohy ma
dvojnésobny koreni xo prave vtedy, ked plati 2z = A a 23 = B. Z tychto rovnosti
vyplyva, Ze ¢islo zg je kladné a celé. Vzhladom na nerovnost 23 = B < 22 (B je totiz
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dvojmiestne, zatial ¢o 22 je trojmiestne) naviac plati zg < 2, odkial A = 21y < 2z,
takze ¢islo A ma ako prvu ¢islicu jednotku. Plati teda a = 1 a z rovnosti 2z = 2 + b
a x3 = bz + 1 vylienim zo dostaneme pre ¢islicu b kvadratickt rovnicu (b — 2)? = 4
s dvoma korerimi by = z — 2 a by = z + 2. Za ¢islicu b mozno vSak zobrat iba prvi
z nich, takze nutne b = z — 2.

Dokazali sme, ze ¢isla A, B musia byt tvaru A = z4+(2—2) =2z2—2a B = (2 — 2)z+
+1 = (2 —1)?; v stistave so zdkladom z teda maji zpisy A = 1(z —2) a B = (z — 2)1.
Urobme este skusku. Kvadratickd rovnica 2% — (22 — 2)x + (2 — 1) = 0 ma naozaj
dvojnasobny koreti g = z — 1, lebo jej Tava strana je rovna (x — z + 1)2.

Pozndmka. Klu¢ova rovnost a = 1 mozno odvodit aj bez tvahy o dvojnasobnom
koreni zg skiimanej rovnice, ked zapiSeme podmienku, Ze jej diskriminant A2 — 4B je
rovny nule:

0= A% —4B = (az +b)* — 4(bz + a) = b* + 22(a — 2)b + a(az® — 4).

Posledny vyraz moze mat nulovi hodnotu len vtedy, ked je ¢initel a — 2 zaporny, lebo
b>21,a21,2=23aaz>—42=>3%—4=0>5.7 nerovnosti a — 2 < 0 uz véak vyplyva
a = 1. Pre také a dostdvame rovnicu 0 = b — 22b + (22 — 4) a zdver je rovnaky ako
v uvedenom rieSeni.

A-TIII-6

K danym kladnym ¢islam a, b, ¢ spliiajicim podmienku abc = 1 zapiseme AG-nerovnost
pre trojicu ¢isel a/b, a/b a b/c.

1/a a b a a b a? a’
_ | = _ > .2 =23 = =23 — =q.
3(b+b+c): b’ b ¢ \Noe \abe
Plati teda odhad
2a+
—+—2a
3b 3¢
Z rovnakého dévodu platia aj odhady
2b c 2c a
—+— 20 — 4+ —2c.
30 T3a=7 ® 3ty =C

Séitanim tychto troch odhadov dostaneme dokazovant nerovnost.

Iné rieSenie. Ak plati pre kladné ¢isla a, b, ¢ rovnost abc = 1, potom max{a,b,c} =
> lamin{a,b, c} < 1. Pretoze dokazovand nerovnost sa nezmeni, ked nahradime trojicu
(a, b, c) trojicou (b, ¢, a) alebo trojicou (c, a,b), budeme predpokladat, Ze ¢isla a a ¢ st
z trojice (a, b, ¢) najmensie a najvicsie (v nejakom poradi), takze plati

(a—1)(1—c) 2 0. (1)
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Do dokazovanej nerovnosti dosadime ¢ = a~'b~! a urobime niekolko ekvivalentnych
aprav.

ab™ +ab* +a bt Za+b+a v, /-a®
a®+ a2 +12a3b+a?h? +a,
adb® —a?? —aPb+a® —a+120,
a*(b® — v —b+ 1)+ (a® — a®)b* — (a — 1) 20,
a*(b—1)%2(b+1)+ (a —1)(ab—1)(ab+ 1) 2 0.

Posledna nerovnost plati, lebo (a — 1)(ab — 1) = (a — 1)(ab — abc) = ab(a — 1)(1 — ¢)
a taky sucin je podla (1) nezaporny.

Iné rieSenie. Pre lubovolné kladné ¢isla A, B, C su trojice (A%, B2, C?) a (A, B, C)
tzv. sthlasne usporiadané, teda plati nerovnost

A* A+ B*-B+C?*- C=A> B+B*>-C+(C? A (2)
Dokazme (2) bezprostredne. Upravou dostdvame nerovnost
(A-CP(A+C)+ (B-CO)(B*>— A% =0,

ktora zrejme plati, pokial B = max{A, B,C}, ¢o mozno vzdy dosiahnut cyklickou
permutaciou danej trojice ¢isel. Ked zvolime v dokazanej nerovnosti (2) hodnoty A =

= {/a/b, B= {/b/caC = {/c/a, dostaneme nerovnost

a b ¢ 3/ a? 5/ b2 3/ C2
_ _ - > _ _ _
b+c+a: bc+ ca+ ab’

z ktorej za predpokladu abc = 1 vyplyva dokazovana nerovnost.






Pripravné suastredenia pred IMO

Pred medzinarodnou matematickou olympiddou (IMO) sa kaZzdoro¢ne konda jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlepsich riesitelov tretieho kola katego-
rie A. Po vyberovom stustredeni SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezen-

tacného druzstva Slovenska a urc¢i jedného nahradnika.

Na vyberovom ststredeni pred IMO sa zuUcéastnilo 11 stfaziacich, najaspesnejsich
rieSitelov tretieho kola MO kategdrie A. Stustredenie sa konalo v diioch 27.4.-3.5. 2003

v Bratislave.

Kazdy den studenti riesili sériu troch az styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci sustredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sc¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO bolo vybrané Sestélenné druzstvo pre uc¢ast na IMO.

Vysledky sustredenia:

1. Michal Burger 54,5
2. Jakub Zavodny 42,5
3. Tomds Vana 36
4. Frantisek Simancik 34,5
5.-7. Péter Koltai 34
5.=7. Hana Buddcova 34

Ulohy zadévali lektori z Bratislavy:

Peter Novotny, FMFI UK, tulohy 1 — 4,

[Er—Y

Mgr. Richard Kollar, FMFI UK, ulohy 5 — 7,

Jan Mazak, FMFI UK, tlohy 8 — 11,
Juraj Foldes, FMFI UK, dlohy 12 — 15,
Radovan Bauer, FMFI UK, tulohy 16 — 19.

= o © N

Jaroslav Knebl
Robert Birkus
Sdamuel Peres
Miroslav Stolc
Katarina Kittanovd

34
25,5
24
17,5
16,5

Druhé ststredenie sa konalo v dnoch 9.-14.6. 2003 v Bratislave. Bezprostredne
po 1iom odcestovalo druzstvo na trojstretnutie do Ziliny. Ststredenie bolo zamerané
obzvlast na pripravu Sestclenného reprezentacného druzstva. Lektormi boli Studenti

FMFI UK Bratislava:

Peter Novotny, (Teéria ¢isel),
Martin Potoc¢ny, (Geometria),

Juraj Foldes, (Funkcionéalne rovnice, Nerovnosti, Kombinatorika).
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Zadania sttaznych tloh vyberového stistredenia pred MMO

. Najdite vsetky polynémy f(x) s redlnymi koeficientmi také, ze pre kazdé redlne

¢islo x plati

(x +2003) f(z — 2002) = (z — 2001) f(z).

. Ak méame usporiadani Stvoricu (z,y,z,w), tak z nej mdZeme v jednom

kroku vyrobit usporiadant $tvoricu (zy, yz, zw, wx). Zacali sme s usporiadanou
Stvoricou realnych ¢isel (zg, yo, 20, wo) a po koneénom pocte krokov sme dostali
tl istt usporiadana Stvoricu. S akou usporiadanou Stvoricou sme mohli zacat?

. N4ajdite najvicsie p € R také, ze pre kazdy trojuholnik so stranami a, b, c

a obsahom S je splnené nerovnost

a? + b2 > pc? + 3S.

. Dve kruznice k; a ks maja vonkajsi dotyk v bode K. Obe maji vnatorny dotyk

s kruznicou k£ postupne v bodoch A; a A;. Nech P je jeden z priesec¢nikov
kruznice k so spolo¢nou doty¢nicou kruznic k; a ke vedenou bodom K. Pre
i = 1,2 oznatme B; priesenik priamky PA; s kruznicou k; (rozny od A;).
Dokéazte, ze priamka Bj By je spolo¢nou dotyc¢nicou kruznic £y a ks.

. V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me H patu vysky vedenej z vrcholu A.

Nech P je Iubovolny vnatorny bod trojuholnika ABC a nech D, E a @) st po
rade péty vysok z neho vedenych na strany AB, AC a AH. Dokéazte, ze plati

|AB|-|AD| - |AC| - |AE|| = |BC| - |PQ).

. Nech ag, a1, as, ... je postupnost kladnych redlnych ¢isel spliiajiica podmienku

a;_1a;11 < a? pre kazdé i = 1. Dokazte, 7ze pre kazdé n > 1 plati

ag+...a, a1+ ...an_1 >a0—|—...an_1 a1+ ...an

n+1 n—1 - n n

. Pre kazdé prirodzené ¢islo n nech a,, = 0 alebo 1, podla toho, ¢i je pocet

jednotiek v zéapise ¢isla n v dvojkovej ststave parny (0) alebo neparny (1).
Dokazte, ze neexistuju prirodzené cisla k a m také, ze

Ak+j = Qk4+m+j = Ak+2m+j

pre kazdé 0 < j < m — 1.

. Najdite vsSetky realne ¢isla x, y, pre ktoré plati

(x = 1)(y* +6) = y(z* + 1),
(y — 1)(2® +6) = z(y* + 1).
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. Nech n je neparne prirodzené ¢islo. Sachovnica n x n ma poli¢ka zafarbené

striedavo bielou a ¢iernou farbou, pricom rohy su ¢ierne. Tromino v tvare L je
tvorené troma susediacimi polickami. Pre aké hodnoty n je mozné pokryt vsetky
¢ierne policka Sachovnice neprekryvajicimi sa trominami? Ak je to mozné, aky
je minimalny pocet potrebnych tromin?

Aky ciferny stcet moze mat Stvorec (t.j. druhd mocnina) celého ¢isla?

Dany je pravouhly trojuholnik ABC s pravym uhlom pri vrchole C, pricom
|BC| < |AC|. Ozna¢me I stred vpisanej kruznice, O stred strany AB. Na
strandch AC, AB zvolme po rade body @, P tak, aby platilo |CQ| = |CB| =
= |BP]|. Priese¢nik osi uhla AC'B a priamky QP ozna¢me S. Kolmica na QI

prechadzajica bodom S pretina BQ) v bode R. Dokazte, ze body I, R, O lezia
na jednej priamke.

N4jdite vsetky celociselné riesenia rovnice

13199 _ =
x2 y2 1997

Do stvorstena je vpisand gula, ktora sa jednej steny dotyka v priesecéniku
vysok, druhej sa dotyka v fazisku a tretej sa dotyka v strede vpisanej kruznice.
Dokazte, ze potom je Stvorsten pravidelny.

N4jdite sucet stvorcov prvych 100 ¢lenov aritmetickej postupnosti, o ktorej
viete, ze sucet prvych 100 clenov je —1 a stucet druhého, stvrtého, Siesteho, ...
a stého clena je +1.

N4jdite vsetky redlne riesenia rovnice

Va2 —p+2y/a22 —1=uz,

kde p je redlny parameter.

Fibonacciho postupnost F), je definovana nasledovne: Fy =1, Fy =1, F, 1o =
= F, 11 + F,. Uréte najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel Fopos a F3005-

Koneéna postupnost celych ¢isel ag, a, ... ,a, sa nazyva kvadratickd, ak pre
kazdé i € {1,2,...,n} plati |a; — a;_1| = i*.

(a) Dokéazte, ze pre Iubovolné dve celé ¢isla b a ¢ existuje prirodzené ¢islo n
a kvadratickd postupnost také, ze plati ag = b a a,, = c.

(b) Néjdite najmensie prirodzené ¢islo n, pre ktoré existuje kvadratickd pos-
tupnost s ag = 0 a a,, = 2004.

Nech a, b st dané prirodzené cisla, nech f je funkcia z R do R takéa, ze plati
[f@)]=1a

fle+a+b)+ f(z)=f(r+a)+ f(x+b)

pre vSetky = € R. Dokézte, ze f je periodicka funkcia (t.j. existuje také p, ze
f(x+p) = f(z) pre vsetky = € R).
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19. Dve kruznice k; a ko sa pretinaji v bodoch P a Q. Zvolme si lubovolne body
A;, By na kruznici k;. Priamky A;P a B;P pretinaju kruznicu ks okrem
bodu P v bodoch As, By a priamky A;B;, A3Bs sa pretinaju v bode C.
Dokéazte, ze ked menime polohu bodov A, Bj, tak stredy kruZnic opisanych
trojuholniku A; A5C lezia na kruznici.



3. éesko—slovensko—polské stretnutie

ZILINA, 15.-18.6. 2003

V ramci zavereénej pripravy pred Medzinarodnou matematickou olympidadou (IMO)
sa uskutocnilo uz tretie medzindrodné stretnutie medzi druzstvami Ceskej republiky,
Polska a Slovenska (a deviate medzi druzstvami CR a SR). Jednotlivé krajiny reprezen-
tovali Sestice ticastnikov, ktori si vybojovali vo svojich krajinach postup na 44. IMO
v Tokiu.

Stufaz sa uskutoénila v termine 16.—18.6. 2003 v Ziline. Vietky tri reprezentacné
druzstva pricestovali na miesto konania uz v nedelu vecéer 15. 6. Organizéacia a priebeh
sutaze zostal rovnaky ako v predoslych roc¢nikoch — je prisposobeny stylu III. kola
nasej MO a podmienkam na IMO. Sutaziacim boli po dva dni predlozené dve trojice
sutaznych tloh, pritom za kazda z tloh mohli ziskat najviac 7 bodov, t.j. celkovo
(rovnako ako na IMO) 42 bodov. Na kazdu trojicu tloh mali sutaziaci vyhradenych
4.5 hodiny. Vysledky uvadza tabulka.

Por. | Meno Stat 1.12.13.14.15.16.|>
1.-3. | Péter Koltai Slovensko |7 |7 |7 |7 |7 |7 |42
Marcin Pilipczuk Polsko TI\7T|7|7|7|71]42
Aleksander Zabtocki | Polsko TI7T|7|7|7|7/42

4. Pawel Januszewski | Polsko 7127|777 |37

D. Jan Molacek Ceskdrep. |7 2|6 |7|7|2|31
6.—9. | Hana Budacova Slovensko | 7|7 |1 |7 |7|1|30
Vitézslav Kala Ceskdrep. | 7|7 |710|7|2]30

Pavel Kocourek Ceskdrep. | 7|70 |7|7|2]30

Tomas Vana Slovensko | 7|70 |7 |7|2|30

10.-11. | Michal Burger Slovensko |7 2|0 |7 |7]6 |29
Kamil Duszenko Polsko 7T12|7|7]6[0(29

12. | Marek Krc¢al Ceskdrep. | 7|2 |5 |7|7|0]28
13. | Witold Rebacz Polsko 717101 7]15]0|26
14. | Jakub Zavodny Slovensko |7 |2 |1 |7 |7|1|25
15.-16. | Jaromir Kuben Ceskd rep. |72 |7|0|[7|0|23
Michat Lason Polsko 712(710]7]0(23

17. | Pavel Cizek Ceskdrep. | 7|26 |0|7|0]22
18. | Frantisek Simancik |Slovensko |70 |0 |7 |7 |0]21

Ulohy pre tohtoro¢nt stfaz sme vyberali my ako organizatori — viié§inou z tloh, ktoré
presli spolo¢nou ¢esko-slovenskou tilohovou komisiou. Ich koordinaciu zabezpecila medz-
inarodna jury, ktora tvorili dr. Karel Hordk a dr. Jaroslav Svréek z Ceskej republiky,
Rafal Lochowski a Paulina Domagalska z Polska a prof. Jozef Moravcéik, doc. Oliver
Ralik a doc. Pavel Novotny za Slovensko. Sufaz prebehla na pode Zilinskej univerzity,
usporiadal ju a o spokojnost éastnikov sa staral doc. Vojtech Bdlint zo ZU.
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Zadania aloh 3. &esko-slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.
Nech n = 2 je prirodzené ¢islo. V obore redlnych ¢isel vyrieste sustavu rovnic

max{l, .’L‘l} = T2,

max{2, .’L‘Q} = x3,

max{n — 1, xz,_1} = (n — 1)z,

max{n, x,} = nz.

Uloha 2.
Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom velkost vnatorného uhla pri vrchole B

je taky bod tsecky AF, ze plati |[S DK F| = | KEF|. Dokézte, ze

a) taky bod K vzdy existuje;

b) plati rovnost |KD|? = |FD|* + |AF| - |BF)|.
Uloha 3.
Ak pre ¢isla p, g, r z intervalu (2/5,5/2) plati pgr = 1, potom existuju dva trojuholniky
s rovnakym obsahom, pricom jeden ma strany a, b, ¢ a druhy ma strany pa, qb, rc.
Dokézte.

Uloha 4.

Dany je trojuholnik ABC a v jeho vnutri bod P leziaci na taznici z vrcholu C.
Oznactme X priesecnik priamky AP so stranou BC a Y prieseénik priamky BP so
stranou AC'. Dokéazte, ze ak je stvoruholnik ABXY tetivovy, potom je trojuholnik ABC
rovnoramenny.

Uloha 5.
Urcte vSetky prirodzené ¢isla n = 2, pre ktoré su vsetky binomické koeficienty

parne cisla.

Uloha 6.
Néjdite vSetky funkcie f : R — R, ktoré pre vietky x,y € R spliaji vztah

Ff(x)+y) =2z + f(f(y) — z).
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Riesenia uloh 3. &esko—slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.
Ukéazeme najprv, ze pre kazdé i € {1,2,...,n} plati z; < i. Dokaz urobime sporom.
Predpokladajme, ze x; > ¢ pre nejaké i.

Ak z1 > 1, vyplyva z poslednej rovnice danej sustavy nerovnost max{n, z, } = nx; >
> n, takze x,, > n. Ak dalej pre nejaké i > 1 plati z; > i, potom max{i — 1,z;_1} =
= (i—1)z; > (i—1)i > i — 1. Preto tiez x;,_1 > i — 1. Odtial vyplyva, ze ak nerovnost
x; > i plati pre niektoré i € {1,2,...,n}, potom uz plati pre kazdé i € {1,2,...,n}.
V takom pripade méa vSak dana sustava tvar

Ty = T9, Ty =2x3, ..., Tp_1 = (n—1)z,, x,=nz.
Vynasobenim tychto rovnic dostaneme zix3...x, = nlzizs...z,, Co neplati pre

Ziadne prirodzené n = 2. Vsetky z; st totiz kladné ¢isla. To je spor.
Pre vsetky ¢ € {1,2,... ,n} teda z; < i. Preto

i = max{i, z;} = iT;41, pricom x,11 = x1.
Odtial uz lahko ziskame jediné redlne rieSenie danej stistavy

T =To=...=T, = 1.

Uloha 2.

a) Oznac¢me velkosti vntatornych uhlov daného trojuholnika ABC zvyc¢ajnym sposobom
a uvazujme Téalesovu kruznicu zostrojeni nad priemerom BC'. Vzhladom na to, Ze
trojuholnik ABC je ostrouhly, lezia pity vysok E, F' v polrovine BC'A. Z vlastnosti
tetivového $tvoruholnika BCEF vyplyva (obr.36), ze |[SAFE| = v a |[SAEF| = g.
Podobne z tetivového Stvoruholnika AFDC vyplyva, ze |<DFB| = v. Ak K = A,
potom |[SDKF| = |{DAF|=90° - a |[SKEF|=|q4AEF| = 0.

Obr. 36
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Ak sa bod K bude spojito pohybovat po tsecke AF' od bodu A k bodu F', porastie
velkost uhla DK F' spojito od hodnoty 90° — (5 k hodnote 7 (v ostrouhlom trojuholniku je
90°—f < ) astcasne bude velkost uhla K F'F' spojito klesat, a to od velkosti § > 90°—(3
k hodnote 0°. Preto na tisecke AF' existuje bod K, pre ktory plati |[SDKF| = | KEF|.

b) Nech D’ je obraz bodu D v osovej sumernosti podla priamky AB. Pretoze
|SAFE| = |9 DFB| = 7, lezia body E, F a D' na jednej priamke. Priamka KD’ je
podla vety o isekovom uhle doty¢nicou kruznice k opisanej trojuholniku K F'E, pretoze
|<D'KF|=|4DKF| = |q4KEF|. Pre mocnost bodu D" ku kruznici k plati

|KD'|* = |D'F| - |D'E| = |D'F|(|D'F| + |FE|) =

5 (1)
— |D'F? +|D'F| - |FE|.

Teraz sta¢i vyuzif rovnosti |FD| = |D'F| a |KD| = |KD'|, ktoré vyplyvaja zo
sumernosti bodov D a D’ podla AB a mocnost bodu F' ku kruznici s priemerom AB,
podla ktorej

|EF|-|FD'| = |AF| - |BF)|.

Dosadenim do (1) tak dostaneme |KD|?> = |FD|* + |AF|-|BF|, ¢o sme chceli dokézat.

Uloha 3.
Zo zadania ulohy vyplyva, Ze niektoré dve z ¢isel p, ¢, r s bud nanajvys rovné 1,
alebo st aspon 1. MéZeme ich preto oznacit tak, Ze nastane jeden z nasledujicich dvoch
pripadov:

(i) Polozme a = ¢q, b = 1, ¢ = pq, potom plati pa = pg = ¢, gb = q = a, rc =
= pqr = 1 = b. Trojuholniky, ktorych strany maja velkosti a, b, ¢ a pa, pb, pc, st
teda zhodné (ak existuji). UkéZzeme, Ze trojuholnik so stranami dlzok ¢, 1, pq existuje.
Pretoze pg < q < 1, staci overit jedind trojuholnikovii nerovnost, a to pg + g > 1. Zo

vztahov
2

5 ,
pg=_— a r=g5  vypljva pqig-

r
Vzhladom na to, ze p < q, plati tiez

2 3
qz\/;>5, a teda pq+q > 1.

(ii) Polozme opét a = ¢, b = 1, ¢ = pq. UkazZeme, Z%e aj v tomto pripade existuje
trojuholnik so stranami dizok ¢, 1, pg. PretoZe teraz pq = ¢ = 1, staéi overit nerovnost
pq < q+ 1. Z nerovnosti p < q vyplyva /pq < ¢; staci preto overit silnejsiu nerovnost
pq < /pq+ 1, t.j. ze t = \/pq splia kvadratickti nerovnost 2 —t — 1 < 0, alebo Ze
—3/2 < \/pq < 5/2. Zo vztahov

1 2 5 5
pPg=— a rzg vyplyva \/pqé\/;<§,

r

a naviac v/pq = 1. Tym je dokaz hotovy.



3. CESKO—SLOVENSKO—POLSKE STRETNUTIE, RIESENIA 97

Uloha 4.

Ozna¢me dlzky stran trojuholnika ABC zvyéajnym spdsobom a, b, ¢ a D stred
strany AB. Z mocnosti bodu C' ku kruznici opisanej stvoruholniku ABXY dostaneme
|CA|-|CY|=|CB|-|CX]|, teda a-|CX|=0b-|CY|. Z Céevovej vety potom vyplyva

[AD|-|BX]|-|CY] _ |BX]-|CY] _
IDB|-|XC|-|[YA] ~ [XC|-[YA] ~~

takze dosadenim a - |[CX| = b - |CY| dostavame dalej a - |[BX| = b - |AY|. S¢itanim
rovnosti

a-|CX|=b-|CY] a a-|BX|=0b-|AY]

dostaneme a? = b2, ¢ize a = b. Trojuholnik ABC je teda rovnoramenny.

Iné riesenie. Ak je Stvoruholnik ABXY tetivovy, su trojuholniky ABC a XY C
podobné (uu), plati preto a-|CX| = b-|CY|. Oznaéme Sgrg obsah trojuholnika EFG.
Pre obsahy trojuholnikov zrejme plati

SAPC _ |AC| _ b a SBPC _ |BC| _ a
Sapy |AY|  |AY] Sgpx  |BX| |BX]|

Pretoze bod P lezi na taznici z vrcholu C' trojuholnika ABC, plati tiez Sapc = Sprc,
¢o s oboma predchadzajicimi vztahmi dava

b a

AY] 24P = Bx]

Serx.

Z rovnosti obvodovych uhlov AXB a AY B a dalej z rovnosti vrcholovych uhlov pri
vrchole P vyplyva podobnost trojuholnikov APY a BPX (uu). Plati teda Sapy :
: Sppx = |AY|? : |[BX|?, ¢o v spojeni s predchadzajicim vzfahom déva a - |BX|=1b"
- |AY|. Dalej pokrac¢ujeme ako v predchadzajticom rieseni.

Uloha 5.

Ukézeme, ze podmienkam tilohy vyhovujt vSetky prirodzené ¢isla n, ktoré st mocninami
¢isla 2, t.j. vSetky prirodzené ¢isla tvaru n = 2™, kde m je prirodzené cislo. Pre kazdé
ke{1,2,...,2™ — 1} plati

<2:) 2m . (2m —1) ... (2™ —k+1)

- 1.2.... -k (1)

Lubovolné prirodzené ¢islo r € {1,... ,k—1} mozno zapisat v tvare 24/, kde [ je neparne
¢islo a o < m je celé nezaporné cislo. Preto kazdy zo zlomkov
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mé po skrateni v ¢itateli aj v menovateli neparne ¢isla. Podobne aj ¢islo k mozno zapisat
v tvare 2°[, preto zlomok na pravej strane rovnosti

2m 2m—o¢

k l

ma v Citateli parne a v menovateli neparne ¢islo. Stcin vSetkych tychto zlomkov pre r =
=1,2,...,k je rovny kombina¢nému ¢islu (1), ktoré je preto parne. Tym sme dokézali,
ze kazdé kombinacné ¢islo tvaru (1) je parne.

Nech naopak n nie je mocninou ¢isla 2, t.j. n = ¢ - 2™, kde ¢ = 3 je neparne d¢islo.
Ukézeme, ze kombinacné ¢islo

c-2m\  c-2M(c-2m—1)-...-(c-2m =2" + 1) @)
2m ) 1-2:3-....2m
je neparne. Podobne ako skor ukazeme, ze pre vSetky r € {1,2,...,2" — 1} mé kazdy
zo zlomkov
c-2Mm—r . c-2™
—_— a tiez =c
r 2m

po skrateni v cCitateli aj v menovateli neparne ¢isla. Sucin vsetkych tychto zlomkov je
rovny kombina¢nému ¢islu (2), ktoré je preto neparne.

Danej tllohe vyhovuju vsetky prirodzené cisla n, ktora st mocninou cisla 2.

Uloha 6.

Pre kazdé ¢ € R je funkcia f(z) = = + ¢ rieSenim danej funkcionalnej rovnice (obe jej
strany st potom rovné x +y + 2¢). Uk4dzeme, Ze iné rieSenia dand rovnica nemé. Najprv
dokazeme, ze funkcia f je surjektivna. Volbou y = — f(x) v danej rovnici dostaneme

F(0) =20 = f (f(~f(x)) — z)

Pretoze kazdé redlne ¢islo mozno vyjadrit v tvare f(0) — 2z, existuje pre kazdé y € R
také z € R, ze plati y = f(2). Specialne potom existuje a € R, pre ktoré plati f(a) = 0.
Volbou = = a v danej funkciondlnej rovnici dostaneme

fw) =2a+f(fly)—a) tj  fly)—a=[f(fly)—a)+a

Pretoze funkcia f je surjektivna, existuje pre kazdé = € R také y € R, ze x = f(y) — a.
Odtial vyplyva, ze pre kazdé x redlne plati x = f(z) + a, t.j. f(z) = z — a. Tym je
uloha vyrieSena.



44. Medzinarodna matematicka olympiada

V dnoch 7.-19. jula 2003 sa v Tokiu uskutocnila 44. Medzinarodna matematicka
olympidda (IMO). Zucastnilo sa jej 457 ziakov strednych $kol z 82 krajin (tri krajiny
nedostali viza, viaceré dorazili az na poslednt chvilu). Saudskd Arabia a Mozambik
vyslali pozorovatelov, aby sa na dalsej IMO uz aktivne zucastnili. Kazda krajina mohla
ako obvykle vyslat najviac 6 sutaziach.

Slovensko reprezentovali Hana Buddcova z Gymnéazia Bozeny Slancikovej Tim-
ravy v Lucenci, Michal Burger z Gymnézia Grosslingova v Bratislave, Péter Koltai
z Gymnéazia Hansa Selyeho v Komaéarne, Frantisek Simancik z Gymnazia Grosslingova
v Bratislave, Tomds Virna z Gymnazia Milana Rastislava Stefanika v Ziare nad Hronom
a Jakub Zdvodny z Gymnézia Grosslingovd v Bratislave. Pedagogickym veducim
druzstva bol Mgr. Juraj Foldes z Bratislavy, vediicim vypravy SR bol doc. RNDr. Vo-
jtech Bélint, CSc. z fakulty PEDaS ZU v Ziline.

Pravidla stufaze st podobné pravidlam nésho celostatneho kola. Veduci druZstva
zabezpedi, ze Studenti dostanii oba sttazné dni po 3 tlohy vo svojom rodnom jazyku
a pre kontrolu eSte v jednom jazyku podla vlastného vyberu, napr. v angli¢tine.
Na vyrieSenie trojice tloh maja 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Po skonceni sttaze prezru
veduci prislusnej krajiny rieSenia a svoj navrh hodnotenia podla vopred pripravenych
bodovacich schém obhajuji pred koordindtormi. Za spravne vyrieseni ulohu moze
sutaziaci ziskat maximéalne 7 bodov.

Vsetko podstatné sa odohralo v areali Narodného olympijského centra, kde sa v roku
1964 konali letné (Sportové) olympijské hry. Od prichodu sttaziacich az po skonéenie
druhého dna sutaze 14. jula vSak medzinarodna jury pracovala v Makuhari, aby bola
izolovana od studentov.

Na$i ziaci sa v stutazi nestratili, ich vysledky ukazuje tabulka. Péter Koltai, Tom&s
Véna, Michal Burger a FrantiSek Simancik ziskali bronzové medaily a dal$im dvom
nasim reprezentantom Jakubovi Zavodnému a Hane Budacovej chybalo mozno len
trochu viac pokoja pri stfazi. Posledne menovani dvaja nasi vSak ziskali diplom Hon-
orary mention — ten sa udeluje Ziakom, ktorym sa neujde medaila, ale vyrieSia aspon
jednu tlohu kompletne. Naviac sme mali velmi mladé a neskisené druzstvo, ved len
Koltai je maturant a Simancik je dokonca len druhdk. Aklimatizacia na 7-hodinovy
¢asovy rozdiel bola velmi kratka, ale podmienky boli rovnaké pre vSetkych (samozrejme,
okrem domacich a tiez nemadlo sutaziacich z krajin blizko Japonska).

Meno 112|134 ]|5]| 6| siadet cena
Hana Budacova 1117071160 10
Michal Burger 7131012110 13 bronz
Péter Koltai 51310171010 15 bronz
Frantisek Simancik 7121013110 13 bronz
Tomas Vana 7121012 13]0 14 bronz
Jakub Zavodny 711103160 12
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Por. Stat Z S B Y |Por. Stit ZS B>
1. Bulharsko 6 0 0 227| 42. Norsko 01 0 62
2. Cina 5 1 0 211| 43. Arménsko 0 0 3 61
3. USA 4 2 0 188 Bosna a Hercegovina 0 0 2 61
4.  Vietnam 2 3 1 172 45. JAR 0 0 3 60
5.  Rusko 3 2 1 167| 46. Spanielsko 0 01 59
6. Juzna Kérea 2 4 0 157| 47. Maceddénsko 0 0 2 54
7. Rumunsko 1 4 1 143| 48. Svédsko 0 0 1 52
8.  Turecko 1 3 1 133] 49. Kirgizstan 0 0 2 50
9. Japonsko 1 3 2 131 Lotyssko 0 01 50
10. Madarsko 1 3 1 128 Taliansko 0 0 1 50
Velké Britania 1 2 3 128| 52. Litva 0 0 2 49

12. Kanada 2 0 3 119 Uzbekistan 01 1 49
Kazachstan 1 2 2 119| 54. Esténsko 0 0 0 47

14. Ukrajina 1 2 3 118| 55. Finsko 0 0 1 43
15. India 0 4 1 115 Maroko 0 0 0 43
16. Tchaj-wan 1 2 2 114 Novy Zéland 0 0 0 43
17. Irén 0 3 2 112| 58. Macao 0 0 2 40
Nemecko 1 2 1 112| 59. Rakusko 0 00 38

19. Bielorusko 1 2 2 111| 60. Peru (4) 0 01 37
Thajsko 113 111 Turkmenistan (4) 0 01 37

21. Izrael (5) 0 2 3 103| 62. Island 0 01 33
22. Polsko 1 2 0 102 Trinidad a Tobago 0 0 0 33
23. Srbsko a Cierna Hora 0 3 1 101| 64. Holandsko 0 0 0 30
24. Franctzsko 0 2 2 95| 65. Uruguaj (5) 0 0 0 29
25.  Mongolsko 0 1 3 93| 66. Dansko (5) 0 00 27
26. Australia 0 2 2 92| 67. Malajzia (5) 0 0 0 26
Brazilia 013 92 Svajéiarsko 0 0 0 26

28. Argentina 1 1 2 91| 69. Luxembursko (2) 0 01 25
Hongkong 0 2 2 91| 70. Albéansko (4) 0 0 0 23

30. Grécko 01 4 88 Cyprus 0 0 0 23
Moldavsko 0 1 2 88 Portoriko (3) 0 01 23

32. Gruzinsko 0 1 2 86| 73. Portugalsko 0 0 0 22
33. Chorvatsko 0 03 80| 74. Irsko 0 00 21
34. Ceska republika 0 1 2 79| 75. Slovinsko 0 0 0 18
35. Slovensko 0 04 77| 76. Kuba (1) 0 01 14
36. Singapur 0 0 2 71| 77. Ekvador 0 0 0 11
37. Belgicko 0 1 1 70| 78. Venezuela (3) 0 0 0 10
Indonézia 0 0 2 70|79 VFilipiny 000 9

39. Kolumbia 0 0 3 67| 80. Kuvajt (3) 000 8
40. Azerbajdzan 0 1 1 66| 81. SriLanka (4) 000 4
41. Mexiko 0 0 3 64| 82. Paraguaj (1) 000 O
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Absolttnymi vitazmi IMO s maximéalnym poc¢tom 42 bodov sa stali dvaja Vietnamci
Hung Viet Bao Le a Trong Canh Nguyen a jeden Citian Yunhao Fu, ktory si tento
uspech z Glasgowa zopakoval.

IMO je sutaz jednotlivcov, takze sutaz druzstiev sa oficidlne nevyhodnocuje, ale
urcity pohlad poskytuje stucet ziskanych bodov. SR ich ziskala 77 a v tomto neoficidlnom
poradi skoncila na 35. mieste z 82 ztucastnenych krajin. Celkovy pocet 77 ziskanych
bodov je dost nizky, ale tilohy boli velmi nédro¢né, takze aj u inych krajin bol bodovy zisk
mensi. Aj ked CR ziskala len tri medaily (jednu striebornii a dve bronzové), v celkovom
sicte nas predstihla o dva body.

Neoficidlne poradie druzstiev je uvedené v tabulke (¢isla v zatvorke st uvedené
za krajinami, ktoré mali na IMO mensi pocet Gcastnikov). Z eurdpskych krajin za
nami skon¢ili Belgicko, Nérsko, Bosna a Hercegovina, Spanielsko, Macedénsko, Svéd-
sko, Taliansko, Lotyssko, Litva, Estonsko, Finsko, Rakusko, Island, Holandsko, Dan-
sko, Svajéiarsko, Luxembursko, Albansko, Portugalsko, Irsko, Slovinsko (usporiadatel
IMO 2006).

Pokial ide o samotné IMO, Japonci sice zvladli hlavné ulohy usporiadatela, pod-
mienky na pracu boli dobré, ale v detailoch bolo aZz necakane vela chyb. Netimerné
¢akanie na letisku pri prichode, velky zmiitok pri ubytovani, nemalé ¢asové sklzy pri
viicSine akcii, velmi slabé jazykové znalosti koordinatorov (v Japonsku jav znacéne
rozsireny), na kvalitu stravy boli sice rozdielne nézory, ale obrovsku prevahu mali tie
kritické. .. Izby pre pedagogickych veducich boli také malé, Zze okrem postele, mini-
stolika a stolicky sa tam vosSiel naozaj len ten jeden ¢lovek (ziadna skrinia, WC na
chodbe spolo¢né).

Usporiadatelmi dalsich IMO budt Atény 2004, Mexiko 2005, Slovinsko 2006, Viet-
nam 2007.

Vojtech Balint
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Zadania 1loh MMO

Uloha 1.
Nech A je podmnozina mnoziny S = {1,2,...,1000000} obsahujtca prave 101 prvkov.
Dokazte, ze v S existuju ¢isla tq,to, ..., t100 také, ze mnoziny

Aj={z+tj:xec A} prej=12,...,100
st po dvoch disjunktné. (Brazilia)
Uloha 2.

Urcte vsetky dvojice prirodzenych éisel (a, b) také, ze

CL2

2ab? — b3 + 1

je prirodzené ¢islo. (Bulharsko)

Uloha 3.

Je dany konvexny Sestuholnik, ktorého Iubovolné dve protilahlé strany maja nasledu-
jacu vlastnost: vzdialenost ich stredov je 1/3/2 nasobok stétu ich dlzok. Dokazte, Ze
vSetky uhly daného Sestuholnika st rovnaké.

(Konvexny Sestuholnik ABCDEF ma tri dvojice protilahlych stran: AB a DE, BC
aEF,CD aFA.) (Polsko)

Uloha 4.
Nech ABCD je tetivovy Stvoruholnik. Ozna¢me postupne P, @) a R pity kolmic
z bodu D na priamky BC, CA a AB. Dokazte, ze |PQ| = |QR| prave vtedy, ked

sa osi uhlov ABC' a ADC pretinaji na priamke AC. (Finsko)
Uloha 5.
Nech n je prirodzené ¢islo a x1, 2o, ... ,x, redlne éisla také, ze 1 Sz S ... < oy,

(a) Dokazte, ze

n n 2 n n
2(n? — 1)
(ot ml) =22y e
=1 j=1 i=1 j=1
(b) Ukéazte, ze rovnost plati prave vtedy, ked x1, xo, . .. , x, je aritmeticka postupnost.

(Irsko)

Uloha 6.
Nech p je prvocislo. Dokazte, ze existuje prvocislo g také, ze pre ziadne celé ¢islo n nie
je ¢islo n? — p delitelné q. (Franctzsko)
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RiesSenia iloh MMO

Uloha 1.

Vytvorme mnozinu vsetkych rozdielov D = {x—y : x,y € A}. Pretoze A ma 101 prvkov,
obsahuje D okrem nuly najviac 2 - (1(2)1) = 101 - 100 = 10100 dalsich (kladnych aj
zapornych) cisel. VSimnime si, ze dve z uvazovanych mnozin A;, A; su disjunktné
prave vtedy, ked x + t; # y +t; pre Tubovolné z,y € A, teda prave vtedy, ked t; — t; ¢
¢ D. Nasou tlohou je preto vybraf ¢isla tq,ta, ... ,t100 € S tak, aby ziadny ich rozdiel
nepadol do ,,zakdzanej“ mnoziny D.

Spomenuty vyber urobime induktivne. Prvé ¢islo t; vyberieme z S lubovolne. Pred-
pokladajme, Ze sme uz pre niektoré k < 99 vybrali ¢isla t1,to,...,t, € S tak, Ze
t; —t; ¢ D pre Tubovolné rozne 4, j € {1,2,... ,k} (pre k =1 je to splnené trividlne).
Cislo 341 musime v S zvolit tak, aby platilo ty.1 —t; ¢ D pre kazdé i € {1,2,...,k}.
Pre pevné i tak ma ¢islo ¢ 1 préve tolko ,zakdzanych“ hodnot ¢; + d, kolko je vSetkych
¢isel d € D. Tych je, ako vieme, najviac 14+101-100 = 10 101. Pre vSetky i € {1,2,... ,k}
tak celkom dostaneme najviac k- 10101 zakazanych hodndt, ¢o je najviac 99 -10101 =
= 999999 ¢isel. V mnozine S je vSak 10° ¢isel, takze vyber ¢éisla t,,1 je mozny.

Pozndmka. Hodnota |S| = 10° je zbytocne velka (v predchadzajiicom rieseni sme
zanedbali skuto¢nost, Zze v mnozine D lezi s kazdym c¢islom aj ¢islo opacné). D4 sa
ukazat, ze pre lubovolnu k-prvkovi podmnozinu A mnoziny S = {1,2,... ,n} plati, ze
ak je m prirodzené cislo také, ze

o ()0

existuji v mnozine S ¢isla tq,t2,... ,t,, také, ze mnoziny A; = {z +t; : x € A}
(j =1,2,...,m) st navzijom disjunktné. (Pre k = 101 staci teda uvazovat mnozinu
S ={1,2,...,500051}.)

Uloha 2.

(Podla Jana Moldcka.) Ukazeme, Ze rieSeniami st prave vsetky dvojice (a,b) tvaru
(8k* — k, 2k), (k,2k) a (k,1), kde k € N je lubovoIné. Hladédme prirodzené &isla a, b, n,
pre ktoré plati

CL2

2ab2 — 3 +1

Rovnost (1) mozno upravit na tvar kvadratickej rovnice

n. (1)

a® —2nb*a +n(b* — 1) = 0.

s neznamou a. Jej korenmi su ¢isla

ay o = nb* + \/(nb2)2 —n (b3 —1). (2)
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Pretoze jeden z korefiov a1 2 je rovny hladanému prirodzenému ¢islu a, odmocnenec vo
vztahu (2) musi byt Stvorec, teda musi mat tvar

(nb%)* —n(b® —1) = & (3)

pre vhodné celé d = 0. Také é&islo d urcite existuje, ak b = 1 (potom b3 — 1 = 0, takze
d = nb?). Zaoberajme sa ale najprv naro¢nejsim pripadom, ked b > 1. Ukazme, 7e pre
také b z (3) vyplyvaja odhady

b—1

<d<nb? - . (4)

an_ZH—_l

PretoZe oba krajné vyrazy st kladné, mozeme obe nerovnosti umocnit; po dosadeni d?
a jednoduchych algebraickych upravach dostaneme dvojicu nerovnosti

(b+1)> <4n(d*+1) a (b—1)2+4n(d*>—1) >0,

ktoré zrejme platia, lebon =1 a b > 1. Tym st odhady (4) dokazané.

Vsimnime si teraz, Ze rozdiel oboch krajnych vyrazov v (4) je rovny 1. Pre neparne b
by sa tieto vyrazy dokonca rovnali dvom po sebe idiicim prirodzenym cislam, takze by
ziadne celé d spliiajice podmienku (4) neexistovalo. Cislo b je preto parne, teda b = 2k
pre vhodné k € N; jediné celé d vyhovujtice nerovnostiam (4) je potom tvaru

d:an—g:4nk2—k.

Pre také b a d prejde rovnost (3) do tvaru
(4nk?)? — n(8k® — 1) = (4nk?® — k)?,
z ktorej lahko vyplyva n = k?; vzfahy (2) potom davaji vyjadrenie
ap=8k*—k a as=k.

Pretoze obe vypocitané hodnoty a; o st prirodzené ¢isla (pre kazdé k € N), dostavame
dve (nekonec¢né) skupiny rieseni (a,b) = (8k* — k,2k) a (a,b) = (k,2k), kde k € N.
Zostéva rozobrat pripad, ked b = 1. Vtedy mé zlomok zo zadania tulohy tvar

CL2 CL2 a

2b%> —®+1 2a 2
takze je rovny prirodzenému ¢islu prave vtedy, ked a = 2k pre vhodné k € N. Trefou

(a poslednou) skupinou rieseni st teda dvojice tvaru (a,b) = (k, 1), kde k € N.

Uloha 3.
Oznacme A, B, C, D, E, F vrcholy daného Sestuholnika a uvazujme tri uhlopriecky AD,
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E
N
D
A M B
Obr. 37 Obr. 38

BE a FC. Niektoré dve z nich nutne zvieraja uhol aspon 60°. Bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladajme, ze su to uhlopriecky AD a BFE. Oznacme P ich priese¢nik a M, N
stredy protilahlych stran AB a DE (obr. 37).

Pretoze |SAPB| = |SEPD| 2 60°, lezi bod P vnutri kruznice opisanej rovnos-
trannému trojuholniku ABP’ (obr. 38), takze plati |[MP| < |[MP'| = (1/3/2)|AB|
s rovnostou prave vtedy, ked P = P’, ¢ize prave vtedy, ked je trojuholnik ABP
rovnostranny. Podobne odvodime, ze | N P| < (1/3/2)|DE| s rovnostou prave vtedy, ked
je trojuholnik DEP rovnostranny. Pre vzdialenost stredov oboch protilahlych stran
AB, DFE tak dostavame odhad

|[MN| < [MP|+|NP| < 5v/3(|AB| +|DE|).

Z predpokladov ulohy teda vyplyva, ze oba trojuholniky ABP a DFE P st rovnostranné
a uhlopriecky AD, BFE zvieraja uhol 60°.

Zostéavajuca uhlopriecka C'F' musi s jednou z uhloprieok AD, BE zvierat uhol
aspon 60°. Opit mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze sa jedna napr. o uh-
lopriecku AD, priese¢nik uhlopriecok CE, AD oznaéme Q. Uplne rovnako ako v pred-
chadzajicom pripade zistime, Ze trojuholniky FFAQ a C'DQ su rovnostranné. Ked
nakoniec oznac¢ime R priese¢nik uhloprietok BE a C'F', ktoré podla predchadzajiceho
zvieraji nutne uhol 60°, zistime, ze aj trojuholniky BCR a EF R st rovnostranné.
Odtial vyplyva tvrdenie tlohy.

Iné rieSenie. Ozna¢me A, B, C, D, E, F vrcholy daného Sestuholnika a @ =

iy et v ;. . . — -
= BC,..., f = FA vektory urcené jeho stranami, pritom a + b + ...+
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+ 7) = 0. Ak ozna¢ime M, N stredy protilahlych stran AB, DE, mozeme prislusny

—
vektor M N vyjadrit dvoma spoésobmi (obr. 39).

MN=1a+b+7c+id a MN=-la—-f-2-1d,
odkial
— — —
MN=3(b+7T—-"¢—-f). (1)
Podla predpokladu plati
— 3 — \/3
|MN|:7\7+d|§7\a—d| (2)
Polozme @ = a — 7, Y ="7-— 7, Z=T¢ - 7, z (1) a (2) tak dostaneme

a podobne

Préave uvedené nerovnosti mozeme pomocou skalarnych sucinov ekvivalentne prepisaft
ako

VPP -2y, )+ 2P 2 37
2P -2(Z, 7)) + | 7F 2 3]y
— —
T, Y

" —2( )+ 171?232

Y

Scitanim vsSetkych troch nerovnosti vyjde

TP Y P -7 -2y, 7)) -2(7, 7)) - 27, Y) 20,
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¢ize —| 2+ Y + Z'|? 2 0. Odtial vak vyplyva, ze 7+ y + 2z = 0 a Ze vo vietkych
predchadzajicich nerovnostiach plati rovnost. Teda jednak

v - Z =37,

7 -7 =37,

EENIERVE et

jednak vdaka rovnosti v (2) a v dalsich dvoch analogickych nerovnostiach aj a || d | =,
-y IT = =T =
cllfly,elbll=.

— — —

Ked zostrojime trojuholnik PQR tak, 7e PQ = ', QR = y, RP = Z  (¢o mdzeme
vdaka rovnosti @ + % + 2z = 0), bude niektory z jeho vnitornych uhlov mat velkost
aspont 60°. Nech je to napr. uhol PR (obr.40). Pre stred M strany P(Q potom plati
IMR| = |y — Z|/2 = V3|Z|/2 = V3|PQ|/2, ¢o znamena, Ze trojuholnik PQR
je rovnostranny. Pre vnutorné uhly daného Sestuholnika to vzhladom na dokazanu
rovnobeznost jeho protilahlych stran s odpovedajtcimi vektormi =°, ¥ a 2z znamena,
Ze vSetky jeho vnutorné uhly maja velkost 120°.

/
/
/
/
/
R v -7
— —
z Y
P M Q
Obr. 40

Pozndmka. Z uvedeného rieSenia je zrejmé, ze fubovolny Sestuholnik spliiajici pred-
poklady tlohy dostaneme tak, ze z niektorého rovnostranného trojuholnika ,,odrezeme*
pri kazdom jeho vrchole zhodny rovnostranny trojuholnik.

Uloha 4.

Oznacme po rade X7, X5 priesecniky osi uhla ABC a osi uhla ADC' s uhloprieckou AC
daného tetivového Stvoruholnika ABCD (obr. 41). Zo znamej vlastnosti osi uhla vyplyva
jednak |AX;|/|CX;:| = |AB|/|CB| (v trojuholniku ABC'), jednak |AX5|/|CX5| =
= |AD|/|CD| (v trojuholniku ACD). Osi uhlov ABC a ADC sa teda pretni na
uhlopriecke AC préave vtedy, ked X; = X, ¢ize prave vtedy, ked |AD| - |CB| = |AB| -
-|C'D|. Podla Télesovej vety lezia pity P a @ na kruznici s priemerom CD, takze pre
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velkost tetivy PQ tejto kruznice plati
|[PQ| = |CD|sin|[4PCQ| = |CD|sin~,

kde v = 4 ACB (bez ohladu na to, ¢i pita P padne dovnutra strany BC' alebo nie).
Podobne lezia pity R a @@ na kruznici s priemerom AD, takze pre velkost tetivy QR
tejto kruznice plati

|IQR| = |AD|sin |4 RAQ| = |AD|sina,

kde o« = ¢BAC. Vidime teda, ze rovnost |PQ| = |QR| je ekvivalentna s rovnostou
|CD|siny = |AD|sin«, ¢o je podla sinusovej vety pre trojuholnik ABC' ekvivalentné
s rovnostou |AD| - |CB| = |AB|-|CD|. Tym je tvrdenie tlohy dokazané.

Iné rieSenie. (Podla Mareka Krédla.) Oznaéme M a N body, v ktorych os
uhla ABC, resp. os uhla ADC pretne kruznicu k opisani danému tetivovému Stvoruhol-
niku ABCD (obr.42). Vzhladom na to, ze kazdy z bodov M, N rozpoluje prislusny
obluk AC kruznice k, je M N osou uhlopriecky AC a zaroven priemerom kruznice k.
Oznacme O stred usecky AC'. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze uhol BAD
nie je tupy (inak by sme vymenili oznacenie vrcholov A a C'), takze pdta P kolmice
z bodu D na BC padne mimo tsecku BC'. Z vlastnosti tetivového stvoruholnika vyplyva
|< DCP| = | BAD| a z rovnosti obvodovych uhlov nad tetivou BD rovnost | BM D| =
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= |<BAD|. Trojuholniky ARD a CPD st teda podobné.

Obr. 42

Predpokladajme, ze prieseénik X oboch spomenutych osi uhlov lezi na priamke AC.
Pretoze M N je priemer kruznice k, podla Télesovej vety | X DM| = | NDM| = 90°,
takze Stvoruholnik OX DM je tetivovy. Teda tiez [ XOD| = [ XMD| = |<SBMD|
a vidime, zZe trojuholnik OQD je podobny s trojuholnikmi ARD a C'PD. Uvazujme
zobrazenie, ktoré vznikne zloZzenim otocenia okolo stredu D o uhol 90° — | BAD|
a rovnolahlosti so stredom D a koeficientom |DR|/|DA|. Toto zobrazenie zobrazi bod A
do bodu R, bod C' do bodu P a bod O do bodu Q. Pretoze O je stred tsecky AC),
je jeho obraz v tomto zobrazeni, teda bod @), stredom tusecky PR, ktora je obrazom
usecky AC.

Obratene, ak je ) stred tsecky PR, je obrazom bodu O v uvedenom zobrazeni,
takze trojuholnik OQD je podobny s trojuholnikmi ARD a CPD (tie st podobné
vzdy). Ak teraz oznac¢ime X prieseénik priamky BM s uhloprieckou AC, bude X DM O
tetivovy, a teda velkost uhla X DM bude 90°. Odtial vyplyva, Ze bod X lezi na osi N D
uhla ADC.

Uloha 5.

Obe strany dokazovanej nerovnosti nezmenia hodnotu, ked od vSetkych ¢lenov x;
odpocditame rovnaké ¢islo c¢. Ked vyberieme za ¢ aritmeticky priemer danej n-tice
¢lenov x;, bude ,,posunuta® postupnost ¢lenov z; := x; — ¢ spliiaf podmienku
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Dodajme, ze spomenuté , posunutie* zachova tiez usporiadanie ¢isel x; podla velkosti
a nezmeni ani ni¢ na tom, ¢i doty¢éné n-tica tvorila aritmeticki postupnost alebo nie.
Za predpokladu (1) upravime oba sty z dokazovanej nerovnosti na

ZZ|$Z_$J|:2 Z (xj—xi):

=1 j=1 1Si<jsn

. J

:2i(£1+,.,+12—(1+...—I—l))xi:

~~

(i—1) krat (n—1) krat

=2 i(% —n—1)z;,
i=1
YD @wi—a)’=n) a7 —2> x;y xj+n)y af=
1:; i=1 Jj=1 j=1
= 2712%2
i=1

Po dosadeni a krateni Styrmi zistime, ze mame dokazat nerovnost

(i(% —n— 1):@.)2 < ("2%)" é 3. (2)

=1

Ukazme, ze (2) je Cauchyho nerovnost

=1 =1 =1
pre n-ticu ¢lenov y; =2t —n—1,¢7=1,2,... ,n. Naozaj, pre takt n-ticu plati
n n n n
dyr=> @2i-n-12=4) *-4(n+1)> i+nn+1)*=
i=1 i=1 i=1 i=1
_ 4. ’I‘L(TL+1)(2TL+1) _4(n+1). M+n(n+1)2 —
2
(n? —1)n
= 3 .

Tym je dokaz nerovnosti (2) hotovy.

Ako je dobre zndme, rovnost v Cauchyho nerovnosti (2) nastane prave vtedy, ked
existuje redlne ¢islo p, pre ktoré plati n-tica rovnosti

i =py;=p2i—-n—-1) (i=12,...,n). (4)



44. MEDZINARODNA MATEMATICKA OLYMPIADA 111

Overme, Ze ttto podmienku za predpokladu (1) splhajt prave tie kone¢né postupnosti

x1,%2,...,Tn, Ktoré s aritmetické. Naozaj, Ak platia rovnosti (4), je koneénéa postup-
nost x1, 2, ... , T, aritmeticka s diferenciou 2p. Naopak, ak je postupnost 1, 2, ... , Ty
aritmeticka a d je jej diferencia, tak pre kazdé i = 1,2,...,n plati rovnost x; = x1 +

+ (i — 1)d a stucet vsetkych ¢lenov z; je dany vztahom

- B n(xy + x,)
;xz = 5 .

Podmienka (1) preto znamena, ze x1 + =, = 0, ¢ize 1 + 1 + (n — 1)d = 0. Odtial
dostavame z1 = d(1 — n)/2, preto ¢leny x; maji pre kazdé i vyjadrenie

d(l— 1-— 2i —2)d 2i—n—1)d
2 2 2
¢o je (4) pre p = d/2.
Uloha 6.
Pripomenime si najskér vlastnosti mocnin n',n2,...,n*, ... pri deleni prvoéislom gq.

Ak je n celé &islo nestdelitelné s ¢, tak n9~! =1 (mod ¢) (tzv. mald Fermatova veta),
naviac mnozina tych prirodzenych k, pre ktoré n* = 1 (mod ¢), je tvorena vsetkymi
nasobkami najmensieho z nich (¢o je bud ¢islo ¢ — 1, alebo niektory jeho delitel).
Uvazujme preto rozklad

pP—1=(p—1)S, kde S=p’ L4 pP 2+ . . +p+1, (1)

a za ,kandidata“ na vhodné prvocislo ¢ vyberme niektoré z prvocisiel deliacich stcet S
(neskdr upresnime, aka dopliiujicu vlastnost prvocinitela ¢ ¢isla S budeme eSte potre-
bovat a preco také g vobec existuje). Pretoze ¢ | S a S | (p? — 1), plati ¢ | (p? — 1),
t.j. p» =1 (mod q).

Pripustime, Ze pre vybrané ¢ tvrdenie tlohy neplati, teda existuje celé n s vlastnostou
nP = p (mod ¢). Umocnenim tejto kongruencie na p dostaneme n?’ = pP (mod q),
¢o spolu s kongruenciou zo zaéveru predchadzajiceho odstavca znamena, ze n? =1
(mod ¢q). Cislo n je teda nestdelitelné s ¢islom ¢ a podla poznatkov pripomenutych
v tivode rieSenia vieme, Ze najmensie prirodzené k s vlastnostou n® =1 (mod ¢) musi
byt delitelom éisla p?, teda jedno z éisel 1, p, p?. Toto ¢islo musi byt sti¢asne delitelom
¢isla ¢ — 1 (mald Fermatova veta), takZe to nebude ¢islo p?, pokial nebude &islo p?
delit ¢islo ¢ — 1, teda pokial ¢ # 1 (mod p?). To je prave ta dopliujtca vlastnost
prvodéisla ¢, ktort sme skoér spomenuli. Odlozme na chvilu doékaz existencie takého
prvocisla g a dokonc¢ime tivahy o mocninach ¢isla n.

Pokial teda ¢ # 1 (mod p?), plati kongruencia n* = 1 (mod ¢) pre k = 1 alebo pre

k = p, v oboch pripadoch mame n? = 1 (mod ¢). Porovnanim s kongruenciou n? = p
(mod ¢q) potom dostaneme p = 1 (mod q), takZe kaZd4 z p mocnin p’ zo suctu S je
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kongruentna s ¢islom 1 (modulo ¢), takze S = p (mod ¢q). Pretoze vsak ¢ | S, plati S =
=0 (mod q). Porovnanim vychadza p = 0 (mod q), ¢o je spor s tym, ze p =1 (mod q).
Preto ziadne celé n s vlastnostou n? = p (mod ¢) neexistuje, pokial spliia prvoéislo ¢
podmienku ¢ Z 1 (mod p?). Existenciu takého prvocinitela q (z rozkladu &isla S) teraz
dokazeme.

Uréme zvy$ok stcétu S pri deleni ¢islom p?. Pretoze p? | p? (j = 2), plati
S=prt4pr 24+,  +p+1=04+0+...+0+p+1 (modp?),

teda S =p+1#1 (mod p?). Odtial uz vyplyva, ze aspon jeden z prvocinitelov ¢; ¢isla
S = q1q> . . . g nie je kongruentny s 1 (modulo p?). (Vynésobenim r kongruencii ¢; = 1
(mod p?) by sme totiz dostali S =1 (mod p?).)

Dokaz je hotovy a tloha vyrieSena.



Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA P

Archiv zadani Matematickej olympidady, kategorie P sa nachddza na WWW stranke
hitp:/ /www.ksp.sk/mop.

P-1I-1

Pan Nyi bol dvornym pestovatelom ¢aju cisara Tiang-tonga. Bol skuto¢ne vyhlasenym
pestovatelom a jeho ¢ajové listky putovali nielen do blizkych Salok cisara Tianga, ale aj
do dalekych zemi za oceanom. Tajomstvo Nyiovho skvelého ¢aju spocivalo predovsetkym
v dokladnosti, s akou sa staral o svoje ¢ajové kriky. Nyi bol tak dokladny, Ze si o kazdom
svojom kriku viedol zaznamy. Pisal si dokonca aj to, kolko vetvi¢iek vychadza z ktorého
miesta krika. Po smrti pana Nyia boli zdznamy rozkradnuté a jeho nastupca pan Myi tak
mal ovela tazsiu pracu. Rozhodol sa preto, ze zdznamy ziska spit. Problém ale je, ze vela
roznych podvodnikov mu pontika falo$né zéznamy. Tie vSak nasfastie vii¢Sinou obsahuji
nezmyselné pocty vetveni, a tak sa daji lahko odhalit. Pana Myia ustaviéné overovanie
pravosti zdznamu uz unavuje, a preto vas poziadal, aby ste mu napisali program, ktory
mu s overovanim pomoze.

Sttazna tloha

Va3 program dostane na vstup pocet vyznamnych miest N na tdajnom cajovniku. Vy-
znamnym miestom na ¢ajovniku je bud miesto, kde sa ¢ajovnik vetvi, alebo miesto, kde
kon¢i niektora vetva ¢ajovniku. Pretoze ziadne dve vetvy ¢ajovniku nemdzu zrast, ne-
mozu vznikat ,cykly“ z vetvi. Dalej je na vstupe programu zadanjch N kladnych celjch
¢isel ¢y, co,...,cn, kde ¢; urcuje pocet casti kmena, ktoré vychadzaja z i-teho vyznam-
ného miesta. Na vystup program vypise spravu, ¢i moze existovat ¢ajovnik, ktory bude
mat takéto poCty vetveni.

Format vstupu Vstupny textovy subor caj.in obsahuje dva riadky. Na prvom riadku je
uvedené jediné celé ¢islo N, 1 < N < 1000. Druhy riadok obsahuje celé ¢isla ¢y, co, ..., cn
oddelené medzerami, 1 < ¢; < N — 1.

Format vystupu Vystupny textovy stbor caj.out obsahuje jediny riadok tvoreny bud
slovom EXISTUJE alebo slovom NEEXISTUJE.

Priklad

Sabor caj.in Subor caj.out
14 EXISTUJE
14311311314111 (pozri obrazok)
Sabor caj.in Subor caj.out
6 NEEXISTUJE

333111
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P-1-2

Knihovnicka Milka potrebuje objednat dalsiu skrifiu s polickami do svojej kniznice, nevie
vSak sama spocitat jej optimalne rozmery. Milka by chcela do novej skrine umiestnit N
knih. Kazda kniha mé priradeny jednoznacny ciselny kod a tieto kédy urcuju poradie knih
v skrini. Kniha s men$im kédom sa mé nachadzaf na rovnakej alebo vySSie umiestnenej

.....

.....

N ¢isel v;, 1 <i < N, kde v; je vyska i-tej knihy (v poradi podla kédov od najmejsieho
po najvicsi). Pre jednoduchost predpokladajte, Ze vSetky knihy maji rovnaka hribku
1 cm. V4§ program by mal zo zadanych tdajov spocitat nasledujice udaje:

Sirku skrine — ozna¢me ju s.

Pocet policiek v skrini — ozna¢me ho p.

Vysku w; i-tej policky pre kazdé 1 <7 < p.

Rozmiestenie knih do skrine s vypocitanymi parametrami, ktoré respektuje pozia-
davky na poradie knih zmienené v zadani tohto prikladu.

Navyse, knihovnicka Milka si praje, aby skrina bola ¢o najuzsia a pritom aby sa vosla
do miestnosti vysokej 250 cm. Rozmiestenie knih, ktoré vas program najde, musi teda
spliaf este nasledujice podmienky:

Vyska Tubovolnej z knih umiestenych do i-tej policky je najviac w;.

Stucet hrubok knih umiestenych do jednej policky je najviac s cm, t.j. tato policka
obsahuje najviac s knih.

Vyska skrine, ktord sa rovnd w; +...+w,+ (p+1) x 1 cm (predpokladame, ze Sirka
dosiek oddelujicich policky v skrini je 1 cm), nesmie presiahnut vysku miestnosti
250 cm.

e s je najmensie mozné.

Priklad

Predpokladajme, ze Milka chce do skrine umiestnit 11 knih, ktorych vysky v poradi podla
ich kédu st nasledujtce: 40 cm, 10 cm, 40 cm, 25 cm, 40 cm, 25 cm, 50 cm, 40 c¢m, 40 cm,
25 cm a 40 cm. Jedno z optimélnych rieSeni vyzera takto: Skrina bude mat Sirku pre 3
knihy a spolu 4 policky s nasledujicimi vyskami: 40 cm, 40 cm, 50 cm a 40 cm. Vyska
skrine je v tomto pripade 175 cm. Na kazdej z hornych troch poli¢iek budi umiestnené 3
knihy, na najspodnejsej policke buda 2 knihy.

P-1-3

Jedna z metdd spracovania textu pouziva nasledujici transformacny algoritmus: Na
vstupe je m-znakovy retazec C' = cics...c,, ktorého vsetky znaky st navzajom rodzne.
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Ked presunieme prvé jeho pismeno na koniec, dostaneme zrotovany retazec. Refazec
Ch1Ck42---CnC1...c;, budeme nazyvat k-krat zrotovany retazec a budeme ho znacit Cj,. Na-
priklad refazec eldat je 3-krat zrotovany retazec datel.

Napisme teraz do riadkov pod seba retazce C' = Cy, C4, ..., C,,_;. Takto dostaneme
tabulku n retazcov. Riadky tejto tabulky zotriedime lexikograficky (t.j. podla abecedy).
7 vyslednej tabulky si zapamitame posledny stipec S a &islo riadku r, v ktorom sa po
zotriedeni nachadzal povodny retazec. Aj ked to vyzera dost magicky, dvojica (S, r) ndm
staCl na to, aby sme vedeli jednoznac¢ne urc¢it pévodny retazec.

Priklad transformacie

Na vstupe mame retazec datel.

Povodné tabulka: Zotriedend tabulka:
datel ateld
ateld datel
telda eldat
eldat ldate
ldate telda

Vysledkom transformécie je teda refazec dltea a cislo 2, lebo slovo datel je v druhom
riadku zotriedenej tabulky.

Sttazna tloha

V43 program dostane na vstupe retazec S dizky n (1 < n < 100) a ¢slo r (1 < r < n).
Vsetky znaky retazca S budi navzajom rozne a (kvoli TahSsiemu nacitavaniu) ziaden z
nich nebude medzera. Ulohou vasho programu je najst refazec C taky, aby vysledkom
vysSie popisanej transformécie retazca C' bola prave dvojica (S, 7). Mozete predpokladat,
7e taky retazec existuje. Uvedomte si, Ze pri pouZiti v praxi mdézu mat spracovivané
vstupy stovky kilobajtov, preto by bolo dobré, keby ¢asové aj pamiitové naroky vasho
algoritmu boli lepsie ako kvadratické.

Format vstupu Na prvom riadku vstupného stiboru bw.in sa nachadza retazec S, na
druhom riadku jedno celé cislo r.

Format vystupu Vystupny stbor bw.out mé obsahovat jediny riadok a na fiom hladany
retazec C.

Priklad
bw.in bw.out
dltea datel
2

P-1-4
Reverzibilné algoritmy

Pri hladani ispornejsich polovodi¢ovych technolégii sa zistilo, Ze najviac energie sa spot-
rebuva pri mazani informaécii. Teda optiméalne su tie vypocty, pri ktorych sa ziadne infor-
mécie nestracaju. Takymto vypoctom sa hovori reverzibilné, lebo vdaka tejto vlastnosti
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mozu prebiehat obomi smermi — dé sa urcif nielen zo vstupu vystup, ale aj z vystupu
vstup. Aj my sa teraz vydame do tohoto zvlastneho symetrického sveta a preskimame,
ako sa programuje , ekologicky“.

Zacneme tym najjednoduchsim, ¢o v klasickych programovacich jazykoch méame, a to
priradovacim prikazom. Tu si ni¢ také bohuzial nemézeme dovolif, lebo by sme stratili
povodny obsah premennej, do ktorej priradzujeme! Namiesto toho zavedieme niekolko
prikazov, ktoré budi premenni modifikovat vratne:

e premennd += hodnota — pripoc¢ita hodnotu k premenne;j

e premennd -= hodnota — odpocita hodnotu od premenne;j
e premennd “= hodnota — prixoruje hodnotu k premennej
e premennd =:= premennd — vymeni obsah dvoch premennych

Operacia xor je bitova operacia, ktora ma pre dve jednobitové ¢isla vysledok 1 prave
vtedy, ked st rozne. Teda (0 xor 0) = (1 xor 1) = 0 a (0 xor 1) = (1 xor 0) = 1. Viac-
bitové ¢isla sa xoruju po bitoch — -ty bit vysledku je ¢-ty bit prvého cisla xor i-ty bit
druhého &isla. Napr. 5 xor 14 = (0101)y xor (1110); = (1011), = 11. Operacia xor ma
vela uzito¢nych vlastnosti, okrem iného (z xor y) = (y xor z), (x xor z) = 0, (z xor 0) =
= x a ((z xor y) xor z) = (z xor (y xor z)). Podobne sa daju zaviest aj bitovy and a
or: je (0and 0) = (0and 1) = (land 0) =0, (land 1) =1, (Oor 0) =0, (O or 1) =
= (lor0) = (Lor1l) = 1. Tieto operacie nas az tak nebudi zaujimaf, lebo nie st
reverzibilné.

Aby sme sa vyhli problémom s prete¢enim (¢o je potom inverznd operacia?), do-
hodneme sa, Zze budeme pocitat len s nezapornymi celymi ¢islami od 0 do maxword.
Takymto ¢islam budeme odteraz hovorit prirodzené. VSetky operacie budeme robit mo-
dulo (maxword+1), ¢ize vysledkom kazdej z operacii na prirodzenych ¢islach bude opét
prirodzené c¢islo. NavysSe prikaz —-= bude naozaj inverzny k += a naopak. Prikazy "=a=:=
si zjavne inverzné samy k sebe.

Co vsetko ale moze byt hodnota? Iste to méze byt Iubovolna konstanta. Takisto to
moze byt Tubovolnd premennd, samozrejme okrem tej, do ktorej priradzujeme. Inak by
sme mohli napisat napr. ,a -= a“, ¢o zjavne nie je reverzibilné. Este by sme mali povolif
zakladné aritmetické operacie — tie samy nemusia byt reverzibilné, staci, ked reverzibilne
spracujeme ich vysledok. Kazdy zlozitejsi vyraz potom moZeme prepisat na vyrazy s

jednou operaciou, napr. ,x “= (axb)+(c*d)“rozpiseme takto:
t1l += axb;
t2 += cxd;
X "= t1+t2;
t2 -= cx*xd;
tl -= axb;

Pritom t1 a t2 st pomocné premenné, ktoré si na pociatku vypoctu nulové a po
dopoditani vyrazu sa opit k nulovym vrétia, takze ich mozeme znovu pouzit. Podobne sa
dé rozpisat do reverzibilného tvaru vypocet Tubovolného vyrazu, takze odteraz mozeme
pouzivat aj zlozené vyrazy (bez toho, aby sme ich museli rozpisovat).

Trik s odpocitavanim medzivysledkov a spustanim casti programu odzadu sa nam
eSte moze hodif. Zadefinujme si teda, ze undo prikaz znamend spustit prikaz odzadu
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a 7e wrap prikazl on prikaz2 najskor vykond prikazl, potom prikaz2 a nakoniec
undo prikazi. N&s priklad s postupnym vypocétom vyrazu by sme teda mohli prepisat
nasledovne:

wrap
begin
tl += axb;
t2 += cx*d;
end

on x "= tl+t2;

Podmienené prikazy if-then-else modzeme pouzivat, ak zaruc¢ime, Ze po vykonani
podmieneného prikazu bude pravdivost podmienky rovnaka ako pred jeho vykonanim
(napriklad preto, Ze ziadnu z premennych, ktoré s v podmienke, v podmienenej ¢asti
programu nemenime). Potom totiz vieme aj pri vykonavani vypoétu odzadu rozhodnut,
ktorou vetvou sa mé vypocet vydat.

Tazsie to bude u cyklov. Tam si nevystacime s nemeniacou sa podmienkou — to by
cyklus bud neprebehol ani raz, alebo sa opakoval do nekonecna. My budeme pouzivat
cykly typu for. Tie budu reverzibilné, ak vnutri cyklu nikde nemenime riadiacu premenniti
cyklu ani jej hranice. Toto nie je az také velké obmedzenie — nesmie sa to robit ani v
niektorych obyc¢ajnych programovacich jazykoch. NavySe aby nas netrapilo, ¢o bolo v
riadiacej premennej pred zaciatkom cyklu a ¢o je v nej po jeho skonceni, dohodneme sa,
ze prikaz for si tto premenni sam vytvori a na konci ju zase zrusi.

Prikaz goto pre istotu zakédzeme tplne.

Procediry mozu fungovat reverzibilne, ale musime sa vyhnut kopirovaniu parametrov
a vysledkov. Vsetky premenné preto budeme procedire odovzdavat odkazom (v Pascale
var, v C *). Lokalne premenné procedury budu pri jej spusteni nulové a procedira ich
musi pred skoncenim opé#f uviest do tohoto stavu. Rekurzia funguje bez problémov.

Teraz uz mame vsetko pripravené na to, aby sme vybudovali reverzibilny programovaci
jazyk. Ten nas bude pribuzny Pascalu a bude vyzerat takto:

Datové typy K dispozicii mame typy word (nezdporné celé ¢islo), bit (jednobitové
Cislo, t.j. 0 alebo 1, pouziva sa aj pre pravdivostné hodnoty ako pascalovsky boolean) a
pole array[x..y] of typ (x a y udavaji rozmedzie indexov a okrem ¢isel to mozu byt
aj vyrazy, ktorych hodnota sa pocas existencie pola nezmeni). Prvky poli mézu byt aj
polia, takto ziskame viacrozmerné polia. Svoj vlastny typ si mozete zaviest deklaraciou
type identifikator = typ, napr.:

type boolean = bit;

type screen = array[0..199] of array[0..319] of bit;

Identifikatory slizia na pomenovanie typov, premennych a procedir a st to fubovolné
retazce pismen, ¢islic a znakov ‘_’, ktoré nezacinaju ¢islicou a nezhoduju sa s niektorym
z kIucovych slov jazyka. Malé a velké pismend sa nerozliSuju.

Procedury sa deklaruju konstrukciou:

procedure identifikator ( parametre );
(deklaracie lokalnych typov, premennych a procedir)

begin
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(prikazy oddelené bodkociarkami)

end;

Parametre procediry maja syntax var meno : typ, kde meno je identifikator, kto-
rym sa na parameter odkazujeme vnitri procedury. Ak je parametrov viac, oddeluju
sa pri deklaracii procedary bodkociarkami. Ak st parametre rovnakého typu, mdzeme
zapis skracovat, napr. procedure X(var m,n : word; var A:array[l..n] of bit);
Vsetky objekty deklarované vnutri procedary (parametre, typy, premenné aj vnorené
procedury) existuju len pocas behu procedury. Kazda procedira vidi svoje lokalne pre-
menné a navyse aj lokdlne premenné vsetkych procedir, vnutri ktorych je deklarované
(ak sa ich nazvy lisia od nazvov jej lokdlnych premennych). Presne rovnako to funguje v
Pascale.

Premenné st pomenované identifikdtormi, musia sa vytvorit deklardciou var identifi-
kator : typ;. Pri vstupe do procedury, v ktorej su deklarované, maji nulovii hodnotu
(v pripade pola: vSetky jeho prvky maji nulovi hodnotu) a predtym, ako premenné na
konci procedury zanikne, musi byt jej hodnota opiit nulova. Deklardciu viac premennych
toho istého typu mozeme skratene zapisat var i1, i2, ..., in : typ.

Vyrazy mozu obsahovat:

e konsStanty (prirodzené ¢isla a konStanta maxword — najvicsie prirodzené ¢islo)

e premenné

e prvky poli (pole[vyraz])

e aritmetické operacie, ktorych vstupom aj vystupom st prirodzené ¢isla: +, —, x,

div (celd ¢ast podielu), mod (zvySok po deleni), and, or, xor (bitové operacie,
definicie vid vyssie) a not (prehodenie nulovych a jednotkovych bitov) — vysledky
operacii sa automaticky bertt modulo (maxword+1)

e relaéné operécie (vstupom st dve prirodzené ¢isla, vystupom bitova hodnota 1, ak
relacia plati a 0, ak neplati): <, >, =, <=, >=, <>

e zatvorky

Prikazy mozu byt nasledovnych druhov:

e Blok: begin (prikazy oddelené bodkoc¢iarkami) end — spdsobi postupné vykonanie
prikazov, ktoré obsahuje, v danom poradi.

e Modifika¢né prikazy: premenna += vyraz — sposobi vyhodnotenie vyrazu a jeho
pripocitanie k premennej. Pritom premenna moze byt aj prvok pola indexovany
nejakym vyrazom. Premennd (resp. prvok pola), ktort prikaz modifikuje, sa uz
nikde v tomto prikaze nesmie vyskytnat. Analogicky prikazy -= a ~=.

e Vymienaci prikaz: premenna =:= premenna — vymeni obsah dvoch premennjch
rovnakého typu. Ak sa jednd o prvky poli, nesmie sa ziadne z tychto poli pouzivaft
vo vyrazoch urcujtcich indexy.

e Podmieneny prikaz: if podmienka then prikazl else prikaz2 — vyhodnoti sa
podmienka (vyraz s bitovym vysledkom), ak je vysledok 1, vykon4 sa prikaz1, inak
sa vykona prikaz?2. Platnost podmienky sa vykonanim prislusného prikazu nesmie
zmenit. Cast else sa mdze vypustif, pripadné else sa vztahuje k najblizsiemu
neukoncenému if.
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e Prikaz cyklu: for var identifikator = d to h do prikaz — zalozi novu pre-
menni daného mena, dany prikaz postupne vykonava pre tito premennii nadobu-
dajticu hodnoty d, d+1 az h a nakoniec riadiacu premennt opét zrusi. Hranice d a
h st celociselné vyrazy, ak d>h, cyklus sa ani raz nevykond. Prikaz prikaz musi
zachovavat hodnotu riadiacej premennej aj oboch hranic cyklu (presnejsie: moze
ich modifikovat, ale na konci prechodu cyklom musia mat t isti hodnotu ako mali
na zaciatku prislusného prechodu). Takisto sa da pouzit konstrukcia h downto d
namiesto d to h, potom bude riadiaca premennd nadobudat hodnoty v opa¢nom
poradi, t.j. h, h-1, az d.

e Volanie procediry: nazov_procedury ( parl, ..., parN ) —zavola procediru so
zadanymi parametrami. Parametre moézu byt premenné alebo prvky pola (potom ale
vyraz urcujuci index prvku musi mat po névrate z procedtry rovnaki hodnotu ako
pred vstupom do nej). Pocet parametrov aj ich typy musia zodpovedat deklaracii
procedury.

e Prikaz obrétenia vypoc¢tu: undo prikaz — vykona dany prikaz ,odzadu“podla na-
sledujucich pravidiel:

undo begin begin
pl; ...; pn undo pn; ...; undo pl
end end
undo x += y X -=y
undo X —-= y X +=y
undo x "=y x "=y
undo x =:=y X ==y

undo if x then y else z | if x then undo y
else undo z
undo for x = d to h do p| for x = h downto d do

undo p
undo P(x1; ...; xn) undo tela procedury
(begin ... end)

undo undo p P

Konstrukcia begin p; undo p; end teda nevykona ni¢. (Aj ked pocitat moze po-
merne dlho.)

e Prikaz lokalneho vypoctu: wrap prikazl on prikaz2 — skrateny zapis konstrukcie
begin prikazl; prikaz2; undo prikazl; end.

Komentare Cokolvek uzavreté v zlozenych zatvorkich (‘{’ a ‘}’) je komentér, ktory
pocitac¢ ignoruje (ako keby namiesto neho boli medzery). Komentar nesmie obsahovat
zlozené zatvorky.

Hlavny program nebudeme zavadzat. Aby sme sa vyhli problémom so vstupom a
vystupom, budeme vSetko programovat ako procedury. Tie dostani ako svoje parametre
premenné obsahujice vstupné déta a premenné, ktoré maju byt predpisanym sposobom
modifikované podla vystupu.

Casové a pamitova zlozitost st definované podobne ako v klasickom programovani:
Casové zlozitost je pocet vykonanych prikazov. Velkost paméte vyuzitej v danom okamihu
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spoCitame ako sucet velkosti vSetkych lokdlnych premennych (typy bit a word maju jed-
notkovu velkost, velkost pola je stucet velkosti jeho prvkov), po¢tu vSetkych parametrov
prave zavolanych procedir a poctu prave zavolanych procediur. Parametre sa bez ohladu
na ich typ pocitaju ako jednotka, lebo sa odovzdavaju odkazom. Potom pamiitova zlozi-
tost je maximum mnoZstva vyuZzite] pamiite pocas behu programu. Pozor! KedZe aj nas
program je procedura, jeho vstupy a vystupy sa do pamitovej zlozitosti zapocitavaja len
ako konstanty, aj ked to mozu byt velké polia.

Priklad 1

Procedira na prehodenie obsahu dvoch premennych (ktord vlastne ukazuje, ze prikaz
=:= vieme odvodif pomocou ostatnych prikazov). Casova aj pamiitova zloZitost st kon-
Stantné, teda O(1).
procedure Vymen(var x,y : word);
begin {x=X,y=Y (XY st pov. hodnoty) }

X "=y, {x=XxorY,y=Y1}

y "= x; {x=XxorY,y=Yxor (XxorY)=X?7%

x "=y {x=XxorY)xor X=Y,y=X1%
end;

Priklad 2
Procedtra na vypocet maxima zo zadanych n ¢isel. Dané je pole X celych cisel a pre-
mennd max, ku ktorej mame hladané maximum pripocitat. To dokédZeme takto: najskor
predpocitame pole M, kde M[i] bude maximum spomedzi ¢isel X[1] az X[i]. Potom pri-
pocitame M[n] ku max a nakoniec M[i] op#f vyprazdnime. Casova aj pamitova zlozitost
st linedrne, teda O(n).
procedure Maximum(var n:word; var X:array [1..n] of word;
var max:word) ;
var M:array [0..n] of word;
begin
wrap for var i=1 to n do
if X[i]>M[i-1] then
M[i] += X[i]
else
M[i] += M[i-1]
on max += M[n];
end;

Sutazna tloha

Napiste reverzibilnti procediru Najdi(var n:word; var X:array[l..n] of word; var
co, kde:word). Tato proceddra ma za tlohu zistif, ¢i sa v n-prvkovom poli X vyskytuje
hodnota co a ak &no, prirdtat k premennej kde poziciu jej vyskytu, teda také i, ze
X[i]=co. Naviac viete, ze pole X je usporiadané vzostupne, t.j. pre kazdé i, j, i<j, plati
X[i]<X[j]. Preto sa hodnota co vyskytuje v poli najviac raz. Snazte sa, aby vase rieSenie
malo ¢o najmensiu ¢asovi a pamitovi zlozitost.
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P-1II-1

Spolo¢nost pre vyskum mimozemského Zivota zistila, Ze nas§ vesmir v minulosti obyvala
mimoriadne vyspela civilizacia, ktort nasi vedci nazvali Tvorcovia hviezd. Ich technicka
vyspelost im totiz umoziiovala tvorit nové hviezdy. Tvorcovia hviezd mali silne rozvinuty
zmysel pre symetriu, preto nové hviezdy stavali stredovo stimerne okolo bodu, kde kedysi
stala ich rodné planéta, kym sa nezrazila s kométou. Vedci, ktori s touto tedriou prisli,
by jej radi dodali trochu vierohodnosti. Zistili, ktoré hviezdy podla nich stvorila tato
mimozemska civilizacia. Teraz by potrebovali overit, ¢i tieto hviezdy naozaj lezia stredovo
stmerne okolo nejakého bodu. (Skutoénu poziciu, kde sa kedysi nachadzala ich doméca
planéta, nepoznaji.) Kedze hviezd je vcelku dost, rozhodli sa vedci pouzif vypoctovi
techniku.

Sutazna tloha

Vasou tlohou je napisat pre nich program, ktory dostane na vstupe pocet hviezd N a
suradnice tychto N hviezd. Stradnice hviezdy i su tri celé ¢isla z;, y;, z;. Ak st hviezdy
rozmiestnené stredovo siimerne okolo nejakého bodu, mal by vas$ program vypisat strad-
nice tohto bodu. Ak takyto bod neexistuje, vas program by mal o tom podat spravu.

Hovorime, Ze hviezdy st rozmiestnené stredovo simerne okolo bodu S, ak pre kazdua
hviezdu H existuje hviezda H' taka, ze S je stredom tsecky H H'. Niektora hviezda moze
lezat aj priamo v bode S.

Pre cely tejto tlohy na chvilu zabudnite na fyziku a predpokladajte, Ze hviezdy sa
nepohybuji :-).

Priklad

Vstup Vystup

N=6 2,2, 2]

[0,1,-1],[2,0,1],[4,0, 3], (Zodpovedaju si dvojice hviezd
[0,4,1],[4,3,5],[2,4, 3] 1-5, 2-6, 3-4.)

Vstup Vystup

N =4 STRED NEEXISTUJE
[0,0,0],[5,0,0],[2,1,0],

[2,-1,0]

P-1II-2

Knihovnicka Milka potrebuje objednat dal$iu skritiu s polickami do svojej kniZnice, nevie
v8ak sama spocitat jej optimalne rozmery. KedZe ste jej minule pomohli, rovno sa obratila
na vas. Do novej skrine by chcela umiestnit N knih. Tentokrat jej vSak nezalezi na tom,
v akom poradi ich do skrine umiestni. Samozrejme aj této skrifia musi vojst do 250 cm
vysokej miestnosti a Milka chce, aby bola najuzsia mozna.
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Sttazna tloha
Vas program dostane na vstupe pocet knih N a ich vysky vq,...,vny v centimetroch.
Kazd4 z knih m4 hraubku 1 cm. Z tychto idajov by vas program mal spocitat najmensiu
moznu $irku skrine s a popisat jednu takto Siroka skritiu, presnejsie:

e pocet jej policiek p

e vysky jednotlivych poli¢iek wy, ..., w,

e rozmiestnenie knih na policky tejto skrine
Samozrejme musia platit nasledovné veci:

e vyska kazdej z knih v i-tej policke je najviac w;

e na kazdej policke je najviac s knih

o vyska skrine p+ 1+ >, w; je najviac 250 (hrubka dosky medzi polickami je 1 cm)

Priklad

Predpokladajme, ze Milka mé 13 knih, z ktorych 9 ma vysku 50 cm, zvysné 4 maja vysku
40 cm. Najuzsia mozna skrina ma sirku 3. Jedna takato skrina vyzera nasledovne: M4 5
poli¢iek, $tyri z nich maju vysku 50 cm a jedna 41 cm. (Vyska tejto skrine je 247 cm.)
Na prvych dvoch polickach st po tri 50 cm vysoké knihy, na tretej s dve 50 cm vysoké
knihy a jedna 40 cm, na Stvrtej jedna 50 cm a jedna 40 cm vysokéd a na poslednej piatej
st posledné dve 40 cm vysoké knihy. VSimnite si, Ze existuju aj nizsie vhodné skrine s
rovnakou sirkou.

P-1I-3

Jedna z metdd spracovania textu pouziva nasledujtci transformacny algoritmus: Na
vstupe je m-znakovy retazec C' = cics...c,, ktorého vsetky znaky st navzajom rozne.
Ked presunieme prvé jeho pismeno na koniec, dostaneme zrotovany retazec. Refazec
Ch1Ck42---CnC1...c;, budeme nazyvat k-krat zrotovany retazec a budeme ho znacit Cj,. Na-
priklad refazec eldat je 3-krat zrotovany retazec datel.

Napisme teraz do riadkov pod seba retazce C' = Cy, C4, ..., C,,_;. Takto dostaneme
tabulku n refazcov. Riadky tejto tabulky zoradime lexikograficky (t.j. podla abecedy).
7 vyslednej tabulky si zapamitame posledny stipec S a &islo riadku r, v ktorom sa po
zoradeni nachadzal povodny retazec. Aj ked to vyzerd dost magicky, dvojica (S,7) ndm
staCl na to, aby sme vedeli jednoznac¢ne urcit povodny retazec.

Priklad transformacie

Na vstupe mame retazec abraka.

Povodné tabulka: Zotriedend tabulka:
abraka aabrak

brakaa abraka <«

rakaab akaabr

akaabr brakaa

kaabra kaabra

aabrak rakaab
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Vysledkom transformaécie je teda retazec karaab a ¢islo 2, lebo slovo abraka je v druhom
riadku zoradenej tabulky.

Sutazna tloha

Vas program dostane na vstupe refazec S dizky n (1 < n < 10000) a é&slo r (1 < r <
< n). Tento retazec bude tvoreny malymi pismenkami anglickej abecedy. Na rozdiel
od doméaceho kola sa v flom to isté pismenko moéze vyskytnaf aj viackrat. Ak
programujete v Pascale, mozZete predpokladat, Ze sa vam cely refazec vojde do premennej
typu string. Ulohou vasho programu je néjst taky retazec C, aby vysledkom vyssie
popisanej transformacie retazca C' bola prave dvojica (S,r). Mozete predpokladat, ze
taky retazec C' existuje. Bolo by dobré, keby ¢asové aj pamétové naroky vasho algoritmu
boli lepsie ako kvadratické od n.

Priklad
Vstup Vystup
karaab abraka
2

P-1I-4

Studijny text ,Reverzibilné algoritmy“ k prikladu P-II-4 moZno ndjst v zadani prikladu
P-1-4 na strane 115.

V hlavnom meste nemenovaného statu S sidli instittucia I. Za dlhé roky svojej exis-
tencie sa inStittcia I tak rozrastla, ze dnes ma N (N > 1) miestnosti (o¢islovanych od
1 do N) plnych byrokratov. A ako to uz byva, byrokrati si medzi sebou radi posielajt
listy, tlaciva, doklady, obezniky, potvrdenia, overené kopie, listky na obed a kopu inych
doélezitych materidlov. Preto si na Statne naklady dali postavit potrubni postu.

Potrubné posta je tvorend sietou rur. Kazd4 rira vedie z jednej kancelarie do druhej
a za pomoci stla¢eného vzduchu sa nou (len jednym smerom, aby nedoslo ku kolizidm)
daju posielat zasielky. V instittcii I v miestnosti N sedi riaditelka R a v miestnosti 1
sedi lenivec L. Lenivec L mal uz dévno riaditelke zaniest dolezitt fakttru, ale bol lenivy,
tak si radsej pockal, kym postavia potrubnt postu. Teraz by chcel vediet, ¢i uz 1ou vie
poslat riaditelke spominant faktiru. (Nemusi ju posielat priamo, faktira méze pocas
svojej cesty prejst Tubovolne vela rarami.) Je v8ak lenivy zistit si to, preto tato milé
tloha pripadne vam.

Stitazna tloha

Ulohou je napisat reverzibilni procedtiru Skumaj(var N:word; var A:array[1..N] of
array[1..N] of bit; var D: word), ktora dostane ako vstup pocet budov N a maticu
A, popisujtcu sief rar. (Ak z miestnosti ¢ vedie rira do miestnosti j, je A[i][j] = 1, inak
Ali][7] = 0.) Ak sa dé poslaf posta z miestnosti 1 do miestnosti /N, mala by tato procedira
zistit, najmenej kolkymi rirami posta po ceste prejde a tento pocet pripocitat k premennej
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D. Ak sa po$ta z miestnosti 1 do miestnosti N nedé poslat, procedira by nemala zmenit
obsah premennej D.

V43 program by mal mat ¢o najmensiu paméifovil zloZitost, pricom ale jeho ¢asova
zlozitost musi byt polynomialna od N.

Priklad

Vstup Vystup

rary: 1 - 3,2 —-4,3—2,3—4 (Najkratsi sposob poslania posty je cez
D=0 2rary: 1 — 3 — 4.)

P-III-1

V hrackarstve Drobec a otec prebehla velka stitaz ,,O najkrajsiu hracku“. Ulohou deti bolo
nakreslit obrazok svojej najobluibenejsej hracky. Po skonceni sttaze sa konala vystavka
a deti, ktoré nakreslili najkrajsie obrazky, dostali od hrackarstva nejaku hracku. Ale ako
asi viete, nie kazdému diefatu sa pacia vSetky hracky, a tak uz pred ukoncenim sttaze
mal kazdy vytvarnik vyhliadnutt odmenu, ktora by chcel za svoj obrazok dostat. T1, a
Ziadnu int. Po vyhlaseni vysledkov dévali deti svoj nézor najavo dost nahlas. Maminky
ukricanych potomkov sa rozhodli, zZe deti si medzi sebou hracky povymienaja tak, aby
pokial mozno ¢o najviac deti bolo spokojnych so svojou vyhrou. Situaciu komplikuje
skutoc¢nost, Ze zapojit sa do vymienania st ochotné iba tie deti, ktoré nakoniec dostant
tu hracku, po ktorej ttzia. S tak naroc¢nou tlohou si mamicky nevedli poradit, a tak
poprosili Vas, aby ste napisali program, ktory tlohu vyriesi.

Sutazna tloha

V4s$ program dostane na vstupe zadany pocet odmenenych deti N a dalej pre kazdé diefa
¢islo hracky, ktorta dostalo a ¢islo hracky, ktora by chcelo dostat (pretoze hraciek je rov-
nako ako deti, ocislujeme si ich pre jednoduchost od 1 po ). Na vystup program vypise
najviacsiu skupinu deti taka, ze ak si deti v skupine medzi sebou vhodnym sposobom
vymenia hracky, buda vsetky spokojné.

Priklad

Predpokladajme, Ze prvé dieta ma hracku 2 a chce hracku 4, druhé dieta ma hracku 3 a
aj chce hracku 3, tretie diefa mé hracku 5 a chce hracku 2, stvrté dieta méa 4 a chce 5
a piate diefa ma 1 a chce 2. Najvicsia skupina deti, ktoré mozu vymenou dostat svoje
vytuzené hracky, obsahuje deti 1, 2, 3, a 4.

P—-1III -2

Knihovnicka Milka opit potrebuje objednat skrifiu do svojej kniznice a kedZe sa jej vasa
pomoc osveddila, opit sa na Vas obratila, aby ste jej pomohli spoc¢itat optiméalne rozmery
novej skrine. Nové skrifia m& mat P poli¢iek a Milka by do nej chcela umiestnit N knih.
Kazda kniha ma priradeny jednoznacny ciselny kdd a tieto kody urcuju poradie knih v
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skrini. Kniha s mens$im kédom sa mé nachidzat na rovnakej alebo vysSie umiestnene;j

.....

.....

Vstupom pre vas$ program budu ¢isla P a N a postupnost N disel h;, 1 < i < N,
kde h; je hribka i-tej knihy (v poradi podla kédov od najmejsicho po najvicési). Mozete
predpokladat, Ze hribka h; i-tej knihy je v rozmedzi od 1 mm do 50 mm. Kazda kniha ma
taki vysku, Ze sa d4 bez problémov umiestnit do Tubovolnej z planovanych P poli¢iek.
Vas$ program by mal zo zadanych tdajov spocitat nasledujice udaje:

e Sirku skrine — ozna¢me ju s.

e Rozmiestenie knih do skrine s vypocitanymi parametrami.

Rozmiestnenie knih, ktoré vas program néjde, musi z pochopitelnjch dévodov spliiaf
nasledujtice poziadavky:

e Stucet hrubok knih umiestnenych do jednej policky je najviac s.

e Sirka skrine s je najmensia mozna.

Priklad

Predpokladajme, Ze nova skrifia m& mat 3 policky a méa v nej byt ulozenych 6 knih,
ktorych hrubky v poradi podla ich kédu st nasledujtce: 15mm, 20 mm, 7mm, 6 mm,
2mm a 4 mm. Minimalna mozné sirka skrine v tomto pripade je 20 mm. Na prvia policku
se da iba prva kniha, na druht iba druhé kniha a zvysné knihy sa umiestnia na posledni
tretiu policku.

P-1III -3

Studijny text ,Reverzibilné algoritmy“ k prikladu P-II-4 moZno ndjst v zadani prikladu
P-I-/ na strane 115.

Sutazna tloha

Napiste reverzibilnu procedtiru Add(var n:word; var A,B: array [0..n-1] of bit),
ktord bude sluzif na séitanie n-bitovych ¢isel. Na vstupe dostane v poliach A, B dve
n-bitové ¢isla zapisané po bitoch v dvojkovej ststave (pricom A[0] je najnizsi bit). Po
skoncéeni procediary by v poli A mal byt uloZeny stucet tychto dvoch ¢isel. Mozete pred-
pokladat, Ze vstup bude taky, aby nenastalo pretecenie, t.j. si¢et bude mensi ako 2.
Zékladnym kritériom hodnotenia bude paméitova zloZitost vasej procedury.

P-1III -4

Program: poklad.pas/.c/.cpp
Vstup: poklad.in
Vystup: poklad.out
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Pocas svojich piratskych vyprav nadobudol kapitan Flint znacny majetok. Ako uz
pirati zvykna robif, rozhodol sa ¢ast z neho zakopat na pustom ostrove. A tak sa aj
stalo. Potom zobral ovéiu kozu v tvare konvexného N-uholnika a nakreslil na 1iu cestu k
pokladu. Potom mapu rozrezal na niekolko kusov, pricom kazdy rez bola tsecka spéjajica
dva vrcholy mnohouholnika a ziadne dva rezy sa vo vniitri mnohouholnika nepretinali.

Aby si poistil vernost posadky svojho Skuneru, rozhodol sa Flint darovat niektoré

kusy mapy najsikovnej$im pirdtom. Aby sa vSak namornici nemohli z mapy vyznat bez
jeho pomoci, ziadni dvaja pirati nesmi dostat susedné diely mapy. Najviac kolko dielov
mapy moze Flint rozdaf piratom?
Format vstupu Prvy riadok vstupného stiboru obsahuje dve celé ¢isla N, M (3 < N <
< 30000, 0 < M < 30000) oddelené medzerou. Pritom N je pocet vrcholov mapy, M
je pocet rezov, ktoré Flint spravil. Nasleduje M riadkov, popisujucich jednotlivé rezy.
Kazdy z nich obsahuje dve celé ¢isla a;, b; oddelené medzerou — ¢isla vrcholov, cez ktoré
viedol prislusny rez. Vrcholy st ocislované od 1 do N po obvode mnohouholnika.

Format vystupu Vystupny sibor mé obsahovat jeden riadok a na fiom jedno celé ¢islo
— najvicsi pocet kusov mapy, ktoré sa daju rozdat pirdtom (za podmienky, Ze Ziadni
dvaja nesmu dostat susedné kusy).

Priklad

Vstup Vystup
11 4 3

13

57

10 8

4 11

P-1II-5

Program: vahy.pas/.c/.cpp
Vstup: vahy.in

Vystup: vahy.out

KnizZnica: vahy_1ib

V nemenovanom kralovstve nedédvno vyhlésili konkurz na krélovského radcu. Pod-
mienky st velmi niroéné: Kazdy uchadzac¢ dostane N minci, ktoré mozu a nemusia mat
navzajom rozne hmotnosti. Jeho tlohou bude roztriedif tieto mince na niekolko kopok,
pricom mince na jednej kopke musia maf navzajom rovnak( hmotnost a nasledne uspo-
riadat kopky podla hmotnosti minci tak, aby na prvej kopke boli najlahSie mince, na
druhej tazsie, atd., az na poslednej najtazsie mince. K dispozicii bude mat iba dvojra-
menné vahy, na ktorjch moze porovnat hmotnost lubovolnych dvoch minci. (Pri kazdom
vazeni musi dat na kazdd misku prave jednu mincu.)

Vasou tlohou je napisat program, ktory by tento konkurz vyhral. O¢islujeme si mince
¢islami od 1 do N. VAa$ program bude moct volat funkciu porovnaj, ktora porovna vahy
dvoch minci a programu oznami vysledok. V4§ program musi samozrejme najst odpo-
ved Co najrychlejsie. Pritom musi spravit vSetky nutné vazenia (nesmu existovat dve
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rozne rieSenia konzistentné s vazeniami, ktoré spravil vas program). NavysSe vas program
nesmie spravit ziadne zbytoéné vazenie, t.j. také, ktorého vysledok by vyplyval zo skor
uskutocnenych vazeni.
Popis funkcie porovnaj

Funkcia porovnaj je definovana v kniZznici vahy_1ib. Aby ju vas program mohol volat,
musi obsahovat nasledujuci riadok:

Pascal: uses vahy_lib;
C/C++: #include "vahy_lib.h"

Hlavicka funkcie porovnaj vyzera nasledovne:

Pascal: function porovnaj(a,b: longint): integer;
C/C++: int porovnaj(int, int);

Tato funkcia ocakéava ako vstupné parametre ¢isla dvoch minci. Vrati hodnotu —1, ak
je prva minca lah$ia, +1, ak je fazsia a 0, ak st obe rovnako fazké.

Nezabudnite, Ze va$ program nesmie volat funkciu porovnaj zbytocne, t.j. vysledok
Ziadneho volania nesmie byt jednoznacne urcéeny predchddzajicimi volaniami. Napr. ak
sme uz zistili, Ze minca 1 je TahSia ako minca 2 a Ze mince 2, 3 maji rovnak( hmotnost,
nesmieme uz zavolat porovnaj s parametrami 1 a 3. Okrem toho, va$ program moze
funkciu porovnaj zavolat najviac 250 000-kréat.

Format vstupu Vstupny siubor obsahuje jediny riadok a na nom jedno celé ¢islo N
(1 < N <10000) — pocet minci.

Format vystupu Vystupny sibor mé obsahovat K riadkov, kde K je pocet réznych
hmotnosti minci. Na kazdom riadku budui uvedené ¢isla minci z prislusnej kopky. Teda na
prvom riadku budu ¢isla najlah$ich minci, atd., aZ na poslednom najtazsich. V kazdom
riadku musia byt tieto ¢isla uvedené v rastiicom poradi a oddelené préve jednou medzerou.

Priklad

Vstup Priebeh komunikacie Vystup

4 Volanie porovnaj(2,4) vratilo —1. 2
Volanie porovnaj(1,2) vratilo +1. 13
Volanie porovnaj(3,4) vratilo —1. 4

Volanie porovnaj(1,3) vratilo 0.






RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Pri rieSeni tlohy budeme pouzivaf terminolégiu z tedrie grafov. Vyznamné miesta na
¢ajovniku budeme nazyvat wvrcholy, ¢asti kmemia ¢ajovniku medzi dvoma vyznamnymi
miestami hrany. Vrcholy spolu s hranami pomenujeme strom (stromom sa v tedrii grafov
nazyva suvisly graf, ktory nema ziadny cyklus). Pocet hran, ktoré vedu z nejakého vrcholu
v (teda vlastne pocet Casti kmeiia, ktoré vedu z vyznamného miesta v), nazveme stupriom
vrcholu v.

Najskor si vS§imnime, ze kazdy strom s aspon dvomi vrcholy mé aspon jeden vrchol
stupna jeden (takyto vrchol sa nazyva list). Tento vrchol mézeme najst takto. Zacneme
strom prehladévat v Tubovolnom vrchole. Ak eSte nie sme v liste, prejdeme do Tubovolného
susedného (t.j. pripojeného hranou) vrcholu, v ktorom sme este neboli. KedZze v strome nie
st cykly, musi takyto vrchol vzdy existovat. PretoZze vrcholov je konecny pocet, musime
raz skoncit — a to moZeme iba v liste.

Teraz ukazeme, Ze sucet stupriov vSetkych vrcholov v Tubovolnom strome je 2N — 2
(kde N je pocet vrcholov). Naopak plati, ze ak mame N kladnych celych ¢isel so suctom
2N — 2, tak existuje strom s N vrcholmi majicimi tieto stupne. Z toho uz je jasné, ze
stacl zistif, ¢i ¢isla na vstupe maju siucet 2N — 2, a podla vysledku vypisat prislusni
spravu.

Prvé tvrdenie dokdZeme indukciou vzhladom na pocet vrcholov. Strom s dvoma vr-
cholmi obsahuje iba jednu hranu. Stcet stupniov vrcholov je teda 1+1 = 2 a naSe tvrdenie
plati. Ak mé strom viac vrcholov, podla predchddzajiceho pozorovania vieme, Ze ma list.
Ak tento list odeberieme (teda zrusime vrchol a hranu, ktord ho pripojuje k zvysku
stromu), ziskame zjavne opit strom. Pre novy strom z indukéného predpokladu plati, ze
sucet stupnov je 2- (N — 1) —2 = 2N — 4. PretoZe povodny strom mal o jeden list viac a
jeden jeho jeden vrchol mal stupeni o jedna vyssi (ten, ku ktorému byl pripojeny list), je
stucet stupnov v pévodnom strome 2N —4+2 = 2N — 2. Tym je prvé tvrdenie dokazané.

Druhé tvrdenie dokédzeme indukciou podla poc¢tu ¢lenov postupnosti: Nech mame
postupnost dvoch kladnych celych ¢isel, ktorych stcet je 2 -2 — 2 = 2. Tieto disla teda
mozu byt iba dve jednotky. Pre ne st zrejme zodpovedajicim stromom dva vrcholy
spojené hranou. Ak mé postupnost viac ako dve ¢isla, musi zjavne obsahovat aspon
jednu jednotku (inak by stcet N ¢isel bol aspoin 2N a nie 2N — 2). Analogicky musi tiez
obsahovat asporn jedno ¢islo viicsie ako jedna. Ak z postupnosti vypustime jednu jednotku
so suftom 2N —2 —2 =2 (N — 1) — 2. Z indukéného predpokladu teda existuje strom
s N — 1 vrcholmi s prislusnymi stuptiami vrcholov. Ked do stromu priddme jeden list
a pripojime ho hranou k vrcholu, ktory zodpoveda ¢islu, ktoré sme zmensovali o jedna,
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ziskame presne strom pre nasu povodnu postoupnost. Tym je dokdzané druhé tvrdenie.
Casova zlozitost algoritmu je O(N), pamifova O(1).

P-1-2

Ukéazeme si dve mozné rieSenia tejto tlohy. Obe st zalozené na metdde nazyvanej dy-
namické programovanie: uloha sa najskor vyrie$i pre podilohu velkosti 1. Toto rieSenie
se pouzije na najdenie rieSenia podilohy velkosti 2. Takto ndjdené rieSenie sa pouzije
na vyrieSenie podilohy velkosti 3, atd. V nasom pripade bude velkost podilohy urcena
po¢tom knih, ktoré chceme do skrine umiestit.

Prvé rieSenie pouziva dvojrozmerné pole A velkosti N x V', kde N je celkovy pocet
knih, ktoré mame do skrine umiestit a V' je maximéalna vyska skrine (V' je v nasom pripade
250 podla zadania tlohy). Hodnota A[i, j], 0 < i < N,1 < j < V uddva minimalnu mozni
sirku skrine vysky j, do ktorej je mozné umiestit prvych i knih. Ak do skrine vysky j
prvych i knih nemozno umiestit, t.j. niektora z tychto knih je vyssia ako j — 2 cm, tak je
hodnota A[i, j] rovné nejakej Specidlnej hodnote, napriklad —1.

PopiSeme si, ako spocitat hodnotu Alig, jo] v ¢ase O(N), ak uz mame spocitané hod-
noty Ali, j| pre i < iy. Ak ig = 0, tak zjavne Alig, jo] = 0 cm. Ak existuje i, 1 < i < i,
také, ze vyska v; i-tej knihy je viac ako jo — 2 cm, tak prvych ¢ knih nemozno do skrine
vysky jo umiestit a Alig, jo] bude rovné —1. V ostatnych pripadoch uréime hodnotu
Alig, jo] nasledovne. Pre 0 < i < i skisime umiestif na posledni policku skrine (i +
+ 1)-va az ip-tu knihu a prvych i knith ddme na predchadzajuce policky; vyska posledne;
policky by teda musela byt aspon v = max;j<x<;, vy @ mozeme predpokladat, Ze je prave
v. Sirka tejto policky musi byt aspoii ig — i. Ak sa Ali, jo — v — 1] rovna —1, tak sa neda
vytvorit skrina vysky jo, ktord by obsahovala prvych iy knih a na poslednej policke by
z nich mala poslednych 72y — ¢. V opac¢nom pripade sa najmensia Sirka skrine vysky 7o,
ktora obsahuje prvych iy knih a na poslednej policke méa z nich umiestnenych poslednych
io — 1, rovnd max{Al[i, jo — v — 1],i9 — i}. Najmensi z tychto vyrazov pre 0 < i < i
je hladanou hodnotou Alig, jo|. VySSie popisany vypocet sa da vykonat v ¢ase O(N), ak
postupujeme od i = ip—1 k ¢ = 0. V takom pripade je mozné v = max;;1<g<i, v Spocitat
z v pre hodnotu ¢ o 1 vicSiu v konstantnom case. Hodnota pola A[N,250] je hladanou
minimélnou moznou Sirkou skrine.

Ak chceme zaroven najst aj rozmiestnenie knih do skrine a vysky jednotlivych policiek,
zavedieme si eSte pomocné pole Bli,j|, 0 < i < N,1 < j < V a pri vypocte hodnoty
Alig, jo] si do polozky Blig, jo| ulozime to ¢, pre ktoré je Sirka skrine minimélna pri vyske
Jo- Z hodnoty B[N, 250] ur¢ime pocet knih, ktoré st v optimalnom rieSeni na posledne;
policke; tdto hodnota ndm umozni spocitat vysku skrine bez poslednej policky a pocet
knih v ostatnych polickach dohromady. Z prislusnej hodnoty v poli B urc¢ime pocet knih na
predposlednej policke a takto postupujme, az kym nedosiahneme prva policku. Vzhladom
na velkost pola A je ¢asovéd zloZitost prave popisaného algoritmu O(V N?) a pamitova
zlozitost O(V N).

Teraz popiseme druhé mo7né rieSenie. Najprv ukdzeme, ako sa d4 v ¢ase O(N?) roz-
hodnut, ¢ sa daju knihy umiestnit do skrine Sirky s a vysky V. K tomu si vytvorime
pomocné pole Afi], 0 <i < N, ktoré obsahuje minimélnu vysku skrine Sirky s, do ktorej
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je mozné umiestit prvych i knth. Ak A[N] > V| tak sa knihy nedaji umiestif do skrine
sirky s a vysky V; v opacnom pripade sa umiestnit do skrine s tymito rozmery daju.
Na urcéenie hodnot v poli A opét pouzijeme dynamické programovanie. Hodnota A[0] je
1 em, ¢o je Specidlny pripad vSeobecného vztahu pre vysku skrine “stcet vysiek policiek+
+ (pocet policiek + 1) x 1 cm”. PopiSeme, ako urcit hodnotu A[ig], ak pozndme hodnoty
Ali] pre 0 < i < ig. Zvolme iy — s < i < ig; na posledni policku chceme umiestit v ta-
komto pripade poslednych ig —i knih (preto podmienka iy —s < 7). Vyska skrine je potom
Ali] +14+max; <<, vk; najmensi z tychto vyrazov pre i, ip—s < i < ig je hladana hodnota
Alip]. Hodnotu Alig] mozno spocitat v ¢ase O(N), ak budeme postupovat od i = iy — 1
k i =ip— s (potom je mozné spocitat max;r<;, vx z hodnoty pre i + 1 v konstantnom
¢ase). Popisand procedira v ¢ase O(N?) s pamifou O(N) rozhodne, ¢ sa zadanych N
knih d4 umiestit do skrine Sirky s a vysky V.

Zostava popisat, ako sa da tato procedira pouzit na vyrieSenie povodnej tilohy. Najprv
skontrolujeme, ze vyska vsetkych knih je najviac V' — 2 cm = 248 cm a teda ze knihy
sa vobec daji umiestit do nejakej skrine vysky V. Na urdenie minimalnej Sirky skrine s
pouzijeme metddu nazyvant bindrne vyhladdvanie. Budeme si udrzovat dve premenné
s1 < Sg, ktoré nam budi ohrani¢ovat mozny interval, v ktorom je hladanéd Sirka s,
t.j., s1 < so < so. Najprv polozime s; = 1 a s = N. V kazdom kroku zvolime s =
= | (s1+ s2)/2] a pomocou vysSie popisanej procedury skontrolujeme, ¢i sa d4 umiestnit
naSich N knih do skrine vysky V' a Sirky s. Ak sa knihy daja do takej skrine umiestit,
priradime do ss hodnotu s; v opa¢nom pripade priradime do s; hodnotu s+1. Cely postup
opakujeme, kym sa hodnoty s; a s, lisia, t.j. az kym nendjdeme hladant hodnotu sg.
Vsimnite si, ze v kazdom kroku sa rozdiel s; — s; zmensi asponi o 1 (ak by sme pri volbe
s pouzili horni celtl ¢ast namiesto dolnej celej ¢asti, nebolo by toto tvrdenie pravdivé) a
tento rozdiel se zmensi zhruba na polovicu. Teda po O(log N) krokoch najdeme hladant
optimalnu Sirku skrine sg. VySky policiek a rozmiestnenie knih je mozné najst podobne
ako v predchadzajicom algoritme zavedenim pomocného pola B, do ktorého si budeme
ukladat pocet knih na poslednej policke v optimalnom rieseni. Celkova c¢asové zloZitost
prave popisaného algoritmu je teda O(N?log N) a pamiifova zloZitost je O(NV).

Zostava vyriesit otazku, ktory z dvoch popisanych algoritmov je lepsi. Odpoved je,
ze ani jeden. Vzhladom k zadaniu tlohy, kde V' je obmedzené, je ¢asova zlozitost prvého
algoritmu sice O(N?) a paméitova iba O(NN), ale multiplikativna konStanta skryta vo
“velkom O” je linedrna s V'; na druhej strane pamiitova zlozitost druhého algoritmu
je iba O(N), kde multiplikativna konstanta nezavi od vysky. Podla vysSie popisaného
postupu druhy algoritmus potrebuje polia, ktoré st 250-krat mensie. Rovnako v c¢asovej
zlozitosti bude clen log N mensi ako ¢len V' vyskytujici sa v Casovej zlozitosti prvého
algoritmu. Prvy algoritmus je teda asymptoticky lepsi pre obmedzent vysku V, ale v
skutoc¢nosti bude lep$i ako druhy popisany algoritmus az pre velmi velké hodnoty N. D&
sa teda povedat, Ze druhy algoritmus je pouzitelnejsi.

P-1-3

Pozname posledny stipec zotriedenej tabulky. Zakladna myslienka celého rieSenia spociva
v tom, Ze tym je jednoznacne uréeny aj prvy stipec — staéi zoradif pismena posledného



132 52. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

stlpca podla abecedy. Teraz vyuzijeme to, Ze jednotlivé riadky vznikli rotéciou povodného
retazca. Teda ak je na zacdiatku niektorého riadku pismeno x a na jeho konci pismeno vy,
znamena to, ze v pdvodnom retazci bolo pismeno x tesne za pismenom y. (”Tesne za”
berieme cyklicky, t.j. prvé pismeno refazca je tesne za poslednym.) Kedze kazdé pismeno
sa v retazci vyskytuje najviac raz, je n riadkami tabulky uréené poradie pismen v celom
retazci, az na rotaciu. Naviac vieme, v ktorom riadku sa nachddza naSe slovo, odkial
vieme jeho prvé pismeno.

Zostrojit algoritmus podla tejto myslienky je uz jednoduché. Pismend zadaného re-
tazca si zoradime podla abecedy (kedZe st z obmedzeného rozsahu, vieme to spravit v
linedrnom ¢ase) a vyrobime si tabulku, v ktorej bude kazdému pismenu refazca priradené
to, ktoré nasleduje v retazci tesne za nim. Potom za¢neme od pismena, o ktorom vieme,
Ze je prvé a postupujeme od neho podla tabulky az kym nevypiSeme cely refazec.

Casova aj pamifové zlozitost tohoto algoritmu st zjavne linedrne od dizky vstupu.

P-1-4

Najjednoduchsie riesenie je prejst pole prvok po prvku, avSak takéto riesenie je pomerne
pomalé a nijakym spdsobom nevyuziva, ze je pole zotriedené. Pontka sa nam myslienka
binarneho vyhladdvania. Skusime teda spravit jeho reverzibilni verziu. Bindrne vyhla-
dévanie byva tradicne implementované ako while-cyklus. Takyto cyklus vSak nemame k
dispozicii, preto si budeme musief pomdct rekurziou.

Zavedieme si podprocediru Hladaj(var 1,p : word), ktora bude hladat hodnotu co
v tseku X[11, X[1+1] az X[p] a vysledok pripocita k premennej kde. Bude fungovat tak,
Ze najskor si spocita poziciu m prostredného prvku zadaného tseku (ak méa usek parnu
dlzku, zaokrthlime nadol) a podla hodnoty prislusného prvku zisti, v ktorej polovici
useku mé hladanie pokracovat: ak X[m] <co, tak od m+1 po p, ak X[m] >co, tak od 1 po
m-1. Na tento usek sa rekurzivne zavolame. Po névrate z rekurzie nesmieme zabudnif m
vynulovat.

Ak niekedy nastane pri porovnavani rovnost, prave sme hodnotu co nasli, pripoc¢itame
m ku kde a uZ sa hlbsie nevnarame. Ak dospejeme v rekurzii k tiseku nulovej dizky (r<1),
hodnota co sa v poli nenachadza, preto sa uz len vynorime z rekurzie bez toho, aby sme
menili obsah premennej kde.

Podla tohoto algoritmu uz lahko napiSeme program, kvoli prehladnejSiemu zépisu
pouZivame prikaz wrap. Z takto zapisaného programu je zjavna jeho reverzibilnost.

Vidy, ked sa v rekurzii vnorime o troven hlbsie, zmensi sa prehladédvany tsek na
polovicu, takze po najviac log, n volaniach hfadani hodnotu bud najdeme, alebo zistime,
ze v poli nie je. Na kazdé vnorenie spotrebujeme konstantne vela pamiite. Preto ¢asova
aj pamitova zlozitost je O(logn), ¢ize logaritmicka.

procedure Najdi(var n : word, var X : array [1..n| of word, var co, kde : word);
var one : word,

procedure Hladaj(var I, r : word);
var m : word,
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begin
if | <=r then { tsek nie je prazdny }
wrap m + = (I +r) div 2 { spocitame stred }
on
if X[m] = co then { nasli sme }
kde + = m
else
if X[m] < co then begin { postipime do pravého useku }
wrap m + = 1 on Hladaj(m,r)
end else begin { do Tavého }
wrap m — = 1 on Hladaj(l, m)
end
end;
begin

wrap one + = 1
on Hladaj(one,n)

end;

P-1II-1

RieSenie tejto tlohy moZeme rozdelif na dve Casti. Najskor si spocitame, kde sa musi
nachadzat stred symetrie, potom overime, ¢i st naozaj hviezdy rozmiestnené stredovo
simerne okolo neho.

Potencidlny stred symetrie nadjdeme lahko. VSimnime si dve hviezdy Ala,,a,,a.] a
Blb,, by, b], ktoré st stredovo stimerné okolo bodu S[s,, sy, s.]. Potom stradnice bodu
S st zjavne priemerom suradnic bodov A a B. Alebo inymi slovami A + B = [a, +
+ by, ay + by,a, + b,] = 25. Takze ak st vSetky body rozmiestnené stredovo simerne
okolo bodu S, ich s¢itanim dostaneme N-nasobok bodu S, t.j. [Ns,, Ns,, Ns,|. Odtial
uz lahko spocitame stradnice (jediného mozného) bodu S. Kandidata na bod S vieme
teda najst v case O(N). (Uvedomte si, Ze z fyzikdlneho hladiska tento bod musi lezat v
tazisku ststavy, no a stradnice taziska mnoziny hmotnych bodov dostaneme prave ako
priemer stradnic tychto bodov.)

Zostava overit, ¢i su hviezdy naozaj rozmiestnené stredovo siimerne okolo bodu, ktory
sme prave nasli. Aby sme to vedeli rychlejsie overit, hviezdy si utriedime lexikograficky
podla ich stradnic, t.j. tak, ze [a,, ay, a.] je pred [b,, by, b.] ak bud a, < b,, alebo a, = b, A
A a, < by, alebo a, = b, A a, = b, A a, <b,. Ked teraz vieme stradnice nejakej hviezdy
a stredu stmernosti, vieme lahko spocéitat, na akych stradniciach mé lezat hviezda s na-
Sou stmerna. Nésledne vieme bindrnym vyhladavanim v ¢ase O(log N) zistit, ¢ takato
hviezdu mame. Ak 4no, obe si oznadime ako spracované a pokracujeme dalSou nespraco-
vanou hviezdou.

Vhodnou implementaciou predchadzajicich myslienok (s pouZitim triedenia bezia-
ceho v ¢ase O(N log N), my sme pouzili HeapSort) dostavame algoritmus beziaci v ¢ase
O(Nlog N). Toto riesenie sa este da trochu zjednodusit. Sta¢i si uvedomit nasledovni
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skuto¢nost: VSimnime si utriedené poradie hviezd. Ak st vSetky hviezdy naozaj roz-
miestnené stredovo stimerne okolo S, tak prva hviezda musi nutne leZat oproti poslednej,
druhé oproti predposlednej, atd. Takze aby sme overili, ¢ je naozaj S stredom stimer-
nosti, sta¢i ndm raz prejst utriedené pole. To vieme spravit v ¢ase O(N). NajpomalSou
¢asfou néasho algoritmu vsak zostane triedenie hviezd, ktoré nevieme spravit v lepSom
Case ako O(N log N). Taka je preto aj vysledné ¢asova zlozitost nasho algoritmu.

P-1II-2

Zahladme sa na skrinu, ktora je rieSenim tlohy. Zjavne mozeme medzi sebou povymieniat
policky tak, aby boli usporiadané podla vysky (najvyssia bude hore). Teraz ak mame
nejaké dve knihy na réznych polickach, pricom kniha na nizsej policke je vysSia, mozeme
tito dvojicu knih vymenit. (Vyssia kniha sa zmestila do svojej police, tym skor sa zmesti
do vyssie polozenej police, ktora je aspon tak isto vysoka. Nizsia kniha sa do novej police
zmesti, lebo sa do nej predtym zmestila vyssia kniha.) Koneénou postupnostou takychto
vymen dostaneme skriniu, ktora je tiez riesenim tlohy a zaroven plati, Zze na prvej policke
je niekolko najvyssich knih, na druhej niekolko dalsich najvyssich, atd.

Teraz mozeme knihy na kazdej polici usporiadat podla vysky. Opit dostaneme rovnako
Siroku skrifiu, ktora bude nadalej spliiat podmienky zo zadania. Najdime si teraz najvyssiu
policu, ktora nie je plna, t.j. je na nej menej knih ako je jej Sirka. Ak su este nizSie v
skrini nejaké dalSie knihy, mozeme zobrat najvyssiu z nich a presuntf ju na koniec tejto
police. Tento postup budeme opiit opakovat, kym to pojde. Ak nam pri jeho opakovani
niekedy vznikne prézdna polica, mozeme ju z nasej skrine vyhodit.

V predchadzajucich odsekoch sme vlastne ukazali, ze ak existuje vyhovujica skrina
so Sirkou s, tak existuje aj takd, v ktorej st knihy zhora nadol usporiadané podla vysky
a navySe su vSetky policky az na mozno poslednil plné (je na nich po s knih). Ak teda
chceme zistif, ¢i existuje nejaké skritia $irky s, stac¢i nam hladat taka skririu, ktord bude
mat nami spomenuté vlastnosti.

Zakladom nasho algoritmu bude funkcia, ktora pre dané s rozhodne, ¢i existuje skrina
sirky s, vyhovujtca zadaniu a nasim podmienkam. Optimélnu sirku skrine potom najdeme
bindrnym vyhladavanim ($irka 0 nestaci, Sirka N uréite staci). Samotna funkcia spocita
najmensie mozné vysky jednotlivych polic¢iek (vyska i-tej policky bude o 1 vicsia ako
vyska (s(i — 1) 4+ 1). najvysSej knihy) a zisti, ¢i dokopy vojdu do 250 cm.

Odhadnime teraz ¢asové a pamitové naroky nasho algoritmu. Na zaciatku potrebu-
jeme zotriedit vysky N knih. To vieme spravit v ¢ase O(N log N), pripadne ak pred-
pokladame, Ze su to celé isla (navySe zhora ohranicené 250), vieme ich utriedit v ¢ase
O(N). Ked zavolame funkciu, ktora zistuje, ¢i existuje skritia sirky s, bude potrebovat ¢as
O(N/s), lebo musi séitat [N/s] ¢isel. Tato funkciu budeme volat O(log N)-krat, preto
Casova zlozitost nasho algoritmu je O(N log N).

Dokonca ak si uvedomime, Ze pri i-tom volani nasej funkcie bude Sirka skrine aspon
N/2¢, a teda i-te volanie bude trvat najviac O(2%), nahliadneme, Ze celkovy ¢as, ktory
zaberu vSetky volania nasej funkcie, bude dokonca len O(N). Paméfové naroky s zjavne
linearne, t.j. O(N).
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P-1I-3

Pouzijeme podobnt myslienku ako pri rieseni tlohy v doméacom kole. (Vieme posledny
stipec tabulky, jeho utriedenim dostaneme prvy stlpec, v hfadanom retazci za poslednym
pismenom [ub. riadku tabulky nasleduje prvé pismeno z toho istého jej riadku.) Jediny
rozdiel je ten, Ze ked sa mozu pismena opakovat, nemusime vediet na prvy pohlad urcit,
ako po sebe pismené nasleduji. Napr. pre tabulku zo zadania nevieme hned povedat, po
ktorom ’a’ m4 ist 'b’, po ktorom ’k’ a po ktorom ’a’.

Spravme teraz nasledujicu tuvahu: KedZe vieme, v ktorom riadku tabulky lezi naSe
slovo, vieme jeho prvé pismeno ¢;. Toto pismeno sa moze v prvom stlpci vyskytovaf
viackrat, nech st prislusné riadky (zhora nadol) civq, civs, ..., c1v. Potom ale v; < vy <
< ... < v, ateda aj vic; < vec; < ... < vpeq. To st ale prave vsetky riadky, ktoré
koncia znakom c;. Nech je nas riadok i-ty zhora spomedzi riadkov zacinajucich na c;.
Prave sme ukézali, zZe presunutim c; na koniec dostaneme i-ty riadok zhora spomedzi
tych, ktoré koncia na c;. Prvé pismeno tohto riadku je zaroven druhym pismenom slova,
ktoré hladame. Oznac¢ime ho ¢y a tito tivahu opakujeme, kym takto nezostrojime celé
hladané slovo.

Implementécia je pomerne jednoduché. Pismend v poslednom stipci oéislujeme od
1 po N. Pouzijeme priehradkové triedenie (vid program), aby sme zistili prvy stipec
tabulky v linedrnom case. Pismené zotriedime podla abecedy, v pripade rovnosti podla
Cisla, ktoré dostali. Nasledne hladané slovo zostrojime priamociarym prechodom riadkami
podla vyssie uvedeného algoritmu. Na§ program spocita len indexy pismen v prvom stipci,
samotné pismend z nich Tahko vieme uréif. Casova aj pamifova zlozitost nasho riesenia
st linearne od poctu pismen slova.

V priklade zo zadania zotriedenim kjasrsasasbg dostaneme asagasbgkirs. Slovo lezi
v 2. riadku, teda prvy znak je ay. Riadok konciaci a4 zacina bg, to je teda druhy znak.
Riadok kondiaci bg zacina rs, atd.

P-1I-4

Podobnost tlohy s hladanim di7ky najkratSej cesty v orientovanom grafe nie je ¢isto na-
hodna&. Preto sa aj my budeme drzat tejto analégie. Miestnosti v institcii buda vrcholmi
nasho grafu, potrubia orientovanymi hranami. Potom A nie je ni¢ iné ako matica sused-
nosti tohto grafu. Standardnym algoritmom na riesenie danej tlohy je prehladavanie do
Sirky, len ho musime upravit, aby bolo reverzibilné.

Vrcholy si rozdelime do wvrstiev, pricom do vrstvy W; buda patrit tie vrcholy, do
ktorych je z vrcholu 1 vzdialenost i (t.j. pouZitim Ziadnych ¢ — 1 rar tam spravu nevieme
dostat, pouzitim vhodnych i rar ju tam dostat vieme). Neprdzdnych vrstiev je zjavne
najviac N a vieme ich Tahko zostrojit indukciou — Wy = {1}, do W; patria tie vrcholy,
ktoré doteraz nie su v ziadnej vrstve a vedie do nich hrana z nejakého vrcholu v W;_;.
(Vdaka tejto hrane don existuje cesta dlzky i, keby existovala aj kratsia, patril by tento
vrchol do niektorej uz spocitanej vrstvy.)

Prave opisany postup zostrojenia vrstiev je zjavne reverzibilny — pri konstrukcii novej
vrstvy nijako nemenime uz spocitané vrstvy. Nakoniec najdeme ¢islo vrstvy, v ktorej lezi
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vrchol N, pripocitame jej ¢islo k vystupnej premennej a vSetky informécie o vrstvach opit
odpocitame. (Na to je vhodné konstrukcia wrap ... on ...) Priamociara implementacia
tohoto riesenia ma ¢asovi zlozitost O(N?) a pamétovi O(N?).

Pamitova zlozitost vieme este zlepsit (a dokonca sa tym nas program aj zefektivni)
nasledovne: Vrstvy si vieme pamiitat efektivnejsie, lebo vo vSetkych vrstvach dokopy je
najviac N vrcholov. Tie budeme postupne ukladat do pola V' a budeme mat pomocné
pole S, ktoré nam bude hovorit, kde v poli V' ktoré vrstva zacina. Vrcholy vrstvy W; teda
budi ulozené v prvkoch V[S[i]] az V[S[i + 1] — 1].

Vsimnite si, ze reverzibilita programu sa prilis nekamarati so znackovanim vrcholov
(na aké sme zvyknuti pri ”klasickom” prehladavani do Sirky). Povedzme Ze by sme si pre
kazdy vrchol pamétali, ¢i sme v iom uz boli. Znackovanie bude vyzerat priblizne takto:

if UzSomTamBol[i]=0 then begin {objavil som novy vrchol}
UzSomTamBol[i] += 1; ...;
end;

Tu sa ale dostavame do sporu s reverzibilitou — po vykonani prikazu if totiz nevieme
povedat, ¢i bola podmienka splnend, alebo nie, lebo UzSomTamBol[i] bude vzdy 1. Ale
presne toto nas jazyk zakazuje!

Zachrani néas jednoduchy trik: Ako znacku budeme pouzivat ¢islo vrstvy, ktorej bol
vrchol objaveny (alebo inf — dost velké ¢islo, ak sme tam eSte neboli). Znackovanie teda
bude vyzerat nasledovne:

if Znacka[i] >= TatoVrstva then begin {objavil som novy vrchol}
Znacka[i] -= inf - TatoVrstva; ...;
end;

To uz je korektné, lebo vykonanim prikazu if sa platnost podmienky nezmeni. Zarovern
to aj funguje — pri spracovani dalsich vrstiev spravne spozndme uz oznackované vrcholy.

Zostava uz len dodat, Ze casova zlozitost vysledného algoritmu je kvadratickd a pa-
mitova linearna.

Poznamka Ak by sme sa vzdali polynomialnej Casovej zlozitosti, existovali by aj
pamitovo efektivnejsie rieSenia. Jedno je zaloZené na nasledovnej myslienke: Hladdme
cestu dlzky najviac [ z x do y. Ak [ < 1, je to trividlne. V opa¢nom pripade vyskiSame
postupne vSetky moznosti, kde sme sa mohli nachadzat v pribliznej polovici cesty. Pre
kazdy vrchol v rekurzivne overime, ¢i sa vieme na najviac |[[/2| krokov dostat z = do v a ¢i
sa vieme na najviac [1/2] krokov dostat z v do y. Ak takyto vrchol ndjdeme, vlastne sme
zistili, Ze existuje cesta z = do y dlzky najviac [, naopak ak takyto vrchol v nenajdeme,
zjavne ziadna takato cesta neexistuje. Postupne napr. binarnym vyhladdvanim néjdeme
najmensie [, pre ktoré existuje cesta tejto dlzky. Takto dostaneme pamitovi zlozitost
O(log N), ale ¢asova sa nam zhorsi na O(N"0s™).

procedure Skumag(var n : word; var A: array [1..n] of array [1..n] of bit; var d :
s word);

var inf, cnt : word,

var L,V,S : array [0..n] of word,
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begin
wrap begin
inf+ = n+47; { ,nekone¢nd vzdialenost“ }
for var i = 1ton do L[i] + = inf,
Vo] += 1; { nulta vrstva: vrchol 1 ... }
Llz] — = inf, { ... vo vzdialenosti 0 ... }
S +=1; { ... aziadny dalsi }
for var i = 1ton — 1 do begin { hladdme dalsie vrstvy }
Sli+1] += SJi; { zatial prazdna }
for var w = 1 ton do
if Ljw] >= i then { nezaradeny vrchol }
wrap
for var j = S[i — 1] to S[i] — 1 do { vedie do neho hrana z vrstvy i-1?7 }
if A[V[j]][w] =1 then
ent + = 1,
on if cnt > 0 then begin { 4no = pridat do i-tej vrstvy }
VIS +1]] + = w;
Sli+1] += 1,
Llw] — = inf—1i; { L[w] > i stéle plati }
end
end
end
on if L[N] > 0 then d + = L[NJ; { vratime vysledok }
end;

P-IIT-1

Pri rieSeni tlohy si najskor uvedomime, ze zo zadanych cisel hraciek moézeme jednoducho
zistif, ktoré diefa chce hracku po ktorom diefati. Situdciu si predstavime ako orientovany
graf, v ktorom vrcholy zodpovedaji defom a z vrcholu i vedie hrana do vrcholu j, ak
dieta i chce hracku po diefati j. Pretoze dieta je ochotné vymenif hracku iba ak dostane
tl svoju vytizend, deti si mozu vymieniat hracky iba v cykloch — aby sa diefa i; vzdalo
svojej hracky, musi dostat hracku od io, to od i3 a tak dalej, az nejaké diefa dostane
hracku od ;. Chceme teda néjst v grafe mnozinu disjunktnych cyklov (na zjednodusenie
vyjadrovania budeme za cyklus povazovat aj vrchol so sluc¢kou), ktoré spolu obsahuju ¢o
najviac vrcholov. Hladanie tychto cyklov je ulahéené tym, ze kazdé dva cykly v naSom
grafe su disjunktné — keby nejaké dva cykly mali spolo¢ny vrchol, museli by sa niekde
tiez od seba oddelovat. Z prislusného vrcholu by teda museli viest dve hrany, ¢o ale v
nasom grafe nie je mozné. KedZe st cykly navzajom disjunktné, chceme vlastne vypisat
vsetky cykly.

A teraz ako budeme cykly hladat: Za¢neme v Tubovolnom vrchole (napriklad v pr-
vom) a pdjdeme po hranach (z kazdého vrcholu vedie prave jedna hrana, takZe postup je
jednoznacny), az kym sa nevratime do nejakého vrcholu, v ktorom sme uz boli (to spo-
zname jednoducho, ak si budeme oznacovat navstivené vrcholy). Tym sme v grafe nasli
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cyklus, ten méZzeme vypisat a jeho vrcholy oznacit za vyrieSené. Vrcholy, ktoré sme presli
predtym, ako sme sa dostali na cyklus, pre zmenu urcite na ziadnom cykle nelezia (inak
by z niektorého vrcholu museli viest asporti dve hrany). Preto sa tymito vrcholmi uz nikdy
nemusime zaoberat a mozeme ich tiez oznacif za vyrieSené. Teraz vezmeme dalsi zatial
nevyrieSeny vrchol a opit sa z neho vydame hladat cyklus. Ak narazime na nejaky uz
vyrieSeny vrchol, hladanie ukonéime a prejdené vrcholy oznac¢ime ako vyrieSené — zjavne
totiz nemozu lezat na ziadnom cykle. Ked uz nezostane Ziadny nevyrieSeny vrchol, méame
najdené vsetky cykly a vypocet ukonc¢ime. Jedinym nevyrieSenym problémom zostéva,
ako rychlo hladaf zatial nevyrieSené vrcholy. To mozeme spravit tak, Ze pri hladani dal-
Sieho nevyrieSeného vrcholu zactneme hladat od posledne najdeného vrcholu (pred nim
isto ziadne nevyrieSené vrcholy uz nie st). Vdaka tomu s hladanim vrcholov stravime
spolu ¢as O(N) a pretoze na najdenie cyklov potrebujeme spolu tiez O(N) (kazda hranu
prejdeme najviac raz), je celkova casova zlozitost O(N). Paméfova zlozitost je tiez O(N).

P - 1IIT -2

Zékladom nasho rieSenia bude funkcia existuje(s:integer), ktord pre zadana Sirku
s rozhodne, ¢ existuje skrifia tejto Sirky s P polickami, do ktorej je mozné umiestnit
vetkych N knih. Optimélnu Sirku skrine sq potom moézeme najst binarnym vyhladdavanim
pomocou O(log >¥, h;) volani funkcie existuje(s:integer), lebo zrejme $irka skrine
bude nanajvys rovna suctu hribok vietkych knih, 3V h;. Poznamenajme, Ze ak by
platilo log > | h; > N? (¢o ale vdaka obmedzeniu na hribku knih nie je prave nas
pripad), bolo by vyhodnejsie spoc¢itat O(N?) stuctov hrtbok i-tej az j-tej knihy (i <
< j), utriedit ich (na to potrebujeme ¢as O(N?log N)), a potom hladat optimalnu Sirku
kniznice iba medzi tymito st¢tami bindrnym vyhladévanim.®

Samotnd funkcia existuje bude fungovat nasledovne: Pre zadané s néjde najvicsie
iy také, ze YL, by < s; je jasné, Ze i, je maximalny mozny pocet knih, ktoré sa daji
umiestnif do prvej policky. Potom ndjdeme najviicsie iy také, Ze Zﬁih 1 hi < s, teda
najvicsi mozny pocet knih io, ktoré sa daji umiestnit do prvych dvoch policiek, atd. Ak
sa nam podari umiestnit vSetky knihy, t.j. ip = IV, tak existuje skritia $irky s, do ktorej
sa daju vSetky knihy ulozit; v opa¢nom pripade také skrina zjavne neexistuje.

Zostava domysliet, ako rychlo hladaf ¢isla i, 1 < k < P, vo funkcii existuje. Na
to si najprv vytvorime pomocné pole, v ktorom budi ulozené sucty hriubok prvych j
knih pre 1 < j < N. Pri po¢itani hodnoty i; bindirnym vyhladdavanim najdeme v tomto
pomocnom poli najviicsie Gislo ' také, ze Y0 hy — S5  hy < s; zjavne ' je hladana
hodnota 7.

Teraz odhadnime ¢asovi a pamitovi zlozitost nésho algoritmu. Funkcia existuje
vykond P vyhladédvani v poli velkosti N, t.j. pracuje v ¢ase O(PlogN). Celkovy ¢as
vypoétu nasho programu je teda O(N + Plog Nlog >N | h;); ¢as O(N) spotrebujeme
okrem nacitania dat tiez na vytvorenie pomocného pola popisaného v predchadzajicom
odstavci. Pamiitova zlozitost je O(IN) — pole velkosti N potrebujeme na uloZenie hribok

I Alebo este lepsie: na binarne vyhladavanie nepotrebujeme mat siéty utriedené, staci zakazd§m najst
medidn hodnét v prehladdvanom intervale.
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jednotlivych knih a rovnaké je aj velkost pomocného pola.

P-1III -3

Najprv sa sktisme zamysliet nad jednoduchou otézkou: vieme k ¢islu A reverzibilne pripo-
¢itat jednotku? A ak dno, ¢o takto dvojku? Alebo stvorku? Ak by sme totiz vedeli spravit
reverzibilne tieto operacie v slusnej pamitovej zlozitosti, bude uz cela tloha vcelku jed-
noduché — kazdé ¢islo B si totiZ vieme napisat ako B = >7° ) Bli] - 2!, kde Bli] € {0,1},
takze stac¢i postupne k ¢islu A pripocitavat sprdvne mocniny 2, a kedZe tieto operécie
podla predpokladu vieme robif reverzibilne, dostaneme hotové rieSenie.

Pozrime sa teraz na prvy problém — ako k ¢islu A pripocitat jednotku? V normélnom
(t.j. nie reverzibilnom) svete zvySenie binarne zapisaného ¢isla o 1 vyzera tak, ze si od
najnizsieho bitu ndjdeme maximalny savisly interval jednotiek, za ktorym nasleduje nula
(takyto interval moze byt aj prazdny — ak je najnizsi bit 0), a tento interval (vratane
nuly) po bitoch znegujeme.

V reverzibilnom svete mozeme pouzit podobny postup, len mierne modifikovany, aby
sme dodrzali vSetky podmienky nasho jazyka. Samotné zvysSenie ¢isla budeme realizovat

v dvoch krokoch:

e v cykle si v pomocnej premennej spoc¢itame pocet nil v zapise Cisla A (to uz je
premennd typu word, ktora vieme inkrementovat operaciou +=)

e v dalsom cykle od najvysSieho bitu po najnizsi si budeme toto pocitadlo s kazdou
nulou znizovat, t.j. ak je prislusny bit ¢isla A nulovy, tak si pocitadlo zniZime o 1;
navyse, ak ma toto pocitadlo hodnotu 0, znegujeme bit na aktualnej pozicii

Vsimnime si, %e pocitadlo nadobudne nulovi hodnotu préave na nule pred hladanym in-
tervalom, a teda cely interval vratane nuly po bitoch znegujeme (negécia = xor 1).

Zrejme uvedend operacia je reverzibilnd — pouzivame len jednu pomocnii premennt,
ktora na konci bude vzdy nulov, ostatné operécie — cyklus, inkrementacia/dekrementécia
premennej, xor premennej — su elementarne reverzibilné.

Ostatné problémy, t.j. zvySenie A o 2% pre k > 0, st velmi podobné — staéi si ”zakryt”
poslednych k cifier bindrneho zapisu ¢isla A, pretoZe tieto cifry sa urcite nebudd menit.
V odokrytom zvysku ¢isla uz ide vlastne len o pripocitanie jednotky.

Vyriesenim vsetkych ciastkovych problémov sme nasli spravne riesenie daného prob-
lému.

Zlozitost Odhad c¢asovej, ale hlavne pamitovej zlozitosti uvedeného algoritmu prene-
chéavame ako jednoduché cvicenie pre ¢itatela.

procedure Nasyp(var n : word; var A : array[0..n — 1] of bit; var from : word);
var nul : word,
begin
for var i := fromton —1 do
if Afi] =0 then nul+ = 1;
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for var i := n — 1 downto from do
begin
if Ali] =0 then nul— =1,
if nul= 0 then A[i]” = 1;
end;
end;
procedure Add(var n : word; var A, B : array[0..n — 1] of bit);
begin
for var index:=0ton —1do
if B[indez] = 1 then Nasyp(n, A, index);

end;

P-1III -4

Zadanie si najskor prelozime do matematickej reci. Dany je konvexny N-uholnik a M
jeho nepretinajucich sa tetiv, ktoré ho delia na niekolko dielov. Najdite najvicsi pocet
dielov, z ktorych Ziadne dva nemaju spolo¢ni stranu.

Zostrojme graf G nasledovne: vrcholy budu diely mapy, dva vrcholy buda spojené
hranou prave vtedy, ak prislusné diely maja spolo¢nt stranu. Graf G je zjavne suvisly.
KedZe Ziadne dve tetivy sa nepretinaju, rozdelia N-uholnik na presne M +1 dielov, pricom
kazda tetiva oddeluje od seba niektoré dva z nich. Preto G ma M + 1 vrcholov a M hrén.

Kedze G je suvisly, lahko nahliadneme, Ze nemoze obsahovat ziadnu kruznicu — ne-
méame na to dost hran. Takémuto grafu (stvislému a neobsahujicemu kruznicu) hovo-
rime strom. Nagou tilohou je najst v nasom strome najvicsiu nezavisla mnozinu vrcholov.
(Mnozina vrcholov je nezavisla, ak ziadne dva vrcholy z nej nie st spojené hranou. To je
préave to, ¢o chceme dosiahnut.) Nage riesenie bude vyuzivat prehladavanie do hibky. Na
zaClatku oznacime vSetky vrcholy ako vybrané. Zac¢neme graf prehladavat z Tubovolného
vrcholu. Ked sa pocas prehladédvania vraciame z vrcholu, ktory je oznadeny ako vybrany,
jeho otcovi (tomu vrcholu, kam sme sa vratili) tato znacku zrusime.

Je zrejmé, ze takto dostaneme nezavisli mnozinu vrcholov. Ale bude naozaj najvicsia?
Ukézeme, ze ano. Sporom. Nech A je mnozina, ktorti sme zostrojili, nech B je taka
najvicsia nezavisla mnozina, ktora ma s A najviac vrcholov spolo¢nych. Pozrime sa na
vrcholy, v ktorych sa liSia a vyberme si z nich taky, ktory je najdalej od vrcholu, z ktorého
sme spustili prehladévanie. Ozna¢me vybrany vrchol v. Rozoberme dva pripady.

Nech v € B, v ¢ A. Kedze v nepatri do A, znamend to, ze niektory vrchol u, do
ktorého sme prisli z v, lezi v A. (Z A sme vrchol vyhodili len ak bol v A nejaky jeho
syn, toho syna sme uz neskér z A vyhodit nemohli.) KedZe v je najvzdialenejsi vrchol, v
ktorom sa A a B li$ia, nemo6zu sa lisit v u. Preto u € B. To je ale spor, lebo v B méame
dva vrcholy u, v spojené hranou.

Preto nutne v € A, v € B. Pridajme v do B. KedZe v je v A a na vrcholoch dalej od
v sa A a B zhoduju, nie je v B ani jeden zo synov vrcholu v. Preto jediny problém mdze
byt ak do B patri otec vrcholu v. V takomto pripade otca vrcholu v z B vyhodime. Takto
sme z B dostali rovnako velkt nezavisli mnozinu vrcholov, ktord mé ale s A spolo¢nych
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viac vrcholov ako B. To je ale spor (s vyberom B).

Iny pohlad: Spustenim prehladavania do hlbky sme si nas strom ”zakorenili”. Vrchol,
v ktorom sme zacali prehladavat, nazveme koren. Zakoreneny strom dostaneme tak, Ze
zoberieme strom za koreri a zatrasieme. Vrcholy budu tym nizsie, ¢im su dalej od ko-
refia. Navyse z kazdého vrcholu péjde prave jedna hrana dohora (tou sme dori pocas
prehladavania prisli; vrchol na jej hornom konci volame otcom vrcholu na dolnom konci).
Predstavme si, ze postupne spractivame vrcholy oddola nahor, pricom pre kazdy chceme
povedat, kolko najviac nezavislych vrcholov vieme najst na strome visiacom pod nim.
Potom zjavne odpoved pre korern stromu je rieSenim tlohy.

Ked teraz spractivame vrchol, vieme uz odpoved pre vSetky vrcholy visiace pod nim.
Pre najvicsiu mnozinu mame dve moznosti — bud spractivany vrchol vyberieme (a uz
nesmieme vybrat Ziadneho jeho syna), alebo nie. Zjavne prva moznost sa oplati iba
vtedy, ak v podstrome kazdého syna existuje najlepsie rieSenie, v ktorom tento syn nie
je vybrany. Inak d& totiz druha moznost aspori tak dobré riesenie, ktoré je navysSe o to
lepsie, ze prave spracovany vrchol nie je vybrany. VysSie popisané upravené prehladdvanie
robi presne toto isté, len to robi uz priamo pocas prehladdvania.

V nasej tlohe zostrojit vyssie popisany graf G je zbytocna robota navyse. UkaZzeme,
ako ho prehladat bez toho, aby sme ho museli najskor explicitne zostrojit. Orientujme
kazdu tetivu tak, aby jej prvy koniec mal mensie ¢islo ako druhy. Pridajme k nim ako
zardzku hranu z 1 do N. KedZe konce tetiv st ¢isla od 1 do NN, vieme ich priehradko-
vym triedenim (BucketSort, resp. CountSort) zoradit podla zaciato¢ného vrcholu, tetivy
s rovnakym zaciatoénym vrcholom zoradime klesajico podla koncového. Teraz budeme
prechadzat vrcholy mnohouholnika v poradi od 1 do NN, pricom v zasobniku si udrzia-
vame zoznam tetiv, ktorych zac¢iatok sme uz presli, ale koniec este nie. (KedZe tetivy sa
nepretinaji, na ich konce naozaj narazime v opacnom poradi ako na zaciatky, preto je
zasobnik vhodna datova Struktira.)

Kazda tetiva teraz zodpoveda jednému dielu mnohouholnika — pridana zarazka zodpo-
vedéa dielu, v ktorom sme zacali prehladavat, kazda iné lezi medzi dvoma dielmi a odteraz
bude zodpovedat tomu z nich, ktory lezi dalej od zaciatoéného dielu. Pri kazdej tetive
si budeme pamitat, ¢i jej zodpovedajuci diel je eSte vybrany, alebo uz nie. Spracovanie
vrcholu mnohouholnika bude vyzerat nasledovne: Najskor zo zédsobnika postupne odstré-
nime vsetky tetivy, ktoré v nom koncia. Pritom ak diel zodpovedajici odstranovane;j
tetive mame stale oznaceny ako vybrany, zvysime si pocet vybranych dielov a odznac¢ime
tetivu, ktora lezi v zasobniku pod prave odstranenou. (Jej zodpovedajuci diel uz nemo-
zeme vybraft.) Teraz postupne pridame vSetky tetivy, ktoré v tomto vrchole za¢inaju a pri
kazdej z nich si zapamitame, Ze jej zodpovedajuci diel je zatial vybrany. Vypocet konci
spracovanim N-tého vrcholu mnohouholnika.

Pocas vypoctu raz spracujeme kazdy vrchol mnohouholnika. Kazdu tetivu raz vlozime
do zasobnika a raz ju vyberieme. KedZe sa tetivy nepretinaja, je ich najviac N — 3. Preto
Casova aj paméfova zlozitost nasho algoritmu st O(N).
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P-III -5

Na rieSenie tlohy zjavne potrebujeme vhodne upravit niektory triediaci algoritmus. Kedze
chceme mat optimalnu ¢asovu zloZitost, vyberieme si MergeSort, ktory aj v najhorSom
pripade potrebuje O(N log V) operéacii (kde N je pocet minci). Danou za to bude, Ze jeho
implementacia nebude prave najjednoduchsia. Poznamenavame, Ze existuje viacero inych
rieSeni tejto ulohy (zaloZenych na inych triediacich algoritmoch), asi najjednoduchsiu
implementéciu m4 upraveny QuickSort.?

Vystupom algoritmu bude (jednosmerny) spajany zoznam, pricom kazdému prvku v
nom zodpoveda jedna vdha minci a tieto vahy tvoria rastiicu postupnost. Na kazdom
mieste v spadjanom zozname si navySe budeme pamitat (neskor upresnime ako) vSetky
mince prislusnej vahy.

Zakladom programu bude rekurzivna procedira Vytvor (prvy,posledny), ktord zo-
berie mince od prvy po posledny a vytvori z nich takyto spajany zoznam. Ak prvy =
= posledny, je to trividlne. Ak je minci viac, procedira tento interval rozdeli na dve
priblizne rovnaké cCasti a na obe sa rekurzivne zavola. Takto dostane dva spajané zo-
znamy, ktoré potrebuje spojit do jedného.

Zoberme si prvé prvky oboch zoznamov. Kazdy z nich predstavuje mnozinu minci
s nejakou hmotnostou. Tieto hmotnosti potrebujeme porovnat, aby sme vedeli, ktory z
tychto prvkov bude na zaciatku vysledného zoznamu. Vyberieme teda z kazdej mnoziny
jednu Tubovoln mincu a opytame sa na ich vahy. Ak je lahsia prvé, odstranime prvy pr-
vok z prvého zoznamu a spravime z neho prvy prvok vysledného zoznamu. Analogicky ak
je lahSia druhd minca. Ak st vahy minci rovnaké, odstranime prvé prvky z oboch spra-
cavanych zoznamov, prislusné mnoziny minci spojime a z vyslednej mnoziny spravime
zaciatok vysledného zoznamu.

Zvysok oboch zoznamov spracujeme analogicky, teda vzdy porovname vahy dvoch
potencidlne najlahsich mnozin a lah$iu z nich vloZime na koniec hotovej ¢asti vysledného
zoznamu.

Ostéva vyriesit, ako si pamitat mnoziny minci, aby sme vedeli vySSie zvyraznené
operéacie robit efektivne, t.j. v konStantnom case. Jedno mozné rieSenie je pouzit binarne
stromy (nebudt musiet byt vyvazené). Prvky mnoziny (¢isla minci) si budeme pamétat
v listoch stromu. V kazdom vnitornom vrchole si budeme pamétat to isté ¢islo, ako v
Tubovolnom z jeho synov. Takto ked chceme ¢islo niektorej mince v mnozine, staci pozriet
na ¢islo v koreni stromu. Takisto spojit dva stromy do jedného je trividlne — stac¢i pridat
novy koren, ktorého synmi budt povodné dva korene a ulozit doii hodnotu z jedného z
nich.

V prvku spajaného zoznamu si budeme pamiitat dva ukazovatele — jeden na nasledu-
juci prvok, jeden na koren stromu, v ktorom si pamédtame prislusnit mnozinu minci.

Na zaver algoritmu len prejdeme postupne cely vysledny spajany zoznam a kazdu
mnozinu (listy kazdého stromu) vypiSeme na samostatny riadok. Dahko nahliadneme,
ze ak budeme spajat stromy tak, ze ako Tavy podstrom vzdy zoberieme ten, v ktorom

2Vyberieme mincu-pivota, preusporiadame pole tak, aby v prvej ¢asti boli Iahsie, v druhej rovnako
tazké a v tretej fazsie mince a rekurzivne sa zavoldme na prvia a tretiu cast. Ked navySe pouZzijeme
randomizovani verziu, t.j. pivota vyberame ndhodne, dostaneme oc¢akavanu ¢asovi zlozitost O(N log N).
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st mensie ¢isla minci (a na zaver vypiseme listy stromu v poradi zlava doprava), buda
vypisané ¢isla rovno utriedené.

Indukciou ukézme, ze nas algoritmus nevold funkciu porovnaj zbytoc¢ne. Procedura
Vytvor vold porovnaj len na mince z prislusného intervalu. Ak je tento interval jedno-
prvkovy, tvrdenie trividlne plati. V opac¢nom pripade sa procedura dvakrat rekurzivne
zavola a potom vytvorené dva zoznamy spoji do jedného. Z indukéného predpokladu
pri rekurzivnych volaniach zbyto¢né volania nerobime. Ked teraz spajame zoznamy do
jedného, porovnavame vzdy mince z réznych dvoch zoznamov. Vysledok tohto vazenia
nemdze teda byt urfeny vaZzeniami pocas rekurzivnych volani. Takisto ale nemoze byt
urceny ani predchadzajicimi vazeniami pocas spajania tychto dvoch zoznamov — z tych
vieme len tolko, Ze mince doteraz presunuté do vysledného zoznamu st TahsSie od minci v
oboch prave porovnavanych mnozinach.

Hibka rekurzie pri volani procediry Vytvor je O(log N), lebo pri kazdom volani sa
dlzka tseku, ktory treba spracovaf, zmensi priblizne na polovicu. Na spojenie dvoch
zoznamov je potrebny ¢as timerny dlzke vysledného zoznamu, tti mézeme zhora odhadniit
poc¢tom minci v nom. Na kazdej irovni rekurzie sa kazda minca vyskytuje v prave jednom
zozname, preto celkovy ¢as spotrebovany volaniami procediry Vytvor v jednej trovni
rekurzie je O(N). Celkova ¢asova zlozitost je preto O(N log N). Z podobnych argumentov
(pocas behu algoritmu je v kazdom okamihu kazd4 minca v najviac 1 zozname) vyplyva,
Ze pamiitova zloZitost nasho algoritmu je linedrna.






10. Stredoeurdpska informaticka olympiada

Jubilejna desiata Stredoeurépska olympiada v informatike (CEOI) sa konala v diloch
5. az 12. jula 2003 v nemeckom Miinsteri. Nemecko ako nova ¢lenska krajina organizovalo
CEOI po prvykrat, ale nedali sa zahanbit. Ako po technickej, tak aj po organizacnej
stranke bola tato CEOI vyborne zvladnuta.

Slovensko tento rok reprezentovali Miroslav Balaz, Jakub Kovaé¢ (obaja z Gymnézia
Jura Hronca v Bratislave), Peter Peresini a Marek Ludha (obaja z Gymazia J. G. Ta-
jovského v Banskej Bystrici). Pedagogicky dozor a preklad tloh zabezpecili doc. RNDr.
Gabriela Andrejkova, CSc. z Univerzity Pavla Jozefa Safarika v Kosiciach a Michal Fori-
sek z Fakulty matematiky, fyziky a informatiky UK v Bratislave.

Sutaz sa rovnako ako IOI skladala z dvoch sttaznych dni. Kazdy den stutaziaci riesili
tri ulohy algoritmického charakteru. Tohtoro¢né tlohy boli trochu lahsie ako v minulych
rokoch, ¢o dokazuje aj skutoc¢nost, Ze absolutny vifaz Bartosz Walczak z Polska ziskal
plny pocet bodov.

Pre vSetkych naSich sttaziacich to bola prva medzinarodné skiisenost, ¢o sa podpisalo
aj na ich vysledkoch. Jedina bronzovd medaila bola predsa len menej ako sme zvykli
ziskat v minulych rokoch. Zostéva len dufat, Ze ziskané sktisenosti ¢lenovia nasho mladého
druzstva tspesne pouziju na dalsich stutaziach, ktoré ich este len cakaju.

Vysledky nasich stfaziacich: Peter Peresini ziskal 304 bodov zo 600 moznych, obsadil
22. miesto a dostal zan bronzovi medailu. Ostatni nasi stfaziaci medaily neziskali, v
oficidlnej vysledkovej listine bohuzial nie je uvedené ani ich poradie, ani pocet bodov,
ktoré ziskali.

V ramci sprievodného programu sme si obzreli historické centrum mesta Miinster,
navstivili sme pekny zamocek, ale aj v sticasnosti uz odstavené zeleziarske zavody, kde

sme si mohli zblizka obzrief vysoku pec.
Michal Forisek

Zadania uloh 10. Stredoeurdépskej informatickej olympiady

Hanojské veze

Urcite ste sa uz stretli s tlohou o Hanojskych vezZiach. Na troch kolikoch st nasunuté
drevené disky navzdjom roznych velkosti. Na zaiatku st vSetky nasunuté na jednom
koliku, usporiadané podla velkosti s najviacsim na spodku. Ulohou je presuntf celtl vezu
na niektory iny kolik. Tah vyzera tak, Ze z niektorého koliku zoberieme vrchny disk a

Podla starého mytu mnisi v starovekom tibetskom klastore sa uz tisice rokov snazia
vyriesit tento hlavolam pre 47 diskov. KedZe na vyrieSenie tejto tilohy treba aspon 247 —1
tahov a mnisi nepoznali optiméalne rieSenie, uplne to posahali (aj ked samozrejme tahali
stale podla pravidiel). Teraz by chceli vSetko napravit a dostat vSetky disky na jeden
Tubovolny kolik (moze to byt aj ten, kde boli na zaciatku). A to samozrejme na najmensi
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mozny pocet tahov a stale dodrzujic péovodné pravidla. Potrebuju ale vediet, na ktory
kolik maju disky presunit a kolko tahov budi potrebovat.

Sutazna tloha

Napiste program, ktory mnichom vyriesi ich problém. Va$ program by mal vedief riesit
ulohu pre rézne pocty a rozmiestnenia diskov. Samozrejme c¢isla objavujlice sa pocas
vypoc¢tu by mohli byt velmi velké. Preto mnichom bude stacit vediet pocet potrebnych
tahov modulo 1000 000.

Priklad
Nasledujuci priklad sa d4 vyrieSit na 4 tahy.

Obr. 44

Format vstupu Prvy riadok vstupného stiboru hanoi.in obsahuje pocet diskov N
(0 < N <100000). V druhom riadku su tri celé éisla sq, 59,83 (0 < 81,892,835 < N, 81 +
+ 89 + s3 = N) — pocty diskov na jednotlivych kolikoch. V trefom az piatom riadku st
uvedené velkosti diskov na jednotlivych kolikoch. Presnejsie: v (i +2). riadku s celé ¢isla
mit,....,Mis (1 < m;; < N) predstavujice velkosti diskov na i-tom koliku. Disky st
uvedené zdola nahor, teda m;; > ... > m; . Na vSetkych kolikoch spolu je préve jeden
disk kazdej z velkosti od 1 do N. V&imnite si, ze ak s; = 0, prislusny riadok vstupného
stboru bude prazdny.

Format vystupu Prvy riadok vystupného siboru hanoi.out mé obsahovat ¢islo d €
€ {1,2,3} — dislo kolika, na ktory maji mnisi premiestnit vSetky disky pri optimalnom
rieSeni. Druhy riadok méa obsahovat ¢islo M — minimélny pocéet potrebnych presunov
modulo 1000 000.
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Priklad

Subor hanoi.in Subor hanoi.out
7 3

214 4

21

3

7654

Testovacie data Vas program bude testovany na 20 réznych vstupoch réznej naro¢nosti.
Nasledujuca tabulka obsahuje poc¢ty diskov v jednotlivych vstupnych stboroch.

Ctestu |12 |3 |45 6 | 7 [ 8| 9 | 10| 11 | 12
N | 5]10] 1520 |50 100|150 | 200 | 1000 | 2000 | 3000 | 4000

Ctestu| 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20
N | 30000 | 40000 | 50000 | 60000 | 70000 | 80000 | 90000 | 100000

Preteky

Na 47. ro¢niku Kazdoroénych Superrychlych Pretekov bude stfazit N vesmirnych lodi.
Kazda vesmirna lod je nastavend tak, aby vedela okamzite zrychlif z nuly na svoju ma-
ximélnu rychlost a odvtedy sa touto rychlostou pohybovat. Podla vysledkov kvalifikicie
mé kazda vesmirna lod predpisant Startovaciu poziciu X; — kolko kilometrov je vzdialena
od startovacej ciary.

Trat pretekov je nekonecne dlhé a kvoli vysokym rychlostiam lodi mé tvar priamky.
Lode sa vedia predbiehat bez toho, aby si navzajom prekazali.

Mnoho divakov si eSte neuvedomilo, ze vysledok pretekov je dopredu urceny. Vasou
tlohou je ukézat im to, a to tak, Ze zistite, kolkokrat pocas pretekov nejakd lod predbehne
int a predpovedat prvych 10000 predbehnuti v poradi, v akom nastand.

Mozete predpokladat, Ze Startovacie pozicie lodi st navzajom rdzne a Ze v ziadnom
okamihu nebudi na tej istej pozicii viac ako 2 lode.

H

Vo
X, X, X3 X,

Obr. 45
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Format vstupu Prvy riadok vstupného stboru therace.in obsahuje jedno celé ¢islo N
(0 < N <250000) — pocet vesmirnych lodi. V dalsich N riadkoch st popisané vlastnosti
jednotlivych lodi. Kazdy z nich obsahuje dve celé ¢isla X; a V; (0 < X; < 1000000,
0 < V; < 100), ktoré predstavuji za¢iatoéni poziciu a rychlost i-tej lode. Lode st uspo-
riadané podla zaciato¢nej pozicie, t.j. X1 < X5 < ... < Xy. ZaciatoCnd pozicia je pocet
kilometrov za Startom, rychlost je dané v kilometroch za sekundu.

Format vystupu Prvy riadok vystupného siboru therace.out mé obsahovat pocet
predbehnuti, ktoré pocas pretekov nastanti, modulo 1 000 000.3

Kazdy z nasledujucich riadkov mé popisovat jedno predbehnutie, a to v poradi, v akom
nastani. Kazdy riadok mé obsahovat dve celé ¢isla i a j, znamenajtce, Ze i-ta vesmirna
lod predbehla j-tu. Ak pocas pretekov bude viac ako 10000 predbehnuti, vypiSte len
prvych 10000 z nich. Ak pocas pretekov bude menej ako 10000 predbehnuti, vypiste
vSetky. Ak maraz nastane viac predbehnuti, vypiste ich utriedené podla miesta na trati,
kde nastali. Skor vypiste to, ktoré nastalo blizsie pri Starte.

Poznamky Ak pocet predbehnuti vo vasom vystupnom stubore bude spravny, za pri-
slusny test ziskavate 40% bodov. Ak uvediete spravne prvych 10000 predbehnuti, za
prislusny test ziskavate 60% bodov. Aby vas program za test ziskal body, musi skon¢it v
¢asovom limite (t.j. ak vyriesi jednu ¢ast ale neskon¢i, bude hodnoteny 0 bodmi).

Priklad
Stbor therace.in Stbor therace.out
4 2
02 34
21 12
38
6 3
Stvorec

Dany je graf. Jeho vrcholy st vSetky mrezové body siete s rozmermi N x N (1 < N <
< 2003). Z kazdého vrcholu vedu orientované hrany do jeho pravého a spodného suseda,
ak ich ma. Kazda hrana ma dant vahu — celé ¢islo w (1 < w < 500000). Kazda cesta
vedtca z favého horného vrcholu vy ; do vrcholu v,, ma rovnakd vahu. Vaha cesty je
sucet vah vsetkych hran, ktoré ju tvoria.

V grafe na obrazku je N = 3, kazda cesta z v;; do v 2 ma vahu 4. Jedind cesta z vy 4
do v; 2 ma vahu 2.

3Tym dokazete, ze poznate vysledok, ale neskazite nikomu zdbavu pri sledovani pretekov.
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1 2
o -0 -0
2 3
y o—"~0—"-@
1 1
o o -0
Obr. 46

Dané je celé ¢islo L (1 < L < 2000000000). Vasou ulohou je néjst vrchol v, ,, do
ktorého vedie z vy, cesta s vahou prave L. V&S program nebude pri spusteni vahy hran
poznat, musi sa na ne pytat kniznice. Program sa moze na vahu hrany opytat najviac
6667 krat.

Kniznica obsahuje nasledujice funkcie:

e Funkcie getN() a getL() vracaju hodnoty N a L.

e Funkcia getWeight (x,y,direction) vrati vdhu hrany, zacinajucej vo v,, a sme-
rujicej napravo (ak direction=0) alebo nadol (ak direction=1).

o Ak ste nasli nejaky vrchol v, ,,, do ktorého vedie z v; ; cesta s vahou L, musite zavolat
solution(x,y). Ak taky vrchol neexistuje, musite zavolat solution(-1,-1). V&s
program bude automaticky ukonceny po zavolani solution. Ak urobite viac ako
6667 volani getWeight, vasSe rieSenie za tento test nedostane ziadne body.

Téato tloha nema ziaden vstupny ani vystupny stbor.

Popis kniznice

C/CH++:
int getN()
int getL()
int getWeight(int x, int y, int direction)
void solution(int x, int y)

Pascal:
function getN: Longint
function getL: Longint
function getWeight(x, y, direction: Longint): Longint
procedure solution(x, y: Longint)

Ukazkova kniznicu najdete v adresari ~/ceoi, resp. v c:\ceoi. V&s program bude
hodnoteny s inou implementaciou kniznice.

Mbzete vytvorit sibor square. in, ktory ukazkova kniznica ¢ita. V prvom riadku tohto
suboru musia byt uvedené celé ¢isla N a L. Kazdy z nasledujucich N riadkov obsahuje
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presne N — 1 celych ¢isel — vahy horizontalnych hran. Nasleduje dalsich N — 1 riadkov,
kazdy z nich obsahuje N celych ¢isel — vahy vertikadlnych hran.

KniZnicu musite vo svojom programe pouzit pomocou #include "square_lib.h",
resp. uses square_lib.

Uvedomte si, ze kniznica, ktort mate k dispozicii je pomala a zabera vela pamiite, lebo
nacita cely vas vstupny stbor do pamiite. Preto pamit pouzité kniznicou pri vyhodnoteni
a Cas straveny volanim jej funkcii nebudi zaratané do ¢asového a paméiitového limitu —
ako keby kniznica pouzita pri vyhodnoteni odpovedala okamzite a nepotrebovala ziadnu
pamét.

Priklad komunikacie

Stubor square.in Protokol

getN() — 3

getL() — 4
getWeight(1,1,0) — 1
getWeight(2,1,1) — 3
solution(2,2)

AN~ DNEFE W
B WP W N D

N

Perlovy nahrdelnik

V horéch 7ija dva klany trpaslikov — zeleni a ¢erveni. Podas vypravy kosit ranni travu?
skupina cervenych a zelenych trpaslikov nasla nahrdelnik. Skladal sa z bezcennych cier-
nych a bielych sklenenych peral. Iba na konci nadhrdelnika sa trblietal diamant nesmiernej
ceny.

Obr. 47

Kazdy klan sa samozrejme chcel zmocnit tohto diamantu. Rozhodli sa riesit situdciu
mierovou cestou. Zahraju si on nasledujticu hru.

Kazdému trpaslikovi je pridelené nejaké ¢islo od 1 do N, samozrejme rézni trpaslici
maju rozne Cisla. Navyse ma kazdy z trpaslikov dva verejne zname zoznamy cisel trpas-
likov: ¢ierny a biely. Rézni trpaslici moézu mat rozne zoznamy. Kazdy z tychto zoznamov

4V originli: during a joint expedition. . .
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moze obsahovat ¢isla ¢ervenych aj zelenych trpaslikov. Pocas hry ndhrdelnik putuje podla
nasledovnych pravidiel: Ked trpaslik dostane ndhrdelnik, utrhne si z jeho zac¢iatku perlu.
Ak je biela, nahrdelnik odovzda niektorému trpaslikovi z bieleho zoznamu. Ak je perla
¢ierna, odovzda ho niektorému trpaslikovi z ¢ierneho zoznamu. MoézZe si vybraf, ktorému
trpaslikovi z prislusného zoznamu nahrdelnik odovzda. (Ak je na prisluSnom zozname
aj on, moze si ndhrdelnik nechat.) Na zaciatku hry sa ndhodne vyberie trpaslik, ktory
dostane nahrdelnik.

Na konci hry ostane na nahrdelniku iba diamant. Trpaslik, ktory tento nahrdelnik
dostane, si ho moze nechat pre svoj klan a vyhral.

Napiste program, ktory pomoze zelenym trpaslikom ziskat diamant, ak je to mozné.
Mbozete predpokladat, Ze Cerveni trpaslici hraju optimélne. V4§ program bude pouzivat
kniznicu popisant v nasledujicom texte.

Kniznica

Mate k dispozicii kniznicu, ktora obsahuje nasledujice funkcie:

e Funkciu getNext () musite zavolat, ak je na fahu cerveny trpaslik. Funkcia vrati
¢islo trpaslika, ktory od neho dostane nadhrdelnik.

e Funkciu setNext (d) musite zavolaf, ak je na tahu zeleny trpaslik. Parameter d je
¢islo trpaslika, ktorému mé nahrdelnik odovzdat.

e Funkciu finish() musite zavolat, ked hra kon¢i. Jej zavolanie ukonéi vas program.

Na ladenie vasho programu budete mat k dispozicii ukézkov( verziu kniZnice. Do-
stanete stbory pearls_lib.h a pearls_lib.pas, najdete ich v adresari “/ceoi/, resp.
c:\ceoi\. V tejto verzii kniznice cerveni trpaslici vzdy odovzdavaji néhrdelnik prvému
z trpaslikov na prislusnom zozname.

Popis kniznice

C/C++:

Pouzite direktivu #include "pearls_lib.h".

int getNext(void);
void setNext(int d);
void finish(void);

Pascal:
Pouzite prikaz uses pearls_lib.pas;.

function getNext:Integer;
procedure setNext(d:Integer);
procedure finish;
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Formét vstupu: Prvy riadok vstupného stiboru obsahuje zaciatoént dizku nahrdelnika
L (1 < L <1000), pocet trpaslikov N (1 < N <1000) a ¢islo trpaslika F' (1 < F' < N),
ktory dostane nahrdelnik ako prvy. Nezabudnite, ze trpaslici maju ¢isla od 1 do N.

Druhy riadok obsahuje L znakov, popisujicich ndhrdelnik. Kazdy z prvych L — 1
znakov je bud pismeno ‘B’ alebo pismeno ‘W’ B (black) reprezentuje ¢iernu perlu, W
(white) bielu. Posledny znak je pismeno ‘D’ reprezentujtice diamant.

Nasledujucich N riadkov popisuje zoznamy jednotlivych trpaslikov, i-ty z nich popi-
suje trpaslika s ¢islom 7. Na zac¢iatku riadku je ¢islo oznac¢ujice jeho farbu (0 je zelena, 1
dervend). Nasleduje dlzka jeho &ierneho zoznamu Lp (1 < Lp < 20). Dalej je na riadku
Lp ¢isel trpaslikov z ¢ierneho zoznamu. Nasleduje dl7ka jeho bieleho zoznamu Ly, (1 <
< Ly < 20). Nakoniec je na riadku Ly, ¢isel trpaslikov z bieleho zoznamu.

Format vystupu: Téato tloha nemé Ziadny vystup.
Priklad

Subor pearls.in Volania funkcii
6 4 2 setNext (1)
BWWBBD setNext (4)
01214 getNext() — 1
021311 setNext (2)
114114 setNext (1)
122311 finish()
Obr. 48
Hodnotenie

Ak spravite jednu z nasledovnych chyb, prislusny test bude hodnoteny 0 bodmi:

e zavolate setNext (d) a nie je na tahu zeleny trpaslik

e zavolate setNext (d) a trpaslik d nie je na prisluSnom zozname trpaslika s nahrdel-
nikom

zavolate getNext () a nie je na tahu Cerveny trpaslik
nezavolate finish()
zavolate finish() a na nahrdelniku este st perly

zavolate finish() a diamant vlastni cerveny trpaslik

Body za test dostanete len ak korektne dohrate hru a diamant ziska zeleny trpaslik.
Mézete predpokladat, Ze v kazdom teste sa to d& dosiahnut (t.j. v4$ program nedostane
vstup, ktory by sa nedal vyhrat).

Posuvny register

Délezitou sucastou pamite pocitaca su registre. V kazdom registri sa da ulozit N bitov
informécie. Posuvny register je Specialny typ registra, ktory vie posunat ulozené bity o
jednu poziciu.
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UkaZeme si, ako sa pomocou posuvného registra so spitnou vizbou daji generovat
pseudondhodné postupnosti bitov. Posuvny register velkosti N na zacdiatku naplnime
bitmi ay, ..., ay. Pri kazdom tiku internych hodin pocitaca sa na vystup dostane najp-
ravejsi bit ay. Ostatné bity sa posunii o jednu poziciu doprava. Na prvi poziciu sa ulozi
nova hodnota a}, ktora sa spocita nasledovne:

Vsetky bity registra st pripojené na hradlo XOR cez vypinace. Pre kazdy bit i je
vypina¢ s; (mo6ze byt v stave 0 alebo 1), ktory uréuje, ¢ sa hodnota a; k hradlu do-
stane. Vystupna hodnota tohto hradla sa stane novou hodnotou a}. (Poznamka: ak pocet
jednotiek, ktoré pridu do hradla XOR je neparny, hradlo vrati 1, inak 0.)

Formalna definicia, ako spo¢itat nové hodnoty a; zo starych a;:

a; = XOR(sy-ay,...,sy-ay)

a; = a;_;pre2<i<N
vystup = ay
| XOR
St S7
~{1]o]1]1]o]o]1f=Ou
Y @Y &K EHY
Obr. 49
tik ay as a3 a4 as ag ay vystup
0O 1 0 1 1 0 0 1 -
1 0 1 0 1 1 0 0 1
2 1 0 1 0o 1 1 0 0
3 1 1 0 1 0 1 1 0
4 o 1 1 0 1 0 1 1
5 0 0 1 1 0 1 0 1
6 1 0 O 1 1 0 1 0
7 1 1 0 0 1 1 0 1
8 0 1 1 0 0 1 1 0
9 1 0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 O 1
1 1 0 1 0 1 1 0 0
12 1 1 0 1 0 1 1 0
3 0 1 1 0 1 0 1 1
4 0 0 1 1 0 1 O 1

V tomto priklade je nova hodnota pri tiku 1 spocitana nasledovne:
XOR(1-1,0-0,1-1,1-1,0-0,1-0,1-1) =0.

Danych je prvych 2N bitov, ktoré takyto posuvny register vypisal na vystup. Z tychto
hodnét by ste mali uréit, ktoré vypinace s; st zapnuté a ktoré nie.
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Format vstupu V prvom riadku vstupného stiboru register.in je velkost posuvného
registra N (1 < N < 750). Druhy riadok obsahuje 2N ¢isel — prvych 2N vystupnych
bitov. Kazdé z tychto ¢isel je 0 alebo 1.

Format vystupu Vystupny stbor register.in obsahuje jeden riadok. Ak existuju
vyhovujtice stavy vypinacov s;, tento riadok obsahuje N ¢isel 0 alebo 1, oddelenych
medzerami. Ak vypinac s; je zapnuty, i-te ¢islo je 1, inak je to 0. Ak existuje viac rieSeni,
vypiste Tubovolné jedno z nich. Ak rieSenie neexistuje, vystupom je jediné ¢islo -1.

Priklad

Subor register.in Stubor register.out
7 1011011
10011010110011

Stubor register.in Stbor register.out
3 -1
000111

Vylet

Alica a Robo planuju ist cez prazdniny na vylet. Kazdy z nich si spravil zoznam miest,
ktoré chce v danom poradi navstivif. Zoznam moze obsahovat to isté mesto viackrat.
KedZe chet cestovat spolu, musia sa dohodnit na spolo¢nom plane cesty. Ani jeden
nechce zmenit poradie, v akom mé mestd v zozname napisané ani domn Zziadne mesté
doplnit. Preto jediné, ¢o im ostdva, je vynechat zo svojich zoznamov niektoré z miest.
Samozrejme zZe chct, aby vysledny plan cesty obsahoval ¢o najviac miest.
V krajine je presne 26 miest, oznacime ich pismenami od ‘a’ do ‘z’.
Format vstupu Vstupny stbor trip.in obsahuje dva riadky. Prvy riadok je Alicin
zoznam miest a druhy riadok je Robov zoznam. Kazdy zoznam obsahuje najmenej 1 a
najviac 80 miest. Medzi pismenami v zozname nie st medzery.

Format vystupu Vystupny sibor trip.out by mal obsahovat vSetky plany cesty, ktoré
spliaji hore uvedené podmienky. Kazdy plan cesty vypiste na samostatny riadok. Ziaden
plan cesty sa vo vystupnom stubore nesmie zopakovat. Na poradi, v akom vypiSete plany
cesty, nezalezi. MozZete predpokladaft, Ze optimélny plan cesty je neprazdny a Ze ich nie
je viac ako 1000.

Priklad
Stubor trip.in Stbor trip.out
abcabcaa ababa
acbacba abaca
abcba
acbca
acaba
acaca

acbaa



15. Medzinarodna informaticka olympiada

15. ro¢nik Medzinarodnej informatickej olympiady (IOI) sa konal v diioch 15.-24.
augusta 2003 v campuse University of Wisconsin—Parkside, Kenosha vSpojenych sta-
toch americkych. Zucastnilo sa na tiom 265 sttaziacich zo 69 krajin sveta. Reprezentacné
druzstvo Slovenska bolo vybrané spomedzi najlepsich studentov strednych $kol podla ich
vysledkov na celostatnom kole Matematickej olympiady, kategdria P (programovanie) a
na tyzdiovom vyberovom sustredeni, ktoré sa konalo v dnioch 27. maja-2. juna 2003 v
priestoroch Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Brati-
slave (FMFI UK).

Na celostatne kolo bolo pozvanych 24 najlepsich riesitelov z celého Slovenska, 12 naj-
lepsich spomedzi nich bolo pozvanych na vyberové stustredenie, ktoré rozhodlo o tom, ze
tento rok budt Slovensko na IOI reprezentovat Jakub Zavodny, Michal Burger, Franti-
sek Simancik, vSetci a Gymnézia Grosslingova v Bratislave, a Marek Ludha z Gymnéazia
J.G. Tajovského v Bansekj Bystrici. Pred 101 sa nasi reprezentanti ztucastnili tradi¢ného
¢esko-polsko-slovenského pripravného stretnutia vo Varsave a Stredoeurépskej olympiady
v informatike (CEOI), ktora bola tento rok v Nemecku.

Vedtcou vypravy bola doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc. z Prirodovedeckej fa-
kulty Univerzity P. J. Safarika v Kogiciach a Vladimir Koutny, §tudent FMFI UK.

Medzi tlohy pedagogického dozoru patri vybrat sttazné tlohy spomedzi tloh navr-
hnutych organizétormi a hlavne zabezpecovat preklad zadani tloh do nédrodného jazyka a
pocas sutaze preklad otazok, ktoré kladu sutaziaci, do angli¢tiny. O zadaniach prikladov
na sutazny den sa hlasuje vecer vopred a nésledne sa zadania prekladajd, pricom ich
preklad casto trva az do skorych rannych hodin.

Aj ked sa tento rok nepodarilo ziskat medailu vSetkym naSim reprezentatntom, dosia-
hnute vysledky st velmi dobré — ved v neoficAlnom hodnoteni krajin skonéilo Slovensko
na 12. mieste. Konkrétne vysledky:

‘ Meno ‘ Body ‘ Medaila ‘
Jakub Zavodny 352.9 | zlato
Michal Burger 287.0 | striebro
Frantisek Simancik | 235.9 | bronz
Marek Ludha 90.4

Organizatori si dali zélezat aj na neodbornom programe. Niekolko vyletov po okoli
vratane celodennej navstevy Chicaga s veCernym vyletom lodou po Michiganskom jazere
pre veducich delegicii, ale aj turnaj v Disc-Golfe (samozrejme aj s hodnotnymi cenami
pre niekolko najlepsich) boli prijemnym spestrenim celej stutaze.

Zazelajme teda do budicna nasim mladym reprezentantom vela Stastia, nech sa budici
rok mozeme teSit z aspon rovnako dobrych vysledkov!

Vladimir Koutny
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Zadania aloh 15. Medzinarodnej informatickej olympiady

Kravské chodnicky

Farmar Misko zdedil po strykovi z Ameriky velkt kravska farmu. Jeho nova farma vyzera
ako tuzky, ale o to dlhsi pas zeme, na ktorom v pravidelnych rozostupoch vyrastlo husté
krovie. Z dialky (a aj zblizka) to vyzera ako vela poli¢ok v pase vedla seba.

Migko pochopitelne s farmou zdedil aj nejaké tie kravy, ktoré si uz privykli na jeho
farmu. Kedze sa ale chct past na vsetkych jej NV polickach (1 < N < 200), musia pouzivat
susednt Jankovu farmu na prechod medzi polickami (cez krovie sa im nechce chodit, aby
sa ndhodou neposkriabali). Na Jankovom tzemi maja chodnicky, po ktorych, ak akurat
nie su zarastené travou, mozu prechadzat v oboch smeroch medzi polickami.

Kravy si nové chodnicky nerobia, ale pouzivaju chodnicky uz vytvorené divou zverou,
ktoré sa im podarilo objavit. Kazdy tyzden zasadne kravskd rada a vyberie niektoré
(mozno aj vsetky) chodnicky divej zveri, o ktorych vedia, a upravia si ich tak, aby po
nich mohli chodif (¢iZe na nich spast vysoka travu).

Miskove kravy st velmi zvedavé, a tak kazdy tyzdern objavia jeden novy chodnicek
divej zveri. Ked sa takéto nieco stane, musia sa rozhodnit, ktoré chodnicky tento tyzden
upravia, aby po nich mohli chodit z Tubovolného policka farmy na Iubovolné iné. Kravy
mozu pouzivat len chodnicky, ktoré si vybrali na spasanie.

KedZe na chodnickoch nerastie dobré trava, chct kravy vzdy minimalizovat celkovii
dlzku vybrangych chodni¢kov. Vzdy si mézu vybrat fubovolnt mnozinu ciest, nezavisle od
vyberu v predoslom tyzdni, ale tak, aby mohli chodif po celej farme.

Chodnicky divej zveri (aj ked st spasané) nie st nikdy priame. Dva chodnicky spé-
jajtce rovnaké politka moézu maf rézne dizky. Aj ked sa dva chodni¢ky niekde krizuja,
kravy su tak zaujaté, Ze si to ani nevSimnu a ida dalej po povodnom chodnicku.

Na zaciatku kazdého tyzdna kravy popisu novoobjaveny chodnic¢ek divej zveri. Vas
program musi potom daf na v§stup minimalnu celkovii dlzku chodnickov, ktoré buda
kravy tento tyzden spasat, aby mohli chodit po celej farme, ak takéd mnozina chodnickov
existuje.

Format vstupu

e Prvy riadok vstupu obsahuje 2 medzerou oddelené celé ¢isla N a W — W je pocet
tyzdnov kravskej sezény (1 < W < 6000).

e Pre kazdy tyzden, nacitajte jeden riadok obsahujici popis novoobjaveného chod-
nicka. Tento riadok obsahuje 3 medzerami oddelené celé cisla — cisla policok, ktoré
spaja, a jeho dlzku L (1 < L <10000). Ziadny chodnicek nemé cisla koncovych
policok rovnaké.

Format vystupu Bezprostredne ako vas program zisti informacie o novoobjavenom
chodnicku, da na vystupe jediny riadok s minimalnou celkovou dlzkou chodni¢kov, ktoré
musia kravy spasat tak, aby sa mohli pohybovat po vSetkych polickach farmy. Ak Ziadna
mnozina neumoznuje kravam neobmedzeny pohyb po farme, vystupom je hodnota -1.
Po vypise vysledku pre posledny tyzden kravskej sezény vas program musi skondit.
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Priklad

Vstup Vystup Vysvetlenie

46

1210 -1 Ni¢ nespaja 4 so zvysSnymi polickami.
138 -1 Ni¢ nespaja 4 so zvysnymi polickami.
323 -1 Ni¢ nespaja 4 so zvysnymi polickami.
143 14 Spasaju 143,138, a323.

136 12 Spasaju143,136,a323.

212 8 Spasaju 143,212, a323.

program exit

Hodnotenie Za kazdy testovany vstup, pre ktory vas program da spravny vysledok,
dostanete plny pocet bodov, alebo 0 za nespravny vysledok.

Porovnavanie kodu

Spolo¢nost RBN zazalovala spolo¢nost HAL pre tidajné pouzitie kédu RBN UNIXu'™ v
otvorenom operacnom systéme HALniz.

Obidve spolo¢nosti pouzivaju programovaci jazyk s jedinym prikazom na riadku, pri-
c¢om kazdy prikaz mé tvar STOREA = STOREB + STOREC, kde vsetky 3 slovad st mena
premennych; meno prvej premennej zac¢ina prvym znakom v riadku, za nim nasleduje
medzera, znamienko =, medzera, meno druhej premennej, medzera, znamienko +, me-
dzera a nakoniec meno tretej premennej. Meno tej istej premennej sa moze v jednom
riadku vyskytovat aj viac krat. Mena vSetkych premennych st tvorené najviac 8 velkymi
pismenami ASCII kédu ('A’...7Z").

RBN tvrdi, ze HAL priamo skopiroval postupnost riadkov z kédu RBN UNIXu, pri¢om
spravil len nepodstatné modifikacie:

e zmenil ndzvy premennych, aby tak zamaskoval svoj kriminalny ¢in. HAL teda sko-
piroval savisly tsek riadkov z RBN UNIXu™ a pre kazdt premennti v tomto tiseku
zmenil vSetky jej vyskyty na nové meno (mozno rovnaké ako to povodné). Pocho-
pitelne ziadne 2 premenné neboli premenované na to isté meno.

e RBN tiez predpokladé, ze HAL mohol zmenit poradie séitancov v niektorych riad-
koch, teda prikaz STOREA = STOREB + STOREC mohol zmenit na STOREA = STOREC
+ STOREB

e HAL pochopitelne nezmenil poradie riadkov tohto tiseku a ani ziaden riadok nepri-
dal.

Pre dané 2 zdrojové kédy od RBN a HAL najdite najdlhsi savisly tsek riadkov z
HALnizu, ktoré by mohli byt ukradnuté z RBN UNIXu'™ a upravené pomocou uvede-
nych transformacii. Nezabudnite, Ze hladané tseky v konkuren¢nych programoch nemusia
za¢inat na riadku s tym istym c¢islom.
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Format vstupu

e Prvy riadok vstupného siboru obsahuje 2 celé ¢isla R a H, oddelené medzerou —
R je pocet riadkov RBN UNIXu'™  H je pocet riadkov HALnizu (1 < R < 1000,
1< H <1000)

e Dalsich R riadkov vo vstupnom stibore obsahuje RBN UNIX™

e Poslednych H riadkov vo vstupnom subore obsahuje HA Lniz

Format vystupu Vystupny siubor obsahuje jediny riadok (ukonéeny end-of-line) s jedi-
nym celym é&slom — dlzkou najdlhsieho stvislého tiseku riadkov, ktory mohol byt ukrad-
nuty.

Priklad

Subor code.in Subor code.out Vysvetlenie

4 3 2 Riadky 1-2 v prvom programe (RBN
RA = RB + RC UNIXe"™) st rovnaké ako riadky 2-3
RC = D + RE v druhom programe (HALnize), ak po-
RF = RF + RJ uzijeme substitiiciu RA — HM, RB — D,
RE = RF + RF RC — HN, D — HA, RE — HB. Neexistuje
HD = HE + HF lepsie riesenie.

HM = HN + D

HN = HA + HB

Hodnotenie Za kazdy testovany vstup, pre ktory vas program da spravny vysledok,
dostanete plny pocet bodov, alebo 0 za nespravny vysledok.

Reverz

TOM (Tomaésova Osobna Masina) je pocitac, ktory ma 9 registrov, o¢islovanych 1...9. V
kazdom registri méze byt ulozené nezaporné celé ¢islo z intervalu (0, 1000). Tento pocitac¢
ma aj 2 operacie:

S 15 Do registra j ulozi obsah registra i zvyseny o 1 (¢ a j mozu byt rovnaké)

P ¢  Vypise obsah registra i

TOM-program obsahuje pociatoéné hodnoty vsetkych registrov a postupnost operacii.

Pre dané ¢islo N (0 < N < 255) vytvorte TOM-program, ktory vypise klesajicu postup-
nost celych ¢isel N, N —1, N —2, ..., 0. Maximalny pocet po sebe idicich S-operacii by
mal byt ¢o najmensi.

Priklad TOM-programu a jeho vykonanie pre N = 2:

Operacia Nové hodnoty registrov | Vypisané
123456789 hodnoty

Inicializacia |0 2 0 0 0 0 0 0 0

P2 020000000 2

S 13 021000000

P 3 021000000 1

P 1 021000000 0
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Vstupné stbory s o¢islované od 1 po 16 a najdete ich na sttaznom serveri.
Format vstupu

e Prvy riadok vstupného stiboru obsahuje celé ¢islo K — ¢islo testu.
e Druhy riadok obsahuje ¢islo V.

Format vystupu

e Prvy riadok vystupného stiboru obsahuje refazec "FILE reverse K", kde K je
¢islo testu z prislusného vstupného stiboru.

e Druhy riadok obsahuje 9 ¢isel oddelenych medzerou, ktoré urc¢uju pociatoéné hod-
noty registrov v poradi od 1 po 9.

e Nasledujtce riadky obsahuji TOM-program — jedna operacia v jednom riadku v
poradi, v akom sa maju vykonat (teda treti riadok obsahuje prvi operéciu, atd.).
Posledny riadok by mal obsahovat operaciu, ktord vypise 0. V kazdom riadku by
mala byt spravna operacia. Operacie je potrebné sformétovat tak, ako v priklade

pre vystup.

Priklad

Vstup Priklad vystupu #1 Priklad vystupu #2

1 (nie plny pocet bodov) (plny pocet bodov)

2 FILE reverse 1 FILE reverse 1
020000000 021000000
P2 P2
S 13 P 3
P 3 P1
P1

Hodnotenie Bodovanie kazdého testu bude zaloZené na spravnosti a optimalnosti da-
ného TOM-programu.

Spravnost: 20%

Spravny TOM-program je taky, ktory nikdy nevykoné viac ako 131 po sebe iducich
S-operacii a vypiSe spravnu postupnost ¢isel (obsahujicu prave N + 1 ¢isel od N po 0).
Ak Tubovolna S-operacia sposobi pretecenie registra, TOM-program je nespravny.
Optimalnost: 80%

Optimélnost spravneho TOM-programu je uréend maximalnym poc¢tom po sebe ida-
cich S-operécii, ktory by mal byt ¢o najmensi. Bodové hodnotenie bude odvodené od
rozdielu medzi vasim TOM-programom a najlepsim znamym TOM-programom.

Danove hranice

Farméar Dan sa rozhodol postrazit plot okolo svojej plochej, vodorovnej farmy tvaru
Stvorca so stranou N metrov (2 < N < 500000). Jeden roh farmy mé saradnice (0, 0),
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protilahly roh mé stiradnice (N, V). Strany Danovej farmy st rovnobezné so stradnico-
vymi osami X, Y.

Stipy plota sa nachadzajt v rohoch plota, ale aj na kazdom metri pozdlz kazdej jeho
strany, dokopy 4N stipov. Vsetky stipy st zvislé a majt nulovy polomer. Farmar Dan
chce uréit, kolko stlpov moze sledovaft, ak sa postavi na nejaké miesto svojej farmy.

Na Danovej farme s nachddza R velkych skal (1 < R < 30000), ktoré mu brania
vo vyhlade na jeho slpy, pretoze Dan je prili§ maly na to, aby videl ponad tieto skaly.
Skaly st viacboké hranoly, podorys kazdej skaly je konvexny mnohouholnik s nenulovou
plochou, ktorého vrcholy majt celo¢iselné stradnice. Ziadne dve skaly nemajt spolo¢ny
prienik a nedotykaji sa navzajom. Ziadna skala sa nedotyka Dana ani plotu. Podobne
farmar Dan sa nedotyka plotu, nestoji v skale a ani na skale.

Pre dantt Danovu farmu, pozicie a tvar skal a Danove umiestnenie vypocitajte pocet
stlpov plota, ktoré Dan moZe zo svojho miesta vidiet. Ak je niektory stip v presnom
zékryte s hranou skaly pri pohlade z Danovej pozicie, tento stlp Dan neméze vidiet.

Format vstupu

e Prvy riadok vstupu obsahuje 2 celé ¢isla N a R oddelené medzerou — velkost Danovej
farmy a pocet skal

e Dalsi riadok obsahuje 2 celé ¢isla X a Y oddelené medzerou — pozicia farméra Dana
vo vnutri farmy

e Zvysok vstupného siboru popisuje skaly:

o Popis i-tej skaly za¢ina riadkom obsahujticim jediné celé ¢islo p; (3 < p; < 20)
— pocet vrcholov podorysu skaly

o Kazdy z dalsich p; riadkov obsahuje 2 celé ¢isla oddelené medzerou — X a Y
sturadnice vrcholu pédorysu. Vrcholy pddorysu st navzajom rozne a st uvedené
v poradi proti smeru hodinovych ruciciek.

Format vystupu Vystupny stbor obsahuje jediny riadok s jedinym celym c¢islom —
po¢tom viditelnych stipov z Danovej pozicie.

Priklad

boundary.in boundary.out Vysvetlenie

100 1 319 Podorys skaly ma 3 vrcholy na priamke:
60 50 (70, 40), (75,40), a (80, 40)

5

70 40

75 40 Farmer

80 40 \. D
80 50

70 60 i
Rock

Obr. 50

Hodnotenie: Za kazdy testovany vstup, pre ktory vas program da spravny vysledok,
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dostanete plny pocet bodov, alebo 0 za nespravny vysledok.

Nasa krava Milka

Farmérovi Miskovi sa dnes stratila jeho obltibené krava Milka. Migko bol z toho velmi
smutny, ved ju kupil za celych 32 768€. Sposobilo to problémy aj ¢okolddovému priemyslu,
takze sa Misko vydal Milku hladat. Nasiel kravu v zilboZenom stave, podla jej ¢isla vedel,
ze patri do jeho stada, ale ktora to je, to sa usiloval odhalit podla jej charakteristickych
vlastnosti.

Migko mé® v stdde N podobne vyzerajicich krav (1 < N < 50) ocislovanych 1...N.
Kravy sa vSak trochu odlisuja: Misko rozlisuje P (1 < P < 8) charakteristickych vlast-
nosti (dalej len vlastnosti) o¢islovanych 1... P, z ktorych kazda nadobuda jednu z troch
hodnot. Prikladom vlastnosti moze byt farba flakov — fialovd, ruzova alebo tyrkysova.
Pre jednoduchost mozné hodnoty kazdej vlastnosti budeme reprezentovat znakmi 'X’, 'Y’
a ’Z’. Ziadne dve Migkove kravy nemaji vSetky vlastnosti rovnaké.

Napiste farmarovi Migkovi program, ktory mu pomoze urcit, ktort kravu to vlastne
nasiel. V4§ program moze Miskovi polozit najviac 100 otézok tvaru: Je vlastnost T ndj-
denej kravy v mnozine hodnot S ¢ Pokuste sa Miskovi pomocou ¢o najmensieho poctu
otazok urcit, ktort kravu nasiel.

Format vstupu

e Prvy riadok vstupného siiboru obsahuje 2 celé ¢isla N a P oddelené medzerou —
pocet krav a pocet vlastnosti

e Kazdy z nasledujucich N riadkov popisuje vlastnosti jednej kravy — druhy riadok
vstupného stiboru popisuje prva kravu, treti riadok druha kravu atd. Kazdy riadok
popisuje vlastnosti kravy pomocou P znakov oddelenych medzerami — prvy znak
udéva hodnotu vlastnosti 1, druhy vlastnosti 2 atd.

Interaktivnost: standardny vstup a vystup

Kladenie otazok a odpovedi prebieha cez standardny vstup a vystup.

Vas program kladie otazku o najdenej krave vypisanim riadku na standardny vystup
v tvare 'Q p wv...’, kde p je ¢islo vlastnosti a v... je jedna alebo viac hodn6t oddelenych
medzerami. Teda, 'Q 1 Z Y’ znamend ’Je vlastnost 1 ndjdenej kravy rovnd Z alebo Y?
Vlastnost p musi byt celé ¢islo v intervale 1. .. P, vSetky hodnoty musia byt X', 'Y’ alebo
'Z’ a ziadna hodnota nesmie byt v jednej otdzke uvedend viac ako jeden krat.

Po polozeni kazdej otazky nacitajte jeden riadok, ktory obsahuje jedno celé ¢islo: 1,
ak dand vlastnost najdenej kravy je v danej mnozine hodnot, alebo 0, ak nie je.

Posledny riadok, ktory vas program da na vystup, musi byt 'C’, medzera a jedno celé
¢islo, ktoré urcuje najdent kravu. Program nasledne skonci.

5mal
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Priklad

Stibor guess.in Vstup Vystup  Poznamka

4 2 Q1XZ

X Z 0 Mbobze to byt krava 3 alebo 4

XY Q2Y

Y X 1 Je to krava 4!

YY C 4 Program po vypisani odpovede skonc¢i
Hodnotenie:

Spravnost: 30% bodov

Programy ziskaju plny bocdet bodov za spravnost len vtedy, ked krava, ktord program
urci, je jediné zo stada, ktora je v stlade s kladenymi otédzkami a odpovedami na ne. Ak
sa program pyta viac ako 100-krat, neziska za tento test ziadne body.

Pocet otazok: 7T0% bodov

Zostavajiuce body budt uréené podla poctu poloZenych otéazok, ktoré program potre-
boval na urdenie spravnej kravy. Snazte sa minimalizovat pocet otdzok aj v najhorSom
pripade (podla zékona schvalnosti vietky pripady budi tie najhorsie mozné). Ciasto¢ny
pocet bodov bude udeleny aj za takmer optiméalny pocet otazok.

Prefikani roboti

Ste hrdym vlastnikom dvoch najmodernejsich robotov, ktori stt umiestneni v oddelenych
obdlznikovych bludiskich. Policko (1,1) v bludisku je v jeho lavom hornom (severo-za-
padnom) rohu. Bludisko i (i = 1,2) ma G; (0 < G; < 10) strazcov, ktori hliadkuja po
urcenej trase a snazia sa robotov chytif. Vasim cielom je uréit taka postupnost prikazov,
ktorad vyvedie oboch robotov z bludisk bez toho, aby ich strazcovia chytili.

Na zaciatku kazdej mintaty poslete rovnaky prikaz obom robotom — kazdy prikaz
urc¢uje smer (N-sever, S—juh, E-vychod alebo W—zépad), v ktorom sa robot posunie o
jedno policko. Ak je v urdenom smere stena, robot ostane staf tam, kde bol. Robot
opusti bludisko tak, ze ho vykonanie prikazu posunie mimo bludiska. Potom uz ignoruje
vSetky dalsie prikazy.

Strazcovia sa postvaji po svojej trase na zaciatku kazdej minity o jedno policko,
presne vtedy, kedy sa posuntu roboti. Trasa kazdého strazcu je vzdy priama: strazca zacne
na danom policku a bude postupovat v uréenom smere kazdi minttu o jedno policko,
az kym sa nedostane na koniec svojej trasy (t.j. az kym neurobi D — 1 krokov, kde D je
dl7ka jeho trasy). Hned po prichode na posledné policko trasy sa otoci o 180° a v dalsej
mintte pokracuje opit o jedno policko dopredu (teda smerom k jeho Startovnej pozicii).
Po prichode na startovné policko sa znovu otoci a takto pokracuje, az kym mu na hlavu
nespadne nejaky meteor.

Trasy strazcov su urcite korektné, teda neprechddzaji cez steny a ani neopustaji
bludisko. Mo6zu sa vSak navzdjom prekryvat, ale urcite sa dvaja strazcovia nestretni

6z origindlu: az kym kazdy z robotov neopusti svoje bludisko
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naraz na tom istom policku. Strazca a robot toho istého bludiska nestartuju na tom
istom policku.

Strazca chyti robota bud vtedy, ked sa stretnt na tom istom policku, alebo ak si pocas
jedného kroku navzajom vymenia pozicie.

Pre dané 2 bludiskd (kazdé nie vicsie ako 20 x 20) s robotmi a strazcami urcte po-
stupnost prikazov, pomocou ktorych obaja roboti opustia svoje bludiskd bez toho, aby
ich chytil nejaky strazca. Minimalizujte ¢as potrebny na opustenie bludiska posledného
robota (na ¢ase robota, ktory opusti svoje bludisko ako prvy, nezalezi).

Format vstupu Prvych niekolko riadkov popisuje prvé bludisko a jeho obyvatelov, po-
tom nasleduje popis druhého bludiska.

e Prvy riadok vstupu obsahuje 2 celé ¢isla R; a C; oddelené medzerou — pocet riadkov
a stipcov prvého bludiska

e Kazdy z dalsich R; riadkov obsahuje C znakov urcujicich tvar bludiska: "X’ urcuje
poziciu robota, ’.” urcuje prazdne policko, '#’ urcuje stenu. Kazdé bludisko obsahuje
prave jedného robota

e V dalsom riadku je jedno celé ¢islo G; — pocet strazcov v prvom bludisku (0 <
< G, < 10)

e Kazdy z dalsich GG; riadkov popisuje trasu jedného strazcu tromi celymi ¢islami
a jednym znakom, ktoré st oddelené medzerami: prvé dve cisla urcuju riadok a
stpec startovacej pozicie strazcu, tretie ¢islo uréuje dlzku trasy v stvoréekoch (D,
2 < D < 4), znak ur¢uje pociato¢ny smer strazcu ('N’, ’S’, 'E’, 'W’)

Popis druhého bludiska je hned za prvym v rovnakom tvare, ale pravdepodobne s inymi
hodnotami.

Format vystupu Prvy riadok vystupu obsahuje jediné ¢islo K (K < 10000) — pocet
prikazov pre oboch robotov na opustenie bludisk bez toho, aby boli chyteni. Ak riesenie
existuje, najkratsia spravna postupnost nebude dlhsia ako 10000 prikazov. Dalsich K
riadkov popisuje postupnost prikazov — kazdy obsahuje jeden znak z mnoziny {'N’, ’S’,
'E’, 'W'}. Ak rieSenie neexistuje, vystupom je jediny riadok obsahujuci ¢islo —1.

Obaja roboti by mali opustit svoje bludiskéd do konca postupnosti, pri¢om posledny
prikaz by mal spdsobit odchod aspon jedného robota z bludiska. Ak existuje viac sprav-
nych postupnosti prikazov, vypiste lubovolni z nich.
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Priklad

Subor robots.in Subor robots.out
54
H#it##
#X . #
#..#
LW H
##t . #
1

4 32 W
4 4
#HH###
#...
#X . #
H#it##

0

MMM nnniE =m0

Hodnotenie Ak rieSenie neexistuje, nebudi udelované ¢iastoéné body. V opa¢nom pri-
pade bude bodové hodnotenie urcené takto:

Spravnost: 20% bodov

Spravny vystup je taky, ktory je spravne sformatovany a neobsahuje viac ako 10000
prikazov a tato postupnost vyvedie oboch robotov z bludiska, pricom posledny prikaz
vyvedie aspon jedného robota.

Minimaélnost: 80% bodov

Vystup pre dany test je povazovany za minimalny, ak je spravny a neexistuje ziadna
kratsSia spravna postupnost prikazov. Za postupnost, ktora nie je miniméalna, nedostanete
Ziadne body za minimélnost.



KoreSpondenény seminar SK MO

V doésledku finanénych problémov spominanych v tvode rocenky, v 52. ro¢niku
matematickej olympiaddy korespondencny semindr SK MO neprebiehal. Stalo sa tak
prvy krat od 44. roc¢nika, odkedy je seminar organizovany samostatne na Slovensku.
Pritom v ramci Ceskoslovenska vznikol tento seminar uz v 24. ro¢niku MO.

Nadani studenti sa tak mohli (okrem samostatného $tudia) pripravovat na vyssie kola
MO iba riesenim inych koreSpondenc¢nych seminarov, ktorym sa venuje nasledujica
kapitola. V buducich roénikoch by seminar SK MO mal prejst do rik organizitorov
nového korespondenc¢ného semindra KMS ako jedna jeho osobitna kategdria. Vznika
tak nadej, ze v tradicii sa bude po ro¢nej prestavke nadalej pokracovat.






Iné korespondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre studentov zakladnych aj strednych kol pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovsetkym
korespondencéné seminare. Tieto stfaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zakladné
¢rty maju spolo¢né. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvic¢sa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
RieSenia sutaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaji na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych diioch az tyzdnoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieSeniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
skuseni riesitelia zviac¢sa nemusia riesit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali Sancu
ovplyvnit poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne tridsiati
najuspesnejsi riesitelia pozyvani na tyzdnové sistredenie, ti¢ast na ktorom byva ¢asto
najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale moZzné nespomentut, ze takyto
reprezentantov Slovenska a Ceskej republiky na IMO, prip. I0I, sa aktivne zapajala
do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené koresponden¢né seminare (KS) st uréené predovsetkym Studentom
strednych $§kol, svojim zaberom pokryvaju tizemie celého Slovenska a casto maja aj
riesitelov z Ceskej republiky. Je vsak mozné, Ze vo svojom okoli ndjdete aj mensie
sutaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v tomto ro¢niku spojenim Bratislavského a Stredoslovenského ko-
reSponden¢ného matematického seminara (BKMS a SKMS), ktoré este v predchadzaji-
com ro¢niku prebiehali samostatne. Organizovany je studentmi FMFI UK v Bratislave.

Novy seminar prebral vela z oboch povodnych seminarov, nemozno preto hovorit o ich
zéniku, ale o ich zlaceni. Dévodov na zjednotenie bolo viacero, spomenime len niektoré.
BKMS a SKMS mali podobna struktiru a boli organizované na tej istej fakulte. Aj
ludia posobiaci v jednotlivych seminaroch mali k sebe v poslednych rokoch ¢im dalej
blizsie. Ked sa k tomu pridalo zmensenie poctu riesitelov a ich znaény prienik (oba
semindare riesili takmer ti isti Studenti), bolo spojenie prirodzenou cestou.

KMS ma dve kategdrie. Zac¢inajicim a mladsim riesitefom je uréené kategéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategdrii umoziiuje bojovat o miesta
na sustredeni aj nesktisenym sStudentom, ktori by v prili§ silnej konkurencii stracali
motivaciu. Od budtceho roc¢nika pribudne ako kategéoria GAMA seminar SK MO,
ktory tak po ro¢nej prestavke dostane novu tvar. Nadalej sa ale bude venovat priprave
spickovych studentov na CKMO a IMO.

KMS
KATC FMFI UK
Mlynské dolina
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842 48 Bratislava
URL: http://kms.sturak.sk

Satfaz talentovanych rieSitelov oblubujticich matematiku — STROM

Korespondenény seminar STROM je organizovany z PF UPJS v Kosiciach skupinou
ladiiu mé na vychodnom Slovensku. Je pokracovatelom najstarsieho korespondenéného
seminéra v byvalom Ceskoslovensku. V poslednych rokoch ho pomahali organizovat
najmé studenti FMFI UK pochadzajuci z vychodného Slovenska. Po vzniku KMS sa
STROM opiit snazi vybudovat zédkladitu organizatorov na pode UPJS.

STROM

PF UPJS
Jesenna 5
040 01 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
URL: http://www.strom.sk

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajucich KS, je KSP stutazou v programovani. VSetky jeho
sutazné ulohy su, podobne ako na IOI, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov FMFI UK v Bratislave, ktori maji zaroven na starosti vSetky
ostatné sutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Sustredenia byvaji na jar
a na jesen.

KSP

KVI FMFI UK
Mlynska Dolina
842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk
URL: http://www.ksp.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne si
zadania a pravidla najst na internete.
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