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O priebehu 53. ro¢nika matematickej olympiady

Matematicka olympiada (MO) je najstarsia a najmasovejsia postupova intelektuédlna
sutaz ziakov zakladnych a strednych kol v SR. Vyhlasovatelom tejto sutaze je Min-
isterstvo $kolstva Slovenskej republiky (MSSR) v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov (JSMF). V skolskom roku 2003/04 sa uskuto¢nil uz 53. ro¢nik
MO.

Sutaz riadila Slovenskéa komisia matematickej olympiady (SK MO) a zacala pracovat
v nasledovnom zlozeni:

doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDaS ZU Zilina, predseda,

RNDr. Oliver Ralik, CSc., FPV UKF Nitra, podpredseda A,

RNDr. Andrej Blaho, FMFI UK Bratislava, podpredseda P,

RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava, podpredseda Z,

doc. RNDr. Gabriela Andrejkovd, CSc., PF UPJS Kosice,

Mgr. Michal Forisek, FMFI UK Bratislava,

prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra,

Mgr. Viadimir Koutny, FMFI UK Bratislava,

Mgr. Miroslava Smitkovd, IUVENTA Bratislava,

doc. RNDr. BoZena Mihalikovd, CSc., PF UPJS Kosice,

prof. RNDr. Jozef Moravcik, CSc., FPV ZU Zilina,

doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., Slovenska statna inspekcia,

RNDr. Zuzana Frkovd, Gymnazium Grosslingova Bratislava, predseda KKMO BA,
doc. RNDr. Mdria Luckd, CSc., PF TU Trnava, predseda KKMO TT,

prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR,

RNDr. Sona Pavlikovd, CSc., MTF STU Dubnica nad Vahom, predseda KKMO TN,
doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDaS ZU Zilina, predseda KKMO ZA,
RNDr. Eva Oravcovd, Gymnazium J. G. T. Banska Bystrica, predseda KKMO BB,
RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kosice, predseda KKMO KE,

Mgr. Milan Demko, PhD., PedF PU Presov, predseda KKMO PO.

Ked som bol v juni 2001 povereny ministrom Skolstva viest tato sutaz, jednym
z cielov, ktoré som si vytyc¢il, bolo omladenie stabu Tudi, ktori sa staraju o MO. A tak
¢lenmi SK MO sa postupne stali

Juliana Lipkovd, Studentka FMFI UK Bratislava,
Jan Mazak, student FMFI UK Bratislava,

Mgr. Peter Novotny, FMFI UK Bratislava,
Martin Potocny, student FMFI UK Bratislava.

*

Byva zvykom v Rocenke sa venovat len jednému roc¢niku, ale v tomto pripade musim
spravit vynimku, aby ¢itatel mal moZnost sledovat vyvoj udalosti. Ako predseda SK MO
som sa od jesene 2001 zacal zucastriovat zasadnuti Koordina¢nej rady sutazi (KOR),
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ktora by mala koordinovat vSetky sttaze podobného typu, najmi FO, ChO, BiO, GeO,
Olympiadu cudzich jazykov (OCJ), Olympiaddu ludskych prav (OLP), Turnaj mladych
fyzikov (TMF) a Pytagoridadu (Pyt). Na jar roku 2002 som tak objavil prisne utajovany
fakt, ze pridelovanie financii na jednotlivé siutaze sa dialo bez akychkolvek pravidiel,
pricom podstatni tlohu hralo s najvic¢Sou pravdepodobnostou zakulisné lobovanie
(¢isla, ktoré budu toto dokazovat, st uvedené dalej).

Je treba si uvedomit, Ze pod firemnou skratkou MO sa skryva najstarsia sutaz tohto
typu u nas, ktora sa v dosledku snahy velkého mnozstva nasich vyznac¢nych predchodcov
o ¢o najlepsie vysledky rozréastla na striktni viackolovi sttaz s mnozstvom kategdrii
Z4,75,76, 77, Z8, 79 pre zikladné skoly a C, B, A pre stredné skoly. Spi¢ku ladovca,
tvori Medzinarodna matematicka olympidda (IMO), z ktorej nasich 6 Ziakov pravidelne
vozi medaily. To ale nie je vSetko. Pod skratkou MO sa — ako kategéria P — skryva
v podstate samostatna stutaz Informaticka olympiada, ktorej vrcholom je Medzinarodna
informatickéd olympiada (IOI), ale koné sa aj Stredoeurdpska informaticka olympidda
(CEOI). Na oboch tychto stfaziach patria nasi ziaci k najlepsim. Za vsetky ¢isla v tejto
chvili len tolko, Ze $tvorice Ziakov SR na doterajsich jedenéstich IOI od vzniku SR ziskali
42 medaili zo 44 moznych. K takejto ispesnosti maju iné sutaze velmi daleko.

Financne bola teda MO mimoriadne poddimenzované a uz v Zborniku zjazdu JSMF
v roku 2002 v Nitre som pisal o tom, Ze trvalé udrzanie kvality nemdze byt zalozené
len na entuziazme Iudi. Na KOR vsak nestacilo tieto fakty len pripomenit kolegom
— predsedom dal§ich stutazi, pretoze iSlo o peniaze; vSetci boli proti prerozdeleniu. Tak
som zac¢al bojovat a bit na poplach na vsetkych moznych férach — na MSSR, v médiach,
na konferenciach, ale nepomohlo to.

Pre dalsi skolsky rok 2002/2003, teda pre 52. ro¢nik MO, bolo napriek mojim
argumentom uplatnené ,zvykové pravo“ zo strany vtedajsieho GR IUVENTY, ktory si
z neznamych pric¢in — ale zrejme so stthlasom predoslej KOR — prisvojil pravo rozdelovat
peniaze, ktoré neboli jeho. Mohol tak urobit, lebo mnohym stfaziam to vyhovovalo.
TakzZe rozdelenie petiazi pre 52. ro¢nik bolo velmi podobné tomu predoslému. Pridelené
sumy boli navyse tak Sikovne utajené, ze ako predseda SK MO som sa ich navzdory
deklaraciam o transparentnosti jednania v KOR dozvedel az v juni 2003. Naviac vznikol
stav, ze IUVENTA v septembri 2003 nebola schopné platit ani najnutnejsie vydavky
(tunel?), a pre MO sa tak dostalo len 70% ,pridelenych® penazi.

Vzhladom na mimoriadne nizke financie na celostatne akcie MO nebolo mozné dat
Tudom ziadne slusné odmeny (v roku 2003 skoro ziadne), a kedze tento stav pretrvaval
uZ z minulého obdobia, mnohi stracali chut do préce. Proste — entuziazmus nevydrzi
vecne. Na 35. konferencii slovenskych matematikov v Jasnej som o situacii podrobne
informoval [Sprava (o konci?) matematickej olympiady. Zbornik 35. konferen-
cie slovenskych matematikov, Jasnd pod Chopkom 2003, 29-36] a prosil matematickt
komunitu o pomoc. Reédlnej pomoci som sa vSak, bohuzial, nedockal. KedZe normélne
argumenty nepomahali, zacal som aj ja s kulodrnou pracou a podarilo sa mi vyprovoko-
vat mimoriadne zasadnutie KOR, ktoré sa uskutoénilo 12.12. 2003 na MSSR. Je to
vyznamné datum pre MO v SR. Po mnohych hodinéch velmi ostrého a vecného rokova-
nia sa mi podarilo presadit rozdelenie financii podla prace odvedenej pri organizovani
celostatnych akcii, pricom sa uz nepridelovala suma penazi, ale praca bola vyjadrend
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v percentach. Po tinavnom rokovani bolo pomerom hlasov 9:0 schvalené nasledovné
rozdelenie (v zatvorke st % z predoslych rokov):

MO 22,5 % (12,32 %)
FO 11,5 % (7,44 %)
ChO 16,0 % (17,77 %)
BiO 13,0 % (16,71 %)
GeO 10,5 % (11,87 %)
0CJ 12,5 % (25,30 %)
OLP 6,5% (3,74%)
TMF 34% (187 %)

Pyt 41 % (2,98 %)

Asi nie je dost dobre mozné najst absolttne spravodlivé rozdelenie, ale takéto rozde-
lenie uréite ovela objektivnejsie vystihuje skutocne odvedent pracu. Stoji za to pozorne
si pozriet proporcie rozdelenia pred a po 12.12.2003. Spolu s matematikou isli hore aj
spriaznené sutaze: FO o vySe 54%, TMF takmer na dvojnasobok a Pytagoridda o viac
ako tretinu. ZvySené mnozstvo financii umoznilo v 53. roéniku MO usporiadat dalSie
sustredenia tuspesnych riesitelov, a tie vzdy prispeji ku zvySeniu kvality. Umoznilo
vSak aj rozdelif ovela slusnejsie odmeny a pritiahnut k praci v. MO (vystiznejsie
by bolo: udrzat pri praci pre MO) nemalo mladych Tudi. Pevne verim, Ze nastup
mladych bude pokracovat. Aj touto cestou dakujem vSetkym, ktori vytrvali
aj v tazkych &asoch. (V case zostavovania tejto Rodenky je zndme, Ze rozdelenie
financii pre 54. ro¢nik je podobné 53. ro¢niku. Mame teda nadej, ze zapusti korene
takéto spravodlivejsie zvykové prdvo.)

*

Organizac¢nd Struktira stutaze sa nezmenila. Podarilo sa uskutoénit vSetky planované
vyznam pri tejto sufazi ma tvorba tloh; v tejto oblasti stdle udrzujeme vyborni
a obojstranne prospesni spolupracu s ¢eskymi priatelmi. Ako obvykle, méjové pracovné
zasadnutie spolo¢nych tilohovych komisii bolo v Ziline, novembrové v Bilovci. Celogtatne
kolo MO (CKMO) v kategériach A aj P usporiadala KKMO Trenéin pod vedenim svojej
predsedkyne RNDr. Soni Pavlikovej, CSc. vo velmi peknom prirodnom prostredi na
chate Odevak v Kubrici, takze stutaziaci mali postarané o klud pri praci. K tspesnému
priebehu vyrazne prispela aj Mgr. Miroslava Smitkova z IUVENTY. V mene SK MO
obom ddmam za odvedeni pracu dakujem. Po CKMO sa v oboch kategéridch A aj
P uskutocnili velmi naroéné vyberové sustredenia, po ktorych vznikli reprezentaéné
druzstva. Tieto potom absolvovali v ramci pripravy na 45. IMO, 16. IOI a 11. CEOI
aj tréningové ststredenie a stfazné trojstretnutie CR-Polsko-SR. Viac o tychto akcich
a tiez o korespondencnych seminaroch najde zaujemca v samostatnych kapitolach tejto
Rocenky. Uz teraz vsak uvedme asponi niektoré z mnohych zaujimavych internetovych
stranok:

http://matematika.webpark.sk — archiv zadani, poradi a rieseni MO,
http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm — aktualne dokumenty, najmi pre Zilinsky kraj,
http://kms.sk/mo — informécie o MO na strankach koresponden¢ného seminéra,



8 53. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

http://ksp.sk/mop — aktuélne informacie a archiv pre kategdriu P,
http://home.pf.jcu.cz/ ~mo — Ceské stranka o MO,

http://imo.math.ca — informacie o medzinarodnych matematickych olympiadach,
http: //www.ioinformatics.org — stranka medzindrodnych informatickych olympiad.

Pretoze Rocenka je v podstate len o celoStatnych akcidch, nie je tu spominana
praca obrovského poctu Tudi, ktori sa staraju o MO na Skolach, v oblastiach a krajoch.
Bez nich by to vSak neslo a prave financovanie na tych tirovniach by bolo este dobré
vyriesit. KedZe to v tejto chvili nie je v mojich silach, dovolim si im aspori touto cestou
podakovat.

Vojtech Balint
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Jozef BODNAR
Ondrej BUDAC
Tomas VANA
Frantisek SIMANCIK
Peter CERNO

Hana BUDACOVA
Daniel BOZIK

Taméis MESZAROS
Martin MOLNAR
Rastislav LENHARDT
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Jaroslav KNEBL

Michal SUDOLSKY
Stanislava SOJAKOVA
Tomas OSICKA
Miroslav STOLC
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Katarina KVASNAKOVA
Samuel PERES

Szilvia BAGOCSI
Rébert PATHO

Lenka KOVALCINOVA
Andrej BORSUK
Michal DURIS

Rébert BIRKUS
Michal KESELY

Peter PERESINI

Vitazi

3 G N.padlych hrdinov, Filakovo

2 G B. S. Timravy, Lucenec

4 G M. R. Stefénika, Ziar n/H.

3 G Grosslingova, Bratislava

3 G L. Stara, Trenéin

4 G B. S. Timravy, Lucenec

3 G Jura Hronca, Bratislava

3 G M. Fazekasa, Budapest

4 G A. Vrabla, Levice

4 G Jura Hronca, Bratislava
Dalsi ispesni riesitelia

4 G Parovska, Nitra

2 G A. Bernoldka, Namestovo

1 G J. G. Tajovského, B. Bystrica

3 G Jura Hronca, Bratislava

4 G J. G.Tajovského, B. Bystrica

4 G Parovska, Nitra

2 G Z. Kodalya, Galanta

2 G Jura Hronca, Bratislava

4 G Konstantinova, Presov

4 G A. Vambéryho, D. Streda

Ostatni riesitelia

4 G H. Selyeho, Koméarno

4 G Adyho, Sttrovo

3 G Postova, Kosice

2 G Grosslingova, Bratislava

3 G Grosslingova, Bratislava

4 G Z. Kodalya, Galanta

3 G Jura Hronca, Bratislava

2 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
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29. Lukas POLACEK 4 G K. Stara, Modra

31. Ivana HLAVATA 3 G Jura Hronca, Bratislava
Lucia KOMENDOVA 4 G J. G. Tajovského, B. Bystrica
Lubomir NOVAK 2 G Jura Hronca, Bratislava
Michal TAKACS 2 G J. G. Tajovského, B. Bystrica

34. Laszl6 FEKETE 4 G H. Selyeho, Koméarno
Peter SEPITKA 3 G V. P. Tétha, Martin

36. Michal PRUSAK 2 G J. A. Raymana, Presov

37. Jana PODSTUPKOVA 4 G Grosslingova, Bratislava

38. Jakub KOVAC 4 G Jura Hronca, Bratislava
Tomas MANIK 4 G B. S. Timravy, Lucenec

40. Rastislav OLHAVA 2 G Alejova, Kosice

Uspesnost jednotlivych tloh je zaznamenand v tabulke.
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Pocet | Spolu Cislo tlohy

bodov 1. 2. 3. 4. 5. 6.
7 bodov 98 13 21 12 27 12 13
6 bodov 15 7 0 2 2 4 0
5 bodov 11 2 0 1 0 6 2
4 body 22 3 3 1 1 8 6
3 body 17 4 2 4 2 1 4
2 body 25 7 3 3 4 3 5
1 bod 26 4 6 3 3 4 6
0 bodov| 26 0 5 14 1 2 4
Priemer | 4,36 |4,63[4,43|3,15|5,55(4,58]3,8
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Marek LUDHA

Peter PERESINI
Frantisek SIMANCIK
Miroslav BALAZ
Jakub TEKEL
Marek JANCUSKA
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Jakub KOVAC
Anton STEFANEK

. Jakub IMRISKA

Michal NANASI
Michal POLACIK
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Lukas POLACEK
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Marek ZEMAN
Martin REJDA
Rastislav LENHARDT
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Michal DZETKULIC
Peter GLAUS

Dana SMAZAKOVA
Marek BERNAT
Michal KEVICKY
Michal REPOVSKY

Vitazi
4 G J.G.Tajovského B. Bystrica
2 G J.G.Tajovského B. Bystrica
3 G Grosslingova Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava

4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Parovska, Nitra

Dalsi ispesni riesitelia

3 G J.G.Tajovského B. Bystrica
4 G Jura Hronca Bratislava

4 G Jura Hronca Bratislava

2 G Jura Hronca Bratislava
3 G Jura Hronca Bratislava

4 G Laca Novomeského Bratislava

3 G Jura Hronca Bratislava
4 G Karola Stara Modra

Ostatni riesitelia

4 G Jura Hronca Bratislava
3 G Ludovita Stara Trenéin
4 G Grosslingova Bratislava
4 G Grosslingova Bratislava
3 G Jura Hronca Bratislava
4 G Grosslingova Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
2 G Halic¢ska, Lucenec

3 G Pavla Horova Michalovce
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Jura Hronca Bratislava
4 G Karola Stara Modra

4 G Grosslingova Bratislava
4 G Komenského Trebisov
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Vysledky krajskych kol

Z prislusného kraja a v prislusnej kategérii A, B, C, P a Z9 st uvedeni vSetci, resp.
aspon prvych 10 tspesnych riesitelov. Gymnéazia so zameranim na matematiku, Studijny
odbor 01, su tieto:

Gymnéazium Grosslingovéa, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnézium Velka Okruzna, Zilina,
Gymnazium J. G. Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnazium Alejova, Kosice,

Gymnézium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Frantisek SIMANCIK 3 Gymnéazium Grosslingova
2. Jakub IMRISKA 2 Gymnéazium Jura Hronca
3. Daniel BOZIK 3 Gymnézium Jura Hronca
4. Rastislav LENHARDT 4 Gymnéazium Jura Hronca
5. Michal KESELY 3 Gymnézium Jura Hronca
6. Michal DURIS 3 Gymnézium Grosslingova
Ivana HLAVATA 3 Gymnazium Jura Hronca
Lubomir NOVAK 2 Gymnézium Jura Hronca
Lukés POLACEK 4 Gymnézium Modra
10. Stefan GURSKY 3 Gymnézium Jura Hronca
Stanislava SOJAKOVA 3 Gymnézium Jura Hronca
KATEGORIA B
1. Jakub IMRISKA Gymnézium Jura Hronca
2. Lubomir NOVAK Gymnazium Jura Hronca
3. Oto MACKA Gymnazium Grosslingova
Jozef MINAR Gymnazium Grosslingova
5. Andrej BORSUK Gymnézium Grosslingova
Samuel HAPAK Gymnazium Grosslingova
7. Juraj MACKO Gymnéazium Grosslingova

8. Petra BAKOSOVA Gymnazium Jesenského
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VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL

Lukas VARGA
Grigorij MESEZNIKOV
Martina LISKOVA

Michal SZABADOS
Tom4as KOVACOVSKY
Martin PODOLAK
Ladislav MARSIK
Katarina SMOLAROVA
Peter FORMANEK
Katarina POKORNA
Lucia SIMANOVA
Marek SIPICKI

Filip VOJTKO

Jakub ZELMAN

Katarina HODAKOVA
Katarina POKORNA
Alena KOSINAROVA
Matts KUKAN

Lenka MATEJOVICOVA
Katarina BURJANOVA
Daniela HEZELYOVA
Martin KOSDY

Lucia SIMANOVA
Tomés KOCISKY

. Frantisek SIMANCIK

Miroslav BALAZ
Jakub TEKEL

Peter GLAUS
Rastislav LENHARDT
Michal CERMAK
Jakub KOVAC

Michal NANASI
Lukas POLACEK
Michal POLACIK

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Vazovova

KATEGORIA C

SpMNDaG Teplicka
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Vazovova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA Z9

ZS Pezinok

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
ZS Bukovéana
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
ZS Batkova

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA P

3 Gymnézium Grosslingova

4 Gymnéazium Jura Hronca

4 Gymnéazium Jura Hronca

4 Gymnéazium Jura Hronca

4 Gymnéazium Jura Hronca

4 Gymnéazium Jura Hronca

4 Gymnéazium Jura Hronca

3 Gymnézium Jura Hronca

4 Gymnézium Karola Sttara Modra
4 Gymnéazium Laca Novomeského

13
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Marek ZEMAN
Anton STEFANEK
Stano BUSTOR
Jakub IMRISKA
Dana SMAZAKOVA
Marek BERNAT
Michal KEVICKY
Tomés LABUDA
Andrej MIKULIK

Martin MOLNAR
Tamas MESZAROS
Marek JANCUSKA
Szilvia BAGOCSI
Miroslav STOLC
Laszl6 FEKETE
Rébert PATHO

Marcel MENHART
Gabor PATHO

Peter RAKYTA
Katarina SKROVINOVA
Katalin KALOCSANYI
Matej PIVOLUSKA
Richard STRAPKO
Gabor SZUCS

Krisztian KACZ

Gabor SZUCS

Slavomir TAKAC

Jana KLAUDINIOVA
Miroslav HOTAK
Katarina SKROVINOVA
Matyas BERTA

3 Gymnéazium Jura Hronca
4 Gymnéazium Jura Hronca
3 Gymnézium Jura Hronca
2 Gymnazium Jura Hronca
4 Gymnéazium Jura Hronca
4 Gymnézium Karola Sttra Modra
4 Gymnéazium Grosslingova
4 Gymnéazium Grosslingova
4 Gymnéazium Grosslingova

Kraj Nitra

KATEGORIA A

4 Gymnézium Levice

3 Gymnézium M. Fazekasa, Budapest

4 Gymnéazium Parovska, Nitra
4 Gymnéazium H. Selyeho, Komarno
4 Gymnéazium Parovska, Nitra
4 Gymnéazium H. Selyeho, Koméarno
4 Gymnézium Sttrovo

3 Gymnéazium Parovska, Nitra
4 Gymnézium Sttrovo

4 Gymnazium H. Selyeho, Komérno
2 Gymnazium Parovska, Nitra
4 Gymnéazium H. Selyeho, Komarno
3 Gymnéazium Levice

3 Gymnazium Parovska, Nitra
2 Gymnézium H. Selyeho, Koméarno

KATEGORIA B

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium Nové Zamky
Gymnazium Levice

Gymnazium Levice

Gymnézium Péarovska, Nitra
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
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Anett MATYO
Juraj CVIK

Zoltan EDES

Anna KALOSI
Szabolcs BALOGH
Rastislav FARKAS
Marek PAPAY
Matus KOTRY
Roman MESZAROS
Monika BALAZSOVA
Peter CHVOJKA
Peter MOLNAR

Adrian KRAJNAK
Ondrej DURCO
Pavol VALKOVIC
Jakub JENIS

Peter KORCSOK
Evelina KOVACSOVA
Andrias VARGA

. Lukés PLATINSKY

Matts VACULA
Martin VDOVICENKO
Nikoleta ZIAKOVA

Marek JANCUSKA
Miroslav STOLC

. Martin MOLNAR

Pavol SZORAD
Lubos SLOVAK
Juraj DUDAK
Frantisek SMITALA
Juraj PORUBSKY
Jozef HAJNALA
Miroslav FABIAN

KATEGORIA C

Gymnézium Sahy

Gymnazium Levice

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium Marianum, Komarno
Gymnazium Levice

Gymnézium Sala

Gymnéazium Péarovska, Nitra

SPS Levice

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium Levice

Gymnéazium Nové Zamky

KATEGORIA Z9

ZS sv. Michala, Levice

7S Komenského, Komérno

ZS sv. D. Bosca, Zlaté Moravce
Gymnéazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnézium Sahy

ZS Imel

ZS Tesedikovo

Gymnazium Levice
Gymnézium Surany
Gymnézium Péarovska, Nitra
ZS Mostné, Nové Zamky

KATEGORIA P

4 Gymnéazium Parovska, Nitra

4 Gymnéazium Parovska, Nitra

4 Gymnazium Andreja Vrabla, Levice
Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnéazium Golianova, Nitra
Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnazium sv. Cyrila a Metoda, Nitra
Gymnazium Parovska, Nitra
SPSE S. A. Jedlika, Nové Zamky
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53. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Rébert BIRKUS
Istvan ESTELYI
Samuel PERES
Tom4as BARTEK
Lészl6 MAKKY
Michal POTOCEK
Ferdinand HAVELKA

. Istvan ESTELYI

Alexander PALDY
Boris FACKOVEC
Tomés BZDUSEK
Ladislav MORAVSKY
Matus REHAK
Zuzana KNAPCOVA
Juraj DANKO
Dominika ZAKOVA

. Dubomira DEAKOVA

Matts NIZNANSKY
Méria POLACKOVA

Julius BILIK
Annaméria VOROS
F. KOZAK

E. BEDNARIKOVA
P. KRATKY

P. MALIARIK

L. SLOVAK

Alena ULEHLOVA

. J. DOBSOVIC

Miroslav FORRO

Kraj Trnava

KATEGORIA A

4 Gymnazium Z. Kodalya, Galanta

2 Gymnazium Z. Kodalya, Galanta

4 Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
3 Gymnézium Sered

4 Gymnazium A. Vambéryho, D. Streda
4 Gymnézium P. de Coubertina, Piestany
4 Gymnazium Senica

KATEGORIA B

Gymnazium Z. Kodalya, Galanta

KATEGORIA C

Gymnazium Z. Kodalya, Galanta
Gymnazium P. de Coubertina, Piestany
Gymnazium P. de Coubertina, Piestany
Gymnazium Z. Kodalya, Galanta
Gymnazium Skalica

Gymnazium Senica

Gymnéazium P. de Coubertina, Piestany
Gymnéazium A. Merici, Trnava
Gymnazium Senica

Gymnézium A. Merici, Trnava
Gymnéazium Sered

KATEGORIA Z9

7S Sadova, Senica

ZS A. Vambéryho, Dunajska Streda

7S Brezové, Piestany

Gymnézium P. de Coubertina, Piestany
Gymnéazium P. de Coubertina, Piestany
ZS Dolna Krupé

ZS Sv. Jozefa, Hlohovec

ZS Skolska, Holi¢

ZS M. R. Stefanika, Hlohovec

7S Komenského, Sered



Cr L=

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL 17

L. KUNERT
L. MARON

Luk4s HRIBIK
Jakub GAJARSKY
Jozef HORNIK

Eva SCHLOSARIKOVA

Marek CIFRA
Robert SASAK

Peter CERNO
Jozef GABIK

. Peter ZAMECNIK

Mojmir HLOZA

Martina HOJCKOVA
LCubica KRAUSKOVA
Méria DUBOVA
Boris ANDEL

Matts IGLARCIK

Branislav JESENSKY
Daniel KOTLEBA
Lucia KOVALCIKOVA

Katarina MARTINOVA
. Méaria KORCOVA

Veronika NEMCOVA

7S Brezové, Piestany
ZS Kopernikova, Hlohovec

KATEGORIA P

4 Gymnéazium A. Merici, Trnava
3 Gymnéazium Hollého, Trnava
4 Gymézium SNP Galanta

3 Gymazium SNP Piestany

4 Gymnéazium A. Merici, Trnava
6 SPSE Piestany

Kraj Trencin

KATEGORIA A

3 Gymnéazium L. Stara, Trenéin
3 Piaristické gymnazium Trencin

KATEGORIA B

Gymnézium M. R. Stefanika, Nové Mesto n/V.
Gymnazium Bénovce nad Bebravou

KATEGORIA C

Gymnazium Partizanske

Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza
Gymnézium L. Stdra, Trencéin

Gymnézium L. Stdra, Trenéin

Gymnazium V. B. Nedozerského, Prievidza

KATEGORIA Z9

7S Mednanska, Ilava

ZS kpt. Nalepku, Nové Mesto nad Vahom
ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou
ZS S. Chalupku, Prievidza

ZS Velké Uherce, Partizanske

7S Nadrazné, Partizanske
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Daniel MISKAR
Branislav ROHAT,
Stefan NOVOSAD
Jan ZAMECNIK
Patricia ZUCHOVA
Zuzana MIHALOVA

Peter CERNO
Juraj BLAHO

Peter SEPITKA

. Vlasta POLIACKOVA

Jaroslav KNEBL
Miroslav MAHDON

Jaroslav KNEBL
Marcela HRDA

Alena BACHRATA
Lenka VESELOVSKA

Jan PEPRNIK

Kristina KOVALCIKOVA
Mirka ORIESCIKOVA
Lucia HUSTAVOVA
Matej JANECEK
Martina LEHOTSKA
Jana SEKEROVA

. Peter HLISTA

Zuzana KNEZNIKOVA
Viola PORADOVSKA

ZS Gorazdova, Pichov

ZS Dolna Marikova

ZS P. Bezruéa, Trenéin

ZS Studentské, Trencin

ZS Dolna Stca

ZS Sturova, Nové Mesto nad Vahom

KATEGORIA P

3 Gymnéazium L. Stara, Trenéin
Gymnézium Povazska Bystrica

Kraj Zilina

KATEGORIA A

3 Gymnazium V. P. Tétha, Martin

4 Gymnézium Velks okruzna, Zilina

2 Gymnazium A. Bernoldka, Namestovo
4 Gymnézium Velks okruzn, Zilina,

KATEGORIA B

Gymnéazium A. Bernoldka, Namestovo
Gymnéazium Turcianske Teplice
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium M. M. Hodzu, Lipt. Mikulas

KATEGORIA C

Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Varsavska, Zilina
Gymnazium Sucany

Gymnazium M. M. Hodzu, Lipt. Mikulas
Gymnazium Moyzesova, Ruzomberok
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnazium Sucany

Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina
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Lukas KEKELY
Pavol OTTO

Ondrej BAVOLAR
Andrea KISTANOVA

. Veronika CERVENCOVA

Dominika SUNOVA
Boris SVANCAR
Wu Li JUN

. Stefan BUGAN

Peter MARKO
Marcel TVRDY

Tamara KUSTAROVA
Peter PISTEK

Peter PIJAK

Lukés SPALEK

Luk4s BELES

Milan ILAVSKY
Lukas TVRDY

Lukés SALAJKA

KATEGORIA Z9

Gymnézium Varsavska, Zilina
ZS A. Bernoldka, Martin

ZS Moskovska, Zilina

ZS sv. Gorazda, Zilina,

7S Moskovska, Zilina

ZS Csl. brigady, Liptovsky Mikulas
7S Zaymusova, Zilina

ZCS Skolska, Tvrdosin
Gymnazium Namestovo

ZS M. Hattalu, Dolny Kubin
ZS Krasno nad Kysucou

KATEGORIA P

4 Gymnazium Sucany

4 Gymnézium J. M. Hurbana Cadca
3 Gymnéazium Velks okruzna, Zilina
3 Gymnéazium J. M. Hurbana Cadca
3 Gymnéazium J. M. Hurbana Cadca
4 SPSE Liptovsky Hradok

3 Gymnéazium J. M. Hurbana Cadca
4 SPS IG, Tvrdosin

Kraj Banska Bystrica

Ondrej BUDAC
Lucia KOMENDOVA
Tomas VANA

Jozef BODNAR
Hana BUDACOVA
Peter PERESINI
Tomas OSICKA
Tomés MANIK
Miroslav CICKO
Martin LYSIK
Zuzana POBISOVA

KATEGORIA A

2 Gymnézium B. S. Timravy, Lucenec

4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnézium Ziar nad Hronom

3 Gymnazium Filakovo

4 Gymnéazium B. S. Timravy, Lucenec

2 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnéazium B. S. Timravy, Lucenec

3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
2 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
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Peter PERESINI
Ondrej BUDAC
Zuzana POBISOVA
Michal TAKACS
Jan MIKULAS
Jakub UKROP
Beata HERGELOVA
Ivana KVIETKOVA
Peter SKOCOVSKY

Michal SUDOLSKY
Maros ORAVEC

Jan KOVAC

Katarina MAGYAROVA

. Igor GILANY

Alexander ROZA
Ondrej MIKULAS
Helena ZUBCEKOVA
Ladislav MAJER
Radka SELECENIOVA
Jan ROMANAK

Peter SLUKA
Katarina JURIKOVA
Michaela MULLEROVA
Jan HUDEC

Julia FARKASOVA
Maros KUCBEL
Danka LENNEROVA
Lenka GARAJOVA
Maros ZATKO
Katarina TUREKOVA
Daniela DAXNEROVA
Tomas KOVAC

KATEGORIA B

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec
Gymnézium L. Stira, Zvolen

Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA C

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium Nova Bana

Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec
Gymnazium Kremnica

Gymnazium Detva

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium Ziar nad Hronom

KATEGORIA Z9

ZS IX. Zvolen

ZS 1. Detva

ZS Hali¢ska, Lucenec
ZS III. Zvolen

ZS Filakovo

ZS Skolska, Krupina
ZS VI. Zvolen

ZS IV. Detva

ZS V. Zvolen

ZS Trieda SNP, Bansk4 Bystrica
ZS Pionierska, Brezno
ZS 1. Ziar nad Hronom



©

N Ot

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL 21

Peter PERESINI
Marek LUDHA

Ondrej BUDAC
Miroslav CICKO
Andrej PANCIK
Tomas VANA

Michal PANCIK

Lukas ZACHAR

Milan PLZIK

Andrej VESELOVSKY

Lenka KOVALCINOVA
Rastislav OLHAVA

. Jan NIZNANSKY

Tomas GRESLIK
Jozef BASTI

Lukas MIKULA
Darina POLOVKOVA
Michal KUNCA
Martin KRAVEC

Jakub BERAN
Rastislav OLHAVA
Peter KOBAN

Dérius GAL

Zuzana MOLNAROVA
Frantisek LUKAC
Milos SIMURDA
Peter BASISTA

Peter SCIGULINSKY
M. NOSAL

KATEGORIA P

2 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica

4 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica

2 Gymnézium B. S. Timravy, Lucenec

3 Gymnéazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
KGSM Hurbanova, Bansk4 Bystrica

4 Gymnazium M. R. Stefanika, Ziar n/Hronom
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium A. Sladkovica, B. Bystrica
Gymnézium L. Stara, Zvolen
Gymnézium Skolska, Poltar

Kraj Kosice

KATEGORIA A

3 Gymnéazium Postova, Kosice

2 Gymnazium Alejova, KoSice

3 Gymnazium Alejova, KosSice

4 Gymnéazium P. Horova, Michalovce

3 Gymnéazium S. Maraiho, Kosice

3 Gymnézium Krompachy

4 Gymnézium Skolska, Spisska Nova Ves
3 Gymnazium Alejova, KosSice

2 Gymnézium P. Horova, Michalovce

KATEGORIA B

Gymnéazium Alejova, Kosice

Gymnéazium Alejova, Kosice

Gymnéazium Alejova, Kosice

Gymnazium Postova, Kosice

Gymnéazium Alejova, Kosice

Gymnéazium Postova, Kosice

Gymnézium L. Stara, Michalovce
Gymnazium P. Horova, Michalovce
Evanjelické gymn. J. A. Komenského, Kosice
Gymnazium Sobrance
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Peter BERTA

Toméas RUSIN
Alexander TILL

Jozef JIRASEK

Jozef JANOVSKY
Martin BLICHA
Zuzana HARMINCOVA
Peter KONECNY
Luka¢ JUSKO

Kamil SEBESTYEN

. Vladislav UTHAZI

Jaroslav BOHMER
Dominika FODOROVA
Jaroslav DOLNY
Richard DUBIEL

Stefan KISO

Tomas STANAY

Michal BUZIK

Marek OLOS

Adridna SZILAGYIOVA

Michal DZETKULIC
Michal REPOVSKY
Jozef JIRASEK
Sergej CHODAREV
Tomas DZURNAK
Tibor BLENESSY
Peter JURCO
Dusan DOMANY
Pavol GAJARSKY
Jan BORSIK
Ondrej PASUTH

KATEGORIA C

Gymnéazium Velké KapuSany
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnéazium sv. T. Akvinského, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Secovce

Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Komenského, Trebisov

KATEGORIA Z9

Gymnézium P. J. Safarika, Roziava
ZS Hutnicka, Spisska Nova Ves

7S Bruselska, Kosice

ZS Jenisejska, Kosice

ZS Jenisejska, Kogice

ZS P. Horova, Michalovce
Gymnéazium Alejova, Kosice

7S Kezmarska, KoSice

7S Stani¢na, Kosice

7S Gemerska, Kosice

KATEGORIA P

3 Gymnézium P. Horova, Michalovce
4 Gymnéazium Komenského, Trebisov
1 Gymnazium sv. T. Akvinského, Kosice
4 Gymnéazium Postovéa, Kosice
2 Gymnézium Skolska, Spisska Nova Ves
4 Gymnéazium Postovéa, Kosice

2 Gymnézium P. Horova, Michalovce
3 Gymnéazium P. Horova, Michalovce
4 Gymnéazium P. Horova, Michalovce
4 Gymnéazium Postovéa, Kosice

2 Gymnézium P. Horova, Michalovce
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Katarina KVASNAKOVA
Michal PRUSAK

Zuzana BATMENDIJNOVA

Vladimir ZAK
Anton REPKO

Michal PRUSAK

Juraj FERENC

Martin ZEMLICKA
Michal KOVAL

Anton FABIK

Miloslava KUCERIKOVA
Lenka MARUSCAKOVA
Vladimir VOLCKO

. Miroslav CUPAK

Tomas GALICA

Maridan JAREMBINSKY
Rébert KOPPER
Katarina KROTKA
Frantisek MARINAK

. Vladimir BOZA

Martin LUKACISIN

. Miroslav BALAZ

Frantisek NEMEC
Denisa SANIKOVA
Jozef SUVAK

Eva SOLTYSOVA
Monika CUSOVA
Jana HANUDELOVA

Kraj Presov

KATEGORIA A

4 Gymnéazium Konstantinova, Presov
2 Gymnéazium J. A. Raymana, Presov
4 Gymnéazium Stara Luboviia

4 Gymnazium L. Stockela, Bardejov
3 Gymnéazium sv. Mikulasa, Presov

KATEGORIA B

Gymnazium J. A. Raymana, Presov

KATEGORIA C

SPSE Plzenska, Presov
Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Kukuéinova, Poprad
Gymnazium Stropkov

SPSE Plzenské, Presov
Gymnazium Konstantinova, Presov
Gymnazium Spisska Stara Ves
Gymnézium T. Vansovej, Stard Luboviia
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnéazium Vranov nad Toplou
Gymnazium Giraltovce

KATEGORIA Z9

ZS Mierova, Svit

Gymnazium J. F. Rimavského, Levoca
Gymnazium L. Svobodu, Humenné
ZS Francisciho, Poprad

7S Vazecka, Presov

7S Komenského, Stropkov

ZS Bajkalska, Presov

ZS Studentské, Snina

ZS Velky Saris, Presov

23
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Jela REPASKA
Jan RUSIN
Anna SABOLOVA

Maros GALIK

Marek DESATNIK
Stefan SEDLAK
Peter GRESKOVIC
Radoslav SOPOLIGA
Pavol KOMAN

ZS Francisciho, Poprad
Gymnazium Spisska Stara Ves
7S Kudlovské, Humenné

KATEGORIA P

2 Gymnazium Vranov nad Toplou

4 Gymnéazium Konstantinova, Presov

3 Gymnéazium Vranov nad Toplou

3 Gymnézium duklianskych hrdinov, Svidnik
4 Gymnéazium duklianskych hrdinov, Svidnik
4 Gymnéazium Vranov nad Toplou



Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA C

C-1-1

plati: Sachovnicu n x n je mozné rozrezat na jeden Stvorec 1 x 1 a obdlzniky 3 x 1.

(J. Zhouf)
C-1-2

Dany je obdlznik ABCD. Nech priamky p a g, ktoré prechddzajt vrcholom A, pretinaji
polkruznice zvonku pripisané stranam BC a CD v bodoch K a L (B# K # C # L #
# D) a taktiez strany BC' a C'D v bodoch P a @ tak, ze trojuholnik ABP ma taky
isty obsah ako trojuholnik KCP a sucasne trojuholnik AQD ma taky isty obsah ako
trojuholnik C'LQ). Dokézte, ze body K, L, C' lezia na jednej priamke.

(J. Svréek)

C-1-3

Ziak mal vypoéitat priklad X -Y : Z, kde X je dvojciferné &islo, Y trojciferné ¢islo
a Z trojciferné ¢islo s ¢islicou 2 na mieste jednotiek. Vysledkom prikladu malo byt
prirodzené &islo. Ziak ale prehliadol bodku a stéin X - Y chépal ako pitciferné éislo.

.....

(P. Cernek)
C-1-4

Nech P je ITubovolny vntatorny bod rovnostranného trojuholnika ABC'. Uvazujme obrazy
K, L a M bodu P v osovych simernostiach s osami AB, BC' a C'A. Uréte mnozinu
vSetkych bodov P takych, ze trojuholnik K LM je rovnoramenny.

(J. Zhouf)

C-I1-5

Prirodzené ¢islo nazveme magickym prave vtedy, ked sa da rozlozitf na sucet dvoch
trojmiestnych cisel zapisanych rovnakymi ¢islicami, ale v opa¢nom poradi. Napriklad
¢islo 1413 je magické, lebo 1413 = 756 + 657; najmensie magické ¢islo je 202.
a) Urcte pocet vSetkych magickych éisel.
b) Ukézte, ze sucet vSetkych magickych ¢isel je 187 000.
(J. Simsa)
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C-1-6

Zo vsetkych Stvoruholnikov, ktoré sa daju vpisat do danej kruznice s polomerom r
a ktoré majua dve strany danej dlzky m, urcte tie, ktoré maju najvicsi obsah.
(P. Leischner)

C-S-1

sucet.

(J. Simsa)
C-S-2

Je dany Stvorec so stranou dlzky 5cm. Uvazujme $tvoruholnik, ktory lezi v danom
stvorci tak, ze ma dve strany dlhé 2cm, pricom obidve tieto strany lezia na obvode
daného $tvorca. Najdite vSetky Stvoruholniky s danymi vlastnostami, ktoré maji max-
imalny obsah.

(P. Leischner)

C-S-3

Dlazdica A je zlozend z troch jednotkovych Stvorcov a mé tvar dd. Dlazdica B je
zlozend zo Styroch jednotkovych $tvorcov a mé tvar h. Kolko dlazdic jednotlivych
typov potrebujeme na vydlazdenie Stvorca so stranou 6 jednotiek? Pre kazdy mozny
pocet dlazdic uvedte priklad takého pokrytia.

(J. Foldes)

C-1I-1

V rovine je dany obdlznik ABCD, kde |AB| = a < b = |BC|. Na jeho strane BC
existuje bod K a na strane CD bod L tak, Zze dany obdlZnik je tiseckami AK, KL a LA
rozdeleny na Styri navzajom podobné trojuholniky. Uréte hodnotu pomeru a : b.

(J. Svréek)

C-1I-2
N4jdite vsetky trojice prvocisiel p, q, r, pre ktoré plati

14 51 65

p q r

(P. Novotny)
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C-1I-3

Do kruznice s polomerom r = 6 vpiste osemuholnik ABCDEFGH, ktorého strany AB,
CD, EF a GH majt postupne dizky 3, 4, 5 a 6 a strany BC, DE, FG a H A st zhodné.

(P. Novotny)

C-1I1-4
Ziaci mali vypoéitat priklad = + y - 2z pre trojciferné ¢islo x a dvojciferné éisla vy, 2.
Martin vie nésobit a séitovat ¢isla zapisané v desiatkovej stustave, ale zabudol na pravidlo
prednosti nasobenia pred sc¢itovanim. Preto mu vyslo sice zaujimavé ¢islo, ktoré sa cita

rovnako zlava doprava ako sprava dolava, ale spravny vysledok bol o 2004 mensi. Urcte
¢isla x, vy, z.

(J. Simsa)

KATEGORIA B

B-1I-1
Kazdu z hviezdi¢iek na mieste jednotiek vo vyraze

TTTTTTTTTTTx 555 555 555 554
TUTTTT777T77+ 555555 555 559

nahradte nejakou ¢islicou tak, aby vyraz mal ¢o najmensiu hodnotu.
(J. Simsa)

B-1-2
V rovnoramennom lichobezniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a |[9DAB| =
= |FABC| = 36°. Na zakladni AB je dany bod K tak, ze |AK| = |AD|. Dokézte, ze

kruznice opisané trojuholnikom AK D a K BC maju vonkajsi dotyk.
(J. Zhouf)

B-1-3
V obore realnych cisel rieste rovnicu
zlx] =br+7=0,
kde |z] znamena dolnu celu ¢ast ¢isla z, teda najvicsie celé ¢islo k, pre ktoré plati

k < x. (Napriklad [v2] =1a [-3,1] = —4.)
(E. Kovac)
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B-1-4

Cislo a,, vznikne tak, Ze za seba napiSeme prvych n po sebe idticich prirodzenych &isel,
napriklad a13 = 12345678910111 213. Zistite, kolko ¢isel delitelnych 24 sa nachadza
medzi ¢islami aq, a9, ... ,a10000-

(P. Cernek)
B-1-5

Je dana priamka p a bod A, ktory na nej nelezi. Zostrojte lichobeznik ABC'D s minimal-
nym obsahom a ramenom BC na priamke p tak, aby boli splnené rovnosti |BC| = |AC|
a |BE| = 3|DFE]|, kde E je priese¢nik uhlopriecok lichobeznika.

(P. Leischner)

B-1-6

Urcte vSetky prirodzené ¢isla M delitelné 240, pre ktoré ma rovnica M = NSN(z,y)
s neznamymi z, y prave 1001 rieSeni v obore prirodzenych ¢isel. (Symbol NSN(z,y)
znac¢i najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel = a y.)

(P. Cernek)

Urcte, kolko rieseni méa v obore realnych ¢isel rovnica

xT

v =Lzl + 5501

kde |x| oznacuje dolnu celu ¢ast ¢isla z, t.j. najvicsie celé ¢islo, ktoré je mensie alebo
rovné ako z.

(J. Simsa)
B-S-2

Uvedte priklad mnoziny M pozostavajacej z dvojcifernych ¢isel, ktord méa maximalny
pocet prvkov a pritom spliia obidve nasledujiice podmienky:
(i) Kazdé dve ¢isla patriace do mnoziny M st nestudelitelné.
(ii) Ak zmenime poradie ¢islic lubovolného ¢isla patriaceho do mnoziny M, dostaneme
opit ¢islo patriace do mnoziny M.

(J. Foldes)
B-S-3

Nech ABCD je lichobeznik s ostrymi uhlami pri zédkladni AB. Nech F je taky bod
zékladne AB, Ze kruznice opisané trojuholnikom AED a EBC sa dotykaji zvonku.
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Dokéazte, ze bod E lezi na kruznici opisanej trojuholniku CDV, kde V je priesecnik
priamok AD a BC.
(R. Horensky)

B-1II-1

Cislo a,, vznikne tak, Ze za seba zapiSeme prvych n druhych mocnin po sebe idtcich
prirodzenych ¢&isel. Napriklad ay; = 149162536 496 481 100 121. Zistite, kolko ¢isel
delitelnych dvanastimi je medzi ¢islami aq, as, ... , a100000-

(P. Cernek)

B-1I-2

Nijdite vSetky kvadratické trojéleny ax? + bx + ¢ také, Ze ak Iubovolny z koeficientov a,

.....

koren.
(E. Kovac)

B-1II-3

Pre dané prirodzené ¢islo n vyrieste v obore kladnych realnych ¢isel rovnicu

Lx\/n2 — IJ =nx — 1.

.....

(J. Simsa)

B-1I-4

Dany je ostrouhly trojuholnik V BA. Zostrojte doty¢nicovy Stvoruholnik ABC'D s min-
imalnym obsahom tak, aby jeho vrcholy C', D lezali postupne na polpriamkach opac¢nych
k polpriamkam BV a AV.

(P. Leischner)

KATEGORIA A

A-1I-1

Uréte vetky dvojice (p, q) realnych ¢&isel také, ze rovnica 22 + pr + ¢ = 0 ma rieSenie
v obore redlnych ¢isel, pricom plati: Ak ¢ je koreniom tejto rovnice, potom aj |2t — 15|
je jej korenom.

(P. Cernek)
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A-1-2

V rovine daného stvorca K LM N urcte mnozinu vsetkych bodov P, pre ktoré su uhly
NPK, KPL a LPM zhodné.
(J. Svréek)

A-1-3

Pre lubovolné prirodzené ¢&islo k zostavme z pismen A, B vietky mozné ,slova“ dlzky k.
Rozdelme ich do dvoch skupin P, a N podla toho, ¢ je v danom slove parny
alebo neparny pocet ,slabik“ BA (za parny povazujeme aj pocet 0). Napriklad slova
BABBBBA a AAAAAAB patria do skupiny Py, slovi AABBABB a BABAABA
patria do skupiny Ny. Zistite, pre ktoré k maju skupiny Py a Ny rovnaky pocet prvkov.

(J. Simsa)
A-1-4

Urcte najmensie realne ¢islo p také, Ze nerovnost

V124142241432 4+1+...+/n2+1<

plati pre kazdé prirodzené cislo n.
(S. Travnicek)

A-1I-5

Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik, ktorého vnutorny uhol pri vrchole B mé
velkost 60°.
a) Ak |BC| = |CD|, potom plati |CD|+ |DA| = |AB|; dokézte.
b) Rozhodnite, ¢i plati opac¢na implikécia.
(E. Kovac)

A-1-6

V obore realnych ¢isel vyrieste stistavu rovnic

1 1 1 1 1 1
$2:—+—, y2:_+_7 22:_+_-
y oz z x oy
(J. Simsa)
A-S-1

Nech P(z) = az? + bz + ¢ je kvadraticky trojclen s nezdpornymi realnymi koeficientmi.
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Dokazte, ze pre Tubovolné kladné ¢islo z plati

P@)-P(1) 2 (PO))*

Xz

(E. Kovéc)
A-S-2

Ur¢te, akt najvicsiu dizku moze maf uhlopriecka C'E konvexného patuholnika ABCDE,
ktorého strana AB mé dlzku 6 cm, vnatorné uhly pri vrcholoch C a E st pravé a uhol
ADB mé velkost 120°.

(P. Cernek)
A-S-3
V obore realnych ¢isel vyrieste ststavu rovnic
22+ 2yz = 6(y + 2z — 2),
y? + 222 = 6(2 + — 2),
22 4 22y = 6(x +y — 2).
(J. Simsa)

A-1II-1

Urcte pocet vSetkych patmiestnych palindrémov, ktoré st delitelné ¢islom 37. (Palin-
drémom nazyvame cislo, ktorého zapis v desiatkovej stustave sa ¢ita rovnako spredu aj
zozadu.)

(J. Simsa)
A-1I-2

Pre Tubovolné kladné celé ¢islo n zostavme z pismen A a B vSetky mozné ,slova“
dlzky n a oznaéme p, pocet tjch z nich, ktoré neobsahujii ani trojicu AAA po sebe
nasledujucich pismen A ani dvojicu BB po sebe nasledujucich pismen B. Zistite, pre
ktoré kladné celé c¢isla n plati, ze obe ¢isla p,, a p,+1 st parne.

(R. Kucera)

A-1II-3

Oznacéme K Tubovolny vntutorny bod strany AB daného trojuholnika ABC'. Priamka C K
pretina kruznicu opisanu trojuholniku ABC v bode L (L # C). Ozna¢me k; kruznicu
opisanu trojuholniku AKL a ko kruznicu opisana trojuholniku BKL.
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a) Dokézte, ze priamka AC' je dotyénicou ku kruznici k; prave vtedy, ked priamka BC
je dotycnicou ku kruznici k.
b) Predpokladajme, Ze priamka AC' je se¢nicou kruznice k1. Nech P (P # A) je
prieseénik priamky AC s kruznicou k1 a @ (QQ # B) je priese¢nik priamky BC
s kruznicou ks. Dokézte, ze bod K lezi na tisecke PQ).
(J. Simsa, J. Zhouf)

A-1II-4

Nech K, L a M st postupne priesecniky osi vnutornych uhlov «, # a v pri vrcholoch
A, B a C daného trojuholnika ABC' s protilahlymi stranami BC, CA a AB. Dokéazte,
Ze plati nerovnost

|BC|

) cAl 8 |AB|
AK]| 2

+ + ! >
- ——— I — - 3.
082 ‘ |CO ‘C ‘COSQ

(J. Svréek)
A-III-1

Urcte vSetky trojice (x,y, z) redlnych ¢isel, pre ktoré plati

8 8 8
x2+y2+22§6+min{x2—g, yz—y—4, 22——}.

(J. Svréek)
A—-1II -2

Pre Iubovolné prirodzené ¢islo n zostavme z pismen A a B vSetky mozné , slova® dizky n
a oznacme p, pocet tych, ktoré neobsahuju stvoricu AAAA po sebe iducich pismen A
ani trojicu BBB po sebe iducich pismen B. Urcte hodnotu vyrazu

P2004 — P2002 — P1999

P2001 + P2000

(R. Kucera)
A-1II -3
V rovine je dand kruznica k a 121 jej seCnic p1,p2,...,pi121. Vnutri tejto kruznice je

na kazdej priamke p; dany bod A;. Dokézte, ze na kruznici k existuje taky bod X, ze
usecka A; X zviera s priamkou p; uhol mensi ako 21° pre najmenej 29 réznych indexov <.

(J. Simsa)
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A-1IIT-4

Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla n je stucet

n o n n
ﬁ + 5 4+ ...+ ﬁ
celé cislo.
(E. Kovac)
A—-1IIT -5

Nech L je Iubovolny vnutorny bod kratSieho oblika C'D kruznice opisanej Stvorcu
ABCD. Ozna¢me K priesecnik priamok AL a C'D, M priese¢nik priamok AD a CL
a N priesecnik priamok M K a BC. Dokazte, ze body B, L, M, N lezia na tej istej
kruznici.

(J. Svréek)
A-1III-6

Nech R*™ je mnoZina vSetkych kladnych redlnych d&isel. Uréte vsetky funkcie
f:RT — RY, ktoré pre vietky kladné &isla x, y spliiaji rovnost

2?(f(z) + f(y) = (@ + ) f(f(2)y).

(P. Kanovsky)



RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

Ked budeme premyslat nad postupmi rezania Sachovnic velkych rozmerov, urcite si
uvedomime, Ze na obdlzniky 3 x 1 mozno rozrezaft kazdy ,,pas“ Sachovnice tvoreny tromi
susednymi riadkami alebo stipcami. Také pasy sa preto oplati od Sachovnice opakovane
odrezévat (pokial je to mozné), a tak zmenSovat jej rozmery o nasobky troch. Preto
bude pre nasu tlohu o Sachovnici n x n vyhodné rozlisit, ¢i dané ¢islo n > 3 dava po
deleni tromi zvysok 1, alebo zvySok 2 (zvySok 0 je zadanim vyluceny). Kazdy z tychto
pripadov preskiimame osobitne.

Pripad n = 3k + 1. Najskor zo Sachovnice (3k + 1) x (3k + 1) odrezeme pas prvych
3k stipcov, teda obdlznik (3k 4 1) x 3k, ktory potom rozrezeme (po trojiciach stipcov)
na k pasov (3k + 1) x 3 a kazdy z nich nakoniec rozrezeme na 3k -+ 1 obdlZnikov 1 x 3.
7Z povodnej Sachovnice nadm tak zostane nerozrezany posledny stipec. Pretoze mé 3k +
+ 1 poli¢ok, fahko ho rozrezeme na jeden Stvorec 1 x 1 a k obdiZnikov 3 x 1. Na obr. 1
je znazornené vysledné rozrezanie Sachovnice 7 x 7 (pociatoéné odrezanie pasu 7 x 6
je vyznacdené Sipkami, zvy$ny stipec je sivy). Na tom istom obrazku vidime aj spdsob
rozrezania pre n = 4.

Obr. 1

Pripad n = 3k + 2. Keby sme Sachovnicu (3k + 2) x (3k + 2) dosledne ,orezavali®
postupom z tGvodu riesenia, dostali by sme (po oddeleni dvoch pasov (3k + 2) x 3k
a 3k x 2) ako zvySok Sachovnicu 2 x 2, ktoru vSak nie je mozné rozrezat pozadovanym
sposobom (na diely 1 x 1 a 3 x 1). To je mozné urobit az s ,nasledujicou” Sachovnicou
5 x 5, ako vidime na obr. 2.
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Obr. 2 Obr. 3

.....

na Stvorec 5 x 5. Najskor oddelime péas (3k + 2) x (3k — 3) tvoreny prvymi (k — 1)
trojicami stlpcov $achovnice. Zo zvysnej Sachovnice (3k + 2) x 5 potom oddelime pés
(3k — 3) x 5 tvoreny jej poslednymi (k — 1) trojicami riadkov, z pévodnej Sachovnice
tak zostane ziadany Stvorec 5 X 5 v pravom hornom rohu (sivy na obr. 3 pre Sachovnicu

8 x 8).

Dodajme, Ze pri rieSeni danej tlohy sme nebrali do tivahy ofarbenie policok Sa-
chovnice. Farby poli¢ok sa pouzivaju v inych situdciach, hlavne vtedy, ked potrebujeme
dokézat, Ze rozrezanie Sachovnice na diely predpisaného tvaru nie je mozné.

C-1-2

Trojuholniky ABP a KCP maju podla zadania rovnaké obsahy. Ked ku kazdému
z nich pripojime trojuholnik AC'P (obr.4), nahliadneme, Ze rovnaké obsahy maja aj
trojuholniky ABC' a AKC. Pretoze oba tieto trojuholniky maja spolo¢nu stranu AC,
obe k nej prislachajice vysky musia byt zhodné. Body B a K teda maji rovnaki
vzdialenost od priamky AC' (a lezia v rovnakej polrovine touto priamkou uréenou). To
znamend, ze BK || AC. Podla Talesovej vety vsak plati BK 1 CK, takze plati aj
AC 1L CK.

Obr. 4
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Podobne z rovnosti obsahov trojuholnikov AQ D, C' L@ a kolmosti priamok C'L a DL
odvodime, ze AC' L C'L. Spolu to znamena, ze uhol KCL je zlozeny z dvoch pravych
uhlov ACK a ACL. Body K a L teda lezia na priamke, ktora prechiadza bodom C'
kolmo na uhlopriecku AC.

C-1-3

Pretoze Y je trojciferné éislo, pitciferné ¢islo so zapisom XY je ¢islo 1000X + Y. Ziak
teda pocital priklad (1000X +Y') : Z a podla zadania mu v porovnani s péovodnym

.....

1000X +Y _ - XY
Z N zZ
Odtial po nasobeni éislom Z dostaneme rovnicu 1000X +Y = 7XY, ktort vyrieSime
vzhladom na neznéamu Y':

~1000X
CTX -1

Pre ktoré X je ostatny zlomok celociselny? Inak povedané, kedy je ¢islo 1 000X delitelné
C¢islom 7X — 17 Pretoze ¢isla X a 7X — 1 st nesudelitelné (nesudelitelné st totiz dve po
sebe iduce ¢isla 7X —1 a 7X), hladdme tie X, pre ktoré ¢islo 7X —1 deli ¢islo 1 000. Aby
sme nemuseli vypisovat vSetky delitele ¢isla 1000, uvedomime si, ze X je dvojciferné,
teda 69 < 7X — 1 £ 692. Rozlozme preto ¢islo 1000 vSetkymi sposobmi na stcin dvoch
¢initelov tak, aby jeden (povedzme prvy) z ¢initelov bol z intervalu (69, 692):

1000=500-2=250-4=200-5=125-8 = 100" 10.
Z rovnic
7X —-1=500, 7X —1=250, 7X —1=200, 7X —1=125, 7X —1 =100

ma jedine rovnica 7X — 1 = 125 celociselné riesenie X = 18, pre ktoré vychadza Y =
=1000X/(7X —1)=1000-18/125 = 144.

Teraz urcime nezname ¢islo Z. Vyuzijeme na to podmienku zo zadania, ze hodnota
vyrazu X - Y : Z je prirodzené cislo. Pretoze X = 18 a Y = 144, jedna sa o ¢islo
18- 144 : Z, teda ¢islo 2° - 3% : Z. Také ¢islo je celé prave vtedy, ked ma ¢islo Z rozklad
na prvocinitele tvaru 23 kde 0 £ a < 5a 0 < b < 4. Exponenty a, b nadjdeme
podla podmienky zo zadania, ze &islo Z = 2?3° je trojciferné a na mieste jednotiek mé
¢islicu 2. Pretoze 3% =81 a 2°-3 = 96, musi byt a > 1 a b = 2. Vietky ¢isla 2¢3°, kde
a€{1,2,3,4,5} abe {2,3,4} teraz vypiSeme do tabulky.

bg] 1 2 3 4 5
2] 18 36 72 144 288
3| 54 108 216 432 864
4] 162 324 648 1296 2592
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7Z vypoéitanych éisel maju pozadovant vlastnost iba éisla Z = 432 = 2433 a Z = 162 =
= 2134,

Odpoved. Uloha mé dve rieSenia. Ziak mal po¢itat bud priklad 18 - 144 : 432, alebo
priklad 18 - 144 : 162.

Iné riesenie. Tak, ako v prvom rieseni, odvodime vyjadrenie

~1000X
X -1

Teraz vsSak ziskany zlomok upravime ciastoénym vydelenim c¢isla 1000 cislom 7. Na
zdklade rovnosti 1000 = 7 - 143 — 1 dostavame

~1000X  143(7X —1)+143 - X _143+143—X
CTX -1 X —1 o TX —1°

Aby bolo Y celé, musi byt ostatny zlomok (143 — X)/(7X — 1) celodiselny. Pretoze
¢islo X je dvojciferné, nas zlomok spliia odhady

143 — 99 < 143 — X < 143 — 10
7-99 -1 TX -1 7-10-1°

Lavy zlomok je rovny 44/692, pravy je rovny 133/69, takze jedind mozna celociselna
hodnota prostredného zlomku je rovna 1. Musi teda platit Y = 144. Rovnica

143 - X 1
X -1
mé potom jediné riesenie X = 18. Dalej uz postupujeme ako v prvom riefeni.

Iné rieSenie. Skor ziskant rovnicu 1000X + Y = 7XY upravime na sucinovy tvar
Y =X - (7Y —1000). Musi preto platit 7Y — 1000 > 0, odkial

1
Y > g > 142, ¢ize Y = 143.

Cislo X je dvojciferné, preto z rovnosti Y = X - (7Y — 1000) vychadza odhad

1
Y 210 (7Y —1000), ¢&ize Y < 06%00 < 145.

Spolu dostavame, ze ¢islo Y je rovné jednému z ¢isel 143 alebo 144. Rovnica 143 =
= X - (7-143 — 1000) ma rieSenie X = 143, ¢o vsSak nie je dvojciferné ¢islo. Rovnica
144 = X - (7-144 — 1000) ma rieSenie X = 18. Tak sme znovu ukazali, ze X = 18
a'Y = 144. Cislo Z uré¢ime ako v prvom rieSeni.
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C-1-4

Ozna¢me a = |[{BAP|, 0° < a < 60° (obr.5). Pretoze uhly BAP a BAK su stmerne

C

Obr. 5

zdruzené podla osi AB, plati tiez |[SBAK| = a. Pretoze |JCAP| = |4CAB| —
— |3 BAP| = 60° — a, zo stimernosti podla osi C'A vyplyva rovnost |<CAM| = 60° —a.
Pre velkost uhla K AM teda plati

[SKAM| = |¥BAK|+ |XBAC|+ |XCAM| = a + 60° + (60° — o) = 120°.

Zo sumernosti podla osi AB a C'A vyplyvaju tiez rovnosti |AK| = |AP| = |AM|. Preto
je trojuholnik K AM rovnoramenny a jeho uhol pri hlavnom vrchole A mé velkost 120°.
Podobne sa zdévodni, ze aj trojuholniky LBK a M C'L st rovnoramenné a ich vnutorné
uhly pri hlavnych vrcholoch B a C' maju velkost 120°.

Pri posudzovani podmienky, ¢i trojuholnik K LM je rovnoramenny, musime rozlisit,
ktoré z jeho stran KL, LM, MK su zhodné. Vzhladom na symetriu rozoberieme
podrobne iba pripad, ked |KL| = |M K|. Z podobnych rovnoramennych trojuholnikov
KAM a LBK vyplyva, ze ich zdkladne MK a KL su zhodné prave vtedy, ked st
zhodné ich ramend AK a BK. Zapisme to pomocou dlzok tseciek: rovnost |KL| =
= |M K| plati prave vtedy, ked plati rovnost |AK| = |BK]|, ¢ize rovnost |AP| = |BP)|.
Ostatna rovnost vSak nastane prave vtedy, ked bod P lezi na osi strany AB. Podobne
sa zistia podmienky ekvivalentné rovnostiam |M K| = |LM| a |KL| = |LM|.

Odpoved. Trojuholnik K LM je rovnoramenny prave vtedy, ked bod P lezi na aspon
jednej z osi stran daného rovnostranného trojuholnika ABC. Hladan4 mnozina je preto
zjednotenim troch tseciek — vySok trojuholnika ABC' (bez ich krajnych bodov).

C-1-5

Na priklade ¢isla 1413 vidime, Ze niekedy nie je Tahké spoznaf, ¢i dané trojmiestne
alebo stvormiestne ¢islo je magické. Pozrime sa preto najskor, ako sa magické ¢islo x
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vyjadri pomocou éslic tych trojmiestnych ¢isel abe a cba, ktorych je suétom:
x = abc + cba = (100a + 10b + ¢) + (100c + 10b + a) = 101(a + ¢) + 20b.

Vidime, ze c¢islo x je urcené cislicami a, b, ¢ tak, ze zavisi len na b a na sucte a + c.
Znamena to, ze rozne trojice ¢islic a, b, c mézu urcovat to isté magické ¢islo x (nemyslime
tym iba trojice lisiace sa vzajomnou vymenou ¢islic a a ¢). Ak napr. a+c=14ab =9,
najdeme tri rézne vyjadrenia magického cisla 1594:

1594 = 599 4 995 = 698 + 896 = 797 + T97.

Existuju este iné ,magické“ vyjadrenia ¢isla 15947 Vsetko zavisi od toho, ¢i st rovnicou
1594 = 1015+20b hodnoty stctu ¢islic s = a+c a ¢islice b jednoznac¢ne urcené. Z rovnice
ihned vidime, Ze ¢islo s konéi ¢islicou 4, takze s = 4 alebo s = 14 (iné hodnoty suctu
$ = a + c¢ nie su ¢islicami a, ¢ dosiahnutelné). Kym hodnote s = 14 zodpoveda (ako
dobre vieme) hodnota b = 9, pre s = 4 dostaneme rovnicu 1594 = 404 + 20b, ktora
nema celociselné riesenie.

Pouceni uvedenym prikladom sa pokusime stanovit pocet magickych ¢isel ako pocet
Cisel tvaru = = 101s + 20b, kde ¢islo s (rovné suctu éislic a a ¢, ktoré st nenulové)
prebieha mnozinu {2,3,4,...,18}, zatial ¢o Cislica b prebieha (nezavisle od suétu s)
mnozinu {0,1,2,...,9}. Pretoze ¢islo s nadobtuda celkom 17 réznych hodnét a ¢islo b
celkom 10 roznych hodnét, je pocet vSetkych dvojic (s,b), ktoré moézeme do vztahu
x = 101s 4+ 20b dosadit, rovny ¢islu 17 - 10 = 170. Ak teraz ukaZzeme, Zze po dosadeni
TubovoInych dvoch réznych dvojic (s1,b1) a (s2,bs) dostaneme dve rézne magické ¢isla

r1 = 10181 + 20b1 a Xg = 10182 + 20[)2,

bude to znamenat, Ze pocet vSetkych hodnét = (teda pocet vSetkych magickych ¢isel)
je tiez rovny ¢islu 170.

Pripustme, Ze pre niektoré dvojice (s1,b1) a (s2,b2) plati 1 = x5. Rovnost 101s; +
+20b; = 10152+ 20b2 upravime na tvar 101(s; — s3) = 20(by — b1), z ktorého vzhladom
na nesudelitelnost ¢isel 20 a 101 vyplyva, Ze ¢islo by — by je nasobkom ¢isla 101. Musi
sa pritom jednat o nulovy nasobok, lebo |ba — b1| = 9 (by a be su dislice). Plati teda
by — by = 0, takze tiez s; — s2 = 0, ¢o spolu znamena, ze dvojice (s1,b1) a (s2,b2) st
rovnaké. Len v tomto pripade je teda rovnost x1 = x5 mozna.

Sucet vsetkych magickych ¢isel (teda éisel tvaru x = 101s + 20b) vyhodne uréime,
ked &isla najskor usporiadame do obdiznikovej schémy (podla rovnakych hodnét s do
riadkov a podla rovnakjch hodnét b do stipcov)

101-2+420-0 101-2+420-1 101-2+20-2 ... 101-2+20-9
101-3+20-0 101-3+4+20-1 101-3+20-2 ... 101-3+20-9
101-4+20-0 101-4+20-1 101-4+420-2 ... 101-4+420-9
101-17+420-0 101-17420-1 101-17+20-2 ... 101-17+20-9

101-18420-0 101-18420-1 101-18+20-2 ... 101-18+20-9
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a potom ¢isla séitame bud po stlpcoch, alebo po riadkoch. Rozhodnime sa pre s¢itanie
po stlpcoch, pri¢om budeme brat do uvahy, o kolko sa ¢isla uvazovaného stipca lisia od
prislusnych ¢isel prvého stlpca. Stdet ¢isel v prvom stipci je

101-(2+3+---+18) =101 170,

v druhom stlpci je stcet 101 - 170 +17-20- 1, v trefom 101 - 170 4+ 17 - 20 - 2, atd., az
v poslednom (desiatom) stipci je sticet ¢isel rovny 101 - 170 4 17 - 20 - 9. Sticet vietkych
magickych cisel je teda rovny

10-101-170 +17-20 - (1 + 2+ -- -+ 9) = 187 000.

C-1-6

V celom rieseni budeme predpokladat, ze dané dizky m a r splhaji nerovnost m < 2r,
inak ziadny $tvoruholnik pozadovangch vlastnosti neexistuje. Strany dizky m kazdého
takého Stvoruholnika st totiz tetivami kruznice s polomerom r a najviac jedna z nich
mdze byt jej priemerom.

Skimané Stvoruholniky rozdelime do dvoch skupin podla toho, ¢i st ich strany danej
dlzky m susedné, alebo protilahlé.

Lubovolny stvoruholnik z prvej skupiny ozna¢ime ABCD tak, aby platilo |AB| =
= | BC| = m. Uhlopriecka rozdeli tento tetivovy stvoruholnik na dva trojuholniky ABC
a ACD (obr.6), pritom je jasné, Ze prvy z nich, trojuholnik ABC, je polomerom r

D t
D’ k
VD’
UD Vpr < Up
A= AD] e C
|
m | om
|
B
Obr. 6

opisanej kruznice k a dlzkou m dvoch jeho stran uréeny (aZ na zhodnost) jednoznacne,
takze ma pevne urceny obsah. Preto bude obsah takého stvoruholnika ABC'D max-
imalny prave vtedy, ked bude maximalny obsah trojuholnika ACD. Tento trojuholnik
mé ur¢ent dizku strany AC, takze jeho obsah bude maximalny prave vtedy, ked bude
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maximalna jeho vyska vp z vrcholu D. Pri pevnej polohe trojuholnika ABC bod D
prebieha ten obluk AC' kruznice k, ktory neobsahuje bod B, takze vyska vp je zrejme
najvicsia prave vtedy, ked bod D je stredom tohto oblika, lezi teda (rovnako ako bod B)
na osi usecky AC. (Tvrdenie zd6vodnime pomocou doty¢nice ¢ ku kruznici k, ktora
prechadza najdenym bodom D rovnobezne s priamkou AC, obr.6). Tak prichddzame
k zéveru, Ze v prvej skupine ma maximalny obsah ten Stvoruholnik, ktory je deltoid (ak
m # rv/2), respektive stvorec (ak m = 7v/2).

Prejdime teraz k $tvoruholnikom druhej skupiny. Lubovolny z nich oznaéme ABC D
tak, aby platilo |AB| = |CD| = m (obr.7).

Obr. 7

Obrazok ukazuje, ako k takému stvoruholniku ABC D zostrojit pomocny Stvoruhol-
nik ABC'D, ktory mé rovnaky obsah ako ABCD, je vpisany do tej istej kruznice k
a mé susedné strany AB a BC’ danej dlzky m. Konstrukciu teraz popiSeme a spomenuté
vlastnosti Stvoruholnika ABC’D podrobne zdévodnime. Bod C’ zostrojime ako obraz
bodu C' v stmernosti podla osi o tisecky BD. PretoZe kruznica k je simerna podla osi
kazdej svojej tetivy, plati C’ € k. Trojuholniky BC'D a DC’B st simerne zdruzené
podla osi o, takze maju rovnaky obsah, preto rovnaky obsah maju aj Stvoruholniky
ABCD a ABC'D. Zo spomenutej simernosti rovnako vyplyvaji rovnosti |CD| = |BC'|
a |BC| = |DC’|, takze stvoruholniky ABCD a ABC'D sa lisia iba ,,vymenenim“ dvoch
susednych stran. Tym st potrebné vlastnosti stvoruholnika ABC’D zddvodnené. Ako
uz vieme z predchddzajiceho odstavca, Stvoruholnik ABC’D mé najviac¢si mozny obsah
prave vtedy, ked platirovnost |C'D| = | AD|, ktortt mo6zeme prepisat ako rovnost | BC| =
= |AD|. T4 nastane prave vtedy, ked je stvoruholnik ABCD rovnobeznik (lebo od
zaCiatku predpokladame, ze |AB| = |CD|). Kazdy rovnobeznik vpisany do kruznice
je ale pravouholnik (stcet protilahlych vnatornych uhlov tetivového Stvoruholnika je
180°, také uhly st ale v pripade rovnobeznika zhodné, a teda pravé). Zhriime vysledok
tohto odstavca. V druhej skupine stvoruholnikov mé maximéalny obsah ten stvoruholnik,
ktory je obdlznik (ak m # 7v/2), respektive stvorec (ak m = 7v/2.)

Zdver. Hladané Stvoruholniky s maximélnym obsahom tvoria v pripade m < 2r,
m # r/2, dve skupiny: skupinu zhodnych deltoidov a skupinu zhodnych obdlZnikov.
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V pripade m = r/2 st vietky hladané tvoruholniky zhodné stvorce (obr. 8). (V pripade
m 2 2r je mnozina uvazovanych stvoruholnikov prazdna).

™ m m
S m 3 m m m
m
Obr. 8
C-S-1

Trojciferné ¢islo so zapisom abc méa pozadovana vlastnost prave vtedy, ked jeho ¢islice
a, b, c spliiaji rovnost

100a + 10b+ ¢ = 19(a+b+¢), &ize 9a = b+ 2c.

Pretoze b £ 9 a ¢ < 9, plati nerovnost b + 2¢ < 27. Z rovnosti 9a = b + 2¢ preto
vyplyva odhad a £ 3, takze plati a € {1,2,3} (¢islica a = 0 nie je na zaciatku zapisu
dovolend). Pre a = 1 dostavame rovnicu 9 = b + 2¢, z ktorej vyplyva ¢ < 4; pre kazdé
také ¢ € {0,1,2,3,4} je ¢islica b uréena rovnostou b = 9 — 2¢. Preto s ¢islicou a = 1
existuje prave 5 vyhovujucich éisel. Prave tolko je aj vyhovujucich ¢isel s ¢islicou a = 2,
z rovnice 18 = b + 2c¢ totiz vyplyva ¢ € {5,6,7,8,9} a b = 18 — 2¢. Nakoniec pre a = 3
z rovnice 27 = b+ 2c¢ vyplyva b = ¢ = 9. Hladany pocet Cisel je teda 5+ 5+ 1 = 11.

Iné rieSenie. Sucet d¢islic Tubovolného trojciferného ¢isla neprevysuje ¢islo 27,
ktorého deviitnastnasobok je 513. Preto kazdé vyhovujuce ¢islo neprevysuje 513, takze
sucet jeho cislic je najviac 4+949 = 22. Pretoze najmensi trojciferny nasobok ¢isla 19
je ¢islo 114 = 19 - 6, bude tloha vyrieSené, ked zistime, kolko ¢isel tvaru 19s, pricom
s €{6,7,8,...,22}, mé sicet Cislic rovny prave ¢islu s. Trividlnym preverenim zistime,
ze z uvedenych 17 ¢isel vyhovuja prave cisla 114, 133, 152, 171, 190, 209, 228, 247, 266,
285 a 399. Tychto cisel je 11.

C-S-2

Stvoruholnik FFGH mbzeme do daného stvorca ABCD umiestnif tromi spésobmi:

Prvy spésob. Dve strany dizky 2cm lezia na protilahlych stranich daného $tvorca
(obr.9). Obsah kazdého takého stvoruholnika (rovnobeznika) je S = 5-2cm? = 10 cm?.

Druhg sposob. Obe strany dlzky 2cm lezia na susedngch stranich daného Stvorca
a pritom st protilahlymi stranami stvoruholnika EFGH (obr. 10). Obsah takého stvoru-
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AFE 2cm F B B
Obr. 9
holnika je
1 1 1 1
S = §|EF| - |AG| + §|GH| |AE| = 3 -2cm - |AG| + 5 -2cm - |AE| S

< (54 (5—2)) cm? = 8cm?® < 10 cm?.

Treti sposob. Obe strany dizky 2cm leZia na susednych stranich daného &tvorca
a pritom st susednymi stranami Stvoruholnika EFGH (obr. 11). Ak ozna¢ime postupne

D C

Obr. 11

x a y vzdialenosti bodu G od stran AB a AD (teda vysku trojuholnika FFG na
stranu F'F' a vysku trojuholnika £ HG na stranu FH ), je obsah takého Stvoruholnika

1 1 1
S:§|EF|~x+§\AH\~y§2-§-2~5:10cm2.

Rovnost nastane prave vtedy, ked x = y = 5cm, t.j. prave vtedy, ked G = C.
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Zdver. Najvadsi mozny obsah (10 cm?) maji vietky rovnobezniky, ktorych dve strany
dlzky 2 cm lezia na protilahljch stranich daného Stvorca a Styri deltoidy, ktorjch jedna
uhlopriecka je zaroven uhloprieckou daného Stvorca.

C-S-3

Predpokladajme, Ze Stvorec so stranou 6 jednotiek je vydlazdeny a dlazdicami typu A
a b dlazdicami typu B (nevyluc¢ujeme pripad, ze a = 0 alebo b = 0). Pre obsah
vydlazdenej plochy potom plati rovnost 36 = 3a + 4b, z ktorej vyplyva, Ze éislo a
je nasobkom Styroch (a ¢islo b ndsobkom troch). Preto mé rovnica 36 = 3a 4 4b v obore
celych nezépornych ¢isel ako rieSenia iba tieto dvojice (a,b): (0,9), (4,6), (8,3) a (12,0).
Zistime dalej, ¢i pre jednotlivé dvojice (a,b) je prislusné vydlazdenie daného Stvorca
mozné.
(i) 9 dlazdic B. Vysvetlime, preco také vydladzdenie neexistuje. Ofarbime jed-
notkové stvorceky celého stvorca ako zvycajnu Sachovnicu. Ziskame 18 c¢iernych
a 18 bielych ,policok“. Kazda dlazdica B pokryva tri policka jednej farby a jedno
polic¢ko druhej farby. Pripustme, Ze cely Stvorec pokryva 9 dlazdic B, pritom prave
x z nich mé ta vlastnost, Ze pokryvaju po 3 ¢ierne policka, takze 9 — x z nich
mé ta vlastnost, ze pokryvaju po 1 éiernom policku. Pre celkovy podet ¢iernych
policok potom plati rovnost 18 = 3z + (9 — x), odkial x = 9/2, ¢o je spor.
(ii) 4 dlazdice A a 6 dlazdic B. Mozné rieSenie vidno na obr. 12.
(iii) 8 dlazdic A a 3 dlazdice B. Mozné rieSenie vidno na obr. 13.
(iv) 12 dlazdic A. Mozné rieSenie vidno na obr. 14.

Obr. 12 Obr. 13 Obr. 14

Pozndmka. Uvedme eSte iny argument, preGo nemozno deviatimi dlazdicami B
vyplnit uvazovany Stvorec. Dlazdica, ktord pokryva rohové policko, mdZze byt umi-
estnend (az na sumernost podla uhlopriecky Stvorca) jedinym sposobom, napr. tak
ako dlazdica B v lavom dolnom rohu Stvorca na obr. 13. Potom ale dlazdica B, ktora
v takom pripade pokryva druhé policko zlava v dolnom riadku, musi byt v polohe ako na
obrazku. Posledné dve policka dolného riadku potom uz jednou ani dvoma dlazdicami B
pokryt nemozno.

C-1I-1

V pravouhlom trojuholniku ABK ozna¢me o = |[<BAK]|, f = |[SAKB| = 90° — «a
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(obr.15). Rovnaké vnutorné uhly 90°, a,  maja aj trojuholniky AKL a ADL, lebo

D L C
-/
b K
B
Q a
A a B
Obr. 15

s podla zadania s trojuholnikom ABK podobné. Vsimnime si ich (ostré) uhly pri
spolo¢nom vrchole A. Pretoze | KAD| = 90° — a = 3, st oba uhly KAL a LAD
mensie ako (3, takze sa rovnaja uhlu . Pravy uhol BAD je teda polpriamkami AK,
AL rozdeleny na tri zhodné uhly velkosti a, odkial & = 30° (a 8 = 60°). Z pravouhlych
trojuholnikov ADL a ABK potom vyplyva, ze |AK| = |AB|/ cos30° = 2a/v/3 a |AL| =
= |AD|/cos30° = 2b/+/3. Odtial vzhladom na podmienku a < b vyplyva nerovnost
|AK| < |AL|, teda preponou v trojuholniku AKL je AL (dlhsia z oboch stran AK,
AL). Pre pomer dlzok odvesny AK a prepony AL potom plati cos30° = |AK]| : |AL| =
:a:b,takéea:b:\/gzz

Ulohu mozno riesit viacerymi obmenenymi postupmi, napriklad rozlisit dva pripady,
ked trojuholnik K AL mé pravy uhol pri vrchole K respektive L, a v kazdom z nich
vyjadrit vnatorné uhly vSetkych Styroch podobnych trojuholnikov (v druhom pripade
vtedy ale vyjde a: b= 2:+/3 > 1, &o odporuje zadaniu tlohy).

C-1I1-2
Vsimnime si najskor, ze pre Citatele zlomkov z danej rovnice plati vztfah 14 + 51 = 65.
Preto je rieSenim kazd4 trojica rovnakych prvocisiel p = ¢ = r a navySe pre ubovolné
rieSenie plati: ak st niektoré dve z cisel p, ¢, r rovnaké, je rovnaké aj tretie ¢islo. Budeme
teda dalej predpokladat, Ze prvodisla p, g, r spliajice dant rovnicu st navzéjom rozne

(a teda navzajom nesudelitelné).
Po vynésobeni rovnice sic¢inom pgr dostaneme

14qr 4 51pr = 65pq,
odkial vzhladom na spomenutii nestdelitelnost vyplyva

plld=2-7, ¢q|51=3-17 a r|65=5-13.
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To znamend, ze p € {2,7}, q € {3,17} ar € {5, 13}. Teraz mozeme utvorit a do rovnice
dosadit vSetkych osem moznych trojic (p, q,r). Zistime tak, Ze vyhovuje jedine trojica
(7,17,13).

Overenie dosadzovanim mézZeme skratit tak, Ze vylu¢ime niektori z hodnoét p = 2,
q = 3, resp. r = 5. Napriklad po dosadeni » = 5 dostaneme po vydeleni piatimi rovnicu
14q + 51p = 13pgq, ktord nema celociselné rieSenie p ani pre ¢ = 3 (14 + 17p = 13p),
ani pre ¢ = 17 (14 4+ 3p = 13p). Ind moznost: z rovnice 14qr + 51pr = 65pq vyplyva
2p(q —r) = 7(2qr + Tpr — 9pq), takze stcin p(q — r) je delitelny siedmimi. Pretoze vSak
q € {3,17} a r € {5,13}, nie je rozdiel g — r delitelny siedmimi, preto je siedmimi
delitelné ¢islo p. Podobne mozno zdévodnit, preco 17 | ¢ a 13 | r.

Iné riesenie. Z danej rovnice vyjadrime r» pomocou p a ¢:

65pg  5-13-p-q

r= .
d1p + 14q d1p + 14q

V ostatnom zlomku sme zvyraznili rozklad ¢itatela na (Styri) prvocinitele. Taky zlomok
bude rovny niektorému prvocislu r prave vtedy, ked jeho menovatel bude sti¢inom troch
prvocinitelov z Citatela (iné kratenie zlomku nie je mozné). Hladdme teda situécie, ked
plati niektory z pripadov

Slp+14g=5-13-p a r=q,
5lp+14g=5-13-q a r=p,
5lp4+14g =5-p-q a r =13,
5lp+14g=13-p-q a r =>5.

Jednoduchou tdpravou rovnic zistime, Ze prvé dva pripady nastani iba v situécii, ked
p = q (vtedy tieZ p = r). Posledné dva pripady vedu k vyjadreniam

_317p o 317-p
1= 5p—1a TP 1T 3w

z ktorych analogickou tvahou o krateni zlomkov (pripad p = ¢ uz moézeme vynechat)
s prihliadnutim k zrejmym nerovnostiam 5p — 14 < 17p a 13p — 14 < 17p dostaneme
rovnice

5p — 14 = 3p, resp. 13p — 14 = 3p.

Prva rovnica ma rieSenie p = 7 (ktorému zodpovedd ¢ = 17 a r = 13), druha rovnica
celociselné rieSenie nema.

Odpoved. Vsetky riesenia (p,q,r) st trojice (p,p,p), kde p je Iubovolné prvoéislo
a trojica (7,17,13).

C-1I-3

Rozbor. Okrem hladaného osemuholnika ABCDEFGH uvazujme eSte pomocny
osemuholnik K LM NOPQR, ktory je tiez vpisany do kruznice s polomerom r = 6



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA C 47

a ktorého strany spliaji podmienky |KL| = 3, |[LM| = 4, |[MN| = 5, INO| = 6,
|OP| = |PQ| = |QR| = |RK]| (obr.16). Ozna¢me S, resp. T stred kruznice s vpisanym

Obr. 16

osemuholnikom ABCDEFGH, resp. KLM NOPQR. Podla vety sss platia zhodnosti
AABS ~ AKLT, ACDS ~ALMT, AEFS~AMNT, AGHS~ANOT,

a preto su zhodné stredové uhly ASB a KTL, CSD a LTM, ESF a MTN, GSH
a NTO. Dalej podla vety sss st zhodné trojuholniky BC'S, DES, FGS a HAS, rovnako
ako trojuholniky OPT, PQT, QRT a RKT. Zo zhodnosti ich uhlov pri hlavnom
vrchole S, resp. T preto vyplyva

1
[4BSC| = 7(360° — |$ ASB| = |$CSD| ~ [ ESF| — [ GSH]) =

= 1(360° — [JKTL| ~ [$LTM| ~ |3 MTN| ~ [§NTO)) =
_ |30TP|.

Vyuzili sme to, ze stredy S a T st vnutorné body oboch osemuholnikov (teda sucet
vSetkych 6smich stredovych uhlov je v oboch pripadoch 360°), lebo v opa¢nom pripade
by jeden z 6smich stredovych uhlov bol rovny stc¢tu siedmich ostatnych; musel by
to byt uhol prislichajici tetive dizky 6, ten je vsak zrejme mensi ako stdet uhlov
prislichajicich tetivam dizok 3, 4 a 5. Trojuholniky BC'S a OPT st preto zhodné podla
vety sus, takze Stvorice zhodnych stran oboch osemuholnikov maji jednu spoloc¢nu
dlzku. Ak teda dokaZeme zostrojit pomocny osemuholnik K LM NOPQR, bude uz
konstrukcia osemuholnika ABCDEFGH jednoducha.

Konstrukcia. Na Tubovolnej kruznici ¢(7T'; 6) zostrojime v jednom smere body K, L,
M, N a O tak, aby |KL| =3, |[LM| =4, | MN|=5a|NO|=6. Uhol KTO (ten, ktory
neobsahuje body L, M, N) potom rozdelime na $tyri zhodné diely: najskor zostrojime
priesecnik () kruznice ¢ s osou uhla KT'O, potom priesecniky P, R kruznice ¢ s osami
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uhlov OTQ resp. QT K. Potom pristupime ku konstrukcii hladaného osemuholnika
ABCDEFGH: na kruznici k(5,6) zvolime bod A a na nej v jednom smere zostrojime
postupne body B, C, D, E, F, G, H tak, aby |AB| = 3, |BC| = |OP|, |CD| = 4,
|DE| = |OP|, |EF| =5, |FG| = |OP|, |GH| = 6.

Dokaz spravnosti. Zo zhodnosti siedmich dvojic

AABS ~ AKLT, ABCS~AOPT, ACDS~ALMT, ADES ~ AQRT,
AEFS ~ AMNT, AFGS~AQRT, AGHS ~ ANOT

vyplyva zhodnost uhlov HSA a RTK, a teda aj zhodnost 6smej dvojice trojuhol-
nikov HAS a RKT. Preto maju dlzky stran zostrojeného osemuholnika ABCDEFGH
(zhodné so stranami K LM NOPQR) vsetky potrebné vlastnosti.

Poznamka. O osemuholniku KLMNOPQR sme nemuseli v celom rieSeni vdbec
hovorit a mohli sme tvahy robit nasledovne. Uhly zhodné so stredovymi uhlami ASB,
CSD, ESF, GSH dokazeme zostrojit. Pre spolo¢nt velkost w zhodnych stredovych
uhlov BSC, DSE, FSG a HSA potom plati rovnica

4w+ |XASB| + [4CSD| 4+ |SESF| + |[¥GSH| = 360°, (1)

ktort mozno lahko konstrukéne vyriesit. Osemuholnik K LM NOPQR je vsak pre tento
ucel idedlnou pomdckou.

C-11-4

Martin vypocital hodnotu (z + y)z namiesto x + yz, takze podla zadania plati
(r+y)z—(x+yz) =2004, ¢cize x-(z—1)=2004=12-167,

pricom 167 je prvoéislo. Cinitele x a z — 1 uréime, ked si uvedomime, Ze z je dvojciferné
Cislo, takze 9 < 2 — 1 < 98. Vidime, Ze nutne 2 — 1 = 12 a & = 167, odkial z = 13.
Martin teda vypoéital ¢islo V = (167 +y)-13. Cislo V je preto $tvorciferné, a pretoze sa
¢ita spredu rovnako ako zozadu, ma tvar abba = 1001a + 110b. Pretoze 1001 = 13 - 77,
musi platit rovnost (167 + y) - 13 = 13 - 77a + 1100, z ktorej vyplyva, ze Cislica b je
delitelna trindstimi, takze b = 0. Po dosadeni dostaneme (po deleni trindstimi) rovnost
167 + y = 77a, ktord vzhladom na nerovnosti 10 £ y < 99 znamend, Ze Cislica a sa
rovnd 3, takze y = 64.

V druhej Casti rieSenia sme mohli postupovat aj nasledovne. Pre ¢islo V = (167 +
+ y) - 13 vychadzaju z nerovnosti 10 £ y < 99 odhady 2301 < V' < 3458. Zistime
preto, ktoré z ¢isel 2002, kde b € {3,4,5,6,7,8,9} a &isel 3bb3, kde b € {0,1,2,3,4},
st delitelné trinastimi. Aj ked sa tychto dvanast ¢isel da rychlo otestovat, urobme to
vSeobecne ich ¢iastoénym vydelenim trindstimi:

2062 = 2002 + 110b = 13 - (154 + 8b) + 6b,
3063 = 3003 + 110b = 13 - (231 + 8b) + 6b.

Vidime, ze vyhovuje jedine ¢islo 3bb3 pre b = 0. Vtedy 167 + y = 231, takze y = 64.
Odpoved . Ziaci mali poéitat priklad 167 + 64 - 13, teda x = 167, y = 64 a z = 13.
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KATEGORIA B

B-I-1

Ozna¢me x a y Ccislice, ktoré doplnime do éitatela, resp. menovatela prvého zlomku.
Pretoze cely vyraz v absolutnej hodnote budeme algebraicky upravovat, kvoli prehlad-
nejSim zapisom zavedieme oznacenie N = 111111111110. Jednotlivé ¢isla z daného
vyrazu potom maju vyjadrenia

TrTITTVTT T = TN +
TrTITTTTT Ty = TN 4y,
555555 555554 = 5N + 4,
555555555559 = 5N + 9.

Sktimany vyraz teda mozno zapisat a upravit nasledujicim spdsobom:

TN +z 5N+4| |(TN +2)(5N +9) — (5N +4)(TN +y)| _
IN+y BN+9| (TN +y)(5N +9) B
 |(35N% + 52N + 63N +9z) — (35N2 + 5yN + 28N + 4y)|
- (TN +y)(5N +9) -

5 (T—y+z) N+ 9z — 4y

- (TN + y)(5N +9)

Oznacéme este ¢itatela a menovatela ziskaného zlomku
C=5-(T—y+2)-N+9z—4y] a J=(TN+7y)(5N+9).

Ak budeme za x, y dosadzovat rozne dvojice ¢islic, menovatel J bude nadobudat iba
desat roznych hodnét v rozmedzi

(TN +0)(5N +9) < J < (TN +9)(5N +9).

Pozrime sa teraz, aké hodnoty bude nadobudat ¢itatel C. Pretoze ¢islo 9x—4y je najviac
dvojciferné, zatial ¢o ¢islo N dvanastciferné, rad ¢itatela C bude zavisiet na tom, ¢i bude
¢initel (7 —y + x) rovny nule alebo nie. Preto tieto dve moznosti rozoberieme osobitne.

Pripad 7 —y+ x = 0. Vtedy plati y = x + 7 a skimany citatel C' ma tvar
C=|5-0-N+ (92 —4y)| = |92 — 4(x + 7)| = |5z — 28|.

Kedze cislica y (rovna x + 7) je najviac 9, je ¢islica = rovna 0, 1 alebo 2, takze vyraz
|bx — 28| sa rovna 28, 23 alebo 18. Najmensia hodnota ¢itatela C je preto rovna 18
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a dostaneme ju jedine pre x = 2 a y = 9. Stastnou ,,zhodou okolnosti“ méa prave pre
y = 9 menovatel J najuic¢siu hodnotu, takze

. 18
min< — p = .
J (TN +9)(5N +9)

Pripad 7 —y+x # 0. Ukdzme, Ze hodnoty citatela C' (teda aj hodnoty zlomku C'/.J)
su v tomto pripade ,,obrovské“ v porovnani s prvym pripadom. Z nerovnosti 7—y+x # 0
vyplyva odhad |7 —y 4+ z| =2 1 (Cislo 7 — y + z je celé), teda méme

C=5-(T—y+z) N+9z—4y| 25-|T—y+=x|-N— |92 — 4y| = 5N — |9z — 4y|.

PretozZe x a y su ¢islice, plati zrejme |9z —4y| < 81. Z ostatného odhadu C' a maximalne;j
hodnoty J preto vyplyva nerovnost

9> 5N — 81
J = (IN+9)(5N +9)

.....

oba zlomky maju rovnaky menovatel, zatial ¢o pre Citatele zrejme plati 5N — 81 >> 18
(nerovnost 5N — 81 > 18 plati uz od hodnoty N = 20).

Zdver. Do ¢itatela doplnime ¢islicu x = 2, do menovatela ¢islicu y = 9.
B-1-2

V rovnoramennom trojuholniku AK D pozname uhol DAK oproti zdkladni KD.
Moézeme dopocitat zvy$né dva uhly pri zakladni (obr.17): |[SADK| = |SAKD| =
= (180° — |¥DAK])/2 = 72°. Stvoruholnik AKCD mé4 protilahlé strany AK a C'D
zhodné a rovnobezné, takze je to rovnobeznik, preto priamky K C' a AD st rovnobezné.
Uhly DAK a CK B st teda sthlasné a uhly CKB a KCD striedavé. Preto |[SCKB| =
= |9 KCD| = 36°. Uhol DKC je doplnkom uhlov AKD a CKB do priameho uhla,
plati teda | DKC| = 180° — 36° — 72° = 72°.

D C
\
A 36° 72°\)"36° 36° B

Obr. 17
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Na polpriamke opac¢nej k polpriamke KD zvolme bod L tak, ze |KL| = |AD|.
Potom |[JLKB| = |[JAKD| = 72° a |SCKL| = |SLKB| + |JCKB| = 108°.
Dopocitanim uhlov v lichobezniku ABCD dostavame | BCD| = (360° — 2 - 36°)/2 =
= 144° a moézeme vyjadrit velkost uhla BCK: |4 BCK| = |4BCD| — |[sKCD| =
= 144° — 36° = 108°. Teraz uz vieme, ze |KL| = |CB| a |[SLKC| = |9SKCB|, ¢o
znamend, ze LBCK je rovnoramenny lichobeznik, moZzno mu teda opisat kruznicu
(zhodnt s kruznicou opisanou trojuholniku K BC). Dalej mézeme z lichobeznika L BC'K
dopocitat | K LB| = (360°—2-108°)/2 = 72° = |4 K DA|. Z tejto rovnosti vyplyva, ze
AD || BL, takze trojuholniky ADK a BLK st navzajom rovnolahlé podla stredu K.
Rovnolahlé sii potom aj kruznmice im opisané. Pretoze obe prechadzaju stredom K
spomenutej rovnolahlosti, maji v tomto bode vonkajsi dotyk.

Iné rieSenie. Rovnako ako v prvom rieseni zistime, ze |AK D| = 72°. Stvoruholnik
AKCD je rovnobeznik (obr. 18), takze |C K| = |AD|. Z rovnosti |CK| = |BC| v troju-

Obr. 18

holniku K BC vyplyva, ze |SCKB| = |<KBC| = 36°. Preto na zakladni CD existuje
bod X taky, ze |[JAKX| = 108° (a [ BKX| = 72°). Potom |[SDKX| = |[FAKX| —
— |[FAKD| = 108° — 72° = 36°, a teda |[SDKX| = |[DAK|. Takze uhol DK X je
usekovym uhlom prislichajicim obliku DAK v kruznici opisanej trojuholniku AK D,
¢o znamend, ze priamka KX je jej doty¢nicou. Podobne |[JCKX| = |[4BKX]| —
— |[¥BKC| = 72° — 36° = 36° = |4 KBC|, takze KX je doty¢nicou aj ku kruznici
opisanej trojuholniku K BC'. Kruznice opisané trojuholnikom AK D a K BC maju teda
spolo¢nii doty¢nicu K X prechadzajicu spoloénym bodom K. Obe kruznice sa preto
v tomto bode dotykaju.

B-1-3

Ozna¢me k = |z, teda v = k+ «, 0 < a < 1. Dané rovnica ma potom tvar (k + a)k —
—5(k+a) +7=0. Odtial o = (k* — 5k + 7)/(5 — k). Hladame teda celé ¢isla k, pre
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ktoré plati

k* — 5k +7

— < 1. 1
- (1)

Kazdt z tychto nerovnosti vysetrime osobitne. Pretoze kvadraticky troj¢len k2 — 5k +7

mé zéporny diskriminant, plati k2 — 5k + 7 = 0 pre kazdé realne ¢islo k. Takze Tava

nerovnost v (1) plati prave vtedy, ked 5 —k > 0, ¢ize k < 5. VyrieSme pravi nerovnicu:

0

A

k;2—5k;+7<1
5—k ’
k? —5k+7—(5—k)
- <0,
k? — 4k + 2 “0
5—k ’
(k—2—v2)(k—2+?2)
— <0.

Podla polohy ¢&isel 2 — /2, 2++/2 a 5 na é&iselnej osi zistime, Ze ostatna nerovnost plati
prave vtedy, ked k patri do mnoziny (2 — v/2,2 + v/2) U (5, 00). Nerovnosti (1) teda
platia stc¢asne prave vtedy, ked k lezi v intervale (2 — v/2,2 + v/2). Tejto podmienke
vyhovuju iba tri celé ¢isla 1, 2 a 3. Pre k = 1 dopoditame o« = 3/4, pre k = 2 vyjde
a=1/3 apre k =3 je a =1/2. Celkom dostavame tri rieSenia 7 = 7/4, xo = 7/3
axrg="7/2.

Iné riesenie. Oznac¢ime k = |x| ako v prvom rieSeni a z rovnice kz — 5z +7 = 0
vyjadrime z v tvare x = 7/(5 — k). Teraz hladame celé ¢isla k, pre ktoré plati k& <
< 7/(5—k) < k+ 1. Obe nerovnosti st splnené jedine pre celé ¢isla 1, 2 a 3, ktorym
zodpovedaju rieSenia 7/4, 7/3 a 7/2.

B-1-4

Prirodzené ¢islo je delitelné ¢islom 24 préave vtedy, ked je delitelné sicasne (navzajom
nesudelitelnymi) ¢islami 3 a 8. Pre ciferny stcet prirodzeného ¢isla k zavedme oznace-
nie S(k). Cislo a, je delitelné tromi prave vtedy, ked je tromi delitelny jeho ciferny
sucet, teda ¢islo S(1) + S(2) + --- + S(n). Zvysok po deleni tromi tohto suctu zavisi
iba na zvyskoch (po deleni tromi) jednotlivych séitancov S(k). Pretoze po deleni tromi
dava ¢islo S(k) rovnaky zvysok ako ¢islo k, davaju ¢isla S(1),.5(4),S(7),... zvySok 1,
¢isla S(2), S(5),S(8), ... zvysok 2 a ¢isla S(3),5(6),.5(9), . .. zvySok 0. Preto napriklad
¢islo S(ai4), teda siucet S(1)+S(2)+---+.5(14), dava po deleni tromi rovnaky zvysok
ako sucet

1+2+0)+(14+24+0)+(1+24+0)+(1+2+0)+1+2.

Podla uzatvorkovanych trojic Tahko vidime, Ze tento sucet je delitelny tromi. Pretoze
v8eobecne sucet S(3i —2) +5(3i — 1) 4+ S(3i) je delitelny tromi pre kazdé prirodzené i,
mozeme podobnym sposobom uzatvorkovat kazdy sucet

S(1)+8(2) + -+ + S(n)
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a zistif, Ze jeho zvySok po deleni tromi je rovny 1, ak n = 3k — 2 a je rovny 0, ak
n = 3k — 1 alebo n = 3k.

Cisla a,, teda budu delitelné tromi prave vtedy, ked n bude tvaru 3k alebo 3k — 1
(k=1,2,...).

Teraz rozoberme, kedy budu éisla a, naviac delitelné ésmimi. Prirodzené ¢islo je
delitelné 6smimi prave vtedy, ked je delitelné 6smimi posledné trojéislie jeho zapisu
v desiatkovej sustave. Nase tivahy budu zévisiet na pocte éislic ¢isla n.

Pre aspon trojciferné ¢isla n je a, delitelné 6smimi prave vtedy, ked je delitelné
O0smimi ¢islo n. Pretoze sa zvysky ¢isel a,, po deleni tromi opakuji po troch a zvysky
po deleni 6smimi po 6smich ¢islach a,,, buda sa zvysky po deleni ¢islom 24 opakovat
po najmensom spolo¢nom nasobku tychto peridod, teda po dvadsiatich Styroch. Pre
trojciferné n lahko zistime, Ze podmienke v tlohe vyhovuju ¢isla tvaru 104+ 24k a 120+
+ 24k (n musi byt delitelné 6smimi a davat zvysSok dva alebo nula po deleni tromi).
Do 10000 mame 413 ¢isel tvaru 104 + 24k (413 = | (10000 — 104)/24] + 1) a 412 ¢isel
tvaru 120 + 24k.

Aby pri dvojcifernom n bolo ¢islo a,, delitelné 6smimi, musi byt delitelné aj Styrmi.
O delitelnosti Styrmi rozhoduje posledné dvojcislie, takze Styrmi budia delitelné préave
vietky tie a,, pre ktoré je n delitelné styrmi. Cislo n — 1 je potom neparne, teda aj
an—1 je Cislo neparne a ¢islo 100a,,_1 dava zvysok Styri po deleni 6smimi. Potom ¢islo
a, = 100a,_1 + n bude delitelné 6smimi prave vtedy, ked n bude tiez davat zvySok
Styri po deleni 6smimi, bude teda tvaru 8% +4. Spolu s podmienkou na delitelnost tromi
dostavame, ze vyhovujice dvojciferné ¢isla n maju (rovnako ako vyssie) periédu 24 a su
tvarun = 12+24k an = 20424k, k € {0, 1,2, 3}. Po sto tak mame spolu 4+4 = 8 ¢isel.

Pri jednocifernom n lahko zistime, Ze zo vSetkych parnych éisel a, vyhovuje iba
ag = 123 456.

Celkom vyhovuje 834 cisel.

B-1I-5

Predpokladajme, ze ABCD je hladany lichobeznik a K, L st péty kolmic z vrcholov B,
D na priamku AC (obr.19). Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov BKE a DLE
vyplyva, ze dlzky stran BK a DL, t.j. odvesien v spomenutjch trojuholnikoch, st
v rovnakom pomere ako dlzky ich prepon BE a DE, teda 3 : 1. BK a DL st viak aj
vyskami v trojuholnikoch ABC a AC'D, a to na spolo¢nt stranu AC'. Obsahy tychto tro-
juholnikov st teda tiez v pomere 3 : 1, takze obsah lichobeznika ABCD je rovny 4P/3,
kde P je obsah rovnoramenného trojuholnika ABC. Vyska tohto trojuholnika z bodu A
na stranu BC' je dané (vzdialenost bodu A od priamky p). Obsah trojuholnika ABC
bude teda minimélny, ked bude miniméalna dizka strany BC, a teda aj AC, t.j. ked
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usecka AC' bude kolmé na p.

Obr. 19

Konstrukcia. Najskoér zostrojime bod C (pdta kolmice z A na p). Vrchol B
najdeme ako prieseénik priamky p s kruznicou k(C,|AC|) (dve mozZnosti). Vrchol D je
priese¢nikom priamky m vedenej bodom C rovnobezne s AB a priamky n rovnobeznej
s AC vo vzdialenosti 4|BC|/3 od vrcholu B vnutri polroviny opa¢nej k AC'B.

Zdver. Uloha mé dve rieSenia siimerne zdruzené podla priamky AC L p (obr. 20).

By n2|m1 C m2|n1 By

Obr. 20

B-1I-6

Najskor ukazme, ze pre ¢islo M s prvociselnym rozkladom M = ]\, p{* (p; st rozne
prvocisla) je podet rieSeni rovnice NSN(z,y) = M rovny [[;,(2¢; + 1). Naozaj, kazdé
rieSenie (x,y) danej rovnice ma tu vlastnost, ze lubovolné prvoécislo p; (i = 1,... ,n) deli
aspon jedno z Cisel z a y (a to najviac s takym exponentom, s akym deli M) a ziadne
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iné prvoéisla uz ani x, ani y nedelia. Cisla = a y teda maja tvar

n n

1 bi . .

T = Hpg , Y= sz' ,  a;,b; € Ng, anaviac max(a;,b;)=c¢;, i=1,...,n.
i=1 i=1

Cisla = a y tak jednoznac¢ne uréuji n-tice ¢isel a; a b; a naopak, st nimi jednoznacne
urcené. Vsetky riesenia danej rovnice su teda popisané dvojicami n-tic prirodzenych
Cisel takych, Ze na i-tej pozicii je v oboch n-ticiach ¢islo z mnoziny {0, ... ,¢;} a aspon
v jednej z nich sa priamo rovné ¢;. Takych n-tic je [];_,(2¢; + 1), nakolko dve n-tice
¢isel (ay,asz,...,a,) a (by,ba,...,b,) moéZeme povazovat za n dvojic ¢isel (aq1,b1),
(az,b2), ..., (an,by). Lubovolna dvojica (a;,b;) modze nezavisle nadobudat (2¢; + 1)
roznych hodnét (0,¢;), (1,¢), ..., (¢ — 1,¢), (¢, ¢), (ciyei — 1), ...y (¢, 1), (¢4,0).
Podla kombinatorického pravidla stéinu dostdvame vyssie uvedeny pocet.

Prvociselny rozklad ¢isla 1001 je 7 - 11 - 13. Aby mala dana rovnica prave 1001
rieSeni, musia exponenty ¢; z prvociselného rozkladu ¢isla M (obsahujuceho podla
zadania najmenej tri prvoéisla, a to 2, 3 a 5) spliiat rovnost [];_;(2¢; +1) = 7-11-
-13. V prvoéiselnom rozklade ¢isla M teda musia byt zastipené prave tri prvocisla, a to
s exponentmi (7—1)/2 =3, (11-1)/2=5a (13—1)/2 = 6. Pretoze M ma byt delitelné
¢islom 240 = 2% -3 -5, teda prvocislami 2, 3 a 5 so zodpovedajicimi exponentmi, sii
jediné mozné volby pre M &isla 25 - 33 .56, 25.36.53 26.35.53 26.33.55,

B-S-1

Predpokladajme najskor, ze celé ¢islo k = |x| pozname, dosadme ho do rovnice ako
,parameter” a ziskantl rovnicu vyriesme:

XT

:k _

T=EY 50000

2004x = 2004k + x,
2004k
2003

Ked budeme do ostatného vztahu dosadzovat jednotlivé celé ¢isla k, bude prislusné x
naozaj rieSenim skiimanej rovnice vtedy, ked sa jeho celd ¢ast bude rovnaft prave ¢islu k,
teda ked budu platif nerovnosti

<2 004k

k< kL
= 2003 ~" 7

Zistime, ktoré celé k vyhovuji obom nerovnostiam. Lava nerovnost je ekvivalentna
s nerovnostou k& = 0, prava nerovnost s nerovnostou k& < 2 003. Hladané k st teda prave
hodnoty k£ € {0,1,...,2002}. Kazdad z nich uréuje jediné rieSenie z, takze vSetkych
rieSeni x zadanej rovnice je prave 2003. Dodajme, Ze vyhovujice k moZno urcit aj
upravou odvodeného vztahu na tvar

2004k k
00 1

2003 + 2003’
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z ktorého vidno, ze ¢islo k je celou ¢astou ¢isla x prave vtedy, ked platia nerovnosti

0< "
= 5003 =

1, ¢ize 0Z k< 2003.
Iné rieSenie. PretoZe pre kazdé redlne z plati |z| < x < |x]| 4+ 1, porovnanim so
zadanou rovnicou zistime, ze kazdé rieSenie x musi spliiat nerovnosti

0=

L1 dze 0<z<2004
= o004 , Cize <z )

Cislo  splhajice ostatné nerovnosti bude riesenim sktimanej rovnice prave vtedy, ked

hodnota = — x/2 004 bude celoéiselna. Pretoze plati

oz 2003z
2004 2004’

xT

d4 sa ostatnd podmienka vyslovit takto: ¢islo 2003z je celoc¢iselnym nasobkom déisla
2004. To vzhladom na nerovnosti 0 < 2003z < 2003 - 2004 znamend, ze ¢islo 2003z sa
rovna niektorému z cisel

0-2004, 1-2004, 2-2004, ..., 20022004,

takze skimané rovnica mé prave 2 003 rieseni

0-2004 1-2004 2-2004 2002 -2004
2003 7 2003 ’° 2003 ' 2003
B-S-2
Kvoli podmienke (i) moéze byt v mnozine M najviac jedno z ¢isel 11,22,33,...,99

zapisanych dvoma rovnakymi ¢islicami, ktoré st vSetky delitelné jedenédstimi. Kvoli
podmienke (ii) a delitelnosti dvoma tam zasa nemdze byt ziadne ¢islo zapisané dvoma
roznymi parnymi ¢islicami. S jednou péarnou ¢islicou moéze byt v M najviac jedna
dvojica ¢isel ab, ba.

Ostéva, zistit, kolko méze mnozina M obsahovat dvojic ¢isel ab, ba zapisanjch dvoma
réoznymi neparnymi ¢islicami a a b. Ziadne z tychto ¢isel nesmie byt delitelné tromi
(ak je ¢islo ab delitelné tromi, je také aj &islo ba), preto do tivahy prichadza iba sedem
dvojic takych ¢isel: (13,31), (17,71), (19,91), (35,53), (37,73), (59,95) a (79,97). Kvoli
delitelnosti piatimi, siedmimi a deviitndstimi vSak moéze byt v M iba jedna z dvojic
(19,91), (35,53) a (59, 95), teda najviac pit zo vSetkych siedmich vypisanych dvojic.

Celkove zistujeme, Ze mnozina M obsahuje najviac 1+2-+2-5 = 13 ¢isel. Prikladom
trindstprvkovej mnoziny je

M ={11,23,32,13,31,17,71,35,53,37,73,79,97}.
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(Existuja aj iné priklady, nase tvahy vsak ukazuju, ze kazda trindstprvkovd mnozina M
musi obsahovat ¢isla 13, 31, 17, 71, 37, 73, 79, 97 a jednu z dvojic (35, 53) alebo (59, 95);
dvojica (19,91) je vylacend, lebo ¢islo 91 je ndsobkom ¢isla 13.)

B-S-3

Ozna¢me « a [ postupne vnutorné uhly pri vrcholoch A a B (obr.21). Bodom FE
prechadza spolo¢né dotyc¢nica oboch uvazovanych kruznic, uhol DEC' je teda stictom

v
Q@C

o x
A T B

Obr. 21

usekovych uhlov prisluchajucich tetive DE v jednej kruznici (s obvodovym uhlom «)
a tetive FC v druhej kruznici (s obvodovym uhlom (). Jeho velkost je preto a + 3.
A pretoze velkost uhla CVD je 180° — (a+ ), zistujeme, ze v Stvoruholniku CVDE sa
uhly pri protilahlych vrcholoch E a V dopliaji do 180°. To, ako vieme, znamena, Ze
CVDE je tetivovy stvoruholnik, t.j. bod E lezi na kruznici opisanej trojuholniku CDV'.

B-1I-1

Ako vieme, kazdé prirodzené ¢islo k déva po deleni tromi rovnaky zvysSok ako ¢islo S(k)
rovné stuctu éislic povodného éisla k. Cislo a,, preto déva po deleni tromi rovnaky zvysok
ako stdet S(1%) + S(2%) + --- + S(n?), teda aj ako sucet 12 + 22 + - .- + n%. Dvoma
sposobmi ukézeme, Ze ostatny sucet je delitelny tromi prave vtedy, ked ¢islo n je tvaru
9k — 5, 9k — 1 alebo 9k, pricom k£ je prirodzené c¢islo.

Pri prvom spdsobe vyuzijeme znamy vztah

12422 4. 4P = , (1)

z ktorého vyplyva, Ze skiimany sucet je delitelny tromi prave vtedy, ked je saéin n(n +
+1)(2n+1) delitelny deviatimi. Pretoze ¢isla n, n+1 a 2n+1 st navzajom nestdelitelné,
hladdme prave tie n, pre ktoré je delitelné deviatimi jedno z ¢isel n, n+ 1 alebo 2n +1,
a to su postupne ¢isla tvaru 9k, 9k — 1, 9k — 5.
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Druhyj spésob je zalozeny na pozorovani, ze zvysky ¢&isel 12,22,32,42. 52, 62,... po
deleni tromi st 1,1,0,1,1,0,..., opakuji sa teda s periédou dlzky 3. Skutocne, ¢isla
(k + 3)? a k? davaji rovnaky zvySok po deleni tromi, lebo ich rozdiel je ¢islo 3(2k +
+ 3), ¢o je nasobok troch. S¢itanim uvedenych zvyskov dostaneme postupne zvysky
prvych deviatich sactov (1): 1,2, 2,0, 1, 1, 2, 0, 0. Zvysky dalsich stctov (1) sa za¢na
periodicky opakovat. (Vyplyva to z toho, ze predchadzajici sacet deviatich ¢isel dava
nulovy zvySok a stcasne je pocet s¢itancov nasobkom periédy 3 s¢itanych zvyskov.)

Vieme uz, ktoré ¢isla a, st delitelné tromi. Zaoberajme sa teraz jednoduchsou
otazkou, ktoré a, su delitelné Styrmi. Ukazeme, ze su to vSetky a, s parnym n > 2
(a ziadne iné). Cislo a,, s nepdrnym n je totiZ neparne, &islo ap sa rovnd 14 a ¢&islo ay,
s parnym n > 2 konéi rovnakym dvojcislim ako ¢islo n?, takze je také a,, (rovnako ako
spomenuté dvojcislie) delitelné Styrmi.

Ked spojime vysledky o delitelnosti tromi a Styrmi, zistime, Ze ¢islo a,, je delitelné
dvanéstimi prave vtedy, ked ¢islo n je tvaru 18k — 14, 18k — 10 alebo 18k, pricom k
je lubovolné prirodzené ¢islo. Pretoze 100000 = 5556 x 18 — 8, je medzi prirodzenymi
¢islami od 1 do 100 000 prave 5556 cisel tvaru 18k —14, 5556 c¢isel tvaru 18k —10 a 5555
¢isel tvaru 18k. Spolu je to 16 667 cisel.

B-1II-2

Pre koeficient a musi platif a # 0 a a # —1, aby vSetky uvazované trojcéleny boli naozaj
kvadratické trojcleny. Ako vieme, kvadraticky trojclen ma dvojnasobny koren prave
vtedy, ked je jeho diskriminant nulovy. Zostavme preto diskriminanty vSetkych troch
trojélenov so zviacsenymi koeficientmi:

(a+1)2® + bc+ ¢ mé diskriminant D; = b* — 4(a + 1)c,
az® + (b+ 1)z +c¢ méa diskriminant Dy = (b+ 1)? — 4ac,
az® +bx + (c+1) méa diskriminant Ds = b* — 4a(c+ 1).

Hladdme teda realne ¢isla a, b, ¢, pre ktoré plati a # 0, a # —1 a D; = Dy = D3 = 0.

Z rovnosti D1 = D3 vyplyva c = a, takze Dy = (b+1)?—4a? = (b+1—2a)(b+1+2a).
Rovnost Dy = 0 potom znamend, ze plati b = +2a — 1, a preto Dy = (+£2a — 1)? —
—4(a+1)a =4a® F4a+1—4a® — 4a = 1 F4a — 4a, teda D; = —8a+ 1 alebo D; = 1.
Preto z rovnosti D1 = 0 vyplyvaa =1/8, b =2a—1= —3/4 ac=a=1/8. (Skiska
je jednoduchd, nie je vSak nutna, pretoze nasim postupom méame zarucené rovnosti
D1:D3,D2:03D1:0.)

Odpoved. Ulohe vyhovuje jediny trojélen x2/8 — 3z/4 + 1/8.
B-1I-3
Kladné ¢islo x je rieSenim rovnice s danym n prave vtedy, ked je ¢islo nx prirodzené

a platia nerovnosti
nr—1Zx2vn?2 —1< n.
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Pravad nerovnost plati pre kazdé x > 0, lebo zrejme plati vVn2 —1 < vVn?2 = n.
Zostéava teda vyriesit lavi nerovnicu (vzhladom na nezndmu x). Po jednoduchej tprave

dostavame
z(n—+vn?—-1) <1,

1

xS ——— =n++vn?2 -1
n—+vn2—1

Vyuzili sme to, ze vyraz n — v/n? — 1 je kladny a v stéine so zdruzenym vyrazom

n + vn? — 1 déva ¢islo 1. Po vynasobeni oboch stran odvodenej nerovnosti ¢islom n

dostaneme pre prirodzené ¢islo k = nx ekvivalentnii podmienku

k<n?+nvn2—1,

ktora je splnend prave pre k € {1,2,...,2n% — 1}, lebo pre druhy s¢itanec z pravej
strany ostatnej nerovnosti zrejme platia celoc¢iselné odhady

n?—1<nyn2—1<n?

(znovu vyuzivame iba nerovnost vn? — 1 < n). VSetky rieSenia danej rovnice maja tvar
x = k/n a tvoria tak mnozinu zlomkov

l g on? —1
R
B-1I -4

KruZznica vpisand do hladaného $tvoruholnika je kruznicou k pripisanou strane AB
trojuholnika BAV. Oznac¢me T ten z dvoch priesecnikov osi uhla AVB s kruznicou k,
ktory je dalej od vrcholu V' (obr.22). Hladané body C a D néjdeme ako priese¢niky
dotycnice ¢t v bode T ku kruznici k postupne s priamkami VB a VA. Dokazme, ze takto
zostrojeny sStvoruholnik méa zo vSetkych stvoruholnikov vyhovujicich podmienkam
ulohy najmensi obsah.

Obr. 22
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Ozna¢me C’, D' vrcholy iného doty¢nicového $tvoruholnika s vpisanou kruznicou k
(priamka C'D’ je doty¢nicou kruznice k). Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme pred-
pokladat, Ze prieseénik M dotyc¢nic ¢ a C’'D’ lezi vnitri tisecky T'C. To znamena, Ze
plati [M D| > |MC| (obr. 22). Ozna¢me C"” a D" zodpovedajice pity kolmic spustenych
z bodov C’ a D’ na priamku t. Bod C” lezi vnutri tsecky M C a D" na polpriamke M D
mimo usecky M D, takze |[MC"| < |MC| < |MD| < |MD"| azpodobnosti pravouhlych
trojuholnikov M C'C" a M D'D" vyplyva |C'C"| < |D'D"|. Trojuholnik DM D’ ma

.....

ako obsah Stvoruholnika ABCD.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieSeni ozna¢me C, D prieseéniky dotyc¢nice t
pripisanej kruznice k s ramenami VB, VA. Ak C’, D’ st vrcholy iného doty¢nicového
stvoruholnika s vpisanou kruznicou k, pre obsahy dotyc¢nicovych stvoruholnikov ABC' D
a ABC'D' plati

Sapcp = Svep — Svas,
Sapc'p = Sverp — Svas.

Stac¢i teda ukézat, ze pre Tubovolni taku dotyénicu C’'D’, ktora nie je kolma na os
uhla AV B, plati Syc'pr > Sycp. To je vsak zrejmé z obr. 23 (oba sivé trojuholniky
maju vdaka stredovej simernosti rovnaky obsah a pritom Syc/pr > Sve,p, > Svep).

Obr. 23

Iné riesenie. Obsah doty¢nicového Stvoruholnika ABC D, ktorého vpisana kruznica
mé polomer 7, je S = r(|AB|+ |BC| + |CD| + |DA|)/2 = r(2|AB| + 2|CDJ)/2 =
= r(JAB| +|CD|). Obsah dotyénicového §tvoruholnika ABCD spliajtceho podmienky
ulohy bude teda najmensi prave vtedy, ked bude najkratsia tusecka C'D.
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Uvazujme kruznicu pripisant strane C’ D’ trojuholnika VC'D’ (obr. 24). Z vlastnosti

15

C 1
T C_=
S
Ty

D//
U,

Obr. 24

doty¢nic postupne nahliadneme, ze |T1C| = |CD|/2, |ToC"| = |C"D"|/2 atiez |C'D’'| =
= |T1T5|. Ostatna rovnost vyplyva zo zndmych vlastnosti vpisanej a pripisanej kruznice,
totiz Ze ich body dotyku na spolo¢nii stranu st simerne zdruZzené podla stredu strany.
Doékaz tohto tvrdenia vyzaduje trochu pocitania:

T3] = |TLC'| + |C'T| = |TC| + |C'T3| = [T{T3| + 2|T5C7),
U\Us] = |ULD| + [D'Us| = |T{D/| + | D'TY| = |T{T4) + 2|T{D'|.
Zo sumernosti podla osi uhla AVB vyplyva |T1Ts| = |U1Us|, takze |T5C’| = |T1D’].
PretoZze obe kruznice s oddelené spolo¢nou dotyénicou C’D’, nemézu sa dotykat.
Takze |CD| < |C"D"|, ¢ize |CTy| < |C"Ts|. To znamena, Ze
|CD| =2|T1C| < [T1C| + |C"T| < [Ty T»| = |C'D'|,

¢o sme chceli dokazat.
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KATEGORIA A

A-T1T-1

Nech ¢, s st1 redlne korene danej kvadratickej rovnice. Zaoberajme sa najskor pripadom,
ked uvazovana kvadratickd rovnica ma dvojnasobny (redlny) koren. Vtedy plati t = s,
pricom podla podmienok tlohy je t = |2t — 15|. Pre t = 15/2 dostéavame rovnicu t =
= 2t — 15 s rieSenim t = 15, pre t < 15/2 rovnicu t = —(2¢ — 15) s rieSenim ¢t = 5. Im
prisltichajice kvadratické rovnice majt tvar (z —5)2 =22 =10z +25 =0 a (x — 15)? =
= 22 — 30x + 225 = 0.

Venujme sa dalej pripadu, ked uvazovana kvadratickd rovnica ma dva rézne realne
korene t, s. Rozoberieme tri pripady.

Ak t = |2t — 15| a stcasne s = |2s — 15|, tak rieSenia oboch rovnic (podla pred-
chadzajuceho) tvoria dvojicu {t,s} = {5,15}. Prisltachajica kvadratickd rovnica ma
tvar (z —5)(z — 15) = 22 — 20z + 75 = 0.

Ak t = |2s — 15| a stCasne s = |2t — 15|, tak rieSenim Styroch ststav rovnic
t=+(2s—15), s=+(2t— 15)

(ktoré zodpovedaji roznym volbam znamienok) dostaneme dvojice (s, t) rovné (15,15),
(5,5), (3,9) a (9,3). Z nich len posledné dve vyhovuju pévodnej ststave a podmienke
s # t. Dodajme, Ze sustavu rovnic ¢t = |2s — 15| a s = |2t — 15| mozno riesit aj graficky
v rovine Ost, do ktorej zakreslime obe lomené ¢iary t = |2s—15| a s = |2t —15| (obr. 25).
Dvojiciam (3,9) a (9, 3) prislicha kvadraticka rovnica (z—3)(z—9) = 22 —122+27 = 0.

Ak t = |2t — 15| = |2s — 15|, tak uz vieme, Ze rovnica ¢t = |2t — 15| ma rieSenie t = 5
at = 15. Pre t =5 z rovnice 5 = |2s — 15| vyplyva s = 5 alebo s = 10, pre t = 15
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z rovnice 15 = |2s — 15| vyplyva s = 0 alebo s = 15. Vzhladom na podmienku s # t
tak dostavame dve rieSenia (t,s) = (5,10) a (¢,s) = (15,0). Tymto rieSeniam potom
prislichaji postupne dve kvadratické rovnice (z — 5)(z — 10) = 22 — 152 + 50 = 0
a (r—15)z = 22 — 152 = 0.

Zdver. Danej ulohe vyhovuje Sest dvojic (p, ¢) redlnych ¢isel, a to dvojice (—10,25),
(—30,225), (—20,75), (—12,27), (—15,50) a (—15,0).

A-1-2

Oznacme P hladant mnozinu bodov a S stred Stvorca K LM N. Zrejme S € P (obr. 26).

Dalej uréime vsetky hladané body P (P # S), ktoré lezia vnttri pasu ohrani¢eného
rovnobezkami KN a LM. Ukazeme, ze kazdy taky bod P lezi v polrovine opacnej
k polrovine M NK alebo vnutri trojuholnika M NS. Pre kazdy bod P uvazovaného
pasu, ktory lezi v polrovine opac¢nej k polrovine K LM, totiz plati | K PL| > |[SKPN|,
lebo polpriamka PN lezi v uhle K PL. Dalej pre body P vnitri trojuholnika KSN
zrejme plati [ NPK| > 90° > | LPM]| a pre body P vnutri trojuholnika LM S zasa
|[SNPK| < 90° < |SLPM]|. A konec¢ne pre kazdy bod P v trojuholniku K LS (mimo

je mensi ako 90° (vnutorné oblasti Télesovych kruznic nad priemermi NK a LM maja
prazdny prienik).

Obr. 26

Ak teda hladany bod P lezi vo vySrafovanej oblasti na obr. 26, st priamky PK a PL
podla zadania osami uhlov NPL a KPM. Preto v trojuholniku LPN os PK uhla
N PL pretina kruznicu opisanti tomuto trojuholniku (okrem bodu P) v bode leZiacom
na osi strany N L. Tymto bodom je vSak vrchol K stvorca KLMN. Body P, N, K, L
teda lezia na jednej kruznici, ktorou je kruznica opisana stvorcu K LM N. (Analogicky
vysledok dostaneme, ked uvazujeme os PL uhla K PM.) Bod P preto lezi na kratSom
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obliku M N kruZnice opisanej stvorcu K LM N (ozna¢me ho ). Naopak, pre kazdy bod
P €/ plati podla vety o obvodovych uhloch (pre zhodné tetivy NK, KL, LM)

ISNPK| = |4KPL| = |3LPM| = 45°,

Tym je hladanie bodov P v pase medzi rovnobezkami K M a LM ukoncené.

Dalej Iahko nahliadneme, Ze lubovolny vnitorny bod P kazdej z polpriamok opaénych
k polpriamkam KM, LN, MK, NL dant vlastnost méa. UkéZeme, ze ziadny dalsi
bod roviny $tvorca K LM N uvedent vlastnost nemé. Stac¢i sa pritom vdaka symetrii
zaoberat len jednou z polrovin ohrani¢enych osou o strany K L daného $tvorca. Pretoze
sme uz vySetrili cely péas ohrani¢eny rovnobezkami KN a LM, sta¢i (bez ujmy na
vSeobecnosti) skimat len body polroviny opac¢nej k polrovine LM N. Priamky KL,
MN, LM, KM a LN delia tuto polrovinu na pét ¢asti (obr.27), pritom ziadny bod
priamok KL, LM a M N dana vlastnost o¢ividne nema.

1
P
. _ 1
N_ | M,
o
by 111
l [
I s
K I L
l
v
A%
Obr. 27

Ukéazeme, ze ziadny vnatorny bod kazdej z oblasti I az V roviny Stvorca K LM N nie
je prvkom mnoziny P. Ak P je vnatornym bodom oblasti I, evidentne plati [ K PL| >
> |<LPM]| (obr.27). Ak P je vnutornym bodom lubovolnej z oblasti II alebo III,
plati naopak | KPL| < |[LPN]|. Pre lubovolny vnatorny bod oblasti IV zasa plati
|<NPK| > |9 KPL| a pre lubovolny vnatorny bod P oblasti V plati naopak | NPK| <
< | KPL|. Vo vSetkych piatich uvazovanych pripadoch sme sa tak vzdy dostali do
sporu s podmienkami tdlohy.

Tym sme preskiimali vsetky body roviny Stvorca K LM N.
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Zdver. Hladan4d mnozina bodov P sa skladéa zo vSetkych vntatornych bodov kratsieho
oblika M N kruznice opisanej danému stvorcu K LM N, zo vSetkych vnitornych bodov
polpriamok opac¢nych k polpriamkam KM, LN, MK a NL a zo stredu S daného
Stvorca (obr. 28).

N M
.S
K| L
/ \
Obr. 28
A-1-3

Skupinu Py, rozdelme na dve ¢asti (PA) a (PB)y podla toho, ¢i slovo skupiny Py, konéi
pismenom A, alebo pismenom B. Skupinu Ny, rozdelme analogicky na dve casti (IVA)g
a (NB)j. Ozna¢me dalej pg, ng, (pA)k, (pB)k, (nA)k, (nB)i postupne poéty prvkov
skupin Py, Ni, (PA)k, (PB)k, (NA)g, (NB)y. Pre kazdé prirodzené ¢islo k potom
podla nasho rozdelenia plati

pr = (pA)r + (pB)i,

Kazdé slovo zo skupiny (PA)ks1 vznikne tak, Ze pripiSeme pismeno A bud na koniec
slova zo skupiny (PA)y, alebo na koniec slova zo skupiny (N B)j. Plati preto

(PA) k11 = (pA)r + (nB)y.

Analogicky platia tiez vztahy



66 53. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Pre n = 1 maju skupiny tvar

(PA) ={A}, (PB)i={B}, (NA)y=0, (NB) =0,
a teda (pA); = (pB)1 =1a (nA); = (nB); =0.

Predpokladajme, Ze pre nejaké prirodzené ¢islo m obsahuju skupiny (PA),, a (PB),,
rovnaky pocet prvkov, ktory oznacime ¢, a zaroven skupiny (NA),, a (NB),, maja
rovnaky pocet prvkov, ktory oznac¢ime r. Naviac predpokladajme, ze plati ¢ # r, ako
to plati v pripade m = 1, ked ¢ = 1 a r = 0. Do nasledujtcej tabulky zapisme pocty
prvkov v skupinach pre cisla k£ rovné m, m + 1, m + 2, m + 3 a m + 4. Pritom pre

vypoc¢ty hodnot vyuzijeme vztahy (1) a (2).

kKl m m+1 m+42 m—+ 3 m+4
(pA)r| g q+r q+3r 2q+6r 6q + 10r
(pB)k | ¢ 2q 3qg+1r 4q + 4r 6q + 107
mA)| r q+r 3q+r 6g +2r  10q + 67
(nB)g| r 2r q+3r 4g9+4r 10g + 67
pe| 29 3q+r 4g+4r 6g+ 10r 12q + 207
ng| 2r q4+3r 4q9+4r 10+ 6r  20q + 12r

Z tabulky mozno vycitat niekolko poznatkov. Pretoze q # r, plati aj 2q # 2r, 3q +r #
7é q-+ 3r a 6(] + 107 3& 10(] + 6. Vidime, ze Pm 7é Nms Pm+1 3& Nm+1) Pm+2 = Nm+2,
Pm+3 7 Nm+s a Ze skupiny (PA),,+4 & (PB);,44 obsahuju opit rovnaky pocet prvkov
a skupiny (NA);,+4 a (NB),,+4 opdt rovnaky pocet prvkov, pritom tieto pocty su
navzajom rozne.

Pouzitim matematickej indukcie zddévodnime, Ze uvedend tabulka mé vSetky
spomenuté vlastnosti pre kazdé m = 4¢+ 1, kde ¢ je celé nezaporné ¢islo, takze rovnost
pr = ny plati prave vtedy, ked k = m + 2 = 4¢ + 3.

Zdver. Skupiny P, a N maja rovnaky pocet prvkov prave vtedy, ked k = 4¢ + 3,
kde /¢ je celé nezaporné cislo.

A-1-4
Pre n = 1 m4 dana nerovnost tvar

1
V2 < S(p+1),  cize p>2y2-1.

Oznacéme p; = 2+/2—1. Zistili sme, Ze Ziadne ¢islo p mensie ako p; pozadovanii vlastnost
nema. Cislo p; teda bude hladanym ¢&islom, ak ukaZeme, Ze pre kazdé n > 1 plati

VIZ414 V241432414 +/n2+1=5 Zn(n+mp). (1)

N =

Dokaz urobime matematickou indukciou.
1° Pre n =1 je nerovnost (1) splnend vdaka spdsobu, akym sme ¢islo p; urdili.
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2° Predpokladajme, Ze nerovnost (1) plati pre urcité prirodzené ¢islo n a ukazeme,
ze plati aj pre prirodzené cislo n + 1. Nech teda

Fn)=vVIZ+1+V2+1+V32+1+ - +Vn2+1<

S

2
n(n +p1). ?

DN |

Pretoze
Fn+1)=Fn)++v(n+1)2+1,

podla indukéného predpokladu (2) a definicie ¢isla p; plati

n(n+2y2—-1)+/(n+1)2+ 1. (3)

F(n+1)<

DN —

Teraz dokéZeme nerovnost

—_

%n(n+2\/§—1)+ (n+1)2+1§§(n+1)(n+1+2\/§—1). (4)

Jej upravou dostaneme s 1ou ekvivalentni nerovnost
Vin+ 12+ 15 n+ /2,
o platnosti ktorej sa lahko presvedé¢ime po umocneni oboch stran na druhi:
(n+v2) =n2+2y2n+2>n+2n+2=(n+1)%+1.

Podla (3) a (4) plati

F(n+1) = (n+1)(n+1+2\/§—1) :%(n—l—l)(rﬁ—l-l-pl),

N =

¢o je nerovnost (1) pre hodnotu n + 1.

Zdver. Hladanym redlnym ¢islom je éislo p = 24/2 — 1.
A-1-5

Najskor sa zamyslime, ako moze taky tetivovy Stvoruholnik ABCD s Sestdesiat-
stupniovym uhlom pri vrchole B a so zhodnymi stranami BC a C'D vyzerat. Oznacme k
kruznicu, ktora je stvoruholniku ABC D opisana. Pretoze |4 ABC| = 60°, je uz urcena
velkost uhlopriecky AC, ktora je tetivou prisltichajicou obvodovému uhlu 60°. Vrchol D
potom musi byt vnitornym bodom kratsieho oblika AC kruznice k (v polrovine opacnej
k ACB) a vrchol B je obrazom bodu D v stmernosti podla priamky SC' (obr. 29), kde
S je stred kruznice k.
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Obr. 29

Pretoze podla predpokladu plati |BC| = |CD|, st obvodové uhly BAC a CAD
prislichajace zhodnym tetivim zhodné. Vidime teda, ze polpriamky AD a AB st
stmerne zdruzené podla osi AC. Ozna¢me X obraz bodu D v tejto simernosti (obr. 29).
Bod X zrejme lezi vnutri strany AB (obraz kratSieho obluka AC' lezi cely vo vnitornej
oblasti kruznice k), a pretoze |CX| = |CD| = |BC|, je trojuholnik X BC rovnoramenny.
Trojuholnik X BC' je dokonca rovnostranny, pretoze velkost jeho uhla pri vrchole B je
60°. Preto |BX| = |BC| = |CD|. Zo stmernosti naviac vyplyva |[DA| = | X A|, takze
|CD|+ |DA| = |BX|+ |XA| = |AB], ¢o je pozadovana rovnost v Casti a).

Lahko nahliadneme, Ze opacnd implikdcia neplati. Staci zobrat taky Stvoruholnik
ABCD, ktory spliia predpoklady tlohy, a zarovenn v tiom plati |CD| # |DA| (taky
urcite existuje, ako sme naznacili hned v tivode riesenia). Ked vymenime strany C'D
a DA, t.j. nahradime vrchol D vrcholom D’ stimerne zdruzenym s vrcholom D podla
osi uhlopriecky AC (obr. 30), dostaneme tetivovy $tvoruholnik ABCD’ s Sestdesiat-
stupfiovym uhlom pri vrchole B, ktory bude aj nadalej spliiat rovnost |CD’| + |D'A| =
= |DA| +|CD| = |AB|, ale bude v fiom platit |BC| = |CD| = |D'A| # |D'C|.

Obr. 30
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Iné rieSenie. Pripomenieme si sinusovi vetu v nasledujicom tvare, ktory vyplyva
z vety o obvodovych uhloch: Ak R je polomer kruznice opisanej trojuholniku ABC', tak
sina = a/(2R), kde a = |BC|. (Ked doplnime cyklicky dalsie dve rovnosti, dostaneme
odtial jednoducho bezné znenie sinusovej vety.)

Ak teraz oznacime ¢ obvodovy uhol prislachajici zhodnym tetivim BC a C'D (0° <
< @ < 60°), zistime, Ze tetive D A prislicha obvodovy uhol 60° —¢ a tetive AB obvodovy
uhol 120° — ¢ (obr. 31). Dokazovana rovnost je potom podla sinusovej vety ekvivalentna
s rovnostou

sin ¢ + sin(60° — ¢) = sin(120° — ¢).

Pretoze sin(120° — ¢) = sin(60° + ¢), je uvedena rovnost (po jednoduchej tprave)
ekvivalentnd s rovnostou

sin ¢ = 2 cos 60° sin ¢,

ktora triviadlne plati.

Obr. 31

Rovnako ako v predchadzajicom rieseni si uvedomime, ze rovnost |CD| + |DA| =
= | AB| ostane zachovand, ak v danom Stvoruholniku vymenime strany C'D a DA. Novy
Stvoruholnik ostane tetivovy, velkost jeho vnutorného uhla pri vrchole B sa nezmeni,
ale namiesto rovnosti |BC| = |C'D| bude splnena rovnost |BC| = |DA].

Iné rieSenie. Ozna¢me dlzky stran Stvoruholnika ABCD, ktory spliia podmienky
ulohy, zvy¢ajnym spésobom a, b, ¢, d. Pretoze vnutorné uhly pri vrcholoch B a D maja
velkost 60°, resp. 120°, z kosinusovej vety pre trojuholniky ABC a CDA vyplyva (po
porovnani dvoch vyjadreni hodnoty |AC|?) rovnost

a? +b% —ab=c*+d* + cd. (6)
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a) Ak b = ¢, mozno z rovnosti (6) postupne odvodit

A+ —ac=c+d?+cd,
a®—d? =ac+cd,
(a —d)(a+d) =c(a+d),
a—d=c.

Rovnost a = ¢ + d, ktort sme mali dokézat, teda plati.

b) Ak plati a = ¢ + d, po dosadeni za a do rovnosti (6) dostaneme
(c+d)?+b* —(c+d)b=c*+d*+ cd.

Odtial po uprave mame vztah (b—c)(b—d) = 0, z ktorého vyplyva, ze plati b = ¢ alebo
b = d. Opacna implikacia teda vSeobecne neplati.

A-1-6

Ak st cisla x, y, z rieSenim danej stustavy, zrejme plati zyz # 0. Vynasobme preto
jednotlivé rovnice postupne ¢initelmi yz, zx, xy a v obore nenulovych realnych ¢isel
rieSme ekvivalentna stistavu rovnic

Pyz=y+z ayiz=x+z ay=z+y. (1)
Stuctom lavych a pravych stréan tejto sustavy rovnic ziskame po tprave rovnicu
(xyz — 2)(x +y+ 2) = 0.

Odtial vidime, ze plati zyz = 2 alebo = + y + 2z = 0. Rozoberme tieto dva pripady
osobitne.

Nech zyz = 2. Po dosadeni za sG¢in zyz v ststave (1) dostaneme
2e=y+z2, 2y=zx+4+2 2z=x+4y,
¢o je ekvivalentné so stistavou
Jr=x4+y+z2 3dy=zxz+y+z IJz=x+y-+z
Odtial vyplyva x = y = z. Vzhladom na podmienku zyz = 2 dostaneme =z = y
(

= 2z = {/2. Skugkou overime, Ze trojica (/2, /2, </2) je skuto¢ne riesenim siustavy
a teda aj povodnej sustavy rovnic.

1),
Nech z+y+ 2 = 0. Z prvej rovnice ststavy (1) vyplyva 22yz = —z, odkial vzhladom
na podmienku x # 0 dostaneme xyz = —1. Overme, ze kazda trojica nenulovych

redlnych &isel (x,v, z) spliiajica stistavu dvoch rovnic

r+y+z2=0, zyz=-1 (2)
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je rieSenim povodnej ststavy. Z rovnosti (2) totiz vyplyva

1 1 —
_+_:y+z: x :xQ
y oz yz —1/x

(vzhladom na symetriu zadanej ststavy stacilo overit jednu rovnicu).
Sustava rovnic (2) ma v obore nenulovych realnych ¢isel nekonecne vela rieseni,
ktoré ziskame napriklad tak, Ze jednu premennt (napr. z) zvolime ako parameter. Tym

dostaneme stustavu .
r+y=—z, TY=—-—.
z

Po dosadeni za x z prvej rovnice do druhej dostaneme

1
(y+2)y = =

teda .
y2+yz—;:0. (3)

Jedné sa o kvadratickil rovnicu s nezndmou y a parametrom z. Jej diskriminant je
rovny D = z? +4/z. Nutnou a posta¢ujiicou podmienkou pre to, aby tato rovnica mala
redlne korene, je nerovnost D = 0. VyrieSenim nerovnice (22 +4)/z = 0 dostaneme pre
parameter z podmienku

z € (—oo, —\3/Zl> U (0, 00). (4)
Za podmienky (4) mé kvadratickd rovnica (3) korene
—z4+ /22 +4/z —z— /2?2 +4/z

Y1 = 9 a Y = )

ktorym podla vztahu x = —y — 2z zodpovedaju hodnoty

. 2= 22 44z oz n22 44z
1 = 2 a T = 2 .

Pritom (z1,y1) = (22, y2) plati iba v pripade z = — /4.

Zdver. Dan4 ststava ma4 rieSenie x = y = z = /2. VSetky ostatné rieSenia st trojice
(x,y,z) tvaru

(z,y,2) = <_Zi 222+4/Z, T ;2+4/Z,z>,

kde z je Tubovolné &islo splhajtice podmienku (4).
A-S-1

Pretoze P(x) je kvadraticky trojélen s nezadpornymi koeficientmi, je nutne a > 0.
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Nech z je TubovoIné kladné realne ¢islo a n je ¢islo prirodzené. Pretoze

plati
1
Pritom rovnost nastava prave vtedy, ked /2™ = 1/y/z™, t.j. ked x = 1.

Pretoze ¢isla ab, bc a ca st podla predpokladov tlohy nezdporné, pouzitim
nerovnosti (1) dalej dostaneme

P(@P(é) = (az? +bx+c)(a% +b% —l—c) —

1 1 1
:a2+62+02+ab<x—|——>—|—bc<x—|——>—|—ca(x2+—2>
x x x

v

> a? +b% + ® + 2ab + 2bc + 2ca = (a + b+ c)? = (P(l))Q.

Rovnost nastéva prave vtedy, ked x = 1, alebo ab = bc = ca = 0, ¢o vzhladom na
podmienku a > 0 dava b = c = 0.
Pre Tubovolné kladné realne ¢islo x teda plati

P@)-P(1) = (P)’,

Xz

pri¢om rovnost nastava prave vtedy, ked x = 1 alebo b = ¢ = 0.

Pozndmka. Ulohu mozno vyriesit aj pouzitim Cauchyho nerovnosti:
1 9 1 1
P(z) - P(—) = (az” + bz + c)(a—2 +b—+ c> =
x x

= ((Va)+ (Vi) + (V4)?) ((i) () (ﬁf) =

T T

v

(ﬁx%%—\/@\/g—l—ﬁﬁ) — (a+b+0c)? = (P(1)".

A-S-2

Nech ABC'DE je Tubovolny konvexny pétuholnik s uvazovanymi vlastnostami. Ozna¢me
P, R postupne stredy stran AD, BD trojuholnika ABD (obr. 32). Potom plati

1 1 1
PRI = 5|ABl,  |CR|=3|BD|,  |PE|=3|AD], 1)
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pretoze PR je stredna priecka trojuholnika ABD a v pravouhlom trojuholniku je stred
prepony zaroven stredom jeho opisanej kruznice (Talesova veta).

Obr. 32

Z trojuholnikovej nerovnosti je zrejmé, ze pre dizku uhlopriecky C'E plati
|CE| £ |CR| + |RP|+ |PE| = s,

pricom dlzka s lomenej ¢iary CRPE je podla (1) zaroveii rovna polovici obvodu
trojuholnika ABD.

Dalej sktimajme, kedy bude mat trojuholnik ABD danych vlastnosti (JAB| = 6 cm,
|SADB| = 120°) najvicsi obvod. Ak ozna¢ime « a 3 (obr.32) velkosti vnatornych
uhlov pri vrcholoch A a B trojuholnika ABD (a4 3 = 60°), dostaneme zo sinusovej
vety v trojuholniku ABD

sin «v sin 3

|BD|=|AB|———, |AD|=|AB|- .
sin 120° sin 120°

Sc¢itanim oboch predchadzajtcich rovnosti vyjde

sin o - sin
AD| + |BD| = |Ap|SRnotsins

sin 120°
_opap B30 B g,
sin 120° 2 3

pri¢om rovnost v ostatnej nerovnosti nastava prave vtedy, ked cos(a/2 — 3/2) = 1,
t.j. pre a = B = 30°. Trojuholnik ABD mé& teda najviiési obvod prave vtedy, ked
je rovnoramenny a jeho uhly pri zdkladni AB maju velkost 30°. Vzhladom na to, Ze
|AB| = 6 cm, plati pre Tubovolny pétuholnik ABCDFE pozadovanych vlastnosti

1
(1481 + 14D| +18D]) £ 5145 (1422 ) -

3
3+ 2\/5) cm.

Pritom pre uvazovany pituholnik ABCDE v situacii, ked trojuholnik ABD je
rovnoramenny a vrcholy C, E leZia na priamke RP, plati |[CE| = (3 + 21/3) cm.

ICE| < s =

DO |

Youn
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Najvicsia dlzka uhlopriecky CE piafuholnika ABCDE vyhovujtceho podmienkam
tlohy je teda (3 + 24/3) cm.

Pozndmka. V druhej ¢asti rieSenia sme (pre konkrétnu hodnotu w = 120°) ukazali,
ze trojuholnik ABD s danou stranou AB a danym uhlom w pri vrchole D mé najvacsi
obvod prave vtedy, ked je rovnoramenny so zékladnou AB. To vyplyva aj z nasledujicej
uvahy.

Bod D prebieha obluk, z ktorého je iisecku AB vidno pod uhlom w. Na polpriamke
opacnej k DA (obr.33) zostrojme bod K tak, aby |DB| = |DK]|. Z rovnoramenného
trojuholnika BDK vyplyva, ze | AKB| = w/2. Bod K preto lezi na obluku, z ktorého
je tise¢ku AB vidno pod uhlom w/2. Dizka |AK| = |AD| + |BD| bude teda najviicsia
prave vtedy, ked bude tisecka AK priemerom AK* spomenutého oblika. Vtedy je bod D
stredom D* prislusnej kruznice, takze plati |AD*| = |BD*| = |D*K*|.

A-S-3

Od¢itanim prvej rovnice danej stistavy od druhej dostaneme rovnicu
y? — 2 + 220 —2yz =6(z + 7 —2) —6(y + 2 — 2),
ktord upravime na tvar
(x—y)(z+y—22+6)=0.
Podobne od¢itanim prvej rovnice sustavy od tretej dostaneme
(z—2)(x+2z—-2y+6)=0.
Dana sustava je preto ekvivalentna so ststavou rovnic
2?4 2yz —6(y +2—2) =0,
(x—y)(z+y—22+6)=0, (2)
(x—2)(x+2z—2y+6)=0.
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Vzhladom na druht a tretiu rovnicu tejto ststavy staci rozobraf Styri pripady.

Nech z —y = 0 a sticasne x — 2z = 0. Potom z = y = z a dosadenim za y a z do prvej
rovnice ststavy (2) dostaneme rovnicu

322 — 122 4+ 12 =0,

ktora ma dvojnasobny realny koren x = 2. Preto trojica (z,y, 2) = (2,2,2) je v tomto
pripade jedinym rieSenim danej sastavy.

Nech x —y = 0 a sticasne x + z — 2y + 6 = 0. Potom y = z a 2 = x — 6. Dosadenim
do prvej rovnice sustavy (2) dostaneme po tprave rovnicu

322 — 24z 4 48 = 0,

ktord mé dvojnasobny realny koreni x = 4. Preto trojica (x,y, z) = (4,4, —2) je v tomto
pripade jedinym rieSenim danej sustavy.

Nech z+y—2246 = 0 a stcasne x —z = 0. Podobne ako v predchéddzajicom pripade
dostaneme jediné riesenie (z,y, z) = (4, —2,4).

Nech x +y — 2246 = 0 a stcasne  + z — 2y + 6 = 0. Odc¢itanim druhej rovnice od
prvej dostaneme, ze 3y —3z = 0, teda y = z. Z prvého predpokladu tak méame y = x+6.
Dosadenim do prvej rovnice ststavy (2) dostaneme po tprave rovnicu

322 + 122 4+ 12 =0,

ktorda méa dvojnasobny redlny korenn x = —2. Preto trojica (z,y,z) = (—2,4,4) je
v tomto pripade jedinym rieSenim danej ststavy.

Dana ststava mé v obore redlnych ¢isel Styri rieSenia (x, y, z). St nimi trojice (2, 2, 2),
(4,4,-2), (4,-2,4) a (—2,4,4).

Pozndmka. Ked si vSimneme, Ze scitanim vSetkych troch rovnic danej sistavy
dostaneme po uprave
(r+y+z—-6)2=0,

tak napriklad z podmienky z +x —2y+6 = 0 priamo vyplyva y = 4, ¢o predchadzajice
uvahy zjednodusi.

A-1II-1

Kazdy pétmiestny palindréom p sa da zapisat v tvare p = abcba, kde a, b, ¢ st ¢islice
v desiatkovej sustave, a # 0. Z vyjadrenia

p=10001a + 10105 + 100c = 37(270a + 27b + 3¢) + 11(a + b — )

vyplyva, ze p je delitelné ¢islom 37 prave vtedy, ked je ¢islom 37 delitelné ¢islo a+b— c.
Vzhladom na to, Ze a, b, ¢ su ¢islice (a # 0), plati —8 < a + b — ¢ < 18. Preto je ¢islo
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a + b — c delitelné 37 prave vtedy, ked a + b — ¢ = 0, ¢ize ¢ = a + b. Cislice a, b teda
musia spliiat podmienku a + b < 9.

Ku kazdému a € {1,2,3,...,9} mozno ¢islicu b zvolit 10 — a sposobmi tak, aby
platilo a +b <9 (b€ {0,1,2,...,9 — a}). Cislica ¢ je potom uréens jednoznacne ako
sucet a + b. Palindréomov s ¢islicou a = 1 je preto 9, palindrémov s cislicou a = 2 je 8,
atd., az napokon pre ¢islicu a = 9 existuje prave jeden palindrém.

Pocet vSetkych patmiestnych palindrémov, ktoré su delitelné ¢islom 37, je teda

9+ 8+7+ - +1=45.

A-1I-2

Pocet vyhovujucich slov dlzky n = 2, ktoré koncia dvojicami pismen AA, AB, BA
oznaéme postupne (aa),, (ab)n, (ba),; podet vyhovujicich slov dizky n > 1, ktoré
konéia pismenom A, resp. B, ozna¢me a,,, resp. b,. Pre vSetky prirodzené ¢isla n = 2
plati

an, = (aa), + (ba)y,,
by, = (ab),
Pn = ap + by, = (aa), + (ba), + (ab),.

Existuju prave dve vyhovujice slova dlzky jedna, a to slovd A a B, a prave tri
vyhovujtce slova dlzky dva, a to slova AA, AB, BA. Preto a1 = by = 1, p1 = 2,
(CLCL)Q = (ab)g = (ba)2 = 1, a2 = 2, bQ = 1, P2 = 3.

Kazdé vyhovujice slovo dlzky n = 3, ktoré konéi dvojicou pismen AA, dostaneme

tak, Ze pripiSseme pismeno A na koniec slova dlzky n — 1 konéiaceho dvojicou BA. Preto
plati

(aa), = (ba)p—1.

Analogicky zistime, ze pre kazdé n = 3 platia tiez vztahy

(ba)n = (ab)n—b
(ab)n, = (aa)n—1 + (ba)n_1.
Pretoze nas zaujima iba parita prirodzeného ¢isla p, a vyrazov, pomocou ktorych ho

pocitame, mozeme na zaklade uvedenych rovnosti zostavit tabulku zo symbolov P a N,
ktorym zodpovedaju parne resp. neparne cisla.

n|] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(aa), N N N P P N PN
(ba)n N NP PN P NN
(ab)n, N P PN PN N N
an] N P P N P N N N P
b/ N N P P N P N N N
m| P N P N NN P P N
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Tato tabulka je nutne periodické, pretoze existuje iba osem rdznych usporiadanych
trojic pismen P a N, takZe najviac po dsmich stlpcoch sa vzhladom na dokézanti
rekurenciu za¢ni hodnoty postupnosti ((aa),), ((ba),), ((ab),) opakovat. Hodnoty
postupnosti (ay), (bn), (prn) st z nich odvodené, takze sa za¢ni opakovat tiez. Z tabulky
vidime, Ze jej periéda je 7 (prvé dva zhodné stlpce stt pre n = 2 a n = 9). A pretoze
v prislusnom tseku tabulky je dvojica susednych parnych ¢isel pr, pg jedina, st obe
¢isla p, a p,11 parne prave vtedy, ked je ¢islo n delitelné siedmimi.

Pozndmka. Z vyssie uvedenych vztahov mozeme odvodit rekurentné rovnice pre
¢isla a,, a b,. Pre vSetky prirodzené ¢isla n = 4 plati

an = (aa), + (ba), = (ba)p—1 + (ab)p_1 =
= (ab)n—2 + (ab)p—1 = bp—2 + by—1, (1)

by, = (ab), = (aa)p—1 + (ba)p_1 = an_1.

Tieto rovnice mdzeme odvodit aj nasledujicou tvahou. Vyhovujtce slovo konciace
pismenom A ma koncovku B A alebo BAA, pocet slov prvého typu je b,,_1, slov druhého
typu je b,_o. Vyhovujtce slovo kon¢iace pismenom B mé nutne koncovku AB a tychto
slov je ap—1.

Zo vztahov uvedenych v (1) mozno odvodif rekurentnt rovnicu priamo pre ¢isla p,,.
Pre kazdé n = 4 totiz plati

Ap = bn—l + bn—2 = Qp_2 + Ap_3,

bn = ap—-1 = bn—2 + bn—3-
Vzhladom na to, ze p, = a,, + b,, dostaneme sé¢itanim tychto vztahov rovnicu

Pn = Pn—2 + DPn—3,

ktortt mozeme odvodif aj takto: Kazdé vyhovujice slovo dizky n mé prave jednu
z koncoviek ABAA, ABA, BAB, BAAB, pritom koncovky ABA a BAB ma prave
pn_2 slov, zatial ¢o koncovky ABAA a BAAB mé prave p,_3 slov.

A-1II-3

a) V tetivovom stvoruholniku ALBC plati a = | BAC| = |4BLC| a f = |<ABC| =
= | ALC| (obr. 34). Z rovnosti obvodového a prislusného tisekového uhla pre tetivu AK
v kruznici k; vyplyva, ze priamka AC je dotycnicou ku kruznici k; prave vtedy, ked
plati |[FCAK| = |FALK], t.j. prave vtedy, ked o = (. Z analogickych dovodov je
priamka BC' dotyénicou ku kruznici ko préave vtedy, ked 5 = a. Priamka AC' je preto
dotyé¢nicou ku kruznici k; prave vtedy, ked priamka BC' je doty¢nicou ku kruznici ko,
¢o sme chceli dokazat.
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Obr. 34

b) Podla casti a) vieme, ze plati « = [ BAC| = |<BLK|a g = |[ABC| = |3ALK]|.
Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze plati o < (3. Dotyénica v bode A ku
kruznici ky zviera s tetivou AK tsekovy uhol 5 > «, preto lezi bod P na polpriamke AC),
zatial ¢o bod @ lezi analogicky na polpriamke opacnej k BC'. Z tetivovych Stvoruhol-
nikov ALK P a BQLK vyplyvaja rovnosti [JKPC| = § a |[SBQK| = « (obr.34).
Trojuholniky APK a QQBK sa preto zhoduju v dvoch uhloch (pri vrcholoch A, @ a P,
B). Zhoduju sa teda aj v uhle pri spolo¢nom vrchole K, takze

[FAKP| = |3BKQ| (= 8- a).

Odtial vyplyva, ze body P, K, @ lezia na jednej priamke. Tym je tvrdenie casti b)
dokazané.

Poznamka. Dokéazali sme vlastne nasledujice tvrdenie: Ak je trojuholnik ABC
rovnoramenny s ramenami AC, BC, dotykaji sa obe ramena zodpovedajucich kruznic
k1 a ke vo vrcholoch A a B. A tiez naopak, ak trojuholnik ABC nie je rovnoramenny,
pretinaju jeho strany AC' a BC' zodpovedajuce kruznice ky a ko v dalSich bodoch P
a@ (P+# A, Q# B), pricom ich spojnica PQ prechddza danym bodom K.

A-1I-4
Pouzitim sinusovej vety v trojuholnikoch BK A a C K A dostaneme

\BK|_sin% |C’K|_sin%

|AK|  sinf3 . |AK|  siny’
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Sc¢itanim oboch predoslych rovnosti vyjde

AK| ~ |AK| T [AK| T2

_|_

|BC| |BK|  |CK| . a1 1
sinf3  sinvy /)’

Ak obe strany ostatnej nerovnosti vyndsobime vyrazom 2cos(a/2), dostaneme po
aprave

5 |BC| o . 1 N 1 1)
cos — =sina :
|AK| 2 sinf  sinvy
Cyklickou zdmenou ziskame dalsie dve analogické rovnosti
ICAl B _ . 1 1
2 — = 2
|BL| 5y sin 5 sin 7y * sina )’ 2)
|AB| ¥ ) 1 1
9 L= ) 3
|C'M| 055 T T\ Gina + sin 3 (3)

Séitanim rovnosti (1), (2) a (3) dostaneme po vydeleni dvoma rovnost

ar| 2 T BL 2 T oM 2
n

1 (sina  sinpf 1 (sinf3 sinvy 1 /siny sina

sl ===+ = +s |l o—+ = 5|l o— = .

2 \sinf  sina 2 \siny sinpg 2 \sina  sinvy
Vzhladom na to, Ze sin «, sin 3, siny st kladné ¢isla, mozeme kazdy z troch vyrazov
v zatvorkach na pravej strane ostatnej rovnosti odhadnit zdola ¢islom dva (vyuzivame
znamu nerovnost a/b+ b/a = 2, ktora je pre Tubovolné kladné ¢isla a, b ekvivalentna

so zrejmou nerovnostou (a — b)? = 0). Odtial vyplyva pozadovana nerovnost. Tym je
dokaz hotovy.

A-I1IT-1

Ak nejaka trojica (z,y,2) € R® (zyz # 0) vyhovuje podmienkam tlohy, je rieSenfm
sustavy nerovnic

8 8
x2+y2+22§6+x2——4, —4—|—y2+22§6,

x x

8 8
x2+y2+22§6+y2—g, t.J. x2+E+22§6,

8 8
P+t + 22 S6+27 - —, ?+y* 4+ — <6

2 x

Scitanim vsSetkych troch nerovnic tejto ststavy dostaneme nerovnicu

8 8 8
(F+x2+x2)+ (E+y2+y2)+(z—4+22+22) <18.



80 53. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Vyrazy v kazdej z troch zatvoriek na lavej strane mozno odhadnif pouzitim nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice kladnych ¢isel. Obdrzime tak

postupne
8 8 8
18>( +x+x)+< -I—y-l-y)-l-( +z+z):

>3 \/ s x2+3\3/ i cy?-y? +3\/ 22222 =18.

Odtial vyplyva, Ze v kazdej z troch pouzitych nerovnosti medzi aritmetickym a geomet-
rickym priemerom nastane rovnost, takze prislusnéa trojica ¢isel mé vzdy tri rovnaké
zlozky. Musi teda stcasne platit

8 2 8 2 8 o
—Q =T, 4 ) — — <,
.’174 y4 Y

t. .
6 _ 46— ,6—38

Z ostatnej podmienky bezprostredne vyplyva
(x,y,2) = (51ﬁ, £9v/2, agﬁ), kde g; € {—1;1} pre i = 1,2,3. (1)

Vzhladom na pouzité dosledkové tpravy je nutné urobit skuasku, pomocou ktorej
zistime, Ze vSetkych 8 trojic redlnych ¢isel uréenych vztahom (1) vyhovuje podmienkam
ulohy.

Iné riesenie. Nech trojica (z,y, 2) € R3 (zyz # 0) je rieSenim danej tlohy. Ozna¢me
A = min{z? y?, 2*} > 0.

Potom plati
min{x2 — %,yQ— %,22 — %} =A- i

Preto tiez

A+A+A§x2+y2+22§6+min{x2—%,y2—§ zQ—E}:

8

Po tprave dostaneme nerovnost, ktorej praviu stranu odhadneme pouZitim nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom:
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To znamena, Ze vo vSetkych pouzitych nerovnostiach musi nastat rovnost, a teda
2:A:$2:y2222.

Skuskou opét overime, ze vSetky trojice uréené vztahom (1) st rieSenim zadanej
nerovnice.

A-1IT -2

Pocet vyhovujtcich slov dizky n, ktoré konéia pismenom A, resp. B, oznaéme a,
resp. b,,. Plati

Pn = Qp + by, (1)

Nech n = 4. Vyhovujuce slovo konéiace pismenom A mé jednu z koncoviek BA, BAA,
alebo BAAA. Pocet slov prvého typu je b,,_1, druhého typu b,,_o, tretieho typu b, _3.
Preto

ap =bp_1+bp_2+ bn—3- (2)

Podobne pre n 2 3 méa vyhovujtce slovo konéiace pismenom B jednu z koncoviek AB,
ABB, teda

bn = 0ap-1+ an—2. (3)

Nech dalej n = 6. Kazdé z éisel b; vo vztahu (2) vyjadrime pomocou (3), dostaneme
tak
ap =bp1+byp2+b, 3=

— (an—Q + an—S) + (an—S + an—4) + (an—4 + an—B) - (4)

=ap-2+ 203+ 20,4+ an_s.

Podobne dostaneme

bn =0Qp—1 T An—2 =
- (bn—2 + bn—S + bn—4) + (bn—?) + bn—4 + bn—5) - (5)
= bn—2 + 2bn—3 + 2bn—4 + bn—5-

Séitanim vztahov (4) a (5) dostaneme podla (1)
Pn = DPn—2 + zpn—?) + 2pn—4 + Pn—5-
Preto pre Tubovolné prirodzené ¢islo n = 6 plati

Pn —Pn—2 — Pn—5
Pn-3 +pn—4

=2

Y

takze zadany zlomok mé hodnotu 2 aj pre n = 2004.
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A-1IIT-3

Pre Tubovolné i, 1 < ¢ < 121, oznaéme M; mnozinu vSetkych bodov X kruZnice k,

Obr. 35

pre ktoré usecka A;X zviera s prislusnou priamkou p; uhol velkosti mensej ako ¢ =
= 21°. Mnozina M; je zrejme tvorend dvoma oblikmi X;Y; a U;V; (obr.35). Obom
uvazovanym oblikom kruznice k zodpoveda dvojica stredovych uhlov X;SY; a U;SV;,
kde S je stred danej kruznice k. Ukéazeme, ze pre kazdé i € {1,2,...,121} plati
[ X SYi| + [qUSV;| = 4e = 84°.

Obr. 36

V trojuholniku A;Y;U; je sucet velkosti vnutornych uhlov pri vrcholoch Y; a U; rovny
velkosti vedlajSieho uhla pri vrchole A;, t.j. 2¢. Na druhej strane, sucet oboch uvazo-
vanych uhlov v tomto trojuholniku je rovny suctu obvodovych uhlov prislichajucich
oblikom X;Y; a U;V;. Zo vztahu medzi obvodovym a stredovym uhlom dostédvame

| X;SY;| + |QUSVi| = 2- 26 = 4e = 84°.
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Celkovo tak 121 uvazovanym tetivam p; a ich bodom A; zodpoveda 121 dvojic oblukov
X,Y; a U;V; kruznice k s celkovou obltkovou dlzkou 121 - 84° = 10 164°. Pokial kazdy
bod X kruznice k lezi najviac v 28 mnozinach M;, musi byt uvedeny sucet vsetkych
obltikkovych dizok rovny najviac 28 - 360° = 10080°, ¢o neplati. Preto existuje aspon
jeden bod kruznice k, ktory lezi sti¢asne aspon v 29 mnozinach M, ¢o sme mali dokazat.

Pozndmka. Ze obom oblikom X;Y; a U;V; zodpoveda spolu stredovy uhol 4e, na-
hliadneme lahko aj z obr. 36, lebo obluky U'Y; a U;V; st zhodné.

A-1IIT-4

Pre n rovné 1, 2 a 3 je dany stcet postupne rovny celym ¢islam 1, 3, 5. Predpokladajme
preto dalej, Ze n > 3. Jednoduchou tpravou dostaneme

non n n no_

ntat Tt eyt oy T
~nn—1)-...-24nn—-1)-...-3+---+nn—-1)+n+1
B (n—1)! '

Ak je ostatny zlomok celé ¢islo, je nutne ¢islo n — 1 delitelom jeho citatela. Preto je
¢islo n—1 delitelom ¢isla n+ 1. Pretoze najvicsi spolo¢ny delitel dvoch ¢isel je delitelom
aj ich rozdielu, je najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel n — 1 a n + 1 delitelom ¢isla 2, takze
n—1¢€ {1,2}, ¢o je v spore s predpokladom n > 3.

Dany sucet je celé ¢islo pre prirodzené ¢isla n z mnoziny {1, 2, 3}.

A-1IIT-5

Uhlopriec¢ka AC' je priemerom kruZnice opisanej Stvorcu ABC D, takze podla Talesovej
vety je uhol ALC pravy (obr.37). Bod K je tak priese¢nikom vySok CD a AL v troju-
holniku ACM, takze aj priamka MK je kolma na AC a pretina stranu BC' daného
Stvorca v jej vnutornom bode N, lebo MK || DB.

C N B
jyZ=
M D A

Obr. 37
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Teraz mozno tvrdenie tllohy dokazat niekolkymi sposobmi.

Prvgj spésob. Stvoruholniky BCLD a KLMD su tetivové, preto podla vety o ob-
vodovych uhloch postupne plati

|[SNBL| = |4CBL| = |4CDL| = |4KDL| = |9SKML| = |SNML)|.
Pretoze body B a M lezia v rovnakej polrovine urcenej priamkou N L, lezia body B,
L, M, N na jednej kruznici.

Druhy spésob. Pretoze MN || DB, plati |[SMNC| = 45°, rovnako uhol BLC nad
tetivou BC' kruznice k ma velkost 45° (obr. 38), takze |[<BLM| = |[<BNM| = 135°.

Obr. 38

Body L a N zrejme lezia v rovnakej polrovine urcenej priamkou M B, preto lezia body
B, L, M, N na jednej kruznici.

Treti sposob. Ozna¢me P piatu vysky z vrcholu M na stranu AC a uvazujme
Stvoruholniky ABNP, APKD a DKLM (obr.39). Podla Talesovej vety su vSetky

C N B

Obr. 39
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tri stvoruholniky tetivové. Vrchol C' daného stvorca ABCD lezi mimo kazdej z troch
kruznic opisanych uvazovanym tetivovym stvoruholnikom, takze pouzitim vety o moc-
nosti bodu C' ku kruzniciam opisanym postupne stvoruholnikom ABNP, APKD,
DK LM dostaneme tri rovnosti

|CN[-|CB| =|CP|-|CA],
|CP[-|CA| = |CK]-[CD],
|CK|-|CD] = |CL| - |CM]|,

z ktorych bezprostredne vyplyva rovnost
|CN|-|CB|=|CL|-|CM|.
Odtial uz vyplyva, ze body B, L, M, N lezi na jednej kruznici.
A-1IIT-6

Nech f je lubovolnda z hladanych funkcii. Ozna¢me f(1) = p. Vzhladom na podmienky
ulohy plati p > 0.
V danom vztahu polozme z = 1, y = 1. Po tprave dostaneme

p=f(p)- (1)

V danom vztahu dalej polozme x = p, y = 1. Potom

P’ (fp)+p) =@+ 1)f(f(p))

a podla (1) vyjde
2p° = (p+1)p.
Tato algebraickd rovnica ma tri redlne korene —1/2, 0, 1. Jediny koren vyhovujtci
podmienke p > 0 je p =1, teda
f1) =1 (2)

Nech t je Tubovolné kladné redlne ¢islo. V danom vztahu polozme x = 1, y = ¢, takze
vzhladom na (2) dostaneme

L+ f(t) = (L+0) f(2).
Odtial po uprave
1
T (3)

Dosadenim lahko overime, ze funkcia f(t) = 1/t vyhovuje rovnici zo zadania. Funkcia
urcend vztahom (3) je jediné rieSenie danej tlohy.

ft) =
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Iné rieSenie. Predpokladajme, Ze existuje funkcia danych vlastnosti a Tubovolni
z takych funkcii oznacme f.

Nech ¢t je Tubovolné kladné realne ¢islo. V danom vztahu polozme = = t, y = t. Po
uprave dostaneme

tf(t) = f(Lf(t)).

Odtial vyplyva, Zze mnozina P = {p € R"; p = f(p)} je neprazdna, pretoze pre kazdé
kladné realne ¢islo ¢ je ¢ f(t) prvkom P.

Predpokladajme, ze mnozina P obsahuje aspon dve roézne ¢isla, ozna¢me ich a a b.
V danom vztahu polozme = = a, y = b. Dostaneme

a?(f(a)+ f(b)) = (a+Db)f(f(a)b).

Vzhladom na to, ze a = f(a), f(a) + f(b) = a + b # 0, dostaneme odtial po tprave

a® = f(ab). (4)

Ak poloZzime v danom vztahu naopak x = b, ¥y = a, dostaneme po podobnej uprave

b* = f(ab). (5)

Vzhladom na to, Ze a a b st kladné ¢isla, vyplyva zo vztahov (4) a (5) a = b, ¢o je spor
s predpokladom, ze mnozina P obsahuje aspon dve rézne disla.

Mnozina P teda obsahuje prave jedno ¢islo, ozna¢me ho p (p € R™). Z predchadzaju-
cich vztahov vyplyva, ze pre kazdé kladné reélne ¢islo ¢ plati ¢t f(t) = p, preto funkcia f
ma nutne tvar

Teraz dosadme tento predpis do povodného vztahu. Pre vSetky z,y € RT tak

dostaneme
Ty Py

Upravou ziskame p = 1.
Teda funkcia f dana pre vSetky kladné realne ¢isla ¢ predpisom

je jedina funkcia, ktord vyhovuje danému vztahu.



Pripravné suastredenia pred IMO

Pred medzinarodnou matematickou olympiddou (IMO) sa kazdoro¢ne konda jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlepsich riesitelov tretieho kola katego-
rie A. Po vyberovom stustredeni SK MO vyberie 6 najlepsich studentov do reprezen-

tacného druzstva Slovenska a urc¢i jedného nahradnika.

Na vyberovom ststredeni pred IMO sa zucéastnilo 14 sufaziacich, najaspesnejsich
rieSitelov tretieho kola MO kategdrie A. Sustredenie sa konalo v drioch 18.—-24.4. 2004

v Bratislave. Ulohy zadavali lektori z FMFI UK Bratislava:

Mgr. Frantisek Kardos, tlohy 1 — 4,

Tomas Jurik, Glohy 5 — 7,

Jan Mazak, tlohy 8 — 11,

Peter Novotny, tlohy 12 — 14,
Mgr. Juraj Foldes, tlohy 15 — 17.

Kazdy den sStudenti riesili sériu troch ¢i styroch tloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci stustredenia sa ziskané body za jednotlivé dni s¢itali a s prihliadnutim na vysledky

tretieho kola MO bolo vybrané Sest¢lenné druzstvo pre uc¢ast na IMO.

Vysledky sustredenia:

Frantisek Simandcik 55
Hana Budacovad 47

Tomas Vana 40,5
Ondrej Budac 37,5
Jozef Bodnar 31,5
Jaroslav Knebl 30,5
Peter Cerno 29

Poradie po zohladneni vysledkov CKMO:

1. Frantisek Simancik 94
2. Tomas Vidna 82,5
3. Hana Buddcovd 82
4. Ondrej Budac 79,5
5. Jozef Bodnar 73,5
6. Peter Cerno 65
7. Martin Molndr 61

10.
11.
12.
13.
14.

Martin Molndr
Stanislava Sojikovd
Tamds Mészdros
Rastislav Lenhardt
Marek Jancuska
Daniel Bozik
Michal Sudolsky

. Jaroslav Knebl
Tamds Mészdros
Rastislav Lenhardt
Stanislava Sojdkova
Marek Jancuska
Daniel Bozik
Michal Sudolsky

28
26,5
25
24
19
15,5
13,5

60,5
58
56
95,9
20
48,5
43,5
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Druhé sustredenie sa konalo v drioch 31.5.—4.6. 2004 v Bratislave. Stustredenie bolo
zamerané obzvlast na pripravu Sest¢lenného reprezentacéného druzstva. Lektormi boli
studenti FMFI UK Bratislava:

Stefan Gyiirki, (Kombinatorika),
Mgr. Juraj Foldes, (Algebra),
Peter Novotny, (Tedria cisel),
Jan Mazdk, (Geometria),

Tomds Jurik, (Geometria).

Zadania sataznych aloh vyberového sustredenia pred IMO

1. Je dany trojuholnik ABC' a na strane BC bod D tak, ze |AD| > |BC|. Bod E
na strane AC' je urceny pomerom
|AE| |BD|
|[EC|  |AD|—|BC|

Dokazte, ze plati |AD| > |BE]|.

2. N4jdite vsetky ohrani¢ené postupnosti ai,as,... prirodzenych cisel také, ze
plati
Ap—1 + Ap—2

A, =
" (an—laan—2)

pre kazdé n > 2. ((k, ¢) oznacuje najvicsieho spolo¢ného delitela ¢isel k a £.)

3. a) Anicka ma dve skatule, z ktorych v kazdej je 6 lopti¢iek oznac¢enych ¢islami

1 az 6. Nahodne vyberie po jednej lopticke z kazdej skatule. Nech p,, oznacuje
pravdepodobnost, Ze sucet vybranych ¢isel je rovny n. Vypoditajte p, pre
vsetky n € N.
b) Betka ma tiez dve skatule a v kazdej 6 lopti¢iek oznacenych (neznamymi)
prirodzenymi ¢islami. Cisla sa mozu opakovat, nemusia byt také isté v oboch
skatuliach. Ak Betka vyberie ndhodne po jednej lopticke z kazdej skatule,
pravdepodobnost, ze sucet bude rovny n, je opit p, (rovnako ako u Anicky).
Aké c¢isla st na Betkinych loptickach? Najdite vSetky moznosti.

4. Kazdy stvorcek velkého Stvorca 50 x 50 je ofarbeny jednou zo Styroch farieb.
Ukéazte, ze existuje Stvorcek, ktory méa rovnakt farbu ako niektory stvorcek
napravo, nalavo, hore i dole od neho (nie nutne susedny).

5. Na obluku BC' kruznice opisanej trojuholniku ABC', ktory neobsahuje bod A,
zvolime bod P. Na polpriamkach AP, BP zvolime postupne body X, Y tak,
aby |AC| = |AX]|, |BC| = |BY|. Ukazte, ze priamky XY prechadzaju pre
pohybujtci sa bod P pevnym bodom.

.....

kazdé prirodzené ¢islo n existuje nejaké s € S také, ze NSD(s,n) = 1 alebo
NSD(s,n)=s. Dokazte, ze existuju s,t € S také, ze NSD(s,t) je prvodislo.
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. Pre prirodzené ¢islo n a realne ¢islo ¢ definujeme xj rekurzivne: xog =0, x; =1

a
crrr1 — (n— k)xg

kE+1

Pre pevné n oznacme c najvicsie ¢islo, pre ktoré x,, 11 = 0. Pre takto zvolené c
néjdite predpis pre x; iba za pomoci n a k pre 1 < k < n.

Thio = pre k = 0.

Nech a, b, ¢ st nezaporné realne cisla také, ze a + b+ ¢ = 1. Najdite maximum
vyrazu
a? 4+ b% + ¢ + \/12abc.

Dany je Stvorsten taky, ze gula so stredom v bode O sa dotyka vSetkych jeho
Siestich hran. Navyse styri gule so stredmi vo vrcholoch stvorstena sa po dvoch
zvonka dotykaju a vSetky Styri sa dotykaji inej gule so stredom v bode O.
Dokazte, ze takyto Stvorsten musi byt pravidelny.

Nech ABC je trojuholnik. Na jeho strandch AB, AC lezia v tomto poradi
body D, E tak, ze priamka DFE je rovnobezna s priamkou BC'. Nech P je
TubovoIny vnutorny bod trojuholnika ADE anech F', G st postupne priese¢niky
priamky DE s priamkami BP a C'P. Nech @ je druhy priese¢nik (rozny od P)
kruznic opisanych trojuholnikom PDG a PFE. Dokéazte, ze body A, P, @) lezia
na priamke.

Dokazte, ze ak n je prirodzené ¢islo také, ze rovnica
3 —3zy® +yP =n

ma rieSenie (x,y) v celych ¢islach, tak ma tato rovnica aspoi tri takéto riesenia.
Najdite vsetky jej rieSenia pre n = 2891.

Bod P lezi voutri trojuholnika ABC'. D, E a F st péty kolmic spustenych z P
postupne na strany BC, CA a AB. Predpokladajme, Ze plati

|AP|?> + |PD|?> = |BP|? + |PE|?> = |CP* + |PF|*.

Oznacme [ 4, I a I stredy kruznic pripisanych ku stranam trojuholnika ABC.
Dokazte, ze P je stred kruznice opisanej trojuholniku I4Iplc.

Kazdé prirodzené ¢islo a podstupi nasledovnt procedtru pre ziskanie hodnoty
d=d(a):
(i) poslednt cifru ¢isla a presunieme na zaciatok, dostaneme tak ¢islo b;
(4¢) umocnime b na druhd, dostaneme tak ¢islo ¢;
(#i7) prva cifru éisla ¢ presunieme na koniec, dostaneme ¢islo d.
(Vsetky ¢isla su zapisané v desiatkovej sustave.) Napriklad pre a = 203
dostaneme b = 320, ¢ = 102400 a d = 024001 = 24001 = d(203). Najdite

vietky ¢isla a, pre ktoré d(a) = a?.

Néajdite vSetky prirodzené ¢isla n také, ze pravidelny Sestuholnik sa da rozdelit
na n rovnobeznikov, ktoré maju vsetky rovnaky obsah.
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Nech n a r st kladné celé ¢isla a nech A je podmnozina mnoziny mrezovych
bodov (body s celo¢iselnymi stradnicami) v rovine, taka, Zze [ubovolny kruh
(bez hrani¢nej kruznice) s polomerom r obsahuje bod z mnoziny A. Dokéazte,
ze ak lubovolne ofarbime mnozZinu A s n farbami, tak budu existovat $tyri body
rovnakej farby, ktoré tvoria vrcholy obdlznika.

Oznac¢me T tazisko trojuholnika ABC'. Dokéazte, ze plati

sin |4 CAT]| + sin|$CBT| < %

Najdite vietky funkcie f : Ny — Ny, ktoré spliiaji rovnost
f(f(n))+ f(n) =2n+ 3k pre vsetky n € Np,

kde k je pevné kladné celé cislo a Ny oznacuje mnozinu vSetkych nezapornych
celych cisel.



4. Eesko—slovensko—polské stretnutie

BiLovEc, 20.—23.6. 2004

V ramci zaverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po $tvrty krat pripravné
stretnutie medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny
reprezentovala Sestica Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajindch ucast na
45. MMO v Grécku.

Sutaz sa uskutoé¢nila 21.—-23. juna 2004 v mestecku Bilovec na Morave. Vsetky tri
reprezentacné druzstva pricestovali na miesto konania uz v nedelu 20. juna. Organizacia
a priebeh sutaze zostali nezmenené z predchadzajucich ro¢nikov — je prisposobena $tylu
ITI. kola nasej MO a podmienkam IMO. Stutaziacim boli po¢as dvoch dni predloZené dve
trojice stutaznych tloh, pridom za kazda spravnu tlohu mohli ziskat najviac 7 bodov,
t.j. celkove 42 bodov (rovnako ako na IMO). Na kazdu trojicu tloh mali sutaziaci
vymedzené 4,5 hodiny ¢istého casu.

Opravu rieseni zabezpecila medzindrodné porota, ktora tvorili Dr. Waldemar Pompe
a Mgr. Adam Osekowski z Polska, doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc. a Jdn Mazdk zo
Slovenska a RNDr. Karel Hordk, CSc., doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc. a RNDr.
Jaroslav Svréek, CSc. z Ceskej republiky.

V budicom roku sa tretie spolo¢né pripravné stretnutie (pred 46. IMO) uskuto¢ni
v Polsku.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stat 1.12.13.14.15.]6.| >
1. Mateusz Michatek Polsko 6767|7538
2.-3. | Vitézslav Kala Ceskdrep. |6 |7 |1 |7|7|7]35
Frantisek Simancik Slovensko | 7|6 |1 |7 |7|7|35

4.-5. | Kamil Duszenko Polsko 6707 |7|7]|34
Tomas Vana Slovensko |5 |7 |1 |7 |7 |7|34

6. Frantisek Konopecky | Ceskd rep.|5 |7 |0 |7 |7 |7 |33
7.-8. | Jaromir Kuben Ceskdrep. | 7|70 7]1[7/29
Jan Molacek Ceskdrep. | 7|01 |7|7|7|29

9. Alexandr Kazda Ceskdrep. [ 3|70 |4|7|7]28
10.-11. | Marek Pechal Ceskdrep. [ 6|10 |5|7|7/(26
Michat Pilipczuk Polsko 4101 |7|7|7/|26

12. | Andrzej Grzesik Polsko 517|107 |1]3]23
13. | Ondrej Budac Slovensko |4 0|1 |6 |6|3]20
14. | Hana Buddcovd Slovensko |2 |0 |1 |7 1|6 |17
15. | Peter Cerno Slovensko | 50|02 |17 |15
16. | Piotr Danilewski Polsko 0(0|0|7]0|6]13
17. | Jakub Kallas Polsko 0(0(0]2]1|7]10
18. | Jozef Bodnar Slovensko |30 |12|0[3] 9
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Zadania aloh 4. &esko-slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.
Dokézte, Ze redlne ¢isla p, ¢,  spliiaji podmienku

p*(g—r)* +2p* (g +7) +1=p
prave vtedy, ked kvadratické rovnice
B +pr+qg=0, y—py+r=0

., 7 . A 7 v v
maju redlne korene (nie nutne rdzne), ktoré mozno oznacit ;o resp. y; 2 v takom
poradi, Ze plati rovnost z1y; — z2ys = 1.

(J. Simsa)

Uloha 2.

Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo k existuje najviac konecne vela takych trojic
navzajom roznych prvocisel p, q, r, pre ktoré je ¢islo qr — k nasobkom p, ¢islo pr — k
nasobkom ¢ a stucasne ¢islo pg — k nasobkom 7.

Uloha 3.
Vnutri tetivového stvoruholnika ABC'D je dany bod P tak, Ze plati
|<BPC|=|4<BAP|+ |4 PDC|.

Oznacme F, F', G pity kolmic z bodu P postupne na priamky AB, AD a DC. Dokéazte,
ze trojuholnik F'EG je podobny s trojuholnikom PBC.
(J. Svréek)

Uloha 4.
V obore realnych ¢isel rieste sustavu rovnic
1 1 1
— =241, ==Y%41, —=Z4
xy oz yz T zr Yy

(J. Foldes)

Uloha 5.
Vnutri stran AB, BC, C A daného trojuholnika ABC st zvolené postupne body K, L,
M tak, ze plati

|AK| |BL| |CM]|

|[KB| |LC|  |MA|

Dokazte, ze trojuholniky ABC' a K LM maja spolo¢ny priesecnik vysok prave vtedy,
ked je trojuholnik ABC rovnostranny.

(P. Cernek)
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Uloha 6.
Na stole lezi k kopok s 1,2, ... , k kamienkami, pricom k = 3. V prvom kroku vyberieme
3 Tubovolné kopky na stole, spojime ich do jednej a z tejto novej kdpky odstranime
1 kamienok (pre¢ zo stola). V druhom kroku opét spojime niektoré tri kopky do jednej
a potom z nej odoberieme 2 kamienky. VSeobecne v i-tom kroku spojime Iubovolné
tri kopky, v ktorych je spolu viac ako 7 kamienkov, do jednej kdpky a potom z nej
i kamienkov odstrdanime. Predpokladajme, Ze po niekolkych krokoch zostane na stole
jedind kopka, v ktorej je p kamienkov. Dokazte, Ze ¢islo p je Stvorec préave vtedy, ked
obe ¢isla 2k + 2 a 3k + 1 st $tvorce. Dalej potom najdite najmensie k, pre ktoré je
¢islo p stvorec.

(R. Kucera)

Riesenia uloh 4. &esko—slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.

Tvrdenie tlohy v sebe zahtna dve implikacie. Dokdzeme najskor jednu a potom druhi.
Prud c¢ast. Nech kvadratické rovnice zo zadania maji realne korene spliiajtce x1y; —

— x9y2 = 1. Podla zndmeho vztahu maju tieto korene vyjadrenia

-p+ K p+t L

= — - 1

pri¢om redlne ¢isla K, L spliiaji rovnosti K2 = p? — 4q a L? = p? — 4r (&islam K, L
priradime znamienka podla oé¢islovania korernov). Potom
(-p+K)p+L)—(-p—K)p—L) _p(K—-1L)

1 p— — p— p—
T1Y1 — T2Y2 1 5 )

odkial p # 0 a K — L = 2/p. Dosadenim do rovnosti

(K+L)(K-L)=K>—L*=(p* —4q) — (p* — 4r) = 4(r — q)

vyjde K + L = 2p(r — q). Zo ziskanych vyjadreni ¢isel K + L a K — L dostaneme
K =1/p—p(q—r), po umocneni K? = 1/p? —2(q—1r) +p?*(¢—1)?. Ked to porovname
s rovnostou K? = p? —4q, obdrzime po jednoduchej tiprave Ziadant rovnost zo zadania.

Druhd c¢ast. Nech redlne ¢isla p, ¢, r splitaju prva rovnost zo zadania. Potom zrejme
p # 0. Dant rovnost upravime dvoma podobnymi spdsobmi na tvary

prr—q)+2p°(r—q)+1=p*—4p*q a p*g—71)>+2p*(q—7r)+1=p*—4p’r

Odtial po vydeleni ¢islom p? zistujeme, ze diskriminanty kvadratickych rovnic zo
zadania maju vyjadrenia

2 _ 12 2 _ 12
p2_4q:(p (r—a)+ ) . p2_4r:(p (g—r)+ )
p p



94 53. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

takze to st nezaporné ¢isla a prislusné (realne) korene maju tvar (1), pricom

2 o 1 2 o 1
g9+t . ple-r)+1

p p

Znamienka ¢isel K a L sme zvolili tak, aby vyslo (pozri prvu cast)

p(K — L) p.<p2(T—Q)+1+p2(q—7")+1) 1

T1Y1 — XYy = ——(——— = ~
2 2 P P

Uloha 2.

Navzajom rozne prvocisla p, ¢, r vyhovuju podmienkam ulohy prave vtedy, ked ¢islo
pq + pr + qr — k je delitelné kazdym z ¢isel p, q, r, ¢ize ich st¢inom pgr. Rovnost pg +
+ pr 4+ qr — k = n - pqr pre vhodné celé n prepiSme na k = pg + pr + qr — n - pgr. Ak
n < 0, vyplyva z ostatnej rovnosti, ze max{pq, pr, qr} < k. Potom vSak kazdé z prvocisel
p, q, T je najviac k/2 a takych trojic je koneény pocet. Ak n = 1, dostdvame odhad
k < pq + pr + qr — pgr. Ukdzme, Ze s vynimkou trojice {p,q,r} = {2,3,5} je ostatny
vyraz vzdy zaporny (¢o bude v spore s tym, Ze k > 0). V takom pripade moézeme
urcite predpokladat, ze 2 S p < g <rar = 7. Potom pg = 2-3 = 6 a z nerovnosti
(p—2)(¢—2) = 0 vyplyva p+q = pg/2 + 2, takze

pq+pr+qr—pgr = (p+q)r +pg— pqr < (3pg+ 2)r + pg — pgr =

=2r—pg(dr—1)<2r—6(3r—1)=6-7r<0.

Uloha 3.
Oznac¢me k kruznicu opisant stvoruholniku ABCD a kq, ko kruznice opisané trojuhol-
nikom PAB, PCD. Vnutri uhla BPC uvazujme taku polpriamku PT', pre ktoru plati

Obr. 40
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|<BPT| = | BAP|. Podla zadania potom plati (obr. 40)
|<CPT| = |4BPC|— |<BPT| = |4BPC|— |4BAP|= |4<PDC|.

Priamka PT je teda spolo¢nou vnutornou dotyc¢nicou oboch kruznic k; a ks.

Uvazujme najskor pripad, ked strany AB a C'D uvazovaného tetivového Stvoruhol-
nika nie st rovnobezné. Vzhladom na to, Ze tsecky AB a C'D st spoloénymi tetivami
prislichajucich dvojic kruznic k1, k a ko, k, existuje jediny bod @, ktory ma rovnaku
mocnost ku vSetkym trom kruZniciam k, k; a ky. Tymto bodom @ je spoloény bod
vSetkych troch priamok (chordal) AB, CD a PT. Bez ujmy na vSeobecnosti predpok-
ladajme, ze bod @ lezi na polpriamke BA za bodom A (obr. 40).

Podla Talesovej vety st zrejme Stvoruholniky AEPFE, FPGD a QEPG tetivové.
Z rovnosti prislusnych obvodovych uhlov tak vyplyva

[SEFG| = |SEFP|+|4GFP| = |¥BAP| + |4 PDC| =
= |4 BPT| + |4CPT| = |4 BPC|.

Podobne zistime, ze

[SFEG| = |$FEP| - |9GEP| = [JFAP| - [4GQP| =
= [JDAP| - [§DQP| = [QDA[ - [JQPA],

lebo [SDAP| + |[$QPA| = |[$QDA| + |<DQP)|. Pre tsekovy uhol QPA navyse plati
|[<QPA| = |XPBA|, takze

[IFEG| = [§QDA| - [JQPA| = |SQDA| — | PBA| =
= [4@BC| = |[§PBA| = | PBC].

Tym sme dokazali, ze trojuholniky F'EG a PB(C' sa zhoduja v dvoch vnatornych uhloch,
a st teda podobné (uu).

Ak st priamky AB a CD rovnobezné, je ABCD rovnoramenny lichobeznik so
zdkladiami AB a CD. Odtial vyplyva, ze body E, P, G lezia na osi simernosti
lichobeznika ABCD a trojuholniky APD a BPC' st zhodné. Z vlastnosti obvodovych
uhlov tetivovych Stvoruholnikov AEPF a F'PGD lahko vyplyva, Ze trojuholniky EFG
a APD st podobné (|[<FEG| = |<PAD| a |[SEGF| = | ADP|). Odtial uz vyplyva
podobnost trojuholnikov FEG a PBC. Tym je dokaz hotovy.

Uloha 4.
Z tvaru rovnic vyplyva podmienka xyz # 0. Aspon dve z ¢isel x, y, z musia mat rovnaké
znamienko. Potom je kladna prava strana rovnice, v ktorej su tieto dve ¢isla v podiele,
preto je kladnd aj prislusnd lava strana, takze zostéavajuce z ¢isel x, y, 2 méa rovnaké
znamienko ako prvé dve. Plati teda bud z,y, z > 0, alebo z,y, z < 0.

Zaoberajme sa iba prvym pripadom, druhy sa totiz prevedie na prvy zmenou riesenia
(z,y, 2) na rieSenie (—x, —y,—z). Prvé dve rovnice sustavy vynasobme vyrazom zyz
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a potom ich odé¢itajme. Po tiprave dostaneme z — x = y(2? — yz). Ak je trojica (z,v, 2)
rieSenim, st rieSeniami aj trojice (y, z, x) a (z, , y), ktoré dostaneme cyklickou zdmenou.
Preto mozeme predpokladat, ze z = max{x,y,2}. Potom z —2 < 0 a 2% —yz = 0
(nezabtdajme, Ze x, v,z > 0), takZe z rovnosti z — x = y(2? — yz) a podmienky y > 0
vyplyva z — x = 22 — yz = 0, éo znamend = = y = z. Mame teda jedini rovnicu
1/2? =1+ 1, ktora m4 (jediny) kladny koreti x = 1/2/2.

Odpoved. Ststava m4 prave dve riesenia z = y = 2z = ++/2/2.

Uloha 5.
Bod V' roviny trojuholnika ABC' je prieseénikom jeho vysok prave vtedy, ked plati
zaroven AV 1 BC a BV 1 AC, ¢ize

—

—_— — —
AV -BC =0 a BV - AC =0.

— — —_— — — —
Po dosadeni BC' = BV — CV, AC = AV — CV a jednoduchej tprave dostaneme
ekvivalentnii podmienku vo forme rovnosti skaldrnych sucinov

—

—_— — —_— = —_—
AV -BV = AV .CV =BV -CV. (1)

Nasou tlohou je teda zistit, kedy plati sustava (1) zaroven s podobnou ststavou

KV LV =KV -MV =LV - MV, 2)

ktora vyjadruje, ze bod V je priese¢nikom vysSok trojuholnika K LM . Vyjadrime vektory
z (2) ako linearne kombinacie vektorov z (1). Podla zadania existuje ¢islo p, 0 < p < 1,
pre ktoré plati

— — — — — —
AK =pAB, BL=pBC, CM =pCA.

; X . 3 — — — — — —
Ked do prvej rovnosti dosadime AK = AV — KV a AB = AV — BV, dostaneme po
dprave prvu z rovnosti

—_— — —

— — — —_— ——
KV=(1-pAV+pBV, LV=(1—-p)BV +pCV, MV =(1—-p)CV +pAV.
Druhé dve rovnosti odvodime analogicky. Odtial vynasobenim dostaneme
R — e Sl — = =9
KV -LV =(1-p)°AV - BV +p(1 —p)AV - CV + p(1 — p)BV* =
= (1-p)s+p(1—p)BV?,
kde pismeno s oznacuje spolo¢ni hodnotu stcinov z (1). Analogicky plati

—

— s %2 - H2
KV-MV =(1-p)s+p(l-pAV: a LV -MV =(1-p)s+p(l-p)BV-.



4. CESKO—SLOVENSKO—POLSKE STRETNUTIE, RIESENIA 97

Vidime, Ze ststava (2) je ekvivalentna so sustavou rovnosti

p(1— p)AV? = p(1 — p)BV?2 = p(1 — p)CV?,

ktora je vzhladom na p(1 — p) # 0 splnend préave vtedy, ked |AV| = |BV| = |CV/|.
Tato podmienka znamena, 7ze priesecnik vysok V' trojuholnika ABC splyva so stredom
kruznice opisanej. To nastane prave vtedy, ked je trojuholnik ABC rovnostranny.

Iné rieSenie. V prvej Casti rieSenia predpokladajme, ze ABC' je rovnostranny troju-
holnik, a ozna¢me O stred kruznice opisanej tomuto trojuholniku. Pri jednej z rotéacii
0 120° okolo bodu O plati A+— B+~ C +— A a tiez K — L +— M — K, lebo napriklad
body K, resp. L delia v rovnakom pomere usecku AB, resp. usecku BC, ktora je
obrazom prvej usecky v spomenutej rotacii. To znamena, ze aj trojuholnik K LM je
rovnostranny a bod O je ortocentrom oboch trojuholnikov ABC a KLM.

V druhej casti riesenia predpokladajme, ze ABC nie je rovnostranny trojuholnik.
Potom stred O kruznice opisanej tomuto trojuholniku nesplyva s jeho taziskom T
LCahko ukdzeme, ze bod T'= (A + B + C)/3 je taziskom aj trojuholnika K LM . Podla
zadania totiz existuje ¢islo p € (0,1) také, ze

K=pA+(1-pB, L=pB+(1—-pC, M=pC+ (1-p)A,

odkial okamzite vyplyva rovnost (K + L+ M)/3=(A+ B+ C)/3.

Pripustme, Ze trojuholniky ABC a K LM maja okrem faziska T spolo¢né aj orto-
centrum, ktoré ozna¢ime V. Podla znamej vety lezia body V', T', O v uvedenom poradi
na jednej priamke, nazyvanej Eulerova priamka trojuholnika ABC, pri¢om plati |VT| :
: |TO| = 2 : 1. Stred kruznice opisanej je teda taziskom a ortocentrom jednoznacne
urceny. Uvahou o Eulerovej priamke trojuholnika K LM tak zistujeme, Ze bod O je
nielen stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC, ale aj stredom kruznice opisanej
trojuholniku K LM . Body K, L, M maja preto rovnakt vzdialenost od bodu O, takze
maju aj rovnaki mocnost ku kruznici opisanej trojuholniku ABC'. Tieto mocnosti sa
rovnaji hodnotam

—|AK| - |BK| = —p(1 — p)|AB|?,
—|BL| - |CL| = —p(1 — p)| BC|?,
—|CM]| - |AM| = —p(1 — p)|AC?,

ktorych porovnanim dostaneme rovnosti |AB| = |BC| = |C'A| (lebo p ¢ {0,1}). To je
v spore s predpokladom, ze trojuholnik ABC' nie je rovnostranny.

Uloha 6.

Po i spravenych krokoch bude na stole k — 2¢ kdpok. Ak teda zostane nakoniec na stole
jedina kopka, bolo ¢islo k£ neparne a celkovy pocet krokov bol (k — 1)/2. Rozoberieme,
¢i ¢islo k dava po deleni styrmi zvysok 1, alebo zvysSok 3.
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Pripad k = 4c+ 1. Na zaciatku lezi na stole 1+---+k =k(k+1)/2 = (4dc+1)(2¢+
+ 1) kamienkov, vo vSetkych 2¢ krokoch odstranime celkom 1+ --- + 2¢c = ¢(2¢ + 1)
kamienkov, takze pocet kamienkov v poslednej kopke bude

p=(4c+1)(2c+1)—c(2¢+1)=(2c¢+1)(3c+1).

Cisla 2c¢ + 1 a 3c + 1 st vSak nesudelitelné, takze p je Stvorec prave vtedy, ked su
Stvorce obe ¢isla 2c + 1 a 3c + 1, teda prave vtedy, ked st $tvorce ich Stvornasobky
4(2c+1)=2k+2a4(3c+1)=3k+ 1.

Pripad k = 4c+ 3. Na zacdiatku lezi na stole 1+---+k = k(k+1)/2 = 2(c+1)(4c+3)
kamienkov, vo vSetkych 2c¢ + 1 krokoch odstranime celkom 1 4 -+ + (2¢ + 1) = (¢ +
+ 1)(2¢ + 1) kamienkov, takze pocet kamienkov v poslednej kopke bude

p=2(c+1)(4c+3) —(c+1)(2c+1) = (c+1)(6c+5).

Keby bolo ¢islo p $tvorec, museli by byt Stvorcami obe nesudelitelné ¢éisla ¢+ 1 a 6¢+ 5.
Ukazme, Ze to nie je mozné. Pripustme existenciu prirodzenych ¢isel z, y takych, Ze
c+1=2%a6c+5 =y% Z rovnosti 622 — y> = 1 vyplyva, Ze ¢islo y je neparne,
takze ¢islo y2 dava po deleni 6smimi zvysok 1. Cislo 622 potom po deleni 6smimi dava
zvysok 2, odkial vyplyva, Ze é&islo 322 po deleni $tyrmi dava zvysok 1, a to je spor.
V pripade k = 4c + 3 teda p nikdy nie je Stvorec, rovnako ako nie je Stvorec ani ¢islo
3k + 1 =12c+ 10 (parne ¢islo, ktoré nie je delitelné Styrmi).

Teraz najdeme najmensie ¢islo k = 4¢ + 1, ¢ = 1, pre ktoré st obe ¢isla 2¢ + 1
a 3¢+ 1 $tvorce. Z rovnosti 2¢ + 1 = 22 a 3¢ + 1 = y? pre vhodné celé x,y > 1 vyplyva
322 — 2y? = 1, takZe x je neparne. Potom ¢&islo 22 po deleni Styrmi dava zvysok 2,
takze aj y je neparne. Polozme x = 2a+ 1,y = 2b+ 1 (a,b > 0 celé) a dosadme do
rovnosti 3z% —2y? = 1. Po tiprave dostaneme vztah 3a(a+1) = 2b(b+1), kam postupne
dosadzujeme a = 1,2,... Najdeme tak rychlo najmensie vyhovujice a = 4 a b = 5,
ktorym zodpoveda x =9, y = 11, c =40 a k£ = 161.



45. Medzinarodna matematicka olympiada

V dnoch 6.-18.jula 2004 sa v krajine Socrata, Olympijskych hier a mnozstva
genidlnych matematikov, teda v Grécku, uskutoc¢nila uz 45. Medzinarodnad matematicka
olympiada (IMO). Zucastnilo sa jej 486 ziakov strednych $kol z 85 krajin. Kazda krajina
mohla vyslat najviac 6 sutaziach. Slovensko reprezentovali

Jozef Bodndar, Gymnazium Filakovo, 3. ro¢nik,

Ondrej Budac¢, Gymnazium Bozeny Slanc¢ikovej Timravy, Lucenec, 2. ro¢nik,
Hana Buddcova, Gymnazium Bozeny Slancikovej Timravy, Lucenec, 4. ro¢nik,
Peter Cerno, Gymnazium Ludovita Sttra, Trenéin, 3.roé¢nik,

Frantisek Simancik, Gymnéazium Grosslingova, Bratislava, 3. ro¢nik,

Tomds Viria, Gymnéazium Milana Rastislava Stefanika, Ziar nad Hronom, 4.roé¢nik.

Pedagogickym vedtcim druzstva bol Jan Mazak, student FMFI UK Bratislava,
vedtucim vypravy SR bol predseda SK MO doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc. z fakulty
PEDaS ZU v Ziline.

Nasi ziaci sa v sufazi nestratili: Tom&s Vana, FrantiSek Simancik a Ondrej Budac
ziskali strieborné medaily, dal$im trom naSim reprezentantom chybal povestny kusok
Stastia — ziskali po 15 bodov, pricom na bronzovi medailu bolo treba 16 bodov.
Aj oni vSak ziskali diplom Honorable Mention, ktory sa udeluje uc¢astnikom, ktori
vyriesili bezchybne aspori jeden zo Siestich (obvykle velmi naro¢nych) prikladov. Pretoze
v druzstve boli len dvaja maturanti, je tu pre buduci rok nadej na este lepsie vysledky,
ale miesto nema nikto isté — kazdy si musi ucast v druzstve znovu vybojovat a prejst
neuprosnym sitom nasej doméacej stutaze so striktnymi pravidlami. Vysledky druZstva
SR st uvedené v tabulke.

Meno 11213 ]4]| 5| 6 | sucet cena
Jozef Bodnar 71210141 15 diplom HM
Ondrej Budac 71212 7]16]|0 24 striebro
Hana Budacova 71113 1]3]|0 15 diplom HM
Peter Cerno 7100 7]1]0 15 diplom HM
Frantisek Simancik T4 |1 7]13|3 25 striebro
Toméas Vana 71510 7]16]0 25 striebro

Absolttnymi vitazmi IMO s plnym poc¢tom 42 bodov sa stali jeden Kanadan, jeden
Madar a dvaja Rusi. IMO je stutaz jednotlivcov, ale byva zvykom scitat body celého
druzstva a vznikne tak neoficidlne poradie krajin, ktoré je uvedené v tabulke (¢isla
v zatvorke s uvedené za krajinami, ktoré mali na IMO mensi pocet uc¢astnikov).
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Por. Stat Z S B ) |Por. Stat Z S B>
1. Cina 6 0 0 220| 44. Estonsko 0 0 2 8
2. USA 5 1 0 212 45. Uzbekistan 003 79
3. Rusko 4 1 1 205]| 46. Svédsko 00 3 75
4. Vietnam 4 2 0 196| 47. Azerbajdzan 010 72
5.  Bulharsko 3 3 0 194| 48. Macedonsko 00171
6. Tchaj-wan 3 3 0 190| 49. Slovinsko 0 0 2 69
7.  Madarsko 2 3 1 187 Taliansko 0 0 2 69
8. Japonsko 2 4 0 182| 51. Litva 0 0 0 65
9. Irén 1 5 0 178| 52. Kirgizstan 0 01 63
10. Rumunsko 1 4 1 176 Lotyssko 0 01 63
11. Ukrajina 1 5 0 174| 54. Indonézia 0 01 61
12.  Juzna Korea 2 2 2 166| 55. Albéansko 0 0 1 57
13. Bielorusko 0 4 2 154 Spanielsko 0 0 1 57
14. India 0 4 2 151 Svajéiarsko 0 0 2 57
15. Izrael 1 1 4 147| 58. Novy Zéland 0 0 2 56
16. Polsko 2 1 1 142] 59. Norsko 0 0 0 55
17. Moldavsko 2 0 4 140 Rakusko 0 01 55
18. Singapur 0 3 3 139| 61. Holandsko 0 0 0 53
19. Mongolsko 0 3 2 135| 62. Turkmenistan 0 0 2 52
20. Velka Britania 1 1 4 134| 63. Cyprus 0 0 1 49
21. Brazilia 0 2 4 132 Finsko 0 01 49
Kanada 1 0 3 132 Peru (3) 0 0 2 49
Kazachstan 2 0 2 1321 66. Irsko 0 0 1 48
Srbsko a Cierna Hora 0 2 3 132| 67. Uruguaj 0 0 0 47
25. Nemecko 0 3 1 130| 68. Déansko 0 01 46
26. Grécko 0 2 3 126| 69. Portoriko (5) 0 1 0 43
27. Australia 1 1 2 125| 70. Bosna a Hercegovina 0 0 0 40
28. Gruzinsko 0 0 5 123| 71. Luxembursko (3) 010 36
29. Kolumbia 0 2 2 122 72. Island 0 00 35
30. Hongkong 0 2 2 120| 73. Malajzia 0 01 34
31. Slovensko 0 3 0 119| 74. Sri Lanka 0 00 33
32. Turecko 0 2 3 118| 75. Tunisko 0 00 31
33. Juzna Afrika 0 3 1 110| 76. Trinidad a Tobago (5) 0 0 0 29
34. Ceska republika 0 2 2 109| 77. Portugalsko 0 0 0 26
35. Thajsko 0 0 4 99| 78. Kuba (1) 0 01 17
36. Arménsko 0 0 4 98| 79. Filipiny (5) 0 00 16
37. Mexiko 0 0 3 96| 80. Venezuela (2) 0 0 0 15
38. Francuzsko 0 0 4 94| 81. Ekvador 0 00 14
39. Argentina 1 0 2 92| 82. Mozambik (3) 0 0 0 13
40. Chorvatsko 0 03 &9 Paraguaj (3) 0 00 13
41. Maroko 0 0 3 88| 84. Kuvajt 000 5
42. Belgicko 0 1 2 86| 8. Saudska Arabia 000 4

Macao 0 0 2 86
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Mozno stoji za povSimnutie, Ze z byvalej eurépskej patnastky pred nami skoncila len
Velké Britédnia, Nemecko a tesne aj doméace Grécko. Mnozstvo zaujimavych informécii
najde zadujemca na http://www.imo2004.gr.

Pokial ide o IMO, Gréci boli velmi srdecni a zvladli hlavné ulohy usporiadatela, ale
niekolkohodinové ¢akania neboli zvlastnostou. Prichod veducich delegécii (ti st potom
¢lenmi medzinarodnej Jury, ktord rozhoduje o vSetkom) bol 6. jula. Ja som priletel do
Atén kratko po 15. hodine, ale z letiska nas odviezli do Delf az o 19:50, takze vecera bola
kratko pred polnocou. Vtedy sme este nevedeli, Ze to je dobre, lebo vecera bude obcas
aj neskor. Vsetci sutaziaci spolu s pedagogickym vedicim mali prichod 9.jala a boli
ubytovani v Aténach v hoteli ,,President®, ale veduci delegécii boli (ako aj na predoslych
IMO) striktne oddeleni od ziakov, az kym neprebehla sutaz (12. a 13. jila); my sme boli
v Case 6.—13.jula v mensich hoteloch v Delfach a v tamojsom Furopskom kultirnom
centre sme vyberali priklady, riesenia, finalizovali textacie tuloh, urobili preklady do
materinskych jazykov sutaziacich a venovali sa niektorym (aj) nevyhnutnym byrokrat-
ickym povinnostiam. Nasli sa vSak aj tri hodiny na prehliadku slavnej delfskej vestiarne.
Ten komplex je skutocne impozantny a myslim, ze maloktory sochar by zvladol aj pri
dnesnej technike nadhernt sochu napr. krala Iniohosa. Asi jediné, ¢o ndm vnutrozemcom
na Delfach mohlo vadit, Zze sme sa divali na more (19 km klukatou cestou, ale ovela
menej priamo, lebo méj hotel ,King Iniohos“ v Delfach bol v nadmorskej vyske 620 m),
ale nebolo kedy odskocit si zaplavat.

Medzitym nas 11. jula odviezli do Atén na sldvnostné otvorenie 45. IMO. Predstavte
si 2,5 hodinovii cestu autobusom tesne popoludni v gréckej hortucave, ked sa pokazi
klimatizacia a namiesto chladenia autobus kuri asi na teplotu 70°C. V uliciach Atén
nemohol uz ani pokrac¢ovat, hrozilo to poziarom. TakZe sme isli dalej peso, az kym poslali
pre nas iny autobus. Cesta nazad vSak bola dobra — bol vecer, klimatizaciu opravili
a do Delf sme sa dostali dokonca uz okolo druhej v noci. Po sutazi 13.jula popoludni
nas prestahovali do Atén (klimatizacia fungovala) a boli sme ubytovani v hoteli ,Ledra
Marriott“. Potom sme spolu s Jankom Mazdkom dva dalSie dni obhajovali pred porotou
prace nasich ziakov a prisiel jediny den, ked veducich (a samozrejme aj pedagogickych
veducich) delegacii niekam odvezu: tentoraz to bolo na Peloponéz po trase Atény — Ko-
rint — Mykény — Epidaurus — Korint — Atény. Asi je to zbytocné, ale predsa to napisem:
bolo sa na ¢o divat. Skoda len, Ze je to obvykle len jeden deri na medzinarodnych
matematickych olympiddach. Ziaci mavaji — samozrejme, okrem tych dvoch sufaznych
dni — pestry a prijemny program. Dodajme, Ze zasltzene, ved celé IMO je pre nich.

Urcite stoji za zmienku, ze Grécko v tomto roku usporiadalo po IMO jedny ,,0 ku-
informaticka olympiadu. Klobik dole, ti Gréci nie su az tak stari, ako to z tych ruin
Vyzera. . .

Cestovné formality boli zo strany MSSR zabezpeéené velmi dobre a dovolim si aj
touto cestou za to podakovat.

Usporiadatelom 46. IMO bude Mexiko v ¢ase 8.—19.7.2005, a to v meste Mérida.
V dalsich rokoch IMO usporiadaji postupne Slovinsko, Vietnam, Spanielsko; pol-
storo¢nicu oslavi IMO v roku 2009 v Nemecku. Nasa MO bude mat vtedy uz 58 rokov.

Vojtech Balint
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Zadania dloh MMO

Uloha 1.

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik, v ktorom |AB| # |AC|. Kruznica nad priemerom

BC pretina strany AB a AC postupne v bodoch M a N. Oznac¢me O stred strany BC.

Osi uhlov BAC a MON sa pretinaju v bode R. Dokézte, ze kruznice opisané trojuhol-

nikom BM R a CN R prechadzaju spolo¢nym bodom leziacim na strane BC.
(Rumunsko)

Uloha 2.
Najdite vietky mnohocleny P(z) s redlnymi koeficientmi, ktoré spliajt rovnost

Pla—b)+P(b—c)+ P(c—a)=2P(a+b+c)

pre vSetky realne ¢isla a, b, c také, ze ab + bc + ca = 0.
(Juzné Korea)

Uloha 3.
Nazvime hak utvar vytvoreny zo Siestich jednotkovych stvorcekov ako na obr.41 alebo

Obr. 41

lubovolny utvar, ktory vznikne jeho otodenim ¢ siimernostou. Uréte vSetky pravouhol-
niky m X n, ktoré sa daju hdkmi pokryt tak, zZe
e pravouholnik je pokryty bez medzier a prekryti;
e ziadna ¢ast haku nepokryva plochu mimo pravouholnika.
(Estonsko)

Uloha 4.
Nech n = 3 je celé ¢islo. Nech tq,to, ... ,t, st kladné redlne ¢isla také, ze

5 1 1 1
ne+1> @t +to+-+ty) |+ -+ 4+ ).
t1 to tn

Ukazte, Ze t;, t;, t st dlzky stran trojuholnika pre vietky i, j, k, kde 1 £ i < j < k < n.
(Juzna Korea)

Uloha 5.
V konvexnom $tvoruholniku ABCD uhlopriecka BD nerozpoluje ani jeden z uhlov
ABC, CDA. Bod P lezi vnttri ABCD a spliia rovnosti

I9PBC| =|4DBA| a |¥PDC|=|4BDA|
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Dokazte, ze ABCD je tetivovy prave vtedy, ked |AP| = |CP|.
(Polsko)

Uloha 6.
Prirodzené cislo nazveme striedave, ak kazdé dve susedné cislice v jeho desiatkovom
zépise maju réznu paritu. Najdite vSetky prirodzené cisla n také, ze n ma striedavy
nasobok.

(Irdn)

Riesenia aloh IMO

Uloha 1.
(Podla Frantiska Konopeckého.) Pretoze body M, N lezia na kruznici s priemerom BC),
plati |[OM| = |ON| = |OB]|. Trojuholnik M NO je teda rovnoramenny a os jeho uhla
MON je zaroven osou usecky M N. Bod R, ktory je priesecnikom osi uhla MAN s osou
protilahlej strany M N trojuholnika AM N, lezi preto na kruznici opisanej trojuholniku
AMN. Pritom obe osi s totozné len vtedy, ked |AM| = |AN|, ¢o vzhladom na
predpoklad |AB| # |AC| nie je mozné, lebo z vlastnosti tetivového Stvoruholnika
BCN M Tahko vyplyva, ze trojuholniky AM N a AC' B st podobné (zhoduju sa v dvoch
uhloch).

Z mocnosti bodu A ku kruznici s priemerom BC vyplyva, ze bod A ma rovnaku
mocnost aj k obom kruzniciam opisanym trojuholnikom BMR a CNR (obr.42). Ak

Obr. 42

oznac¢ime P druhy spoloény bod tychto dvoch kruznic (jednym je bod R), musi bod A
lezat na ich spolo¢nej sefnici PR (to je prave mnozina vSetkych bodov, ktoré maja
k obom kruzniciam rovnakt mocnost). Z tetivovych stvoruholnikov BPRM a CPRN
teraz spocitame, ze

X BPC| = |4 BPR| + |4CPR| = |SAMR| + | ANR| = 180°,



104 53. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

lebo AMR a AN R su protilahlé uhly tetivového Stvoruholnika AM RN. Uhol BPC je
teda priamy, takze spolo¢ny bod P oboch kruznic lezi na strane BC'.

Iné rieSenie. Oznacme S stred tsecky M N a P priesecnik osi uhla BAC' so stra-
nou BC'. Pretoze trojuholniky AM N a AC' B st podobné, pricom taznici AS zodpoveda
taznica AO, plati |SBAO| = |XCAS]| (obr.43), takZe os uhla BAC je zaroveti aj osou

B O P C
Obr. 43

uhla OAS. Preto
|RS| B |AS]|

|[RO| — |AO|
Z uvedenej podobnosti dalej vyplyva

|AS|  |[MN| |MS| |MS]
|AO| — |BC|  |BO|  |MO|’

¢o spolu s predchadzajicou rovnostou znamené, ze M R je osou vnutorného uhla OMS.

Oznacme vnatorné uhly trojuholnika ABC zvycajnym spdsobom. Pretoze |OM| =
= |OB], teda [ BMO| = 3, a pretoze |SAMN| = ~, velkost uhla OMN je a. Takze
|[<SBMR| = 4+ «/2 = |SCPA|. Dostali sme, ze Stvoruholnik BPRM je tetivovy.
Analogicky je tetivovy aj stvoruholnik CPRN. Teda bod P € BC' je spolo¢nym bodom
oboch kruznic opisanych trojuholnikom BMR a CNR.

Uloha 2.

UkéZeme, Ze riesenim st iba mnohocleny P(z) = sz? + tz* pre lubovolné redlne s, t.
Nech P(z) spliia podmienky zadania. Ak a = b = 0, tak ab 4 bc + ca = 0 pre kazdé

realne c. Preto dostavame

PO—-0)+P0O—-c)+P(c—0)=2P(0+0+c), cize P(0)+ P(—c)= P(c)
pre kazdé realne c. Dosadenim ¢ = 0 dostaneme P(0) = 0, takze P(c) = P(—c) pre

vsetky ¢ € R. Teda P je parna funkcia a musi byt tvaru

2 2n—2 2
P(x) = anz™ + ap_12“"* + a2, ai,...,an € R.
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Teraz dokdzeme, Ze stupenn mnohoclena P moze byt najviac 4.

Pre Tubovolné redlne &isla u a v trojica a = uv, b = (1 — u)v, ¢ = (u?

— u)v splia
ab+bc+ ca = (a+b)c+ab = v(u? — u)v +uv(l — u)v = 0.
Dosadenim tejto trojice do rovnosti zo zadania dostaneme
P((2u—1)v)+ P ((1—u?*)v) + P ((u* — 2u)v) = 2P ((u* — u+ 1))

pre vSetky redlne u, v. Pri pevnom u méZeme ostatni rovnost povazovat za identitu
mnohoclenov v premennej v. Porovnanim vedtucich koeficientov na oboch stranach
méame pre vSetky u € R rovnost

(2u —1)°" 4+ (1 — u?)*" 4+ (u? — 2u)*" = 2(u? —u + 1)*".

Zvolenim u = —2 dostaneme 52" + 32" 4+ 82" = 2. 72" takze 82" < 2-7?". Avsak uz pre
n = 3 plati 82" > 2. 72" (823 = 262144 > 235298 = 2 - 723), a teda tym skor to plati
aj pre n > 3. TakZe n < 2, z ¢oho P(z) = sz? + ta? pre nejaké redlne s a t.

Na druhej strane, kazd§ mnohoé¢len uvedeného tvaru spliia podmienky zadania.
Aby sme to overili, uvedomme si najskor, ze Iubovolnd linedrna kombindcia dvoch
mnoho¢lenov, ktoré spliiaji podmienky zadania, tiez spliia tieto podmienky. Takze
sta¢i overit mnohocleny 22 a x*. To, Ze vyhovuje 22, vyplyva z identity

(a—=0)*4+(b—c)?+(c—a)?—2(a+b+c)* = —6(ab+ bc + ca).
Overme aj z*. Nech ab + bc+ ca = 0. Oznaéme p =a —b, q=b—car = c— a. Pri

overeni 22 sme vlastne ukazali, ze p? + ¢ +72? = 2(a+b+c)?. Potom, kedze p+q+7r = 0,
zelan rovnost dostaneme nasledovne:

pq+qr+rp=—30*+¢" +1°) = —(a+b+c)?
(pg) + (qr)® + (rp)®> = (pg + qr +1p)*> = 2pgr(p + g+ 1) = (a + b+ ¢)*,
p4 +q4 —|—7‘4 — (p2 +q2 _|_7,2)2 _9 ((pq)2 + (QT)Q + (7‘]))2) _ 2(a—|—b+c)4.

Iné rieSenie. Pre kazdé z € R trojica (a,b,c) = (62,32, —22) splita podmienku
ab + bc + ca = 0. Dosadenim do zadanej rovnosti dostavame

P(3z) + P(5z) + P(—8z) = 2P(7z).
Takze ak P(x) = a,z™ + -+ - + a1 + aop, plati nutne pre kazdé i = 0,1,2,... rovnost
(3" +5 4+ (=8)"—2-7")a; = 0.

Vyraz v zatvorkach je zaporny pre neparne ¢ a kladny pre ¢« = 0 a pre vSetky parne
i 2 6. Iba pre i = 2 a i = 4 je vyraz nulovy. Preto P(x) = sx? +tx* pre nejaké s,t € R.
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Ostéva len overit, ze vSetky mnohocleny tohto tvaru vyhovuju, ¢o urobime rovnako ako
v prvom rieSeni.

Uloha 3.

Predpokladajme, ze pravouholnik m xn je pokryty hakmi tak, ako sa spomina v zadani.
Pre kazdy hak A mame jediny hak B, ktory pokryva vnutorny stvorcek haku A jednym
zo svojich koncovych Stvorcekov. Pritom vnutorny Stvorcek haku B je nutne pokryty
koncovym Stvorc¢ekom haku A. Takze v pokryti su vSetky haky poparované do dvojic.

A
A
B B
Obr. 44 Obr. 45

St len dve moznosti, ako umiestnit B ku A, aby nevznikli medzery a prekrytia. V jednom
pripade tvoria A a B obdlznik 4 x 3 (obr.44), v druhom pripade osemuholnikovy
utvar (obr.45). Pravouholnik m x n teda vieme pokryt hakmi prave vtedy, ked ho
vieme pokryt tymito dvojutvarmi zlozenymi z 12 Stvoréekov. Preto mn musi byt nutne
delitelné dvanastimi. UkdZeme, Ze niektory z rozmerov m a n musi byt delitelny Styrmi.

Predpokladajme, Ze to neplati. Potom m aj n st parne, nakolko 4 | mn. Rozdelme
pravouholnik na jednotkové stvorceky a do istych Stvorcekov vpisme cisla 1 alebo 2
ako na obr.46 (jednotky st vpisané v kazdom Stvrtom riadku a v kazdom Stvrtom
stlpci, dvojky st na priese¢nikoch ,0jednotkovanych“ riadkov a stipcov). KedZe pocet

1 1

1 1
1/1/112(1|1/1(2|11

1 1

1 1

1 1
1/1/1/2(1|1/1(2|1]1

1 1

1 1

1 1

Obr. 46

Stvoréekov v kazdom riadku aj stipci je parny, sacet vietkjch ¢&isel vpisanych do
pravouholnika je parny. Lahko mozno overif, Ze kazdy obdlznik 4 x 3 vidy pokryje
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¢isla, ktorych stcet je 3 alebo 7. Utvar z obr. 45 zasa vzdy pokryje &isla, ktorych stcet
je b alebo 7. Teda pocet vSetkych dvojatvarov musi byt parny (stcet neparneho poctu
neparnych ¢isel by bol nepéarny). Potom ale 24 | mn, ¢ize mn je delitelné aj 6smimi, ¢o
je v spore s predpokladom, Ze m ani n nie je delitelné Styrmi.

Uvedomme si eSte, Ze ziadny z rozmerov m, n sa nemdze rovnat 1, 2 ani 5 (nech uk-
laddme haky akokolvek, nevieme nimi pokryt riadok ¢ stipec pozdlZ strany pravouhol-
nika dizky 1, 2 & 5). Zdovodnili sme teda, Ze ak je pokrytie mozné, tak aspoin jeden
rozmer je delitelny tromi, aspon jeden Styrmi a m,n ¢ {1,2,5}.

Naopak, ak st tieto podmienky splnené, potom sa pravouholnik hakmi pokryt da (iba
pouzitim obdlZnikov 4 x 3). Totiz ak jeden rozmer je delitelny tromi a druhy $tyrmi, je
existencia pokrytia zrejmé. A ak je jeden z rozmerov, povedzme m, delitelny dvanéstimi
an ¢ {1,2,5}, potom n vieme rozlozit na sucéet niekolkych trojok a niekolkych Stvoriek.
Cely pravouholnik preto mozeme rozdelif na pasy m x 3 a m x 4. Pritom kazdy z takych
pasov zrejme pokryt vieme.

Uloha 4.
Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou.
1° Aby sme tvrdenie dokézali pre n = 3, potrebujeme ukazat, ze kazdé tri kladné
redlne ¢isla t1, to, t3 spliiajice nerovnost

1 1 1
10>(t1+t2+t3)< + +t) (1)
2 3

spliiaji aj trojuholnikové nerovnosti. Predpokladajme sporom, Ze to neplati. Bez
ujmy na vSeobecnosti (vdaka symetrickosti nerovnosti (1)) moézeme predpokladat,
7e t; >ty + t3. Oznaéme V vyraz na lavej strane (1). Upravou dostavame

1 1 1 bt t ts ty  ts o
to 13 -

V:(t1+t2+t3)< + -+

1 1 t t t Var)
Shty (= )+ 2B >0 L 4 oVI2l
t3 tl t2t3 tl

Pri ostatnom odhade sme pouzili nerovnost medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom ¢isel 1/to a 1/ts, resp. Cisel ¢5 a t3. Ked rovnakt nerovnost pouzijeme
na predpoklad t; > ty + t3, dostaneme t; = 21/tst3. Ozna¢me pre zjednodusenie
uprav t1/+/tats = a. Mame teda a = 2. Pokrac¢ovanim v apravéich (2) ziskame

2 202 — 2 2a — 1 -2
Vz5+2a+a:10+%:10+(“ J(a=2)

>10  (3)

(vyuzili sme odvodent nerovnost a = 2). Spojenim (1), (2) a (3) dostavame zjavny
spor 10 >V = 10.
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2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre hodnotu n — 1 = 3. Tvrdenie dokazujme

opiit sporom. Nech teda kladné reélne &isla tq, to, . .. ,t, spliiajt
2 1 1 1
n+1>(t1+t2+---—|—tn) — 4 — 44+ = (4)
t1 to tn

a niektoré tri z nich nespliaji trojuholnikové nerovnosti. Vdaka symetrickosti
nerovnosti (4) moézeme opit bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze t; = to +
+ t3. Vyraz na pravej strane (4) oznaé¢me W. Upravami dostavame

11 1
W=ti+tat - +ty) ([~ + -+ +— ] =

_I_

1 1 1
=1 +ta+ -+t 1) | —+—+ - +
ty  to ln—1

1 1 1 1
ttn |+~ + =t +tat+- it 1)+ 12 (5)
tl tg tn_l tn

tn t t tn
z(n—1)2+1+(£+t—)+-~-+(t ”1+ n 1>+1§
n n— n
22 >2

(n—12+14+2n—1)+1=n%+1.

v

Vsimnime si, ako sme vyuzili indukény predpoklad. KedZze t; = to + t3, nemoze

platit
9 1 1 1
m—1)"+1>t1+to+-+tp1) | —+—+- -+
1 to tn—1
bolo by to v spore s tym, ze tvrdenie plati pre kladné realne ¢isla t1,t2, ... ,tp—1),
Yy

plati teda opa¢né nerovnost, ktort sme pri upravach (5) pouzili. Spojenim (4) a (5)
mame n? +1> W = n? + 1, ¢o je spor.

Pozndmka. RieSenie je zaujimavé tym, Ze druhy krok indukcie je ovela jednoduchsi
ako prvy krok. Pri matematickej indukcii to zvycajne byva naopak.

Uloha 5.
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(Podla Frantiska Konopeckého.) Vzhladom na to, ze uhloprie¢ka BD nie je osou ani

jedného z vnutornych uhlov uvazovaného stvoruholnika ABCD (pri vrcholoch B a D)
a bod P lezi vnatri ABC D, nemdze lezat na uhlopriecke BD.

Predpokladajme najskor, ze ABCD je tetivovy. Ozna¢me B’ a D’ priesecniky jemu
opisanej kruznice s polpriamkami opa¢nymi k PD, resp. k PB. Rovnost uhlov ABD
a PBC (obr.47) tak znamena rovnost prislusnych oblikov AD a CD’. Podobne sa
zhoduja aj obliky AB a CB’. To ale znamend, ze bod B’ je obrazom bodu B a bod D’
obrazom bodu D v osovej simernosti podla osi o tsecky AC'. V tejto osovej simernosti je
tak tsecka BD’ obrazom tsecky B’D a ich priese¢nik P preto lezi na osi uhlopriecky AC.
Teda |AP| = |CP|.

Obrétene, nech |AP| = |CP|. Uvazujme kruznicu k opisani trojuholniku ABD
a oznacme B’ a D’ jej priese¢niky s polpriamkami opa¢nymi k PD, resp. k PB (obr. 48).

D D’

k
VAIANN
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Z mocnosti bodu P ku kruznici k vyplyva

|PB| _ |PB/|
\PD|  |PD'|’

takze trojuholniky BPD a B’PD’ st podobné. To ale naviac znamené, Ze trojuholniky
BDC a B' D' A sa zhoduju v dvojiciach uhlov pri strandch BD a B’ D’, takze st podobné
s rovnakym koeficientom podobnosti ako trojuholniky BPD a B'PD’. A pretoze v tejto
podobnosti si zodpovedaju dve zhodné tsecky CP a AP, jedna sa o zhodnost (Tahko
nahliadneme, Ze sa jedna o osovi simernost). Tato zhodnost zobrazi kruznicu k opisant
trojuholniku ABD na seba, proti bod C, ktory je obrazom bodu A, lezi tiez na tejto
kruznici a Stvoruholnik ABC'D je teda tetivovy.

Uloha 6.

Striedavych ¢isel vieme vytvorit vela, no vo vSeobecnosti ich fazko moZno popisat
v tvare, z ktorého by bolo vidiet, ¢im st delitelné. Zamerajme sa preto na nejaka tizku
skupinu striedavych ¢isel, o ktorych vieme povedat viac. Najjednoduchsie striedavé
¢isla vytvorime z jednotiek a nul. Zistime, ¢i uz medzi takymito cislami nendjdeme
nasobky nejakej vicsej skupiny ¢isel. Presnejsie povedané, snazme sa pre ¢islo n vytvorit
striedavé ¢islo tvaru 1010...101 (nazyvajme dalej takéto ¢islo superstriedavé a oznacu-
jme ho si, kde k je pocet jednotiek v jeho zapise), ktoré by bolo nasobkom n. Medzi
superstriedavymi ¢islami najdeme vdaka Dirichletovmu principu urcite dve rozne, ktoré
davaja po deleni ¢islom n rovnaky zvysok. Teda ich rozdiel je ndsobkom n. Na druhej
strane, rozdiel dvoch superstriedavych cisel s; a sy pre k > ¢ je zrejme tvaru

1010...101—1010...101 =
k jedZotiek J4 jed;lrotiek

1010...10100...00 = sg_, - 10**.

< > AN —

k—2 jednotiek 2/ nul

Takze pre kazdé n vieme néajst k a £ také, ze n | sp_, - 10%. Ak n je nestdelitelné
s ¢islom 10, tak dokonca n | si_g, teda n ma striedavy nasobok.

Vidime, Ze problém je s ¢islami n, ktoré si parne, resp. delitelné piatimi. Zrejme
Ziadny ich nésobok nie je superstriedavy. Striedavé nédsobky k nim teda musime hladat
v inom tvare. Skiisme ich néjst najskor pre ¢isla n, ktoré st mocninou éisla 5, t.j. pre
¢isla n = 5. Pre malé hodnoty « sa nam to naozaj dari, kedze

5, 25=5% 125=5% 8125=13-5% 78125=25.5° (1)

ked mame vytvoreny striedavy ndsobok Ay &isla 5%, ktory ma k éislic (pripustame, aby
sa desiatkovy zapis za¢inal nulou), mézeme vytvorit striedavy nasobok ¢isla 5*+! tak,
Ze pred Ay napiSeme vhodne jednu éislicu. Prvy krok indukcie je v (1). Pre druhy krok
predpokladajme, Ze uz mame vytvorené striedavé cislo

Ay =apap—1. a1 =5"-d, deN, aj,ag,...a;€{0,1,2,...,9}.
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Potom predpisanim nejakej ¢islice a1 pred Ay dostaneme
Ak—|—1 = ak+1Ak = Q41 - 10* + A = 1Okak+1 + 5Fd = 5k(2kak+1 + d)

Aby Aj.1 bolo striedavé a stcasne nasobkom 55t staci ajy; zvolit tak, aby malo
opaénii paritu ako ay, a aby 2¥ay1 +d bolo delitelné piatimi. To zrejme vzdy ide, nakolko
prvit podmienku spliia 5 réznych éislic (bud éislice z {1, 3,5, 7,9}, alebo z {0, 2,4, 6,8})
a pre kazdu z nich déava &islica a1, a teda aj ¢islo 2%ap 1 + d iny zvySok po deleni
piatimi (kedZe 2¥ a 5 s nestdelitelné). Jeden z tych zvyskov teda musi byt nulovy
a vtedy 5 | 2ag,1 + d. Ukazali sme teda, ze vsetky mocniny piatich majt striedavé
nasobky. Pritom z uvedeného postupu vyplyva, ze pre dané n = 5% vieme striedavy
nasobok vytvorit tak, aby mal parny podet ¢islic a konéil sa neparnou éislicou.

Venujme sa teraz mocninam &isla dva. Opif ukdZzeme, Ze pre kazdé n = 29 existuje
striedavy nasobok n. Postup bude podobny, ako pri mocninach piatich, avSak pridavat
budeme az dve ¢islice a na vytvorené ¢isla budeme maf prisnejSie predpoklady. Pres-
nejsie, dokdzeme, ze pre kazdé prirodzené k existuje (2k — 1)-ciferné striedavé ¢islo By,
ktoré je delitené ¢islom 22¢~! ale nie je delitelné ¢islom 22*. Prvy krok indukcie nam
zabezpecia striedavé cisla

Bi1 =2, By;=232=2%.29 B3=27232=2°.851, B, =2127232=2"-16619.

V druhom kroku predpokladajme, ze mame striedavé cislo

By = bop_1bop—_a...b1 = 2271 . ¢, deN, 24d, by,...boyp_1€{0,1,2,...,9}

(zo striedavosti a parnosti By nutne ¢islica bog_1 je parna). Chceme zvolit ¢islo b =
= bok11bog, (pricom byx € {1,3,5,7,9} a bar11 € {0,2,4,6,8}) tak, aby ¢islo

Bii1=bBr =1b- 10261 4 B, = 102k 1p 4 2214 = 22k—1(52k—1b+ d)

bolo delitelné ¢islom 22#*1, ale nebolo delitelné &islom 22¥12. Potrebujeme teda, aby
52k=1ph + d bolo delitelné Styrmi, ale nebolo delitelné dsmimi. Avsak podla predpokladu
d je neparne, teda dava po deleni 6smimi jeden zo zvyskov 1, 3, 5 alebo 7. Za b teda staci
zvolit jedno z ¢isel 21, 23, 25 alebo 27 tak, aby 52~1b davalo po deleni 6smimi taky
zvySok, Ze ked ho sc¢itame s d, vysledok bude davat po deleni 6smimi zvysok 4 (t.j. ak
d déava zvysok 1, 52~1b chceme so zvyskom 3, k zvysku 3 chceme zvysok 1, k zvysku 5
zvysok 7 a k zvysku 7 zvysok 5). Kedze 5271 je nestdelitelné s 8 a ¢isla 21, 23, 25 a 27
davaja rozne neparne zvysky po deleni ésmimi, pre jednu hodnotu b € {21, 23, 25,27}
bude zvysok 52~1b po deleni 6smimi naozaj taky, ako chceme. Aj pre mocniny dvoch
sme teda nasli striedavé nasobky. Pritom ak pred By pripiSeme Tubovolni neparnu
¢islicu, dostaneme striedavé &islo, ktoré je tiez nasobkom 221, pretoze Bj ma 2k — 1
Cislic. Takze ku kazdému n = 2% vieme najst striedavé ¢islo, ktoré mé parne vela éislic.

Takto vyzbrojeni mozeme prejst ku vieobecnému pripadu, ked n = 5%-2°.m, pricom
m nie je delitelné dvoma ani piatimi. Pre « = 8 = 0 sme uz tlohu vyriesili (¢islo n ma
v takom pripade superstriedavy nasobok).
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Uvazujme dalej pripad, ked 3 = 0. Cislo 5% ma4 striedavy nasobok s paArnym poétom
¢islic, ozna¢me ho M. Zrejme potom aj ¢islo S, = MM ... M (k-krat napiSeme za
sebou ¢islo M) je striedavym nasobkom 5%. Rovnakou tivahou ako pri superstriedavych
¢islach najdeme k a ¢ také, ze m | Sp_p. Potom Si_, je striedavym nasobkom n.

Uplne rovnako najdeme striedavy nasobok n v pripade, ked a = 0.

Ked 8 =1aa =1, stadi k ¢islu Si_s, ktoré sme nasli pre n = 5% -m, pripisat sprava
nulu. Dostaneme ¢islo, ktoré bude striedavé (kedze M a teda aj Si_, koncili neparnou
¢islicou) a bude nasobkom dvoch aj nasobkom 5% - m, t.j. bude nasobkom 5% - 21 . m.

Ostal pripad, ked = 2 a o = 1. V takom pripade je ale n = 5% - 2° . m nasobkom
¢isla 20, teda lubovolny jeho nasobok je tiez nasobkom 20, ¢ize kondi jednym z dvojéisli
00, 20, 40, 60, 80. Také cislo zrejme nie je nikdy striedavé.

Odpoved. Hladanymi ¢islami st vSetky ¢isla, ktoré nie st ndsobkom ¢isla 20.



Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA P

Archiv zadani Matematickej olympidady, kategorie P sa nachddza na WWW stranke
hitp:/ /www.ksp.sk/mop.

P-1I-1

Firma Pripojsa poskytovala svojim zékaznikom velmi spolahlivé pripojenie na internet.
Kvoli tomu si vybudovala svoju vlastnu sief spajajucu niekolko najvic¢sich miest krajiny.
Siet pozostéva z uzlov umiestnenych v tychto mestach a z liniek vedicich medzi mestami.
Kazd4 linka spaja dve mestd. Tato sief mala t0 vlastnost, Ze ak sa prerusila Tubovolna
linka, sief stale zostala funkéné, t.j. zvy$né linky umoznovali komunikéciu medzi ubovol-
nymi dvoma mestami.

Nedavno sa firma rozhodla rozsirit svoje sluzby aj pre zékaznikov v dalSich mestéch.
Preto vybudovala mnozstvo liniek pripajajucich tieto mesta k uz existujicej sieti. Teraz
by vo firme potrebovali vediet, ¢i je ich siet stale eSte dostato¢ne spolahliva.

Sttazna tloha

Napiste program, ktory nacita zoznam uzlov a liniek siete a zisti, ¢i mé siet t vlastnost,
ze ak sa [ubovolnd jedna linka prerusi, vSetky mesta v sieti mozu este stile medzi sebou
komunikovat pomocou zvy$nych liniek.

Format vstupu Prvy riadok vstupného siiboru siet.in obsahuje dve kladné celé ¢isla
n a m, kde n je pocet miest v sieti a m je pocet liniek (n < 100). Pre jednoduchost su
mesta v sieti ocislované cislami 1,2, ..., n. Na kazdom z nasledujicich m riadkov st dve
¢isla urcujice mesta spojené linkou.

Mbozete predpokladat, Ze je mozné komunikovat medzi kazdymi dvomi mestami v sieti
a ze ziadna dve linky nespajaji rovnaku dvojicu miest.
Format vystupu Vystupny sibor siet.out obsahuje jediny riadok, na ktorom je slovo
~ANO“, ak sa v sieti na vstupe d4 komunikovat medzi Tubovolnymi dvoma mestami aj
po preruseni lubovolnej (jednej) linky a slovo ,NIE“, ak siet tuto vlastnost nema.

Priklad

siet.in siet.out siet.in siet.out
56 ANO 4 4 NIE

12 12

23 2 3

31 31

3 4 34

4 5

25
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(Ak sa v 2. priklade prerusi linka medzi mestami 3 a 4, tieto mestd nebudit méct komu-
nikovat.)

P-1-2

Janko si zalozil malickti programatorski firmu, ktorti nazval priznacne AttoSoft'. Ne-
davno sa mu konecne podarilo ziskat prvého klienta. Ten mu dal za lohu naprogramovat
N jednoduchych programov.

Janko je vSak lenivy programovat, preto zamestnal N programatorov, na kazdy prog-
ram jedného. Ked sa vSak zamestnani programétori chceli pustit do préace, vznikol prob-
lém. Janko ma4 totiz len jeden pocitac¢ a na nom v kazdom okamihu méze robif len jeden
programator.

Zrazu si Janko uvedomil, Ze nie je jedno, v akom poradi budi programatori pisat
svoje programy. Podla podpisanej zmluvy totiZ programétorov neplati za vykonanu précu.
Kazdého programatora plati za cas, ktory uplynie od zaciatku prace na celej zdkazke az do
okamihu, kym ten programator nedokonci svoj program. Janko o kazdom z programatorov
vie, kolko mu musi zaplatit za jednu hodinu a ako dlho mu napisanie jeho programu bude
trvat. Pomézte mu zistit, v akom poradi ma programatorov poslat programovat, aby im
dokopy zaplatil ¢o najmene;j.

Priklad Majme troch programéatorov A, B, C'. A chce 100 Sk za hodinu a na svoj
program potrebuje 2 hodiny. B chce 20 Sk za hodinu a potrebuje 5 hodin casu. C' chce
500 Sk za hodinu a potrebuje 20 hodin.

Ak by programovali v poradi A, B, C, tak by Janko musel zaplatif A za 2 hodiny, B
za 7 a C za 27 hodin, ¢o by ho vyslo na 13 840 Sk.

Ak by programovali v poradi C, B, A, stalo by to Janka len 500 x 20 4 20 x 25 +
+ 100 x 27 = 13200 Sk, preto takéto poradie je lepsie. (Ale nie je to najlepSie mozné
rieSenie. )

Sttazna tloha

Napiste program, ktory nacita pocet programatorov, ich hodinové mzdy a casy potrebné
na ich pracu a spocita, v akom poradi méa Janko nechat programétorov pracovat, aby im
dokopy zaplatil najmensiu moznt sumu.

Format vstupu Prvy riadok vstupného stiboru attosoft.in obsahuje kladné celé ¢islo
N (1 < N <10000) — pocet programatorov. Nasleduje N riadkov, i-ty z nich obsahuje
dve celé ¢isla m;, t; (0 < m;,t; < 30000), kde m; je hodinovad mzda i-teho programatora
a t; je ¢as v hodinach, ktory i-ty programator potrebuje na napisanie svojho programu.
Format vystupu Vystupny stbor attosoft.out obsahuje N riadkov, v j-tom z nich
je jedno celé ¢islo od 1 do N — ¢islo programétora, ktory méa programovat ako j-ty. Ak
m4 tloha viac rieseni, vypiste lubovolné z nich.

Imikro je 10~°, piko je 1072, atto je 1078
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Priklad

Subor attosoft.in Subor attosoft.out

3 1

100 2 3

20 5 2

500 20 (Janko zaplati 11 740 Sk.)

P-1-3

Dané je pole A[1..N] celych ¢isel. Napiste program, ktory bude vedief ¢o najrychlejsie
spracuvat nasledujtce prikazy:

— zmeti hodnotu A[z]| na y

— vypis stcet prvkov Alz] + Alx + 1]+ ...+ Aly]

V4$ program si na zaciatku moZe pole A v rozumnom Case predspracovat.

Format vstupu Vstupny textovy stbor sucty.in obsahuje vopred neurceny pocet
riadkov. Na prvom riadku je uvedené jediné celé ¢islo N (1 < N < 2000). Druhy riadok
obsahuje povodné hodnoty v poli A — celé ¢isla ay, as, ..., ay oddelené medzerami (0 <
< a; <1000000).

Nasleduje niekolko riadkov s prikazmi, kazdy z nich je jedného z nasledujtcich tvarov:
lzy(1<z<N,0<y<1000000) zmen hodnotu Alx] nay
2ry(1<z<y<N) vypi$ hodnotu A[z] + ...+ Aly]

Vstup je ukonceny riadkom obsahujicim jediné ¢islo 0.

Format vystupu VAas program musi spracovat prikazy v poradi, v akom st uvedené na
vstupe. Pre kazdy prikaz na vypisanie sic¢tu nejakych prvkov pola musi do vystupného
stiboru sucty.out zapisat jeden riadok a na fiom jedno celé éislo — sucet prislusnych
prvkov pola v danom okamihu.

Priklad

Subor sucty.in Stubor sucty.out
14 26
14311311314111 8
21 14 8
236 5
120

236

130

236

0

P-1-4

V tejto tlohe sa budeme zaoberat registrovymi pocitacmi. Register je nieco podobné ako
premennd. PresnejSie, v registri moze byt ulozené lubovolne velké nezaporné celé dislo.
Na rozdiel od premennych, ktoré vieme medzi sebou séitat, odéitat a nésobit, s registrom
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vieme robit len tri jednoduché operacie: zvicsit jeho obsah o 1, zmenSit jeho obsah o 1
(ak v iom bola 0, ostane v fiom 0) a pozriet sa, ¢i je v iom 0.

Registrovy pocita¢ mé k dispozicii neobmedzene vela registrov, oznacenych Ry, Ry,
R,, atd. Okrem registrov m4 registrovy pocita¢ k dispozicii len kone¢ne velkii pomocnii
pamét.

Program pre nas registrovy pocita¢ budeme pisat v jazyku podobnom jazyku Pascal.
Nas programovaci jazyk bude rozsireny napr. o prikazy na pracu s registrami, na druhej
strane niektoré prikazy z Pascalu budeme musiet zakazaf.

N4&s pocita¢ bude riesit tilohy nasledovného typu: dostane na vstupe slovo (retazec pis-
men) a po nejakom ¢ase odpovie, ¢i je to slovo dobré alebo nie. Aby nam vedel odpovedat,
zavedieme Specialne prikazy Accept a Reject. Akonahle sa vykona prikaz Accept, slovo
je dobré a vypocet konc¢i. Akonahle sa vykona prikaz Reject, slovo je zlé a vypocet konci.
Ak sa vypocet zacykli, pripadne ak skonéi a pocas neho sa nevykona ani Accept, ani
Reject, slovo je tiez zlé.

Prikaz ,prirataj 1 k obsahu registra R*“ budeme znacit Inc(R), ,odrataj 1 od obsahu
registra R“ budeme znacit Dec(R). Vyraz Zero(R) bude pravdivy, ak je v registri R
nula a nepravdivy inak. Na zaciatku vypoctu st vo vSetkych registroch nuly.

V programe moézeme pouzit len konecne vela registrov. Okrem nich mozeme pouzit uz
iba kon§tantny pocet pomocnjch premennych typu byte® (teda nemodzeme pouzit polial)
a Specialnu premennt vstup typu char. Premennt vstup moézeme menit len zavolanim
prikazu Read(vstup). Ak pocita¢ este nedocital vstupné slovo, prikaz Read(vstup)
precita dalSie pismeno a ulozi ho do premennej vstup. Ak pocita¢ uz vstupné slovo
docital, prikaz Read(vstup) uloZi do premennej vstup Specidlny znak $.

KedZe registrovy pocita¢ méa okrem registrov len konec¢ne vela pamite, nemoze si do-
volif pouzivat ani rekurziu (nemal by si kde pamiitat navratové adresy). My pre istotu
uplne zakazeme definovat a pouzivat v nasom programe procedury. Takisto je zakdzané
volanie standardnych procedur a funkcii jazyka Pascal. V aritmetickych vyrazoch sa smu

pouzivat iba premenné (teda nie registre), konstanty, celo¢iselné operatory +, —, *, div,
mod a zatvorky. V podmienkach sa smt pouzivat vyrazy Zero(R;), bezné relacné opera-
tory (<, <=, ...), logické spojky a zatvorky.

Z klIucovych slov jazyka Pascal st teda povolené iba nasledovné: var, begin, end, if,
then, else, case, of, while, do, repeat, until, for, to, downto, div, mod, and, or,
not a xor.

Priklad 1

Napiste program pre registrovy pocita¢, ktory bude riesit nasledujicu tlohu: Na
vstupe bude retazec pismen a, b, c¢. Nech « je pocet tych pismen a vo vstupnom re-
tazci, za ktorymi uz nie je ziadne c. Podobne nech 3 je pocet b, za ktorymi nie je ziadne
c. Pocita¢ méa vstupny refazec vyhlasit za dobry prave vtedy, ked o = S.
Riesenie V registri R; si pamidtame aktudlnu hodnotu «, v registri Ry hodnotu (.
Vzdy, ked prec¢itame pismeno ¢, oba registre vynulujeme. Na konci jednoducho porovname
hodnoty ulozené v registroch. Rozmyslite si, Ze by stacilo pouzit jeden register (v ktorom
by sme mali hodnotu |a — ).

20bsah takejto premennej je celé ¢islo od 0 do 255
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var vstup : char;
begin
Read(vstup);
while (vstup <> ’$’) do begin
if (vstup = ’a’) then Inc(R_1);
if (vstup = ’b’) then Inc(R-2);
if (vstup = ’c’) then begin
while not Zero(R_-1) do Dec(R_1);
while not Zero(R_2) do Dec(R_2);
end;
Read(vstup);
end;
while not Zero(R_1) do begin
Dec(R_1); if (Zero(R-2)) then Reject else Dec(R_2);
end;
if Zero(R_-2) then Accept;
end.

Priklad 2

NapiSte program pre registrovy pocitac, ktory bude riesif nasledujicu tlohu: Na
vstupe bude refazec pismen a. Pocita¢ ho méa vyhlasit za dobry prave vtedy, ked je
jeho dizka mocninou troch.

RieSenie Precitame vstupné slovo, pricom si do Ry ulozime jeho dlzku. Potrebujeme
zistif, ¢i je to mocnina troch. Aby sme to zistili, budeme ulozent hodnotu delif tromi,
kym to pojde. Ak na konci dostaneme podiel 0 a zvySok 1, pévodné ¢islo bola mocnina
3, inak nie.

var vstup : char; zvysok : byte;
begin
Read(vstup);
while (vstup <> ’$’) do begin Inc(R;); Read(vstup); end,
if Zero(R,) then Reject;
while true do begin
zvysok := 0;
while not Zero(R;) do begin
Dec(Ry);
zvysok = (zvysok+ 1) mod 3;
if (zvysok = 0) then Inc(Ry);
end;
if (Zero(Ry) and (zvysok = 1)) then Accept;
if (zvysok <> 0) then Reject;
while not Zero(Ry) do begin Dec(R,); Inc(R;); end,;
end;
end.
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Sutazna tloha

Napiste program pre registrovy pocita¢, ktory bude riesit nasledujicu tlohu: Vstupom
bude refazec pismen a, b, ¢, d. Poc¢ita¢ ho mé vyhlasit za dobry prave vtedy, ked je v iom
najviac pismen a.

Teda napriklad vstup baacd je dobry, vstup baacdbb nie je dobry (lebo pismen b je
viac ako @) a ani vstup ac nie je dobry (lebo pismen a a ¢ je rovnako).

Zakladnym kritériom hodnotenia bude pocet registrov, ktoré vas pocitac
potrebuje. Snazte sa zostrojit pocitac, ktory ich pouziva ¢o najmene;j!

P-II-1

Firma Truhlik a syn mé v meste N budov a chce svoje budovy prepojit pocitacovou sietou.
Vedenie rozhodlo, ze v K (1 < K < N) budovéach zaktpia vysokorychlostné pripojenie
na internet. Okrem toho, niektoré dvojice budov budu prepojené optickym kablom.

Dve budovy st v tom istom komponente siete, ak sa medzi nimi d4 komunikovat cez
niekolko optickych kablov (teda pripadne cez niekolko inych budov). Aby mohli spolu ko-
munikovat dve budovy v roznych komponentoch siete, musi kazdy z tychto komponentov
obsahovat aspon jeden pocita¢ pripojeny na internet.

Sttazna tloha

Na vstupe st dané c¢isla N a K a pre kazdu dvojicu budov jedno kladné celé ¢islo —
cena vybudovania optického kabla medzi tymito dvoma budovami. Navrhnite efektivny
algoritmus, ktory vyberie, ktorych K budov pripojit na internet a ktoré dvojice budov
spojit optickym kablom tak, aby kazdé dve budovy mohli spolu komunikovat a aby celkova
cena optickych kablov bola najmensia mozna.

Priklad

Vstup: Vystup:

N=4 K =2 Na internet pripojime budovy 1 a 2, kab-
Ceny spojeni: lom spojime dvojice (1, 3), (2,4) a (3, 5).
(1,2): 100 Cena kabla bude 47.

(1,3): 10

(1,4): 100

(1.5): 300

(2,3): 100

(2,4): 10

(2,5): 300

(3,4): 47

(3,5): 27

(4,5): 74
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P-1II-2

Jankovej programéatorskej firme AttoSoft sa podarilo ziskat druhého klienta. Ten mu dal
opiit za tlohu naprogramovat N jednoduchych programov.

Janko chce tentokrat uSetrif, preto namiesto programétorov zamestnal N Studentov,
na kazdy program jedného. Janko ma stale iba jeden pocitac, a na niom v kazdom okamihu
moze robit len jeden Student. Hlavny problém je ale v tom, Ze Studenti mozu pracovat
len medzi prednaskami.

Student i potrebuje p; hodin ¢asu na napisanie prideleného programu, pride do firmy
v Case s; a musi odist najneskor v Case t;. Program nemusi napisat naraz, moze obcas
pracu preru$it, poc¢ita¢ uvolnit inym Studentom a vypit si kofolu.

Sttazna tloha

Napiste program, ktory zisti, ktory Student méa kedy pouzivat pocitac, tak aby vSetci
stihli napisat svoje programy za jeden den, alebo rozhodne, Ze to nie je mozné.

Priklad

Vstup Vystup

N =3 Student 1 pracuje od tretej do $vrtej,
pp=1s5 =31t =4 student 2 pracuje od druhej do tretej a
Po=2,8 =2,to =5H od stvrtej do piatej, student 3 pracuje
p3 =551 =1,t; =10 od piatej do desiatej.

Vstup Vystup

N =2 Ned4 sa.

p1 = 200,51 = 300, = 500
p2 = 200, 53 = 400, £ = 600

P-1II-3

Kleofas dostal dnes zrana hlad, a tak sa rozhodol spravit si syrovi bagetu. Bagetu si
mozeme predstavit ako tsecku dlhit N cm, alebo presnejsie ako uzavrety interval (0, N).
Kazdy kusok syru tvori taktiez uzavrety interval. Kedze Kleofas je pedant, kladie kiusky
syru tak, aby stradnice ich zaciatkov aj koncov boli celé ¢isla. Kleofas by chcel, aby jeho
bageta bola pokryta syrom presne podla jeho predstav. Na to ale potrebuje jednoduchy
pocitacovy program, ktory by mu pomohol.

Stutazna tloha
Na vstupe je velkost bagety N (1 < N < 10%). Nasleduje P prikazov (1 < P < 109),
kazdy z nich je jedného z nasledujtcich tvarov:

PRIDAJ a b (Kleofas pridal kasok syra, siahajuci od a po b.)
KOLKO c (Program by mal vypisat, kolko kusov syra lezi na pozicii c.)

V4§ program musi spractvat prikazy v poradi, v akom st uvedené na vstupe. Pre
kazdy prikaz KOLKO vypiste jedno c¢islo — pocet dovtedy pridanych kuskov syru, ktoré
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lezia nad stradnicou c. (Kedze kusky syra su uzavreté intervaly, rataji sa aj tie kusky,
pre ktoré je ¢ suradnica jeho zaciatku alebo konca.)

Priklad

Vstup Vystup
N=20

PRIDAJ 1 10

PRIDAJ 6 12

KOLKO 5 1

KOLKO 6 2
PRIDAJ 4 14

KOLKO 5 2

KOLKO 16 0

P-1I-4

Povodny Studijny text ,Registrové pocitace® k prikladu P-II-} moZno ndjst v zadani pri-
kladu P-I-4 na strane 115.

V tomto kole sa budeme zaoberaf tzv. dvojsmernymi registrovymi pocitacmi. Od
registrovych pocitacov z domaceho kola sa odlisuju tym, Ze sa pri ¢itani vstupného slova
vedia vracat spit.

Premenna vstup vzdy obsahuje hodnotu aktualneho pismena vstupu. Na zaciatku je
aktudlnym pismenom prvé pismeno vstupu. Aktudlne pismeno vstupu vieme zmenit zavo-
lanim prikazov Left (aktualnym sa stane predchadzajice pismeno) a Right (aktudlnym
sa stane nasledujtce pismeno). Ak by sa aktudlne pismeno malo nachadzat mimo vstup-
ného slova, premenné vstup bude obsahovat Specidlny znak $. (MoZeme si predstavit, Ze
pred aj za vstupnym slovom sa nachadza dostatocne vela znakov $.)

Priklad

Napiste program pre dvojsmerny registrovy pocita¢, ktory bude rieit nasledujicu
tlohu: Na vstupe bude refazec pismen a, b, ¢. Nech « je pocet pismen a vo vstupnom
retazci, 5 nech je pocet b a v nech je pocet c. Poc¢ita¢ méa vstupny retazec vyhlésit za
dobry prave vtedy, ked o = 3 = ~.
RieSenie Prejdeme vstupné slovo zlava doprava, v registroch R; a Ry spoc¢itame hodnoty
a a (3, ked vstupné slovo doc¢itame, porovname obsahy registrov. Vratime sa na zaciatok,
pri druhom prechode spocitame v R; a Ry hodnoty (5 a v a porovname ich. Rozmyslite si,
ze by stacilo pouzit jediny register (v ktorom by sme mali hodnotu | — (|, resp. |3 —7|).

var vstup : char;
begin
while (vstup <> ’$’) do begin
if (vstup = ’a’) then Inc(R_1);
if (vstup = ’b’) then Inc(R-2);
Rught,
end;
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while not Zero(R_1) do begin
Dec(R_1); if Zero(R-2) then Reject else Dec(R_2);
end;
if not Zero(R_2) then Reject;
{ bolo rovnako ’a’ a ’b’, vratime sa na zaciatok }
Left, while (vstup <> ’$’) do Left;
Right;

while (vstup <> ’$’) do begin
if (vstup = ’b’) then Inc(R_1);
if (vstup = ’c’) then Inc(R-2);
Rught,
end;
while not Zero(R_1) do begin
Dec(R_1); if Zero(R-2) then Reject else Dec(R_2);
end;
if Zero(R_2) then Accept;
end.

Sutazna tloha

Napiste program pre dvojsmerny registrovy pocitac, ktory bude riesif nasledujicu tlohu:
Vstupom bude refazec pismen a, b, ¢, d. Po¢ita¢ ho mé vyhlésit za dobry prave vtedy,
ked je to palindrém, t.j. je rovnaky, ked ho ¢itame odpredu aj odzadu. Formalne: slovo
a1a203 . . . Ap_10, je palindrém, ak a; = a,, az = a,_1, ..., a|n/2] = a[p/2). Teda napriklad
vstupy bacab a dd st palindrémy, vstupy baacdbb a bacabdccce nie si.

Zakladnym kritériom hodnotenia bude pocet registrov, ktoré vas pocitac
potrebuje. Snazte sa zostrojit pocitac, ktory ich pouziva ¢o najmene;j!

P-III-1

Ist4 nemenovand tajnd spolocnost ma N agentov. V zaujme utajenia kazdy agent moze
vydavat rozkazy iba niekolkym dal§im agentom. Agent, ktory dostane rozkaz, posle tento
rozkaz vietkym agentom, ktorym méze vydavat rozkazy. Séfom spoloc¢nosti je taky agent,
ktory ak vyda rozkaz, tak ho ¢asom dostant vSetci agenti. (Spolo¢nost moze mat aj
viacero $éfov, nemusi mat Ziadneho.)

Sutazna tloha

Na vstupe je pocet agentov N. Agenti su ocislovani ¢islami od 7 (presnejsie 007) do
N + 6. Pre kazdého agenta je tiez dany zoznam agentov, ktorym moZze vydat rozkaz.
Navrhnite efektivny algoritmus, ktory najde $éfa tajnej spolocnosti (ak je ich viac, staci
najst lubovolného) alebo zisti, Ze tajna spolo¢nost nema séfa.
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Priklad

Vstup
N =3
agent 7 rozkazuje agentovi 8
agent 8 rozkazuje agentovi 9
agent 9 rozkazuje agentovi 7

Vstup

N =4

agent 7 nerozkazuje nikomu
agent 8 nerozkazuje nikomu
agent 9 rozkazuje agentom 7 a 8
agent 10 rozkazuje agentom 7 a 8

Vystup
Agent 7 je $éf.

Vystup
Ziaden agent nie je $éf.

P - 1III - 2

Meteorologicka stanica kazdii minatu meria teplotu vzduchu. Meteorolégovia by potrebo-

evve

pocas poslednych K mintt. Vasou tlohou bude napisat tento program.
Na vstupe je ¢islo K, nasleduje postupnost nameranych teplot ukoncend hodnotou
—1000. V&s program by vzdy po precitani teploty mal vypisat najnizsiu spomedzi posled-

nych K nacitanych teplot.?
Priklad

Vstup
K=3
teploty:
9.0

4.7

5.3

2.1

9.0

9.8
17.0
9.5
-1000

Vystup

9.0
4.7
4.7
2.1
2.1
2.1
9.0
9.5

P-1III -3

Studijny text ,Registrové pocitace“ k prikladu P-III-3 mozno ndjst v zadani prikladu

P-I-4 na strane 115.

V tomto kole sa budeme opit zaoberat tzv. jednosmerngmi registrovymi pocitacmi —

rovnakymi ako v domacom kole.

3Resp. najnizsiu spomedzi doteraz nacéitanych teplot, ak ich bolo menej ako K.
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Sutazna tloha

a) Nech R je refazec tvoreny pismenami a, b, ¢, A, B, C. Ozna¢me m(R) retazec
tvoreny malymi pismenami v R (v poradi, v akom sa vyskytuja v R). Analogicky
ozna¢me v(R) retazec tvoreny velkymi pismenami v R. Retazec upcase(R) dosta-
neme z R tak, Ze nahradime vSetky malé pismend zodpovedajicimi velkymi.

Napr. ak R = aaAcB, tak m(R) = aac, v(R) = AB a upcase(R) = AAACB.

NapiSte program pre jednosmerny registrovy pocitac, ktory bude riesit nasledujicu
ulohu: Na vstupe dostane retazec R, tvoreny pismenami a, b, ¢, A, B, C. Pocitac
ho ma vyhlasit za dobry prave vtedy, ak upcase(m(R)) = v(R). (Slovom: ak velké
pismend v R tvoria ,to isté“ slovo ako malé.)

Teda napr. vstupy aA, Aa a abAcBaCABb st dobré, ale vstupy aa, BcbC' ani
acACa nie st dobré.

Va$ program moze pouzit lubovolny konecny pocet registrov, hodnoti sa len jeho
spravnost. Ak si myslite, Ze takyto program neexistuje, dokazte to.

b) Dokézte, ze pre Iubovolnt tlohu plati: Ak vieme zostrojit program pre registrovy
pocita¢, ktory riesi dant tlohu pomocou troch registrov, tak vieme zostrojit prog-
ram, ktory tuto tlohu riesi pomocou iba dvoch registrov.

Inymi slovami: Ukazte postup, ako existujuci program pouzivajuci 3 registre prepi-
sat na ekvivalentny, ktory potrebuje len dva registre. Nezabudnite zdovodnif sprav-
nost vasho postupu.

P-1III -4

,Tak, a teraz budete skatat vzdy, ked zapiskam! A kazdy
inac.“ rozkazal Konrad svojim dvom psikom. Chudaci mali,
musia teraz obidvaja poskakovat po like, az kym sa obidvaja
sticCasne neschovaju.

Svet je nekonecné Sestuholnikové siet. Policka sveta st
oCislované prirodzenymi c¢islami idic od ¢isla 1 po Spirale.
Laku tvori prvych N policok sveta. Na obrazku je priklad
laky pre N = 26.

Na luke stoja nasi dvaja psici na polickach Sy, Sy. Skrys
pre prvého je na policku 77, pre druhého na policku 7T5. Na M
polickach luky rastt bodliaky a psici tam za Ziadnych okol- Obr. 49
nosti neskocia.

Na jedno pisknutie dokézu psici preskocit na lubovolné susedné policko, pokial na 1iom
nerasti bodliaky. Nemozu skdkat obidvaja sti¢asne tym istym smerom a taktiez nemozu
obidvaja dopadnit na to isté policko. Na kazdé pisknutie musi kazdy z nich preskocit na
iné policko (aj keby uz stal v skrysi).
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Vasou tlohou je zistif, na kolko najmenej pisknuti mézu psici stat sicasne vo svojich
skrysach.

Sttazna tloha

Na vstupe je za sebou popis niekolkych (max. 5) problémov.

Kazdy problém ma na prvom riadku 2 ¢isla N (2 < N <500), M (0 < M < N —2),
na druhom riadku ¢isla policok Sy, T1, Sz a Ty (1 < Sy, 711, 59, To < N). Nasleduje dalsich
M riadkov s ¢islami policok, kde rastu bodliaky.

Vstup je ukonceny riadkom obsahujicim M = N = 0.

Mbzete predpokladat, ze S; # Sy, T1 # Ty a Ze na polickach Sy, S nie su bodliaky.
Za poslednym vstupom je riadok s dvoma nulami.

Na vystup vypiste pre kazdy problém jeden riadok s najmensim poc¢tom pisknuti, po
ktorom mozu psici stcasne staf vo svojich skrySach. Ak sa to neda, vypiSte namiesto
poctu taktov text ,neda sa“.

Priklad

Vstup Vystup
11 0 2
31067 3

111 neda sa
31067

1

10 2

3107 8

2
9
00

P-1III -5

Jankovej programatorskej firme AttoSoft sa podarilo ziskat dalsieho klienta, ktory potre-
buje naprogramovat N programov. Jankovi a jeho programatorom sa vsak do préce velmi
nechcelo a tak prisiel termin odovzdania a programy este stale nie st hotové. Janko sa
zlakol a zacal Studovat zmluvu, ktora so zédkaznikom podpisal.

V zmluve bol pre kazdy program uvedeny vzorec, akym sa pocita pokuta za neskoré
odovzdanie programu v zavislosti od doby omeskania. Nagfastie netreba zaplatit stcet
pokut, ale len najvyssiu pokutu zo vSetkych. Teraz sa Janko snazi naplanovat pracu
na programoch tak, aby zaplatil ¢o najmensiu pokutu. Ako predtym, aj teraz ma k
dispozicii len jeden pocitac, a preto sa nedd pracovaf na viacerych programoch naraz.
Préicu na jednom programe nemozno prerusit.*

4Sikovnejsi z vas si po preéitani zvysku zadania uvedomia, Ze aj keby sa to smelo, neoplati sa to.
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Sttazna tloha

Na vstupe je pre kazdy z nedokonéenych programov vzorec na vypocet pokuty a kolko dni
treba na jeho dokoncenie. Napiste program, ktory najde rozvrh na dokoncenie programov,
pri ktorom Janko zaplati najmensiu pokutu. Pre jednoduchost mé vzorec na vypocet

pokuty tvar polynému najviac treticho stupiia ax® + bx? + cx + d, v ktorom st koeficienty
a, b, c, d nezaporné a x je pocet dni, o ktoré sa odovzdanie programu omeskalo.

Format vstupu Prvy riadok vstupného siboru obsahuje kladné celé ¢islo N (1 < N <
< 5000) — pocet programov. Nasleduje N riadkov, i-ty z nich obsahuje péf celych ¢isel
liya;, bicid; (1 < 1; <100, 0 < a;,b;,¢;,d; < 5000) kde [; je ¢as v diioch potrebny na
dokoncenie i-teho programu a a;, b;, ¢;, d; st koeficienty vzorca na vypocet pokuty. Mozete
predpokladat, ze za 100000 dni sa stihni naprogramovat vsetky programy.

Format vystupu Vystupny sibor obsahuje N ¢isel, oddelenych bielymi znakmi (me-
dzerami alebo koncami riadkov). Tieto ¢isla reprezentuju ¢isla programov v poradi, v
akom ich treba dokon¢if, aby pokuta bola najmensia mozna. Ak ma tloha viac rieSeni,
vypiste lubovolné z nich.

Priklad

Vstup Vystup
3 1

101 000 3
3000 10 2
10050

Poznamka Pokuta za program ¢éislo 1 dokonceny po desiatich diioch je 103 = 1000, za
program cislo 2 dokonceny po 14 diioch je 10 a za program c¢islo 3 dokonceny po 11 diioch
je 511 = 55. Janko teda zaplati pokutu 1000.






RieSenia sutaznych uloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Na tvod par slov pre tych, ktorym slova tedria grafov prili§ nehovoria. V nasom chapani
graf je niekolko bodov (ktoré budeme volat vrcholy), niektoré dvojice bodov st pospajané
¢iarami (ktoré budeme volat hrany). Alebo eSte raz a forméalnejsie, (neorientovany) graf
je dvojica G = (V, F), kde V' je mnozina vrcholov a £ C {{z,y} | z,y € V} je mnozina
neusporiadanych dvojic vrcholov = hran. Prave takyto graf mame v nasej tlohe na vstupe
— mesta v krajine su vrcholy grafu a linky st hrany medzi nimi.

Hovorime, Ze graf je suvisly, ak sa po hranach da prejst z Tubovolného vrcholu do
Iubovolného iného. Podla zadania graf na vstupe je stuvisly. Mame zistit, ¢ odstranenie
niektorej hrany jeho stvislost porusi. Hranu, ktorej odstranenie znesuvisli graf, volame
most.

Ako zistit, ¢ je graf suvisly? Existuje viacero algoritmov, st zname pod spoloénym
ndzvom ofarbovanie vrcholov alebo tiez prehladdvanie. Zékladna myslienka: za¢neme v
nejakom vrchole grafu a postupne systematicky ofarbujeme vsetky vrcholy, kam sa vieme
dostat. Ked uz nevieme ni¢ ofarbit, skoncili sme. Teraz sa uz len sta¢i pozriet, ¢i si
ofarbené vsetky vrcholy. Samozrejme, treba vrcholy ofarbovat tak, aby sme uréite ziaden
nevynechali. Teraz si vysvetlime jeden vhodny postup, nazjvany prehladavanie do hibky.

Prehladavanie do hlbky je podobné postupu, akym ¢lovek sktima nezndme mesto.
Zacneme tym, ze sa postavime do nejakého vrcholu a ofarbime ho. Odteraz budeme
farbit vrcholy aj hrany grafu, kade chodime. Ak z vrcholu, kde sme, vedie eSte nepouZzita
hrana, vyberieme sa tiou dalej. Ak sme prisli do eSte nenavstiveného vrcholu, ofarbime
ho a rekurzivne zavolame prehladédvanie z neho. (Teda opit sa snazime nédjst nepouziti
hranu, atd.) Ak sme prisli do skor navstiveného vrcholu (t.j. ofarbeného), okamzite sa
po hrane, ktorou sme prisli, vratime spét. No a posledny pripad je ked sme vo vrchole, z
ktorého vedu samé ofarbené hrany. V takomto pripade sa len vratime tou hranou, ktorou
sme do neho prvykrat prisli. Ked sa takto chceme vratif z vrcholu, kde sme zacinali,
prehladévanie kondi.

Zjavne takto prejdeme prave dvakrat (tam a spéf) po kazdej z hran, ku ktorym sa
vieme dostat a navstivime vSetky vrcholy, ku ktorym sa vieme dostat zo zaciato¢ného
vrcholu. Algoritmus je teda korektny a jeho ¢asova zlozitost je O(M + N). Da sa Tahko
rekurzivne implementovat, vid program na konci rieSenia.

Najjednoduchsim rieSenim povodnej tlohy by teda bolo postupne vyskusat kazdua
hranu odstranit a pozrief sa, ¢i je vysledny graf eSte stale suvisly. Takéto rieSenie by malo
¢asovu zlozitost O(M (M + N)) — pre kazda hranu potrebujeme spustit jedno prehlada-
vanie.

My ukéazeme algoritmus, ktory bude bezat v ¢ase O(M + N) (teda optimalnom) a
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najde v grafe vSetky mosty.

Nage riesenie bude modifikiciou algoritmu prehladévania do hibky. Predtym, nez vy-
svetlime samotné rieSenie, potrebujeme si ukazaf niekolko vlastnosti prehladdvania do
hibky. Spustime ho na nagom stvislom grafe zo vstupu. VSimnime si tie hrany grafu,
ktorymi sme pocas prehladdvania prisli do dovtedy nenavstiveného vrcholu. Tychto hran
je zjavne N — 1 (jedna pre kazdy vrchol okrem toho, v ktorom sme zacinali). Graf nimi
tvoreny je strom, lebo je suvisly a neobsahuje kruznice. Tento strom budeme volat DFS
strom (DFS = depth-first search = prehladavanie do hlbky). Vrchol, z ktorého sme za-
¢inali prehladavat, budeme volat koren. Z kazdého iného vrcholu z vedie po stromovych
hranéch (hrandch DFS stromu) do korefia prave jedna cesta. Vrcholy na tejto ceste bu-
deme volat predkami vrcholu z, vrchol # budeme volaf ich potomkom. Specidlne kazdy
vrchol je sdm sebe aj predkom, aj potomkom. Vsetci potomkovia vrcholu x a stromové
hrany medzi nimi tvoria podstrom s korenom x.

Ostatné hrany teoreticky mozu byt dvoch typov.
Ak hrana spaja vrchol s nejakym jeho predkom alebo
potomkom, budeme ju volat spitnd, ostatné hrany
budeme volat priecne. (Nech wv je hrana, ktord nie
je stromovéa. VSimnime si podstromy s korenmi u, v.
St dve moznosti — ak je jeden z nich podgrafom dru-
hého, hrana uv je spdtna, inak musia tieto podstromy
byt disjunktné (pre¢o?) a hrana wv je priecna.) V
DF'S strome vSak ziadne prie¢ne hrany nemdzu byt.
Preco? Sporom. Nech wv je prie¢na hrana. Bez ujmy
na vseobecnosti nech sme pocas prehladavania do u
prisli skor. V8imnime si teraz okamih, ked sa pocas
prehladdvania ideme vratit spiat z uw. Aby uv bola
prie¢na hrana, nesmeli sme doteraz v navstivit (inac¢
by v bol potomok u a hrana uv by bola spétna). Ale
v je sused u, preto by sme sa z u eSte nemali vracat
spit ale mali by sme sa vybrat do v, spor.

Takze hrany grafu moZzeme rozdelif na stromové a spitné. Zjavne ak hrana lezi na
nejakej kruznici, po jej odstraneni graf zostane suvisly. Kazda spatna hrana wuv lezi na
kruZnici (tvorenej hranou uv a cestou z u do v po DFS strome). Preto mostami mézu byt
len stromové hrany. Kazdy most rozdeluje graf na dve casti, v jednej z nich je koreri.

Predstavme si, ze nas graf zavesime za koren. Teraz sa vyberme z korena dodola
po stromovych hranach. Majme konkrétnu stromovti hranu wv, pricom u je blizsie ku
korenu ako v. Kedy je uv most? Vtedy, ked ju nemame ako obist. Inymi slovami ak sa z
podstromu s koreniom v nevieme dostat do u (alebo ekvivalentne: do u alebo lubovolného
jeho predka) bez pouzitia hrany wuw.

Budeme teda pre kazda hranu wv chciet urcit, ¢i existuje cesta z v do u alebo jeho
predka, ktord nepouziva hranu uv. Hladajme takt cestu, ktord pouZiva najmensi pocet
spatnych hran a zo vetkych takych ciest je najkratsia. Co o nej vieme povedat? Posledné
jej hrana bude urcite spéatnéa, lebo po stromovych sa nad v nedostaneme. Vsetky vrcholy
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na nej okrem posledného budu lezat v podstrome s koretiom v, lebo akonéhle sa dostaneme
nad u, konéime. Do vSetkych vrcholov v podstrome s korenom v sa ale vieme dostat z
v stromovymi hranami. Ukézali sme teda nasledovné tvrdenie: AK nejaka hladand cesta
existuje, TAK existuje aj takd, pri ktorej ideme najskor niekolkymi stromovymi a potom
jednou spitnou hranou. Stac¢i nam teda pre kazdd hranu overit, ¢i existuje takato cesta.
Ako na to?

Pocas prehladévania ¢islujme vrcholy v poradi, v akom do nich prichddzame. Cislo
vrcholu x budeme znadit n(z). Zjavne vsetky vrcholy v podstrome s koreriom v maju ¢islo
viicsie ako n(u). Na druhej strane vSetci predkovia v maja ¢islo mensie ako n(u). Keby
sme pre v vedeli najmensie ¢islo vrcholu, do ktorého sa vieme dostat bez pouzitia hrany
si ale, Ze nam stac¢i uvazovat cesty, ktoré ida najskor niekolkymi stromovymi hranami
,dodola“ a potom jednou spédtnou ,dohora“. Budeme si teda pre kazdy vrchol priamo
pocas prehladavania pocitat najmensie ¢islo vrcholu, do ktorého sa vieme z neho dostat
takouto cestou.

Tym uz mame vysledny algoritmus takmer ho-
tovy, zostava si to uz len celé zhrnif. Prehlada-
vame nas graf do hlbky a zaroveii si pre kazdy
vrchol = poc¢itame dve ¢isla: n(z) (kolky objaveny
vrchol to je) a m(x) = min{n(y) | do y vedie z x
cesta vyssie uvedeného tvaru}. Ako pocitat hod-
notu n(z) je zjavné. Hodnota m(z) je minimum z
n(x), zo vsetkych hodndt m(x;) pre synov vrcholu
x a zo vSetkych hodndt n(y;) vrcholov, do ktorych
vedie z x spdtnéd hrana. Hodnotu m(z) teda vieme
spoc¢itat v okamihu, ked sa pocas prehladavania
vraciame z vrcholu x. V tomto okamihu vieme aj
rozhodntt o hrane z = do jeho otca y, ¢i je most —
sta¢i porovnat hodnoty m(z) a n(y) (resp. m(x)

a n(z)).

P-1-2

Uvazujme lubovolné poradie, v ktorom budi programétori pracovat, a pozrime sa na dva
po sebe napisané programy, nech st to ¢ a j. Napisanie programu budeme odteraz volat
udalost. Prva z nasich udalosti, teda i, za¢ne v ¢ase Tp, bude trvat ¢as t; a Janko za 1iu
zaplati sumu (7T + ¢;)m;, druhd udalost, j, za¢ne v ¢ase Ty +t; (teda hned po skonceni i)
a bude stat (Tp +t; +t;)m; — kazdého programatora platime nielen za Cas, kedy pracuje,
ale od uplneho zaciatku.

Ked to vSetko spocitame, zistime, Ze ak sa udalosti vykonaji v poradi 4, 7, Janko bude
musiet za ne zaplatit sumu S; ; = To(m; + m;) + t;m; + (t; +t;)m;.

Co by sa stalo, keby sme v tomto poradi vymenili udalosti i a j? Podobne ako v
predoslom pripade moZzeme spocitat, kolko bude musiet Janko zaplatit za tieto 2 udalosti.
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Za prvu (teda j) to bude (1p+t;)m; a za druha (7o +1¢;+1¢;)m;, ¢o je spolu S;; = To(m;+
+my) +tymy + (& + t)m;.
Porovnajme teraz tieto 2 vysledky. Ozna¢me si pre jednoduchost ich spolo¢nu ¢ast
A = Ty(m; +my) + t;m; +t;m; a po trividlnych Gpravach dostédvame:
t; t
Si,j = A—i—mzmj— Sj,i = A—szmj—
m; m;
Nés zaujima to, ktora z tychto hodnot je mensia, ale to je zjavne ta, ktorda ma mensi pomer
Ti—k. To teda znamens, 7e ak 4 > - vymenou poradia tychto udalosti dosiahneme nizsiu
k m; m;
vyslednt sumu. (Zjavne zmena poradia 2 po sebe nasledujicich udalosti neovplyvni sumu,
ktoru zaplatime ostatnym programatorom.)
Z uvedeného vyplyva, ze ak v nejakom poradi udalosti ndjdeme 2 po sebe idtuce,

vvvv t—’“k ako ta druhd, ich vymenou ziskame nové poradie

udalosti, ktoré je lacnejsie. Teda optiméalne poradie bude také, v ktorom st pomery %
usporiadané od najmensieho po najvacsi.

Samotny program je potom uZ jednoduchy — staci udalosti utriedit vzostupne podla
pomeru ;L—’“k, ¢o vieme realizovat v ¢ase O(nlogn) napriklad algoritmom QuickSort.

P-1-3

Pre jednoduchost dalsich Gvah zvi¢Sme najskor pole A tak, aby jeho velkost bola najb-
liz§ia viicsia mocnina dvoch. Tym sa pole A nanajvys dvakrat predizi, takze na casovej
zlozitosti vysledného algoritmu sa to neodrazi. Nech odteraz N = 2% je dlzka predlZzeného
pola.

Predstavme si, ze nad polom A vybudujeme Uplny bindrny strom. Jeho listy budua
zodpovedat jednotlivym polickam pola A, kazdy vyssi vrchol tohoto stromu bude zodpo-
vedat nejakému intervalu v poli A (presnejsie bude zodpovedat polickam, uréenym listami
z jeho podstromu). V kazdom vrchole stromu si budeme pamétat stacet ¢isel v prislusnom
intervale pola. Takejto datovej Struktire budeme hovorif intervalovy strom.

V najspodnejSej vrstve nasho stromu je N vrcholov, vo vysSej ich je N/2, v tretej
odspodu N/4, atd. V celom nasom strome je teda 2N — 1 vrcholov, preto budeme po-
trebovat na jeho zapamétanie paméit velkosti ©(/N) (¢itaj: linedrnu). Pri predspracovani
pola A budeme potrebovaf tito pamit naplnit, preto predspracovanie musi bezat v case
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Q(N) (¢itaj: aspon linedrnom). Lahko nahliadneme, Ze v linedrnom ¢ase vieme nas strom
skutoc¢ne vytvorit — staci ho vytvarat zdola nahor.

Co sa stane s nasim stromom, ked zmenime hodnotu prvku A[j]? Musime zmenit
zapaméatané hodnoty pre vSetky intervaly, ktoré zmeneny prvok obsahuji. Tie ale zodpo-
vedaji prave vrcholom na ceste z j-teho listu do korena. Je ich teda K + 1 = O(log N).
Zmenit hodnotu v poli A teda vieme v logaritmickom case.

Obr. 53: Zmena hodnoty. Obr. 54: Pocitanie suctu.

Este ostava ukazat, ako pomocou nésho stromu odpovedat na otézky zo zadania.
Riesme najskor jednoduchsiu tlohu: Akd hodnotu mé sacet S(x) = A[l] + ...+ Alx]?
Pozrime sa do korena nasho stromu. St dve moznosti: Ak interval od 1 po x lezi cely
v Tavom podstrome, zavoldme sa rekurzivne naii. Ak nie, tak tento interval zabera cely
lavy podstrom a kiisok pravého. Tak zoberieme stcet vSetkych policok v lTavom podstrome
(ten mame spocitany v lavom synovi) a rekurzivne sa zavolame na pravého syna a zvySok
intervalu.

Takto postupne v nasom strome schadzame dole po ceste od korena do z-tého listu,
na kazdej trovni urobime len konStantny pocet operécii. Preto pre lubovolné z vieme
hodnotu S(x) spocitat v ¢ase O(log N). To je ale vSetko, ¢o potrebujeme vediet — totiz
Alz] + ...+ Aly] = S(y) — S(z — 1) (pricom definujeme S(0) = 0).

Za pomoci intervalového stromu vieme teda kazdy prikaz spracovat v logaritmickom
Case. Nage rieSenie potrebuje linearnu paméit a linearny ¢as na predspracovanie.

Najjednoduchsia implementacia intervalového stromu je ulozif ho v jednom poli, po-
dobne ako haldu. Teda synovia vrcholu x st na polickach 2x a 2z + 1, pdvodné pole A
zacina na pozicii N. V praxi sa ob¢as pamétova zlozitost znizuje na polovicu tym, Ze si
pamitame len sucty v lavych synoch, implementécia je potom ale trochu narocnejsia.

P-1-4

Najjednoduchsie rieSenie je pouzit Styri registre, v kazdom si pocitat pocet pismen jedného
typu. Ked docitame slovo, v Ry mame pocet precitanych pismen a, v R; pocet b, atd.
Teraz budeme naraz zmengovat hodnoty vo vSetkych Styroch registroch. Accept zavolame
prave vtedy, ak register Ry ostane najdlhsie neprazdny.

Pocet pouzitych registrov sa d& lahko zmensit na 3: Nech sme doteraz precitali «
pismen a, 3 pismen b, v pismen c a § pismen d. V registroch si budeme pamiitat absolatne
hodnoty vyrazov a—(3, a—~, a—d, v troch premennych si budeme pamétat ich znamienka.
(Napr. 0 ak je v prislusnom registri nula, 1 ak je tam kladné ¢islo a 255 ak je zaporné.)
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Takto v kazdom okamihu vypoctu vieme povedat, ¢i bolo doteraz pismen a najviac — to
plati prave vtedy, ked st vSetky tri znamienka, ¢ize vSetky tri paméitané hodnoty kladné.

Nase riesenie bude potrebovat len dva registre. D4 sa ukazat (v tomto vzorovom rieseni
to nespravime) Ze jeden register na rieSenie tejto tilohy nestaci, preto nase rieSenie bude
vzhladom na pocet registrov optimélne.

V priebehu vypoctu si v Ry budeme pamiitat &islo 2°3°577°, register R, budeme
pouzivat na pomocné vypocty. Ked napriklad precitame dalSie pismeno b, za pomoci
registra R; vynasobime obsah registra Ry tromi. Ked docitame vstup, potrebovali by
sme porovnat hodnoty «, 3, v a §. Podobne ako v prvom rieSeni ich budeme naraz
zmensovat (to v nasom pripade znamena delif obsah Ry vhodnym ¢islom) a akceptujeme
prave vtedy, ak ndm na konci ostane kladna mocnina 2.

P-II-1

Najprv zadefinujme nasu tlohu v jazyku tedrie grafov. Vrcholmi nasho grafu buda bu-
dovy, hrany budi reprezentovat mozné prepojenia optickym kéablom. VyrieSme nasu tlohu
najprv pre K = 1. V takom pripade je nasou tlohou vybraf takii mnozinu hrén, aby
vSetky vrcholy boli navzajom poprepédjané (nie nutne priamo). Takdto mnozina hran sa
nazyva kostra grafu a kedze chceme, aby sucet cien hran v kostre bol ¢o najmensi, méame
problém hladania najlacnejsej kostry.

Rozmyslite si, ze najlacnejsia kostra grafu neobsahuje ziadny cyklus — keby nejaky
obsahovala, mohli by sme jeho Tubovolni hranu vyhodit. Na druhej strane, ked do naj-
lacnejsej kostry priddme Iubovolni hranu, vznikne ndm cyklus — vrcholy, medzi ktorymi
vedie pridana hrana, boli uz spojené pomocou niektorych hran kostry.

Hladanie najlacnejSej kostry (Primov algoritmus). Algoritmus je zaloZeny na na-
sledujicej myslienke. Vrcholy grafu rozdelime na dve skupiny: na pripojené a nepripojené.
Na zaciatku algoritmu si zvolime [ubovolny vrchol a prehlasime ho za pripojeny. Ostatné
vrcholy st zatial nepripojené. V kazdom kroku algoritmu pripojime jeden vrchol k uz
doteraz vytvorenej sieti nasledujicim sposobom. Néajdeme najkratsiu hranu spéajajicu
pripojeny a nepripojeny vrchol. Tto hranu pridame do siete a jej druhy koniec sa stane
pripojenym vrcholom. Skon¢ime, ked st vSetky vrcholy pripojené.

Aby na$ algoritmus bol efektivny, potrebujeme vediet rychlo najst najkratsiu hranu
spajajicu pripojeny a nepripojeny vrchol. To spravime tak, ze pre kazdy nepripojeny
vrchol si pamétame, ktory z pripojenych vrcholov je k nemu pripojeny najkratsou hra-
nou. Vzdy, ked priddme ku pripojenym vrcholom dalsi vrchol, musime si informéciu o
najblizsich pripojenych vrcholoch aktualizovaf, tak Ze prezrieme nepripojené vrcholy a
ak je novopripojeny vrchol blizsie, nasu informéaciu zmenime.

To, Ze vysledna mnozina hran tvori kostru, je zrejmé. Treba ale dokazat, Ze tato kostra
je najlacnejsia. Predstavme si Tubovolnt najlacnejsiu kostru (dalej ju budeme nazyvat
NK) a porovnavajme ju s vysledkom nasho algoritmu (dalej VNA).

Ak NK a VNA st zhodné, VNA je najlacnejsia kostra. Predpokladajme teda, ze NK
a VNA nie st zhodné. Nech T; je mnozina pripojenych vrcholov po i-tom kroku nasho
algoritmu. Zoradme hrany vo VNA podla toho, ako sme ich pridévali a najdime prvi
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hranu, ktorad sa vyskytuje vo VNA, ale nevyskytuje sa v NK. Nech tato hrana bola
pridana v kroku i + 1 a nech spéja vrchol u € T; a vrchol v ¢ T;.

Pridajme hranu (u,v) do NK. Tym vznikne v NK cyklus, ktory zac¢ina v T, prejde
po hrane (u,v) von z T; a potom sa vrati nejakou cestou spét do T; (pozri obrazok 55).
Na tejto ceste musi existovat asporl jedna hrana (u’,v’), ktord ma jeden koniec v T; a
druhy koniec mimo T;. Cena tejto hrany musi byt aspon takd, ako je cena hrany (u,v). V
opac¢nom pripade by si nas algoritmus v kroku 7 4+ 1 musel vybrat hranu («’,v") namiesto
hrany (u,v). Preto ak hranu (u’,v") odoberieme z NK a pridame hranu (u,v), cena NK
sa nezvysi. Nemoze sa vSak ani znizit, lebo NK je najlacnejsia. Preto upravend NK bude
nadalej najlacnejSou kostrou v grafe. Navyse VNA a NK sa teraz zhoduji na prvych
7 + 1 hranach. Takymto spésobom postupne prerobime NK na VNA, pricom nezvysSime
jej cenu, a teda VNA musi byt tieZ najlacnejsia kostra.

Obr. 55: Pridanim hrany (u,v) vznikne v NK cyklus, ktory za¢ina v T}, prejde po hrane
(u,v) von z T; a potom sa vrati nejakou cestou spit do T;.

RieSenie pre vSeobecné K. Doteraz sme predpokladali K = 1. Ak K > 1, nemu-
sime hranami pospéajat vsetky vrcholy. Na komunikdciu totiz mdézeme vyuzit aj internet.
Staci, ak nasa siet bude pozostéavat z K suvislych casti: v kazdej takejto suvislej casti
vyberieme jeden vrchol, ktory pripojime na internet, a tak kazdy vrchol s kazdym bude
moct komunikovat.

Takuto siet mozeme dostat napriklad tak, Ze z najlacnejsej kostry NK uberieme K — 1
najdrahsich hran. Tym sa nam totiz NK rozpadne prave na K suvislych casti. Jedinym
problémom je ukézat, Ze takéto rieSenie je skuto¢ne najlacnejsie mozné.

Oznacme teda P mnozinu K — 1 najdrahsich hran kostry NK. Po ich odobrati z NK
dostaneme mnozinu hran ), ktora pozostava z K suvislych casti. Nech existuje lacnejsia
mnozina hran 7', ktora takisto tvori sief pozostavajiucu z K suvislych casti.

Vs&imnime si teraz graf tvoreny kostrou NK a hranami z T'. Kedze uz NK je stuvisl4,
tento graf je suvisly. Preto sa da vybrat niekolko hran NK, ktorymi sa daju jednotlivé
komponenty 7' pospajat. Kazda pridand hrana nam spoji dva komponenty do jedného
vicsieho, a teda stac¢i pridat K — 1 hran. Ozna¢me mnozinu tychto pridanych hrén S.

Vsimnime si nasledujtice dva fakty:

e Mnozina hran S urcite nie je drahsia ako P, lebo obe obsahuji K — 1 hran z kostry
NK, ale P sme vybrali tak, aby obsahovala najdrahsie hrany.

e 7 nasho predpokladu, mnozina hran 7" je lacnejsia ako mnozina hran Q).
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Z toho ale vyplyva, zZe kostra S U T je lacnejsia ako NK = P U @), ¢o je spor s tym, ze
NK je najlacnejsia kostra. Tym sme ukézali, Ze na vyrieSenie tlohy staci z NK odobrat
K — 1 najdrahsich hran.

Casova zlozitost. Hladanie najlacnejsej kostry v kazdom kroku prida jeden vrchol
do mnoziny pripojenych, teda spravi celkovo N — 1 krokov. V kazdom kroku najprv
v ¢ase O(N) najde najkratsiu hranu spajajucu pripojeny a nepripojeny vrchol. Potom
aktualizuje informéciu o najblizsom pripojenom vrchole pre vSetky nepripojené vrcholy.
Téato aktualizacia nas stoji opit O(N) operacii. Celkova zlozitost je teda kvadraticka, t.j.
O(N?).

Z vyslednej kostry potom potrebujeme ubrat K — 1 najdrahsich hran. To mozeme
urobit tak, ze hrany kostry zotriedime (triedenie mozno robit v ¢ase O(N log N), v tomto
pripade nam ale staci aj triedenie v ¢ase O(N?)). Celkova ¢asova zlozitost je teda O(N?).

P-1I-2

UvaZzujme, ktory zo Studentov mé pracovat pri pocitaci v danom okamziku ¢. Zrejme to
musi byt jeden z tych Studentov, ktori uz prisli do firmy, ale eSte nedokon¢ili svoj program.
O tychto $tudentoch budeme vraviet, ze st aktivni v ¢ase t. Dokdzme teraz, ze pracovaf
vzdy mozeme poslat toho z aktivnych Studentov, ktory musi odist najskor (nech je to
Student a). Ak by totiz existoval rozvrh, v ktorom v ¢ase ¢ pracuje nejaky iny Student b,
tak student a sa este dostaf k poc¢itacu v ¢ase ¢’ medzi ¢ a ¢asom odchodu t,. Student b viak
odchadza v ¢ase t, > t,. Preto moZeme zostrojit novy rozvrh, v ktorom nechame $tudenta
a chvilu pracovat na pocitaci v ¢ase ¢ a taky isty dlhy cas potom nechame Studenta b
pracovat na pocitaci v ¢ase t'. Ak bol povodny rozvrh spravny, aj zmodifikovany rozvrh
je spravny, lebo kazdy pracuje rovnako dlho ako v pévodnom rozvrhu a kazdy pracuje
pred svojim odchodom.

Dokézali sme teda, ze v kazdom okamziku moze pracovat ten z aktivnych Studentov,
kto musi najskor odist. Kedy teda moze dojst k zmene obsadenia pocitaca? Bud ked
pride novy Student a musi odist skor ako Student, ktory prave pracuje (v tom pripade sa
vystriedaju pri pocitaci), alebo ak Student, ktory préve pracuje, dokonéi svoj program a
uvolni pocitac.

Nas algoritmus bude zostrojovaf rozvrh obsadenia pocitaca od zaciatku do konca. Stu-
dentov si utriedime podla ¢asu prichodu a pre kazdého si pamitame, kolko eSte potrebuje
pracovat. Tiez si udrzujeme mnozinu aktivnych studentov. V kazdom kroku algoritmu
najdeme najblizsiu udalost, ktora moze ovplyvnit rozvrh. Takouto udalostou je bud pri-
chod studenta alebo ukoncenie prace prave pracujiceho studenta. V oboch pripadoch
zaktualizujeme datové struktiary a potom najdeme aktivneho studenta s najskorsim od-
chodom a priradime mu pocitac. Ak tento Student uz nemé dost ¢asu na dokoncenie
programu, vyhlasime, Ze vSetky programy sa nedaju dokondit.

Triedenie Studentov je mozné spravit v ¢ase O(N log N). Pocet udalosti je 2N, lebo
kazdy Student raz pride a raz dokonéi program. Pre kazda udalost potrebujeme néajst
aktivneho Studenta s najskors$im odchodom. Ak musime kvoli tomu porovnat vSetkych
aktivnych Studentov, dostaneme algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(N?). Algoritmus sa
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vSak da zefektivnit ak ulozime aktivnych Studentov do bindrnej haldy podla ¢asu odchodu.
V takom pripade spracovanie jednej udalosti trva len O(log V) — ak ndm niekto prisiel,
vlozime ho do haldy, ak niekto skoncil pracu, z haldy ho vyberieme. Nasledne sa pozrieme
na minimum v halde — $tudenta, ktory ide odteraz pracovat. Celkova zlozitost algoritmu
s pouzitim haldy je teda iba O(N log N).

P-1I-3

Na prikaz KOLKO c¢ by nas program mal odpovedat, v kolkych dovtedy zadanych inter-
valoch ¢ lezi. Na tvod uvedieme dve trividlne rieSenia. Prvé je jednoducho si pamétat
vsetky dovtedy zadané intervaly a pri kazdom prikaze KOLKO ich vsetky prejdeme. Pamé-
tova zlozitost takéhoto riegenia je O(P), ¢asova v najhorsom pripade az O(P?). (Prikaz
PRIDAJ vieme spracovat v O(1), ale na KOLKO potrebujeme v najhorsom az O(P).) Tro-
chu lepsie je pouzit pomocné pole velkosti NV + 1, v ktorom si pre kazda poziciu budeme
pamétat pocet intervalov, ktoré ju obsahuji. Jeden interval priddme v ¢ase O(N), na
otazku odpovieme v ¢ase O(1). Vysledné ¢asova zlozitost je O(N P), pamitova O(N).

Uvedomme si, ¢o vlastne potrebujeme zistit, ked ndm pride prikaz KOLKO c. Potre-
bujeme najst S — pocet intervalov, ktoré zacinaji na pozicii < ¢ a kon¢ia na pozicii > c.
Nech Z(x) je pocet intervalov, ktoré zacinaji na pozicii < x a K(x) je pocet intervalov,
ktoré koncia na pozicii < z. Potom S = Z(c) — K(c—1). (Totiz zlé intervaly, ktoré koncia
pred ¢ su zaratané aj v Z(c), aj v K(c— 1), a teda ich do S nezaratame.) Stacilo by nam
teda vedief rychlo zistovat hodnoty Z(z) a K(x).

Budeme vyuzivat myslienku z doméceho kola — datova Struktiru, ktort sme nazvali
intervalovy strom®. Pripomenime si, o ¢o islo: Predstavme si, Ze nad polom A (ktorého
dlzku N sme zvidsili na najbliz§iu mocninu dvoch) vybudujeme tiplny binarny strom. Jeho
listy budt zodpovedaf jednotlivym polickam pola A, kazdy vyssi vrchol tohoto stromu
bude zodpovedat nejakému intervalu v poli A (presnejsie bude zodpovedat polickam,
urcenym listami z jeho podstromu). V kazdom vrchole stromu si budeme pamiitat siucet
Cisel v prislusnom intervale pola. Zmenit hodnotu v poli A (a prislusne upravit sacty
vo vrcholoch stromu) vieme v ¢ase O(log N), zistif sucet ubovolného intervalu v poli A
vieme takisto v ¢ase O(log N).

Z(c) je vlastne stcet poc¢tov intervalov za¢inajicich na poziciach 0, 1,2, ..., ¢. Budeme
mat pole, v ktorom si tieto poéty budeme pamitat a nad nim vybudovany intervalovy

5Nepliest si s intervalmi zo zadanial
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strom. Kazdé pridanie intervalu zmeni jednu hodnotu v poli, tito zmenu vieme uskuto¢nit
v ¢ase O(log N). Analogicky budeme pouzivat druhé pole (a druhy intervalovy strom)
pre pocty intervalov, ktoré na jednotlivych poziciach koncia. Pomocou tychto datovych
Struktar vieme kazdt hodnotu Z aj K spocitat v case O(log NV).

Detailnejsi popis oboch operacii s intervalovym stromom a jeho implementacie v poli
najdete vo vzorovych rieseniach doméaceho kola. Casova zlozitost nasho vzorového riesenia
je O(Plog N) a pamitova O(N). V8imnite si, Ze by nam stacilo udrziavat jedno pole,
pridanie intervalu (a, b) by zodpovedalo napr. zvii¢Seniu hodnoty na pozicii a a zmenseniu
hodnoty na pozicii b + 1.

P-1I-4

Predstavme si, Ze by sme okrem registrov mali k dispozicii jeden zisobnik®. Potom by
sme uz tlohu lahko vyriesili: Ideme po vstupnom slove zlava doprava, prec¢itané pismend
vkladdme na zdsobnik. Ked teraz budeme vyberat pismené zo zdsobnika, vychadzat budia
v opac¢nom poradi ako boli vlozené. Preto sa vratime na zaciatok slova a ideme porov-
navat, ¢i je slovo rovnaké odpredu aj odzadu. Vzdy preitame jedno pismeno zo vstupu,
vyberieme jedno zo zasobnika a porovnédme ich. Skonc¢ime, ked niekedy dostaneme dve
rozne pismena (slovo je zlé) alebo ked docitame celé vstupné slovo (a teda je dobré).

Keby sme teda mali k dispozicii zasobnik, mame tlohu vyriesend. Zasobnik si vSak
vieme simulovat v jednom registri (za pomoci druhého)! Ako na to? Odteraz buda pis-
mena a, b, ¢, d zodpovedat ¢islam 1, 2, 3, 4. Cislo v registri R; bude predstavovat nas
zasobnik — ked ho zapiSeme v ststave so zakladom 5, jednotlivé cifry buda predstavo-
vat vlozené hodnoty (cifra na mieste jednotiek bude naposledy vloZena hodnota). Teda
ked do prazdneho zasobnika ulozime postupne pismend a, ¢, b, a, bude v R; hodnota
ax5+ex52+bx5+a=1x5%+3x52+2x5+1=125+75+10+ 1= 211.

Ako ale s takymto registrom-zasobnikom pracovat? Vlozif novii hodnotu z je jedno-
o 1. Takisto vybrat naposledy vloZzenti hodnotu nie je fazké — je to presne opacna opera-
cia. Vydelime obsah registra R; piatimi. Zvysok po deleni je naposledy vlozena hodnota,
podiel (ktory dostaneme v Ry) je zasobnik bez tejto hodnoty.

Mame teda funkcné riesenie, ktoré potrebuje dva registre. Nejde to predsa len lepSie?
S iba jednym registrom sa nam uz nepodari simulovat zasobnik, musime vymysliet nieco
iné.

Na uvod trocha terminologie: aktualne pismeno sa bude pri nasom rieSeni pohybo-
vat sem a tam po vstupnom slove. Kvoli nazornosti budeme namiesto ,aktualne je i-te
pismeno vstupného slova“, resp. , presunieme akt. pismeno dolava/doprava“ hovorit ,sto-
jime na pozicii i“, resp. ,ideme dolava/doprava“. DIzku vstupného slova budeme znacit
n.

Predstavme si, Ze stojime na pozicii ¢ (pri¢om ale ¢ si nepamitame, v R; je nula).
Chceli by sme pismeno na tejto pozicii porovnat s jemu zodpovedajicim pismenom na

6Z4sobnik je datova struktira, ktord podporuje operécie ,vloz prvok“ a ,vyber naposledy vloZeny
prvok*.
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pozicii n + 1 — 7. N&s program vsak nevie n ani i. Ako na to? Pismeno na nasej pozicii si
zapaméitame v premennej. Teraz si zistime 7. Ideme dolava, kym neprideme na zaciatok
vstupného slova a zvysujeme R;. Zodpovedajice pismeno je i-te od konca. Nie je nic¢
lahsie ako prist nai — prejdeme na koniec slova, potom zmensujeme R; a ideme dolava,
kym v 1iom nie je nula. Pismend porovname. Ak nesedia, konc¢ime. Inak by sme sa chceli
vratit spit na poziciu, kde sme zacinali. Na to pouzijeme presne rovnaky postup: Idac
doprava spocitame v R; potrebny pocet krokov, presunieme sa na zaciatok a spravime
rovnako vela krokov. Skon¢ili sme teda v rovnakej situdcii ako sme zac¢inali, len mame
porovnané aktuédlne pismeno s jemu zodpovedajucim. Cely tento postup budeme volat
porovnanie.

My by sme ale chceli postupne porovnat vSetky navzajom si prislichajice dvojice
pismen. To ale nie je problém. Za¢iname na prvom pismene vstupu. Spravime porovnanie.
Ak nie je prvé pismeno rovnaké ako posledné, skoncili sme, inak pokrac¢ujeme. Presunieme
sa doprava (na druhé pismeno) a spravime dalsie porovnanie. Takto pokra¢ujeme az kym
neporovname n-té pismeno s prvym (a nezistime, Ze uz nemame porovnavané pismeno
kam posunit).

P-III-1

Ulohu reprezentujeme pomocou orientovaného grafu. Agenti predstavuja vrcholy grafu.
Skutocnost, ze agent a moze vydat rozkaz agentovi b, vyjadrime pomocou orientovane;j
hrany (a,b). Nasou tlohou je najst v tomto grafe vrchol, z ktorého sa mézeme dostat do
kazdého iného vrcholu.

Uvazujme nasledujici algoritmus. Za¢neme prehladdvanim do hibky z Iubovolného
vrcholu grafu. Ak prehladdvanim prejdeme vSetky vrcholy, nasli sme $éfa; v opacdnom
pripade pokracujeme t§m, 7e za¢neme nové prehladavanie do hibky v jednom z vrcholov,
ktory sme este neprehladali (doteraz prehladané vrcholy pritom nechame oznacené ako
prehladané). To opakujeme, az kym neprehladame vsetky vrcholy nasho grafu. Nech r je
vrchol, ktory je zaciatkom posledného prehladavania.

Tvrdenie

Ak nés graf ma (aspon jedného) 8éfa, tak vrchol r je $éfom.

Dokaz

Predpokladajme, ze nas graf ma séfa a ze vrchol r nie je $éfom. Nech je séfom vrchol s.
Musime uvazovat dve mozZnosti:

e Vrchol s bol objaveny v poslednom prehladavani. To by ale znamenalo, Ze
sa do tohoto vrcholu moézeme dostat z vrcholu r (lebo vrchol r je pociatkom tohto
prehladdvania) a teda sa mdzeme dostat z vrcholu r do lubovolného iného vrcholu
cez s, ¢o je ale v spore s nasim predpokladom, ze r nie je séfom.

e Vrchol s bol objaveny skor ako v poslednom prehladavani. KedZe sa vsak z
vrcholu s d4 dostat do Tubovolného vrcholu, museli by sme potom vrchol r objavit
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v tom istom prehladavani ako s, a teda vrchol r nemoze byt zaciatkom posledného
prehladavania.

Zostava nam teda jedine overif (op#f prehladdvanim do hibky), & 7 je skutocne $éfom
grafu; v opa¢nom pripade graf nemé $éfa. Casova zlozitost celého algoritmu je O(M + N),
kde N je pocet vrcholov a M je pocet hran grafu.

Iny, na implementaciu zlozitejsi algoritmus: Najdeme silno suvislé komponenty grafu
na vstupe. Topologicky maximalny je kazdy komponent, do ktorého nevedie ziadna hrana.
Ak je takychto komponentov viac, graf nema séfa. Ak je jeden, séfmi st prave vrcholy v
1om.

P - 1III -2

Lahko zostrojime riesenie, ktoré potrebuje ¢as O(K) na spracovanie jednej hodnoty na
vstupe. Staci si v cyklicky prepisovanom poli pamétat poslednych K hodnot. Zakazdym,
ked prec¢itame dalSie ¢islo zo vstupu, pole prejdeme a vypiSeme najmensiu z hodndt v
nom.

UkaZeme si lepSie rieSenie, ktoré bude potrebovat na spracovanie jedného ¢isla cas
O(log K). Predstavme si, ze by sme si aktudlnych K hodnot udrziavali v halde. Nova
hodnotu do tejto haldy lahko priddme v ¢ase O(log K). Pred tym, ako vypiSeme minimum
(ktoré je v koreni haldy), potrebujeme z haldy vyhodit najstarsiu hodnotu. Odkial ale
méame vediet, ktord z nich to je?

Pomozeme si tak, Ze hodnoty, ktoré nam budt prichadzat, vlozime nielen do haldy,
ale aj do fronty. Medzi tymito datovymi Struktirami si budeme udrziavat smerniky, aby
sme v kazdom okamihu vedeli o kazdom prvku fronty povedat, kde je v halde a naopak.

Ked teda pride nova hodnota, vlozime ju do haldy a na koniec fronty. Nésledne zo
zaciatku fronty vyberieme najstarsiu hodnotu, pomocou smernika ju najdeme v halde a
odstranime ju aj odtial. Teraz uz len vypiSeme hodnotu v koreni haldy.

Obe operéacie s haldou maju ¢asovu zlozitost O(log K), zvyS$né operacie vieme spravit
v konstantnom ¢ase. Pamét spotrebovana haldou aj frontou je O(K).

Existuje vSak este lepSie rieSenie. Staci si uvedomit, ze ak ndm pride teplota T', moZzeme
zabudnut vSetky skor§ie teploty, ktoré st od T' vicsie alebo rovné — zjavne ziadna z nich
uz nikdy nebude najmensia. Teploty, ktoré si eSte pamétame, budeme udrziavat v poradi,
v akom boli na vstupe. Uvedomte si, Zze potom budi v kazdom okamihu pamétané teploty
tvorif rastiicu postupnost.

Co sa stane, ked pride nova teplota? Niekolko najvii¢sich pamitanych teplot si mo-
zeme prestat pamitat. To spravime lahko, lebo tieto teploty st prave na konci zoznamu.
Na koniec zoznamu zaradime prave precitani teplotu. Na zaciatku zoznamu je najstar-
sia pamétand teplota, ak uz je pristard, vyhodime ju. V tomto okamihu je na zaciatku
zoznamu najmensia teplota z poslednych K precitanych. VypiSeme ju a pokracujeme
dale;j.

Spracovanie jednej teploty ma pri tomto rieSeni amortizovanu ¢asovu zlozitost O(1).
To znamend, Ze sice spracovanie jednej konkrétnej teploty moze trvat dlho (ak vyhadzu-
jeme vela starsich teplot), ale na spracovanie N teplot ndm bude uréite stacit ¢as O(IV).
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To preto, ze kazd teplotu do zoznamu raz vlozime a raz z neho vyhodime. (Predchadza-
juce riesenie potrebovalo na spracovanie N teplot ¢as O(N log K).) Pamitova zlozitost
je opit O(K).

P-1III -3

a) Na tvod si pripometime, ze v rieSeniach krajského kola ste sa mohli docitat okrem
iného o tom, ako pomocou dvoch pocitadiel simulovat zasobnik. Pre istotu zopakujeme,
ako na to:

Zasobnik si vieme simulovat v jednom registri (za pomoci druhého). Odteraz budi
pismena a, b, ¢ zodpovedat é&islam 1, 2, 3. Cislo v registri R, bude predstavovat nas
zasobnik — ked ho zapiSeme v ststave so zakladom 4, jednotlivé cifry buda predstavovat
vloZené hodnoty (cifra na mieste jednotiek bude naposledy vlozend hodnota). Teda ked
do prazdneho zasobnika uloZime postupne pismena a, c, b, a, bude v R; hodnota a x 43 +
+ex44+bxd+a=1x4>+3x4>+2x44+1=64+48+8+1=121.

Ako ale s takymto registrom-zasobnikom pracovat? Vlozit novii hodnotu = je jedno-
o 1. Takisto vybrat naposledy vloZeni hodnotu nie je tazké — je to presne opa¢né opera-
cia. Vydelime obsah registra R; Styrmi. Zvysok po deleni je naposledy vlozena hodnota,
podiel (ktory dostaneme v Ry) je zasobnik bez tejto hodnoty.

Ako ale vyriesit zadant tlohu? Jedna moZnost je simulovat (pomocou dvoch zasob-
nikov) frontu, v ktorej si udrzujeme tie pismend, ktorych par sme este nevideli. Toto
rieSenie je pomerne komplikované, jeho zakladna myslienka je, ze prichadzajice pismena
vkladame do prvého zasobnika, pismena na kontrolu vyberdame z druhého zasobnika a
vzdy, ked sa nam druhy zasobnik vyprazdni, don presypeme obsah prvého zasobnika.

Ukézeme si jednoduchsie riesenie. Budeme op#f pouzivat dva zasobniky. Do prvého
budeme vkladat vSetky prichddzajice malé pismenéd (ako hodnoty 1,2,3), do druhého
velké (tiez ako hodnoty 1,2,3). Nuz a po docitani slova sa jednoducho zahladime na oba
zasobniky. Vstupné slovo bolo dobré prave vtedy, ak ich obsah je rovnaky. To Tahko
overime.

var vstup : char;

1, co : byte;
begin
Read(vstup);

while (vstup <> ’$’) do begin
if (vstup >= ’a’) then begin

if (vstup = ’a’) then co := 1,

if (vstup = ’b’) then co := 2;

if (vstup = ’c’) then co := 3;

while not Zero(R_1) do begin Dec(R_1); for i :=1 to 4 do Inc(R-0); end;
while not Zero(R_0) do begin Dec(R_0); Inc(R_1); end;
while (co > 0) do begin Inc¢(R_1); co:= co—1; end,;
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end else begin
if (vstup = ’A’) then co := 1;
if (vstup = ’B’) then co := 2;
if (vstup = °C’) then co := 3;

while not Zero(R_2) do begin Dec(R_2); for i :=1 to 4 do Inc¢(R-0); end;
while not Zero(R_0) do begin Dec(R_0); Inc(R-2); end;
while (co > 0) do begin Inc(R-2); co:= co—1; end;
end;
Read(vstup);
end;
while (not Zero(R-1)) and (not Zero(R-2)) do begin Dec(R_1); Dec(R_2); end;
if Zero(R-1) and Zero(R-2) then Accept;
end.

b) Kvdli prehladnosti nech povodné registre st Ry, Ry, R3 a nové registre (1, Q.

Pouzijeme myslienku podobni tej z doméaceho kola. Zakédujeme obsah vsetkych troch
registrov do jedného, druhy register budeme pouzivat ako pomocny pri praci s prvym.
Takze namiesto troch registrov s obsahom a, b, ¢ budeme mat jeden register )1 s obsahom
2¢3%5¢. Pri simulovani kazdej z operacii pouzijeme (), ako pomocny register. Ako na
zaciatku, tak aj po odsimulovani kazdej z operacii v nom bude ulozena nula.

Operacie Inc(R,) v pdévodnom programe nahradime tym, Ze obsah nového registra
(1 vynasobime 2, 3, resp. 5. Podobne prikaz Dec(R,) nahradime prislusnym delenim.

Odsimulovat podmienku Zero(R,) bude trosku komplikovanejsie. Pocas vyhodnoco-
vania nejakej zloZenej podmienky totiz nemodzeme robit operacie s registrami — zistit, ¢i je
v R, nula teda musime pred vyhodnotenim prislusnej podmienky. Navyse drobné prob-
lémy sposobi, Ze tato podmienka sa moze vyskytovat aj v podmienke pre prikaz while,
kde ju treba vyhodnocovat pri kazdej iteracii (a nie len pred prvym volanim while).

Definujme ,,makro® (kus vypoc¢tu) SpocitajZ(R,), ktoré bude fungovat nasledovne:
Ak je v R, nula, po jeho vykonani bude v premennej 2z kladna hodnota, inak tam bude 0.
Toto makro bude fungovat nasledovne: Zac¢neme tym, ze obsah )1 vydelime prislusnym
prvocislom, pricom si (v premennej z) zapamitame zvySok, ktory sme dostali po tomto
deleni. Vratime obsah (); do povodného stavu. Ak obsah Q1 bol delitelny prislusnym
prvocislom (a teda neplati Zero(Ry)), bude v z nula, inak tam bude kladny zvysok.
Vyraz Zero(R,) ma teda v tomto okamihu rovnaka pravdivostni hodnotu ako vyraz
(z>0).

Kazdy prikaz ,if P then prikazy;“ nahradime makrom SpocitajZ(R,) a prikazom
,if P’ then prikazy;“, kde podmienka P’ vznikla z P tak, Ze sme namiesto vSetkych
vyskytov vyrazu Zero(R,) dali vyraz (z > 0).

Kazdy prikaz ,while P do prikazy;* nahradime nasledujicim kusom vypoctu:
,SpocitajZ(R,); while P’ dobegin prikazy; SpocitajZ(R,); end;"

Nové ,,makréa“ Inc, Dec (ktorymi nahradime kazdy vyskyt tychto prikazov v pdvod-
nom programe) a SpocitajZ (na simuliciu Zero) budu teda vyzerat nasledovne:

¢

var x,y, 2,1 : byte; { nove premenne, neboli v povodnom programe }
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{ Inc(Rx) — x je v premennej x, predpokladame, ze Zero(Q-2) }

if (z = 1) then y := 2 else if (x = 2) then y := 3 else y := 5;
{ vynasobime obsah Q-1 cislom y }
while (not Zero((Q)-1)) do begin

Dec(Q-1);
for i :=1 to y do Inc(Q-2);
end;

while (not Zero((Q-2)) do begin

Dec(Q-2); Inc(Q-1);

end;

{ Dec(Rx) — x je v premennej x, predpokladame, ze Zero(Q-2) }

if (x =1) then y := 2 else if (r = 2) then y := 3 else y :=5;
z:=0;
{ vydelime obsah Q_1 cislom y }
while (not Zero((Q-1)) do begin
Dec(Q-1);
if (Zero(Q-1)) then begin z := 1; break; end; { v Rx bola nula }
for i :=1toy—1do Dec(Q-1);
Inc(Q-2);
end;
if (z = 1) then begin
{ obnovime povodny stav -1 — nic sa nemeni }
while (not Zero(Q-2)) do begin
Dec(Q-2); for i :=1to y do Inc(Q-1);
end;
Inc(Q-1);
end else begin
{ presunieme do Q_1 podiel }
while (not Zero(Q-2)) do begin
Dec(Q-2); Ine(@Q1);
end;
end;

{ SpocitajZ(Rx) — x je v premennej x, predpokladame, ze Zero(Q-2) }

if (z = 1) then y := 2 else if (x = 2) then y := 3 else y := 5;
{ vydelime obsah Q-1 cislom y }
z:=0;
while (not Zero((Q)-1)) do begin
Dec(Q-1);
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z:=z+1;
if (2 = y) then begin 2z :=0; Inc(Q_2); end;
end;

{ vratime spaet povodnu hodnotu do Q-1 }

while (not Zero((Q-2)) do begin
Dec(Q-2); for i :=1to y do Inc(Q-1);

end;

for i := 1 to z do Inc(Q-1);
{ a v premennej z mame hladany zvysok }

Dva dolezité detaily, ktoré ste si mohli v§imnut:

1. Netreba zabudnut oSetrif situdciu, ak register R; obsahuje nulu. V tomto pripade
aj po vykonani Dec(R;) musi v R; (podla definicie) zostat nula.

2. Ak sme pri simulovani prikazov Inc, Dec a Zero potrebovali pouzit premenné,
muselo ist 0 nové premenné, ktoré sa dovtedy v programe nevyskytovali. (Co ak
napr. povodny program obsahoval ¢ast for i:=1 to 3 do Inc(R_1) a my pri si-
mulcii Inc(R;) pouzijeme ¢7) Volnych mien pre nové premenné mame k dispozicii
nekonecne vela, lahko najdeme nejaké nepouzité.

Lahko nahliadneme, Ze ked takto upravime Iubovolny program, tak upraveny program
bude ekvivalentny s pévodnym — t.j. dd na kazdom vstupe rovnaky vystup ako pévodny
program. Nuz a ak povodny program pouzival tri registre, upraveny program uz pouziva
len dva.

Uvedomte si, ze pouzitim tohto postupu na program pouzivajici k£ > 3 registrov
dostaneme program, pouzivajuci k—1 registrov. Preto plati pomerne prekvapivy vysledok:
K Tubovolnej tlohe, ktort vieme riesit na registrovom pocitaci, existuje program, ktorému
na jej riesenie stacia dva registre.

P-1III -4

Na poskakovanie psikov sa mozeme pozerat ako na hru. Stav hry sa da jednoznacne
popisat poziciou obidvoch psikov. Skok psikov predstavuje fah. Ked psici skocia, zmenia
stav hry. Povolené stavy hry budu tie, ktoré zodpovedaji povolenym poziciam psikov. Pre
kazdy stav hry budeme skiimat, na kolko tahov sa d4 do neho dostat zo zaciatoéného stavu
(ked obidvaja psici st na zaciatoénych miestach). Tento pocet tahov budeme oznacovat
vzdialenostou daného stavu.

Vzdialenost zaciato¢ného stavu je 0. VSetky stavy, do ktorych sa dé z neho dostat na
jeden fah buda vo vzdialenosti 1. Teraz prejdeme cez vSetky stavy vo vzdialenosti 1 a
hladdme, do ktorych novych stavov sa z nich vieme dostat — zjavne buda vo vzdialenosti
2. Takto mdZeme analogicky pokracovat pre stavy vo vzdialenosti 3, 4, ... Skonc¢ime, ked
najdeme koncovy stav (obidvaja psici st na koncovych miestach), alebo sme uz neobjavili
ziadny novy stav. Tato technika prehladdvania stavov sa nazyva prehladavanie do $irky.
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Otéazkou ostava, ako pre kazdy stav urcit, do ktorych dalsich (susednych) stavov za z
neho da dostat na jeden tah. Dost by nam pomohlo, keby sme vedeli pre kazdé policko na
ltike povedat ¢isla jeho susedov. Susedia stavu by sa potom nasli fahko. Zo vSetkych moz-
nych pohybov obidvoma psikmi 6 smermi (36 moznosti) vyskrtame skédkanie rovnakym
smerom, skakanie po bodliakoch, skocenie mimo liky a skocenie na to isté policko.

Aby sa nam hladali susedia lahsie, ukazeme si, ako sa da 6-uholnikovy planik liky
reprezentovat v obyc¢ajnom dvojrozmernom poli. Na policku 1 si vyberieme dva smery.
Jeden ukazuje stiipajuci smer prvej sturadnice, druhy smer druhej stiradnice. Takto sme
priradili ku kazdému policku stiradnice z, y, comu zodpovedaju indexy v obyc¢ajnom dvoj-
rozmernom poli. V dvojrozmernom poli najst susedov je uz lahké. Konkrétne pri nasej
volbe stradnicovych osi budu susedia policka x, y na polickach z,y+1, z—1,y, x—1,y—1,
zy—1lL,z+1l,yax+1,y+1.

0,2 | 1,2

01 | 11

\4

17

[ay
[y
2w |
-
(=]

~
-1,0 |70,0 | 1,0

12 /14’/ 5 | 16

Obr. 57 Obr. 58

Ako zistime pre policko s ¢islom k jeho stradnice? Vsimnime si, ze Spiralu mdzeme
rozlozit na vrstvy Sestuholnikového tvaru. Najprv si zistime, na kolkej vrstve Spiraly sa
k nachadza, potom stranu na vrstve, poziciu na strane a je to.

Pocet policok na 0-tej vrstve Spirdly: 1

Pocet policok na i-tej vrstve Spirdly: Vrstva Spiraly méa 6 stran, na kazdej je ¢ policok
— 67

Pocet policok na Spiralach 0..v: 1+ 37, 6i = 3v? — 3v + 1

Vrstva $piraly, kde sa nachadza policko k: Hladdme kladné rieSenie rovnice k = 3v% —

— 3v + 1 a zaokruhlime ho nahor. Po vyrieSeni dostaneme v = E + \/g -+ w (Jedno-

duchsi a trochu pomalsi postup: zvySujeme v, kym pocet poli¢ok nedosiahne k.)

Strana na Spirale, kde sa nachadza policko k: Pozname uz vrstvu v, kde sa k nachadza.
Odratame od k celkovy pocet policok na skorsich vrstvach a este 1. Takto dostaneme
poradové ¢islo policka v tejto vrstve (Gislované od 0). Na vrstve v ma kazd4 strana v
poli¢ok, rozdiel teda staci predelit v. Cislo strany s bude podiel, pozicia na strane p bude
zvysSok po tomto deleni.

Uz vieme pre dané policko k zratat jeho vrstvu v, stranu s a poziciu na strane p. Z
tychto hodnot dostaneme stradnice podla nasledujicej tabulky:
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s | x y
0| +v-1-p | +v
1]-1-p +v-1-p
2| -v -1-p

3| -v+1l4p | -v

4| +14p | -v+1+4p
o | +v +14p

Implementacia Stav hry je jednoznacne repezentovany sturadnicami 1, Y1, T2,y Obi-
dvoch psikov. Pri prehladédvani do Sirky si pamitame zoznam stavov, ktoré sme uz videli,
ale este sme z nich neskusali prehladavat nové vrcholy. Na to nam poslazi fronta. Dalej
potrebujeme vediet pre kazdy stav rychlo zistit, ¢i sme ho eSte nevideli, uz videli, alebo
sa do neho neda ist (bodliaky). Na to mame vyhradené Stvorrozmerné pole, kde je to
priamo zapisané. (Presne toto isté sa dalo spravif dvojrozmernym polom, do ktorého by
sme indexovali povodnymi sturadnicami. Tam by sme ale navySe potrebovali vediet zo
stradnic povedat povodné ¢islo policka.)

Aby sme nemuseli pri prehladévani do Sirky kontrolovat, ¢i nevylezieme von z liky,
postavime okolo celej ltuky bodliaky. Rovnako zakazeme stavy, kde by boli obidvaja psici
na jednom mieste.

Prehladdvame priestor o velkosti rddovo O(N?), kde N je velkost liky. Casova aj
pamiifova zloZitost prehladavania je linedrna od velkosti tohto priestoru, teda O(N?).

P-1III -5

Ozna¢me S = SN I; pocet dni, ktoré AttoSoft potrebuje na dokondéenie vsetkych prog-
ramov. Posledny program teda dokonc¢ime po S dnoch.

Uvazujme nasledujici algoritmus. Spocitajme pre kazdy program pokutu, ktort by
sme zan zaplatili, ak by sme ho dokoncili po S dinoch. Program s najmensou takou
pokutou ddme do rozvrhu ako posledny. Ak je to program ¢islo i, zostava nam naplanovat
vSetky zvy$né programy na prvych S —[; dni, ¢o urobime rovnakym sposobom (t.j. opét
vyberieme ako posledny program s najnizsou pokutou po S — [; diioch, atd.)

Spravnost algoritmu ukéZeme indukciou vzhladom na pocet programov, ktoré po-
trebujeme dokoncit. Ak je potrebné dokoncit jeden program, existuje len jediny mozny
rozvrh, a teda nas algoritmus funguje spravne.

Nech teda pocet programov, ktoré treba dokoncit je N a nech pre Tubovolny mensi
pocet programov nas algoritmus funguje spravne. Ozna¢me G rieSenie ziskané nasim
algoritmom (v tomto rieSeni je poslednym programom program ¢islo 7). Nech existuje
iné, lacnejsie riesenie O, ktoré kon¢i programom ¢islo j. Ak i = j, tak rozdiel medzi G a
O musi byt v poradi prvych N — 1 programov. Podla indukéného predpokladu vsak toto
poradie v rieSeni GG je optimalne, preto rieSenie O nemoze byt lacnejsie.

V opa¢nom pripade, vytvorme novy rozvrh O’ nasledujicim spésobom. Nech rozvrh
O dokoncuje programy v poradi 01, 0g, ..., 0n anech o, = i. Podla rozvrhu O" dokon¢ime
programy v nasledujicom poradi: 01,09, ...,0r_1,0k41,---,0nN,%. VSimnime si, Ze rieSenie
O’ je nanajvys také drahé, ako riesenie O. Pokuta za programy oy, 1, ..., oy je totiz nizsia
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ako v rieseni O, lebo ich dokon¢ime skor (pokuta rastie s po¢tom dni po termine). Navyse,
pokuta za program ¢ dokonceny po S dinioch urcite nepresahuje pokutu za program oy
dokonceny po S diioch, kedZe program i sme vybrali tak, aby tato pokuta bola najmensia
mozZna.

Riesenie O’ ale nemoze byt lacnejsie ako rieSenie G (plati tu ten isty argument, ako v
prvom pripade). Preto ani rieSenie O nemoze byt lacnejsie ako G. Dokézali sme, Ze Ziadne
lacnejsie riesenie ako G neexistuje, rieSenie nadjdené nasim algoritmom je teda optimalne.

V kazdom kroku algoritmu musime spocitat prislusni pokutu pre kazdy program,
ktory sme este nezaradili do rozvrhu. Preto ¢asova zlozitost algoritmu je O(N?).






11. Stredoeurdpska informaticka olympiada

Jedenasty rocnik Stredoeurdpskej olympiady v informatike (CEOI 2004) sa konal v
diioch 12.-18. jala 2004 v Rzeséwe v Polsku. Ucastnici — timy z Chorvatska, Ceskej re-
publiky, Nemecka, Madarska, Polska, Rumunska a Slovenska (Bosna a Hercegovina ako
hostia) — v priebehu dvoch sutaznych dni otestovali svoje schopnosti napisanim algorit-
mov a otestovanim k nim vytvorenych programov pre Sest problémov z tedrie grafov,
geometrickych problémov az po tedriu hier. Riesenia boli vyhodnocované pocitacom au-
tomaticky, pricom bola tieZ testovanéd ¢asova a pamitova zlozitost algoritmov vhodnym
vyberom vstupnych tdajov.

Boli udelené styri zlaté medaily: vifazom sttaze je Luka Kalinovcic z Chorvatska
a dalsie tri zlaté medaily boli udelené Filipovi Wolskému z Polska, Lovrovi Puzarovi
z Chorvatska a Bartomiejovi Romanskému z Polska. Nasi studenti ziskali 2 bronzové
medaily (Peter Peresini a Michal Polacik), ale v neoficidlnom hodnoteni stredoeurépskych
druzstiev skondcili na piatom mieste (v hodnoteni podla poétu ziskanjch bodov). Dalsi
nasi sttaziaci (Jakub Tekel a Marek Jancuska) sa umiestnili na 26.-27. mieste (oficialne
sa nemedailové miesta nezverejiiuji). Stredoeurdpske timy, ktoré prichddzaju na tuto
olympiadu st na vysokej odbornej trovni a ziskat medailu v takej vyrovnanej sttazi nie
je Tahké.

Treba skonstatovat, Ze tohtorocné stutaz bola po odbornej stanke pripravend mimo-
riadne dobre a vybrané problémy boli skuto¢ne naro¢né na riesenie. Dva a viac zo Siestich
problémov vyriesili len 12 sttaziaci, z nasich bol medzi nimi len jeden. Konstatujem, Ze
tlohy boli pripravované pre $picku sttaziacich.

Po sufaziach sa $tudenti mohli zucastnit vyletov do okolia mesta — névsteva Rzeséwa,
Soliny a Lanzuta.

Na zaver by sme chceli ocenit pracu ucitelov a Studentov vysokych §kol, ktori spolupra-
cuju pri priprave $tudentov strednych $kol na tuto stutaz. Tiez by sme cheeli podakovat
MS SR, ktoré tato sttaz podporuje a pracovnikom MS, ktori nam zabezpedili vsetko
potrebné pre cestu.

doc. RND. Gabriela Andrejkovéa, CSc, PF UPJS
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Zadania ualoh 11. Stredoeurdpskej informatickej olympiady

Mraky

Na oblohe je n mrakov, vSetky sa postivaji spolu s vetrom tym istym smerom a tou istou
konstantnou rychlostou v = (v;,v,), t. j. pre lubovolné reéalne ¢islo t > 0 a [ubovolny
bod mraku, ktory ma pociatoéné stradnice (z,y), pozicia tohto bodu v ¢ase t je (z +
+t % v,y + ¢ *vy,). Kvoli jednoduchosti predpokladajme, Zze mrak je polygén (patria
k nemu aj hranice), ktorého vrcholy maju celociselné stradnice. Tento polygén nemusi
byt konvexny, ale ziadne dve z jeho hran sa navzajom nepretinaji (s moznou vynimkou
spolo¢nych koncovych bodov po sebe iducich hran). Mraky sa mozu prekryvat.

Na zemi sa nachddza centrum na kontrolu satelitov, méa stradnice (0,0) a satelit je
priamo nad kontrolnym centrom a nad mrakmi. Z kontrolného centra priamo k satelitu
je vysielany laserovy lu¢. Tento 14¢ sa pouziva na komunikaciu so satelitom. Ked vsSak la¢
prechadza cez mrak, komunikacia nie je mozna. Na zaciatku la¢ neprechadza cez ziadny
mrak. Pocas pozorovania moze nastat niekolko momentov, ked laserovy 1G¢ prechadza
cez mraky (jeden alebo viac) a komunikicia je prerusend. Komunikécia je na okamih
prerusend aj vtedy, ked laserovy 1u¢ prechadza jedingm bodom mraku. Napiste program,
ktory vypocita, kolkokrat je komunikacia prerusend, pokial vSetky mraky neuteci.

Sutazna tloha
Napiste program, ktory:

e 70 Standardného vstupu precita pozicie, tvary a rychlost mrakov
e urci kolkokrét je komunikacia prerusend

e vypise vysledky na standardny vystup.

Format vstupu Prvy riadok vstupu obsahuje tri celé ¢isla n, v, a v, ktoré st oddelené
jednou medzerou, 1 < n < 1000, —1000000000 < v,,v, < 1000000000; n je pocet
mrakov, v = (v,,v,) je vektor rychlosti mrakov (v # (0,0)). x-ova stradnica zodpoveda
vychodno-zapadnému smeru a y-ova stradnica zodpoveda severno-juznému smeru.
Nasledujucich n riadkov obsahuje popis mrakov, jeden riadok pre jeden mrak. Kazdy
z tychto riadkov obsahuje postupnost celych ¢isel odelenych jednou medzerou. Prvé celé
¢islo v riadku je pocet vrcholov mraku k&, 3 < k£ < 1000. Za nim nasleduje 2k celych cisel:
T1,Y1, T2, Y2, - - - Tk, Yk, —1 000000000 < z;,y; < 1000000000; body (x1,v1), (z2,v2), - .-
,(r, yx) predstavuju stradnice po sebe nasledujucich vrcholov mraku v smere hodinovych
ruciciek.
Format vystupu Prvy a jediny riadok vystupu by mal obsahovat prave jedno celé ¢islo:
pocet preruseni komunikacie.
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Priklad
Standardny vstup Standardny vystup
4 -2 -1 3

462648482
4231-125142
3-31-12-1-1
5533335656 -1

sak
4 — ~
/}/
3Ak
zak
1Ak
% -~ —
-3 -2 -1 7 8
_:L—‘k

Obr. 59

Obrazok obsahuje nakreslené mraky z prikladu pri pohlade zhora (stanica aj satelit
st teda v bode (0,0)). Ciarkovana ¢iara oznacuje body, ktoré prerusia laserovy Iié.

Cukriky

Jakub dostal n vrectisok s cukrikmi. V kazdom vrectisku sa nachadza nejaky jeden druh
cukrikov, ktory je rézny od druhov v ostatnych vrectskach (t. j. cukriky z toho istého
vrecugka st rovnakého druhu a cukriky z réznych vrectSok st roznych druhov). i-té
vrecusko obsahuje m; cukrikov. Jakub sa rozhodol zjest niektoré z tychto cukrikov. Chcel
by zjest aspori a ale nie viac ako b cukrikov. Problém je v tom, ze Jakub sa nevie rozhodnit
kolko cukrikov a akého druhu by mohol zjest. Kolkymi sposobmi by to mohol urobit?

Sutazna tloha
Vasou tlohou je napisat program, ktory:

e 70 Standardného vstupu precita mnozstvo cukrikov v kazdom vrecusku a celé cisla
a ab,

e urci pocet spésobov, ktorymi si Jakub méze cukriky vybrat a zjest (spliujtc vyssie
uvedené podmienky),
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e vypise vysledok na standardny vystup.

Format vstupu V prvom riadku na vstupe sa nachadzaju tri celé ¢isla: n, a a b, ktoré su
oddelené jednou medzerou, (1 <n < 10,0 <a < b < 10000000). Kazdy z nasledujicich
n riadkov obsahuje jedno celé ¢islo. (i + 1)-vy riadok obsahuje celé ¢islo m; — pocet
cukrikov v i-tom vrectsku (0 < m; < 1000 000).

Format vystupu Nech k je pocet roznych sposobov, ktorymi si Jakub méze vybrat

cukriky, ktoré chce zjest. Prvy a jediny riadok na vystupe by mal obsahovat jedno celé
¢islo: k£ mod 2004 (t.j. zvySok po deleni k ¢islom 2004).

Priklad

Standardny vstup Standardny vystup
213 9

3

5

Jakub si moze vybrat cukriky nasledujicimi spésobmi:

(1,0),(2,0),(3,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(2,1)

Vylety

V suvislosti s dovolenkovou sezénou by sa mnohi Tudia radi vydali na nezabudnutelné
cesty. Kazdy chce cestovat so skupinou svojich priatelov, aby zvicsil svoje poteSenie z
cesty. Cestovna kancelaria pontika niekolko vyletov. V ponuke st len vylety pre skupiny,
pre kazdy vylet je velkost skupiny ohrani¢ena: urceny je minimélny a maximalny pocet
zucastnenych osdb. Kazda skupina si moze vybrat len jeden vylet. Naviac, kazdy vylet
moze byt vybraty len jednou skupinou. Cestovné kancelaria Vas poziadala o pomoc.
Chcela by zorganizovat ¢o najviacsi mozny pocet vyletov. Vasou tilohou je priradif skupiny
Iudi k vyletom tak, aby bol zorganizovany maximalny mozny pocet vyletov.

Sttazna tloha

Napiste program, ktory:
e 70 Standardného vstupu precita popis skupin a vyletov,
e priradi skupiny k vyletom tak, aby sa uskuto¢nil maximalny mozny pocet vyletov,
e vypise vysledok na standardny vystup.

Ak existuje niekolko moznych rieSeni, Vas program by mal dat na vystup Iubovolné z
nich.

Format vstupu Prvy riadok vstupu obsahuje dve celé ¢isla: n a m oddelené jednou
medzerou, 1 < n < 400000, 1 < m < 400000; n je pocet skupin a m je pocet vyletov.
Skupiny st ocislované od 1 po n a vylety st oc¢islované od 1 po m.
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Nasledujucich n riadkov obsahuje velkosti skupin, jednu v kazdom riadku. Riadok i+ 1
obsahuje celé ¢islo s; — velkost i-tej skupiny, 1 < s; < 10°.

Nasledujucich m riadkov obsahuje popis vyletov, v kazdom riadku jeden vylet. Riadok
n+ j+1 obsahuje dve celé ¢isla: [; a u; oddelené jednou medzerou. /; je minimalna a u; je
maximalna velkost skupiny, pre ktortt moze byt vylet zorganizovany, 1 < 1; < u; < 10°.

Format vystupu Prvy riadok vystupu obsahuje jedno celé ¢islo £ > 0 — maximalny
mozny pocet vyletov, ktoré mozu byt zorganizované. Nasledujucich & riadkov by malo
obsahovat popis priradeni. Kazdy z tychto riadkov by mal obsahovat dvojicu celych ¢isel
oddelenych jednou medzerou: ¢islo skupiny a ¢islo vyletu. Moze sa stat, Ze existuje viac
moznych odpovedi, vtedy program moze vypisat jedno Tubovolné z nich.

Priklad

Standardny vstup Standardny vystup
5 4
54

6

9

42

15

6 6
20 50
2 8
7 20

=W N W

1
4
2

Futbalova liga

Majme n timov vo futbalovej lige (predpokladajme, Ze n je parne). Pocas sezény kazdy
tim hra s inym timom préave raz. Sezéna pozostava z n — 1 kol. Kazdy tim hra prave raz
pocas kazdého kola. Timy si zelaja, aby po sebe idice zapasy hrali na réznych stadiénoch:
jeden na domécom, jeden na stiperovom, atd. Nanestastie nie je vzdy mozné skonstruovat
rozvrh zapasov tak, aby ziaden tim nehral dvakrat po sebe na domacom Stadiéne alebo
dvakrat po sebe vonku. Rozvrh by mal byt konstruovany tak, aby pocet takychto situécii
bol ¢o najmensi. (Napriklad, ak tim hra raz vonku, potom Styrikrat na domacom stadiéne
a potom znovu raz vonku, pocita sa to ako tri také situdcie.)

Vasou tlohou je minimalizovat pocet situécii, v ktorych tim hré dvakrat po sebe
doma alebo vonku a skonstruovat takyto rozvrh zapasov pre celi sezénu. Rozvrh by mal
pozostavat z n — 1 kol. Kazdé kolo pozostéva z § zapasov — kazdy tim hra prave jeden
zapas. V celej sezdne je @ zapasov a kazdé dva timy by mali hrat proti sebe prave
jeden zapas. Kazdy zapas sa hra na domacom stadione jedného z hrajicich timov, teda
jeden tim hra doma a druhy vonku. Celkovy pocet situécii, v ktorych tim hra dva po
sebe idice zapasy doma alebo vonku by mal byt ¢o najmensi.
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Sttazna tloha
Napiste program, ktory:
e 70 Standardného vstupu nacita pocet timov,

e vypocita minimalny celkovy pocet situacii, v ktorych tim hra dvakrat po sebe doma
alebo vonku a skonstruuje rozvrh zapasov,

e vypise vysledok na Standardny vystup.

Format vstupu Prvy a jediny riadok standardného vstupu obsahuje jedno parne celé
¢islo n (2 < n < 1000) — pocet timov.

Format vystupu Prvy riadok standardného vystupu by mal obsahovat jediné celé ¢islo
— minimalny celkovy pocet situécii, v ktorych tim hra dvakrat po sebe doma alebo vonku.
Nasledujtcich n — 1 riadkov by malo obsahovat rozvrh zapasov: (k + 1)-vy riadok by mal
obsahovat popis k-tého kola.

Popis kola pozostéva z n roznych ¢isel dy, ds, . .., d, z ¢isel {1,2,... n} pooddelova-
nych jednou medzerou. Pre i =1,2,..., 5 dvojica dy;_1, dy; vyjadruje zapas medzi timami
dQZ',l a dQZ'. Tim dgz;l hra doma a tim dgi hra vonku.

Priklad
Standardny vstup Standardny vystup
4 2
1234
4123
1342
Puzzle

Kral Bytelandu dostal ako dardek zvlastny puzzle. Puzzle pozostéva z hracej dosky vel-
kosti n x n. Policko v i-tom riadku a j-tom stipci (1 < 4,7 < n) méa stradnice (i,7) a
obsahuje kusok s ¢islom p(i,7), 1 < p(i,7) < n?. Kazdé z ¢éisel 1...n* sa nachadza na
prave jednom kusku.

Aby ste vyriesili puzzle, musite polozit kisky v takom poradi, Ze pre kazdé 1 < i,j < n
policko (i, ) obsahuje kusok s ¢islom j + (i — 1) x n.

Povolené st nasledujiice posuny pri rieseni puzzle:

e cyklicky posun vsetkych kiskov v riadku o urcity pocet policok doprava,
e cyklicky posun vsetkych ktskov v stilpci o uréity pocet policok nadol,

Kral Bytelandu sa pustil do rieSenia svojho puzzle, ale nie je si isty, ¢i by bol schopny
vyriesit ho, keby Startoval z inej pociatocnej pozicie. Pomoézte mu vyriesit tento problém.
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Sttazna tloha
Napiste program, ktory:
e Zo standardného vstupu precita popis pociatoc¢nej konfiguracie puzzle.

e Zisti, ¢ kusky na doske mozu byt polozené v pozadovanom poradi len pouzitim
vysSie uvedenych posunov. Ak je rieSenie mozné, program by mal najst posuny a
umiestnit kisky v pozadovanom poradi.

e Vypise vysledok na standardny vystup.

Format vstupu V prvom riadku standardného vstupu je jedno celé ¢islo n — velkost
strany hracej dosky, (2 < n < 200). Nasledujtcich n riadkov obsahuje popis pociato¢nej
konfiguracie. Riadok i+ 1 obsahuje n celych ¢isel p(i, 1), p(i,2), . .., p(i, n) pooddelovanych
jednou medzerou.

Format vystupu Ak rieSenie neexistuje, program by mal vypisat na Standardny vystup
len jeden riadok obsahujuci jediné slovo NO.

Ak rieSenie existuje, prvy riadok by mal obsahovat jedno celé ¢islo m — pocet posunov
veducich k rieseniu puzzle. Pocet posunov vo vasSom rieSeni nesmie prekroc¢it 400 000.
Nasledujucich m riadkov by malo obsahovat popis posunov, jedno v kazdom riadku.

Kazdy taky riadok by mal pozostavat z pismena R (pre posun riadku doprava) alebo
C (pre posun stlpca nadol), medzeru a dve celé &isla k a [ oddelené medzerou; 1 < k < n,
1 <1 < n — 1. Riadok, ktory obsahuje R k [, popisuje cyklicky posun k-tého riadku o [
policok vpravo. Taky posun vedie k nasledujicej konfiguracii na doske:

p(i,j+n—1) aki=kayj<lI
P (i,7) = pi,j—1) aki=kaj>I
p(i, j) ak i # k
Podobne, riadok obsahujici C k [ popisuje cyklicky posun k-tého stilpca o I policok
nadol.
Ak je viac moznych rieSeni, VA4S program by mal vypisat Tubovolné z nich.

Priklad

Standardny vstup Standardny vystup
4 c21

46 23 R13

5107 8

9 14 11 12

13 1 15 16

Vyssie uvedend postupnost déva nasledujicu postupnost konfiguracii:

4 16|23 4111213 11234
5 |10 7 | 8 516 | 7|8 516|718
9 (14 ] 11| 12 9 10|11 |12 9 10|11 | 12
1311|1516 13114 |15 |16 13114 |15 |16
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Dve pily

PozdlZ cesty, ktora vedie z vrcholu hory na jej tpitie, rastie n starjch stromov. V1ada sa
rozhodla daf ich vyrezat. Aby nedoslo k znecisteniu lesa, kazdy strom musi byt transpor-
tovany do piliarskeho zavodu PILA.

Stromy mozu byt transportované len jednym smerom: smerom nadol. PILA je na
dolnom konci cesty. Dva dalsie piliarske zavody mozu byt vybudované pozdlz cesty. Roz-
hodnite, kde maju byt vybudované tak, aby bola minimalizovand cena za transport. Cena
za transport je jeden cent za prenos jedného kilogramu dreva po dlzke jedného metra.

Sttazna tloha
Napiste program, ktory:
e 70 Standardného vstupu precita pocet stromov, ich vahy a ich umiestnenie,

e vypocita minimalnu cenu transportu,

e vypise vysledok na Standardny vystup.

Format vstupu Prvy riadok vstupu obsahuje jedno celé ¢islo n — pocet stromov (2 <
< n <20000). Stromy su ocislované 1,2, ... n, zac¢inajic z vrcholu hory smerom nadol.
Kazdy z nasledujtcich n riadkov obsahuje dve kladné celé ¢isla oddelené jednou medzerou.
Riadok ¢ + 1 obsahuje: w; — vaha (v kilogramoch) i-tého stromu a d; — vzdialenost (v
metroch) medzi stromami s ¢islami ¢ a i+ 1, 1 < w; < 10000, 0 < d; < 10000. Posledné
z tychto ¢isel, d,, je vzdialenost stromu s ¢islom n od dolného konca cesty. Je zarudené,
7e celkova cena transportu vietkych stromov do zévodu PILA na konci cesty je mensia
ako 2000000000 centov.

Format vystupu Prvy a jediny riadok vystupu by mal obsahovat jedno celé ¢islo:
minimalnu cenu transportu.

Priklad

Standardny vstup Standardny vystup
26

P =~ N, WL, WN - O
N ONEFE WL N
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Obr. 60

Obréazok ukazuje optimalne umiestnenie piliarskych zavodov pre vyssie uvedené data.
Stromy st zobrazené ako krizky s vAhami uvedenymi pod nimi. Piliarske zavody st ¢ierne.
Vysledok je rovny:

1-2+1)+2-141-(142)+3-242-(14+2+1)+1-(2+1)+1-1=26



16. Medzinarodna informaticka olympiada

V dnoch 11. az 18. septembra 2004 sa IOI uz druhykrat v histérii konala v hlavnom
meste Grécka — Aténach. Zucastnilo sa jej takmer 300 sttaziacich z priblizne 80 krajin
sveta. Nasu krajinu reprezentovali Frantisek Simandik (3. roénik, Gym. Grosslingovéa Bra-
tislava), Miroslav Balaz (4. ro¢nik, Gym. J. Hronca Bratislava), Marek Ludha (4. ro¢nik)
a Peter Peresini (2. ro¢nik, obaja Gym. J. G. Tajovského Banska Bystrica). Vypravu
sprevadzali RNDr. Andrej Blaho (podpredseda Slovenskej komisie Matematickej olym-
piddy pre kategériu P) a Mgr. Michal Forisek (¢len SK MO, predseda tlohovej komisie
pre kategdriu P, obaja z Fakulty matematiky, fyziky a informatiky UK).

Sutaz sa skladala z dvoch stfaznych dni. Kazdy den stutaziaci riesili tri tlohy algo-
ritmického charakteru. Kvalita zadanych tloh oproti minulym rokom trochu poklesla,
predsa len Grécko nepatri medzi svetova $picku v tejto oblasti. Napriek tomu Ziaden zo
sutaziacich neziskal plny pocet bodov (600), absolitnym vifazom sa stal Paul Jefferys z
Velkej Britanie, ktory dosiahol 565 bodov.

Nagim sufaziacim chybala povestné trocha $tastia, dvom z nich by par bodov navyse
prinieslo lepsiu medailu. Napriek tomu je aj tohtoro¢ny vysledok pre nasu mala krajinu
uspechom. Vysledky nasich stutaziacich st zhrnuté v nasledujicej tabulke:

Meno Body za ulohy Body | Medaila
Art Her Pol Emp Phi Far

Frantisek Simancik | 25 90 80 100 100 35 430 | strieborna

Miroslav Baléz 25 & 0 95 100 90 395 | strieborna
Peter Peresini 20 55 0 95 100 90 360 | bronzova
Marek Ludha 45 50 40 30 50 90 305 | bronzova

Stcastou neodborného programu bola navsteva aténskej Akropoly a lodny vylet spo-
jeny s navstevou niekolkych ostrovov leziacich pri pobrezi. Vecery si nasi sutaziaci kratili
zédbavnou spoloc¢enskou hrou Splash.

Aj na tejto IOI sa podarilo ndsmu druzstvu obstat v ¢oraz silnejSej medzinarodnej kon-
kurencii. Treba vyzdvihnaf pracu vSetkych dobrovolnikov, ktori dokézali nasSich stfazia-
cich na tuto sutaz zodpovedne pripravit. Podla slov naSich stutaziacich dolezitt tlohu pri
ich priprave zohral Koresponden¢ny seminar z programovania (KSP), ktory vsetci riesili.
KSP poskytuje talentovanym stredoskoldkom moznost riesit zaujimavé tlohy olympidd-
neho charakteru v priebehu celého roka a pre najlepsich riesitelov organizuje sustredenia,
kde im prednéasaju Studenti (ale aj pozvani pedagégovia) z vysokych skol.

Budiicoro¢ni medzinarodnu olympiadu organizuji nasi severni susedia a odveki rivali
v programatorskych sufaziach — Poliaci. MdZeme sa teSit na kvalitné a primerane na-
rocné priklady, ako aj na zname prostredie. Dufame, ze sa v tjychto podmienkach nasmu
druzstvu podari dosiahnut ¢o najlepsie vysledky.

Mgr. Michal Forisek
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Zadania aloh 16. Medzinarodnej informatickej olympiady

Artemis

Zeus dal Artemis, bohyni lovu a divokej prirody, obdlZnikovy kus pddy, na ktorom mohla
pestovat stromy. Lavy dolny roh tejto oblasti dostal sturadnice (0, 0), jej lava strana lezala
na kladnej poloosi osi y a dolné strana na kladnej poloosi osi z. Zeus prikazal Artemis,
aby sadila stromy len v bodoch, ktoré maju celoc¢iselné siradnice. Artemis vSak nechcela,
aby jej les vyzeral umelo. Preto zasadila stromy tak, aby ziadna priamka spajajica dva
stromy nebola vodorovna ani zvisla.

Z Casu na Cas si Zeus nieco zmysli a chce po Artemis, aby vytala niekolko stromov z
lesa. Pritom musi dodrzat nasledujtice pravidla:

1. Musi zotat aspor T' stromov.

2. Stromy na sfatie vyberie tak, Ze si zvoli obdlznikovii oblast, zotne vSetky stromy
vnutri nej a ziadne iné.

3. Strany tejto obdlznikovej oblasti musia byt rovnobezné so stradnicovymi osami.

4. V dvoch protilahlych rohoch zvolenej oblasti musia stat stromy. Tieto dva stromy
patria do zvolenej oblasti, a teda tiez musia byt staté.

KedZe Artemis ma svoje stromy rada, chcela by ich zotat ¢o najmenej. Podmienky,
ktoré stanovil Zeus, vSak nesmie porusit. Vasou tlohou je napisat program, ktory z in-
formacii o lese a ¢isla T zisti, ktort oblast si mé Artemis zvolif.

Format vstupu Nazov vstupného siboru je artemis.in. V jeho prvom riadku je ¢islo
N — pocet stromov v lese. V druhom riadku je ¢islo 7" — minimalny pocet stromov, ktoré
ma Artemis zotat. Nasleduje N riadkov, ktoré popisuji pozicie stromov. V kazdom z nich
su dve cisla X, Y — stradnice jedného stromu. Stromy st ocislované od 1 do N v poradi,
v akom st zadané vo vstupnom stubore.

Obmedzenia Vo vsetkych vstupnych stiboroch plati 1 < N < 20000,0 < X, Y < 64000
al<T < N.NavySe v 50% vstupoch plati 1 < N < 5000.

Format vystupu Néazov vystupného siiboru je artemis.out. M4 obsahovat jediny ria-
dok a na nom dve celé ¢isla I, J oddelené medzerou. Tieto c¢isla su ¢isla dvoch stromov,
ktoré lezia v rohoch oblasti, ktort si ma Artemis zvolit. Nezalezi na poradi tychto dvoch
¢isel. Ak je viac optimélnych rieSeni, mdZete vypisat lubovolné z nich. MéZete predpokla-
daf, Ze kazdy vstupny stibor mé rieSenie.

Priklad

Stbor artemis.in Stbor artemis.out
12

OGN~ N W
N W -
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Hermes

Grécki bohovia si na Olympe postavili mesto, v ktorom cesty tvoria nekonecnt $tvor-
covi siet so stranami rovnobeznymi so suradnicovymi osami. Kazdému celému ¢islu Z
zodpovedd jedna vodorovna cesta (s y-ovou stradnicou Z) a jedna zvisla cesta (s z-ovou
stradnicou 7). Zjavne body s celo¢iselnymi stiradnicami zodpovedaji préave krizovatkam,
teda priesecnikom tychto ciest.

Pocas hortucich gréckych letnych dni bohovia vylihuji v kaviarnickach, ktoré st posta-
vené na niektorych krizovatkach. Posol Hermes mé dnes bohom dorudit spravy. Pri tom sa
ale mdZe pohybovat len po uliciach mesta. Kazd4a sprava je uréené jednému konkrétnemu
bohovi, ale neprekaza, ak ju uvidia aj ini bohovia.

Hermes dostal zoznam sturadnic kaviarni, do ktorych mé dorucit spravy. Spravy musi
dorucit v poradi, v akom s kaviarne uvedené v jeho zozname. Aby nemusel tolko lietat po
meste, kipil si Hermes dokonalé namakané laserové ukazovatko, ktorym vie svietit pozdiz
ciest. Bohovia sediaci v kaviarfiach pozdlZ cesty jeho svetlo okamzite vidia a pochopia
z neho celu spravu. Teda na to, aby Hermes dorucil spravu do kaviarne so stiradnicami
(X;,Y:), sta¢i mu prist do hociktorého bodu na vodorovnej ulici s y-ovou stradnicou Y,
resp. do hociktorého bodu na zvislej ulici s x-ovou stradnicou X;. Hermes zacina svoju
put v bode (0,0) a konéi ju v okamihu, ked doruéi poslednt spravu.

Vasou tlohou je napisat program, ktory nacita postupnost suradnic kaviarni a vypo-
¢ita, akd najmensiu celkovil vzdialenost musi Hermes prejst na to, aby dorudil vsetky
spravy.

Format vstupu Vstupny stibor sa volad hermes.in. V prvom riadku je jedno celé ¢islo
N — pocet sprav, ktoré treba dorucit. Nasleduje N riadkov, ktoré obsahuju stradnice
kaviarni, kam treba dorucit spravy. Kazdy z tychto riadkov obsahuje dve celé ¢isla X,
Y, — suradnice krizovatky, na ktorej stoji prislusna kaviaren. Spravy treba do kaviarni
dorudif v poradi, v akom s kaviarne uvedené vo vstupnom stubore.

Obmedzenia Vo vsetkych vstupnych siboroch plati 1 < N < 20000 a —1000 <
< X;,Y; <1000. Navyse v 50% vstupnych stborov plati 1 < N < 80.

Format vystupu Vystupny stbor sa volad hermes.out. Ma obsahovat jediny riadok a
na nom jediné celé ¢islo — najmensiu celkovi vzdialenost, ktortt musi Hermes prejst pri
dorucovani sprav.

Priklad

Subor hermes.in Subor hermes.out
5 11

83

7T -7

81

-2 1

6 -5
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Polygén

Polygén (mnohouholnik) obsahuje vSetky body, ktoré st na jeho hranici alebo v jej vnutri.
Konvexny polygén mé tu vlastnost, Ze pre kazdé jeho dva body X a Y, tisecka spajajuca
X a'Y je cela sucastou polygénu. Vsetky polygény v tejto tilohe st konvexné polygdény
s miniméalne dvoma vrcholmi, vSetky vrcholy st navzajom rézne a maju celociselné si-
radnice. Ziadne tri vrcholy nelezia na jednej priamke. Slovo polygon dalej oznacuje iba
takéto polygony.

Majme dva polygény A a B. Minkowského sicet A a B sa sklada zo vsetkych bodov
tvaru (z7 + o2, y1 + y2) pre vSetky body (x1,y1) v A a pre vSetky body (z2,y2) v B. Je
zaujimavé, ze Minkowského stcet polygénov je opit polygén. Obréazok nizsie to ilustruje
na priklade: dva trojuholniky a ich Minkowského stcet.

Obr. 61

Dalej nas bude zaujimat inverzna operacia k Minkowského stétu. Pre dany polygén
P budeme hladat také dva polygény A a B, pre ktoré:

e P je Minkowského stcet A a B,

e A ma 2 az 4 rozne vrcholy, t.j. je to tsecka (2 vrcholy), trojuholnik (3 vrcholy)
alebo Stvoruholnik (4 vrcholy),

e A by mal mat podla moznosti ¢o najviac vrcholov, t.j.:

— ak je to mozné, A by mal byt Stvoruholnik,
— ak A nemoze byt Stvoruholnik, mal by byt trojuholnikom — ak je to mozné,

— inak by mal byt tseckou.

Zrejme ani A ani B sa nemdzu rovnat P, lebo potom by druhy séitanec musel byt
bod a to uz nie je korektny polygdn.

Dostavate sadu vstupnych suborov, z ktorych kazdy obsahuje popis polygénu P. Pre
kazdy vstupny stbor by ste mali najst nejaké polygény A a B, ktoré vyhovuji podmien-
kam zadania. Takéto rieSenie zapiste do vystupného siuboru. Mozete predpokladat, Ze
pre vsetky vstupné subory existuju takéto polygény A a B. Ak existuje viac spravnych
vysledkov, poslite fubovolny z nich. Nebudete posielat program, ale len vystupné stbory.
Format vstupu Dostavate 10 testovacich zadani v textovych stboroch s menami
polygonl.in az polygonl0.in, kde ¢islo za polygon je poradové cislo vstupu. Kazdy
vstupny subor ma nasledovnu struktiru:
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e prvy riadok obsahuje jedno celé ¢islo N — pocet vrcholov polygénu P.

e nasledujucich N riadkov popisuje vrcholy proti smeru hodinovych ruciciek — jeden
vrchol na riadok. Riadok ¢ + 1 (pre i = 1,2,..., N) obsahuje dve celé ¢isla z; a y;,
oddelené medzerou — su to suradnice ¢-teho vrchola polygénu. Vsetky stiradnice na
vstupe st nezaporné celé cisla.

Format vystupu Poslite 10 vystupnych siborov zodpovedajtcich vstupnym stborom.
Tieto stibory maji obsahovat popisy pozadovanych polygénov A a B. Prvy riadok by
mal vyzerat takto:

#FILE polygon i

kde celé ¢islo i (1 < i < 10) je poradové ¢islo prislusného vstupného stboru.

Vystupny forméat je podobny vstupnému formatu. Druhy riadok by mal obsahovat
jedno celé ¢islo N4 — pocet vrcholov A (2 < Ny < 4). Nasledujtcich N4 riadkov popisuje
vrcholy A proti smeru hodinovych rudiciek. Riadok i + 2 (pre i = 1,2, ..., N4) obsahuje
dve celé ¢isla x; a y;, ktoré st oddelené medzerou — stradnice i-teho vrchola polygonu A.

Riadok N4 + 3 by mal obsahovat jedno celé ¢islo Ng — pocet vrcholov B, (2 < Np).
Nasledujucich Ng riadkov popisuje vrcholy B proti smeru hodinovych ruciciek — jeden
vrchol na riadok. Riadok Ny + j + 3 (pre j = 1,2,..., Ng) obsahuje dve celé ¢isla z; a
y;, ktoré st oddelené medzerou — stradnice j-teho vrchola polygénu B.

Priklad
Stubor polygon0.in

= N NO O O,
N =, O O -

Obr. 62

Pre tento vstup st oba vystupné stbory (pozri obrazky) spravne, nakolko v oboch
pripadoch je A trojuholnik a nemdoze byt Stvoruholnikom.

Stubor polygon0.out
#FILE polygon O

0 +

Obr. 63

O O N NOW
-
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Stubor polygon0.out
#FILE polygon O

3
00 +
10

11 |
3 Obr. 64
01

00

10

Empddia

Uz anticky matematik a filozof Pytagoras hlasal, ze podstatou reality st matematika a
¢isla. A naozaj, aj sucasni biol6govia sa ¢asto stretni s ¢islami. Jednu zaujimava oblast
tvoria tzv. biopostupnosti. Biopostupnost je postupnost tvorend M celymi ¢islami, ktoréa:

e Obsahuje kazdé z ¢isel 0, 1, ..., (M —1).
e Zacina ¢islom 0 a konéi ¢islom (M — 1).

e Ziadne dva po sebe idtice ¢leny postupnosti nie st tvaru E, E + 1 (v tomto poradi).

Stvisli podpostupnost biopostupnosti volame interval.

Interval je uzavrety, ak jeho prvy prvok je v nom najmensi, posledny je najviacsi a ob-
sahuje vSetky prvky, ktorych hodnota je medzi hodnotami koncovych prvkov. Jeden prvok
postupnosti netvori uzavrety interval. Uzavrety interval volame empddio, ak neobsahuje
ziaden kratsi uzavrety interval.

Ako priklad uvedieme biopostupnost (0, 3,5,4,6,2,1,7). Cela biopostupnost je uzav-
rety interval. Nie je to vSak empddio, lebo obsahuje kratsi uzavrety interval (3,5,4,6).
Tento uzavrety interval uz ziaden kratsi uzavrety interval neobsahuje, preto je empddio.
Je to dokonca jediné empddio v tejto biopostupnosti.

Vasou tlohou je napisat program, ktory v danej biopostupnosti najde vSetky empddia.
Format vstupu Vstupny stbor sa vola empodia.in. V jeho prvom riadku je jediné celé
islo M — dlzka biopostupnosti. Nasleduje M riadkov, kazdy z nich obsahuje jeden prvok
biopostupnosti. Prvky st samozrejme uvedené v poradi, v akom po sebe v biopostupnosti
nasleduju.

Obmedzenia V jednom vstupe plati 1 000000 < M < 1100 000. Vo vsetkych ostatnych
vstupoch plati 1 < M < 60000. Navyse, v 50% vstupov plati M < 2600.

Format vystupu Vystupny sibor sa vold empodia.out. V prvom riadku by malo byt
uvedené jedno celé c¢islo H — pocet empddii v zadanej biopostupnosti. Nasledujtcich
H riadkov popisuje jednotlivé empddia v poradi, v ktorom v biopostupnosti zacinaja.
Kazdy riadok mé obsahovat dve celé ¢isla A, B oddelené jednou medzerou. Tieto ¢isla
znamenaju, ze prislusné empddio zacina A-tym prvkom biopostupnosti a konéi jej B-tym
prvkom.
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Priklad
Subor empodia.in Stubor empodia.out
8 1
0 25
3
5
4
6
2
1
7
Phidias

Vyznamny starogrécky sochar Phidias sa pripravuje na stavbu dalSieho neuveritelného
monumentu. Kvoli tomu potrebuje obdlznikové mramorové dosticky rozmerov S; x Vi,
Sg X ‘/2, R SN XVN.

Phidias ziskal velktt mramorovti dosku obdlZnikového tvaru. Chcel by ju rozpilif na
dosticky pozadovanych rozmerov. Kazdy kus mramoru (doska alebo z nej odpilené kusy)
mdze rozpilit bud vodorovne alebo zvislo na dve obdlznikové dosky s celo¢iselnymi dizkami
stran, pricom rez musi prechadzat naprie¢ celym kusom. Toto je jediny dovoleny sposob
pilenia dosiek. Rozpilené casti sa uz nedaju spajat dokopy. Nakolko ma mramor na sebe
vzorku, dosticky sa nesmu otécat: ak Phidias odpili nejak(i dosticku rozmerov A x B,
tak tato sa nemoze pouzit ako dosticka rozmerov B X A (samozrejme s vynimkou A =
= B). Dosti¢iek kazdého z pozadovanych tvarov moéze vyrobif Tubovolne vela, aj nula.
Ktsok mramoru ide po ukonceni vSetkych pileni do odpadu, ak neméa Ziadne z mnoziny
pozadovanych rozmerov. Phidias by rad rozpilil povodni mramorovt dosku tak, aby podla
moznosti vzniklo ¢o najmenej odpadu.

V nasledujicom priklade predpokladame, Ze na obrazku méa pévodna doska sirku 21
a vysku 11 a pozadované rozmery dosticiek si 10 x 4, 6 x 2, 7 x 5 a 15 x 10. Minimalna
mozné plocha odpadu je 10 a z obrazku sa da zistit nielen poradie pileni, ale aj kiusky,
ktoré idu do odpadu. Ich celkova plocha je naozaj 10.

10 x4 10 x4
6 x 2 6 x 2 6 x 2
7TX5H 7TXD 7X5

Obr. 65

Vasou tlohou je napisat program, ktory pre dané rozmery povodnej dosky a zadané
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rozmery dosticiek vypocita minimalnu celkovii plochu, ktora ide do odpadu.

Format vstupu Meno vstupného stboru je phidias.in. Prvy riadok vstupu obsahuje
dve celé ¢isla: S — sirku poévodnej dosky a V — vysku pdvodnej dosky. Druhy riadok
obsahuje jedno celé ¢islo N — pocet pozadovanych rozmerov dostic¢iek. Nasledujicich N
riadkov obsahuje pozadované rozmery dosticiek. Kazdy z tychto riadkov obsahuje dve
celé ¢isla — najprv sirku S; a potom vysku V; dosticky (1 <i < N).
Obmedzenia Pre vsetky vstupy plati 1 < S <600,1 <V <600, 0<N
1<§5 <8 al<V<V. Navyse v 50% vstupnych stiborov plati S <20,V
N < 5.

Format vystupu Meno vystupného stboru je phidias.out. Subor by mal obsaho-
vat jeden riadok s jedinym celym ¢islom — minimalnou celkovou plochou, ktord musi z
povodnej dosky ist do odpadu.

Priklad

Stubor phidias.in Stbor phidias.out
5 10

21 11

4

10 4

6 2

75

15 10

200,

<
< 20 a

Farmar

Farmar mé niekolko poli. Okolo kazdého z nich rastu jablone. Okrem toho mu patri nie-
kolko chodnikov. Takisto pozdlz kazdého chodnika rastt jablone. Medzi kazdjmi dvoma
susediacimi jablofiami (& uz okolo poli alebo pozdlz chodnikov) rastie jedna hruska. Kazda
farmérova jablon stoji bud na obvode pola alebo pri chodniku. Kazd4 hruska rastie medzi
niektorymi dvoma susednymi jablonami.

Jedného dna prikvacila farmara choroba. Ked uz tyzden trvala, pochopil farmar, ze
jeho dni st zratané. I zavolal si on najstarsieho syna a takto mu riekol: ,Synu. Dam
ti hociktorych () jabloni, ktoré si vyberies. Z kazdého pola aj chodnika si mozes vybrat
TubovoIni kombinaciu jabloni. Navyse ak niektoré dve jablone, ¢o si si vybral, susedia, pri-
dam ti aj hrusku, c¢o stoji medzi nimi. VSetko ostatné dostant tvoji bratia.“ Najstarsiemu
synovi sice jablkd nechutia, avsak hrusiek by chcel ziskaf ¢o najviac.

()
Y
()
I:I .
(1)
Y

Pole 1 méa 13 jabloni. Pole 2 méa 4 jablone. Pole 3 ma 8 jabloni.
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O O O O

Chodnik 1 ma 4 jablone.

O O O O O O O O
Chodnik 2 ma 8 jabloni.
O O O O O O
Chodnik 3 ma 6 jabloni.
Obr. 66

Na obrazku 66 je mozny farmarov majetok. Predpokladajme, Ze si syn moze vybrat
@ = 17 jabloni. Aby zdedil ¢o najviac hrusiek, mal by si vybrat prave vsetky jablone z
poli 1 a 2. Takto zdedi 17 hrusiek.

Vasou tlohou je napisat program, ktory z ¢isla ) a informaécii o poliach a chodnikoch
spocita, kolko najviac hrusiek moze najstarsi syn zdedit.
Format vstupu Vstupny stbor sa vola farmer . in. V prvom riadku st tri celé ¢isla @), M
a K. @) je pocet jabloni, ktoré si ma syn vybrat, M je pocet poli a K je pocet chodnikov,
ktoré farmar vlastni. V druhom riadku je M celych cisel Ny, ..., Ny, ktoré udavaju
pocty jabloni okolo jednotlivych poli. V tretom riadku je K celych ¢isel Ry, ..., Ry,
ktoré udavajt pocty jabloni pozdlz jednotlivych chodnikov.

Obmedzenia Vo vsetkych vstupoch je 0 < @ < 150000, 0 < M, K < 2000, pre vsetky
1je 3 < N; <150 a2 < R; <150. Celkovy pocet jabloni okolo poli a pri chodnikoch je
asponi Q. NavySe v 50% vstupnych stborov plati Q < 1500.

Format vystupu Vystupny stbor sa vola farmer.out. Ma obsahovat jediny riadok a
na nom jediné celé ¢islo — najvicsi mozny pocet hrusiek, ktoré moze syn zdedit.

Priklad

Stibor farmer.in Stbor farmer.out
17 3 3 17

13 4 8

486



KoreSpondenény seminar SK MO

Korespondenény seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiady (KS SK MO)
vznikol uz v 24. roéniku MO (vtedy este ako federalny seminar) preto, aby bolo
umoznené venovat individudlnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali
triedy so zameranim na matematiku. Neskor vzniklo velké mnoZstvo inych matema-
tickych korespondenc¢nych seminarov, a aj pocet $kol so zameranim na matematiku
stupol, KS SK MO sa preto zameriaval na zlepsSenie pripravy vsetkych studentov,
ktori preukazali svoje schopnosti v predchadzajucich roénikoch MO. KedZe tlohy tohto
seminara svojou naroc¢nostou prevySovali aktukolvek inii matematicka stfaz pre stre-
doskolakov, seminéar bol dolezitou stcastou pripravy aj na medzinarodni matematick
olympiadu.

Ako je pisané aj v tvode Rocenky, v 52. roéniku mala MO na svoju ¢innost ne-
dostato¢né finanéné prostriedky. KS SK MO sa tak nepodarilo zorganizovat. V ostat-
nych ro¢énikoch MO az po 51. ro¢nik chod KS SK MO zabezpecovali najméi Studenti
FMFI UK, ktori boli zaroven organizatormi inych stredoskolskych matematickych
seminarov. Tieto seminare presli v 51. roéniku MO velkou zmenou, ktort zavisilo
spojenie dvoch seminarov (Stredoslovenského a Bratislavského) do jedného s nazvom
Korespondenény matematicky seminar (KMS). Po roku ¢innosti sa organizatori rozhodli
obnovit KS SK MO ako osobitni kategériu semindra KMS. Od 53. ro¢nika je preto
KS SK MO kategériou GAMA seminara KMS a seminar KMS je oficidlnym seminarom
SK MO.

Po roc¢nej prestavke a uvedenych zmendch ma KS SK MO kazdy rok Sest sérii
a v kazdej sérii 5 tloh.

Celkové poradie KS SK MO 2003/2004

1. Tomds Virnia, 4. roénik, Gymnézium M. R. Stefanika, Ziar nad Hronom, 220 bodov
2. Frantisek Simancik, 3. roénik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 195 bodov
3. Vitézslav Kala, 4. roénik, Gymnazium kpt. Jarose, Brno, 179 bodov

4. Jaroslav Knebl, 2. ro¢nik, Gymnazium A.Bernoldka, Namestovo, 150 bodov

5. Hana Budacova, 4. ro¢nik, Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec, 139 bodov

Uvéadzame vsetky priklady tohto ro¢nika sttaZze spolu s rieSeniami, ¢asto Stu-
dentskymi. Priklady boli vyberané z narodnych olympiad ¢i inych satazi.
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Zadania sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

Okolo okruhleho stola sedi 30 Iudi. Kazdy z nich je bud mudry, alebo hlapy.
Kazdého z nich sa spytame (prave raz), ¢i jeho sused sediaci vpravo od neho je
mudry alebo hlapy. Pritom vieme, ze midry ndm odpoveda pravdivo a hliupy
odpoveda ndhodne. Pocet hlupakov je najviac n. Pri akom najvicSsom n mozeme
s istotou néajst mudreho ¢loveka?

Kralovské Mesto Seminara (KMS) méa presne n obyvatelov. Chcti tam vytvorit
¢o najviac klubov tak, aby Tubovolné dva kluby mali spolo¢ného ¢lena, ale
Tubovolné tri kluby uz nemali spoloéného ¢lena. Kolko najviac klubov mozu
takto vytvorit?

Dokézte, Ze pre kazdé celé &islo n > 1 mozeme napisat ¢islo n'? + 64 ako stéin

.....

Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Na stranach AB a AC zvolime po rade
body M, N. Kruznice s priemermi BN a C'M sa pretinaji v bodoch P a Q.
Dokazte, ze body P, ) a ortocentrum H trojuholnika ABC' lezia na priamke.

Dokazte, ze ak vSetky steny Stvorstena maju rovnaky obsah, tak jeho dve
Tubovolné protilahlé hrany maji rovnaka dizku.

DRUHA SERIA

Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik. Body C; a A; st zvolené na polpriam-
kach BA a DC tak, ze plati |DA| = |DA;| a |BC| = |BC4|. Dokazte, ze
uhlopriecka DB pretina tsecku A;C; v jej strede.

Nech @ je stred pripisanej kruznice k trojuholniku ABC', ktord sa dotyka
zvnutra strany BC. Nech M je stred strany AC a P priesecnik MQ a BC.
Dokazte, ze |AB| = |BP|, ak |[BAC| =2-|q4ACB|.

Uvazujme 2n roznych prirodzenych ¢isel aqi,as,. .. ,as, mensich ako n? + 1
(n > 2). Dokéazte, ze nejaké tri z rozdielov a; — a; (pre vSetky mozné i # j) st
rovnaké.
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Dokéazte, ze pre kladné redlne éisla ay,aq, ... ,a, (a,+1 = a1) plati nerovnost

S
[N
S

Ak pre prirodzené ¢islo n plati, ze 4™ +2" 41 je prvocislom, tak n je mocninou
trojky. Dokazte!

TRETIA SERIA

Nech a, b, ¢, d st také celé cisla, ze a, b, ¢ s za sebou idacimi ¢lenmi geo-
metrickej postupnosti a zaroven b, ¢, d s za sebou idiicimi ¢lenmi aritmetickej
postupnosti. Okrem toho plati a + b+ ¢ +d = 4 - 32993, N4jdite vsetky takéto
cisla.

Ukézte, Ze ak pre racionalne ¢isla x, y, z plati 23 4 3y + 923 — 92yz = 0, potom
platiajxr =y =2=0.

Hra solitér sa hra na tabulke m x n $tvoréekov. V kazdom z nich je polozena
jedna minca. Na zaciatku st vSetky mince okrem jednej v rohu otocené znakom
nahor. V kazdom fahu mézeme z tabulky zobrat Tubovolni mincu, ktorda je
oto¢ené znakom nahor, ale sic¢asne musime oto¢it vSetky mince v Stvorcekoch,
ktoré hranou susedia s tym, odkial sme mincu préve zobrali. Najdite vSetky
dvojice (m,n), pre ktoré je mozné takymito tahmi zobrat vSetky mince.

Najdite vSetky prirodzené ¢isla n > 1 také, aby pre kazdé dva nestdelitelné
delitele a, b ¢isla n bolo aj ¢islo a + b — 1 delitelom n.

Dokézte, Ze pre nezaporné realne &sla a, b, ¢ spliiajice rovnost a? + b? + ¢ +
+ abc = 4 platia nerovnosti

0 < ab+bc+ ac— abe < 2.
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STVRTA SERIA

Juraj nasiel na povale staru Sachovu figarku — delfina a spomenul si na vekmi
zabudnuty kaprov problém. Delfin sa méze hybat o jedno policko doprava,
o jedno poli¢ko hore alebo o jedno polic¢ko po diagonéale dolava dole. Na zaciatku
stoji delfin v Tavom dolnom rohu Sachovnice 8 x 8. D& sa s nim prejst cela
Ssachovnica tak, aby na kazdom policku stal prave raz?

Nech ag, a1, as, ... je neklesajica postupnost nezdpornych celych ¢isel taka, ze
kazdé nezaporné celé ¢islo sa da prave jednym spdsobom vyjadrlit v tvare a; +
+2a;+4ay, kde 7, j a k st nie nutne rézne. Urcte vSetky mozné hodnoty azgo4.

Nech body A;, B, C; lezia postupne na vyskach (ako tseckach) AA’, BB,
CC’ ostrouhlého trojuholnika ABC tak, Ze stéet obsahov trojuholnikov ABC1,
BCA; a CAB; je rovny obsahu trojuholnika ABC. Nech H je ortocentrum
trojuholnika ABC'. Dokazte, ze body A, By, C1, H lezia na kruznici.

V magickom $tvorci n x n st vpisané éisla 1,2, ... ,n? (kazdé prave raz). Stredy
kazdych dvoch buniek s spojené sipkami orientovanymi z bunky s mensim ¢is-
je nulovy vektor.

Pozndmka. Stvorec povazujte za magicky, ak sucet éisel v lubovolnom riadku
alebo stipci je rovnaky.

Bod K lezi vo vnutri rovnobeznika ABCD, pri¢om plati |[CL| = |LK|a |[AM| =
= |[MK]|, kde L a M st postupne stredy stran AD a C'D. Ozna¢me N stred
usecky BK. Ukazte, ze |[SNAK| = | NCK|.

PIATA SERIA

V rovnoramennom trojuholniku ABC (|AB| = |BC|) stredna priec¢ka rovno-
bezné so stranou BC' pretne vpisani kruznicu trojuholnika ABC v bode F,
ktory nelezi na zdkladni AC. Dokéazte, ze dotyc¢nica ku vpisanej kruznici
v bode F' pretne os uhla ACB na strane AB.

V rovine je dany konvexny pétuholnik ABC'DE, pre ktory plati |[AB| = |BC/,
|CD| = |DE|, |<ABC| = 150°, |[SCDE| = 30° a |BD| = 2km. Zistite obsah
pituholnika ABCDE.
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Dokazte, ze pre kazdé prvocislo p > 3 plati

2p—1
p3|< )—1-
p—1

5.4 Nech x # y st realne cisla také, ze pre Styri po sebe iduce prirodzené cisla n je

5.5

6.1

6.2

6.3

vyraz (z" — y™)/(xz — y) celé &islo. Ukazte, ze potom je tento vyraz celé ¢islo
pre vsetky prirodzené ¢isla n.

St dané kladné realne ¢isla x, y, z, a, b, ctaké, ze x+y+z=1a0<a < b<ec.
Ukazte, ze

y =z <(a—i—c)2
bt ): '

x
b (— £
(ax + by + cz) ; + toe

SIESTA SERIA

Pre lubovolné realne ¢isla x, y, z ma bindrna operacia ¢ vlastnost (zoy) oz =
= x + y + 2. Ukézte, ze pre lubovolné realne ¢isla a, b plati

aob=a+b.

Pozndmka. Binarna operacia je predpis, ktory dvojici realnych ¢isel priraduje
realne ¢islo.

Je dand postupnost redlnych ¢isel aq,as, ... ,a,, kde m = 3. Oznac¢me A, =
=Y p_; ar. Ukdzte, Ze plati nerovnost
m 2 m
A
> (4) =) e
n=2 n=1
Zostrojme postupnost retazcov{R;}:°; taka, ze Ry = 1 a ¢islo R, 41 vznikne

z Cisla R, tak, ze kazdé ¢islo ¢ v R, nahradime skupinou ¢isel 123...7 a na
koniec pridame ¢&islo n+1. Dalsie ¢leny postupnosti potom vyzeraji nasledovne:
Ry = 12, Ry = 1123, Ry = 11121234. Ukazte, ze ak si pre n = 2 napiSeme
¢islo R,, do riadku a pod neho to isté ¢islo R,, s obratenym poradim cifier, tak
v kazdom stlpci bude préave jedna jednotka.
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6.4 Osi uhlov pri vrcholoch A, B, C trojuholnika ABC' postupne pretinaju jemu
opisant kruznicu v bodoch K, L, M. Na tisecke AB zvolme bod R. Pre body
P a @ plati nasledovné: RP || AK, BP L BL, RQ || BL, AQ L AK. Ukazte,
ze priamky K P, L() a M R prechadzaji jednym bodom.

6.5 Najdite vsetky kladné celé cisla aq,ao, ... ,a, také, ze plati
99 ao ay An—1
- = _|_ - e ,
100 a1 a9 * + an

pricom ap =1 a (ag4+1 — 1)ak—1 = aj(ax — 1) pre k=1,2,... ,n—1.
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Riesenia sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1 UkaZeme, Ze najvicsie n, pri ktorom vieme najst midreho ¢loveka, je 8. Najprv
ukézeme priklad odpovedi pre n = 9, kde nebudeme vediet s istotou néjst mudreho
najviac n) a budu odpovedat ako v pripade uvedenom dole. Odpovede budeme znacit
do riadku, pricom predpokladame, zZe sused po pravici znamena sused vpravo v riadku
a ze posledny ¢lovek je Tavy sused prvého ¢loveka. Ak by sme dostali pri n = 9 takéto
odpovede: MMMMMHMMMMMHMMMMMHMMMMMHMMMMMH (tym myslime, ze
na prvého povedali, zZe je mudry, ... na Siesteho, Ze je hlupy, ... na posledného, ze je
hlapy), tak dani Iudia mohli sediet napriklad takto (presvedéte sa):

HHHHHMMMMMMHMMMMMHMMMMMHMMMMMH,
MMMMMHHHHHHMMMMMMHMMMMMHMMMMMH,
MMMMMHMMMMMHHHHHHMMMMMMHMMMMMH,
MMMMMHMMMMMHMMMMMHHHHHHMMMMMMH,
MMMMMHMMMMMHMMMMMHMMMMMHHHHHHM.

AvSak teraz pre kazdé miesto vieme najst aspon jedno z tychto rozsadeni, kde je
niekto hlipy a asponi jedno, kde je niekto mudry. Teda nevieme s istotou povedat
o nikom, ¢i je midry. Podme sa teraz pozriet na pripad, ked n < 8, to znamena, Ze
pocet hlupakov je najviac 8. Vsimnime si teraz odpovede Tudi zlava doprava. Vyberme
skupinky také, ktoré odpovedali na svojho suseda MM. .. MH, takéto skupinky nazvime
mudre skupinky. Ak by bol ten, ¢o povedal H, hlipy, tak musi byt hltipy aj jeho sused
po lavici (madry by nepovedal na hlupaka, Ze je mudry), takisto aj jeho sused po
lavici, atd., az na zacdiatok skupinky. Takze mudra skupinka pozostiva v skutocnosti
bud zo samych hlipych, alebo ten, ¢o povedal H, je uré¢ite midry. Na druhej strane, ak
zoberieme k za sebou idiicich midrych takych, Ze maji zlava aj sprava hlupeho, tak tito
budu tvorit muadru skupinku takt velkad, aky je ich pocet. UkdZeme, Ze najdlhsia mudra
skupinka (ak ich je viac, tak Tubovolna z nich) neméze pozostavat zo samych hlapych,
a tym padom ukazeme, Ze jej najpravejsi ¢len bude urcite mudry. Predpokladajme teda,
7e najdlhsia madra skupinka, ozna¢me jej dizku k, pozostava zo samych hltipych. Potom
vo zvysku kruhu ostalo nanajvys 8 — k hlapych, ktori rozdelia midrych na nanajvys
8 —k+ 1 =9 — k casti. Teda podla Dirichletovho principu bude existovat skupinka
mudrych o velkosti aspon 22/(9 — k). Kedze tato skupinka je tvorena iba mudrymi, ich
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odpovede budi tvorit midru skupinku. UkéZzeme teraz, ze velkost tejto mudrej skupinky
je viac ako k.

22
k -
SS9
k-(9—k) <22,

k% — 9k +22 > 0.

KedZe kvadraticky trojélen k? — 9k 4 22 m4 zaporny diskriminant, tato nerovnost vzdy
plati. PretoZe upravy boli ekvivalentné (za predpokladu k < 9), plati aj prva nerovnost.
Teda sporom sme ukézali, Zze pre n < 8 sa najdlhsia mudra skupinka nemoze skladat
iba z hlapych, preto jej najpravejsi ¢len je urcite mudry.

1.2 Oznaéme n pocet Tudi a k pocet klubov. Pozrime sa na nas problém trosku obratene
a zamyslime sa najprv nad tym, kolko najmenej Iudi potrebujeme, aby sme mohli
vytvorit k klubov.

Co nam hovoria podmienky zo zadania? To, Ze ziadne tri kluby nemozu mat
spolo¢ného ¢lena, znamend, Ze ziaden ¢lovek nemoze byt v troch a viacerych kluboch,
lebo vtedy by on porusil tito podmienku. Z toho vyplyva, ze kazdy ¢lovek moze byt
v nanajvys dvoch kluboch.

Mame teda k klubov a zaujima nas minimélny pocet obyvatelov. Kedze kazdé
dva kluby maji spolo¢ného clena, tento clovek je v oboch tychto kluboch a z toho
a z predchadzajiceho vyplyva, ze nemoze byt v ziadnom dalsom klube.

Teda kazda dvojica klubov musi mat priradeného asponi jedného ¢loveka (ktory, ako
bolo spomenuté, je len v tejto dvojici klubov), lebo ak by ho nemala, znamenalo by to,
zZe tieto dva kluby nemaju spolo¢ného ¢lena. Dvojic klubov je (g) = k(k—1)/2. Teda na
vytvorenie k klubov urcite potrebujeme aspon tolko Iudi. Treba vsak ukézat, Zze tento
dany pocet obyvatelov KMS vieme pozadovanym spdsobom rozdelit. To urobime tak,
ze kazdému prieniku priradime ¢loveka a on bude ¢lenom klubov, ktorych prienikom je
on sam. (Kazdy klub bude mat potom k£ — 1 ¢lenov).

Nés vsak ale zaujimalo, kolko utvorime klubov, ak mame k dispozicii n obyvatelov.
Vieme, Ze musi platit nerovnost

k(k — 1)

<
9 ="

Y

kde k je hladany pocet klubov (ak by platila opa¢na nerovnost, znamenalo by to, Ze
pre dané k£ by sme urcite nemali dostatok obcanov). Pokusime sa teraz vyjadrit k
pomocou n:

E(k—1)
2
k? —k < 2n,
K2 —k—-2n<0,
1+v1+8n
2

<n

)

k12 =
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Riesenim je interval ((1 — 1+ 8n)/2,(1 + v/1+ 8n)/2). Kedze nas zaujima maxi-

.....

minimalny pocet obcanov potrebny pre vytvorenie k£ klubov. Ak nie je celoc¢iselny,
potom je rieSenim | (1 + /1 + 8n)/2] (dolné cela cast), lebo je to najvécsie prirodzené
¢islo zo spominaného intervalu a pocet klubov musi byt prirodzené ¢islo. Takyto pocet
klubov vieme vytvorit tak, ze vytvorime kluby postupom uvedenym vyssSie a Tudia,
ktori ostani nezadani, nebudii ¢lenmi ziadneho klubu. Tito ¢lenovia nam k nicomu
nepomozu, lebo keby sme cheeli dalsi klub, nemali by sme na neho dost Tudi, ¢o vyplyva
z predchadzajiuceho postupu. Teda maximalny pocet klubov je

. L1+\/21+WJ‘

1.3 Klac¢om k zdolaniu tlohy je rozloZenie polynému n'?+64 na stéin styroch zatvoriek.
Hned vidime, ze

n'? +64 = (n*)® +4° = (n* +4)(n® — 4n* + 16).
Prva zatvorka sa eSte d& upravit ako
n*+4=n*+4n>+4—4n* = (n? +2)> — (2n)* = (n* +2n +2)(n* — 2n +2).
Zatial teda mame
n'? +64 = (n? + 2n + 2)(n® — 2n + 2)(n® — 4n* + 16).

Na prvy pohlad nevidime, ¢i sa tretia zatvorka da rozlozit. AvSak na zaciatku sme mohli
postupovat aj inak.

n'? 464 =n'? +16n° + 64 — 16n° = (n® +8)* — (4n*)? = (n° +4n® + 8)(n° — 4n® + 8).
Spolu teda dostavame
(n? 4+ 2n +2)(n? — 2n 4+ 2)(n® — 4n* + 16) = (n° + 4n® + 8)(n® — 4n® + 8).

Polyném n? + 2n + 2 deli Tava stranu, musi teda delit aj pravi. Mohol by teda delit
jeden z polynémov n® + 4n3 + 8 a n% — 4n3 + 8. Po vydeleni skuto¢ne zistime, Ze
n® —4n3 + 8 = (n? + 2n + 2)(n* — 2n3 + 2n? — 4n + 4). Podobne aj nb + 4n> + 8 =
= (n? — 2n + 2)(n* + 2n3 + 2n? + 4n + 4). Konecne teda

n'2 464 = (n?—2n+2)(n*+2n+2)(n* —2n> +2n? —4n+4)(n* 420> +2n2 +4n+4). (1)

Je Tahké uz si len uvedomit, ze pre kazdé celé n > 1 platia nerovnosti

l<n?—2n+2<n?+2n+2<n*—2n3+2n% —dn+4<n*+2n3+2n%+4n +4.
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.....

ako 1, ¢o sme chceli.

1.4 Ogznac¢me kruznicu s priemerom BN ako kg, kruznicu s priemerom C'M ako ko
a pity vysok z bodov B, C po rade Pp, Po. Zjavne Pg lezi na kpy a Po lezi na ko .
Z tych istych pricin body Pp, Pc lezia na Télesovej kruznici k£ nad priemerom BC),
teda pre mocnost ortocentra H ku k plati

|HC|-|HFPc| = |HB| - |HPg|. (1)

Mocnost bodu H ku kruznici kpy je |HB| - |HPg| a ku kruznici ke je |HC| - |HPo|.
Podla (1) st tieto mocnosti rovnaké a teda bod H lezi na chordéle tychto dvoch kruznic,
teda na priamke PQ).

Pozndmka. Chordéla dvoch kruznic je mnozina bodov, ktoré maja k tymto kruzni-
ciam rovnakt mocnost. Chordalou je vzdy priamka kolmé na spojnicu stredov; ak sa
tieto kruznice pretinaju, prechddza oboma priesecnikmi.

1.5 Zavedme v priestore Stvorstena ABCD takt pravouhla stiradnicova ststavu, ze
bod A mé v nej staradnice (0,0,0), bod B (1,0,0), bod C (a,b,0) a bod D (z,y, 2)
(uvedomme si, Ze takto ju zaviest bez ujmy na vSeobecnosti skutoéne moézeme). Pre
obsah S trojuholnikov ABC a ABD, respektive ACD a BCD potom z vektorového
sucinu dostavame

2S = |AB x AC| = |AB x AD|  resp.  2S=|AC x AD| = |BC x BD)|.

Po vyjadreni vektorovych stcinov pomocou suradnic a umocneni na druhti mame

rovnosti
b2 — y2 4 22 (1)
a
b’2? +a?2% 4 (ay — bx)? = b?22 + (1 — a)?2* + [(a — 1)y — b(z — 1)]* (2)
Upravou (2) dostavame
0=2%(1-2a)+ (b—y)*+2(ay — bx) (b — y). (3)
Z (1) dosadme do (3) 2% = b — 32,
0= (" —y*)(1 - 2a) + (b — )" + 2(ay — bx)(b - y). (4)

Kedze z # 0 (bod D nelezi v rovine ABC'), z (1) nutne b # y a teda mdzeme rovnost (4)
vydelit nenulovym vyrazom b — y. Upravami postupne dostaneme

0=(0b+y)(1—-2a)+b—y+2(ay — bx),
0=2b— 2ab — 2bx,
l=a+=.
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Pri poslednej tprave sme rovnost vydelili vyrazom 2b. Ten je nenulovy, nakolko bod C
nelezi na priamke AB. Teraz uz mame (vyuzivajic poslednt rovnost a (1))

AC| = Va2 + 02 = /(1 —2)2 + 02 = /(z — 1)2+ 42 + 22 = |BD)|.

Zrejme podobne (napriklad zavedenim uplne novej stradnicovej ststavy) dostaneme aj
|AB| = |CD| a |BC| = |AD|. Tym je tloha vyrieSena.

Pozndmka. Uloha sa dala vyriesit vyuzitim kolmého priemetu hrany C'D do roviny,
ktora je rovnobezna s C'D a lezi v nej AB. Nasledne sa potom dokéze, ze stred C'D sa
premietne do stredu AB a teda |AD| = |BC|. Uvadzame analytické riesenie, nakolko
je mozno celkom prekvapujice, Ze na tato tlohu pomerne elegantne zaberie. A to
najméi vdaka tomu, Ze obsahy trojuholnikov sa daji pomocou stradnic pekne zratat
(vektorovym sti¢inom). Horsie sa obsahy po¢itajt s dizkami stran (tam vystupuje zlozity
Herénov vzorec).

DRUHA SERIA

2.1 KTlacovym v tejto tlohe bolo uvedomit si jednu trividlnu, ale nie do oéi bijicu
vec. Tou je, ze ak st body Ay, C; v roznych polrovinach uréenych priamkou BD (a to
st), tak uhlopriecka BD prechadza stredom tusecky A;C; préave vtedy, ak st body
A; a C; rovnako vzdialené od priamky BD (obr.67). Ozna¢me |BC| = |BCy| = b,

Obr. 67

|DA| = |DA;| = d, |<ABD| = ¢, |SCDB| = w a |[{BAD| = «a. Vdaka tetivovosti
Stvoruholnika ABCD plati |4 BCD| = 180° — « a vzdialenost bodu C; (resp. A1) od
priamky BD je bsin ¢ (resp. dsinw) — a to bez ohladu na to, ¢i je uhol ¢ (resp. w) ostry
alebo nie. Sta¢i nam teda dokazat rovnost bsin ¢ = dsinw. Ta ale okamzite dostavame
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zo sinusovych viet v trojuholnikoch ABD a CDB s vyuzitim zndmeho vztahu sin o =
= sin(180° — a).

d |BD| |BD| b : .
= = — = ——, ateda dsinw = bsinp.
sing sina  sin(180° —a)  sinw

Tym je tloha vyrieSend.

Pozndmka. Uloha sa dala vyriesit aj bez pouzitia vzdialenosti bodov A; a C; od
priamky BD len pomocou sinusovych viet. Takisto aj bez akychkolvek sinusovych viet.

2.2 (Podla Frantiska Simancika.) Oznaéme o = |JACB|/2. Dalej oznacme W
lubovolny bod na polpriamke opac¢nej k C A, bod X ako priesecnik AQ a BC' a bod Y
ako priesecnik CQ a AP (obr.68). Bod @ je stred pripisanej kruznice k trojuholniku

Obr. 68

ABC k strane BC', musi preto lezat na osi uhlov BAC a WC B. Teda plati

$0AQ| = S|3CAB| = 20,

180° — [ ACB]

5 =90° — a

1
4BCQ| = 14 BOW] =

Dalej z trojuholnika AQC méame

X CQA| = 180° — [FACQ| — |SCAQ| = 90° — 3a.
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Zo sinusovej vety pre trojuholnik C' X @Q vyplyva

|QX|  sin(90° —a)  cosa
|CX|  sin(90° —3a)  cos3a’

Trojuholnik AXC' je rovnoramenny, teda |AX| = |CX| a nasledne

QX| |QX| cosa
|AX| |CX| cos3a’

Priamky AY, QM , CX sa pretinaji v jednom bode (P) a kedZze st prieckami v troju-
holniku AQC, mézeme pouzit Ceévovu vetu a dostavame

|IMA| [XQ| [YC| "1 ateda QY| _ |1 X Q| _ cosa

ICM| |AX| |QY| YC| |AX| cos3a’

pricom sme vyuzili, ze |[MA| = |CM|. Dalej zo sinusovej vety pre trojuholnik AQC
plati, ze
|AQ|  sin|[FACQ|  sin(90° —a)  cosa QY]

|AC| ~ sin|[4AQC|  sin(90° —3a)  cos3a  |YC|’
teda AY je osou uhla CAQ. Preto |{ PAC| = |9 PAX| = |gCAX|/2 = . Potom plati

Y APB| = [JACP| + |$CAP| = 3a = [ PAX| + | X AB| = |3 PAB|

a teda |PB| = |AB]|. V trojuholniku ABC plati 6 < 180°, takze a < 30°, teda vsetky
vyrazy v menovateloch zlomkov boli nenulové. Dokézali sme, Ze trojuholnik ABP je
rovnoramenny. Tym je tloha vyrieSena.

2.3 Bez ujmy na vseobecnosti nech a; < as < --- < ag,. Trik je v tom, Ze neb-
udeme skimat existenciu troch rovnakych rozdielov medzi vSetkymi moznymi, ale len
v podmnozine rozdielov typu a;y1 — a;, (1 < i < 2n). Dalej pouzijeme dokaz sporom.
Predpokladajme, ze medzi rozdielmi typu a;.1 —a; s najviac dva rovnaké. Potom sucet
tychto rozdielov vieme zdola ohranicit takto:

1\

(a2n — a2n—1) + (G2n—1 — azp—2) + - -+ (a2 — a1)
21+1424+2+---+(n—-1)+(n—-1)+n,

agn —ay 2n-(n—1)+n,

v 1V

2
agn n° -+ a.

KedZe a; je prirodzené ¢islo, dostavame az, = n? + 1, ¢o je spor so zadanim. Preto
nejaké tri z tychto rozdielov musia byt rovnaké.

2.4 (Podla Vitézslava Kalu.) Dokédzeme nasledujice (vSeobecnejsie) tvrdenie: Nech pre
a1, A2y « .., Gp, b1, bo, ..., b, € R* plati

a1 +as+---+a,=by+by+---+b,. (1)
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Potom plati nerovnost
n 2 n

k=1 =1

Nami zadané tvrdenie z tohto dostaneme $pecidlnou volbou by = agy1, ant1 = a1
(k=1,2,...,n). Upravme nerovnost (2).

n n

CL2 - akbk - akbk
22 -lljbk:2;;<ak_ak+bk):2;;%_22%-1-61«2;%7

a
=1k -1

n

-~ arb
Zak§2 kkb
k=1 =1 @k T Ok

Z rovnosti (1) vyplyva

Zak = % (Zak+Zbk>
k=1 k=1 k=1

n

ar + bi
2 .

k=1
Nerovnost (2) mézeme potom pisat aj v tvare
n n
Zak-l-bk EZ 2aby, .
- 2 = okt b

Tato nerovnost je po ¢lenoch presne nerovnost medzi aritmetickym a harmonickym
priemerom pre ¢isla ai a by, (k =1,2,...,n). Pre kazdé dve kladné ¢isla a, b totiz plati

a—l—b2 ab

2
=2
2 — 142 a+b

a rovnost nastava iba pre a = b. Tym sme ukazali naSe silnejSie tvrdenie. Ostéava nam
uz len konstatovat, Ze rovnost v zadanej nerovnosti plati, iba ak s vSetky a; rovnaké.

2.5 Tvrdenie dokadZeme sporom. Predpokladajme, ze n nie je tvaru n = 3. Inak
povedané, ze n = 3%¢, k € {0,1,2,...}, £ € {2,4,5,7,8,10...} (¢ nie je delitelné
tromi a nie je to jednotka). Takyto zapis je zrejme jednozna¢ny. UkéZeme, Ze potom
43" 4 23" 41 = 47 4 27 4 1 je delitelné &islom 43" + 23" + 1. Pre £ > 2 je zrejme
43" 193" 4+ 15 43" 123" 11> 1 a tak by malo &slo 43¢ +23"¢ 4 1 =4n 4 2n 41
nejakého netriviadlneho delitela, ¢o by bol spor s tym, ze by to malo byt prvocislo.

Pre strucnejsi zapis oznacme a = 23", Potrebujeme uz len ukazat, ze prea > 1,4 = 1
(dovolili sme si pridat moznost ¢ = 1), 3 1 ¢ plati

a>+a+1|a*+a*+1. (1)
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Tvrdenie dokazeme matematickou indukciou. Ale trochu netradi¢nou, lebo musime
vynechévat nasobky trojky (pre 3 | £ nemusi (1) platit).
1° Overime tvrdenie (1) pre / =1 a £ = 2. Pre £ =1 je to zrejmé a pre { = 2 staci
urobit tpravu

a*+a?+1=(*+1)2-a’>=(a®*+1-a)(a®*+1+a).
2° V druhom kroku sa prejavi netradi¢nost. Budeme totiz dokazovat, ze ak plati T'(¢),

potom plati T'(¢+3), pri¢om T'(¢) je tvrdenie (1). Pri pokuse vyuzit T'(¢) pri rozpise
T(¢ + 3) nam to vyjde priamo:

2(Z+3)_|_ £—|—3_|_1 6(& +CL _|_1)+( CL —a +a€+3+1):
=a®(a® +a" +1) - (a“?’( —1)+a®—1)) =
=a®(@* +a" +1) = (@® = )(@P +a>+1) =
=a%@* +at+1) - (®+a+1(a—1)(a">+a®+1).

Oba podéiarknuté vyrazy st (s vyuzitim T'(¢)) delitelné ¢islom a® +a +1 a tak je
tymto delitelné aj a2(“*3) + a3 + 1 (a € N), ¢o je prave tvrdenie T'().
Tym je tvrdenie dokazané.

TRETIA SERIA

3.1 Nech ¢ je kvocient geometrickej postupnosti, v ktorej a, b, ¢ s po sebe iduce cleny.
Potom b = aq, ¢ = aq®. Nech p je diferencia aritmetickej postupnosti, v ktorej b, c, d
s po sebe iduce ¢leny. Potom ¢ = b+ p, d = b+ 2p. Z tychto vztahov dostavame

p=c—b=aq’ —aq,
d="b+2p=aq+2(aq® — aq) = 2a¢* — aq.

Potom pre sticet vSetkych styroch c¢lenov postupnosti plati

a+b+c+d=4-32%,
a+aq+ aq2 + 2aq2 —aq=4- 32003
a+ 3aq® = 432903,

a(l+ 3¢*) =4 - 32093, (1)

Zrejme a # 0 (z (1)), z ¢oho vyplyva g = b/a. KedZe a, b st celé ¢isla, ¢ je raciondlne
¢islo. Ak ¢ = 0, tak postupne platia nasledovné vztahy: b=c=0,p=0,d =0, a+b+
+c+d=a=4-3%003 ¢ize v tomto pripade a, b, ¢, d nadobtidaji hodnoty a = 4 - 32003,
b = ¢ = d = 0. Lahko sa moézeme presveddit, Ze tieto hodnoty spliiaji zadanie, a teda st
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rieSenim. Rozoberme teraz situaciu, ked ¢ # 0. Nech ¢ = r/s, kde r, s st nestdelitelné
celé ¢isla rozne od nuly. Zo vztahu (1) dostavame

3 2
a <1+ %) — 4. 32003
S

. <32 -1—237“2) _ 4. 32003,
S
a(s®+3r%) =439 (2)

KedZe s a r st celé ¢isla, vyraz s2 + 3r2 nadobuda celoéiselntt hodnotu. Moézu nastat
dve moznosti:

a) Cislo 3 nedeli s%. Potom ale 3 nedeli ani s? + 3r2, ¢iZe z platnosti (2) dostdvame,
ze 32093 deli a.

b) Cislo 3 deli s2. Potom ale 3 deli s, ¢ize s = 3t, kde t je celé ¢islo. Zo vztahu (2)
dostavame

a(9t? + 3r?) = 4. 32903 . 942,
a(3t? +r?) = 432004 .42, (3)

KedZe s, r st nesudelitelné a 3 deli s, 3 nedeli r ani r2. Z toho vyplyva, Ze 3 nedeli
3t2 + r?, ¢ize z platnosti (3) dostdvame, ze 32004 deli a.

V oboch pripadoch plati, ze 32993 deli a, a teda a = k - 32903, kde k je celé é&islo.

Vieme, 7e a je celé ¢&islo rozne od nuly. Pozrime sa na vztah (1). KedZe 4 - 32993 je
..... 32003.

Cize k moze nadobudntt hodnoty 1, 2, 3, alebo 4. Rozoberme tieto §tyri moznosti.
Ak k = 1, potom a = 32993 a z0 vzfahu (1) dostdvame ¢ = £1. Pre ¢ = 1 dostavame

b=c=d=3%9. Pre ¢ = —1 dostavame b = —32003 ¢ = 32003 g — 32004 Tahko sa
mozeme presvedéif, ze obe moznosti spliiaji zadanie, a teda st riesenim.

Ak k =2, potom a = 2 - 32993 a 70 vztahu (1) dostavame ¢ = 4+/1/3, ¢o je v spore
s racionalnostou ¢isla q.

Ak k = 3, potom a = 320°% a z0 vzfahu (1) dostdvame q = +1/3. Pre ¢ = 1/3
dostavame b = 32003 ¢ = 32002 g — 32002 Pre ¢ = —1/3 dostdvame b = —32003
c = 32002 g = 5.32002 QOpiif sa lahko mozeme presvedcit, ze obe moznosti spliiaji
zadanie, a teda su rieSenim.

Ak k = 4, potom a = 4 - 32993 a 70 vzfahu (1) dostavame ¢ = 0. Tto moZnost sme
uz rozobrali.

Takze tlloha ma 5 roznych rieseni.

3.2 Tvrdenie dokdZeme sporom. Nech plati 23 + 3y + 923 — 92yz = 0 a nech nejaké
z x, Yy, z je nenulové. x, y, z su racionalne, preto existuju x1,y1, 21 € Z, x2,Y2,22 € N
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také, ze © = x1/x2, y = y1/Y2, 2 = 21/22. Potom plati

(E)3+3. (@)Zg. (2)3_9.w o
T2 Y2 22 T2Y222
Ked%e w2, y2, 22 st nenulové, mdZeme danti rovnost prendsobit vyrazom (zays20)3.
Dostaneme

el + el + 953l Smapnada s =0
Ak teraz oznacime xg = x1Y222, Yo = Y1T222, 20 = 21T2Y2, tak urcite bude aspon jedno
Z X0, Yo, Zo nenulové a plati x% + 3y8’ + 928 — 9z9yo2z0 = 0. Teda staci, ak ukdzeme, ze
zadand rovnica nemé nenulové riesenie pre celé ¢isla. Zadané rovnica je homogénna, ¢o
znamend, 7e ak ma rieSenie (a,b,c), potom ma aj riesenie (ka, kb, kc), kde k € R. Ak
ma teda dana rovnica nenulové celociselné riesenie, tak ma aj také rieSenie, pri ktorom
najvacsi spoloény delitel danych troch ¢isel je 1 (kedZe dané riesenie je nenulové, tak také
bude existovat). Ozna¢me také rieSenie (z,y,2). Vietky vyrazy okrem z® st delitelné
troma. Teda musi platit 3 | 23, ¢ize aj 3 | . Teda existuje také z’, %e plati x = 32’
Potom po uprave plati

y3 + 323 +927° — 9yza’ = 0.

To isté mozeme teraz aplikovat aj na y, dostaneme, ze 3 | y, teda existuje y’ také, ze
y = 3y’. Potom po tprave plati

23+ 32" + 9y'3 — 922"y’ = 0.

To isté mozeme aplikovat aj pre z, dostaneme 3 | z. Teda 3 by muselo delit z, y, z.
Avsak nas predpoklad bol, Ze najvicsi spolo¢ny delitel danych ¢isel je 1, ¢o je spor. Teda
neexistuju také celé cisla x, y, z, ze aspon jedno z nich je nenulové a zaroven vyhovuju
rovnici zo zadania. To ale znamena, ako sme vyssie ukazali, ze neexistuje ani nenulové
racionalne riesenie. Tym je tloha vyriesena.

3.3 Na zaciatok si predstavme, Ze pre nasu hru existuje vyhravajica stratégia, Cize
sa nam podarilo odobrat vSetky mince zo Sachovnice. Polozme si teraz otazku, kolko
otoceni minci sme pocas hry urobili. Ukdzeme, zZe tento pocet je rovny poctu vnatornych
hran na Sachovnici (to st hrany, ktoré nie st na okraji Sachovnice). Kazda vnitorna
hrana oddeluje prave dve mince. Pri odobrati jednej z nich sa druhé oto¢i. Teda kazdému
otofeniu vieme priradif préave jednu vnutornt hranu Sachovnice takt, Ze oddeluje
otoCenil mincu a odobrati mincu, ktora otocenie sposobila. Kazda hranu takto zrejme
zapocCitame najviac raz. Zaroven kazda hranu zapocitame asporii raz, lebo ked zoberieme
prva z dvoch minci oddelenych touto hranou, tak tato hranu zapocitame. Preto pocet
otoceni je rovny poc¢tu vnatornych hran na Sachovnici, ¢o je m(n — 1) +n(m — 1) =
=2mn — (m +n).

Na sachovnici mame mn minci, pricom mn — 1 je otocenych znakom nahor a jedna
znakom nadol. Mincu znakom nadol budeme oznacovat zld minca. PretoZe mincu je
mozné odobrat len ked je znakom nahor, musi platit, Zze zIi mincu oto¢ime neparny
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pocet krat a zvysné mince, ktorych pocet je mn — 1, oto¢ime parny pocet krat. Celkovy
pocet otoceni preto musi byt neparny. Porovnanim s predchidzajicim vzfahom pre
pocet otoceni dostdvame nutni podmienku existencie vyhernej stratégie: 2mn — (m +
+ n) je neparne ¢islo a teda aj m + n musi byt neparne.

Stale sme este nedokazali, Ze taka stratégia existuje. V skutoc¢nosti nie je velmi zlozité
najst navod, pomocou ktorého pre sachovnice, kde (m+n) = 2k+1, k € N, odstranime
vSetky mince zo Sachovnice. Samozrejme, existuje viacero moznosti, uvedieme len jednu.

Bez ujmy na vseobecnosti otoéme Sachovnicu tak, aby pocet stipcov bol parny (nech
je to m), pocet riadkov bol neparny (n) a zla minca nech je v Tavom hornom rohu.
Prvym krokom bude odobrat mince z prvého riadku tak, ze ako prvi zoberieme mincu
susednu k zlej a potom kazdt druht od nej (na ,preskacku®). Po tejto operacii buda
vSetky mince v prvom riadku, ktoré sme este nezobrali, otoc¢ené dvakrat (znakom nahor)
a zla minca iba raz (teda tiez znakom nahor), pri¢om medzi kazdymi dvoma susednymi
bude jedno poli¢ko prazdne. To ndm umozni odobrat vSetky zostavajice mince v prvom
riadku. Tym sme sa zbavili prvého riadku a vSetky mince v druhom otocili prave raz
(v pripade, Ze riadok bol len jeden, skonéili sme). Zoberme teraz lavy krajny stipec.
Po6vodne v nom bol neparny pocet minci, ale my sme uz jednu mincu z neho odobrali
a jednu oto¢ili znakom nadol (prvi v druhom riadku). Vzniknuté situacia je rovnaka
ako pri prvom riadku na zaciatku hry. Podla rovnakého postupu mézeme odobrat vSetky
mince z tohto stipca a oto¢it vietky mince vo vedlajsom. Tam sa minca v druhom riadku
otocila druhy krat (znakom nahor) a vsSetky ostatné prvy krat (znakom nadol). Takto
upraveny stipec tieZ vieme cely zobrat (za¢neme mincou znakom nahor, ktord ndm otoci
znakom nahor mincu pod fiou a potom zoberieme t1, atd. ..). V susednom stipci (teda
trefom od kraja) potom nastane rovnakd situdcia ako v predoslom a tak sa ho zbavime
rovhakym spdsobom. Analogicky takto budeme méct zobraf vsetky ostavajice stipce.

Tym sme dokézali, Ze pre Sachovnice, kde (m + n) = 2k + 1, k € N existuje vzdy
vyhravajica stratégia.

3.4 Idea rieSenia je jasna: niekolkokrat vyuzijeme predpoklad, ktory ndm zadanie
pontika, vhodnou volbou a a b. Lahko sa presvedéime, ze &isla tvaru p¥, kde k je
prirodzené, st rieSenim. Dalej nech n obsahuje v kanonickom rozklade aspon dve
prvocisla, teda

n=p"py*ppt, pL<p2 < <pn
Zvolme a = p§? - - - p*, b = p; (zrejme takto zvolené a, b st nestdelitelné). Cislo a+b—1
je delitefom n, teda sa da pisat v tvare

a-l—b—l:pgz---pg'“+p1—1=p/181p§2"‘102"’, (1)

kde §8; S a; prei =1,2,... k. KedZze p; >p1 >p1 —1>0 (prei =2,3,...,k), plati
(pi, p1 —1) = 1. Takze p; nedeli Tavt stranu (1) pre ziadne i = 2,3, ... , k, preto p; nedeli

o __

ani pravua stranu a 3; = 0 pre vSetky ¢ = 2,3,... k. Teda p5? ---pp* = p?l —p1+1la

n=p*(p’ —p+1), kdepjeprvodisloa 2<8<a. (2)
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Zvolme teraz a = p°, b = p” — p+ 1. Potom 2p® — p | pa(pﬁ —p+1), preto 2pP-1 -1 |
| p® —p+1, kedze (2p°~1 — 1,p) = 1. Teda pre nejaké A € N plati

PP—p+1l=A-(2p°1-1). (3)

Ak by bolo A > p, tak p® —p+1=ApS~1 + APP~1 —1) 2 p-pP~1 > pP, &o je spor.
Preto A < p—1. Z (3) mame

A41=24p""1 —p° +p,

teda p | A+ 1 (kvoli (2)), preto p = A+ 1. Spolu s predoslym (A < p — 1) to dava
A =p—1, po dosadeni do (3) tpravou dostaneme 2p°~1 = p?, z toho p = 2. Preto

n=2%2°%—-1).

ZvoIme napokon a = 4 (moéZzeme, lebo o > 2 z (2)), b = 2% — 1. Potom 28 + 2 | 2%(28 —
—1), teda 2671 41| 2% — 1. Kedze 2°71 +1 > 26-1 = (29)/2 > (2 — 1)/2, musi platit
26=1 41 =2 — 1. Z toho tipravou a porovnanim parity stran dostaneme 3 = 2, takze
n=3J3-2%

Ak by bolo o = 3, tak volbou a = 3, b = 23 = 8 ziskame, 7e 3 +8 — 1 = 10 | n,
ale 51 n, ¢o je spor. Teda jedinym parnym ¢islom prichaddzajicim do avahy je n = 12,
o ktorom lahko overime, Ze vyhovuje.

3.5 Oznafme (1) podmienku rovnosti zo zadania (a? + b2 + ¢ + abc = 4) a dve
nerovnosti, ktoré by sme radi dokézali (0 < ab + bc + ac — abc £ 2), oznacme (2).
V celom rieseni budeme predpokladat, ze a, b, c = 0.

Najprv si vSimnime, Ze zdmenou a, b, ¢ medzi sebou sa (1) ani (2) nezmenia, teda
mozeme predpokladat, ze a = b = c. Nie je tazké sa presvedcit o tom, ze musi byt ¢ < 1,
lebo v opa¢nom pripade by bolo a = b > ¢ > 1 a nasledne a? + b? + ¢ + abc > 4, ¢o je
v spore s (1). Teraz uz lava nerovnost v (2) ukdzeme jednou tpravou:

ab + bc + ca = ab = abe.
S pravou nerovnostou je to zaujimavejsie. PrepiSme premenné a a b takto:

a=u+v, b=u—v, wu,v=0,

a dosadme to jednak do (1) a aj do pravej nerovnosti v (2). Po tprave dostaneme

a® + b + ¢+ abec = 2u® + 2% + Uz + (2 — 2)v® =4, (3)
ab+ be + ac — abe = (1 — 2)(u® — v?) 4 2uz. (4)

NasSou snahou je ukazat, ze vyraz (4) je najviac 2. Snazime sa zistit, kedy je prava
strana v rovnosti (4) najvécsia pri splneni podmienky (3). Pozrime sa na v. Ak ho v (3)

.....
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sposobi zviicsenie, lebo sa zvidcsi (u? —v?) aj 2u a aspoii jedno z ¢isel z, 1 — 2 je nenulové

(2,1 — 2z 2 0). Preto najvécsiu hodnotu v (4) dostaneme pre najmensie mozné v, teda
pre v = 0. Inak povedané, a = b=u = 0.
Z podmienky (3) tak dostaneme

a? 4+ b2+ +abe=2u+ 22 +uPz =4,
242 = (2-2)2 42, (242) >0,
z=(2—u?).

Tento vysledok dosadime do (4) a upravujeme

ab+ bc+ ac — abe = (1 — 2)u® + 2uz < 2, (5)
(1—(2—u?)u?+2u(2—u?) <2,
ut = 2u3 —u? +4u—2<2,
(u—1)%(w*—-2) 20.

Ostéava presveddéit sa, ze u? = a? = b? < 2. Keby to ale neplatilo, tak a® + b® + ¢ +
+ abc = a®> +b? > 2+ 2 = 4, ¢o by bolo v spore s (1). TakZe nerovnost (5) skutocne
plati a dloha je vyrieSend.

STVRTA SERIA

4.1 Po chvili hrania sa s delfinom zistime, Ze sa ndm nedari prejst s delfinom celt
Sachovnicu. Su dve moznosti, bud sme zle sksali, alebo sa s delfinom naozaj Sachovnica
prejst neda. Prva moznost je, Ze budeme skusat a skisat, pokial nés to neprestane bavit.
Nakoniec pripustme, Ze Sachovnica sa obehat neda. Ale ako to dokdzat?

Budeme dokazovat sporom. Predpokladajme, Ze delfin obehal celt Sachovnicu. Kde
dostat spor? Delfin nie je figirka ako napriklad strelec, ktory pri svojom pohybe nemeni
farbu policok, na ktorych stoji, ani ako pesiak, ktory ide iba dopredu (¢&i uz rovno, alebo
$ikmo). Vsimnime si, Ze pokial o¢islujeme riadky aj stipce postupne ¢islami 1,2,...,8
zaéinajuc z Tavého dolného rohu, tak zistime, Ze delfin pri kazdom svojom kroku bud
zv¥§i ¢islo riadku alebo stipca, na ktorom stoji, o 1, alebo znizi ¢islo riadku aj stipca
ol

Sktisme si vS§imnat v pohybe delfina nejaké zakonitosti (napriklad u pesiaka je tak-
outo zakonitostou, ze v kazdom kroku sa zvysi ¢islo riadku o 1, u strelca, ze stucet zmien
riadku a stlpca je vzdy parne &islo a naopak u jazdca je to vidy neparne ¢islo) a s fiou sa
pokusit dokazat, Ze neprejdeme Sachovnicu nejakych rozmerov. Teraz prichddza najtazsi
a najdoélezitejsi napad celého dokazu — najst takuto zakonitost.

.....

.....

Na zaciatku stoji delfin na policku, ktorého stcet riadku a stipca je 2. Po 63 tahoch
presiel celtl $achovnicu (to je nas predpoklad). KedZe sa zvySok stétu riadku a stipca po
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deleni troma meni pravidelne, tak v tychto 63 krokoch budeme stat 21 krat na policku
zo zvyskom 0, 1 a 2 (zadiatofné policko uz nepocitame). Ked ale spocitame policka,
ktorych sacet riadku a stipca déva zvysok 2 po deleni troma, tak déjdeme k ¢islu 20
(okrem zaciato¢ného policka) a aj k hfadanému sporu.

4.2 (Podla Vitézslava Kalu.) Hladajme ¢leny naSej neklesajicej postupnosti. Keby
platilo ag > 0, tak a,, > 0 pre vsSetky nezaporné celé cisla n. Preto cislo 0 sa neda
napisat v pozadovanom tvare. A to je spor s tym, Ze sa to d4 a prave raz. Teda nutne
ap = 0. Oznac¢me n; najmensie ¢islo, ktoré sa neda vyjadrit ako a; + 2a; + 4ay, pre
i,j5,k € {0,1,...,¢}. Keby platilo agy1 < ng, tak by to znamenalo, Ze asy; sa da
vyjadrit nejakym pozadovanym spdsobom a tiez ako apr1 = 1-ap11 +2-ag+4 - ap.
Dostédvame spor s jednoznac¢nostou. Keby platilo asy1 > ny, tak by bolo a,, > n, pre
vSetky n = £ + 1. Preto ak ny = a; + 2 - a; + 4 - ai, potom nutne 4, j, k < ¢, teda mame
spor s tym, Ze n, sa takto vyjadrit ned4. Cize jedina pripustna moznost je asi; = ny.
To pre nas znamené aj to, ze ked naSa postupnost existuje, tak je len jedna, lebo jej
¢leny su jednoznac¢ne uréené. Teda staci najst tu jedint postupnost, alebo ukazat, ze
taka neexistuje.

Definujme postupnost (a,) nasledovnym spoésobom: a, = (Z,Tm_1...-T1T0)s,
pri¢om (Z,,Tm_1...T120)2 = n je binarny zapis ¢isla n. Cize n-ty ¢len je &islo, ktoré
dostaneme tak, ze ¢islo n zapiSeme do dvojkovej stistavy a precitame ho ako keby bolo
napisané v osmickovej ststave a toto ¢islo prepiSeme naspit do desiatkovej ststavy.
Napr. ak n = 5: (5)10 = (101)2, tento zapis pre¢itame v osmickovej: (101)s = 65 = as.

Teraz uz méame postupnost a o nej ukdzeme, Ze:

a) kazdé nezaporné celé ¢islo sa dé vyjadrit pomocou nej;

b) Ziadne ¢islo sa neda vyjadrit viac ako jednym sposobom.

a) Majme ¢islo (Y ---vo)s, ¥i € {0,1,2,3,4,5,6,7}. Cislo y; sa d4 jednoznacne
vyjadrit v tvare y; = k; + 2¢; + 4q;, kde k;,l;,q; € {0,1}. Potom ale méame, Ze
K, L, @ vo svojom osmickovom zapise obsahuju iba cifry 0, 1, preto pre nejaké ¢, 7, k
bude a; = K, a; = L a a, = Q. Teda kazdé nezaporné celé ¢islo vieme napisat pomocou
tejto postupnosti v pozadovanom tvare.

b) Z casti a) vyplyva aj to, ze ¢isla K, L, @ st urc¢ené jednoznacne, teda a;, aj, ax
su tiez urcené jednoznacne.

Teda nasa postupnost vyhovuje zadaniu, a uz sme ukazali, Ze je jedind, preto nam
neostava ni¢ iné, len ur¢if hodnotu asgggs. 2004 = (11111010100)2, preto aspos =
= (11111010100)s = 1227100224.

4.3 Najprv trochu podiskutujeme o polohe bodov A;, By, C7. Ak aspon dva z nich
su totozné s ortocentrom H, tak sme hotovi. Ak je jeden z nich totozny s H, staci
ukazat, ze body A, By, C1, H nie su kolinearne (tento dokaz ponechame citatelovi).
Moézeme teda predpokladaft, ze vSetky body Ay, By, C; st rozne od H. Ak by vSetky
tri boli na tiseku zodpovedajicej vysky medzi vrcholom a bodom H, tak sucet obsahov

.....
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vSetky tri body A, B, C; lezali medzi pétou vysky a bodom H, tak sucet obsahov
danych trojuholnikov by bol primaly. Preto staéi rozobrat dva pripady. Ukédzeme tu
jeden z nich (druhy by sa spravil analogicky). Nech A, € AH, By € B'H, C, € C'H
Skisme nejako vyuzit rovnost obsahov zo zadania. Trojnadsobnym pouzitim zndmeho
vztahu pre obsah trojuholnika S = av,/2 dostaneme

|AB| - |C"Cy| + |BC| - |A’A1| + |CA| - |B'B1| = 2Sapc.

Ked bod H pospajame s vrcholmi trojuholnika ABC, dostaneme tri trojuholniky,
pri¢om ich obsahy v stéte opit daji obsah trojuholnika ABC|, takze

|AB|-|C'H| +|BC|-|A’H| + |CA| - |B'H| = 25aBc.
Porovnanim dvoch predchadzajtcich vztahov a drobnou tpravou dostaneme
|[HA:|-|BC| = [HBy|- |AC| + [HCY| - |AB. (1)

Co s tym? Pozrime sa, ¢o chceme dokazat. Ako vyhodne popisat, Ze $tyri body lezia na,
kruznici? Moznosti je vela. OpiSeme trom z tychto bodov kruznicu a ukézeme, Ze na
nej lezi stvrty bod pomocou obvodovych uhlov (tak to urobil Vitézslav Kala). Alebo
vyuzijeme, Ze sucet protilahlych uhlov v tetivovom Stvoruholniku je 180° (rieSenie
Frantiska Simancika). Ci opiSeme nejakym dvom roéznym trojiciam z nich kruznice
a dokazeme, Ze maji rovnaky polomer (syntetické rieSenie pomocou goniometrie od
Stanislavy Sojdkovej). Pripadne pozrieme, ¢o uz mame (vztah (1)) a vSimneme si
podobnost s Ptolemaiovou vetou (Tomds Vana, Ondrej Budac¢). Na toto rieSenie sa
pozrieme blizsie. Ptolemaiova veta hovori, ze body H, By, A1, C lezia na jednej kruznici
(v tomto poradi) prave vtedy, ked plati

|HAq|- |B1C1| = |[HBy| - |A1C1| + |HCY| - |A1By]. (2)

Opit to porovname s (1). Nechyba vela, a bolo by to to isté. Uplne by stacilo, aby
trojuholniky ABC a A;B,C; boli podobné. Su, alebo nie? Lahko si vSimneme, Ze
tieto podobnosti st ekvivalentné s tym, ze body H, By, A;, C; lezia na kruznici, lebo
|[SC'"HA| =90° — [SC"AH| = 90° — (90° — | ABA'|) = 3, analogicky |JAHB'| = .
Co je to podobnost? Nejaké pomery. Tak ich spravme. (1) je ekvivalentné s

|AC]
[BC|

AB sm sin

HA,|=|HB . 3
[HAL = HBy |BC| = HB|- sin « “sina 3)

+|HC] -

Na vyjadrenie pomerov na pravej strane sme pouzili sinusovi vetu pre trojuholnik
ABC'. To isté by sme mohli spravit aj s (2). Problémom je, Ze sme eSte nedokézali,
Ze uhly v trojuholniku A; B;C; maju velkosti «, (3, v. Nemohli by sme dokreslit do
obrazka nie¢o nové, aby sme ziskali trojuholnik, v ktorom by uhly mali tieto velkosti?
Zrejme kruznica opisana trojuholniku H B;C; pretina tsecku AH v nejakom bode,



KORESPONDENCNY SEMINAR SK MO, RIESENIA 187

oznacme ho X. Vsimnime si trojuholnik B;C7X. Tento ma vsSetky dobré vlastnosti,
ktoré chceme. Z Ptolemaiovej vety (analogicky ako pri (2)) mame

|HX|-|BiCh| = |HB:| - |XCy| + |HCh| - |X Bl (4)

Teraz vSak uZ vieme pomery stran v tomto trojuholniku previest na pomery sinusov
znamych uhlov, (4) je ekvivalentné s

| X |
|B1C1|

| X By| sin 3

—| E sin 7y
| B1C1| " sina

HX| = [HB,|-

+ |HCy] -

+ |HCY| -

sina’ (5)
Porovname (3) a (5) a vidime, ze |HX| = |H A;|. Z toho uz nutne vyplyva, 7e X = A,
a sme hotovi.

V pripade, Ze chceme tlohu riesit analyticky, potrebujeme vhodne popisat, Ze Styri
body lezia na kruznici. To nie je Tahké, kedZe kruznica je krivka druhého stupria
a dostédvame nelinearne rovnice. Ovela lahSie sa pracuje s priamkami. Ako previest

kruznicu na priamku? Predsa kruznicovou inverziou so stredom H, ako to spravil Martin
Adamcik.

Iné rieSenie. Krasne a elegantné riesenie nasla Hana Buddcovd. Co vieme o ob-
sahoch trojuholnikov? Napriklad toto: Nech p je priamka rovnobezna s priamkou AB
a nech bod C lezi na priamke p. Potom obsah trojuholnika ABC' nezavisi od polohy
bodu C. Vedme bodom C; rovnobezku p so stranou AB a bodom A; rovnobezku ¢
so stranou BC. Ozna¢me D prienik priamok p, q. Kde moéze lezat bod B1? Z volby p,
q vieme, ze Sapc, = Sapp a Spca, = Spcp. Zo zadania mame Sapc, + Spca, +
+ Sacs, = Sapc. Aby platil tento vztah, musi bod D lezat vnutri trojuholnika ABC.
Preto Sapp + Spep + Sacp = Sapc. Z tohto vsetkého vyplyva, ze Sacp, = Sacp,
teda bod Bj lezi na priamke r prechadzajicej bodom D a rovnobeznej s AC. A kedze
priamky p, ¢, r st kolmé na zodpovedajuce vysky, lezia body A;, By, C7 na Télesovej
kruznici nad priemerom HD.

Tuato ideu vyuzil aj Jaroslav Knebl, ktory tvrdenie zovSeobecnil pre Tubovolny bod H
vnutri trojuholnika ABC' a body leziace na kolmiciach na strany trojuholnika. Analog-
ické tvrdenie plati aj pre Stvorsten v trojrozmernom priestore.

4.4 (Podla Tomdsa Vdru.) Oznacme u;; vektor veduci z bunky s ¢islom ¢ do bunky
s Cislom j (predpokladdame i > j, kedZe dalej budeme uvazovat len o takychto vek-
toroch). Chceme dokézat, Ze sucet S =3, u;; je rovny 0.

Zrejme pre i < j plati U2 = i; + Ujnz, takze S = Y, (lipz — Ujn2). V takomto
suéte sa vyskytuja len vektory @i,2 pre k = 1,2,...,n° s nejakymi koeficientmi.
Skiisme tieto koeficienty vypocitat. VSimnime si bunku s ¢éislom k. Této bunka je
koncovou bunkou pre vektory wi, sk, .. ,Uk—1)k, teda so znamienkom minus je
vektor i,z zardtany (k — 1)-krat. Zaciatoénou bunkou je bunka s ¢islom k pre vektory
Uk (k+1)s Uk(k+2)s - - - > Ugn2, teda so znamienkom plus je vektor iy,> zardtany (n? — k)-
krat. Preto koeficient pri tomto vektore je

—(k—=1)4 (n? —k) = (n®* =2k + 1). (1)



188 53. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

2
Preto S = >"}_,(n® — 2k + 1)tUj,e.
Ukézeme, Ze prva zlozka S (v smere riadkov) je nulovi. Vezmime nasu tabulku,
v nejakej bunke je n2. Zrejme vektory medzi bunkami stipca, v ktorom je n?, davaju
nulovy stidet v prvej zlozke. Prinosy ostatnych vektorov s¢itame po stipcoch. Nech teda

nejaky stipec obsahuje é&isla x1, s, ... ,x,. Stvorec je magicky, teda xq + xo + - - +
+ 2, =(1+2+--+n2)/n = (n®+n)/2. Pre prinos vektorov medzi bunkami s ¢islami
T1,Ta, ..., 2, kvoli (1) plati (d je vzdialenost medzi stipcami s n? a ;)

P(d) = dzn:(n2 -2z, +1)=d (Zn:(n2 +1)+ 22”:%> =d[n(n®*+1) — (n*>+n)] =0.

i=1 =1 i=1

Toto plati pre vsetky stipce, takze aj stcet tychto prinosov je nulovy a preto prva
zlozka S je nulova. Analogicky sa dé& ukézaf, ze aj druhd zlozka je nulova a teda naozaj
S =0.

Iné riesenie. (Podla Frantiska Simancika.) Ozna¢me x1, o, ... , x, ¢isla v nejakom
stlpci, ich stcet je S = (1+2+---+n?)/n = (n®+n)/2. Do bunky s ¢islom z; vchadza
x; — 1 $ipok (zo vietkych mensich ¢isel) a vychadza z nej n? — x; §ipok. Teda do celého
stlpca vchadza spolu Y7 | (z; — 1) = S — n §pok a vychéddza z neho Y1 | (n? — x;) =
=n3 -9 =5 —n sipok.

Vytvorme takyto orientovany graf: Vrcholy reprezentujt jednotlivé stipce a medzi
dvoma vrcholmi je pre kazdy vektor prave jedna orientovanad hrana. Niektoré hrany
mozu byt viacndsobné ¢ tvorit slucky (t. j. zacinat a konéit v tom istom vrchole), to vSak
neprekaza. Na zaklade toho, ¢o sme uz povedali, vieme, ze z kazdého vrcholu vychadza
rovnaky pocet hran, ako do neho vchadza. Graf sa moze skladat z niekolkych komponen-
tov (nesuvisiacich ¢asti), vezmime nejaky z nich. V tejto ¢asti existuje uzavrety Eulerov
tah (teda vieme ju nakreslit jednym tahom tak, Ze po kazdej hrane prechddzame prave
raz a skon¢ime vo vrchole, v ktorom sme zacali). Toto sa da dokazat indukciou podla
poc¢tu hran; vyuzivame, ze v ziadnom vrchole sa nemozeme zasekniuf. KedZe po prejdeni
vietkych hran skonéime v tom vrchole (stlpci), v ktorom sme zacali, je sucet riadkovej
zlozky vektorov medzi stipcami v tejto ¢asti grafu nulovy. Toto plati pre vsetky casti
grafu, teda sucet riadkovych zloziek vektorov v tabulke je 0, kedZe kazdému vektoru
z tabulky prislticha prave jedna hrana. Analogicky ukéaZeme, e sucet stipcovej zlozky
vektorov je 0.

4.5 (Podla Tomdsa Vdriu.) Dokreslime nieco do obrazka. Mame tam stredy stran.
Mohla by ndm pri tejto prilezitosti prist na um stredova simernost podla tychto stredov.
Nech st teda body A’, C’ obrazmi bodov C a A podla stredovej simernosti so stredmi
v bodoch L, resp. M (obr.69). Pretoze AD || BC, |A'L| = 2|A’C|, 2|AL| = |AD| =
= |BC|, je trojuholnik A’AL podobny s trojuholnikom A’BC, teda A je stredom
usecky A’B. Podobne vieme ukézat, ze C je stredom usecky C’B. Stredné priecky
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AN a NC v trojuholnikoch A’BK a C’'BK su rovnobezné s prislusnymi stranami,
matematickejsie zapisané AN || A’K a CN || C'K. Dvojice uhlov na obrazku st teda
ni¢ iné ako dvojice rovnakych striedavych uhlov. Sta¢i nadm uz len ukazat, Ze tieto uhly
st rovnaké, t.j., ze |[JC'KC| = |JA' KA.

S pomocou zadania vieme, ze |LC| = |KL| = |A’L|, preto niet inej moznosti ako tej,
ze bod L je stredom Télesovej kruznice nad primerom A’C. Rovnaku situéciu preziva
bod M. Zéaverom modzeme teda pisat

[FCKC! |+ |SC'KA'| = |[SCKA'| = 90° = |SC'KA| = |SC' KA'| + [SA'KA.

PIATA SERIA

5.1 Oznacme body, ako na obr. 70. Existuje viacero réznych spoésobov, ako dané tvrde-
nie dokdzat. V nasom pripade tlohu pretransformujeme na zistovanie, ¢i je tsecka F'X
doty¢nicou ku kruznici k& vpisanej trojuholniku ABC'. Vsimnime si trojuholnik SGX
a trojuholnik SF' X, tie maji spolo¢nu jednu stranu S X a pretoze SG aj SF st polomery
kruznice k, plati |[SG| = |SF|. Pritom o strane GX vieme, Ze je doty¢nicou ku k.
Ak sa nam podari dokazat podobnost (teda aj zhodnost) tychto trojuholnikov, bude
platit | SFX| = |[4SGX]| = 90°, teda |SF| skuto¢ne bude doty¢nicou ku k. Pozrime
sa na velkosti uhlov GSX a FSX, ktoré vieme pomerne jednoducho vyjadrit. Pre
jednoduchost ozna¢me o = |J4.SABy|.

Pretoze ByCy je strednou prieckou v trojuholniku ABC, plati |[SAByCy| = 2a.
V rovnoramennom trojuholniku ABC je os uhla pri vrchole B totozna s vyskou, teda
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B

Obr. 70

|[<SByCo| = 90° — 2ce. V trojuholniku F'SBj st obe ramena polomermi kruznice k,
takze |4 FByS| = |4 BoF'S|. Uhol FPS je susedny k uhlu ByPS a ten je vrcholovy
k uhlu SCB. Velkost uhla SCB je «, lebo C'S je osou uhla ACB a ten mé velkost 2a.
Preto |4 FPS| = 180° — a. Kone¢ne |4 FSX| = 180° — | PFS|— |SFPS| = 180° —
—(90° = 20 + 180° — a) = 3a — 90°.

Zjavne trojuholniky AGS, AByS a CByS st zhodné, takze |[SGSA| = |[<BySA| =
= |94 BpSC| = 90° — . Nésledne |[SGSX| je doplnkom tychto troch do priameho uhla,
preto |[SGSX| = 180° — 3(90° — o) = 3ax — 90°. Plati |[FGSX| = |FFSX|, teda X je

skutoc¢ne priesecnikom vsetkych troch spominanych useciek.

Poznamka. Pri a < 30° je poradie bodov Cy a X na strane AB opacné ako na
obr. 70. V tomto pripade treba pouzit (trochu upraveny) analogicky postup.

5.2 Oznatme |AB| =z, |CD| =y, |AC| = u, |[EC| = v a v = |JACE| (obr.71).
Obsah pituholnika vypocitame ako studet obsahov trojuholnikov ABC,ACE a ECD
(to plati vdaka konvexnosti nasho patuholnika). Kedze oba trojuholniky ABC aj EC'D
st rovnoramenné, plati [ BCD| = 90° 4+ v. V trojuholnikoch ABC, ECD a BCD
pouzitim kosinusovej vety (vdaka tomu, ze | BC'D| < 180°) dostaneme

u? = 222(1 — cos 150°) = 2%(2 + V/3),
v? = 2y%(1 — cos 30°) = y%(2 — V/3),
4km? = 2% + y? — 22y cos(90° + v) = 2 + y* + 2zysin .

Z tretej rovnice vyjadrime sinvy a tieto tri vztahy vyuZijeme pri pocitani obsahu
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piatuholnika ABCDE.

S =Sapc+ Sace + Secp =

1 1 1
= §x2 sin 150° + §y2 sin 30° + SW siny =

2 a2+ VB2 - VB —a? —y?)
_|_
4 4zy

+—:

.IQ

4

22 g2 (4—x2—y2)
4 4 4

1k

Pozndmka. Uloha sa da riesif viacerymi sposobmi, k peknym rieSeniam patri aj
preklapanie casti pdtuholnika, ¢im dostaneme rovnoramenny trojuholnik, pravouhly
lichobeznik alebo deltoid, ktorého obsah sa d& spocitat priamociaro.

5.3 (Podla Jaroslava Knebla a Tomdsa Vdnu.) Zrejme

<2p—1) - @penr s 2 -D)Ep-2)-(p+1) - (1)
p—1 '

Cplp-1) (p—1)!
Kedze ¢isla p? a (p — 1)! stt nestdelitelné, staci ukazat, ze
p*l(2p—1)---(p+1) = (p— 1)

Ukézat delitelnost ¢islom p? nie je jednoduché, napriklad nevieme rozumne vyuzit, Ze
vieme zvysok po deleni p, lebo o zvysku po deleni ¢islom p3 to vela nehovori. Lepsie
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by sa ukazovalo, Ze Cosi je delitelné p. Skisme teda najprv vyriesit Tahsi problém.
Preskiimajme zvysok ¢isla V.= (2p — 1)---(p + 1) po deleni niz§imi mocninami p.
Zrejme

V=@2p-1)-@+)=@+p-Dp+p-2)--+1)=
=@p-1)p-2)--1=(p-1)! (modp).

Co s p?? V predoslom pripade sme vyuzili, Zze sa vieme zbavit jedného p zo zatvoriek.
Ale s p? uz to takto priamo nepdjde. Skiisme preto v zatvorkach nejaké p? vytvorit.

V=_2p-1)2p—-2)---(p+2)(p+1)=

— -0+ =20+ 2) (2= 25 (p 5 -

1 ~1\?
=<2p2+p—1><2p2+2p—4><2p2+3p‘6)'“<2p2+p'p2 - (% ))E

=1-1-20-2) - (25 TE ) = (- Dt (mods?)

Sikovné manipulacie a vhodné roznasobenia teda pomahaji. Navyse si mozeme vSimnut,
Ze vyraz V ma podobnu Struktiru a rovnako vela ¢lenov ako (p — 1)!. Ak vyraz T =
=V —(p—1)! aplne poroznisobujeme a upravime, skoro vsetky ¢leny budu obsahovat p
s exponentom aspon 3, preto nas nebudi zaujimat, podstatny je ten zvySok. Oznacme

p

L (p—1)!
;(Pi ).

= Y bl

)
1Si<j<p—1 J
Potom

T=@p+p-LE+p-—2)--(p+2)p+1) -

—p—--1)p-(p@-2)--2)p-1)=

= (@ 4+ S’ + Sip+ (p - 1)) -

— (PP A ()P ESp A ()P S+ ()P (p - 1)) =

=2S1p (modp?).
Z predpokladu p > 3 vyplyva, Ze p je neparne a spomenuté Cleny existuju. Staci
nam ukizat, ze p*> | 2S;, Gspesne sme znizili exponent p o 1. Co dalej? Pomoze
nam trik podobny ako v rieSeni pre p?, poparujeme ¢leny prvy s poslednym, druhy
s predposlednym a tak dalej.

25 Zi@ N 2§ <(p_z‘ L (];_—lz')!) - 2§(p_ 1)!i(zvp— i~

2l 1)
3 3).

= -
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Vsimnime si, ze kazdy ¢len sumy je celé ¢islo. Stac¢i nam teda ukazat, Ze posledna suma
je delitelné ¢islom p. Aké zvysky mozu nadobudat ¢leny sumy? Bolo by dobré sa zbavit
tych ¢isel v menovateli. Nech (p — 1)!/[i(p — i)] = a; (mod p). Kedze 1 £ i <p—1,sG14
a p nesudelitelné. Preto tato kongruencia je ekvivalentna s (p —1)! = i(p —7)a; (mod p).
Wilsonova veta hovori, ze pre prvocislo p plati (p — 1)! = —1 (mod p), takze po drobnej
uprave dostaneme

ia; =1 (modp). (1)
Toto je linedrna kongruencia, skiisme nieco o takychto kongruenciach zistit. Kongruen-
cia axr = 1 (mod p) ma pre pevné a € {1,2,...,p — 1} préve jedno rieSenie, lebo ¢isla
a,2a,3a,...,(p—1)a dédvaji rozne zvysky po deleni p (ak by dévali nejaké dve z nich
rovnaky zvysok, tak ich rozdiel je delitelny p a z toho uz dostaneme spor). Tychto ¢isel
je p— 1 a kazdy zvysok z {1,2,...,p — 1} nadobudne prave jedno z nich.

Preto existuje pre pevné i prave jedno také b; € {1,... ,p— 1}, Ze ib; = 1 (modp).
Takisto existuje prave jedno a; také, Ze i?a; = 1 (mod p). Toto a; musi byt rovné b2,
lebo i2b? = (ib;)? = 1?2 = 1 (modp) a teda b; je riesenim (1). Pre i = 1,2,... ,p— 1
nadobtda b; kazda z hodnoét 1,2,...,p — 1 prave raz, teda a; = b? nadobtida hodnoty

12,22, ..., (p — 1)?, opit kazda prave raz. Preto
p—1 p—1 p—1
N0 N2 (p=Dpp—1)
i=1 i=1 i=1

Kedze p # 3, je U delitelné ¢islom p a to sme chceli.

5.4 (Ciasto¢ne podla Tomdsa Vidru.) Nech vyraz zo zadania je celé ¢islo pre n =
=m,m+ 1,m+ 2,m + 3, kde m je nejaké prirodzené cislo. Pre lepsiu manipuléciu
jednotlivé vyrazy oznacme

Ao M _ym B_ xm—l—l _ym—|—1 o - xm—|—2_ym+2 D— xm—|—3_ym+3
rT—vy T —y ’ T —vy ’ T —vy

Skuisajme sa s celymi ¢islami A, B, C, D hrat. Kombinujme ich, ¢i ndm nevyjde nejaky
vhodny vyraz. Pritom v menovateli kazdého vyrazu je v exponentoch iné ¢islo. Aby
sme mali Sancu pri od¢itani nejaké ¢leny zrusit (chceme ¢o najjednoduchsi vysledok),
musia byt v odéitovanych vyrazoch exponenty rovnaké. To dosiahneme napriklad pri
odé¢itani AC od B2. Skutocne, po tGprave dostaneme

B? — AC = (zy)™
Kedze A, B, C su celé ¢isla, je celé aj (zy)™. Podobne dostaneme

C?>—BD = (zy)"*',  BC—AD = (z +y)(zy)™,

takze aj vyrazy (zy)™*! a (x + y)(2zy)™ st celé ¢isla. Oznacme xy = p. Kedze p™+!

aj p™ su celé ¢isla, nutne ich podiel p je racionalne ¢islo. Pomerne jednoducho mozno
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odvodif tvrdenie, Ze ak je nejakd mocnina racionalneho ¢isla celym ¢islom, potom je
toto racionalne ¢islo tiez celé. Na zaklade toho je p celé ¢islo.

Oznacme este x + y = ¢. Pri tomto oznaceni sa da vSimnut, ze C = ¢gB —pAa D =
= qC — pB. Plati to aj vSeobecnejsie. Ak ozna¢ime V,, = (z" — y™)/(x — y), tak

Vn+2 = an—‘,—l - PVn (1)

Naviac V7 =1 a V4 = ¢q. Pre celociselnost vSetkych V,, (to chceme dokazat) teda staci
celoCiselnost ¢isel p a ¢ (staci pouzit indukciu a (1)). Zatial méme iba celo¢iselnost p.
Cislo ¢ je podielom celych ¢isel (z + y)(zy)™ a (zy)™, je teda racionalne. Potrebujeme
uz iba dokazat, ze je celé. PomdZze nam vyjadrenie (1). Pouzijic ho pre malé n mame

Vi=q-q—p-1=¢*—p,
Vi=q(¢*—p)—p-q=q"—2pq,
Vs = q(q® — 2pq) — p(¢* — p) = ¢* — 3pg® + p°,

Lahko si mozno v§imnut a indukciou dokazat, ze kazdé V,, sa da vyjadrit ako polyném
v premennej ¢ s celo¢iselnymi koeficientmi (p je celé ¢islo), pricom najvyssia mocnina g
ma koeficient 1. Z vyjadrenia V,,, = A tak mame rovnicu

¢ (L) A =0, 2)

(v zatvorkach su nejaké celé ¢isla) ktorej racionalnym koreniom je g. Podla zndmeho
kritéria, ak koren polynomickej rovnice je racionalne ¢islo a/b (a, b st nesudelitelné),
potom a deli absolutny ¢len a b deli koeficient pri najvyssej mocnine, ktory je v nasom
pripade 1. Kazdy racionélny koreri (2) je teda nutne celé ¢islo, preto aj g je celé éislo,
¢o sme chceli dokazat.

Pozndmka. V rieSeni sme nerozobrali moznost xy = 0 (delili sme vyrazom zy). Jej
osobitné presetrenie vSak nerobi tazkosti.

5.5 Najprv sa na nerovnost trochu pozrime. Napriklad zistime, kedy nastava rovnost.

ZvyCajni moznost a = b = ¢ nadm zakazuje priamo zadanie, ani z = y = z = 1/3

nevedie k cielu. VSimnime si, Ze prava strana nezavisi od b (a vobec nie od z, y, z). To

nam nasepkéva, ze dobrym fahom by mohlo byt dosadenie y = 0. Skutocne, rovnost

nastava iba v pripade x = z = 1/2 pre lubovolné a, b, c. Pozrime sa teraz na rieSenie.
Ozna¢me zatvorky na Tavej strane dokazovanej nerovnosti

A =ax+ by + cz, B:§+y+z.
a c

S
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Zadanie hovori, Ze mame dokdzat AB < (a+c)?/(4ac). Pohrajme sa s vyrazom A+acB.
Doplnime to na zaciatku AG-nerovnostou a tpravami dostaneme

2\/A~acB§A—|—acB:(ax+by—i—cz)—|—(xc+ %y%—za) =

:(a—l—c)(x-l—z)-l—y(b—l—%) Z(a-l—c)(l—y)-l—y(b-l- %) =
b2+ac—ab—bc) _

b

:(a—l—c)—l-y(b—l—%—a—C):(a+c)+y(

:(a-{—c)-l—y(W) < (a+o).

Posledna nerovnost plati, pretoze zo zadania (0 < a < b < ¢) vieme, Ze b—a > 0 > b—c,

0 <y, 0<b, takze
%W) <o.

Ak sa teraz pozrieme na zaciatok a koniec naSich tprav, po umocneni a jednoduchej
uprave dostaneme, ¢o sme chceli dokdzat.

Pozndmka. Vitézslav Kala ukazal pekné zovSeobecnenie: Pre x1,29,...,2,, n = 2,
r1+axe+ - tax,=1lal0<a; <ay <---<a, plati

€T T Ty ap + an)?
(a1m1+a2x2+...+anxn)<_1+_2+...+_)ég.
a; Qs an, daqa,

SIESTA SERIA

6.1 Skusajme do zadanej rovnosti dosadzovat za x, y a z rozne ¢isla (to si mézeme
dovolit, nakolko rovnost plati pre ubovolné redlne ¢isla). Zamerajme sa najprv na vyraz
000 a snazme sa ur¢it jeho hodnotu. Po chvilke hrania sa dostaneme podla zadania pre
z=0,y=0az=0¢0
(000)¢(000)=04+0+(000) =020. (1)
Prez =0¢0,y=0¢0 a z =0 zasa dostaneme
((000)0(000))00=(000)+(000)+0=2-(000). (2)

Na druhej strane, podla (1) mame

((000)¢(000))o0=(000)c0=0+0+0=0. (3)
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Porovnanim (2) a (3) dostavame 2-(0¢0) = 0 a teda 0 © 0 = 0. Dokazované tvrdenie
uz teraz dostaneme pomerne priamociaro. Dosadenim x = 0, y = 0 a z = a do zadanej

rovnosti mame
a=0+04+a=(000)oa=00a (4)

a dosadenim = = 0, y = a a z = b konecne (s vyuzitim (4) v zaverecnej uprave)
a+b=0+a+b=(0ca)ob=acb.
Poznamka. Skusku, ¢i operacia x ¢y = x + y vyhovuje zadanej podmienke, v tomto
pripade nebolo potrebné urobit, nakolko tlohou nebolo najst bindrnu operaciu splia-

jucu zadania rovnost. Ulohou bolo iba dokézat nejaké tvrdenie, ¢o sa nam podarilo aj
bez skusky.

6.2 Pre n = 1,2,...,m vdaka nerovnosti medzi aritmetickym a kvadratickym
priemerom plati

takze mame
m 2 m m 2 m
Ay A A
) <4 242 =) -4 =, 1
S () =X (F) 1y 0
n=1 n=1 n=1 n=1
Odhadneme treti vyraz na pravej strane ostatnej nerovnosti. Kedze

—2a, A, = —(A2 — A2

n n—1

) —ap = —(A7 — A7),

n—1

ziskame odhad

B TIPS VB SR
- Ap— = — - - - 5
- " — n —~ n(n+1) m
teda aj
A - A?
9y g, < - n p
nzl nzl n(n+1) (2)
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a tak po uprave konecne

i(l_nil) <%)2§4iai. (3)

Zadana nerovnost uz priamo vyplyva z (3), pretoze pre n = 1 plati 1 —2/(n+1) =0
apren=2platil—2/(n+1) 2 1/3.
6.3 (Podla Frantiska Simancika.) Zadefinujme si relaciu ,=“ medzi dvoma retazcami
¢isel tak, ze pre dva retazce A, B plati A = B préave vtedy, ked maji oba rovnaky pocet
¢isel a po napisani jedného z nich pod druhy v opa¢nom poradi bude v kazdom stipci
prave jedna jednotka. Dalej nech AB znaéi refazec, ktory vznikne napisanim refazca B
za A. Zrejme plati, ze ak A= X a B =Y, potom aj AB = Y X (podobne aj pre viac
refazcov). Definujme retazec SF nasledovne:
1) ST je retazec pozostavajici z jediného &isla k;
2) SF (pre i = 2) vznikne z SF | tak, Ze kazdé ¢islo 2 v iom nahradime refazcom
Cisel 12...x.
Dokéazeme, ze S¢ = SP pre vietky prirodzené &isla a, b okrem pripadu a = b = 1.
Postupujeme matematickou indukciou podla suc¢tu a + b.
1° Ak a + b= 3 (najmensi pripad), potom Si je 1, S je 2, teda plati S5 = S?.
2° Predpokladajme, Ze pre n (n = 3) plati indukény predpoklad, teda Sg = S° pre
vSetky prirodzené ¢isla a, b, pre ktoré a+b = n. Zoberme Iubovolné priodzené ¢isla
a, b, pre ktoré a+b = n+1. Ak je jedno z nich 1 (bez ujmy na vSeobecnosti nech je
to a), tak Sl} =1aS8=023, teda Sl} = Sb. Teraz ak a > 1 aj b > 1, uvedomme
si jednu vec. Ked rozdelime retazec na dve Casti a tie budeme postupne rozvijat,
tak po spojeni tychto retazcov dostaneme retazec, ktory by sme dostali rozvijanim
povodného refazca. Dalej si uvedomme, Ze potom plati S¢ = S27152 | pre vSetky
xr 2 2, ¢ize aj pre x = b. Potom S} = Sg—lsg_l a podobne aj S% = Sb-1g0 .
Podla indukéného predpokladu

b—1 __ -1 _ b —1 — qob—1¢gb _— qb
Shl=g0 80 l=g60 | — grlge =50l —  Sp=SP

Tvrdenie teda plati aj pre stucet a +b =n + 1.

Tym sme dokazali, ze S¢ = S° pre vSetky dvojice prirodzenych &isel (a,b) okrem
(1,1). Dalej dokazeme, ze R, = S:S2 ;53 ,...S7. Opif pouzijeme matematicki
indukciu.

1° Lahko overime platnost tvrdenia pre n = 1,2, 3.

2° Predpokladajme, 7e R, = S1S2 53 ,...S7. Potom R,.1 je rozvinuty refa-

zec R, s na konci pridanym ¢islom n + 1. Alebo moze vzniknut aj tak, ze R,
nasekadme na casti, rozvinieme kazdu z nich, spojime ich a na koniec pridame ¢islo
n+1=57" ¢ize Ryy1 = St 18283 ... SRSyt

TakZe naozaj pre vSetky prirodzené ¢isla n sa R,, da pospajat z S-retazcov tak, ako
sme uz spomenuli. My viak uz vieme, ze S} = S7, 82, = Sy~ ..., preto R, = R,.
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6.4 (Podla Tomdsa Vidnu.) Po nakresleni dobrého obrazka dostaneme pocit, ze
spolo¢nym priesecnikom tychto troch priamok bude priesec¢nik priamky M R s kruznicou
opisanou trojuholniku ABC rézny od bodu M. Oznacme ho T. Vzhladom na kom-
plikovanost obrazku sa diskusii sotva vyhneme. Ako najrozumnejSie sa ukéze robit
ju vzhladom na polohu bodu 7. Predpokladajme najskor, ze T lezi na obluku LB

Obr. 72

neobsahujicom bod A (obr. 72). Kedze bod M je priese¢nik osi uhla a opisanej kruznice,
tak bude lezat v strede oblika AB a preto aj priamka MT bude osou uhla AT B.
Tento je zhodny s obvodovym uhlom ACB nad tou istou tetivou AB. Pri standardnom
oznaceni uhlov trojuholnika ABC teda |4 MT A| = v/2. Podla zadania je priamka RQ)
rovnobezna s BL, takze sihlasné uhly ARQ) a ABL sa rovnaju a plati |[< ARQ| = 3/2.
Podla zadania st AQ a AK kolmé, takze |[SRAQ| = 7/2 4+ «/2. V trojuholniku ARQ
plati [FAQR| = m — |[FARQ| — |[SRAQ| = v/2. Kedze |[SMTA| = |[<RTA| =~v/2 =
= |SRQA| abody T, Q zjavne leZia oba v tej istej polrovine vzhladom na priamku AB
(lebo |[FQAX| > |[IQRX]|), stvoruholnik ARTQ je tetivovy. Ozna¢me L priesecnik
priamky Q7 s kruznicou opisanou trojuholniku ABC. V stvoruholniku ART'Q sa uhly
nad tetivou RT zhoduju, plati | RQT| = |t RAT|. Navyse nad tetivou BT v pévodnej
kruznici plati [ BAT| = |4 BLeT|. Mame teda |[¢BLoT| = |SRQT| a to v spojeni
s tym, ze T, Ly a @ su kolinearne, implikuje rovnobeznost priamok RQ a BLgy. AvSak
priamka R() je rovnobezna aj s BL, ¢ize body L a Lj st totozné. Dokazali sme, ze aj
priamka L) prechiddza bodom T

Aby sa ndm to isté podarilo dokézat v situécii, ked bod T lezi na obliku LA,
pripadne, ked bod T lezi na obliku DA (kde D je prieseénikom polpriamky AQ
s kruznicou opisanou trojuholniku ABC'), musime postup obmenit. Vtedy totiz bod @
lezi na usecke DA, ¢ize vnutri kruznice. Dokaz tiez vyzerd trochu inak, ak sa bude T
nachédzat v hrani¢nych bodoch L, D, A.
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Nakolko je situdcia symetrickd, analogickym postupom dokazeme, ze aj priamka PK
prechadza bodom 7. Priamky PK, LQ a RM teda naozaj prechadzaji tym istym
bodom.

6.5 (Ciasto¢ne podla Tomdsa Vdriu.) Nech ay,as, ... ,a, spliaji podmienku rovnosti
zo zadania. Nasim ciefom je postupne vypocitat hodnoty ay,as, ... ,a,. Pretoze ag = 1
a lava strana v zadani je mensia ako 1, musi platit a;/a;41 <1prei=0,1,... ,n—1,
z Goho mame 1 =ap < a1 < ag < --- < an, teda a; =2 pre i =1,2,... ,n. Podmienku
zo zadania (agi1 — 1)ak—1 = ai(ax — 1) Sikovne prepiseme.

1
< ak—1 ( ) )
ar+1 —1 — ak(ak — 1)

< < 1 1 ) Af—1 Af—1
S k-1 i - )
Ap+1 — 1 ap — 1 Q. ap — 1 QA

ak—1 aj < Ok-1 (1)
Q. a;H_l—l:ak—l'

Ak séitame nerovnosti (1) pre k = i+ 1,74+ 2,...,n — 1, vela ¢lenov ndm vypadne
a dostaneme nerovnost

a; +CE¢+1+‘_.+ (p—1 < a; ,
iy1 Qg2 ap —1 7 aj41 —1

z ktorej vyuzitim a,_1/a, < a,—1/(a, — 1) dostaneme ostri nerovnost

07} +ai+1+.“+an—l< 07} .
Aiy1 Qg2 n, a;y1 — 1

(Tato nerovnost je mozné dokazat aj matematickou indukciou, ako to urobil Tomds
Vidria.) Z nej, pouzitim toho, Ze vSetky zlomky na pravej strane zadanej nerovnosti st
kladné, dostaneme postupne hladané celé ¢isla. Pre i = 0 mame

1 < 99 1

< <
a; — 100 a; — 1

100 199

1< SCL1<—<3 = a1 = 2.

Podobne pre dalsie hodnoty i = 2, 3,4 dostaneme jediné moznosti pre a;.

1 < 1 99 1 < 1 5
s — _ — — :> a =
as — ap \ 100 al as — 1 2 ’

1 1 99 1 1
_g_(____ﬂ)< = ag = 56,

1 _1/9 1 1
_§_<____ﬂ_%)< —  ay = 78400.
CL4—1

Ak by sme teraz rovnako chceli pokracovat, dostali by sme
T (T Y
as — aq \100 2 5 56 78400

¢o je nemozné. Lahko sa mozno presved¢it, ze pre (ag, a1, as, a3, aq) = (1,2, 5,56, 78400)
nastava rovnost v zadani a z postupu rieSenia vyplyva, Ze Ziadne iné rieSenie neexistuje.






Iné korespondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre studentov zakladnych aj strednych skél pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovsetkym
korespondencéné seminare. Tieto stfaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zékladné
¢rty maju spolo¢né. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvic¢sa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
RieSenia sttaziaci vypracovavaji rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaji na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych diioch az tyzdnioch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieseniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktseni rieSitelia zvi¢Sa nemusia riesit tie najzlozitejSie priklady, aby aj oni mali
Sancu ovplyvnif poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti sifaze su priblizne
tridsiati najaspesnejsi rieSitelia pozyvani na tyzdiiové sustredenie, Gcast na ktorom
byva ¢asto najsilnejSou motivaciou na rieSenie tloh. Nie je ale moZzné nespomentit, Ze
takyto pravidelny tréning sa odréaza aj na vysledkoch dosahovanych v MO, a ze drviva

.....

do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené koresponden¢né seminare (KS) st uréené predovsetkym Studentom
strednych $§kol, svojim zaberom pokryvaju tizemie celého Slovenska a casto maja aj
riesitelov z Ceskej republiky. Je vsak mozné, Ze vo svojom okoli ndjdete aj mensie
sutaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v minulom ro¢niku spojenim Bratislavského a Stredoslovenského ko-
reSpondenc¢ného matematického seminara (BKMS a SKMS), ktoré este v 51. ro¢niku
MO prebiehali samostatne. Organizovany je studentmi FMFI UK v Bratislave.

KMS ma tri kategérie. Zac¢inajicim a mladsim rieSitelom je urcena kategéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategdrii umoziiuje bojovat o miesta
na sustredeni aj nesktisenym sStudentom, ktori by v prili§ silnej konkurencii stracali
motivaciu. Od tohto ro¢nika pribudol ako kategéria GAMA seminar SK MO, ktorému
je venovana predchadzajuca kapitola.

KMS

OATC KAGDM FMFI UK
Mlynské dolina

842 48 Bratislava

e-mail: kms@kms.sk
URL: http://kms.sk
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SutaZ talentovanych riesitelov oblubujtcich matematiku — STROM

Korespondenény seminar STROM je organizovany z PF UPJS v Kosiciach skupinou
ladiiu mé na vychodnom Slovensku. Je pokracovatelom najstarsieho korespondenéného
seminéra v byvalom Ceskoslovensku. V poslednych rokoch ho pomahali organizovat
najméi Studenti FMFI UK pochadzajici z vychodného Slovenska. Po vzniku KMS sa
STROM opiit snazi vybudovat zédkladiiu organizatorov na pode UPJS.

STROM

PF UPJS
Jesennd 5
041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
URL: http://www.strom.sk

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajucich KS, je KSP stutazou v programovani. VSetky jeho
sutazné ulohy su, podobne ako na IOI, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov FMFI UK v Bratislave, ktori maja zaroven na starosti vsetky
ostatné siutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Sustredenia byvaji na jar
a na jesen.

KSP

KVI FMFI UK

Mlynské Dolina

842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk

URL: http://www.ksp.sk

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie tloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne si
zadania a pravidla najst na internete.



doc. RNDr. Vojtech Bélint, CSc. — Mgr. Michal Forisek
RNDr. Karel Hordk, CSc. — Mgr. Vladimir Koutny
Jan Mazak — Mgr. Peter Novotny
Ulohové komisia MO

Pitfdesiatytreti ro¢nik
Matematickej olympiady
na strednych skolach

Sadzbu programom ApMS-TEX a IATRX pripravili RNDr. Karel Hordk, CSc.,
Mgr. Vladimir Koutny a Mgr. Peter Novotny

Zostavil: Mgr. Vladimir Koutny

Recenzoval: doc. RNDr. Vojtech Bélint, CSc.
Graficka uprava obalky: Mgr. Vladimir Koutny
Vydal: Iuventa, Bratislava, 2005

Néklad: 500 ks

ISBN 80-8072—-038-X






