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O priebehu 55. ro¢nika matematickej olympiady

Matematicka olympidda (MO) je najstarsia a najmasovejsia postupova intelektualna
sutaz ziakov zdkladnych a strednych skoél v SR. Matematickii olympiadu vyhlasuje
Ministerstvo skolstva Slovenskej republiky (MS SR) v spolupraci s Jednotou slovenskych
matematikov a fyzikov (JSMF). V skolskom roku 2005/2006 sa uskutoc¢nil uz 55. ro¢énik
MO.

Sutaz riadila Slovenska komisia matematickej olympiady (SK MO) a zacala pracovat
v nasledovnom zlozeni:

Doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc., F-PEDaS ZU Zilina, predseda

RNDr. Oliver Ralik, FPV UKF Nitra, podpredseda A

RNDr. Andrej Blaho, FMFI UK Bratislava, podpredseda P, od 1. 3.2006 predseda OI
RNDr. Monika Dillingerova, PhD., FMFI UK Bratislava, podpredseda Z

Doc. RNDr. Gabriela Andrejkovd, CSc., PF UPJS Kosice, od 1. 3. 2006 podpredseda OI
Mgr. Michal Forisek, FMFI UK Bratislava

Prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc., FPV UKF Nitra

Mgr. Viadimir Koutny, FMFI UK Bratislava

Juliana Lipkovd, studentka FMFI UK Bratislava

Jan Mazak, student FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. Bozena Mihalikovd, CSc., PF UPJS Kosice

Mgr. Peter Novotny, FMFI UK Zilina

Mgr. Anna Pobeskovd, Nitra

Mgr. Martin Potocny, Student FMFI UK Bratislava

Doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., FMFI UK Bratislava

Mgr. Ivona Slobodovd, IUVENTA Bratislava

Mgr. Milan Demko, PhD., FHPV PU Presov, predseda KKMO PO

RNDr. Zuzana Frkovd, Gymnéazium Grosslingova Bratislava, predseda KKMO BA
Doc. RNDr. Maria Luckd, CSc., PF TU Trnava, predseda KKMO TT

RNDr. Tomds Madaras, PhD., PF UPJS Kosice, predseda KKMO KE

Doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc., F-PEDaS ZU Zilina, predseda KKMO ZA
RNDr. Eva Oravcovd, Gymnazium J. G. T. Banska Bystrica, predseda KKMO BB
RNDr. Sona Pavlikovd, CSc., TU Trencin, predseda KKMO TN

Prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc., FPV UKF Nitra, predseda KKMO NR

Pravidelni a najm3 starsi citatelia Rocenky MO si asi vSimli, Ze na zozname SK MO
chyba meno prof. RNDr. Jozef Moravéik, CSc. Bohuzial, pan profesor nas 22.9.2005
navzdy opustil. Jeho obrovsktl pracu pre MO si pripomenieme na inom mieste tejto
Rocenky.

*

Uz pocas predoslého obdobia sa zacali prace na osamostatneni kategoérie P ako
samostatnej sutaze v informatike. Boli teda vypracované organizacné poriadky dvoch
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sutazi: Matematickej olympiady (MO), ktora zahriiuje povodné kategérie A, B, C pre
stredné skoly a kategdrie Z4 — Z9 pre zakladné skoly, a Olympiady v informatike (OI),
ktora zahrnuje povodna kategériu P. Organizacné poriadky MO aj OI boli oficidlne
zaregistrované na MS SR 1. marca 2006, takze od $kolského roku 2006/2007 obe stitaze
funguji samostatne. Z finanéného aj organiza¢ného hladiska sme vSak 55. ro¢nik ab-
solvovali spolo¢ne. Vzhladom na silne neprazdny prienik uc¢astnikov MO a OI buda
tieto sutaze velmi tizko spolupracovaf, pri¢om najvic¢Sou prioritou bude zabezpecit
prazdny prienik terminov, teda aby Ziaci sa mohli zuc¢astnit oboch tychto siutazi. Pod
skratkou MO sa v8ak stale skryva najstarsia stfaz tohto typu u nés, ktora v dosledku
snahy velkého mnoZstva naSich vyznaénych predchodcov o ¢o najlepSie vysledky sa
rozrastla na striktni viackolovt sttaz s mnozstvom kategorii Z4, Z5, 76, 77, 7.8, 79 pre
zékladné skoly a C, B, A pre stredné skoly. Vznik tych kategdrii bol postupny a ucelom
zavedenia kategdrii pre stale mladsich ziakov bolo podchytit talenty v ¢o najmladSom
veku (a obmedzif tak ich tnik do inych satazi). Vrcholnou sitazou v tejto oblasti
je Medzindrodna matematicka olympiada (IMO), z ktorej nasi ziaci pravidelne vozia
medaily. V skolskom roku 2005/2006 sa pod skratkou MO ako kategéria P skryvala aj
samostatnad Olympidda v informatike, ktorej vrcholom je Medzindrodné informaticka
olympidda (IOI). Aj ked tymto stfaziam st venované samostatné kapitoly v tejto
Rocenke, spomerime tu aspor tolko, ze na 47. IMO v Slovinsku ziskala Sestica naSich
ziakov jednu zlat, dve strieborné a tri bronzové medaily a Stvorica nasich ziakov na
18. IOI v Mexiku ziskala tri strieborné medaily. Za vSetky ¢isla v tejto chvili uz len tolko,
ze Stvorice ziakov SR na doterajsich strnastich I0I od vzniku SR ziskali 53 medaili z 56
moznych a Sestice nasich ziakov na doterajSich Strnastich IMO od vzniku SR ziskali
64 medaili z 84 moznych.

Organizacné Strukttra MO sa nezmenila a podarilo sa uskutoé¢nit vSetky planované
akcie, ale ani v tomto ro¢niku sa nepodarilo zabranit niektorym terminovym kolizidm.
Zasadny vyznam pri tejto sutazi ma tvorba uloh. V tejto oblasti stale udrzujeme
vybornii a obojstranne prospesnu spolupracu s c¢eskymi kolegami, v désledku toho
vSak mame spolo¢né terminy sutazi. My ich spolocne naplénujeme daleko dopredu
(aj dva roky), ale MS SR déva terminy maturit relativne neskoro. Vdaka obojstranne;
ustretovosti sme vSak s ¢eskymi priatelmi doteraz vzdy dokazali kolizie vyriesit.

K tvorbe tloh este tolko, ze SK MO prijima aj nekonstruktivnu kritiku, ale matema-
tickej olympiade to vela nepomédze — tilohové komisie robia, ¢o vedia. Navyse, vSetky
hodnotenia si vzdy subjektivne — aj nase. Keby kritizujtci pripojil aj niekolko peknych
roznych linkdch, ale bohuzial, vyzva sa nestretdva s pochopenim. Prejavime svoj ne-
zlomny optimizmus (ved ina¢ by sme pri MO neboli) a dafame, Ze teraz to bude iné.

Par slov o sponzoringu, o ktory som za uplynulé roky ako predseda SKMO
niekolkokrat prosil. Z oslovenych 47 velmi bohatych firiem, z ktorych mnohé vykazuju
roény zisk vySe miliardy, nebola ochotné prispiet ani jedna, pri¢om len tri si dali
nédmahu aspon napisat nie¢o v tom zmysle, Ze , ... naSe sponzorské aktivity su
upriamené inym smerom ... “. Iste, ved MO je len intelektualna stataz a ako taka
nie je medidlne zaujimava. Na druhej strane je pravda, ze napr. firma CASIO oslovila
nas (prostrednictvom Dr. Lilly Korernovej) a uz niekolkokrat poskytla hodnotné ceny
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najlepsim na celostatnom kole MO a dala vyrobit pre nase IMO-druzstvo reprezentacné
trické; dalej je pravda, ze aj firma Wolfram Research, ktora zastupuje ELKAN Praha
(Ing. Véaclav Zak), venovala ¢lenom IMO-teamu velmi hodnotné ceny a chce v tom
pokracovat. Aj touto cestou im dakujem. A podakovanie SK MO patri vSetkym, ktori
prispeli k cenovému fondu celostatneho kola, lebo ten sa riadi starsimi predpismi a nie
je dostojny sutaze takej kvality.

Ohladne finanéného zaopatrenia MO povazujem za potrebné uviest este nasledovné.
Zaciatkom septembra 2006 MS SR kratilo rozpodet o 10%. Organizatori Korespon-
den¢ného matematického seminara (KMS) sa okamzite zriekli odmien (a spolu s nimi
predseda SK MO ihned zrusil zaslizené odmeny aj mnohym dalsim), aby bolo mozné
realizovat napldanované akcie, najms ststredenia riesitelov. MS SR vsak o mesiac pre-
hodnotilo kratenie penazi a tych 10 % do rozpoc¢tu vratilo, takze bolo mozné realizovat
aj nejaké odmeny. Nijako to vSak neznizuje hodnotu postoja a okamzitej reakcie orga-
nizatorov KMS a patri im za to obdiv.

K finanénému zabezpeceniu MO este patri, Ze autorovi tychto riadkov sa podarilo
ziskat grant APVV, ktory by po dobu troch rokov mal v nemalej miere pokryt naklady
KMS.

V 55. ro¢éniku MO sa objavila jedna nova akcia. Spole¢nost Otakara Borivky us-
poriadala a finanéne zabezpedila tréningové sustredenie IMO-druzstva CR v mestecku
Hluk pri Uherskom Hradisti a na toto ststredenie pozvala aj IMO-druzstvo SR, ktorému
financovala ucast. Tato akcia ma byt organizovana kazdorocne, nie je reciprokd, a nam
neostava iné, ako uprimne nasim ¢eskym kolegom podakovat za velkorysost.

Ako lakadlo a zvySenie motivacie najmé pre mladsich ziakov pridavam nasledovnua
informaciu. Na IMO v Slovinsku zvolali Rakusania poradu stredoeurépskych krajin,
kde navrhli usporiadanie Stredoeurdépskej matematickej olympiady (MEMO). Konala
by sa obvykle v septembri a z(castnit by sa mohli Ziaci, ktori eSte neboli na IMO.
V &ase pisania tychto riadkov uz méme pisomny prisfub ministra gkolstva, ze MS SR
urobi vSetko pre to, aby sa nasi ziaci mohli tejto sitaze zucastnit.

*

Celostatne kolo MO (CKMO) v kategdriach A aj P usporiadala KK MO Nitra, ktore;
predsedom je prof. RNDr. Ondrej Sedivy, CSc. a ktorému velmi vyrazne poméahali
najmé prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc. a RNDr. Oliver Ralik. K tspesnému priebehu
vyrazne prispela aj Mgr. Ivona Slobodova z IUVENTY. V mene SKMO vsetkym
za odvedenu pracu dakujem. Po CK MO sa v oboch kategdridch A aj P uskutoénili
velmi naro¢né vyberové sustredenia, po ktorych vznikli reprezenta¢né druzstva. Tieto
potom absolvovali v rdmci pripravy na 47. IMO, 18. IOI a 13. CEOI aj tréningové
stistredenia a uz tradi¢né sttazné trojstretnutie CR-Polsko-SR. Viac o tychto akciach
a tiez o korespondencnych seminaroch najde zaujemca v samostatnych kapitolach tejto
Rocenky. Uz teraz vsak uvedme asponi niektoré z mnohych zaujimavych internetovych
stranok:

http://matematika.webpark.sk — archiv zadani, poradi a rieseni MO,
http://pppnnn.webpark.sk/mo.htm — aktuilne dokumenty, najms pre Zilinsky kraj,
http: //www.iuventa.sk — stranka IUVENTY,
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http://ksp.sk/mop — aktuélne informacie a archiv pre kategdriu P,
http://kms.sk/mo — informécie o MO na strankach koresponden¢éného seminéra,
http://imo2006.dfma.si — stranka 47. IMO v Slovinsku.

Pretoze Rocenka je len o celo$tatnych akciach, nie je mozné explicitne spomentt
vSetkych, ktori sa na praci v MO podielaju na skolach, v oblastiach a krajoch. Bez nich
by to vSak neslo. Dovolim si im teda aspon touto cestou podakovat.

Vojtech Balint, predseda SK MO



Spomienka na prof. RNDr. Jozefa Moravcika, CSc.

Narodil sa 16. februéra 1934 v Piestanoch, kde na gymndaziu v juni 1953 maturoval.
Vysokoskolské studium absolvoval s vyznamenanim v roku 1958 na PF UK v Bratislave.
V roku 1958 nastupil ako asistent na katedru matematiky PFUK v Bratislave, od
oktébra 1962 bol odbornym asistentom katedry matematiky a deskriptivnej geome-
trie fakulty strojnickej a elektrotechnickej VSD (dnesna ZU) v Ziline. Neskor sa stal
prorektorom VSD.

Vedeckt hodnost CSc. obhéjil v roku 1965 v odbore matematické analyza. V septem-
bri 1970 predlozil na PF UK v Bratislave habilita¢nta pracu ,, Aplikacie tedrie ekvivalen-
cie linearnych diferencidlnych rovnic obycajnych n-tého radu“. Na zaklade uspesnej
obhajoby, ktordt mu vsak umoznili az v januari 1974, bol od 1.1. 1975 menovany
docentom matematiky. Profesorom matematiky sa stal v septembri 1980. V domacich
i zahrani¢nych vedeckych c¢asopisoch a zbornikoch publikoval 26 vedeckych prac. Bol
autorom resp. spoluautorom dvoch vysokoskolskych ucebnic a 6smich vysokoskolskych
skript.

Jeho préaca bola velmi vSestrannd: spolu s RNDr. Ladislavom Bergerom, Dr.h. c.
Zilinskej univerzity, bol zakladatelom konferencii slovenskych matematikov, ktoré sa
od roku 1969 konaju v Jasnej pod Chopkom; esSte ako externy aspirant roku 1964
na katedre zalozil a potom dlhé roky viedol vedecky seminar z diferenciadlnych rovnic
obyc¢ajnych; niekolko rokov robil recenzie pre Mathematical Reviews; bol vykonnym
redaktorom fyzikalno-matematickej série zbornika Prace a $ttdie VSD, neskor élenom
redakénej rady éasopisu Studies of the University of Zilina, Mathematical series, na
ktoré sa Prace a sttdie VSD transformovali; bol ¢lenom niekolkych vedeckych rad.

Nemal cast svojej tvorivej energie venoval praci s talentami v rdmci MO, pri ktorej
bol prakticky od jej vzniku (v roku 1951 ako Student), neskor aj vo funkcii predsedu
UVMO. Bol zakladatelom korespondenéného seminara v CSR. Na medzindrodnych
matematickych olympiddach v rokoch 1968 — 1992 reprezentoval Ceskoslovensko sestkrat
ako veduci delegécie a sedemkrat ako pedagogicky veduci druzstva. Jeho pestra ¢innost
v MO bola ocenené niekolkymi vyznamenaniami, z ktorych tu spomerime mali medailu
sv. Gorazda z roku 2001 pri prilezitosti 50. vyrocia vzniku MO. K aktivnej ¢innosti
v MO priviedol velmi vela Tudi a vstepil do nich korektny a zodpovedny pristup k praci
s talentovanou mladezou. V. MO pracoval do poslednych chvil. Este na jar roku 2005
dodal niekolko velmi peknych, origindlnych tloh a mal prichystané dalsie. Bohuzial,
tie sa uz nedozvieme, lebo 22.septembra 2005 nas pan profesor Moravcik, cestny
¢len JSMF, navzdy opustil. Praca v Matematickej olympidde je vSak jeho krasnym
pomnikom.

Zostéva nam len podakovat prof. RNDr. Jozefovi Moravéikovi, CSc. za vsetko, ¢o
pre rozvoj matematiky urobil.

Cest jeho pamiatke!

Vojtech Balint
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Peter PERESINI
Daniel BUNDALA
Matus FEDAK
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Jan MIKULAS
Peter HERMAN

Vladimir BOZA
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Martin KRALIK
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Slavomir TAKAC
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Jozef JIRASEK
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Marcel DURIS
Peter HRINCAR
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Andrej PANCIK
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Peter NIKODEM
Ivan BUSTOR
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4 G Tajovského, B. Bystrica
4 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Stard Lubovna
4 G Jura Hronca, Bratislava
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3 G Jura Hronca, Bratislava

Dalsi tispesni riesitelia

2 G D. Tatarku, Poprad

3 G Jura Hronca, Bratislava
4 G Halic¢ska, Lucenec

4 G Grosslingova, Bratislava
2 G Grosslingova, Bratislava
4 G Nové Zamky

4 G Grosslingova, Bratislava
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3 G Jura Hronca, Bratislava

Ol — 00 © O

WO JO WwWw-NOo

SO WK WNOHFH OO WU O

0 =J G0 GO Co QO

T © O J 00 3

NN WOITWWIUITOo WH & NO

10 13

10

10

—_
T © 00 O © N

(=2 o) NI ev RN @)

N

L Ot = Oy 00O Ut Ut SN OO O

= R R O Ot

= Ot Ot Ot |

SN Ot Ot O 00 ©

O WWHR O KR OO WwWWrEFO

54
46
36
35
33
31

29
29
28
28
27
25
24

23
22
21
20
20
19
16
14
14
11
11



Vysledky krajskych kol

Z prislusného kraja a v prislusnej kategorii A, B, C, P a Z9 st uvedeni vsetci, resp.
aspon prvych 10 tspesnych riesitelov. Gymnéazia so zameranim na matematiku, Studijny
odbor 01, su tieto:

Gymnazium Grosslingova, Bratislava,
Gymnazium Parovska, Nitra,

Gymnézium Velka okruzna, Zilina,

Gymnazium J. G. Tajovského, Banska Bystrica,
Gymnéazium Alejova, Kosice,

Gymnézium Postova, Kosice.

Kraj Bratislava

KATEGORIA A

1. Marcela HRDA 4 Gymnézium Jura Hronca

2. Alena KOSINAROVA 2 Gymnéazium Grosslingova

Jozef MINAR 4 Gymnézium Grosslingova

4. Andrej BORSUK 4 Gymnazium Grosslingova

5. Michal MAJEK 4 Gymnazium Grosslingova
Michal SZABADOS 3 SpMNDaG Skalicka

7. Samuel HAPAK 2 Gymnézium Grosslingova

Lubomir NOVAK 4 Gymnézium Jura Hronca

9. Michal KOVAC 4 Gymnézium Grosslingova

10. Jakub IMRISKA 4 Gymnézium Jura Hronca

KATEGORIA B

1. Samuel HAPAK Gymnazium Grosslingova
Méria STAROVSKA Gymnazium Grosslingova
3. Lucia SIMANOVA Gymnazium Grosslingova
4. Tomas KOCISKY Gymnézium Grosslingova
Katarina POKORNA Gymnéazium Grosslingova
Andrej RIDZIK Gymnazium Grosslingova

7. Matas KUKAN Gymnazium Grosslingova
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Lenka MATEJOVICOVA
Katarina BURJANOVA

Peter KOSTOLANYT

Peter CSIBA

Tomés KABINA
Michal SPISIAK
Jakub UHRIK

Michal HAJDIN

Pavol RADIC

Matej SIMLOVIC
Emil HAAS

Igor KOSSACZKY
Natalia KARASKOVA

. Martin HURBAN

Natélia KARASKOVA
Jozef KOVAC

Jan SAUSA

Bruno CUC

Juraj HASIK

Jozef FRANZEN
Tomés BELAN

. Hana HOZZANKOVA

Michal KOTVAN

Daniel BUNDALA
Andrej BORSUK
Peter HERMAN
Adam OKRUHLICA
Martin GOTTWEIS
Martin KRALIK
Samuel HAPAK
Ladislav RAMPASEK

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca

KATEGORIA C

SpMNDaG Skalicka

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Jura Hronca
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova

KATEGORIA Z9

Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
ZS Karloveska,
Gymnazium Grosslingova
Gymnazium Grosslingova
ZS Bieloruska
SpMNDaG Skalicka
Gymnazium Jura Hronca
Gymnéazium Jura Hronca

KATEGORIA P

4 Gymnéazium Jura Hronca
4 Gymnézium Grosslingova
3 Gymnéazium Jura Hronca
3 Gymnézium Jura Hronca
4 Gymnéazium Jura Hronca
4 Gymnézium Grosslingova
2 Gymnéazium Grosslingova
3 Gymnézium Jura Hronca

15
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Katarina SKROVINOVA
Kristian KACZ

Slavomir TAKAC

Stefan SAKALIK
Miroslav HOTAK

Péter SZEPE

. David PSZOTA

Andrias VARGA

Martin MELICHERCIK
Dusan SVANCARA
Veronika DVORANOVA
Gergé EDES

Peter KORCSOK
Andras MATYAS
Gergely NEMETH

Géza OLLOS

Baldzs DINGA
Dévid LAMI
Balint PASZTOR
Istvan PARASZTI
Beiata TOTHOVA

. Attila HEGEDUS

Klaudia KURUCOVA
Adam BABINEC
Rébert IVAN

Andris KABAI

Marek JAKAB
Lukis KOTRY

. Ivana TONHAUSEROVA

Kraj Nitra

KATEGORIA A

4 Gymnazium Parovska, Nitra
4 Gymnazium H. Selyeho, Komarno
4 Gymnézium Nové Zamky

3 Gymnazium Parovska, Nitra
4 Gymnazium A. Vrabla, Levice
4 Gymnazium H. Selyeho, Komarno

KATEGORIA B

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnazium Golianova, Nitra
Gymnéazium Surany

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnéazium Sahy

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno

KATEGORIA C

Gymnazium Marianum, Koméarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnéazium Sahy

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnéazium Sahy

Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnézium L. J. Suleka, Komérno
Gymnézium Nové Zamky
Gymnazium H. Selyeho, Komarno
Gymnazium H. Selyeho, Komarno

KATEGORIA Z9

ZS Velky Dur
Gymnazium Parovska, Nitra
Gymnézium Péarovska, Nitra
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Juraj KORCEK
Michaela DURICOVA
Orsolya KUSTYAN
Marton FEKETE

. Kristina VACLAVOVA

Marianna GODISOVA
Dévid REDLI
Michal DIBUS

Slavomir TAKAC

. Istvan ESTELYI

Istvan SZENTANDRASI

. Tomas BZDUSEK

Sandor PALDY
Tomés FEKETE

. Matts REHAK

Tibor HORVATH
Peter BODO

Klara HIDEGHETY
Adam LIPPAI
Lukss HANZLICEK
Michaela PISNA
Filip KOZAK

. Luk4ds KONECNY

Lukas KUNERT

Erik BOHONY

Veronika HORVATHOVA
Katarina MOSNA

Peter VANKO

Gymnazium A. Vrabla, Levice
ZS Skolska, Levice

ZS Cicov

ZS Eo6tvosa, Komarno

ZS P.Pézmanya, Sala

ZS sv. Ladislava, Topol¢any
ZS Skolska, Levice
Gymnéazium Surany

KATEGORIA P

4 Gymnazium Nové Zamky

Kraj Trnava

KATEGORIA A

4 Gymnéazium Z.Kodalya, Galanta

4 Gymnézium Z.Kodalya, Galanta

3 Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
3 Gymnézium Z. Kodalya, Galanta

3 Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
3 Gymnézium Skalica

KATEGORIA B

Gymnézium A.Vambéryho, D. Streda
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnézium I. Madéacha, Samorin
Gymnézium A.Vambéryho, D. Streda
Gymnazium L. Novomeského, Senica
Gymnazium Hlohovec

Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
Gymnézium A. Vambéryho, D. Streda
Gymnéazium Velky Meder

Gymnazium Hlohovec

Gymnézium P.de Coubertina, Piestany
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KATEGORIA C

Jan MIKLAS Gymnéazium P.de Coubertina, Piestany

Jan BOROVSKY Gymnézium sv. Michala Archanjela, Piestany
. Albert HERENCSAR Gymnazium Z. Kodalya, Galanta

Lészlé OLLOS Gymnézium A.Vambéryho, D. Streda

KATEGORIA Z9

Lukas CADER Gymnazium Hlohovec
Martin DOVICIC ZS Katlovce
Terézia THOMOVA 7S Brezova, Piestany
Lenka SISKOVA 7S Brezové, Piestany

. Lukas CINTULA ZS Borsky Mikulas
Baldzs PONGRACZ ZS Holice
Zoltan FABIK ZS B.Bartdka, Velky Meder
Pavol LOPATKA ZS Chtelnica
Gabor MOLNAR ZS B.Bartéka, Velky Meder
Rébert ADAMCIK ZS J.Fandlyho, Sered
Méria MACANKOVA ZS Gbely
Adam NIZNAN Gymnézium A.Merici, Trnava
Juraj TOMASOVIC ZS Skolska, Vrbové
Tomas VAGOVIC ZS Kéatlovce

V kategdrii P nikto neziskal dostato¢ny pocet bodov na to, aby sa stal ispesnym rieSitelom.

N

Kraj Trencin

KATEGORIA A

. Peter ZAMECNIK 4 Gymnézium M. R. Stefdnika, N. Mesto n/V.
KATEGORIA B
. Lucia KOVALCIKOVA Gymnazium Béanovce nad Bebravou
Marian SAGAT Gymnézium Povazska Bystrica
Martin BUTORA Gymnazium Dubnica nad Vahom
Jozef JAKUBIK Gymnazium Partizanske

Branislav JESENSKY Gymnazium Dubnica nad Vahom
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KATEGORIA C

1. Michal HOJCKA Gymnazium Partizanske

KATEGORIA Z9

1. Marika WERNEROVA ZS Stiarova, Nové Mesto nad Vahom
Kamila DOBROTKOVA ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou

3. Jakub KOKES ZS Novomeského, Trenéin
Lenka BACINSKA ZS Skolska, Povazska Bystrica

5. Ivana MATECKOVA ZS Duklianska, Banovce nad Bebravou
Viktor GREGOR ZS Slov. partizanov, Povazska Bystrica
Jakub KONECNY ZS J.Krala, Nova Dubnica

8. Marian DUDA 7S Hodzova, Trencin
Ivana MIKLANKOVA ZS Sttarova, Nové Mesto nad Vahom
Jakub CHALMOVIANSKY ZS Rastislavova, Prievidza
Marian HUDEC ZS Mladeznicka, Ptchov

V kategorii P nikto neziskal dostato¢ény pocet bodov na to, aby sa stal ispesnym riesitelom.

Kraj Zilina

KATEGORIA A

1. Jaroslav KNEBL 4 Gymnazium A. Bernoldka, Namestovo

2. Jozef JANOSIK 4 Gymnézium Varsavska, Zilina

3. Alena BACHRATA 4 Gymnézium Velka okruzna, Zilina

4. Lenka TROJAKOVA 4 Gymnézium Velks okruzna, Zilina

KATEGORIA B

1. Lukas KEKELY Gymnéazium Varsavska, Zilina

2. Miroslav MAJERCIK Gymnazium Sucany
Tom4as MATULA Gymnéazium Velk4 okruznd, Zilina

4. Magda JANUROVA Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina

5. Rébert DUREC Gymnéazium Varsavska, Zilina

6. Filip KUBINA Gymnazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin
Peter MARKO Gymnazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin

Pavol OTTO Gymnézium sv. Frantiska z Assisi, Zilina
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Lijun WU

Jakub HRABOVSKY
Matej MELO

Andrej DADAJ

Peter HMIRA

Tomas RIZMAN
Gabriela BAJDICHOVA
Martin CERNAN
Michal TORMA

Jana KUNDRIKOVA

. Ondrej SEDO

Jaroslav BARICAK
Tomas JANOSIK
Mojmir MAJDIS
Matej NOGA
Zuzana ROSTAKOVA
LCubomir JAGOS
Michal OKAL
Jarmila OSLEJOVA
Juraj STRELEC
Michal JANACIK
Filip SLADEK

Gymnézium M. Hattalu, Trstena

KATEGORIA C

Gymnéazium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnéazium sv. Frantiska z Assisi, Zilina
Gymnéazium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Var$avska, Zilina
Gymnazium P. O. Hviezdoslava, D. Kubin
Gymnéazium Velk4 okruznd, Zilina
Gymnazium Sucany

Gymnézium Velk4 okruzna, Zilina
Gymnézium Velk4 okruznd, Zilina

KATEGORIA Z9

ZS Osc¢adnica

ZS Limbova, Zilina

ZS Radlinského, D. Kubin

ZS Skolska, Turéianske Teplice
Gymnazium M. M. Hodzu, Lipt. Mikulas
ZS Limbova, Zilina

ZS Bernolakova, Martin

7S Martinska, Zilina

7S Karpatska, Zilina

ZS Clementisova, Kysucké Nové Mesto
Gymnézium A.Bernoldka, Namestovo

Kraj Banska Bystrica

Ondrej BUDAC
Michal TAKACS

. Peter PERESINI

Jin MIKULAS
Ondrej MIKULAS
Michal SUDOLSKY

KATEGORIA A

4 Gymnézium B. S. Timravy, Lucenec
4 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium B.S. Timravy, Lucenec
3 Gymnazium B.S. Timravy, Luc¢enec
3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica
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Jakub UKROP
Filip STEFANAK

. Katarina TUREKOVA

Julia FARKASOVA
Peter SIPOS

Katarina ZUBNAROVA
Matej PEKAR

Ondrej PERESINI
Zuzana RENDLOVA

Peter SLUKA

Matej POLIAK

Toméas SZANISZLO
Veronika HORVATHOVA
Pavel KUDIVANI
Maridn NOCIAR
Adrian LIDAY

Michal MATUSOV
Katarina MINDASOVA
Lenka LIETAVCOVA
Zosia ORAVCOVA
Daniela SARVASOVA
Maro$ STERBA

. Jozef GANDZALA

Alexander LORINC
Martin PITONAK
Katarina CHOVANCOVA
Michaela KORBELOVA
Eva SZABOVA

Martin UKROP

Michal ZIMAN

Dominika MOTYKOVA

. Erika HORVATHOVA

Renata MEDEOVA
Dominika ROSKOVA

4 Gymnézium L. Stara, Zvolen

3 Gymnézium J. G. Tajovského, B. Bystrica

KATEGORIA B

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium Filakovo

Gymnazium Filakovo

Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium S. Moysesa, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnézium A.Kmeta, Banska Stiavnica

KATEGORIA C

Gymnézium L. Stira, Zvolen
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnéazium J. Kollara, Ziar nad Hronom
Gymnéazium A. Sladkovic¢a, Krupina
Gymnazium B.S. Timravy, Lucenec
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica
Gymnazium B.S. Timravy, Luc¢enec
Gymnézium Detva

KATEGORIA Z9

ZS Hrnéiarska, Zvolen

ZS Golianova, B. Bystrica

ZS Hrnéiarska, Zvolen

ZS Lom nad Rimavicou

ZS Moskovska, B. Bystrica

ZS Jelsava

ZS P. Jilemnického, Zvolen
Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec
ZS sv. Alzbety, Nova Baiia

ZS Jelsava

ZS Mladeznicka, Filakovo

ZS M. R. Stefanika, Ziar nad Hronom

21
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Patrik ZILKA

Peter PERESINI
Ondrej BUDAC
Michal SUDOLSKY
Ondrej MIKULAS
Andrej PANCIK

Peter BERTA
Vladislav UTHAZI
Tomas RUSIN

Jakub BERAN
Rastislav OLHAVA
Peter KOBAN
Alexander TILL
Frantisek HASKO
Martin BLICHA
Zuzana MOLNAROVA

Vladislav UJTHAZI
Toméas KOCAK

Richard DUBIEL
Katarina POVOLNA
Gabriela VOZARIKOVA
Jarosla BOHMER
Vladimir NOVAK
Marek OLOS

Adridna SZILAGYIOVA
Tomas KUBAK

Miroslav LISCINSKY
D4avid VENDEL

ZS nam. A.H. Skultétyho, Velky Krtis

KATEGORIA P

4 Gymnazium Tajovského, B. Bystrica
4 Gymnazium Hali¢ska, Lucenec
3 Gymnézium Tajovského, B. Bystrica
3 Gymnézium Halicska, Lucenec
3 Gymnézium Tajovského, B. Bystrica

Kraj Kosice

KATEGORIA A

3 Gymnéazium Velké KapuSany
2 Gymnazium P.J. Safarika, Roziava
3 Gymnézium Alejova, Kosice
4 Gymnazium Alejova, Kosice
4 Gymnéazium Alejova, Kosice
4 Gymnazium Alejova, Kosice
3 Gymnéazium Postova, Kosice
4 Gymnazium Postova, Kosice
3 Gymnéazium Alejova, Kosice
4 Gymnazium Alejova, Kosice

KATEGORIA B

Gymnézium P. J. Safarika, Roziava
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnézium Postova, Kosice
Gymnézium Skolska, Spisska Nova Ves
Gymnazium Postova, Kosice
Gymnézium Postova, Kosice
Gymnézium Postova, Kosice
Gymnézium Alejova, Kosice

KATEGORIA C

Gymnézium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice
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Toméas KUZMA
Martin STOBER
Eduard EIBEN

Lubo REMAK

Peter FULLA

Michal HOSPODAR
Marek FEDOROCKO
Ladislav BACO

Ladislav BACO
Marek VERNICEK
Kristina KICOVA
Simona GRESKOVA
Richard STEIN
Milan JANCAR
Dominika SMIKOVA
Marek MARTIN
Michal LUKAC
Zizana HECLOVA
Simon DEMOCKO
Zuzana NIKODEMOVA
Katka JESENSKA
Jana MIZIKOVA
Eva BARTOSOVA
Peter LUKAC
Paulina PAVLOVA

Marcel DURIS

. Michal PRUSAK

Vladimir BOZA
Martin BEKESS
Jan PICH
Matts FEDAK

Gymnézium Alejova, Kosice
Gymnéazium Postova, Kosice
Gymnézium Postova, Kosice
Gymnazium Alejova, Kosice

SPS strojnicka, Spisskid Nova Ves
Gymnézium sv. T. Akvinského, Kosice
Gymnéazium Alejova, Kosice
Gymnazium Postova, Kosice

KATEGORIA Z9

ZS Kezmarsks, Kosice

ZS Hutnicka, Spisské Nova Ves

ZS Dréabova, Kosice

ZS Okruzna, Michalovce

ZS Dneperska, Kogice

ZS P.Horova, Michalovce

7S Bruselska, Kosice

ZS Juhoslovanska, Kosice

ZS Trstené pri Hornade

ZS Okruzna, Michalovce

ZS 7Z.Nejedlého, Spisska Nova Ves
ZS Nad Medzou, Spisska Nova Ves
ZS Novemeskeho, Kosice

7S Novemeskeho, Kogice

ZS Park Angelinum, Kogice

ZS Krosnianska, Kosice

ZS Nad Medzou, Spisska Nova Ves

KATEGORIA P

3 Gymnézium P. Horova, Michalovce

Kraj Presov

KATEGORIA A

4 Gymnazium J. A. Raymana, Presov

2 Gymnéazium D. Tatarku, Poprad

5 Gymnéazium D. Tatarku, Poprad

4 Gymnazium duklianskych hrdinov, Svidnik
4 Gymnéazium T. Vansovej, Stard Luboviia
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Vladimir BOZA

Michaela MOKESAYOVA
Michal JURKO

Michal FEK

Miroslav BALAZ

Matts BENKO

Jakub KORY

Jakub VANO

. Stanislav HRIVNAK

Jozef JASS
Michal KIKTA
Juraj CURPEK

Daniela AVUKOVA
Alexandra POREMBOVA
Matas DZUBAK

Andrea LESKOVA

Viktor POPOVIC
Miroslav ZUPA

Andrea HERIBANOVA
Dominik KARPIEL
Katarina PRIPUTENOVA
Eduard DINDOFFER

. Matus FEDAK

Peter HRINCAR

KATEGORIA B

Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnézium Vranov nad Toplou
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
SPSE Plzenska, Presov
Gymnazium L. Svobodu, Humenné
Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium J. A. Raymana, Presov

KATEGORIA C

Gymnazium J. A. Raymana, Presov
Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnazium L. Stockela, Bardejov
Gymnazium D. Tatarku, Poprad
Gymnazium J. A. Raymana, Presov

KATEGORIA Z9

ZS P. O. Hviezdoslava, Snina

Gymnézium T. Vansovej, Stard Luboviia
ZS 17.novembra, Sabinov

ZS Sarisské Dravce

Gymnazium J. A. Raymana, Presov

ZS Bystré

ZS Pod Vinbargom, Bardejov

ZS a Gymnazium Duchnovicova, Humenné
7S Hniezdne

ZS Francisciho, Poprad

KATEGORIA P

4 Gymnézium Stara Luboviia
2 Gymnéazium D. Tatarku, Poprad



Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA C

C-1-1

a) Dokéazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo m je rozdiel m® — m? delitelny ¢islom 60.
b) Uréte vSetky prirodzené &isla m, pre ktoré je rozdiel m® — m? delitelny ¢islom 120.
(J. Morav¢ik)

C-1-2
Kruznice k, ¢, m sa po dvoch zvonka dotykaji a vSetky tri maji spolo¢nti dotycnicu.
Polomery kruznic k, £ st 3cm a 12 cm. Vypocitajte polomer kruznice m. Najdite vSetky

riesenia.

(L. Bocek)
C-1-3

Urcte pocet vSetkych trojic navzajom réznych trojmiestnych prirodzenych ¢isel, ktorych
sucet je delitelny kazdym z troch s¢itanych cisel.

(J. Simsa)
C-1-4
Je dané prirodzené ¢islo n (n = 2) a redlne éisla 1, xo, ... , x,, pre ktoré plati
T1To = X9X3 = ... = Tp_1Tp = TpT1 = 1.

Dokazte, ze

244 a2 >0,

(J. Svréek)
C-1-5

V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me D péatu vysky z vrcholu C' a P, @ zod-
povedajuce péty kolmic vedenych bodom D na strany AC' a BC. Obsahy trojuholnikov
ADP, DCP, DBQ, CDQ oznacme postupne Sy, Sz, S3, S4. Vypocitajte S1 : S3, ak
51252:2:3a53254:3:8.

(Pavel Novotny)
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C-1-6
Rozhodnite, ktoré z cisel

\/p+\/§+\/q+\/]3, \/p+\/]_)+\/q+\/§

je vacsie, ak p a ¢ st rozne kladné cisla.

(J. Morav¢ik)
C-S-1

Na hokejovom turnaji sa zucastnili styri druzstva, pricom kazdé zohralo s kazdym
prave jeden zéapas. V Ziadnych dvoch zépasoch nepadlo rovnako vela gélov, ale pocet
goblov strelenych v kazdom zéapase deli celkovy pocet gblov strelenych na turnaji. Kolko
najmenej gélov mohlo na turnaji padnat?

(M. Panak)

C-S-2

Vrchol C stvorcov ABCD a CJKL je vanutornym bodom tusecky AK aj tsecky D.J.
Body E, F, G a H st postupne stredy useciek BC', BK, DK a DC. Vyjadrite obsah
stvoruholnika £ FGH pomocou obsahov S a T stvorcov ABCD a CJKL.

(P. Leischner)

C-S-3

Kruznice k, ¢, m sa dotykaju spolo¢nej dotycnice v troch réznych bodoch a ich stredy
lezia na jednej priamke. Kruznice k a ¢, a tiez kruznice ¢ a m, maju vonkajsi dotyk.
Urcte polomer kruznice ¢, ak polomery kruznic £ a m st 3cm a 12 cm.

(L. Bocek)
C-11-1

Zakladna AB lichobeznika ABC'D je trikrat dlhsia ako zakladna C'D. Ozna¢me M stred
strany AB a P priesec¢nik tsecky DM s uhloprieckou AC. Vypocitajte pomer obsahov
trojuholnika C'DP a stvoruholnika M BCP.

(Pavel Novotny)

C-1I-2
Ak realne éisla a, b, ¢, d spliiaji rovnosti
A+ =+t =2+d* =1,

plati nerovnost
ab+ ac + ad + be + bd + ed < 3.
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Dokéazte a zistite, kedy za danych podmienok nastane rovnost.
(J. Svréek)

C-11-3
Kruznice k, ¢ s vonkajsim dotykom lezia obe v obdlzniku ABCD, ktorého obsah je
72 cm?. Kruznica k sa pritom dotyka stran CD, DA a AB, zatial ¢o kruznica ¢ sa
dotyka stran AB a BC'. Urcte polomery kruznic k£ a ¢, ak viete, Zze polomer kruznice k

je v centimetroch vyjadreny celym ¢islom.

(J. Svréek)
C-11-4
Najdite vsetky dvojice prvocisel p, q, pre ktoré plati

p+q* = q+ 145p>.

(J. Moravc¢ik)

KATEGORIA B

B-1-1
Urcte vSetky hodnoty celoc¢iselného parametra a, pre ktoré ma rovnica
(r+a)(zr+2a) = 3a

aspon jeden celociselny koren.

(J. Zhouf)
B-1-2
V danom trojuholniku ABC ozna¢me D ten bod polpriamky CA, pre ktory plati

|CD| = |CB|. Dalej ozna¢me postupne E, F stredy tse¢iek AD a BC. Dokéaite, Ze
|<BAC| = 2|4CEF)| prave vtedy, ked |AB| = |BC|.

(P. Leischner)
B-1-3
Rozhodnite, ¢i nerovnost

a(b+1)+blc+1)+e(d+1)+d(a+1) = 3(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)
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plati pre vSetky také kladné ¢isla a, b, ¢, d, ktoré spliiaji podmienku
a) ab = cd =1,
b) ac = bd = 1.
(J. Simsa)

B-1-4

Kazda z hviezdi¢iek v zapisoch dvanédstmiestnych ¢isel A = *88888888888, B =
= %11111111111 nahradte nejakou ¢islicou tak, aby vyraz |14A — 13B| mal ¢o naj-
mensiu hodnotu.

(J. Simsa)
B-1-5

Kruh so stredom S a polomerom r je rozdeleny na Styri casti dvoma tetivami, z ktorych
jedna m4 dlzku r a druhd méa od stredu S vzdialenost r/2. Dokazte, Ze absolitna
hodnota rozdielu obsahov tych dvoch casti, ktoré maji spolo¢ny prave jeden bod

a pritom ziadna z nich neobsahuje stred S, je rovna jednej Sestine obsahu kruhu.
(P. Leischner)

B-1-6

Uréte najmensie prirodzené ¢islo n s nasledujicou vlastnostou: Ked zvolime n roznych
prirodzenych ¢isel mensich ako 2005, st medzi nimi dve také, ze podiel suctu a rozdielu

.....

(J. Zhouf)
B-S-1
Dokézte, ze pre lubovolné kladné ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost
1 1 1
(a-l— —) (b+ —) (c+ —) > 8.
b c a
Zistite, kedy nastdva rovnost.
(J. Simsa)

B-S-2

Na prepone AB pravouhlého trojuholnika ABC uvazujme také body P a Q, ze |AP| =
= |AC| a |BQ| = |BC|. Ozna¢me M priesecnik kolmice z vrcholu A na priamku CP
a kolmice z vrcholu B na priamku C'Q). Dokazte, ze priamky PM a QM st navzajom
kolmé.

(J. Svréek)
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B-S-3
Najdite vsetky dvojice celych cisel a, b, pre ktoré ziadna z rovnic
> +ar+b=0, y’+by4+a=0

nemd dva rozne realne korene.
(E. Kovac)

B-1II-1
Urcte vsSetky dvojice prvocisel p, ¢, pre ktoré plati

p+¢*=q+p’.

(J. Svréek)
B-1I-2

Obdlznik ABCD so stranami dizok |AB| = 2008 a |BC| = 2006 je rozdeleny na 2008 x
x 2006 jednotkovych Stvorcov a tie st striedavo ofarbené ¢iernou, sivou a bielou farbou
podobne ako obdlznik na obr. 1: Stvorce pri vrcholoch A a B su &ierne, §tvorce pri
vrcholoch C' a D st biele. Urcte obsah tej ¢asti trojuholnika ABC', ktora je siva.

Obr. 1
(Pavel Novotny)
B-1I-3
V lichobezniku ABCD, ktorého zékladiia AB mé dvakrat vicsiu dizku ako zak-

ladna C'D, ozna¢me E stred ramena BC. Dokazte, ze kruznica opisana trojuholniku
CDE prechddza stredom uhlopriecky AC prave vtedy, ked strany AB a BC su
navzajom kolmé.

(P. Leischner)
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B-1II-4

Dokézte, ze pre lubovolné reélne ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

1=a+b+c+2(ab+bc+ca)+3(1—a)(l1—-0)(1—c)=09.

(J. Simsa)

KATEGORIA A

A-1I-1
V obore realnych ¢isel rieste rovnicu

V2(sint + cost) = tg> t + cotg® t.
g g

(J. Svréek)
A-1-2

Nech ABCD je tetivovy stvoruholnik s navzdjom kolmymi uhloprieckami. Ozna¢me
postupne p, ¢ kolmice z bodov D, C na priamku AB. Dalej oznaéme X priese¢nik
priamok AC' a p a Y priesecnik priamok BD a q. Dokézte, ze XY CD je kosostvorec
alebo Stvorec.

(E. Kovac)

A-1I-3

Postupnost (a,,)5, nenulovych celych ¢isel ma ta vlastnost, ze pre kazdé n = 0 plati
Gpt+1 = Gn — by, kde b, je cislo, ktoré mé rovnaké znamienko ako ¢islo a,,, ale opacné
poradie ¢islic (zépis €isla b, mdZze na rozdiel od zépisu ¢isla a,, zacinat jednou alebo
viacerymi nulami). Napriklad pre a9 = 1210 je a3 = 1089, as = —8712, a3 =
=—6534, ...

a) Dokazte, Ze postupnost (a,) je periodicka.

b) Zistite, aké najmensie prirodzené ¢islo moze byt ag.

(T. Jurik)
A-1I-4

Najdite vsetky kubické mnohoéleny P(z), ktoré maji aspon dva rozne realne korene,
z ktorych jeden je &islo 7, a ktoré pre kazdé realne ¢islo ¢ spliaji podmienku: Ak
P(t) =0, tak P(t+1) =1.

(Pavel Novotny)
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A-1-5
Dané su usecky dlzok a, b, ¢, d. Dokézte, ze rovnost a® + ¢ = b? + d? plati prave
vtedy, ked existuju konvexné Stvoruholniky so stranami dlzok a, b, ¢, d (pri zvyéajnom
oznaceni), pricom uhlopriecky kazdého takého Stvoruholnika zvieraju jeden a ten isty

uhol.
(J. Simsa)

A-1-6
Néjdite vSetky usporiadané dvojice (z,y) prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati
2% +y? = 2005(x — y).
(J. Moravc¢ik)
A-S-1
N4jdite vsetky dvojice celych ¢isel x a y, pre ktoré plati

\/x\f— \/y\/5: \/6\/5—10.

(J. Morav¢ik)
A-S-2

Dany je rovnostranny trojuholnik ABC' s obsahom S a jeho vnutorny bod M. Oznac¢me
postupne A;, B;, C tie body stran BC, CA a AB, pre ktoré plati M A, || AB,
MB; || BC a MCy || CA. Prieseéniky osi usec¢iek M Ay, M By a MC tvoria vrcholy
trojuholnika s obsahom 7T'. Dokéazte, ze plati S = 3T

(J. Svréek)

A-S-3
V obore realnych ¢isel vyrieste rovnicu
1—|—sinx_g7r -sinxl_lw =0.
(J. Simsa)
A-1II-1

Najdite vsetky dvojice takych celych &isel a, b, Ze sucet a + b je koretiom rovnice x2 +
+ax+b=0.
(E. Kovac)
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A-1I -2

oo

Postupnost realnych é&isel (a,,)3, spliia pre kazdé n > 1 rovnost

an+3 - an+2 o an+3 + an+2

Ap — Ap+1 (7% + An+1

a naviac plati a;; = 4, ass = 2, azz = 1. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené cislo k je
sucet
k k k
ay +as + -+ ajg

druhou mocninou prirodzeného cisla.

(J. Zhouf)
A-1I-3

Dany je trojuholnik ABC' a vnutri neho bod P. Ozna¢me X priesecnik priamky AP so
stranou BC a Y priesecnik priamky BP so stranou AC. Dokazte, ze Stvoruholnik
ABXY je tetivovy prave vtedy, ked druhy prieseénik (rozny od bodu C') kruznic
opisanych trojuholnikom ACX a BCY lezi na priamke CP.

(E. Kovac)

A-1I-4
V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic

sin® & + cos? Yy = y2,

sin? Y+ cos® x = z2.

(J. Svréek)
A-III-1

Postupnost (a,,)5 ; prirodzenych ¢isel ma ti vlastnost, Ze pre kazdé n = 1 plati a,, 11 =
= a, + by, pri¢om b, je ¢islo, ktoré mé opacné poradie ¢islic ako ¢islo a,, (zapis ¢isla b,
moze na rozdiel od zapisu ¢isla a,, zacinat jednou alebo viacerymi nulami). Napriklad
pre a; = 170 plati as = 241, a3 = 383, ay = 766, ... Rozhodnite, ¢i a7 moze byt
prvocislo.

(Peter Novotny)

A—-1I1 -2
Nech m a n su také prirodzené ¢isla, ze rovnica

(x+m)(z+n)=x+m+n
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ma aspon jedno celociselné riesenie. Dokazte, ze plati

1 m
(J. Simsa)
A—-1III -3

V trojuholniku ABC', ktory nie je rovnostranny, ozna¢me K priesecnik osi vnutorného
uhla BAC so stranou BC' a L priese¢nik osi vnutorného uhla ABC' so stranou AC.
Dalej ozna¢me S stred kruznice vpisanej, O stred kruznice opisanej a V priese¢nik
vysok v trojuholniku ABC. Dokézte, Ze nasledujice dve tvrdenia si ekvivalentné:
a) Priamka K L sa dotyka kruznic opisanych trojuholnikom ALS, BVS a BKS.
b) Body A, B, K, L a O lezia na jednej kruznici.
(T. Jurik)

A-T1II -4

V rovine je dand tsecka AB. Zostrojte mnozinu tazisk vSetkych ostrouhlych trojuhol-
nikov ABC, pre ktoré plati: Vrcholy A a B, priese¢nik vysok V a stred S kruznice

vpisanej do trojuholnika ABC' lezia na jednej kruznici.
(J. Svréek)

A-TIII-5

N3ajdite vSetky trojice navzajom roznych prvoéisel p, g, r spliiajice nasledujice pod-
mienky:

plag+r,
q|r+2p,
r | p+ 3q.

(M. Panak)
A-TIITI-6

V obore realnych cisel rieste ststavu rovnic
tg? x + 2cotg? 2y =1,
tg2 y+2 cotg2 2z =1,
tg2 z+2 cotg2 20 = 1.

(J. Svréek, P. Calabek)



RieSenia sutaznych aloh

KATEGORIA C

C-1-1

a) Cislo n = m8 — m? = m2(m? — 1)(m? + 1) je vzdy delitelné $tyrmi, pretoze pri
parnom m je m? delitelné Styrmi a pri nepairnom m st ¢isla m? — 1, m? + 1 obe pérne,
jedno z nich je dokonca delitelné Styrmi a ich stéin je teda delitelny 6smimi. Z troch
po sebe iducich prirodzenych &isel m? — 1, m?, m? + 1 je prave jedno delitelné tromi,
a preto je aj ¢islo n delitelné tromi. Ak je m delitelné piatimi, je m? delitelné piatimi,
dokonca dvadsiatimi piatimi. V opac¢nom pripade je m tvaru 5k + r, kde r je rovné
niektorému z é&isel 1, 2, 3, 4 a k je prirodzené alebo 0. Potom m? = 25k2 + 10kr + 72
a 72 sa rovna niektorému z ¢isel 1, 4, 9, 16. V prvom a v poslednom pripade je ¢islo
m? — 1 delitelné piatimi, v ostatnych dvoch pripadoch je ¢islo m? + 1 delitelné piatimi.
Teda ¢islo n je vzdy delitelné nesudelitelnymi ¢islami 4, 3 a 5, a teda aj ich st¢inom 60.
b) U% sme ukazali, e v pripade neparneho m je sucin (m? — 1)(m? + 1) delitelny
osmimi a ¢islo n = m® — m? je teda delitelné ¢islom 120 = 8 - 3 - 5. Ak je v8ak ¢islo m
pérne, su ¢isla m? — 1, m? + 1 neparne, ziadne nie je delitelné dvoma. Cislo n je potom
delitelné d6smimi iba v pripade, Ze m? je delitelné 6smimi, teda m je delitelné styrmi.
Cislo n je potom delitelné Sestnéstimi, tromi a piatimi, a preto dokonca &islom 240.

Nage vysledky mozeme zhrnif. Cislo n = mS — m?2 je delitelné ¢éislom 120 prave
vtedy, ked m je nepéarne alebo delitelné Styrmi.
C-1-2

Oznacme postupne R, S, T stredy a A, B, C body dotyku kruznic k, ¢, m na spolo¢nej
doty¢nici ar = 3, s = 12 a t ich polomery (dlZky a obsahy budeme pocitat bez jednotiek
kvoli jednoduchsiemu dosadzovaniu). V lichobezniku (ktory v pripade rovnosti r =t je
ale obdlznikom) ARTC (obr.2) je |RT| = r +t. Ak oznac¢ime U priese¢nik priamky AR
a priamky vedenej bodom T rovnobezne s AC, plati |RU| = |r — t|. Z pravouhlého
trojuholnika RUT vyplyva

UT| = |AC| = /(r + )2 — (r — t)2 = 2V/rt = 2V/3t.

Analogicky by sme z lichobeznikov CT'SB a ARSB dostali vztahy |BC| = 2v/st = 41/3t
a |[AB| = 2\/rs =2v3-12 =12.

Uvazujme najprv pripad, ked bod C lezi medzi bodmi A a B. Potom 2v/3t +4+1/3t =
= 12, odkial t = 4/3. Ak bod A lezi medzi bodmi C a B, dostaneme podobne rovnicu
23t + 12 = 4@, odkial + = 12. Rovnica 12 + 43t = 2@, ktori dostaneme pre
polohu bodu B medzi bodmi A a C, nem4 zjavne Ziadne rieSenie. Ze taky pripad nie
je mozny, vidno aj z obr.3. Kazd4 kruznica, ktord sa dotyka kruznice k£ v bode X
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Obr. 2 Obr. 3

roznom od A a pritom obsahuje bod C' polpriamky opacnej k polpriamke BA, musi vo
svojom vnutri obsahovat aj tetivu kruznice ¢ (vyznacend na obr. 3), takze sa jej nemoze
dotykat.

Polomer kruznice m je teda % cm alebo 12 cm.

C-1-3

Nech z, y, z je takd trojica navzajom roznych prirodzenych c¢isel, ze kazdé z nich deli
ich sucet. Takze x deli y + 2z, y deli x + z a z deli  + y. Bez ujmy na vsSeobecnosti
predpokladajme x < y < z. Teda x + y = kz pre vhodné prirodzené k. Pretoze zaroven
r4+y < 2z nutne k = 1, t.j. x +y = 2. Dalej y deli x + 2 = 22 + y < 3y, takZe
2z +y = 2y, t.j. y = 2x. Tri prirodzené ¢isla danych vlastnosti maju teda tvar z,
y = 2x, z = 3z, kde x je prirodzené. Pretoze maji byt trojmiestne, musi byt x = 100,
3z <999, takze 100 < x < 333. Hladany podet trojic je 333 — 99 = 234.

C-1-4

Cisla 1, 2o, . . . , z,, st podla podmienok tlohy nenulové a vietky s neparnymi indexami
su si rovné, rovnaju sa nenulovému ¢islu a; vSetky ¢isla s parnymi indexami st si tiez
rovné, rovnaju sa 1/a, prevratenej hodnote a. Ak je n neparne, vyplyva z rovnice x1z9 =
= x,x1 rovnost x,, = xo, takze vSetky x; st rovnaké. Rovnaja sa 1 alebo —1, lebo to
st jediné hodnoty a, pre ktoré a = 1/a. TakZe stcet ich druhych mocnin je n. Ak je n
parne, rovna sa sticet druhych mocnin vSetkych hodnot z; stétu n/2 hodnot a? a n/2
hodnot 1/a?. Avsak a? + 1/a? = 2 pre kazdé nenulové &islo a, ¢o vyplyva z nerovnosti

.....

C-I-5

Oznacme x = |AD|, y = |BD|, v = |CD| (obr.4). Z podobnosti trojuholnikov ADP
a DOP vyplyva 22 : v2 = S; : Sy = 2 : 3. Podobne z podobnosti trojuholnikov DBQ,
CDQ vyplyva y? : v2 = S3: Sy = 3 :8. Odtial 22 : y2 = (2-8) : (3-3) = 16 : 9,
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teda z : y = 4 : 3. Trojuholniky ADC, DBC maju spolo¢niu vysku, preto (S; + Ss) :
:(S3+84) =x:y=4:3. Za Sy sem dosadime %Sl, za S, dosadime %Sg, a po uprave
dostaneme S : S3 = 88 : 45.

C
3r
8s
v
So
P/ S,
2r & Q
S1 A 3s
Ss3
A xr D Y B
Obr. 4

Iné rieSenie. Z pomeru obsahov trojuholnikov ADP a CDP so spolo¢nou
vyskou DP vyplyva, ze |AP|: |CP| = 2 : 3, takze moézeme pisat |AP| = 2r, |CP| = 3r,
podobne |BQ| = 3s, |CQ| = 8s. Ozna¢me x = |AD|, y = |BD|, v =|CD| a z = |PD|
(obr.4). Z pravouhlych trojuholnikov ADP, ADC, PDC vyplyva 22 = 4r% + 22, 22 +
+9r? = v? = 2572 — 22, Odtial 22 = 1672 — 22 = 16r% — (42 + 22), &ize 222 = 1202,
z =16, x =110, v = rv/15, S = r2V/6. Analogicky by sme dostali z trojuholnikov
BDQ, BDC, QDC, 7e v = 2522, y = 533, S3 = 3526, teda pouzitim vzfahu
v? = 1572 = 8852 dostaneme vysledok S; : S3 = 88 : 45.

C-1-6

Dané ¢isla, ktoré oznacime postupne A a B, nebudeme porovnéavat priamo. Namiesto
toho porovname ich druhé mocniny a vyuzijeme poznatok, Ze pre lubovolné kladné ¢isla
u, v plati u > v prave vtedy, ked plati u? > v2. Pre dané ¢&isla mame

A2 =p+ g+ 2,/ 0+ a) g+ Vb) +a+ Vb
B2=p+\/ﬁ+2\/(p+\/z_))(Q+\/§)+Q+\/§

a vidime, ze okrem ,,dlhych“ odmocnin st na pravych stranach oboch vyjadreni Styri
rovnaké séitance (v odlisnych poradiach). Preto nerovnost A% > B? plati prave vtedy,
ked je ,,dlha odmocnina“ v prvom riadku vicésia ako v druhom riadku, ¢ize ked pre
odmocnované suciny plati nerovnost

(P +va) (a+vp) >+ vp) e+ Va).
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Rozndsobenim a dal§imi algebraickymi tpravami dostaneme postupne ekvivalentné
nerovnosti

Pq +\/Pq + 0P+ a4 > pq + \/Pq + /a4 + 4/,
(r—aq)vp—(p—a)va>0,
(r—a)p—+4q) >0

Vysvetlime, preco ostatna nerovnost (a teda aj pévodna nerovnost A > B) v pripade
p # q vzdy plati. Ak totiz p > ¢, tak aj \/p > /g, takze oba ¢initele sucinu (p—q)(\/p—
—/q) su kladné. Ak p < ¢, st oba ¢initele naopak zaporné. V oboch pripadoch je preto
dany sacin kladny.

C-S-1

KedZze kazdé druzstvo zohralo s kazdym jeden zapas, zohralo kazdé druzstvo na turnaji
celkom tri zapasy a pocet vSetkych zapasov bol 4-3/2 = 6. Mame teda najst Sest roznych
prirodzenych ¢isel (nula nedeli ziadne ¢islo) s najmensim moznym stétom tak, aby bol
tento sucet delitelny kazdym zo Siestich sé¢itancov. Najmensi sucet Siestich roznych
prirodzenych ¢isel je 1 +2 4+ 3+ 4+ 5+ 6 = 21, ten vSak nie je delitelny napr. dvoma
(takisto ani Styrmi, piatimi ¢i Siestimi) a inym sposobom sa 21 ako sucet Siestich réznych
prirodzenych ¢isel zapisat ned4. Dalsia moznost je nahradit ¢islo 6 ¢islom 7, dostaneme
1+2+34+4+5+47=22. Zasa je to jedind moznost, ako 22 na stcet rozlozit. Ale 22
nie je delitelné napr. tromi. Sticet 23 nemoze vyhovovat, pretoze ¢islo 23 je prvocislo, je
delitelné iba dvoma prirodzenymi ¢islami (podobny argument sme mohli pouzit aj pri
stcte 22, ten méa totiz iba Styroch roznych prirodzenych delitelov). Konecne ¢islo 24 je
suctom disel 1, 2, 3, 4, 6 a 8, pritom je ¢islo 24 delitelné kazdym z ¢isel 1, 2, 3, 4, 6, 8.
Na turnaji preto mohlo padnit 24 gélov, nie vSak menej.

C-S-2

Oznaéme a = VS, b = /T strany §tvorcov ABCD, CJKL. Usetka EH je strednou
prieckou trojuholnika BC'D (obr.5), usecka F'G je strednou prieckou trojuholnika
BKD, preto 2|EH| = 2|FG| = |BD| a tisecky EH, F'G st rovnobezné s BD. Podobne
je usecka HG strednou prieckou trojuholnika DCK a tsecka E'F' je strednou prieckou
trojuholnika BCK. Preto 2|HG| = 2|EF| = |CK]| a tGse¢ky HG, EF st rovnobezné
s CK, a teda kolmé na JL a BD. Rovnobeznik EFGH je preto obdlznik s obsahom

1 1 1 1
|EF|- |FG] :a§\/§-b§\/§: Sab=SVST.
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L K
G b
D
H C J
F
a
FE
A B
Obr. 5
C-S-3

Vzajomné poloha kruznic a ich spolo¢nej doty¢nice musi vyzerat ako na obr. 6, kde sme
pismenami K, L, M oznacili body dotyku kruznic k, ¢, m na spolo¢nej doty¢nici, U,
V', W ich stredy a r polomer kruznice ¢ (v centimetroch). Z pravouhlych lichobeznikov
KLVU, LMWV, KMWU vyplyva podla Pytagorovej vety

Obr. 6
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|KL> = (r +3)* — (r — 3)* = 12r,
|ILM|? = (124 7)% — (12 —7)* = 48r

|KM|? = (34 2r +12)2 — (12 — 3)? = 472 + 60r + 144.
Kedze |KL|+ |LM| = |KM]|, dostaneme z prvych dvoch vztahov
|IKM|? = (|KL|+ |LM|)? = |KL|> + 2|KL||LM| + |LM|?* = 60r + 212 - 48,
¢o spolu s tretim vztahom déava po tprave pre r rovnicu
4r® — 487 + 144 = 0.

Pretoze 4r? — 48r + 144 = 4(r? — 12r + 36) = 4(r — 6)2, ma tato rovnica jediné riesenie
r = 6. Polomer kruznice ¢ je teda 6 cm.

C-1I-1

Vypocet zalozime na dvoch zndmych pravidlach: (1) Ak st dva trojuholniky podobné
s koeficientom podobnosti &, je pomer ich obsahov rovny k2. (2) Ak nejaké tri body X,
Y, Z lezia na jednej priamke a bod V mimo nej, je pomer obsahov trojuholnikov XYV
a Y ZV rovny pomeru | XY|: |YZ]|.

Zo zhodnosti striedavych uhlov medzi rovnobezkami AB a C'D vyplyva, Ze trojuhol-
niky AMP a CDP st podla vety uu podobné, a to s koeficientom |AM| : |CD| = 3/2.
Ak oznacime S obsah trojuholnika C'DP, je obsah trojuholnika AM P rovny (3/2)%S =
= 95. Z rovnosti |AP|: |CP| = |MP|: |DP| = 3/2 potom vyplyva, Ze obsah kazdého
z trojuholnikov APD a M PC je rovny 3/2 obsahu trojuholnika CDP, ¢ize 2. Kedze
M je stred strany AB, st obsahy trojuholnikov AMC' a BMC' rovnaké a rovnaju sa
35+ 38 =135 (obr. 7). Obsah $tvoruholnika M BCP je teda rovny 35 + 125 = 2L
a hladany pomer je 4 : 21.

C-1I-2

Z predpokladov vyplyva c? = a?, d? = b2, teda |c| = |al, |d| = |b|.
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Ak ¢ = a a stcasne d = b, dostaneme postupne pre lavi stranu L dokazovanej
nerovnosti
L =ab+ ac+ ad+ bc+ bd + cd =

—ab+a’+ab+ab+b*+ab=1+4ab <

<14 2(a®+b*) =3,
pretoze pre lubovolné dve éisla a, b je 2ab < a? + b2, ¢o vyplyva zo zrejmej nerovnosti
(a —b)? = 0. Rovnost potom nastane iba pre dve §tvorice a = b= c = d = £1/2, lebo
z podmienky a = b a rovnosti a® + b? = 1 vyplyva a? = %, t.j. a = j:%\/i

Ak c = —a,d =b, tak L = —a? +b?> < a2 + b? = 1 < 3. Podobne v pripade ¢ = a,
d= —bvyjde L = a® — b*> < 1, v pripade ¢ = —a, d = —b dokonca L = —a? — b% < 0.

Iné riesenie. Hodnota suctu
S=(a—b2+(@a—c)+(a—d)?+(b—c)*+(b—d)?+ (c—d)?
je zrejme nezaporné. Pre dvojnasobok lavej strany L dokazovanej nerovnosti preto plati
2L = 3(a* + >+ 2+ d?*) — S < 3(a® +b? + ¢ +d?) = 6,

odkial L £ 3. Rovnost L = 3 potom nastane prave vtedy, ked S = 0, teda préave vtedy,

ked ¢fsla a, b, ¢, d maji rovnaki hodnotu, ktora sa viak musi rovnat £21/2 (podobne
ako v prvom rieseni).

C-1I-3

Oznacme r, s polomery kruznic k, ¢ (v centimetroch) a K, L ich body dotyku so
stranou AB (obr.8). Potom |[AK| = r, |[LB| = s, a ako lahko spoc¢itame pomocou
Pytagorovej vety (pozri tiez 3. ilohu $kolského kola kategérie C),

KL= /(5] = (r = s = 2V/7s.

D C
k
T
!
r T
r— s« S
N .
! |
i /
A K L B

Obr. 8
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Pre dlzky stran obdlznika ABCD plati |AD| = 2r, |AB| = r+2/rs+s = (\/T++/3)2.
Podla predpokladu mé byt

2r (Vi +/5) = 72,

¢ize po vykrateni dvoma a odmocneni

r++/rs = 6.

Odtial vyplyva, ze r < 6, a pre velkost polomeru s dostdvame vyjadrenie

5§ = 7) (1)

Z podmienok tlohy dalej vyplyva, Ze s nemdze byt vicésie ako r, pretoZze inak by
kruznica ¢ nelezala v danom obdlzniku, a pretoZe aj kruznica k musi lezat v danom
obdlzniku, musi byt |AB| = |AD| = 2r. Z nerovnosti s < 7 podla (1) dostaneme
podmienku 36 — 12r + r2 < 72, t.j. v = 3. Z nerovnosti |AB| = 2r potom vyplyva
72 = |AB| - |AD| = 4r?, &ize r? < 18, ¢o pre celoéiselné r znamend, ze r < 4. Pre
polomer r nam tak vychadzaja len dve moznosti, r € {3,4}, prislachajice hodnoty
polomeru s vypocitame zo vztahu (1).

Uloha ma prave dve rieSenia: r = s =3cm ar =4cm, s = 1 cm.

C-11-4

Pre prvoéisla p, ¢ mé platit ¢(¢ — 1) = p(145p — 1), takze prvocislo p deli ¢(q — 1).
Prvocislo p nemoze delit prvoéislo ¢, pretoze to by znamenalo, Ze p = ¢, a teda 145p =
= p, €o nie je mozné. Preto p deli ¢ — 1, t.j. ¢ — 1 = kp pre nejaké prirodzené k. Po
dosadeni do daného vztahu dostaneme podmienku

okt
P= 105 k2

Vidime, Ze menovatel zlomku na pravej strane je kladny jedine pre k& < 12, zdroven
vsak pre k£ < 11 je jeho &itatel mensi ako menovatel: k +1 < 12 < 24 < 145 — k2.
Iba pre £ = 12 tak vyjde p prirodzené a prvocislo, p = 13. Potom ¢ = 157, ¢o je tiez
prvoéislo. Uloha mé jediné riesenie.
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KATEGORIA B

B-1I-1

Po roznasobeni lavej strany a prevedeni Clena 3a z pravej strany na lavi dostaneme
kvadraticktl rovnicu
2?4+ 3ax + 2a% — 3a = 0.

Jej korene (pokial existuji) maji podla zndmeho vztahu tvar

—3a+ Va2 +12a
5 .

T1,2 =

Hodnota takého vyrazu je celé &islo iba vtedy, ked je ¢islo a? + 12a druhou mocninou
nejakého celého ¢isla b, o ktorom mozeme predpokladat, Ze je nezdporné. Rovnost b =
= va? + 12a upravime umocnenim a doplnenim na Stvorec na tvar

(a+6)*>=0b>4+36, cize (a+6-+0b)(a+6—0b)=36.

Dostali sme rozklad ¢isla 36 na stcin dvoch celo¢iselnych ¢initelov, ktoré preto musia
maf rovnaké znamienko. Pretoze ich rozdiel

(a+6+b)—(a+6—b)=2b

je parne nezaporné ¢islo (pripominame, ze b = 0), maji oba ¢initele rovnaku paritu (st
spolu znamena, ze su len Styri moznosti:
(1) a+6+b=18 aa+6—b = 2. Tato sustava rovnic ma jediné rieSenie a = 4 a b = 8.
Skuska: rovnica (z +4)(x 4+ 8) = 12 ma korene —10 a —2.
(2) a+6+b=6aa+6—b=6.V tomto pripade a = 0 a b = 0. Skuska: rovnica
(z +0)(z + 0) = 0 ma dvojnasobny koren 0.
3) a+6+b=-2aa+6—b= —18. V tomto pripade a = —16 a b = 8. Skuska:
rovnica (x — 16)(x — 32) = —48 ma korene 20 a 28.
(4) a+6+b=—-6aa+6—b= —6.V tomto pripade a = —12 a b = 0. Skuska:
rovnica (x — 12)(x — 24) = —36 ma dvojnasobny koren 18.
Odpoved. Hladané hodnoty parametra a su Styri, a to ¢isla 4, 0, —16 a —12.

Iné riesenie. Rovnako ako v prvom rieSeni upravime rovnicu na tvar
2 2 _
z° 4+ 3axr 4+ 2a° —3a=0

a pokusime sa mnohoclen na Tavej strane zapisat v tvare suéinu dvoch linedrnych
¢initelov tvaru ax + Ba + . Aj ked taky rozklad neexistuje, experimentovanim zistime,
ze ,takmer vyhovuje® sucin

(z+2a+3)(x+a-—3),



RIESENIA SUTAZNYCH ULOH, KATEGORIA B 43

ktory sa 1i8i od daného mnohoé¢lena z? + 3ax + 2a? — 3a iba v konstantnom ¢lene;
presvedcit sa o tom mozno roznasobenim. Skiimant rovnicu tak mozno zapisat v tvare

(r+2a+3)(x+a—3)=-9.

Aj ked na pravej strane nie je nula, pre rieSenie v obore celych ¢isel je kazdy podobny
rozklad cenny, lebo existuje iba kone¢ny pocet rozkladov prislusného ¢isla (v nasom
pripade ¢isla —9) na sucin dvoch celociselnych ¢initelov. Vypisme ich:

(1) z+2a+3=9ax+a—-3=-1,¢zea=4axz=-2,

(2) x4+2a+3=3azx+a—-—3=-3,¢izea=0azxz=0,

3) z+2a+3=1lax+a—-3=-9, ¢izea=4az=-10,
(4) z+2a+3=—-1lax+a—3=09, ize a=—16 a © = 28,
(5) x4+2a+3=-3azx+a—3=3,izea=—12az =18,
(6) x+2a+3=—-9azr+a—3=1, ¢izea=—16 a z = 20.

Prichadzame tak k rovnakej odpovedi ako v prvom rieseni: vyhovujice hodnoty

parametra a su cisla 4, 0, —12 a —16.

B-1-2

Oznacme G ten bod polpriamky opacnej k polpriamke AC, pre ktory plati |AG| =
= |BC| = |CD| (obr.9a pre situiciu, ked |AC| > |BC|, a obr.9b pre situdciu, ked
|AC| < |BC| — sami si nakreslite a rozmyslite situéciu, ked |AC| = |BC|). V trojuhol-
niku ABG ozna¢me este ¢ = |[YABG| a 6 = [{BGA|. Pretoze |EA| = |[ED] a |AG| =
= |CD|, je bod E stred usecky CG, teda tsecka EF je stredna priecka trojuholnika
BCG. Plati preto EF || GB a z rovnosti stthlasnych uhlov BGA a FEC dostavame
|SFEC| = 6. Pretoze uhol BAC' je vonkaj$im uhlom trojuholnika ABG, pre jeho
velkost o = |<BAC| plati o = € + 0. To znamend, Ze rovnost o = 26 zo zadania tlohy
nastane prave vtedy, ked € + § = 20, ¢ize € = §. Z trojuholnika ABG vSak vyplyva,
ze rovnost € = § je splnend prave vtedy, ked |AB| = |AG|, ¢ize |AB| = |BC|. Tym je
ekvivalencia rovnosti o = 20 a |AB| = |BC| dokazana.

Iné riesenie. Namiesto ,trikom*“ zvoleného pomocného bodu G z prvého riesenia
zostrojime os o vnutorného uhla BAC' daného trojuholnika ABC' a jej priesecnik so
stranou BC ozna¢ime H (obr.10a a obr. 10b pre situacie |AC| > |BC|, resp. |AC| <
< |BCY). Vyznam osi o pre rieSenie nasej tlohy je zrejmy: podla stihlasnych uhlov CEF
a CAH ustdime, ze rovnost |< BAC| = 2|4 CEF | zo zadania ulohy nastane prave vtedy,
ked budu tsecky AH a EF rovnobezné, ¢ize trojuholniky CAH a C E'F podobné. Podla
vety sus su trojuholniky CAH a CEF podobné prave vtedy, ked je splneny pomer

|AC| : |HC| = |EC| : |FC]. (1)

Rovnost |[<BAC| = 2|94 CEF| je teda ekvivalentnd s podmienkou (1), ktort teraz
preskiimame.
Dizky tseciek zasttipenych v (1) najskor vyjadrime pomocou dlzok

a=|BC|, b=|AC|, c¢=|AB]
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Obr. 9a obr. 9b

Obr. 10a obr. 10b

stran zadaného trojuholnika ABC. Pretoze bod F' je stred usecky BC a bod E stred
usecky AD, plati |[F'C| = |BC|/2=a/2 a
|AC| +|DC|  |AC|+|BC| b+a
2 B 2 2
Ostava vyjadrif dizku usecky HC. Z rovnosti

|HC|+ |HB|=a, |HC|:|HB|=0b:c

|[EC| =

(prva z nich je triviadlna, druhé vyjadruje zndmy fakt o pomere, v ktorom os vniatorného
uhla deli protilahlt stranu trojuholnika, poz. tretiu nédvodnt tlohu) dostaneme po
jednoduchom vypocte vyjadrenie

ab

H =
[HC b+c
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Dosadme teraz vsetky uréené dizky do rovnosti (1) a potom ju dalej ekvivalentne
upravujme:

ab a+b a
b: = D=,
b+c 2 2
b—l—c_a—i—b
a  a
b+c=a+b,
c=a.

Dokézali sme potrebné: podmienka (1) plati prave vtedy, ked ¢ = a, ¢ize |AB| = |BC|.
B-1-3

a) Dant nerovnost budeme ekvivalentne upravovat postupnym roznasobovanim.
Akonahle sa pritom niekde objavi sac¢in ab alebo cd, nahradime ho ¢islom 1:

2@b+a+bc+b+cd+c+da+d) 2 (ab+a+b+1)(cd+c+d+1),
2(ad+bc+a+b+c+d+2)2(a+b+2)(c+d+2),
2(ad+bc) +2(a+b+c+d)+4=2ac+ad+bc+bd+2(a+b+c+d)+4,
ad + be = ac + bd,
(a—b)(c—d) =0.
Ostatna nerovnost vo v8eobecnosti neplati, ako ukazuje priklada =c=2ab=d =1/2
(hodnoty st zvolené tak, aby bol splneny predpoklad ab = cd = 1).

b) Dant nerovnost budeme upravovat s podobnou stratégiou ako v ¢asti a). Pretoze
vSak tentokrat mozeme ¢islom 1 nahradzat suciny ac a bd, vynasobime na pravej strane
nerovnosti najskor prvy ¢initel s tretim a druhy ¢initel so Stvrtym:

2@b+a+bc+b+cd+c+da+d) 2 (ac+a+c+1)(bd+b+d+1),
2(ab+bc+cd+ad+a+b+c+d) 2 (a+c+2)(b+d+2),
2(ab+bc+ecd+ad)+2(a+b+c+d) 2 ab+ad+bc+cd+2(a+b+c+d) +4,
ab + be + cd + da 2 4,
(a+c)(b+d) 2 4.

Ostatné nerovnost plati pre vietky tvorice kladnych éisel a, b, ¢, d spliiajice predpoklad
ac = bd = 1. Kazdy z oboch ¢initelov a + ¢ a b+ d je totiz sa¢tom kladného ¢isla a ¢isla

.....

u>0 = u+-—2=22 (1)
vyplyva priamo z identickej rovnosti

ut L = (\/ﬁ—i)2+2

u
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a poznatku, Ze druhd mocnina Iubovolného redlneho ¢isla je nezaporna. Odhad (1)
mozno tiez ziskat zo zndmej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom

a; +ag+ -
n

A= +an§G:\"/a1a2...an

Tubovolnych nezapornych ¢isel a;, ked zvolime n =2, a; =u a ay = 1/u.

Odpoved. Skiimana nerovnost pri podmienke a) vSeobecne neplati, pri podmienke b)
plati.

Iné rieSenie. a) PouZijeme ,, dosadzovaciu stratégiu“: z danej podmienky ab = cd =
= 1 vypocitame b = 1/a, d = 1/c a takto vyjadrené ¢isla b a d dosadime do skiimanej
nerovnosti. Dostaneme nerovnost s dvoma (uz nezavislymi) premennymi a a c. Nasou
tlohou bude zistit, ¢ pre Tubovolné hodnoty a > 0 a ¢ > 0 plati

1 1 1 1 1
- 1) Z(e+1 (— 1) Zla4+1)> = 1(— 1) 1(— 1),
a(a+ +a(c+)+cc+ +C(a+)_2(a+) + (c+)c—|—
1.1 1
24atet s+l 12 (2404 )(24e+ o),
c 2 a c
1

a ¢ 2 a ¢ ac
c a 1
-4+ - Z2ac+ —,
a c ac

Vidime, Ze ostatna nerovnost pre kladné ¢isla a, ¢ vSeobecne neplati, staci zvolit napr.
hodnoty a = ¢ = 2, ktorym zodpovedaji hodnoty b = d = 1/2.

b) Podobne ako v ¢asti a) z danej podmienky ac = bd = 1 vypocitame teraz ¢ =
= 1/a, d = 1/b a po dosadeni za ¢, d do skiimanej nerovnosti dostaneme nerovnost
s nezavislymi premennymi a >0 a b > 0:

Mb+n44(%+1)+2(%+1)+%m+4)g%( 1Xb+UC5+Q(%+1)

b+ +b+1+1+9+9+1 1(2+ +1)(2+b+1>
wrd a b b ab=2\" " b/
11 b1 _1 2 2 b 1
ab+a+bt—+5++-t—2 (4+2a+2b+ab+ + 242 +—+—),
a b b a ab~ b b ab
b1
b — > 4.
abt 44— =

Ostatna nerovnost vSak zrejme plati pre Tubovolné kladné ¢isla a a b, lebo je stctom
dvoch nerovnosti

1
ab+—2=22 a
ab

SIS
1\
DO

SalS
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typu (1) z prvého riesenia, a to pre hodnoty u = ab, resp. u = a/b.
B-1-4

Hviezdicku v ¢isle A nahradime ¢islicou a, hviezdicku v ¢isle B ¢islicou b a vyjadrime
vyraz 14A — 13B algebraicky ako linearnu funkciu (neznamych) éislic a a b. Pretoze
plati

99999999999999 10! —1

9 9

11111111111111 =
maju ¢isla A a B vyjadrenia

1
A:a-lOH—l—g-(lOH—l) a B:b-10”+§-(1011—1),

odkial dostavame

14A — 13B = (14a — 13b) - 10" + w

= (14a — 13b+11) - 10" — 11.

(101 —1) = O

Iste si uvedomime, ze absolitna hodnota takého vyrazu je miniméalna prave vtedy,
ked je minimélna absolitna hodnota vyrazu 14a — 13b + 11. Detailne to zdovodnime
nerovnostami az potom, ako zistime, ¢i pre niektoré ¢islice a, b dokonca neplati rovnost
14a — 130 + 11 = 0. Ak z takej rovnice vyjadrime neznamu b, dostaneme

p_ldat1l o a-2
- 13 ¢ 13 -

Vsimnime si, Ze pre fubovolnu éislicu a plati —2 < a — 2 < 7. Vidime tak, Ze hodnota b
dana ostatnym vztahom je celociselnd iba v pripade a —2 = 0, ked a = 2 a b = 3.
Iba pre také ¢islice a, b plati 14a — 13b + 11 = 0, takze podla (1) potom méame |14A —
— 13B| = 11. Pre Iubovolnt inu dvojicu éislic a, b vSak plati 14a — 13b + 11 # 0, takze
tentoraz podla (1) usidime, ze

bud 14a—13b+112>1, ateda 144 —13B =10 —11 > 11,
alebo 14a —13b+11 < -1, ateda 144 —13B < —10' —11 < —11,

v oboch pripadoch teda [14A — 13B]| > 11.

Odpoved. Vyraz |14A — 13 B| ma najmensiu mozna hodnotu iba vtedy, ked hviezdicky
v ¢islach A, B nahradime postupne ¢islicami 2 a 3.

B-1I-5

Oznacme dané tetivy AB a C'D ako na obr. 11, kde je tiez vyznaceny stred P tetivy AB.
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Podla zadania plati [SP| = 3r a |CD| = r. Skimany rozdiel obsahov dvoch svetlo

A

o _—=D

Obr. 11

vyfarbenych ¢asti kruhu sa nezmeni, ked ku kazdej z nich pripojime ta ista (tretiu)
¢ast kruhu, ktord ma s jeho hrani¢nou kruznicou spolo¢ny oblik AC a je na obr.11
vyfarbend tmavo. Tak vznikna dve kruhové odseky, jeden nad tetivou AB, druhy nad
tetivou C'D. Ich obsahy st uréené velkostami uhlov ASB a CSD. Z rovnostranného
trojuholnika C'SD ihned mame |[JCSD| = 60°, takze obsah S; odseku nad tetivou C'D

je rovny
2 r2J/3
S)=—— .
6 4
V pravouhlom trojuholniku APS plati |AS| : |SP| = 2 : 1, takze |JASP| = 60°,
|<ASB| = 2|4 ASP| = 120°, |AB| = rv/3 a obsah S; odseku nad tetivou AB je rovny

2 r2\/§
Sy = — — .
3 4

Teraz uz lahko uréime rozdiel Sy — Si:

7T7“2 7“2\/§ 7T7“2 7“2\/§ 7T7“2
e I A e

¢o je pravé Sestina obsahu celého kruhu.
B-1-6
Zistime najskor, pre ktoré prirodzené ¢isla a, b plati spomenuta nerovnost

a? + b?
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Aby bol zlomok na Tavej strane kladny, musi platit a® > b?, ¢ize a > b. Ak je tdto nutna
podmienka splnend, vynasobime obe strany skiimanej nerovnosti kladnym ¢islom a2 —b?
a dal$imi Gpravami dostaneme

a® + 0% > 3(a® — b?),
4b% > 242,

W2 > a.

Zistili sme, ze dve prirodzené ¢isla a, b vyhovuju podmienke (1) prave vtedy, ked platia
nerovnosti 1 < a/b < V2.

Prirodzené cisla od 1 do 2005 teraz rozdelime do skupin tak, aby v nich bolo ¢o
najviac Cisel a aby podiel najvicsieho a najmensieho cisla kazdej skupiny bol mensi ako
V2. Urobime to tak, ze do skupin budeme postupne zaradovat ¢isla 1, 2, ... a k novej
skupine vzdy prejdeme, az ked to bude nutné.! Dostaneme tak tychto dvadsat skupin:

Ay = {1}, Ay = {2},

As = (3,4}, Ay = {5,6,7},

As =1{8,... 11}, A = {12,... 16},
A = {17,... 24}, Ag = {25,... .35},
Ag = {36,... 50}, Ao = {51,...,72},
An = {73,...,103), Ay = {104, .. ,147),

Az = {148, ... ,209}, Ay = {210,...,296},
A5 = {297, ... ,420}, Ajg = {421,...,595},
Apr = {596,... 842}, Az = {843,...,1192},
Ajg={1193,... 1687}, Ay = {1688,...,2005}.

Vysvetlime napriklad, ako vznikla skupina A;;. Cislo 73 sme uz nemohli zaradit do
skupiny Ajg, lebo pre jeho podiel s najmensim ¢islom 53 tejto skupiny plati

5:1,431...>1,414...:\/§.

Cislo 103 sme este mohli do skupiny A;; zaradit, lebo

%:1,410...<1,414...:\/§.

Aky ma zostrojené rozdelenie vyznam pre rieSenie zadanej tlohy? Pre Tubovolné dve
Cisla a, b z tej istej skupiny A; nerovnost (1) plati. Skupin A; je spolu 20. Ak teda
vyberieme Tubovolne 21 ¢isel z mnoziny A; U As U ... U Asgg, budi niektoré dve z nich

! na porovnavanie podielu a/b s ¢islom /2 vyhodne vyuzijeme napriklad kalkulacku.
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patrit do rovnakej skupiny A;,2 teda buda splitat (1). Preto ¢islo n = 21 m4 vlastnost
zo zadania tlohy. Cislo n = 20 ju vSak nema: ak vyberieme z kazdej zo skupin A; jej
najmensi prvok, dostaneme dvadsat ¢isel

1,2,3,5,8,12, 17, 25, 36, 51, 73, 104, 148, 210, 297, 421, 596, 843, 1193, 1688, (2)

medzi ktorymi nie st ziadne dve ¢isla a, b spliiajice (1), lebo podla nasej konstrukcie
Poznamenajme, Ze len uvedenie dvadsiatich ¢isel (2) z predchadzajiceho odstavca
nemozno povazovat za tplné rieSenie tlohy, aj ked prehlasime, Ze sme tuto dvadsaticu
vybrali ,¢o najlepsie”, t.j. aby mala ¢o najviac prvkov a aby ziadne dva z nich ne-
spliali (1).% Nemoznost viberu podobnej skupiny 21 ¢isel je potrebné nespochybnitelne
zddvodnit. Na to nam poslazil priehradkovy princip uplatneny na zostrojené skupiny A;.
Odpoved. Najmensie prirodzené ¢islo s pozadovanou vlastnostou je n = 21.

B-S-1

Lava stranu L dokazovanej nerovnosti najskor upravime roznésobenim a vzniknuté
¢leny zoskupime do stc¢tov dvojic navzajom prevratenych vyrazov:

L:(a-l—%)(b-l—%)(c-l—é):(ab+1+%+bic)<c+%>:

(et g+ (o ) () (02,

(o d)-2= (Vi Jp) 2o

pri¢om rovnost nastane prave vtedy, ked u = 1, pre vyraz L plati L =2 24+2+2+2 = 8,
¢o sme mali dokézat. Rovnost L = 8 nastane prave vtedy, ked plati

Pretoze pre u > 0 je

1 1 1 1
abc+ —=a+—-—=b+-=c+-=2,
abe a b c

teda, ako sme uz spomenuli, prave vtedy, ked abc = a = b = ¢ = 1, t.]. prave vtedy,
keda=b=c=1.

Pozndmka. Dodajme, Ze upravend nerovnost

1 1 1 1
abc+a+b+c+—-+-+-+—2=28
a b ¢ abe

2 Tomuto zrejmému poznatku sa hovori priehradkovy alebo aj Dirichletov princip. Veobecnejsie znie
takto: Ak je mk+1 predmetov umiestnenych do m skupin, lezi v niektorej z nich aspon k-+1 z tychto
predmetov. V nasom pripade je m =20 a k = 1.

3 K overeniu poznatku, Ze ¢islo n = 20 skiimant vlastnost neméa, mézu posluzit aj mnohé iné dvad-
satice éisel. Napriklad éislo 1688 v (2) mozeme nahradif ktorymkolvek inym ¢&islom zo skupiny Azg
a podobne.
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vyplyva okamzite aj z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom
Osmich cisel .

1
"¢’ abc’

1
abe, a, b, ¢, —,
a

~ o

lebo ich st¢in (a teda aj geometricky priemer
priemer mé hodnotu aspon 1.

je rovny cislu 1, takze ich aritmeticky

Iné riesenie. V dokazovanej nerovnosti sa najskor zbavime zlomkov, a to tak, ze
obe jej strany vynéasobime kladnym ¢islom abc. Dostaneme tak ekvivalentni nerovnost

(ab+1)(bc+ 1)(ac+ 1) = 8abe,
ktord ma po roznasobeni lavej strany tvar
a?b?c?® + a®be + ab?c + abc® + ab + ac + be + 1 = 8abe.
Poslednt nerovnost mozno upravit na tvar
(abc — 1) + ab(c — 1)* + ac(b —1)® + be(a — 1)? 2 0.
Tato nerovnost uz zrejme plati, lebo na lavej strane mame stucet Styroch nezapornych

vyrazov. Pritom rovnost nastane prave vtedy, ked mé kazdy z tychto Styroch vyrazov
nulovi hodnotu, teda prave vtedy, ked

abc—1=c—1=b—-1=a—-1=0,

Cizea=b=c=1.

Iné riesenie. Dant nerovnost mozno dokazat aj bez roznasobenia jej Tavej strany.
Staci napisat tri AG-nerovnosti

1 1 a1 1 b1 1 c
_ -\ > _ _ Z_) > _ _ I _
2(a+b): b’ 2(b+c)_ ’ <c+ )_ ‘

Ich vynasobenim dostaneme

L+ D) 3041 3oz BT s

odkial po nasobeni 6smimi obdrzime dokazovani nerovnost. Rovnost v nej nastane
prave vtedy, ked nastane rovnost v kazdej z troch pouzitych AG-nerovnosti, teda prave
vtedy, ked sa ¢isla v kazdej ,,priemerovanej“ dvojici rovnaju:
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Z prvych dvoch rovnosti vyplyva a = ¢, po dosadeni do tretej rovnosti potom vychadza
a=c=1,tedaajb=1.

B-S-2

Podla zadania je trojuholnik APC rovnoramenny. Priamka AM prechadza jeho
hlavnym vrcholom A kolmo na zakladinu CP, je teda osou vnutorného uhla CAP
(obr.12). Body C a P su preto simerne zdruzené podla priamky AM, takze uhly

B
\
\ P
\
/
\>/
\
I\
~~1 \
Ny =7 ¢
/ I -
/ \ \)&/\\
/ /x\.j ~—_
/ - ~—
-~ \ \\\
r 7~ \\
C A

Obr. 12

APM a ACM st zhodné. (Inymi slovami trojuholniky APM a ACM st zhodné podla
vety sus: zodpovedajuce si strany AC' a AP zvieraju so spolo¢nou stranou AM rovnaky
uhol vdaka tomu, ze AM je osou uhla CAP.) Podobne z rovnoramenného trojuholnika
BQC odvodime, ze BM je osou uhla C'B(Q), takze aj uhly BQM a BCM st zhodné.

Rovnosti |[SAPM| = [SACM]| a | BQM| = |4 BCM| znamenajt, ze pre vnitorné
uhly trojuholnika PQM pri vrcholoch P, @) plati

[FQPM| + |3 PQM| = [JAPM| + [$BQM| =
= |[JACM| + |4 BCM| = | ACB| = 90°,

teda vnutorny uhol pri tretom vrchole M je pravy.

Iné riesSenie. Bod M ako priese¢nik osi uhlov CAB a CBA lezi aj na osi pravého
uhla ACB. Preto uhly ACM a BCM maji oba velkost 45°, takze |JAPM| =
= |SACM| = 45°, |4 BQM| = |4 BCM| = 45° a trojuholnik PQM je rovnoramenny
pravouhly s pravym uhlom pri vrchole M.

Iné rieSenie. Zo stmernosti bodov P a C podla priamky AM vyplyva |PM| =
= |C M|, zo stimernosti bodov Q a C podla BM vyplyva |QM| = |CM]|. Teda |PM| =
=|QM| = |CM]| a bod M je stredom kruznice opisanej trojuholniku PQC'. Pritom ak
ozna¢ime « a (3 uhly pri vrcholoch A a B (obr.13), plati a« + 3 = 90° a

(90° — Ja) + (90° — 38) — [XPCQ| = 90°,
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takze |[JPCQ| = 45°. To je velkost obvodového uhla nad tetivou PQ spomenutej
kruznice. Velkost zodpovedajuceho stredového uhla PMQ je teda 90°.

B
\
== P
\
\
\
\
\\ o
o~ \M
\\T\
C A
Obr. 13
B-S-3

Kvadratickd rovnica md dva rozne redlne korene prave vtedy, ked jej diskriminant
je kladny. Preto dvojica celych ¢isel a, b splia zadant podmienku prave vtedy, ked
diskriminanty

D1:a2—4b, D2:b2—4a

nie st kladné, teda ked plati
a?<4b a b* < 4a. (1)

Odtial najprv vyplyva, Ze obe ¢isla b aj a st nezdporné (pretoze st nezdporné obe ¢isla
a? a b?). Teraz sa na (1) pozrieme ako na stistavu nerovnic s nezndmou b a nezdpornym
parametrom a a lahko ju v obore nezapornych ¢isel vyriesime:

CL2

4

A

b

A

2V/a. (2)

Najdeny interval je neprazdny prave vtedy, ked pre nezaporny parameter a plati
nerovnost

a2

4

[IA

2va, ¢&ize a < 4.

Pretoze ¢isla a, b st podla zadania celé, z odvodenych nerovnosti 0 < a < 4 vyplyva, ze
¢islo a lezi v mnozine {0, 1,2, 3,4}. Kazdé také a jednotlivo do krajnych vyrazov v (2)
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dosadime a vypiSeme, ktoré celé b v prislusnom intervale lezi:

a=20
a=1:
a=2:
a=3:
a=4

: 0=b=0 <= be {0},
1<b<2 = be{l,2},
150<2V2 <= be{1,2},
2<b=s2V3 = be {3},

: 4<b<4 < be {4}.

Odpoved. Vyhovuje prave sedem dvojic (a, b):

(0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3) a (4,4).

Poznamka. Z nerovnosti (1

vnutri alebo na okraji oblasti
(obr. 14).

) mozno odvodit nielen 0 < a < 4, ale z dévodu symet-
rickosti aj 0 = b < 4. Preto namiesto nami popisaného riesenia tipravou na ststavu (2)
stai jednotlivo otestovat 25 dvojic (a,b), kde a,b € {0,1,2,3,4}, ¢i vyhovuju ststave
nerovnosti (1). Taka tlohu moZno tiez interpretovat geometricky: v prvom kvadrante
suradnicového systému Oab hladdme tie body s celo¢iselnymi sturadnicami, ktoré lezia
ohranic¢enej parabolami s rovnicami 4a = b? a 4b = a

Obr. 14

B-1I-1

Dant rovnicu upravime na tvar

Odtial vyplyva p < ¢ (keby totiz bolo p = ¢, potom ajp—1 = ¢—1, a pretoze p+1 > 1,

bolo by p(p—1)(p+1) > q(q—1)) atiez q | p(p—1)(p+1). Pretoze q je prvocislo, musi

ql¢g—1)=pp—-1)(p+1).
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platit aspon jeden zo vztahov ¢ | p, ¢ | (p — 1), ¢ | (p + 1). Vzhladom na podmienky
p < qap > 1nemdze q delit ani p ani p — 1, a preto ¢ | (p + 1). Musi teda platit
g<p+1latospolusp<qgdévaqg=p+1.

Jediné dve prvocisla lisiace sa o 1 su1 2 a 3. Preto p = 2 a ¢ = 3. Skaskou overime,
Ze naozaj plati 2 + 32 = 3 + 23.

Pozndmka. Nerovnost p < g sa da dokazat aj touto tvahou: Zrejme p # ¢. Prvocisla
p a g st teda nestudelitelné, a pretoze p | g(¢—1), musi platit p | (¢—1) a odtial p < g—1.

B-1I-2

Sivéa ¢ast obdlznika ABCD so stranami dizok 3n 4+ 1 a 3n — 1, ktory ma jednotkové
Stvorce pri dvoch vrcholoch ofarbené ¢iernou farbou a jednotkové Stvorce pri dal$ich
dvoch vrcholoch bielou farbou, je symetrickd podla stredu obdlznika. Preto je siva
¢ast trojuholnika ABC' zhodna so sivou c¢astou trojuholnika C DA, a teda obsah sivej
Casti trojuholnika ABC je rovny polovici obsahu sivej ¢asti obdlznika ABCD. Obdlznik
ABCD rozdelime na obdlznik so stranami dlzok 3n a 3n—1 a pésik 3n—1 jednotkovych
Stvorcov, v ktorom jeden koncovy §tvorec je ierny a druhy biely. V obdlzniku 3n x (3n—
— 1) je pocet ¢iernych, bielych aj sivych Stvoréekov rovnaky, takze sivych je n(3n — 1).
Keby sme k pasiku dlzky 3n — 1 pridali jeden sivy Stvoréek, bol by tam tiez rovnaky
podet n Gernych, bielych a sivych stvoréekov; v pasiku dizky 3n—1 je teda n — 1 siv§ch
Stvorcéekov. Sivych stvoréekov v obdlzniku ABCD je n(3n — 1) + (n — 1) = 3n? — 1
a sivé cast trojuholnika ABC mé obsah S = £(3n? — 1); pre obdlznik 2008 x 2006 je
n = 669, takze

1 1 /1 1 /4028049
= Z.(2 . —DN==-(Z.2007*-1)=2. /"7 _1) =
S =3 (2007669~ 1) = (3 007 ) : < 5 )
4028 04
:%:671341.

Pozndmka. Obsah sivej Casti trojuholnika ABC modzeme uréit aj tak, ze po diago-
nalach vypocitame pocet sivych sStvorcekov, ktoré si celé obsiahnuté v trojuholniku
ABC a pripo¢itame polovicu po¢tu §tvoréekov v prostrednej sivej diagonale obdlznika,
ABCD. T4 je symetricka podla stredu obdiznika ABCD, takze jej ¢ast leziaca v troju-
holniku ABC' je zhodnd s ¢astou leziacou v trojuholniku C'D A:

1
S:3+6+...+2004+§ -2006 = 334 -2007 4+ 1003 = 671 341.

B-1II-3

Ozna¢me S stred uhlopriecky AC. Useka SE je stredna priecka trojuholnika ABC,
preto |SE| = 1|AB| = |DC|. Usetky SE a DC st rovnobezné a zhodné, preto je SECD
rovnobeznik.
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Kruznica opisand trojuholniku CDE prechddza bodom S préave vtedy, ked je
rovnobeznik SEC D tetivovy. Stvoruholnik je tetivovy prave vtedy, ked je stcet velkosti
jeho protilahlych uhlov 180°. V rovnobezniku st ale protilahlé uhly zhodné, takze je
tetivovy prave vtedy, ked to je pravouholnik, ¢ize uhol ECD, a teda aj uhol ABC' je

pravy.
B-1I-4

Ozna¢me V =a+ b+ c+ 2(ab+ bc+ ca) + 3(1 —a)(1 — b)(1 — ¢). Plati
a+b+c+(1—a)(1-b)(1—c)=14+ab+ac+bc—abc=1+ab(l—c)+ac+bc =1,
2(ab+bc+ca)+2(1—a)(1-0b)(1—c) 20;

séitanim tychto nerovnosti dostaneme V' = 1.
Ozna¢me x =1 —a,y=1—b,z=1— ¢; potom z, y, z su ¢isla z intervalu (0,1) a
V=1l—-ao+4+1-y+1—-2+2[1-2)1-y)+ (1-y)(1—2)+ (1—2)(1—x)] + 3zyz =
=3—(z+y+2)+2[3-2(x+y+z2)+zy+yz+zx]+3zyz =
=9—-5(zx+y+2)+2xy+yz+zzr)+ 3xyz =
=9—-2x(1—y)—2y(l—2)—22(1—x) —3x(1 —yz) —3y—32=9.

Iné riesenie. Ak a = 0, potom

) )

Pretoze b, c € (0, 1), vyraz (b—2/5)(c—2/5) nadobida najvicsiu hodnotu pre b = ¢ =1
a najmensiu hodnotu pre {b,c} = {0,1}, a teda

2 2 4
V:b+c+2bc+3(1—b)(1—c):3+5bc—2b—2c:3+5(b——) (c——) ~ %

2 3 4 3 3 4
B R B < B
Cize
1sV=4

Ak a =1, potom
V=1+b+c+2(b+bc+c),

zrejme teda
1SV 9.

Ak b, ¢ st Tubovolne, ale pevne zvolené ¢isla z intervalu (0, 1), je V' linedrnou funkciou
premennej a € (0,1) alebo je V' konstanta. Linedrna funkcia definovana v uzavretom
intervale nadobiida extrémne hodnoty v koncovych bodoch tohto intervalu. Pretoze pre
a=0ajprea=1plati 1 £V <9, plati tato nerovnost pre vsetky a € (0, 1).

Iné riesenie. PretoZe vyraz V je linearny vzhladom na kazdu z premennych a, b, ¢ €
€ (0,1), nadobuda extrémne hodnoty pre {a,b,c} € {0,1}. Prea=b=c=0je V = 3.
Ak dve z cisel a, b, ¢ sa rovnaju nule a tretie sa rovna jednej, plati V= 1. Ak sa dve
z Cisel a, b, c rovnaju jednej a tretie sa rovna nule, potom V =4. Prea =0=c=1 je
V =9. Preto plati 1 £V <9 pre vSetky a,b,c € (0,1).
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KATEGORIA A

A-1I-1

Z vlastnosti funkcii tangens a cotangens vyplyva, ze t # k - %ﬂ', kde k je Tubovolné celé

¢islo. Oznac¢me dalej

L = /2(sint + cost) a P =tg®t + cotg’ t.

Vzhladom na periodickost funkcii sin, cos, tg, cotg staci rozobrat nasledujtice pripady.

> ¢ € (0, 37): Pre kazdé také ¢ platia nerovnosti

1
sint + cost < V2 a tht—l—cotg?’t:tg?’t—i—sz.
g

Rovnost v kazdej z nich nastava prave vtedy, ked ¢ = 17. Dostavame tak odhad

L<V2-vV2=25P

Odtial vyplyva L = P = 2 a jediné redlne ¢islo ¢ z uvazovaného intervalu (0, %ﬂ'),

ktoré danej rovnici vyhovuje, je t = %ﬂ'.

te (%7?, m): Pre kazdé také t platia v tomto pripade nerovnosti
sint + cost > —1 a tg®t + cotg3t < —2.
Pre Tubovolné ¢ z uvazovaného intervalu potom platia odhady
L>-—V2>-2>P

¢o znamena, ze v tomto pripade dana rovnica nemé ziadne redlne riesenie.
t € (m, %ﬂ'): Pre Tubovolné t z uvaZovaného intervalu platia v tomto pripade
nerovnosti

—V/2 <sint +cost < —1 a tg®t + cotg3t = 2.

Odtial
L<—V2<2<P,

a teda ani v tomto pripade dana rovnica nemé ziadne redlne riesenie.
te (%ﬂ', 27): Podobne ako v druhom pripade pre lubovolné ¢ z uvazovaného intervalu
platia nerovnosti

sint + cost > —1 a tg®t + cotg3t < —2.
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Preto
L>-V2>-22>P,

¢o znamena, ze ani v tomto pripade neméa dana rovnica ziadne realne rieSenie.

Zdver. Vzhladom na periodickost uvazovanych goniometrickych funkcii st rieSenim
danej rovnice vsetky redlne ¢isla ¢ tvaru

1
t= 17?+2k7r,

kde k je ITubovolné celé ¢islo.
A-1-2

Oznacme R prieseénik uhloprie¢ok daného Stvoruholnika a pre jednoduchost tiez ¢,
¥ velkosti uhlov CDR a DCR (obr.15). Pretoze uhlopriecky s na seba kolmé, plati
@ + 1 = 90°. Vzhladom na to, Ze oba vrcholy B, C leZia v rovnakej polrovine urcenej

D
%
L AR D
xXS~_ 4
N
Y
e B
Obr. 15

tetivou AD, mame z rovnosti prislusnych obvodovych uhlov | ABD| = . A pretoze
DX je kolma na AB, plati tiez |[<SXDB| = ¢. To znamend, ze trojuholnik XCD je
rovnoramenny so zakladiiou X C. Uplne rovnako vsak zistime, Ze aj trojuholnik YC' D
je rovnoramenny so zakladiiou Y D. Odtial uz zrejme vyplyva, ze XY CD je kosostvorec
alebo Stvorec.

Iné rieSenie. Vyuzijeme nie celkom beZne znamy poznatok, Ze bod stimerne
zdruzeny s prieseénikom vysok daného trojuholnika podla jeho Iubovolnej strany lezi
na kruznici trojuholniku opisanej (poz. navodnu tlohu).

Ozna¢me R priesecnik uhloprietok daného $tvoruholnika. Podla podmienok tlohy
je X priesecnik vysok trojuholnika ABD a Y prieseénik vysok trojuholnika ABC.
Podla predchadzajiceho tvrdenia je bod C obrazom bodu X s osovej simernosti podla
priamky BD, takze R je stred tsecky X C'. Analogicky je R stred tsecky Y D. Pretoze
XC a YD st na sebe kolmé, je XY CD kosostvorec alebo Stvorec.
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A-1I-3

a) Aby sme dokazali, ze uvazovand postupnost (a,) je periodicka, staci ukazat, ze
existuji prirodzené cisla ng a p také, Ze a,,+p = an,. Pretoze dalsie ¢leny postupnosti
st danym rekurentnym vztahom jednoznacne urcené, bude uz pre kazdé n = ng platit
An+p = @, (postupnost bude periodicka s dlzkou periédy p).

Cislo ap+1 = an, — b, mé vSak najviac tolko ¢islic ako ¢islo a,,. To je napriklad
vidno z nerovnosti |a — b| < max(|al, |b]). Ak ma teda prvy ¢len postupnosti k ¢islic,
budi vietky ostatné ¢leny postupnosti patrit do kone¢nej mnoziny najviac 2(10% — 1)
nenulovych celych ¢isel. Pretoze postupnost je nekonecnd, musi obsahovat aspon dva
rovnaké ¢leny. Odtial vyplyva, Ze uvazovana postupnost je periodicka.

b) PretoZe uvaZzovana postupnost je nenulovd, nemoze byt jej ¢lenom Zziadne palin-
dromicke ¢islo (Cislo, ktoré , precitame“ rovnako spredu aj zozadu), Specialne teda ani
¢islo jednociferné.

Predpokladajme najskor, ze ¢lenom uvazovanej postupnosti je dvojciferné ¢islo ag =
= ab = 10a +b, pre ktoré a; = 9(a —b). Vidime, Ze vietky dalsie ¢leny (hlavne teda tie,
ktoré sa budu periodicky opakovat) musia byt delitelné deviatimi. Sta¢i preto rozobrat
vSetky dvojciferné nasobky deviatich 18, ... ,99. Ako lahko zistime podla schémy

81
18

=63

7 VY T—

27

36— =45
o T>9

5a—

pre kazdé také ¢islo sa medzi ¢lenmi po chvili objavi jednociferna deviatka. To znamena,
7e uvazovana postupnost nemdze obsahovat ani dvojciferné ¢isla. (Cisla v schéme
st v absoltitnej hodnote, pretoze prislusnd zmena znamienka nemd na prave ziskany
vysledok vplyv.)

Predpokladajme dalej, Ze ¢lenom uvazovanej postupnosti je trojciferné ¢islo ag =
= abc = 100a + 10b + ¢, pre ktoré a; = 99(a — c). Opit staci preskiimat len trojciferné
nasobky ¢isla 99, t.j. 198,...,990. Podobne ako v predchadzajicom pripade podla
schémy

891

198

T
693

396

zistime, ze pre také cisla sa medzi ¢lenmi postupnosti nakoniec objavi dvojciferné
¢islo 99. Postupnost teda nemdZe obsahovat ani trojciferné ¢isla.

Pretoze pre Stvorciferné ¢islo ag = abed = 1000a + 1006 + 10c + d dostavame
a; = 999(a — d) + 90(b — ¢), zistime opét, ze prvych desat najmensich (pre ktoré je
v prislusnom desiatkovom zépise b = ¢) ¢lenom uvazovanej postupnosti byt nemoze:
pre ¢isla 1000 a 1002 dostaneme priamo |a1| = 999, ¢islo 1001 je palindromické a pre
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¢isla 1003, ... ,1009 dostaneme podla analogickej schémy

997
3996 — 4995

499
92— =999

994

po niekolkych krokoch trojciferné ¢islo 999. Pre nasledujuce Stvorciferné ¢islo 1010
dostaneme trojciferné ¢islo 909 a pre 1011 dokonca dvojciferné ¢islo —90. Az pre cislo
1012 dostaneme postupnost Stvorcifernych ¢isel

—1089, 8712, 6534, 2178, —6534,

ktora sa zrejme po dalSom ¢lene zacykli.

Zaver. Najmensie také ¢islo ag je teda 1012.
A-1-4

Podla zadania ma mat kubickd rovnica P(x) = 0 dva rozne realne korene, ozna¢me
ich x1 = 7 a x5 # x1 (konkrétnu hodnotu x; = 7 vyuzijeme len vtedy, ked to bude
vhodné, inak budeme radsej pisat vSeobecne x1). Pre kubicky mnohoc¢len P(z), ktorého
koeficient pri mocnine 23 oznacime a, a # 0, potom existuje este realne ¢islo 3 také,
ze plati

Pr) = a(x — z1)(x — z2)(x — x3) (1)

(nie st vylucené rovnosti x3 = 1 alebo z3 = z2).

Pripomenime, ako existenciu tretieho redlneho koretia x3 zdovodnit: kubicky mno-
hoé¢len P(z) je nutne delitelny mnoho¢lenom (x—z1)(x—x3), prislusny podiel je linedrny
dvojélen s vedtcim koeficientom a, teda dvojélen ax + b, ktory mozno zapisat ako a(z —
— x3), ak zvolime x3 = —b/a.

Nasgou tlohou je najst vSetky vyhovujtce trojice ¢isel a # 0, xo # x1 a x3, pre ktoré
mnohoélen (1) s danou hodnotou z; = 7 spliia pre kazdé realne ¢ implikaciu

Pt)=0 = P(t+1)=1

Pre rozbor takej podmienky je nutné vediet, pre kolko réznych hodnét ¢ rovnost P(t) =

= 0 (a teda aj rovnost P(t + 1) = 0) naozaj plati, teda kolko je v trojici x1, x2, x3

roznych ¢isel. Mozu nastat iba nasledujice moznosti A, B a C.

A. 1, xo, T3 sU tri navzdjom rozne cisla. Vtedy méa kubickd rovnica P(x) = 1 tri
navzajom rozne korene x1 + 1, x2 + 1, x3 + 1, takze plati

Plx)—1l=a(x—2z1 —1)(x — 22 — 1)(z — x5 — 1).
Ked sem dosadime rozklad (1), dostaneme rovnost mnohoclenov

a(r—z1)(xr—x2)(x—23) —1l=0a(x—x1 —D)(x—22 — 1)(z — 25— 1). (2)
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2

Porovnanim koeficientov pri mocnine x* na lavej a pravej strane ziskame rovnost

—a(r1 + 22 + x3) = —a(x1 + 22 + 3 + 3),
ktora je splnend len v pripade a = 0, ¢o je v rozpore s predpokladom a # 0. (NavySe
rovnost (2) neplati ani pre a = 0, ked ma tvar —1 = 0.)
. w1 =123 =7 # 9. Vtedy P(z) = a(x — 7)%*(x — x2) a rovnost P(x) = 1 musi platit
prex =7+ 1=28 a pre x = x5 + 1. Dostavame tak stistavu dvoch rovnic
PB)=a(8—x3)=1 a P(zy+1)=a(zys—6)*=1.
Prevratena hodnota ¢isla a je teda rovna ako ¢islu 8 — x5, tak &islu (z2 —6)2. Z rovnice

8—1’2:(1’2—6)2

dostaneme tipravou rovnicu m% —11x5+28 = 0, ktora ma dva korene zo = 4 a x9 = 7.
Druhy koren nevyhovuje nasej podmienke x5 # 21, takZe nutne plati xo = 4, odkial
a=4"'=1aP)=1x-"772(z-4).

.11 =T%# w3 =123. Vtedy P(x) = a(x — 7)(z — x2)? a rovnost P(x) = 1 musi platit
prex =7+ 1 =8 a pre x = x5 + 1. Dostavame tak stistavu dvoch rovnic

PB)=a(8—23)>=1 a P(zry+1)=alzs—6)=1.
Prevratena hodnota ¢isla a je teda rovna ako ¢islu (8 —x9)?2, tak &islu x5 —6. Z rovnice
(8—x2)2 :x2—6

dostaneme dpravou rovnicu x% — 17254+ 70 = 0, ktord ma dva korene x5 = 10 a 25 =
= 7. Druhy koren nevyhovuje nasej podmienke xo # x1, takze nutne plati x5 = 10,
odkial a = 47! = 1 a P(z) = 1(z — 7)(z — 10)2.

Zaver. Podmienkam tlohy vyhovuju iba dva kubické mnohocleny

P@) =@ —T2@~4) a P@)= (7107

Pozndmka. Moznost A v uvedenom rieseni mozeme vylucit vdaka nasledujicej tivahe:

Keby mal mnohoc¢len P tri rozne korene k, ¢, m, mal by mnohoclen P — 1 podla
predpokladu korene k 4+ 1, £ + 1, m + 1. To vSak nie je mozné, pretoze sucet korenov
mnohoclena P je rovnaky ako stcet korennov mnohoclena P — 1.

A-1I-5

V Tubovolnom konvexnom Stvoruholniku ABCD ozna¢me S prieseénik uhloprie¢ok
a okrem dl7ok stran uvazujme este veliciny e = |AC|, f = |BD|, e1 = |AS|, ex =
= |CS|, f1 =|BS|, f2 = |DS| a ¢ = |4 ASB|. Podla kosinusovej vety platia rovnosti

a® = e} + f7 — 2e1 f1cos o,

b* = €5 + f + 2eafi cos o,
¢t = e3 + f§ — 2exfacos g,
d*> = €2 + f2 — 2e, fo cos .
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Ked sc¢itame prvia rovnost s tretou a od vysledku odéitame sucet druhej a Stvrtej,
dostaneme

(a2 + cz) — (b2 + d2) = —2(e1f1 + eafa +eafi + e1f2)cosp,

Cize
(a® +c*) — (b* + d*) = —2ef cos . (1)

Odtial vyplyva takyto zaver: ak plati rovnost a? + ¢ = b? + d?, potom v kazdom
uvazovanom Stvoruholniku je cos ¢ = 0, teda uhol ¢ je vzdy pravy a dizky stran maja
vyjadrenia

A =el+ i V= + 1, =+ [ =+ ][] (2)

Aby sme uzavreli prva Cast rieSenia, zdovodnime este, Ze také Stvoruholniky (pre
akékolvek dlzky a, b, ¢, d spliiajice vztah a? + ¢ = b? + d?) existuji. Uréite mozeme
predpokladat, Ze plati d = min{a,b,c,d}; dlzku e; potom zvolime v intervale (0, d)
Tubovolne a podla (2) ur¢ime

(vzhladom k urobenému predpokladu plati ¢ —d? = 0). Tym je existencia vyhovujicich
Stvoruholnikov (s navzajom kolmymi uhloprieckami) dokézana.

V druhej cGasti rieSenia budeme naopak predpokladat, Ze aspon jeden konvexny
Stvoruholnik AgBoCoDg so stranami danych dlzok a, b, ¢, d existuje. Z tivahy o modeli
stvoruholnika z drétu je jasné, ze vyhovujacich konvexnych stvoruholnikov ABC D
(tvarom blizkych AyBoCyDy) je potom nekonecne vela. Ich vnatorné uhly «, v pri
vrcholoch A, C' st viazané podmienkou

a® + d? — 2ad cos o = b? — ¢* — 2bc cosy (3)

(porovnanie dizky spolo¢nej strany BD trojuholnikov ABD a BCD). Pripustme, Ze
uhlopriecky vSetkych tychto Stvoruholnikov zvieraji rovnaky uhol ¢ a ze lavd strana
rovnosti (1) je nenulovd (podla jej znamienka je uhol ¢ bud ostry, alebo tupy, takze
sa nemdze stat, ze pre ¢ast vyhovujucich stvoruholnikov mé velkost g, a pre ostatné
T — o). Potom z rovnosti (1) moézeme vypodcitat sucin ef, ktory je tak pre vsetky
vyhovujtce $tvoruholniky rovnaky. Zo vztahu pre ich obsah S = %e f sin ¢ nakoniec
vyplyva, Ze aj hodnota S je jedna a t4 istd. Pretoze obsah S mozeme vyjadrif aj
vztahom S = %ad sina + %bc siny, prichddzame k zaveru: existuju také konstanty R,
a R,, 7e vietky vyhovujtce stvoruholniky splhaja vztahy

adcosa — bccosy = Ry, adsina + besiny = Ry
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(prvy vztah je dosledkom (3), v druhom Ry = 2S5 > 0). Z nich dalej vyplyva

(bc)? = (becosy)? + (besiny)? = (adcosa — Ry)? + (Ry — adsina)? =
= (ad)® + R} + R3 — 2ad(R; cosa + Rysin ).

Pretoze ad # 0, mozno z ostatnej rovnosti vypocitat hodnotu vyrazu
V = Rycosa + Rysina,

ktora je tak pre vsetky vyhovujice stvoruholniky ABCD rovnaka. To je mozné jedine
vtedy, ked Ry = Ry = 0, a to je spor s tym, ze Ry > 0. Dokaz druhej casti tvrdenia je
hotovy.

Dodajme, ze zaver o hodnotach vyrazu V vyplyva zo znameho vyjadrenia

1
V = —=sin(a +w),

kde uhol w je uréeny vztahmi

Rl R2

Sinw = ————— a CosSw =

Vyraz sin(a+w) nie je konstantny, ked sa uhol o meni v okoli uhla g (ktory zodpoveda
povodnému stvoruholniku AgByCyDg z tvodu druhej ¢asti rieSenia).

A-1-6

Odvodime najskor, ako vyzerd kazda dvojica (x,y) prirodzenych éisel, ktord vyhovuje
rovnici
2 +y? = k(z —y) (1)

s danym prirodzenym ¢islom k (a az potom vsetky tieto rieSenia pre hodnotu k& = 2005
zostrojime).

Predpokladajme, Ze (z,y) je Tubovolné riesenie rovnice (1), ktort zvycajnym spo-
sobom upravime na ,st¢inovy“ tvar

y(y + k) = x(k — ). (2)

Urobme tvahu o sudelitelnosti zastupenych ¢initelov. Oznaéme d najvicsi spoloény
delitel prirodzenych ¢isel x a y. TakZe plati x = dm a y = dn, kde m a n st nestudelitelné
prirodzené ¢isla. Po vydeleni oboch stran rovnosti (2) ¢islom d dostaneme ,, vyhodnejsiu“
rovnost n(y+k) = m(k—x). Z nej totiz vzhladom na nesudelitelnost ¢isel m, n vyplyva,
ze prirodzené ¢islo y + k je nasobkom ¢isla m a ¢islo k — z rovnakym nasobkom cisla n.
Pre vhodné prirodzené g teda platia rovnosti

y+k=qgm a k—x=qgn.
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Vyjadrime odtial dvoma spésobmi ¢islo k a obe vyjadrenia porovnajme:

k=qm —y=qm — dn,

} = gm—dn=gn+dm = m(q—d) =n(q+d).
k=qn+x=qgn+dm
Odtial opiit z nestudelitelnosti ¢isel m, n vyplyva, Ze prirodzené ¢islo ¢ + d je ndsobkom
¢isla m a ¢islo ¢ — d rovnakym nasobkom ¢isla n. Pre vhodné prirodzené r teda platia
rovnosti

g+d=rm a q—d=rn.

Ich sc¢itanim a odcitanim dostaneme nasledujice vyjadrenie ¢isel ¢ a d pomocou r, m

A r(m+n) g r(m —n)

a
2 2

Odtial uz pre neznadme z, y dostavame koneéné vztahy

q:

r(m—n)m

x:dm:% a y=dn=——"—. (3)

Zistime teraz, ako suvisia parametre r, m, n s danym koeficientom k z po6vodnej

rovnice (1). Mdzeme postupovat napriklad tak, Ze odvodené vztahy dosadime do
rovnosti k = gn + x:

h=qntz= r(m —21— n)n n r(m ; n)m _ T(m22+ n?)

Odtial po nasobeni dvoma dostaneme hladant podmienku v tvare
2k = r(m? 4+ n?). (4)

Iny spdsob odvodenia rovnosti (4), ktory je sic¢asne priamou ,skuskou® vztahov (3),
spociva v tom, ze z nich jednoducho vyplyvaji vyjadrenia
I r?(m —n)*(m? + ”2),
4
r(m —n)?
2 b

r—y=

z ktorych vidime, Ze rovnica (1) je pre také x, y splnend prave vtedy, ked je splnena pod-
mienka (4). Kym sformulujeme dokazany vysledok, dodajme este, Ze podla vztahov (3)
musia &sla m, n spliiat nerovnost m > n. Preto plati nasledujtca veta.
Ak k je dané prirodzené c&islo, tak rieseniami rovnice x® +y? = k(x —1y) su prdve tie
dvojice prirodzenych cisel x a y, ktoré su tvaru
r(m —n)m r(m—n)n

x:f a y=
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kde v, m, n st prirodzené ¢isla, pre ktoré plati rovnost 2k = r(m? + n?), pricom cisla
m an su nesudelitelné a m > n.

Z dokézanej vety vyplyva navod, ako vSetky rieSenia rovnice 2 + y? = k(z — y) pre
dany koeficient k zostrojit. Najdeme vSetky mozné rozklady ¢isla 2k na dva ¢initele,
2k = rs, a pre kazdy z nich potom nijdeme vyhovujice éisla m, n z rovnosti m? +n? =
= 5. Nezostava to urobif inak ako tak, Ze pre konec¢ne vela ¢isel m, ktoré su s ¢islom s
nestdelitelné a spliiaji nerovnosti 2m? > s > m?, testujeme, ¢i je rozdiel s —m? druhou
mocninou prirodzeného ¢isla. Pre dané k = 2005 = 5 - 401 (401 je prvoéislo) existuju
tieto rozklady (pretoze m? +n? = 22412 = 5, vynechdme rozklady, v ktorych je ¢initel
s = m? + n? mensi ako 5):

(i) r =802, m? +n? = 5. Zrejme m = 2 a n = 1, odkial z = 802 a y = 401.
(ii) r =401, m? 4+ n? = 10. Zrejme m = 3 a n = 1, odkial x = 1203 a y = 401.
(iii) 7 = 10, m? + n? = 401. Plati 15 < m < 20, vyhovuje iba m = 20, kedy n = 1,

x=1900 a y = 95.

(iv) 7 = 5, m? +n? = 802. Plati 21 < m < 27, preberieme iba neparne m, vyhovuje iba

m =21, kedy n =19, x = 105 a y = 95.

(v) 7 =2, m?+n? = 2005. Plati 31 < m < 44, preberieme iba m nestdelitelné s ¢islom 5,
vyhovuje jednak m = 39, kedy n = 22, x = 663 a y = 374, jednak m = 41, kedy

n =18 r =943 a y = 414.

(vi) » = 1, m? + n? = 4010. Plati 45 < m < 63, preberieme iba m nesudelitelné

s C¢islom 10, vyhovuje jednak m = 59, kedy n = 23, ¢ = 1062 a y = 414, jednak

m =61, kedy n =17, x = 1342 a y = 374.

Zdver. Uloha mé pravé osem rieseni (x,y). ZapiSeme ich v rastiicom poradi podla
prvej zlozky z: (105,95), (663,374), (802,401), (943,414), (1062,414), (1203,401),
(1342,374), (1900, 95).

Vsimnime si, Ze tychto osem dvojic (x,y) mé iba Styri rozne zlozky y (kazdé y je
zastipené v dvoch dvojiciach). To mozno vysvetlif takymto pozorovanim: ak ma pre
niektoré prirodzené y kvadraticka rovnica

z? — 20052 + (y* +2005y) = 0

aspon jedno riesenie x v obore prirodzenych c¢isel, ma v tomto obore dve rézne riesenia.
Jednoduché vysvetlenie vyplyva z Vietovych vztahov: ak je x; celociselny koren tejto
rovnice, je aj druhy koren x5 = 2005—x; celé ¢éislo (rézne od x1); z rovnosti z1x = Y2+
+ 2005y vyplyva, Ze oba korene z, 5 maji rovnaké znamienko, lebo 32 4+ 2005y > 0.

A-S-1

7 tvaru danej rovnice priamo vyplyva, ze x > y = 0 (lebo ¢islo 61/5 — 10 je kladné
a odmocnina z neho tiez). Pre také x, y mézeme umocnit obe (kladné) strany rovnice
na druht a urobit dalsie ekvivalentné upravy:

V5 — 2/5zy + yv5 = 6v/5 — 10,
T — 2Ty +y=6—2V5,
x+y—6=2(y/zy — V5). (1)
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Umocnenim a dalSou tpravou dostaneme, ze pre hladané celé ¢isla x, y musi platit

(z+y—6)% =4(zy — 2¢/5zy +5),
8v/bzy = 4(zy +5) — (z +y — 6)°. (2)

Z ostatnej rovnice vyplyva, ze hodnota /5xy je racionalna, a teda celé ¢islo.* Takze
5zxy je druhd mocnina nezaporného celého ¢isla, ktoré je zrejme delitelné piatimi.® Plati
teda 5xy = (5k)?, ¢ize xy = 5k?, kde k je nezdporné celé é&islo. Toto je viyhodné dosadit
nie do rovnice (2), ale do rovnice (1). Dostaneme totiz rovnicu

x+y—6=2(Vbk2—V5) cize x+y—6=2(k-1)V5.

7Z nej vdaka iracionalnosti ¢isla /5 vyplyva, Ze pre splnenie rovnosti (1) je nutné
a postacujuce, aby platili obe rovnosti k =1 a z +y — 6 = 0. Zo ststavy rovnic

ry=>5k>=5 x+y=6

lahko zistime, Ze {x,y} = {5,1}, teda * = 5 a y = 1, lebo podla tvahy na zaciatku
x>,
Hladana dvojica (z,y) je jedind, a to (z,y) = (5,1).

A-S-2

Oznacme P, ), R vrcholy vzniknutého trojuholnika. Kazda z osi tseciek M A;, M B
a M je kolma na zodpovedajicu stranu trojuholnika ABC'. Preto kazdé dve zo stran

trojuholnika PQR zvieraju uhol 60 stupnov, takze tento trojuholnik je rovnostranny
(obr. 16).

C
As
R
By
By M
AT
A (O Cy B
Q
Obr. 16

4 Druh4 odmocnina nezdporného celého é&isla je bud celé &islo, alebo iracionalne é&islo.
5 Ak je n celé a n2 je delitelné piatimi, je aj n delitelné piatimi.
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Teraz ukazeme, ze stcet dlzok tseciek M A, M By a MC} je (nezévisle od polohy
bodu M) rovny dlzke a strany povodného trojuholnika ABC. Oznaéme preto postupne
By, C5 a As priesecniky priamok M Ay, M By a MC; so stranami CA, AB a BC.
Pretoze trojuholniky M A, Ay, M B1By a M C1C5 st rovnostranné, plati

|MA| 4+ |MB1| + |MCy| = |A1As| + |A2C| + |A1B| = |BC| = a.

Pre Tubovolny (vnutorny) bod rovnostranného trojuholnika plati, ze sucet jeho
vzdialenosti od vSetkych stran trojuholnika je rovny vyske trojuholnika. To lahko vidno
napriklad z vyjadrenia obsahu takého trojuholnika ako sti¢tu obsahov troch trojuhol-
nikov tvorenych danym (vnutornym) bodom a dvojicami vrcholov. Pretoze bod M
mé od stran (rovnostranného) trojuholnika PQR vzdialenosti |MA1|/2, |M B1]|/2
a |[MC1|/2, m4 vyska ¢ tohto trojuholnika velkost t = (|[MA| 4+ |[M By| + |MC4])/2 =
= a/2. PretoZe pre vysku v rovnostranného trojuholnika ABC plati v = v/3a/2, plati
S = av/2 = \/3v?/3. Podobne pre obsah T trojuholnika PQR s vyikou t dostavame

1
9 3

3

-5 =36 - S G

T =
3 \2

¢ize S = 3T, ¢o sme chceli dokézat.
A-S-3

Pretoze vSetky hodnoty funkcie sinus lezia v intervale (—1,1), je st¢in dvoch hodnét
sinusu rovny ¢&islu —1 len vtedy, ked je jedna hodnota 1 a druh4 hodnota je —1. Cislo
z € R je teda rieSenim danej rovnice prave vtedy, ked existuju éisla k, ¢ € Z také, ze
plati dvojica rovnosti

x—i—ﬁzz_‘_%ﬂr, x+7r:_z+2k7r,
b 2 alebo 5 2

ToT T g ToT T g
11 2 ’ 11 2 '

VyrieSenim tychto linedrnych rovnic dostaneme vyjadrenia

T = 3%+10k7r, x:—%—l—lOkﬂr,
9 alebo 137
x:—7+22£7r, T = 7+22£7r.

Teraz ndjdeme vSetky dvojice celych ¢isel (k, £), pre ktoré plati

3 9 7 13
g + 10kr = —g 42207, resp. — g + 10kT = TW + 2207,

Jednoduchou tpravou tychto rovnic (vratane kratenia ¢islom 27) dostaneme

5k+3=11¢, resp. bk —5=11(
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Upravme prvi rovnicu na tvar 5(k—6) = 11(¢—3). Uvahou o delitelnosti nestidelitelnymi
¢islami 5 a 11 zistime, ze vSetky celociselné rieSenia takej rovnice maji tvar k = 6 +11n
a ! = 3+ 5n, pricom n € Z. Dosadenim do prislusného vzfahu pre x tak dostavame
prvu skupinu rieseni

3 3
v = 7” + 10kn = Eﬂ +10(6 + 11n)7 = 61,57 + 1100

Podobne z druhej rovnice 5k — 5 = 11/ upravenej na tvar 5(k — 1) = 11¢ zistime, Ze
k =1+ 11n, £ = bn, pricom n € Z. Takze druhda skupina rieSeni ma vyjadrenie

x = —%T + 10km = _7; +10(1 + 11n)7 = 6,57 + 110n7.

Zdver. Vsetky rieSenia danej rovnice su dané vztahmi
r=6157r+110nt a x =065+ 110n7, pricom n € Z. (1)
Pretoze 61,5 — 6,5 = 55 = 110/2, daju sa vSetky rieSenia zapisat jednym vztahom

x = 6,5m 4+ bbnmw, pricom n € Z. (2)

Iné riesenie. Vdaka goniometrickému vzorcu

cos(A — B) — cos(A + B)
2

sin Asin B =

sa d4 rovnica 1 + sin A sin B = 0 prepisat na tvar
cos(A + B) —cos(A — B) = 2.

Vzhladom na obor hodnét funkcie kosinus je ostatna rovnost splnena prave vtedy, ked
plati cos(A + B) = 1 a cos(A — B) = —1. Pre zlomky A, B z povodnej rovnice tak
dostavame ststavu rovnosti

T+ X —T

A+ B= =2k
+ 5 -+ 11 T,
T+ X —T
A—B= — = 2
3 11 ™+ 207,

ktoré musia platit pre vhodné ¢isla k, ¢ € Z. S¢itanim a od¢itanim dostaneme

T+ s r— T T
: —§+(k—|—€)7r a 11 ——§+(k—€)7r,

odkial dvoma spésobmi vyjadrime nezndmu x:

v =5kt Om =~ 4 11(k— O
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LCahko zistime, Ze ¢isla k, ¢ si zviazané podmienkou 3(k — 1) = 8¢, ¢o znamen4, Ze
¢ =3nak=8n+1 pre vhodné n € Z. Dosadenim do vzfahu pre x tak dostaneme

vyjadrenie

1
T = % + 55nm = 6,57 + Sdnmw,

ktoré je rovnaké, ako v prvom rieseni.
A-1II-1

Hladame celé éisla a, b, pre ktoré (a+b)*+a(a+b)+b = 0. To je vzhladom na nezndmu b
kvadraticka rovnica b? + (3a + 1)b + 2a2 = 0 s celo¢iselnymi koeficientmi. Celo¢iselny
korenn ma iba v pripade, ze jej diskriminant

D=3a+1)?-4-2a>=(a+3)?°-8

je tplny $tvorec. Ten je pritom o osem mensi ako iny tplny Stvorec (a + 3)2. Ako Tahko
zistime (rozdiely druhych mocnin dvoch susednych prirodzenych ¢isel postupne rasti),
rozdiel 8 majt iba tiplné Stvorce 9 a 1, takze (a +3)? = 9, odkial vyplyva a = —6 alebo
a = 0. Pre a = —6 vychddza b =8 ab =9, pre a = 0 vychadza b = 0 a b = —1.
Dostavame tak Styri rieSenia: (a, b) je jedna z dvojic (—6,8), (—6,9), (0,0), (0,—1).

Pozndmky. Ak za nezndmu namiesto b zvolime a, vyjde rovnica 2a? + 3ba + (b* +
+ b) = 0 s diskriminantom D’ = 9b? — 8 - (b* +b) = (b — 4)? — 16; tplné Stvorce lisiace
sa o 16 su iba 0, 16 a 9, 25.

Uloha néjst dva tuplné §tvorce z2 a y? s danym rozdielom d sa pre malé hodnoty d
(ako d = 8 alebo d = 16 v nasom pripade) da vyriesit otestovanim niekolkych prvych
Stvorcov 0, 1, 4, 9, ... Pre lubovolné prirodzené d mozno postupovat tak, Ze rovnicu
2?2 — y? = d upravime na (z — y)(z +y) = d a vypiseme vSetky rozklady daného ¢isla d
na sucin dids dvoch celoéiselnych ¢initelov; z rovnic dy = z — y, do = = + y potom
vypocitame prislusné z a y.

A-1I -2

Najskor dokazeme, ze pre Cleny skimanej postupnosti (a,)52; plati: rovnost a,, = 0
je splnené pre niektoré prirodzené n prave vtedy, ked pre to isté n plati a,13 = 0.
Skutocne, ak a,, = 0, tak menovatele zlomkov v zadanej rovnosti si1 navzajom opacné
(nenulové) ¢isla, takze také musia byt aj ich Citatele. Z rovnosti

An43 — Qp42 = _(an—|—3 + an—|—2)

uz vyplyva a,43 = 0. Naopak, ak plati a,+3 = 0, st citatele spomenutych zlomkov
navzajom opacné ¢isla, takze také musia byt aj ich menovatele, odkial a,, = 0.

Dokézana vlastnost mé tento désledok: z podmienky ass # 0 vyplyva agr # 0 (pre
kazdé k = 1), z ass # 0 vyplyva agp+1 # 0 a z ay; # 0 vyplyva asgy2 # 0 (vidy pre
kazdé k = 0). Spolu vychédza, Ze Ziadny clen a,, skimanej postupnosti nie je rovny
nule.
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Z rovnosti zo zadania vyplyva rovnost

(an+3 = ant2)(an + ant1) = (@n+3 + ani2)(@n — ang1),

z ktorej po roznésobeni a naslednom zjednoduseni dostaneme (pre fubovolné priro-
dzené n)

Ap4+10n+3 = Gpln42-

.....

celé n:

n420n+4 = An410n4-3-

Ked vynasobime obe rovnosti a vysledok vykratime (nenulovym) ¢islom a,4+16Gn420n+3,
vyjde a,44 = ay, t.j. dand postupnost ma periédu 4. Preto a1 = agz = 1, as = asy = 2,
as = a11 = 4, ag = araz/az = 2, teda

af a4+ alge = 25(1% 4 2F 4+ 4F 4 2%) = (5(1 + 29))°.

Tym je dokaz hotovy.
A-1II-3

Dané styri body A, B, X, Y lezia na kruznici (obr. 17) prave vtedy, ked
|PA|-|PX|=|PB|-|PY]|.

Kruznica opisanéd trojuholniku AC'X pretne polpriamku opa¢ni k polpriamke PC
v bode, ktory oznac¢ime D. Pre tento bod plati

|PA| - |PX|=|PC|-|PD|.
Rovnost z prvej vety rieSenia teda nastane prave vtedy, ked plati
|PB| - |PY|=|PC|-|PD|.

Tato rovnost je splnend prave vtedy, ked bod D lezi na kruZnici opisanej trojuholniku
BCY, teda prave vtedy, ked je bod D # C druhym prieseénikom kruznic opisanych
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trojuholnikom AC'X a BCY. Dokaz je hotovy.

Obr. 17

Pozndmka. Ulohu mozno ihned vyriesif na zédklade poznatku o tom, ako vyzerd
mnozina vSetkych bodov, ktoré maju rovnaki mocnost k dvom danym kruzniciam. Je
to vzdy priamka (nazyvana chordéla), ktora je kolméa na spojnicu stredov oboch kruznic
a prechadza ich spoloénymi bodmi (pokial existuji). Rovnost z prvej vety rieSenia preto
vyjadruje prave to, ze bod P lezi na chordale kruznic opisanych trojuholnikom AC'X
a BCY.

A-1I-4

Najskor si uvedomme, Ze s kazdym realnym rieSenim (x,y) danej sistavy rovnic sa jej
rieSeniami aj dvojice (z,—y), (—z,y) a (—z, —y). Staci sa preto obmedzit na rieSenia
v obore nezapornych redlnych ¢isel. NavysSe s kazdym rieSenim (z,y) je rieSenim danej
ststavy aj dvojica (y,x). Mozeme preto dalej predpokladat, ze 0 < x < y.

Prepisme najskor obe rovnice stistavy pomocou znameho vzfahu cos? 2

a=1-—sin" a:

sin®x 4+ 1 —sin® y = 32,

sin2y—|— 1 —sin?z = 2%

S¢itanim oboch rovnic potom dostaneme
z? +y? =2. (1)
Ked od¢itame druhti rovnicu od prvej, dostaneme

25in2x—281n2y:y2—m2,
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Cize
2(sinz + siny)(sinz — siny) = y* — z°. (2)

Pri uvedenom predpoklade 0 < 2 < y zo vzfahu (1) navySe vyplyva, ze 0 < © <
<y < V2 < /2, a pretoze funkcia sinus je na intervale (0, 7/2) nezdporné a rasttca,
vidime, Ze pre také redlne ¢isla x a y je Tavd strana rovnice (2) nekladnd, zatial ¢o
pravé strana je nezdporna. To znamend, Ze musi platit y2 — 22 = 0, éo za uvedenych
predpokladov dava z = y a spolu s (1) tak mame z = y = 1.

V obore nezapornych realnych cisel mé danéd sustava rovnic jediné riesenie, a to
(z,y) = (L,1).

Zdver. Dana stistava rovnic ma prave Styri rieSenia v obore realnych ¢isel. S nimi
nasledujuce dvojice: (1,1), (1,-1), (—=1,1) a (=1, —1).

A-IIT-1

Dokézeme, ze €Clen ay je vidy zlozené ¢islo delitelné jedendstimi. Kltcom k rieSeniu
ulohy je kritérium delitelnosti jedenastimi. Ak ¢xcg_1...¢1Co je zapis Cisla m v desiat-
kovej sustave, dava c¢islo m po deleni jedenastimi rovnaky zvysSok ako striedavy stucet
jeho ¢islic:

zv(m) =co—c1 +ca— ...+ (=1)Fe.

Pre zvysok ¢isla b,,, ktoré ma opa¢né poradie ¢islic ako ¢islo a,,, teda plati, ze zv(b,,) =
= +2zv(a,) podla toho, ¢i je pocet ¢islic ¢isla a,, neparny alebo parny. Preto ak je
niektory ¢len uvazovanej postupnosti delitelny jedenéstimi, st jedendstimi delitené aj
vSetky nasledujuce cleny. Navyse akondhle ma nejaky clen a,, uvazovanej postupnosti
parny pocet dislic, plati zv(a,) = —zv(b,), takie ant1 = a, + b, uz je delitelné
jedenastimi (a rovnako aj dalsie ¢leny).

Postupnost (a,,) je zrejme rastiuca. Ak ma ¢len a; parny pocet ¢islic, bude uz ¢len as
zloZzené ¢islo delitelné jedenastimi s vynimkou pripadu a; = 10, kedy vSak a3 = 22. Staci
teda ukdazat, Ze aj pre éisla a; s neparnym poc¢tom déislic bude medzi prvymi Siestimi
¢lenmi postupnosti vzdy aspon jeden ¢len s parnym poctom ¢islic. Dokazeme to sporom
v nasledujicom odstavci.

Predpokladajme naopak, ze vsSetky c¢isla aq,as,...,as maji neparny pocet cislic.
Ozna¢me ¢ prva a d poslednu éislicu éisla aq, takze 1 S ¢ <9a 0= d <9 (v pripade
jednociferného a; polozime ¢ = d). Cislo b; potom bude formalne zac¢inat éislicou d
a koncif ¢islicou ¢, a pretoze predpokladame, Ze ¢islo as = a; + b1 mé tiez neparny, teda
rovnaky pocet ¢islic, musi nutne byt ¢+ d < 10. To bude teda ¢islica na jeho poslednom
mieste, zatial ¢o na prvom mieste bude stat ¢ + d alebo ¢+ d + 1 (podla toho, ¢i pri
s¢itani doslo na predposlednom mieste k prechodu cez desiatku), v kazdom pripade
bude na prvom mieste cislica aspon ¢ + d. Podobne postupne zistime, ze prva dislica
Cisla ag = ag + by bude aspon 2(c+d), prva ¢islica ¢isla ay = ag+bs bude asponi 4(c+d),
prvé Cislica ¢isla a5 = a4 + by bude aspon 8(c+ d) a prva ¢islica ¢isla ag = as + bs bude
aspon 16(c+d). Pretoze 1 < ¢+d < 10, nemoze uz zrejme platit 16(c+d) < 10. Aspon
v jednom z ¢isel ag, as, ... ,as sa teda pocet Cislic zvysil z neparneho poctu na parny.

Tym je tloha vyriesena. Dokazali sme, Ze ay nie je nikdy prvocislo.
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Pozndmka. Pre aq = 10220 vyjde ag = 185767, ¢o je prvocislo.
A—-1II -2
Ukéazeme, ze z predpokladu tlohy vyplyvaju silnejsie odhady

+ 2 —

DN —
S|
[IA
33
A
3|
=

Dant rovnicu najskér upravime na tvar
(x+m—1)(z+n)=m.

Ak v tejto rovnosti je z celé ¢islo, dostavame rozklad prirodzeného ¢isla m na sacin
dvoch celych ¢isel, ktoré teda lezia obe bud v intervale (1,m), alebo v intervale
(—m, —1). V kazdom pripade rozdiel tychto dvoch ¢isel neprevysuje (spolo¢nil) dlzku
oboch intervalov:

(x4+n)—(x+m—-1)=m—1, ¢ize n=2m—2,

odkial vyplyva dolny odhad (1). Vzhladom na symetriu ¢isel m a n plati tiez nerovnost
m < 2n — 2, z ktorej dostaneme horny odhad (1).

Iné riesenie. Vzhladom na symetriu sa staci zaoberat pripadom m = n a dokazat
horny odhad (1) z prvého rieSenia, teda nerovnost m < 2n — 2.
Dané rovnica ma tvar 2 + (m +n — 1)z +mn —m —n = 0 a m4 diskriminant

D=(m+n—12%—4mn-—m-n)=m?+n>-2mn+2m+2n+1=
= (m—n+1)*+4n.

Ten musi byt druhou mocninou celého éisla, ak ma mat dané rovnica celoc¢iselné riesenie.

paritu ako jej zdklad (m —n+ 1), ktory je kladny (kedZe uvazujeme len pripad m = n).
Preto musi platif D = k2, kde k je celé ¢islo spliiajice podmienky & > m —n+1 > 0
ak=m—n+1 (mod 2). To znamend, ze k = m — n + 3, takZe plati

D=(m-n+12+4n=k>2m-n+3=(m-n+14+2)*=
=(m-n+12+4m—-n+1)+4

Odtial vyplyva nerovnost 4n = 4(m —n+1)+4, ¢ize m < 2n — 2, ¢o sme mali dokazaf.

Pozndmky. Pretoze dvojice tvaru (m,n) = (2n—2,n) a (m,n) = (m, 2m—2) vyhovuju
podmienke ulohy, st odhady (1) najlepsie mozné.

Je mozné popisat vSetky dvojice prirodzenych ¢isel (m, n), ktoré vyhovuji podmienke
ulohy, a to spésobom uvedenym v nasledujucom tvrdeni, ktoré uvedieme bez dékazu.
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Veta. Nech m an su celé ¢isla. Rovnica (v +m)(x +n) = x + m +n ma aspon jedno
celociselné riesenie prave vtedy, ked st ¢isla m, n tvaru

m=(a—1)b a n=a(b—1), pricom a,bécZ.

A-1IIT-3
Oznacme uhly v trojuholniku ABC zvycajnym spésobom. Z vlastnosti bodov K a L je

zrejmé (obr. 18), ze body A, B, K, L lezia na jednej kruznici prave vtedy, ked | K AL| =
= |SKBL|, t.j. prave vtedy, ked a = g.

C C

Obr. 18 Obr. 19

Priamka KL sa dotyka kruznice opisanej trojuholniku BKS (nutne v bode K)
prave vtedy, ked sa rovnaju tsekovy a obvodovy uhol prislusnej tetivy K S (obr.19):
|SLKA| = |SLBK| = (/2 = | LBA]|. Posledna rovnost je vSak ekvivalentnd s tym,
7e body A, B, K, L lezia na jednej kruznici. Ako uz vieme, to nastane prave vtedy, ked
a = (. (Zo symetrie je zrejmé, Ze je to zaroven ekvivalentné tomu, Ze sa priamka KL
dotyka kruznice opisanej trojuholniku ALS.)

Z uvedenych vysledkov vyplyva, ze svoje dalsie tvahy mozeme obmedzit na rovno-
ramenné trojuholniky ABC' so zédkladiiou AB. Pozrime sa najskor, kedy kruznica
opisand stvoruholniku ABK L obsahuje bod O. Stredovy uhol AOB v kruznici opisanej
trojuholniku ABC ma velkost 2+, zatial ¢o velkost uhla AK B je 180° — /2 — = v+
+ /2 (obr.20). Bod O pritom nemoze lezat na strane AB (ked je uhol v pravy) ani
v polrovine opacnej k ABC' (ked je uhol 7 tupy), pretoze v tom pripade je

|SAOB| + |[SAKB| = (360° — 27) + (v + 1a) = 180° + 2o + 8 > 180°.
Body A, B, K, O teda lezia na jednej kruznici prave vtedy, ked

2’yz’y+%a Gize a=[0=2y="T2°
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Obr. 20

Ostéva zodpovedat otézku, kedy sa kruznica opisand trojuholniku BV'S dotyka
priamky K L. V polrovine KLB existuju dve kruznice, ktoré obsahuja body B a S
a dotykaju sa priamky K L (Apolléniova tloha, pre bod dotyku 7' z mocnosti bodu L
k takej kruzmici plati |[LT|?> = |LS|- |LB|). Jednu takt kruZnicu uz poznime, je to
kruznica opisana trojuholniku BK S, ktora sa priamky KL dotyka v bode K. Druha
kruznica sa teda dotyka priamky K L v bode K’ simerne zdruzenom s K podla stredu L.
Ak mé kruZnica ¢ opisand trojuholniku BVS lezat v polrovine K LB, musi v nej lezaf
aj jej bod V, ktory je potom nutne vnatornym bodom tusecky CyC1, ktora je ¢astou
osi tsecky AB (obr.21). Uhol SBV je teda ostry (jeho velkost je najviac 3/2), preto
stred kruznice ¢ lezi v polrovine CyC1 B a lezi tam aj jeho kolmy priemet (pripadny
bod dotyku) na priamku K L. KruZnica ¢ sa teda dotyka priamky K L jedine v pripade,
ked je to kruZnica opisand trojuholniku BK S, teda ked body B, K, S, V lezia na
jednej kruznici. To nastane, prave vtedy, ked |SC1VB| = |4SKB| (to plati bez
ohladu na to, & bod V' lezi medzi bodmi C;, S, alebo medzi bodmi Cy, S; obr.21).
Z pravouhlych trojuholnikov ABB; a BV C; vyplyva |[SC1V B| = «, takze rovnost
|XC1V B| = |4 SK B| plati prave vtedy, ked

a=7+3a dize a=fF=2y="T2°

Dokézali sme, Ze obe podmienky a) a b) st ekvivalentné s tym, Ze trojuholnik ABC
je rovnoramenny s uhlami o = § = 72° a v = 36°.

A-T1II -4

Pretoze trojuholnik ABC' je ostrouhly, lezia body V a S vnutri neho. Ak oznacime
velkosti uhlov v danom trojuholniku zvyc¢ajnym sposobom, plati (obr. 22)

|SAVB|=180°—~ a  |[JASB|=90°+ 1.
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Body A, B,V a S teda lezia na jednej kruznici prave vtedy, ked |4 AVB| = |4 ASB], ¢o
je podla uvedenych vztahov ekvivalentné s rovnostou v = 60°. Vrchol C tak nutne lezi
na niektorom z dvoch kruznicovych obltukov, z ktorych je vidno tsecku AB pod uhlom
60°. PretoZe je trojuholnik ABC' ostrouhly, musi navySe vrchol C' lezat vnutri pasu

ohranic¢eného kolmicami na priamku AB v bodoch A a B. Vrchol C je teda vnitornym
bodom takto ohrani¢enych kruznicovych oblikov K'L a M N (obr. 23).

Obr. 22 Obr. 23

Ozna¢me dalej Cy stred tsecky AB. Pretoze tazisko T kazdého z uvazovanych
1

trojuholnikov ABC' je obrazom bodu C' v rovnolahlosti so stredom Cy a koeficientom 3,
je bod T vnitornym bodom jedného z oblukov K'L’ alebo M'N’, ktoré st obrazmi
oblika KL a M N v uvazovanej rovnolahlosti.

Pretoze spomenuté rovnolahlost je vzajomne jednoznacné zobrazenie, je zrejmé, Ze
kazdy vnutorny bod oblika K’'L’ alebo M’ N’ mé pozadovant vlastnost, t.j. je taziskom
ostrouhlého trojuholnika ABC' s uhlom 60° pri vrchole C', ktorého zodpovedajtce body

V a S lezia na jednej kruznici s vrcholmi A a B.
A-1III -5

Hladajme trojice p, ¢, r podla toho, ktoré z tychto troch ¢isel je najviicsie:

> Najvicsie je p. Potom z podmienky p | ¢ + r a z nerovnosti g + r < 2p vyplyva
q + r = p. Z druhej podmienky potom dostaneme ¢ | r + 2p = 3r + 2¢, teda ¢ | 3r,
¢o vzhladom na roznost prvodisel znamena, ze ¢ = 3. Teda p = r + 3 a posledna
podmienka hovori, ze r | r + 12, ¢ize r | 12, teda r = 2 (prvocisla maja byt rozne).
Takze p = 5. Tato trojica naozaj splha podmienky zo zadania.

> Najvicsie je q. Potom podmienka g | 7+ 2p a nerovnost r+2p < 3¢q davajar+2p = g
alebo r + 2p = 2q.
Ak 2q = r + 2p, musi byt r parne. Teda » = 2 a z rovnosti 2g = 2 + 2p vyplyva

.....
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Ak g = r+2p, prva podmienka hovori, ze p | 2r+2p, teda p | 2r, ¢ize p = 2. Posledna
podmienka potom déva r | p 4+ 3¢ = 3r + Tp = 3r + 14, teda r | 14, takze r = T.
Potom q¢ = r + 2p = 11. Téato trojica tiez vyhovuje zadaniu.

> Najvicsie je r. Potom porovname podmienku r | p + 3¢ a nerovnost p 4+ 3q < 4r.
Keby bolo p + 3q = 3r, bolo by p = 3(r — q), teda p = 3, r —q = 1, takze r = 3
a ¢ = 2, ¢o nie su tri rozne prvocisla.
Ak p + 3q = 2r, dostdvame z prvej podmienky p | 2(q + r) = p + bq, takze p | 5q
a p = 5. Druha podmienka potom déva ¢ | 2(r +2p) = 2r +20 = 3¢ + 25, teda g = 5
a vyslednu trojicu netvoria rézne prvocisla.
Napokon nech p + 3¢ = r. Prva podmienka potom dava p | p + 4q, takze p | 4q
a p = 2. Druha podmienka hovori, ze ¢ | 7+ 2p = 3q + 6, teda ¢ | 6 a ¢ = 3, lebo
q # p = 2. Potom r = p 4+ 3¢ = 11. Tato trojica tiez vyhovuje zadaniu.

RieSenim tlohy su tri trojice prvoéisel (p, q,7), a to (5,3,2), (2,11,7) a (2,3,11).
A-1III-6

Pre kazdé pripustné ¢ plati

2

2 02
— 1
COS™ ¢ — SIn 90) _ §(tg2<p—|—cotg2(p—2).

2 cotg? 2 = 2
core2¥ ( 2sin p cos

Polozme tg?z = a, tg?y = b a tg? z = ¢, pricom a, b, ¢ st kladné realne ¢isla. Danti
sustavu tak prevedieme na tvar

+1(b+1)—2
“Ty b) ~ o
1 1
b+ (c+2) =2 (1)
2 c
1 1
c+—(a+—):2.
2 a

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze a = b = ¢ (pri inom usporiadani tlohu
vyrieSime podobne). Pri takomto usporiadani z predchadzajtcej ststavy rovnic vyplyva

1 1 1
b+-=<c+-=a+-.
b c a

Pretoze pre kazdé kladné x plati © + 1/2 = 2, zo ststavy (1) navySe vyplyva 0 <

< a,b,c £ 1. Funkcia f(x) = x 4+ 1/x je vSak na intervale (0; 1) klesajtca, preto platia
aj nerovnosti

1 1 1
a+-=b+-=rc+ -.
a b c

To spolu s predchadzajicimi nerovnostami dava a = b = c.
Ostava tak urcit vSetky u € (0; 1), ktoré st rieSenim rovnice

1 1
u+—(u+—> = 2.
2 U
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Po jednoduchej tprave dostaneme kvadratickti rovnicu
3u? —4u+1=0, t.j (u—1)(Bu—1)=0.

Tato kvadratickd rovnica ma prave dva kladné redlne korene u; = 1 a uy = 1/3.
Vzhladom na pouzité substiticie a periodickost funkcie tangens si rieSenim danej
ststavy rovnic prave nasledujice trojice (z,y, z) realnych ¢isel
T T T T T T T
T T, T Ty —) a (i— feymr, 5 4 kgmr, £ 1 im),
(4+124+224+32 g "M EG T g s
pricom ki, ko, k3 st Iubovolné celé ¢isla a tri znamienka v trojici druhého typu st
vybrané Tubovolne, t.j. navzajom nezavisle.



Pripravné sustredenia pred IMO

Pred medzinarodnou matematickou olympiddou (IMO) sa kaZzdoro¢ne konda jedno
vyberové a jedno pripravné sustredenie pre najlepsich riesitelov tretieho kola katego-
rie A. Tento rok sa navyse uskutocnilo po prvy raz aj spolo¢né pripravné sustredenie
ceského a slovenského druzstva.

Na vyberovom ststredeni pred IMO sa zuUcéastnilo 12 sufaziacich, najaspesnejsich
riesitelov tretieho kola MO kategérie A. Sustredenie sa konalo v drioch 23.-29.4. 2006
v Bratislave. Ulohy zadavali lektori z FMFI UK Bratislava:

Jan Mazak, Glohy 1 — 4,

Mgr. Tomas Jurik, Glohy 5 — 7,
Mgr. Peter Novotny, tlohy 8 — 10,
Erika Trojakova, tlohy 11 — 14,
Martin Potocny, Glohy 15 — 17.

Kazdy den studenti riesili sériu troch ¢i styroch uloh pri podobnych podmienkach
ako na IMO. V poobednajsich hodinach sa konal spolo¢ny rozbor tloh s lektorom. Na
konci ststredenia sa ziskané body za jednotlivé dni sc¢itali a s prihliadnutim na vysledky
tretieho kola MO bolo vybrané Sest¢lenné druzstvo a nahradnik pre ticast na IMO.

Vysledky sustredenia:

Jdan Mikulas 42 Michal Takdcs 23
Ondrej Buda¢ 39 Michal Szabados 21,5
Jaroslav Knebl 39 Kristian Kacz 19
Istvan Estélyi 35 Jozef Minar 18
Samuel Hapdk 31,5 Viadislav Ujhdzi 18
Jakub Beran 25 Viadimir BozZa 17,5

Poradie po zohladneni vysledkov CKMO:

1. Ondrej Budd¢ 80 7. Jakub Beran 49
2. Jan Mikulds 71 8. Michal Szabados 40,5
3. Jaroslav Knebl 69 9. Vladimir Boza 38,5
4. Istvan Estélyr 61 10. Kristian Kacz 38
5. Michal Takdcs 52 Viadislav Ujhdzi 38
6. Samuel Hapak 51,5 12. Jozef Minar 37

Druhé suistredenie sa konalo v dnoch 11.-17.6. 2006 v Bratislave. Ststredenie bolo
zamerané obzvlast na pripravu reprezentacného druzstva. Lektormi boli

Mgr. Peter Novotny, FMFI UK Bratislava (Tedria ¢isel, Geometria),

Michal Burger, FMFI UK Bratislava (Kombinatorika),

Mgr. Juraj Foldes, University of Minnesota, USA (Algebra),

Mgr. Richard Kollar, PhD., University of Michigan, USA (Ako pisat rieSenia).
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Prvé spolocné sustredenie ceského a slovenského druzstva sa uskutocnilo v dnoch
18.-23.6. 2006 v CR v obci Hluk pri Uherskom Hradisti. Organizatormi boli Spole¢nost
Otakara Borivky a Gymnazium Uherské Hradisté. Celé sustredenie bolo finan¢ne
zabezpecené z nestatnych prostriedkov. Pedagogicky dozor slovenskym (a na mieste
aj Ceskym) Studentom robil Mgr. Michal Valko, Student na University of Pittsburgh
v USA. Odborné prednasky viedli

Doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., MU AV CR, Brno (Teéria é&isel a polynémy),
RNDr. Karel Hordk, CSc., MU AV CR, Praha (Synteticka planimetria),

RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., PF UP, Olomouc (Nerovnosti v geometrii a algebre),
Mgr. Martin Pandk, PhD., MU AV CR, Brno (Kombinatorika),

RNDr. Petr Karovsky, Brno (Funkcionalne rovnice).

Zadania sataznych aloh vyberového sastredenia pred IMO

1. Ciferny sucet ¢isla N je 100, ciferny sucet ¢isla 5N je 50. Dokazte, ze N je
parne.

2. Nech AA" a BB’ st vysky ostrouhlého trojuholnika ABC. Bod D lezi na obliku
AC B kruznice opisanej trojuholniku ABC'. Nech P je priesecnik priamok AA’
a BD, nech @ je prieseénik priamok BB’ a AD. Dokéazte, ze priamka A’'B’
prechadza stredom tusecky PQ.

3. Niekolko jablk a pomarancov je rozmiestnenjch v 99 skatuliach. Dokazte,
ze vieme vybrat 50 Skatul tak, aby obsahovali aspoii polovicu vSetkych po-
maran¢ov a aspoii polovicu vsetkych jablk.

4. Vnutri §tvorca so stranou dizky 6 sa nachadzaju body A, B, C, D tak, ze
vzdialenost Tubovolnych dvoch z tychto bodov je aspoii 5. Dokézte, ze body A,
B, C, D vytvaraja konvexny Stvoruholnik s obsahom aspon 21.

5. V trojuholniku ABC, pre ktory plati |[AB| + |BC| = 3|AC], sa jemu vpisana
kruznica so stredom v bode I dotyka stran AB a BC v bodoch D a E. Obrazy
bodov D, E v stredovej simernosti podla bodu I ozna¢me K, L. Dokézte, Ze
stvoruholnik ACK L je tetivovy.

6. Ak pre prirodzené ¢isla a, b plati, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je ¢islo b™ +n
delitelné ¢islom a™ + n, tak a = b. Dokazte.

7. Pre Iubovolné redlne ¢isla a; =2 1 (1 = 1,2,...,2006) najdite najmensiu mozni
hodnotu vyrazu

2 2 2 2
aitaz az+as | G5 2006 | Q2006 + A1
2 2 2 2
a1 + as as + CL3 a2005 + CL2006 a2006 + aj

8. Nech RT je mnozina vSetkych kladnych realnych éisel. Dokazte, Ze jedin
funkcia f: RT — R*, ktora spliia rovnost

f) fly) =2f(x+yf(z))
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pre kazda dvojicu kladnych redlnych ¢isel x, y, je konstantnd funkcia f(z) = 2.

. Dany je rovnobeznik ABCD. Priamka ¢ prechadzajica bodom A pretina pol-

priamky BC, DC postupne v bodoch X, Y. Oznac¢me K, L stredy kruznic
pripisanych postupne k stranam BX, DY trojuholnikov ABX, ADY . Dokazte,
velkost uhla K'CL nezévisi na polohe priamky /.

Na stole je n minci (n = 2). Kazdé je z jednej strany biela a z druhej strany
¢ierna. Mince st na zaciatku poukladané v jednom rade bielou stranou nahor.
V kazdom kroku, pokial je to mozné, zvolime jednu mincu otocent bielou
stranou nahor (nie vSak jednu z dvoch krajnych minci), odlozime ju zo stola
prec a obratime naopak mince, ktoré s odlozenou susedili, t.j. najblizsiu mincu
napravo a najblizs§iu nalavo. Zistite, pre ktoré n moézu (ak robime spravne
kroky) na stole ostat len dve krajné mince.

Dokézte, Ze kazdé prirodzené é&islo k& > 1 mé kladny nasobok mensi ako k°,
ktorého dekadicky zapis obsahuje nanajvys Styri rozne cislice.

Nech ABCD je stvoruholnik, pre ktory plati |SCBD| = 2|4 ADB|, | ABD| =
= 2|4CDB| a |AB| = |CB]|. Dokéazte, ze |AD| = |CD|.

Zistite, ¢i existuje mnozina 18 po sebe iducich prirodzenych cisel, ktora sa da
rozdelif na dve disjunktné mnoziny A, B tak, Ze suéin prvkov mnoziny A sa
rovnd sucéinu prvkov mnoziny B.

Najdite vietky kvadratické polynémy p(z) tvaru z? + ax + b s celoéiselnymi
koeficientmi, pre ktoré existuje polyném ¢(x) s celo¢iselnymi koeficientmi taky,
ze p(x)q(z) je polyném, ktorého vsetky koeficienty s +1.

Najnovsi vyskum v oblasti ¢ervich dier kone¢ne umoznil medzigalaktické ces-
tovanie. Do vybudovania GIGANT (Global Intergalactic Network for Travel)
sa zapojilo n galaxii G1,Ga, ... ,G,. Kazda dvojica z nich mé byt prepojena
prave jednou priamou dialnicou, ktorej dlzka vyjadrena v jednotkach yt (years
of travel) bude prirodzené ¢islo a nebude presahovat r tak, ze

(1) pre kazdé prirodzené ¢islo od 1 po r (vratane) bude aspon jedna dialnica
s danou dlzkou;

(2) pre kazda okruznt cestu G;G; G}, buda dve z tychto troch dialnic rovnako
dlhé a kazda z nich bude dlhsia ako tretia.

Ulohy:

(a) Uré¢te najvicsiu hodnotu prirodzeného ¢isla 7, pre ktora sa da vybudovat
GIGANT.

(b) Kolko roznych dialniénych sieti sa da vybudovaft pre tato hodnotu?

Nech ABC' je ostrouhly trojuholnik |AB| # |AC|, nech H je jeho ortocentrum
a M je stred strany BC. Body D na AB a E na AC su také, ze |AE| = |AD|
a D, H, E st kolinearne. Dokazte, ze priamka H M je kolma na chordalu kruznic
opisanych trojuholnikom ABC a ADE.

Najdite vsSetky prirodzené cisla n > 1 také, pre ktoré existuje jediné prirodzené
¢islo a < n! také, ze a™ + 1 je delitelné ¢islom n!.






6. ¢esko—slovensko—polské stretnutie

ZILINA, 25.-28.6. 2006

V ramci zaverecnej pripravy pred IMO sa uskutocnilo po Siesty krat pripravné
stretnutie medzi druzstvami Ceskej republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé krajiny
reprezentovali Sestice Studentov, ktori si vybojovali vo svojich krajindch tcast na
47. IMO v Slovinsku.

Sttaz sa uskutocnila 26. a 27. jina na fakulte PEDAS Zilinskej univerzity. Vsetky tri
reprezentacné druzstva pricestovali na miesto konania uz v nedelu 25. juna. Organizacia
a priebeh sutaze zostali nezmenené z predchadzajucich ro¢nikov — je prisposobena $tylu
ITI. kola nasej MO a podmienkam IMO. Stutaziacim boli po¢as dvoch dni predloZené dve
trojice stutaznych tloh, pridom za kazdu spravnu tlohu mohli ziskat najviac 7 bodov,
t.j. celkove 42 bodov (rovnako ako na IMO). Na kazdu trojicu tloh mali sutaziaci
vymedzené 4,5 hodiny ¢istého casu.

Prehlad vysledkov:

Por. Meno Stat 1.12.03.14.15.16.| >
1. | Przemystaw Mazur Polsko TI7T16 |7 |7|7]41
2. | Michat Pilipczuk Polsko 71714715737
3. | Zbynék Konecény Ceskdrep. |7|7|0|7|5]1]|27
4. | Krzysztof Dorobisz | Polsko 7171057026
5. | Jaroslav Knebl Slovensko |7 (710|720 |23
6. | Marcin Dublanski Polsko 0/7(3]6]6]|0]22
7. | Jan Mikulas Slovensko |7 |5 |1]7|0]0]20
8. | Ondrej Budac¢ Slovensko |0 [1|5|7|6|0|19
9. |Jakub Oprsal Ceskdrep. [7|6|1]0]4|0|18
10. | Vojtéch Riha Ceskdrep. |2 |50 |5(2|0]|14
11. | Michal Takdcs Slovensko |2 |5|/0]6|0]0]13
12. | Istvan Estélyi Slovensko 11|07 |2]0]|11

Samuel Hapdk Slovensko |0 [6[0(2|3|0]|11
14. | Joanna Bogdanowicz | Polsko 0700|007

Maciej Skoérski Polsko 0/7(0]0]0|0]|7
16. | Pavel Salom Ceskdrep. |0 |5|0|0]|0[0]|5
17. | Jan Uhlik Ceskdrep. [110|0[0]0[0]|1
18. | Jaroslav Hancl Ceskd rep. [0/0[0[0][0[0]|0

Stat 1.]2.]3. |4 |5 [6.]>
Ceska rep. 17|23 1 [12[11| 1 | 65
Polsko 21[42 (1325|2514 |140
Slovensko |17[25| 6 |36(13| 0 | 97
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Opravu rieSeni zabezpecila medzinarodnd porota, ktort tvorili RNDr. Pavel
Nowvotny, CSc. a Jan Mazdk zo Slovenska, Mgr. Tomasz Szymczyk, Dr. inz. Jacek Uryga
a Dr. Jozef Kalinowski z Polska, a RNDr. Jaroslav Svréek, CSc. a RNDr. Jaroslav Zhouf
z Ceskej republiky. Organizac¢ne sttaz zabezpecil doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc.

V budiicom roku sa spolo¢né pripravné stretnutie uskuto¢ni v Ceskej republike.

Zadania aloh 6. ¢esko—slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.
Na kruznici s polomerom r lezi 5 réznych bodov A, B, C, D, E v tomto poradi, pricom
plati |AC| = |BD| = |CE| = r. Dokazte, ze trojuholnik, ktorého vrcholy st ortocentra
trojuholnikov ACD, BCD a BCE, je pravouhly.

(Tomas Jurik)

Uloha 2.
Okolo okruhleho stola sedi n deti. Erika je z nich najstarsia a ma n cukrikov. Ostatné
deti nemaju ziadne cukriky. Erika sa rozhodla, ze cukriky rozdeli a stanovila nasledovné
pravidla. V kazdom kole zdvihni ruky vsetky deti, ktoré maja pri sebe aspon dva
cukriky. Erika jedného z prihlasenych vyberie a ten d& kazdému svojmu susedovi jeden
cukrik. (V prvom kole sa teda prihlasi iba Erika a da svojim dvom susedom po cukriku.)
Zistite, pre ktoré n = 3 moze delenie po konecnom pocte kol skoncit tak, ze kazdé dieta
bude mat prave jeden cukrik.

(Peter Novotny)

Uloha 3.

Sucet styroch realnych ¢isel sa rovna 9, sticet ich druhych mocnin sa rovna 21. Dokéazte,

ze dané ¢isla mozno oznadit a, b, ¢ a d tak, aby platila nerovnost ab — cd = 2.
(Jaromir Simsa)

Uloha 4.

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo k = 1 existuje také prirodzené ¢islo n, ze v zapise
¢isla 2™ v desiatkovej stustave sa nachadza blok prave k za sebou iducich nil, t.j.

2" = ...a00...0b...,
——

k nul

pricom cifry a, b st nenulové.
(Peter Novotny)

Uloha 5.

Zistite, kolko existuje postupnosti celych ¢isel (a,,)52; takych, ze pre kazdé prirodzené
¢islo n plati

an + 2006

~1 = .
n 7 R |

(Peter Novotny)
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Uloha 6.

Zistite, ¢i existuje taky konvexny patuholnik A Ay A3 A4 As, Ze pre kazdé 1 = 1,2,3,4,5

su priamky A;A;+3, A;i+1A4;12 roznobezné a pretinaju sa v bode B;, pricom body Bi,

Bs, B3, By, Bs lezia na jednej priamke. (Uvazujeme Ag = Ay, A7 = Ay a Ag = As.)
(Waldemar Pompe)

Riesenia uloh 6. &esko—slovensko—polského stretnutia

Uloha 1.

V Tubovolnom tupouhlom trojuholniku XY Z s tupym uhlom pri vrchole Z a ortocen-
trom W maji uhly XY Z a XW Z rovnak velkost, oba st totiz doplnkom do 90 stuptiov
k uhlu YXW (obr.24). NavySe body Y a W lezia v roéznych polrovindch urcenych
priamkou X Z.

Obr. 24

Oznac¢me ortocentra trojuholnikov zo zadania postupne P, (), R. Ukazeme, ze uhol
PQR je pravy. Zrejme vSetky tri trojuholniky st tupouhlé s tupymi uhlami pri vrchole
C. Body P, @, R sa teda nachadzajt na predizeniach vySok z vrcholu C na prislugné
strany. Z polohy tychto stran je navysSe zrejmé, ze polpriamka CQ lezi ,medzi“ pol-
priamkami CP a CR, t.j. v uhle PCR. Velkost uhla PQR preto mozeme vypocitat ako
stcet velkosti uhlov RQC a PQC' (obr.25). Podla tvrdenia z tivodného odstavca lezia
body @, R v tej istej polrovine urcenej priamkou BC' a plati

¥BEC|=|$BRC| a  |$BDC|=|3BQC|.

Pritom uhly BEC a BDC maja rovnaku velkost, lebo st obvodovymi uhlami nad
spolo¢nou tetivou BC'. Preto tiez |t BRC| = |4 BQC| (ozna¢me velkost tychto uhlov w)
a Stvoruholnik BCRQ je tetivovy (lahko mozno nahliadnut, Ze je to rovnoramenny
lichobeznik, to vsak potrebovat nebudeme). Uhly RQC a RBC nad tetivou RC maju
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Obr. 25

teda rovnaku velkost, ktori ozna¢me ¢. Kedze |EC| = r, ma stredovy uhol nad
tetivou EC velkost 60°, ¢ize obvodovy uhol EBC ma velkost 30°. Ak oznadime U pétu
vysky na stranu BE v trojuholniku BEC, sé¢itanim uhlov v pravouhlom trojuholniku
BUR dostaneme

Wt @+30°4+H90° =180°,  t.j. |IJRQC|=¢ =60°—w=60°—|LBDC|.
Zrejme analogicky vieme odvodit |4 PQC| = 60° — |4 DBC|. Spolu mame
[FPQR| = [$RQC| + [ PQC| = 120° — (| BDC| + |4 DBCY) = |[§BCD| - 60° (1)

(pri poslednej tprave sme vyuzili, Ze sucet vnutornych uhlov v trojuholniku BC'D je
180°). Avsak aj tetiva BD mé dlzku rovni polomeru zadanej kruznice. Obvodovy uhol
BCD teda prislicha k vypuklému stredovému uhlu velkosti 300°, t.j. ma velkost 150°.
PodTa (1) potom | PQR| = 90°.

Uloha 2.

Najprv ukdzeme, Ze pre parne n delenie nikdy nemoze skoncit tak, ze kazdé dieta bude
mat jeden cukrik. V kazdom kole sa poloha zmeni len dvom cukrikom, pri¢om sa posunt
sopaénym smerom®. To nés navadza skumat, ako sa meni celkovy sucet vzdialenosti
cukrikov od daného dietata, povedzme od Eriky. Oznac¢me jednotlivé stolicky v smere
hodinovych ruci¢iek ¢islami od 0 po n —1 podla vzdialenosti (v tomto smere) od Eriky.
Po kazdom kole spocitajme stucet vzdialenosti vSetkych cukrikov od Eriky a ozna¢me ho
S (t.j. s kazdym cukrikom pripoc¢itame do S ¢islo stolicky, na ktorej sedi jeho aktualny
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majitel). Ak v danom kole vyberie Erika diefa na stolicke s ¢islom k, pricom 1 2 k =
= n — 2, hodnota S sa nezmeni — namiesto 2k zapocitame v stucte (k— 1)+ (k+1). Ak
vyberie dieta na stolicke s ¢islom n — 1, v .S namiesto 2(n — 1) zapocitame (n — 2) + 0,
hodnota stuctu sa teda zmensi o n. Napokon, ak vyberie seba, namiesto 2 -0 zapocitame
iba o hodnotu +n, ostane S po kazdom kole delitelné ¢islom n, t.j. S/n bude stale celé
¢islo. AvSak v pripade, ze by kazdé diefa drzalo prave jeden cukrik, mali by sme

n(n —1) S n-1

Cize — =

S=04+14+2+---+(n—-1)= 5 - 5

¢o pre parne hodnoty n nie je celé ¢islo. Také situdcia teda nastat nemoze.

Venujme sa teraz neparnym hodnotam n. UkéZeme, zZe existuje delenie, ktoré skonci
tak, ze kazdé dieta ma prave jeden cukrik. Nech n = 2k + 1. Vhodné delenie zostrojime
indukciou; presnejsie, dokdzeme, ze pre kazdé i = 0,1, ...,k vieme dostat poziciu, ze
Erika mé n — 2¢ cukrikov a prvych i deti sediacich od nej nalavo a takisto prvych ¢ deti
napravo ma po jednom cukriku. Hodnota ¢ = 0 predstavuje zaciatok delenia, hodnota
i = 1 stav po prvom kole (a teda prvy indukény krok) a hodnota i = k stav, ked kazdy
mé jeden cukrik. Predpokladajme, Ze sa nam podarilo dostat sa do popisanej pozicie
pre nejakt hodnotu i = m, pri¢om 1 < m < k (a presli sme pritom vSetkymi poziciami
pre i < m). Z tejto situacie postupujme nasledovne. Najprv Erika dd po cukriku dvom
svojim susedom (kedze m < k, ma aspoti tri cukriky a méze to urobit). Dalsie kol4 st
znazornené v schéme. (Cisla znamenajt pocty cukrikov u Eriky a deti napravo od nej,
nalavo postupujeme sucasne a symetricky.)

n—2m,1,...,1,0,... — n-—-2m-2,2,1,...,1,0,... —
D ——
m m—1
—~ n—-2m,021,...,1,0,... — n—2m1,0,21,...,1,0,... —
—— ——
m—2 m—3
—~ n-2m1,1,0,21,...,1,0,... — ... — n—2m1,...,1,0,20,... —
—— ——
m—4 m—2
— n—2m,1,...,1,0,1,0,...
——
m—1

Dostali sme sa tak do pozicie, ked Erika ma n — 2m cukrikov, prvych m — 1 deti
napravo aj nalavo ma po jednom cukriku, m-té dieta po oboch strandch nemé ziadny
cukrik a deti vzdialené o m+1 miest maju po jednom cukriku. Aby sme dosiahli poziciu
pre i = m+ 1, sta¢i doplnit cukriky préave detom na miestach vzdialenych o m od Eriky.
Na to v8ak mézeme vyuzit indukény predpoklad. Ak si totiz odmyslime cukriky u deti
vzdialenych o m+ 1 miest, dostaneme poziciu pre i = m—1 (len Erika ma o dva cukriky
menej, avsak stéle ich ma aspon tri, teda vieme robit tie isté kroky). Z nej sa uz vieme
dostat do situacie pre i = m. Ked vratime spif odmyslené cukriky, dostaneme poziciu
pre i =m + 1.

Nakoniec sa nam preto podari dosiahnut aj poziciu pre ¢ = k, t.j. pre neparne n
delenie moze skoncit tak, ze kazdé dieta ma prave jeden cukrik.
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Pozndmky. Pre parne n, ktoré nie je delitelné Styrmi, moZno tvrdenie, ktoré sme
dokézali v tivode rieSenia, dokazat jednoduchsie. V takom pripade totiz moézeme stolicky,
na ktorych deti sedia, striedavo ofarbif bielou a ¢iernou farbou. Je zrejmé, Ze parita
poc¢tu cukrikov u vSetkych deti na bielych stolickach (ktorych je pre n daného tvaru
neparne vela) sa nemeni. Na zaciatku je tdto hodnota parna, zatial ¢o v situacii, ked
by kazdé dieta malo préave jeden cukrik, by bola neparna. Preto sa nemozno do takej
situacie dostat.

Da sa ukazat, ze v pripade neparneho n delenie dokonca vzdy musi (bez ohladu na
to, ako deti vyberame) po kone¢nom pocte krokov skoncit tak, ze kazdé diefa ma prave
jeden cukrik. Ak n = 2k +1, poéet kol, po ktorom to nastane, je vzdy 12422 +- - -+ k2.

Uloha 3.
Oznacme dané ¢isla p, ¢, r, s tak, aby p = ¢ = r = s. Uvazujme najskor pripad p+q = 5.
Potom

PP+ +2pg225=4+ *+¢*+r°+5%) 24+ p*+¢* + 2rs,

odkial méme pg —rs = 2.
Predpokladajme teda, ze p + g < 5; potom

4<r+s=<p+q<5h. (1)
Vsimnime si, ze

(p+qg+r+s)?—@P*+@+r°+5°)
2

= 30.

(pq +rs)+ (pr+gs) + (ps+qr) =
Navyse
pq+1s = pr—+qs = ps+qr,
pretoze (p—s)(gq—r)=0a (p—q)(r—s)=0.
Odtial dostavame, ze pq +rs = 10. Z (1) vyplyva 0 < (p+¢q) — (r + s) < 1, takze
(P+a)? -2+ (r+s)+(r+s?<L

Ked ttito nerovnost pripoc¢itame k zrejmej rovnosti (p+q)%+2(p+q)(r+s)+(r+s)? = 9%,
dostaneme
(p+a)*+ (r+5)* < 41.

Preto
41=214+2-10< (PP + P+ 12+ 5*) +2(pg+rs) = (p+q)* + (r +5)? < 41,

¢o je spor.
Iné riesenie. Z rovnosti a + b+ ¢+ d = 9 pri usporiadani a = b = ¢ = d najskor

vyplyva, ze aritmetické priemery dvojic cisel a, b, resp. ¢, d maju vyjadrenie

a+b_g+€ c—l—d_g_(€
9 4 b 9 4 !
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pre vhodné £; = 0. Odtial zasa vyplyva vyjadrenie ¢isel a, b, ¢, d v tvare

9
CL:Z+€1+€2, b:Z+€1—€2, C:Z—€1+€3, d:Z—€1—€3

pre vhodné €5, e3 = 0. Nerovnost b 2 ¢ znamen4, Ze
€1 — €9 2 —€1 + €3, &ize €9 +e3 < 2¢.

7, rovnosti

2 2
9 9
21 = (a> + b3 + (P +d*) =2- (Z+€1) + 2542 (Z —61) + 263 =
2
9 1
=4. (Z) + 4e2 + 263 + 263 :20+Z+2-(2e%+e§+e§)
zistime, e nezaporné ¢éisla e; splhaji vztah
2, 2, 2_3

Vzhladom na nerovnosti es + €3 < 261 a €2 + €3 < (e2 + £3)? vyplyva z (2) odhad

oo w
A

262 + (g9 4 £3)? £ 262 + 4e? = 62,

odkial €2 > (1/6) - (3/8) = 1/16, &ize 1 = 1/4. Pre sktimany vyraz ab — cd plati
9 ? 9 ?
ab—cdz(z%—al) —63—(1—61) +€§:9€1—€3+€§.

Ak za €3 dosadime vyjadrenie z (2), dostaneme

3 3
ab—cd = 9e; — (5—263—53)+5§:951+25§—§+252§9-

B | =

Tym je tvrdenie dokazané.

Uloha 4.
Najskor ukazeme, Ze v zapisoch mocnin ¢isla 2 sa nachddzaju Tubovolne dlhé bloky nil.
Aby v zépise ¢&isla 2" bolo aspori k nil, musi sa dat zapisat v tvare y-10™+* + 2, pricom
Y, z su prirodzené a z ma najviac m cifier, t.j. 2z < 10™. Staéi teda najst také n a m,
aby zvySok ¢isla 2" po deleni ¢islom 10™1* bol mensi ako 10™. Podla Eulerovej vety
pre kazdé prirodzené t plati

2¢(5) = 1 (mod 5%).
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(Vyuzili sme, Ze (2,5') = 1.) Vynésobenim tejto kongruencie ¢islom 2 dostaneme
ott¢(%) = 9t (mod 10%),  &ize 207D =y . 10° + 2!

pre nejaké prirodzené y. Podla predoslych tvah zvolme n = t + o(5Y) a m = t — k.
Pritom ¢ musi maf takt hodnotu, aby bolo 2! < 10*~*. Také ¢ uréite existuje, staci
zobraf napriklad ¢t = 2k (lebo 22 = 4% < 10*). Z uvedeného vyplyva, Ze v ¢isle

22k—|—<,0(52k) =y- 102.16 + 22.16

sa nachadza blok aspon k nul.

Zoberme teda pre dané k takt mocninu dvoch (oznacme ju 2"), ktora obsahuje blok
prave r nul, pricom r = k. Skimajme, ¢o sa s blokom deje, ked zoberieme nasledujtce
mocniny, t.j. ked ¢islo s blokom postupne nésobime dvoma. KedZe pre nejaké nenulové
cifry a, b mame

2" =_..a00...0b...=y-10""° + 2,
N ——
Y r nual z

dostaneme 2"*! = 2y - 10""* + 2z. Pritom ¢islo 2z m4 zrejme bud rovnako vela cifier
ako z, alebo o jednu viac. Z ,,pravej strany“ sa teda blok nil bud neskrati, alebo skréti
o jedna. Z ,lavej strany“ sa blok méze predlzit (ak y je delitelné piatimi). Celkovo sa
budeme nésobif dvoma dalej, dlzka bloku sa v kazdom kroku zmensi najviac o jedna.
Teda jedind moznost, ako by sme sa mohli vyhnat bloku dizky k, je, Ze blok bude
maf stale dlzku viac ako k. To vsak nie je mozné. Totiz y ma vo svojom prvociselnom
rozklade ¢islo 5 s nejakym exponentom, povedzme a. Ked 2" vyndsobime dvoma a-krat,
pri dalSom nésobeni sa uz blok zrejme ,zlava“ predlzovat nebude. A ,sprava“ sa blok
minimélne po kaZdom $tvrtom nasobeni skrati (kedze 2% > 10). Po dostatoénom pocte
krokov teda dostaneme mocninu ¢isla 2, ktora obsahuje blok prave £ nul.

Uloha 5.
Kazda postupnost spliiajica podmienky zadania je urcend prvymi dvoma ¢lenmi —
vSetky dalsie vieme pomocou rekurentného vztahu vypocitat. Hladdme teda také dvojice
(a1, a9), Ze vSetky ostatné ¢leny su celé ¢isla. Napisme zadany vztah pre niekolko malych
hodnét n. Po roznasobeni zlomkov dostaneme

ag(ag + 1) =ai + 2006,

CL4(6L3 + 1) = as + 2006,

as(as + 1) = az + 2006,

Odcitajme susedné rovnosti, aby sme sa zbavili ¢isla 2006. Po preusporiadani ¢lenov

ziskame rovnosti
az — a; = (CL3 + 1)(@4 — CLQ),

a4 — Q9 = (CL4 —+ 1)(@5 — CL3),

a5 — as = (as +1)(ag — as), (1)
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Kedze podla zadania st vSetky zatvorky (a, + 1) nenulové, mozu nastat dve moznosti.
Ak a3 — a; = 0, postupnym dosadzovanim do predoslych rovnosti dostaneme aj ay —
—CLQIO, CL5—CL3:0, ...,t.j.

a1 =a3=as=... a s =a4 =ag = ... (2)

Na druhej strane, ak az — a; # 0, rovnakym dosadzovanim odvodime a4 — ay # 0,

as —az # 0, ... Venujme sa najprv druhej moznosti. Z rovnosti (1) méame pre kazdé
n = 1 vztah
a a = |a a . >~ |a Anl.
n+3 n—+1 n—+2 n | o 1| = n+2 n

Dostévame tak nerastiicu postupnost kladnych celych éisel
laz —a1| 2 |as —az| 2 |as —az| = ...

Tato postupnost je zrejme od urcitého ¢lena konstantnd (inak by sme z nej vedeli
vybrat nekone¢nu klesajicu postupnost kladnych celych ¢isel, ¢o je nemozné). Existuje
teda taky index N a hodnota d, ze pre n =2 N je |an12 — a,| = d. Podla (3) potom
lant+2 + 1] =1, t.j. pre n = N 4+ 2 méme a,, € {0, —2}. AvSak podla zadania

. _an42 +2006
N+4 an+s +1 )
¢ize ay+4 nadobida jednu z hodndét
042006 __ 042006 __ —242006 _ —242006 _
o1 = 2006, “H=-2006, —5 5 =2004, —=7 =-2004,

¢o je v spore s tym, ze ay14 € {0, —2}. V tomto pripade ziadna postupnost podmienkam
zadania nevyhovuje.

Kazd4 vyhovujtca postupnost preto spliia (2). Dosadenim n = 1 a a3 = a; do
zadanej rovnosti dostaneme

2006
g = 200 e aias = 2006 =217 59.
CL2+1

Beruc do uvahy ai,as # —1 dostavame

2006
ay € {1,£2,+17,4+34,+59,+118,+1003,2 006} a ag = .
a1
Lahko overime, Ze kazd4 takato postupnost a1, as, a1, as, a, ... splia podmienky zada-
nia. Hladanych postupnosti je teda 14.
Uloha 6.

Skisme péatuholnik s popisanymi vlastnostami najst. Prekazkou je, Ze péatuholniky osovo
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simerné podla nejakej osi (pri ktorych by mohlo byt manuélne jednoduchsie ukazat,
Ze popisané body lezia na jednej priamke) maji vzdy aspon jednu dvojicu priamok
AiAivs, Aix1A;12 rovnobeznti. Zadajme si preto na zaciatok jednoduchsiu dlohu —
najdime taky patuholnik A; As A3A4As, Ze iba Styri z bodov B; budu lezat na jednej
priamke. Tu si uz moézeme dovolit hladat ho medzi osovo simernymi pétuholnikmi. Aby
sme situaciu este zjednodusili, povedzme, ze body As, A3z, A4 buda vrcholmi Stvorca
QA3A3A, so stranou dizky 1 a body A;, As buda lezat postupne na stranich QA,
a QA4 vo vzdialenosti p od vrcholu @ (obr. 26). Zo symetrickosti (pdtuholnik je osovo

As

Az

By

Obr. 26

sumerny podla osi QAs3) je zrejmé, ze priamky BBy, B3Bs st rovnobezné. Polahky
mozno vypozorovat, ze v pripade, ked p nadobtida malé hodnoty, t. j. ked body A7, A5 st
blizko bodu (), nachadza sa priamka B3 Bjy blizsie k bodu () ako priamka B Bs. Naopak,
ked p nadobtida hodnoty blizke 1, body A, As st blizko bodov A,, A4 a priamka By Bs
je k bodu @ blizsie, pripadne dokonca na opacnej strane, ako priamka B3 Bs. Da sa preto
ocakéavat, ze pre nejakt hodnotu p € (0, 1) st obe priamky totozné a body By, Bs, Bs,
Bs lezia na jednej priamke. Najdime také p.

Ozna¢me |Bs5Q| = |B3Q| = q a |B1As| = r. Z podobnosti trojuholnikov BsQAs;
a BsAs A3 mame

= —, Cize q=-——.
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Z podobnosti trojuholnikov B; A3 A; a By A3 A4 mame

r r—+1 ol 1—0p
= Cize r=—
1—p 17 D

Napokon na to, aby bod B; lezal na priamke B3 B3, staci, aby boli podobné trojuholniky
BsQ B3 a BsAsBy. To plati vtedy, ked

1
I_9%7°  Gze g+1l=r

q T

Po dosadeni predoslych vztahov dostaneme rovnicu

1—
L_Fl:_p,

I—p P

ktorej jednoduchou tpravou ziskame kvadraticktl rovnicu p? — 3p + 1 = 0. T4 m4
v intervale (0,1) jediné riesenie p = (3 — v/5)/2. (Zaujimavé je vSimnut si, Ze pre dané
p je pomer, v ktorom rozdeluje A; tsecku Q Az, zlaty rez.) Pre tuto hodnotu teda body
By, Bs, Bs, Bs lezia na jednej priamke. NavySe priamky A;As a A Ay (ktoré, keby
neboli rovnobezné, pretinali by sa v bode By) st s fiou rovnobezné. V istom zmysle sa
teda tieto tri priamky pretinaju ,,v nekonecne“ v ,bode“ B, a vSetky body B; lezia na
jednej priamke. Aby sme vyhoveli podmienkam zadania, stac¢i ndjst vhodné zobrazenie,
ktoré ,bod z nekonecna“ zobrazi na konkrétny bod (a zachova vsetky ostatné potrebné
vlastnosti, t.j. zobrazi priamky na priamky). Takym zobrazenim bude premietnutie
(obr. 27). Uvazujme Standardni kartezidnsku ststavu siradnic v priestore. Patuholnik

Yy
A
Az = Aj
A4 \\\\\\\\\\
D T Ay T
/ “ d I e
5 ___-===zTZFF" P
PR e A :
,1/42’:142-’/ 1 €T
Ay
z

Obr. 27

A1 Ay A3 Ay As = U vlozme do roviny O, s bodom A; v pociatku a s bodmi A;, A3 pos-
tupne na kladnych osiach z, y. Zvolme ako premietaci bod napriklad bod P = (2,0, —1).
Kazda priamka PA; pretne rovinu O, v bode, ktory oznac¢ime A}. Dostaneme tak
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patuholnik A} A5A5A} AL = U’'. Priamo z vlastnosti pouzitého zobrazenia vyplyva, Ze
U’ spliia podmienky zadania. O tom sa mozeme presved¢it aj vypoctom. Lahko totiz
mozno spocitat, ze v rovine O, maji jednotlivé body stradnice

AL=(3-V5,0), A5=(0,0), Ay=(1,0), Aj=(L3), 4=(1,205)

As

Obr. 28

Pozndmka. Ulohu mozno riesit aj bez konstruovania takého pifuholnika, Ze Styri
z bodov B; lezia na jednej priamke. Za premietany utvar U staci zabrat pravidelny
patuholnik. Ten mé totiz vSetky dvojice priamok A;A; 3, A;11A;12 rovnobezné; po
vhodnom premietnuti budt teda prieseéniky B, lezat v mnozine, ktord pri danom
premietani nemé vzor. Takou mnozinou je vSak priamka.



47. Medzinarodna matematicka olympiada

V dioch 6.—18.jula. 2006 sa v slovinskej Lublane uskutocnil uz 47. roénik Medzi-
narodnej matematickej olympiddy (IMO). Tejto populdrnej intelektuélnej stutaze sa
zucastnilo 498 ziakov z 90 Statov. Slovensko reprezentovali

Ondrej Budac¢, Gymnazium B. S.Timravy, Lucenec, 4. roc¢nik,

Istvdan Estélyi, Gymnazium Z. Kodalya, Galanta, 4. roc¢nik,

Samuel Hapdk, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 2. ro¢nik,

Jaroslav Knebl, Gymnazium A. Bernoldka, Namestovo, 4. ro¢nik,

Jan Mikulas, Gymnazium B. S.Timravy, Lucenec, 4. ro¢nik,

Michal Takdcs, Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica, 4. ro¢nik.

Delegaciu SR viedol predseda SKMO doc. RNDr. Vojtech Bdlint, CSc. (vedici
katedry KMAHI na fakulte PEDAS ZU v Ziline), pedagogicky vedtci bol Jdn Mazdk
(Student FMFI UK Bratislava) a v tilohe pozorovatela velmi t¢inne pri koordinacii iloh
pomohol Mgr. Peter Novotny (interny doktorand na FMFI UK Bratislava).

= E

Obr. 29
(Zlava: S. Hapék, J. Knebl, O. Buda¢, M. Takacs, J. Mikulas, I. Estélyi.)

Vysledky nasho druzstva boli (podla poc¢tu a kvality medaili) najlepsie v doterajsej
histérii Slovenska a st uvedené v tabulke. VSetci nasi stfaziaci ziskali medailu, pricom
zlatl medailu sa ndm podarilo ziskat po dlhych dvandstich rokoch. Dovolim si touto
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cestou vyslovit podakovanie vSetkym ucitelom, ktori sa na ich priprave podielali.

Meno 11213 ]4] 5| 6| Sacet Cena
Ondrej Budac T T7T 1T 71 30 zlato
Istvan Estélyi 7110|7010 15 bronz
Samuel Hapédk 6710|7110 21 striebro
Jaroslav Knebl 7/5 1171010 20 striebro
Jan Mikulas 610 7]13]|0 17 bronz
Michal Takéacs 711101610 15 bronz

Je treba povedat, Ze kade¢o nam vyslo. Napr. aj to, Ze na bronz bolo treba akurat
15 bodov. Ale smolu sme si v tomto smere v minulosti uz viackrat vybrali, napr. ked na
bronz stacilo len 13 bodov a viaceri nasi mali bodov presne 12. Ako ukazuje tabulka,
nasi boli najuspesnejsi v rieSeni ulohy ¢. 4, tzv. Tahkej tedrii ¢isel, a v tlohe ¢. 1, tzv.
lahkej geometrii. Privlastok tzv. preto, ze v skutoc¢nosti na IMO Tahké tlohy obvykle
nie si. Byva vsak zvykom tlohy 1, 2 a 3 prvého dia, resp. 4, 5 a 6 druhého dna zoradit
podla obtiaznosti tak, ,ako to vidi Jury“, ktort tvoria veduci $tatnych reprezentacii.
Zadania uloh st uvedené v nasledujtcej casti Rocenky.

IMO je sutaz jednotlivcov, ale byva zvykom sledovat aj neoficidlne poradie druzstiev,
ktoré uvadzame v tabulke (¢isla v zatvorke st uvedené za krajinami, ktoré mali na IMO
mensi pocet ucastnikov). V tomto sme skoncili so 118 bodmi na velmi dobrom 18. mies-
te, pricom zo $tatov Eurdpskej unie nas predbehli len Nemecko, Polsko, Taliansko
a Madarsko, takze v ramci EU sme na 5. mieste. Z eurépskych krajin nas predbehli este
Rusko, Rumunsko a Moldavsko. Za nami ostala velmi silnd Velk& Britania a dokonca
aj Bulharsko (vitazi z roku 2003 v Tokiu), Ukrajina, Bielorusko, ... Mensie $taty maja
obvykle mensi vyber kvalitnych ziakov a tak Ceské republika doplatila na to, Ze jej traja
mozno najlepsi Ziaci sa nezucastnili tejto sutaze. Jeden z nich by totiz v ¢ase konania
sutaze tesne prekrocil povoleny vekovy limit a dvaja dalsi dali prednost medzinarodne;j
fyzikalnej olympiade, ktorej termin — bohuzial uz skoro tradi¢ne — koliduje s IMO a ktora
sa tento rok konala v Singapure, ¢o je pre ziakov z nasich konéin atraktivnejsie. Poradie
krajin na éele nebolo za posledné roky ziadnou novinkou: Cina, Rusko, Kérea, Nemecko,
USA, pri¢om vsetci stfaziaci z Ciny ziskali zlaté medaily a najhorsi z nich skon¢il
na 15. mieste. Absolttnymi vifazmi s plnym poctom 42 bodov sa stali Iurie Boreico
(Moldavsko), Zhiyu Liu (Cina) a Alexander Magazinov (Rusko).

*

Dovolim si aj touto cestou v mene SK MO podakovat firme CASIO, ktora nasej
vyprave uz druhy rok darovala olympijské tricka (a predtym poskytla ceny pre naj-
lepsich tucastnikov celostatneho kola MO). Velkt vdaku vyslovujem tiez Oddeleniu
sluzieb medzinarodnej spoluprice MS SR (ddmy Masicova, Fischerovéa, Jenisova) za
starostlivo pripravena ucast slovenskej reprezentacie na IMO po technickej stranke.
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Por. Stat Z S B Y |Por. Stat Z S B>
1. Cina 6 0 0 214 Spanielsko 01 2 80
2. Rusko 3 3 0 174| 47. Portugalsko 00 3 78
3. Juzna Koérea 4 2 0 170| 48. Azerbajdzan 01 1 77
4. Nemecko 4 0 2 157 Ceska republika 00 3 77
5. USA 2 4 0 154| 50. Albansko 01 1 76
6. Rumunsko 3 1 2 152 Kolumbia 0 0 2 76
7. Japonsko 2 3 1 146| 52. Belgicko 0 0175
8. Irén 3 1 2 145 Lotyssko 0 03 75
9. Moldavsko 2 1 3 140| 54. Chorvatsko 011 72
10. Tchaj-wan 1 4 1 136| 55. Sri Lanka 0 03 71
11. Polsko 1 2 3 133| 56. Grécko 0 0 2 69
12. Taliansko 2 2 0 132] 57. Uzbekistan 0 0 2 68
13. Vietnam 2 1 3 131| 58. Novy Zéland 0 0 2 66
14. Hongkong 1 3 2 129 59. Island 0 01 63
15. Kanada 0 4 2 123 Macao 0 0 2 63
Thajsko 1 2 3 123| 61. Turkmenistan (5) 0 0 2 59

17. Madarsko 0 3 3 122| 62. Holandsko 0 0 0 57
18. Slovensko 1 2 3 118 Juzné Afrika 0 0 0 57
19. Turecko 0 4 1 117 Macedoénsko 0 0 1 57
Velké Britania 0 4 1 117| 65. Maroko 0 0 0 55

21. Bulharsko 0 3 2 116| 66. Norsko 0 0 1 52
22. Ukrajina 1 1 3 114| 67. Irsko 0 0 0 49
23. Bielorusko 0 3 2 111| 68. Paraguaj (4) 0 1 0 47
24. Mexiko 1 2 1 110| 69. Dansko 0 0 0 45
25. Izrael 0 2 2 109| 70. Ekvador 0 0 1 40
26. Australia 0 3 2 108 Malajzia 0 0 1 40
27. Singapur 0 1 4 100| 72. Tadzikistan 0 00 35
28. Francuzsko 1 0 3 99| 73. Trinidad a Tobago 0 0 0 34
29. Brazilia 0 06 96 Venezuela (4) 0 0 0 34
30. Argentina 0 2 2 95| 75. Panama (4) 0 00 33
Kazachstan 0 0 5 95| 76. Pakistan 0 00 32
Svajéiarsko 1 1 0 95| 77. Kirgizstan 0 0 0 31

33.  Gruzinsko 0 1 3 94| 78. Kostarika (2) 0 01 27
Litva 012 9% Salvador (3) 0 00 27

35. India 0 0 5 92| 80. Bangladés (4) 0 0 0 22
36. Arménsko 0 1 1 90| 81. Cyprus 0 0 0 19
Slovinsko 0 1 3 90| 82. Luxembursko (2) 0 0 0 12

38. Srbsko 0 05 88 Uruguaj (2) 0 00 12
39. Finsko 0 0 4 86| 84. Nigéria 0 00 11
40. Peru 0 0 2 85 Portoriko 0 0 0 11
41. Bosna a Hercegovina 0 1 2 84| 86. Bolivia (2) 000 5
42. Rakusko 00 3 83 Kuvajt (4) 000 5
43. Svédsko 0 0 3 82| 88. Saudska Arébia(4) 0 0 0 3
44. Estonsko 0 0 2 80| 89. Lichtenstajnsko (1) 0 0 0 2
Mongolsko 0 0 2 80| 90. Mozambik (3) 000 O
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Ked som v roku 2001 prevzal vedenie SK MO, ako jednu z hlavnych tloh som si
vyty¢il ziskanie mladych Tudi pre pracu v MO na vrcholovej trovni. Samozrejme, nie
je problém mladych lTudi delegovat do vrcholného organu, teda do SKMO. Podarilo
sa mi vsak na MS SR okrem iného presadit, ze na IMO uz druhy rok po sebe isiel zo
Slovenska aj tzv. pozorovatel (observer). Praca vedicich sa tak stala ovela efektivnejSou.
Vycestovanie na IMO je navyse dobrou motivaciou prave pre pracu v MO na Spickovej
arovni, ¢o bolo hlavnym cielom. DalSou vyhodou téasti pozorovatela je, ze sa tak
roz8iruje mnozina mladych Tudi, ktori sa s pracou na IMO doverne zoznamia a st
schopni ju v podstate kedykolvek prevziat. S radostou vyzdvihujem fakt, ze tak Peto
Novotny ako aj Janko Mazék odviedli (nielen) na IMO skvela pracu.

A aby pre potencionalnych veducich a najmé pre ziakov bola motivacia v budicnosti
eSte viicsia, podéavam kratku informéciu o novej pripravovanej sutazi, ktorej skratka
je MEMO, teda Middle European Mathematical Olympiad. Vedenie rakuskej vypravy
totiz usporiadalo pocas IMO v Slovinsku pracovné stretnutie veducich stredoeurépskych
vyprav a navrhlo kazdy rok v septembri usporiadat sitaz 6-¢lennych timov v podstate
podla kritérii IMO. Sufaze by sa vSak mohli zucastnit len Ziaci, ktori eSte nikdy na
IMO neboli. Bola by to nesporne dobra priprava pre ziakov, pripadnych budicich
olympionikov, a otvorila by sa tak cesta k ucasti v kvalitnej medzindrodnej sutazi
najmi mlad$im ziakom, ktori sa do IMO-druzstva neprebojovali (niekedy len velmi
tesne). Prvy ro¢nik tejto sttaze by usporiadalo v roku 2007 Rakusko, Ceska republika
sa zaviazala usporiadaf druhy roc¢nik v roku 2008. Mam prislub terajsicho ministra
skolstva, ze Slovensko sa bude tejto stitaze zucastniovat a usporiadame MEMO v roku
2010.

Je mojou milou povinnostou podakovat aj Ing. Vaclavovi Zakovi z firmy ELKAN,
ktory pre vsetkych ziakov nasho IMO-druzstva vybavil od firmy Wolfram Research
velmi kvalitny software Mathematica. Mam navyse prislub, Ze tuto prijemnost bude
firma Wolfram Research naSim ziakom spdsobovat aj v budiicnosti.

Ku skvalitneniu pripravy nasich ziakov bezpochyby prispelo aj pozvanie nasich
Ceskych partnerov na 5-dnové pripravné sustredenie, ktoré financne zabezpecila
Spole¢nost Otakara Bortvky. Aj touto cestou nasim éeskym priatelom dakujem. Urcite
stoji za zmienku, ze IMO je na organizovanie mimoriadne naro¢néa celosvetova akcia
a Slovinsko je najmens$ia krajina, ktord ju kedy usporiadala. Treba dodat, Ze na
vynikajtcej technickej aj spolocenskej tirovni. Hvalal

Vojtech Balint

IMO pohladom suataZiacich

Pamitame si to takto. Nedlht noc predtym v Bratislave sme stravili s v usiach zne-
jucimi cigdnskymi pesni¢kami prichddzajucimi z vedlajsej izby nasej ubytovne. Réno,
vSetci (aj Jaro) podozrivo nacas, sme nasadali do dodavky s vierou skorého prichodu do
Lublany. Tam nés vrelo privitali a priradili nAm nasu sprievodkynu Maju Alif. O hlavu
od kazdého z nés nizsia, mladé, peknd, sympaticka a ¢o vam budeme hovorit. Napriek
vyspelému vzhladu nemala ani 17. NajlepsSie sme sa dorozumeli po anglicky, ale ani
pomalé Slovencina nevytvorila na Majinej tvari ¢rty nepochopenia.
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Sotva sme sa stihli aklimatizovat, vlastne ani nestihli, nasu spokojnost naplnilo
jedlo vzdialene pripominajuce svédske stoly. Ubytovanie nam poskytol vysokoskolsky
internat. Priznajme si to, sklamanie, 4-hviezdickovy hotel to nebol. Treti den rano sme
aj cez prazdniny zasadli do lavic a dymilo sa. Vlastne parilo — z nasich hlav. To sme
uspesne zalievali mnozstvom vody (Ondro vypil 4 litre). Rozne naro¢né tlohy zamest-
nali nase mysle na 4 a pol hodiny. Dalsi deni opif a potom sme si mohli vydychnut.
S naSimi vykonmi sme uz nemohli ni¢ spravit.

Nasledujtci program — zabavit sa a spoznat Slovinsko. Nadherny vylet po naj-
navstevovanejsich tamojsich destinaciach nam dotvoril obraz Slovinska. Podoba sa
na Slovensko nielen nazvom, ale aj lesmi a prirodou. Najvicsi dojem na nas urobila
obrovska jaskyna Postojna Jama. Cestovali sme do jej atrob takmer 10 minat vlacikom.
Klincom na zéver bol detsky koloto¢ v areali jaskyne, po ktorom bolo vSetkym zle. Toho
dna sme sa trosku omocili aj v mori. Tam sme stretli nasich veducich, ktori bojovali
o kazdy nas bod. Poteseni, s novymi informéaciami o pribliznych poc¢toch bodov, sme
merali dlhi cestu spiaf do hlavného mesta. Autobusom.

Vdaka skvelej partii a ¢iasto¢ne organizovanému programu bolo o zdbavu postarané.
Organizatori nam pripravili $portovy den, kde sme koneéne mali moznost preukazat aj
nase iné ako matematické kvality. Vdaka spojeniu s nagimi kamaratmi Cechmi sme boli
schopni v8etko vyhrat. Vo futbale to celkom nevyslo. Ak si dobre spominame, ani vo
volejbale. Zato v stolnom tenise na néas nestacila ani ¢inska reprezentacia. Vo stvorhre
sme ako Ceskoslovensko vyhrali zlaté medaily (MiSo a Jarda), ktoré ndm dokonca aj
oficiadlne odovzdali. VoIné popoludnia sme ¢asto vyuzili na $portovanie. Hrévali sme nés
oblibeny $port frisbee spolu s Cechmi, Franctizmi, pakistanskym deputy leaderom —
tomu to $lo, srbskou princeznou (aspon ndm tak pripadala) a inymi.

Ako sa nas pobyt chylil ku koncu, blizili sa aj vysledky. Viaceri z nds mali body na
medailovych hraniciach a dychtivo sme c¢akali, kedy sa zjavi kone¢né poradie. Po jeho
zverejneni na internete napitie opadlo a posledni noc sme skoro celtt predebatovali
s Majou, prechadzali sme sa po zdkutiach Lublany a bavili sme sa. S touto nocou
dozneli nase posledné zazitky. Spominat budeme dlho a $fastne, az kym nepomrieme,
alebo aj dlhsie.

Ondrej Budac¢, Michal Takéacs
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Zadania aloh IMO

Uloha 1.
Nech [ je stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC. Bod P z vnutra trojuholnika
splia

|<PBA| + |9 PCA| = |4 PBC|+ |4 PCB|.

Dokazte, ze |AP| = |AI|, pricom rovnost nastane préave vtedy, ked P = I.
(Juzna Korea)

Uloha 2.

Nech P je pravidelny 2006-uholnik. Jeho uhlopriecka sa nazyva dobrd, ak jej koncové
body rozdeluji hranicu mnohouholnika P na dve ¢asti, z ktorych kazda pozostéva
z neparneho poctu stran. Strany mnohouholnika P sa tiez povazuja za dobré. Predpok-
ladajme, ze P je rozdeleny na trojuholniky 2003 uhloprieckami, z ktorych ziadne dve
nemaju spolo¢ny bod vo vnutri P. Najdite maximalny mozny pocet rovnoramennych
trojuholnikov, ktoré maja dve dobré strany.

(Srbsko a Cierna Hora)

Uloha 3.
Uréte najmensie redlne ¢islo M tak, aby nerovnost

lab(a® — b?) + be(b? — ) + ca(c® — a®)| £ M(a® + b* + 2)?

platila pre vsetky realne ¢isla a, b, c.

(Irsko)

Uloha 4.
Urcte vSetky dvojice (z,y) celych ¢isel takych, ze

1+2$ +22$—|—1 :yQ‘

(USA)

Uloha 5.
Nech P(x) je polyném stupna n > 1 s celociselnymi koeficientmi a nech £ je kladné celé
¢islo. Uvazujme polyném Q(z) = P(P(...P(P(x))...)), kde P sa vyskytuje k-krat.
Dokézte, ze existuje najviac n celych ¢isel ¢t takych, ze Q(t) = t.

(Rumunsko)

Uloha 6.
Kazdej strane b konvexného mnohouholnika P priradime maximéalny obsah trojuhol-
nika, ktorého jedna strana je b a ktory je obsiahnuty v P. Dokézte, ze stucet obsahov
priradenych vsSetkym stranam mnohouholnika P je aspon dvojnasobkom obsahu mno-
houholnika P.

(Srbsko a Cierna Hora)
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Riesenia aloh IMO

Uloha 1.
Ozna¢me zvycéajnym spdsobom «, (3, v velkosti vntatornych uhlov trojuholnika ABC.
Kedze

|<PBA| + |4 PCA| 4+ |4PBC|+ |[<PCB| =0+,

podmienka zo zadania je ekvivalentna s rovnostou |t PBC| + |SPCB| = (6 + v)/2,
ktora je zasa ekvivalentna s rovnostou | BPC| = 90° 4+ «/2 (vyuzili sme, Ze sticet uhlov

C

P

Obr. 30

v trojuholniku BC'P je 180°). Z trojuholnika BCI zasa dostavame
|[SBIC| =180° — (B+7)/2 = 90° + /2.

Takze |{BPC| = |94 BIC| a kedze P a I sa nachadzaju v tej istej polrovine urcenej
priamkou BC, lezia body B, C, I a P na jednej kruznici (obr. 30). Inymi slovami, bod
P lezi na kruznici k opisanej trojuholniku BCI.

Ozna¢me M stred kruznice k. Na to, aby sme dokézali, ze |AP| = |AI| a Ze rovnost
nastane len vtedy, ked P = I, sta¢i ukazat, ze I lezi na tsecke AM (obr.31). To je

Obr. 31

vSak zrejmé z toho, ze M je sticCasne stredom obliuka BC' kruznice opisanej trojuholniku
ABC (toto zname tvrdenie mozno lahko odvodit dopocitanim velkosti uhlov v rovnora-
mennych trojuholnikoch CIM a BIM). Vieme totiz, Ze stredom oblika BC' prechadza
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C

Obr. 32
os uhla pri vrchole A, ¢ize polpriamka Al (obr.32). Tym je tloha vyrieSen4.

Uloha 2.
(Podla Ondreja Buddca.) Rovnoramenny trojuholnik s dvoma dobrymi stranami nazy-
vajme dobry. Zrejme kazdy dobry trojuholnik mé dobré ramend, a nie zakladnu.
Zaoberajme sa najprv Specidlnym pripadom. Nebudeme uvazovat vSetkych 2006
vrcholov mnohouholnika P, ale len nejaky oblik pozostavajici z n vrcholov (n 2 2),
pricom jeho krajné body zvieraju so stredom mnohouholnika P uhol nanajvys 180°
(t.j. n < 1004). Tychto n vrcholov tvori mnohouholnik X. Ozna¢me f(n) maximalny
mozny pocet dobrych trojuholnikov, ktoré moézu vzniknat rozdelenim X na trojuholniky
jeho uhloprieckami. Lahko mozno skuSanim overit, ze f(2) = 0, f(3) = 1, f(4) = 1,
f(5) =2, ... Dokadzeme matematickou indukciou, ze

f(n) < V;J |

Prvy indukény krok sme uz urobili. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n < k
a zoberme oblik pozostavajuci z n = k+1 vrcholov. Krajné body tohto oblika oznacme
A, B. Uvazujme rozdelenie mnohouholnika X uhloprieckami na trojuholniky, pri ktorom
vznikne maximalny mozny pocet dobrych trojuholnikov. Usecka AB je stranou nejakého
trojuholnika ABC patriaceho tomuto rozdeleniu.

Ak trojuholnik ABC je dobry, tak vzhladom na podmienku n < 1004 je nutne AB
jeho zakladna a BC, C'A su jeho dobré ramena, takze obluik AB pozostava z dvoch
rovnakych obltkov neparnych dlzok (obr.33). Preto & = 2 (mod 4). Z indukéného
predpokladu potom dostavame

=1+2|&|=1+2.22 = 2) ,

k2 4
f(k+1)§1+2f(%)§1+2{2TJ =
_k V
4 2

k+1 —1J

teda tvrdenie plati aj pre n = k + 1.
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4
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S S
Obr. 33 Obr. 34

Ak trojuholnik ABC nie je dobry, tak mame obluky AC, C'B s po¢tami vrcholov p,
q, priom p+q =k + 2, p,q = 2 (obr. 34). Takze

P41 S 50)+ 1) = )+ Ft 2= ) £ | P3| [EE20RE | <
p—1 k+2—-p—-1| |(k+1)-1
o5t e e
(vyuzili sme zndmu nerovnost
L) + v = [z + v, (1)

ktora plati pre Tubovolné kladné ¢isla z, y). Aj v tomto pripade teda tvrdenie pre
n = k + 1 plati. Tym je dokaz indukciou ukonceny.

Vratme sa teraz k pdvodnej tlohe. V rozdeleni mnohouholnika P na trojuholniky
urcite existuje trojuholnik ABC| ktory obsahuje (vo vnutri ¢i na obvode) jeho stred S.
Obluky AB, BC, C A maju po¢ty vrcholov p,q,r < 1004. Teda p + g+ = 2006 + 3 =
= 2009. V pripade, ze ABC nie je dobry, nachadza sa v rozdeleni nanajvys

F@)+ @)+ f(r) S [ 254 + | 2] + |52 < Lp—l+q;1+r—1

J = 1003

dobrych trojuholnikov (opéf sme vyuzili nerovnost (1)).
Ak naopak ABC je dobry, st prave dve z Cisel p, g, r parne. Bez ujmy na vSeobecnosti
nech su to p, q. Potom je v rozdeleni nanajvys

L+ + @)+ fr) S 1+ [57] + 557 ] + [55H] = 1+ 557 + 557 + 55+ = 1003
dobrych trojuholnikov.

Obr. 35
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Ukézali sme teda, ze maximalny pocet dobrych trojuholnikov je 1003. Tato hodnota
sa da Tahko dosiahnut, ako vidno na obr. 35 (po obvode ,odrezeme“ 1003 rovnoramen-
nych trojuholni¢kov s ramenami dizky 1 a zvySok rozdelime fubovolne).

Iné riesenie. Podobne ako v prvom rieSeni, rovnoramenny trojuholnik s dvoma
dobrymi stranami pochédzajuci z rozdelenia mnohouholnika P jeho uhloprieckami
nazyvajme dobry.

Nech ABC je dobry trojuholnik s dobrymi stranami AB a BC'. To znamena, ze
medzi vrcholmi A a B, a podobne medzi vrcholmi B a C, sa nachddza neparny pocet
stran mnohouholnika P. Budeme hovorit, Ze tieto strany patria dobrému trojuholniku
ABC.

Aspon jedna strana v kazdej z tychto dvoch skupin nepatri Ziadnemu inému dobrému
trojuholniku, ktorého vrcholy lezia medzi vrcholmi A a B, resp. medzi B a C. Totiz
kazdy taky dobry trojuholnik mé dve zhodné strany, a teda existuje spolu parny pocet
stran, ktoré mu patria. Ked vyluc¢ime vSetky strany patriace dobrym trojuholnikom na
tejto ploche, musi zostat aspon jedna strana, ktord nepatri ziadnemu z nich. Priradme
tieto dve strany (jednu v kazdej z dvoch skupin) trojuholniku ABC.

Kazdému dobrému trojuholniku sme takto priradili dvojicu stran, pricom ziadne dva
trojuholniky nemaja priradeni rovnaku stranu. KedZze takych dvojic vieme vytvorit
maximalne 1003, je to zaroven maximalny mozny pocet dobrych trojuholnikov. Tento
pocet vieme dosiahnuf, ako sme ukézali v prvom rieSeni.

I:Jloha 3.

Upravou vyrazu vnutri absoltitnej hodnoty na Tavej strane dostaneme

ab(a® — b?) + be(b? — ) 4 ca(c® — a?) = b(a® — ) + b3(c — a) + ca(c — a)(c+ a) =
= (a—c) (b(a®+ac+c®) —b® —ca(c+a)) =
= (a—c) (b(a® = b*) +ac(b—a) +*(b—a)) = (a—c)(a—b) (b(a+b) —ac—c?) =
=(a—c)la=b)(ab—c)+b* =) =(a—c)(a—b)(b—c)(a+b+c).

Zadanu nerovnost teda mozeme prepisat na tvar
(a—c)(a—b)(b—c)a+b+e)| £ Ma?+b%+ )2, (1)

Vzhladom na symetriu vyrazov mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze a <
< b < ¢. V takomto pripade pouzitim nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom dostaneme

(b—a)+ (c—b)Y (c—a)?
) e

(=00l =0-ae-t) = -

priGom rovnost nastava prave vtedy, ked b —a = ¢ — b, t.j. 2b = a + ¢. Z nerovnosti
medzi aritmetickym a kvadratickym priemerom zasa mame

((c—b)-l—(b—a))zg(c—b)2+(b—a)2

2 2 ’
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¢o je po jednoduchej aprave ekvivalentné s
3(c—a)?<2-[(b—a)*+ (c—b)*+ (c—a)?], (3)

pric¢om rovnost nastava opif len v pripade, ked 2b = a + c.
Z (2) a (3) vyplyva

(a—c)(a—=b)(b—c)(a+b+c)| =

Sille—aPlatd+o)l=5-V{e—a)(atb+c)?<

(c—
\/(2 (Cg_b)2+(c_a)2])3.(a+b—l—c)2:

2

2 a2\
\/ b—a (0—36) +(C ))-(a+b+c)2 é

N

A
e

ol

A
=I5

(a® +b* + )2

(b +(e=b2+(c—a)2+@+b+c)2\  9v/2
4 )_3—2

Ostatny odhad vyplyva z AG-nerovnosti pre $tyri ¢isla, z ktorych jedno je (a + b+ c)?
a zvys$né tri st [(b—a)? + (¢ —b)? + (c — a)?]/3.

Vidime, ze pre M = :% 2 nerovnost (1) plati, pricom rovnost nastava prave vtedy,
ked 2b=a+c a

(b—a)®>+ (c—b)?+(c—a)?
3

= (a+b+c) (4)
Dosadenim b = (a + ¢)/2 upravime (4) na
2(c —a)? = 9(a + c)%
Podmienku na rovnost teda mozno prepisat v tvare
2b=a+c a (c —a)® = 18b%.

Ak zvolime b = 1, dostaneme a = 1 — %\/5, c=1-+ %\/5 Takze M = :,%\/5 je naozaj
najmensia hodnota, pre ktoru je zadana nerovnost splnena. Rovnost nastava pre trojice
(t — %\/ﬁt, t,t+ %\/ﬁt) a ich permutécie, pricom t je lubovolné reédlne ¢&islo.

Uloha 4.
Ak je dvojica (z,y) rieSenim, Tahko mozno ukézat, ze * = 0 a rieSenim je aj dvojica
(x, —y). Pre x = 0 dostaneme vyhovujtce dvojice (0,2) a (0, —2). Zaoberajme sa teda
iba pripadom z,y > 0.

Predpokladajme, Ze (x,y) je rieSenim. Rovnicu mozno prepisat na tvar

28(1 42" = (y —1)(y + 1).
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Odtial vidno, Ze ¢initele y — 1 a y + 1 st oba parne, pricom zrejme prave jeden z nich
je delitelny $tyrmi. Preto = 3 a jeden z &initelov je delitelny &islom 277!, nie vSak
¢islom 2”. Pre nejaké neparne prirodzené cislo m a pre vhodné znamienko teda plati

y=2""tm =+ 1. (1)
Dosadenim do povodnej rovnice postupnymi tpravami dostaneme
1 4 21: 4 22$+1 — (2$—lm:l: 1)2,
14+2%(1+27M) = 222722 4 2% 4 1,
27(1 + 2711 = 27(2"?m? £ m),
1427t = 27722 4 4y,

LFm=2""%(m?-8). (2)
Ak by na lavej strane v (2) bolo znamienko ,,—“, mali by sme m? —8 <0, t.j. m = 1.
Po dosadeni do (2) potom 0 = —7 - 2272, ¢omu nevyhovuje Ziadna hodnota z.

Pre znamienko ,,+* je lavé strana (2) kladn4, preto musi byt kladny aj vyraz m? —8,
odkial m = 3. Na druhej strane z (2) dostaneme

1+m=2""2(m?—8) > 2(m? - 8),

2m? — m — 17 zjavne kladny). Zistili sme, Ze jedind vyhovujtca hodnota je m = 3.
Po dosadeni do (2) mame x = 4 a z (1) vyjde y = 23. Lahko mozno overit, Ze tato
dvojica naozaj vyhovuje. RieSeniami zadanej rovnice su teda dvojice (0,2), (0,—2),
(4,23) a (4, —23).

Uloha 5.
(Podla Ondreja Buddca.) Ozna¢me

¢ize 2m? — m — 17 < 0. Odtial nutne m < 3 (pre hodnoty m = 5,7,9... je vyraz

P(P(...P(P(z))...)) = Pn(x) prem=1,2,... k.

—_———
m-krat
Predpokladajme sporom, ze existuje n 4+ 1 réznych celych ¢isel xg, x1,... ,x, takych,
ze Py(x;) = x; (pre kazdé i € {0,1,...,n}). KedZze P ma celociselné koeficienty, pre

Tubovolné celé ¢isla u, v (nie nutne rozne) plati

u—uv| P(u) — P(v), a teda aj |lu —ov| £ |P(u) — P(v)].
Ked toto zname tvrdenie pouzijeme k-krat, pre lubovolné i, j € {0,1,... ,n} dostaneme
e — 5] S |P(as) — Play)| £ 1Pa(es) — Pola)| S -+~ S |Pulas) — Paey)| = e — .

Nakolko prvy a posledny vyraz sa rovnaja, musi rovnost nastavat vo vSetkych nerovnos-
tiach. Takze |z; — x;| = |P(z;) — P(x;)|, t.].

P(x;) — P(zj) = £(z; — ;) (1)
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pre vhodné znamienko. Ukazeme, zZe toto znamienko je pre vSetky dvojice indexov
rovnaké.

Ozna¢me P(xg) = a. Rozoberme dva pripady pre P(z;), ktoré podla (1) mézu
nastat.

Pripad 1. Nech P(x1) = a + (z1 — o). Pre Tubovolné i € {2,3,...,n} podla (1)
plati
P(-T’L) —a=T; — X alebo P(xz) —a=xy— Tq. (2)

Ak by pre niektoré i nastala druhd moznost, tak P(x;) = a+x¢—z;. Potom pouzitim (1)
a dosadenim dostaneme

+(x; —x1) = P(x;) — P(x1) =a+x0 —2; — (a+ 21 — x0) = 230 — T; — T71.
Pre znamienko ,,+“ po tprave vyjde z; = x¢ a pre znamienko ,,—“ vyjde z1 = xo,
¢o st nepripustné moznosti (¢isla xg, 1, ... ,x, si rozne). Pre kazdé i € {2,3,... ,n}
preto v (2) nastava prva moznost, t.j. P(z;) = a + x; — xo. Kedze tato rovnost podla
predpokladu plati aj pre ¢ = 1 a trividlne aj pre ¢ = 0, dostavame, ze polynomicka
rovnica P(t) —a —t + z¢ = 0 stupila n = 2 (s neznamou ¢) ma aspon n + 1 réznych
korenov xg, x1,...,ZT,, CO je v spore so zakladnou vetou algebry.

Pripad 2. Nech P(x1) = a+ (z¢ — x1). Analogicky ako v prvom pripade dostaneme,
7e P(x;) = a+ xo — x; pre kazdé x;, a teda nepripustny pocet koreriov ma rovnica
P(t)—a—z9+t=0.

Zaver. Existuje najviac n roznych celych ¢isel ¢ takych, ze Q(t) = Py (t) = t.
Uloha 6.

Dokazeme najprv, ze fubovolny konvexny 2n-uholnik s obsahom S mé takua stranu AB
a vrchol V| Ze obsah trojuholnika ABV je aspon S/n.

Uhlopriecky, ktoré rozdeluji 2n-uholnik na dve ¢asti s rovnakym poctom stran,
budeme nazyvat hlavné. Pre kazda stranu b daného 2n-uholnika ozna¢me A, taky
trojuholnik ABP, ze A, B sa krajné body strany b a P je priesecnik hlavnych uhlo-
priecok AA’, BB’. Tvrdime, ze zjednotenie vSetkych 2n trojuholnikov A, pokryva cely
2n-uholnik.

Nech X je Iubovolny vnutorny bod 2n-uholnika, ktory nelezi na ziadnej hlavnej
uhlopriecke (body leziace na obvode a na hlavnych uhloprieckach opisanym zjed-
notenim zrejme pokryté si). Uvazujme postupnost (orientovanych) hlavnych uhlo-
priecok AA’, BB',CC’,..., pricom B,C,... st po sebe nasledujuce vrcholy leziace
v opacnej polrovine urcenej priamkou AA’ ako bod X. Bez ujmy na vSeobecnosti nech
bod X je ,nalavo“ od AA’. V tejto postupnosti sa na mieste s poradovym c¢islom
n + 1 nachddza uhlopriecka A’A, ktord mé bod X ,napravo“. Preto v postupnosti
A, B,C,...,A existuju po sebe idice vrcholy K, L také, ze X lezi ,nalavo“ od K K’,
ale ,napravo“ od LL’. To vSak znamend, ze X lezi v trojuholniku A/, (obr. 36).
Trojuholniky A\, teda naozaj pokryvaja cely 2n-uholnik. Stcet ich obsahov je preto
aspon S.
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B A
Vol L
K
K’ V
I/ C
A B
Obr. 36

Oznac¢me S, obsah atvaru U. Z predoslého vyplyva, zZe existujiu dve protilahlé strany
b= AB, b = A'B’ (pricom AA’, BB’ su hlavné uhlopriecky pretinajice sa v bode P)
také, ze Sn, + Sa,, = S/n. Bez ujmy na vsSeobecnosti nech |[PB| = |PB’'|. Potom
(obr. 37)

Sapar = Sapp + Sppar 2 Sapp + Sparp = Sa, + S, 2 S/n.
Tym je tvrdenie zo zaciatku riesenia dokazané.
A/

P

Obr. 37

Zoberme teraz [ubovolny konvexny mnohouholnik P s obsahom S, ktory méa m stran
ai,...,am. Nech S; je obsah najvicsieho trojuholnika, ktory mé stranu a; a je cely
obsiahnuty v P. Tvrdenie zo zadania dokazeme sporom. Predpokladajme, Ze neplati,

t.].
d <2
i=1 S
Potom existuju racionélne ¢isla q1, ... , ¢, také, ze
& Si S
Zqi =2 a q; > 5 pre kazdé i;
i=1

sta¢i napriklad pre ¢ < m zobraf za ¢; fTubovolné racionélne ¢islo z intervalu

(§,§+m(2—2?))
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a polozit ¢, =2 — (g1 + -+ + gm—1)-

Zapisme zlomky ¢1,...,qn v tvare ¢; = k;/n, kde n je ich spoloény menovatel.
Mame teda ) k; = 2n. Ked rozdelime kazdu stranu a; mnohouholnika P na k; zhod-
nych tsekov, vytvorime konvexny 2n-uholnik s obsahom S (s niektorymi vnatornymi
uhlami velkosti 180°). Podla tvrdenia, ktoré sme dokazali na zac¢iatku, ma tento novy
mnohouholnik takd stranu AB a vrchol V, ze Sapy = S/n. Ak AB je ¢astou strany a;
mnohouholnika P (obr. 38), tak pre obsah trojuholnika 7" so stranou a; a vrcholom V'
dostavame

Sr=k;-Sapv 2 ki-S/n=g¢q;-5>8,,

¢o je v rozpore s definiciou obsahu S;. Tym je tiloha vyriesena.

v

Obr. 38

Pozndmka. Sucet priradenych obsahov moze byt prdve dvojnasobkom obsahu mno-
houholnika P. Plati to pre vsetky stredovo siimerné mnohouholniky.






Zadania sutaznych udloh

KATEGORIA P

Archiv zadani Matematickej olympidady, kategorie P sa nachddza na WWW stranke
hitp:/ /www.ksp.sk/mop.

P-1I-1

Na monitore sa prave schyluje k velkej bitke medzi armédou hraca a arméadou jeho po-
¢itaca. Sily s vyrovnané, obe armady obsahuja rovnaky pocet plukov, pricom ale jed-
notlivé pluky mézu obsahovat rézne pocty vojakov. Na zaciatku bitky sa pluky oboch
armad zoradia do dvoch radov tak, Ze oproti kazdému hracovmu pluku stoji prave jeden
pluk patriaci pocitacu. Potom sa zacne samotny boj. Pluky stojace oproti sebe na seba
zautocia. A kedze v pocte je sila, zvitazi ten z nich, ktory mé viac vojakov. Ak ndhodou
maju superiace pluky rovnaky pocet vojakov, vyhrava pluk patriaci pocitacu.

Hracova armada mé velmi schopnych spiénov, ktori pred bitkou zistia, kolko vojakov
mé nepriatel v ktorom pluku a ako st jeho pluky rozmiestnené. Vasou ulohou je roz-
miestnit na zéklade tychto informécii hracove pluky tak, aby ¢o najviac z nich svoj siboj
vyhralo.

Sttazna tloha

Napiste program, ktory vam poradi, ako najlepSie rozmiestnit pluky, ktoré méte k dispo-
zicii. Na vstupe dostanete pocet plukov N v kazdej armade a pocty vojakov v kazdom z
2N plukov na bojisku. Ako vystup programu nam staci jediné celé Cislo — najvacsi pocet
hracovych plukov, ktoré vyhraju svoj stiiboj pri nejakom rozostaveni.

Format vstupu Prvy riadok vstupného stiboru pluky.in obsahuje jedno celé ¢islo
N (1 < N <10000) — pocet plukov v kazdej z arméad. V druhom riadku je medzerami
oddelenych N celych ¢isel Aq, ..., Ay (1 < A; < 100000 000) - pocty vojakov v hrac¢ovych
plukoch. V tretom riadku je medzerami oddelenych N celych ¢isel By, ..., By (1 < B; <
< 100000 000) — poéty vojakov v plukoch patriacich pocitacu.

Format vystupu Jediny riadok vystupného stiboru pluky.out méa obsahovat jediné
celé ¢islo — najvicsi pocet hracovych plukov, ktoré mozu naraz vyhrat svoj stboj.

Priklad

pluky.in pluky.out

5 3

7 12 1 7 47 (Ak to hrac spravi dobre, vyhraji jeho pluky velkosti

7 12 1 7 47 47, 12 a jeden z plukov velkosti 7.)
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Priklad

pluky.in pluky.out

4 0

10 10 10 10 (Pri kazdom rozostaveni vsetky hracove pluky prehraju.)
10 10 10 10

Priklad

pluky.in pluky.out

5 4

13579 (Obetujeme hracov najmensi pluk, posleme ho proti
246 810 pluku velkosti 10. Ostatné pluky vieme potom rozmiest-

nit tak, aby vyhrali.)

P-1-2

Vedcom sa konecne podarilo vymysliet efektivny sposob cestovania v ¢asopriestore. Ich
testovacie stredisko sa skladd z niekolkych lokalit. V kazdej lokalite je umiestnenych
niekolko teleportov. Ked vstipime do teleportu, presunie nas na vopred zadant lokalitu
(¢o by sme od teleportu ocakavali), ale navySe néas presunie aj v Case o zadany pocet
minit (bud dopredu alebo dozadu). Vedci by cheeli zistit, ¢i je cestovanie teleportami
vyhodné. Prave sa nachadzaju pri centrdlnom pocitaci a cheeli by sa ist najest do bufetu.
A kedze ¢as st peniaze, cheeli by byt v bufete ¢o najskor. Pohybovaf v ¢ase a priestore
sa samozrejme chctl len pomocou uz postavenych teleportov.

Sutazna tloha

Program dostane na vstupe pocet lokalit N, ktoré budeme oznacovat ¢islami 1,..., N.
Centralny pocitac je v lokalite ¢islo 1, bufet ma c¢islo N. Nasleduje pocet teleportov M
a zoznam tychto teleportov. Pre kazdy teleport je urcenéa zaciatoc¢na lokalita, koncova
lokalita a zmena ¢asu v minatach, ktord nastane pri prechode tymto teleportom (kladné
¢islo znamenda posun do budicnosti, zaporné do minulosti a 0 znamené, ze sa na koncovej
lokalite objavime v tom istom ¢ase, v akom sme nastipili do teleportu).

Kazdy teleport sa d& pouzit len tym smerom, ktory je uvedeny na vstupe. Medzi
dvoma lokalitami moze byt viacero teleportov. Dokonca moze existovat teleport, ktory
nas presunie len v Case (teda koncova a zaciatocna lokalita je ta ista).

Program méa vypocitat cas, kedy najskor mozeme byt v lokalite N, ak sa v lokalite

1 nachddzame v ¢ase 0. Ak tam vieme byt lubovolne skoro (teda vieme cestovat do
nekone¢na do minulosti), alebo ak sa tam nevieme dostat vobec, program by o tom mal
podat prislusna spravu.
Format vstupu Prvy riadok vstupného stiboru teleport.in obsahuje dve ¢isla NV
aM(2< N <1000,0< M <50000) oddelené medzerou. Nasleduje M riadkov, na
kazdom su tri ¢isla A;, B;, T; (1 < A;, B; < N, |T;] < 10000) popisujice teleport z
lokality A; do lokality B; so zmenou ¢asu 7T; minut.
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Format vystupu Jediny riadok vystupného stboru teleport.out mé obsahovaft
spravu ,Vedci umru od hladu“, ak sa od centralneho pocitaca neda dostat do bufetu,
resp. spravu ,Vedci spoznaju zaciatok vesmiru®, ak vieme cestovat do nekonecna do
minulosti. Inak méa obsahovaf najskor$i ¢as v mintutach, kedy sa vedia vedci dostat do

bufetu.
Priklad

teleport.in
3 4

125
23 -7
13 -1
1316

Priklad

teleport.in
22

11-1

120

Priklad

teleport.in
4 2

teleport.out

-2

(Prvym teleportom sa dostant do lokality 2 v ¢ase 5, od-
tial druhym do lokality 3 v ¢ase 5+ (—7) = —2. Ostatné
moznosti si horsie.)

teleport.out

Vedci spoznaju zaciatok vesmiru

(Skor ako sa druhym teleportom presunii do bufetu,
moézu prvym odist ITubovolne daleko do minulosti.)

teleport.out
Vedci umru od hladu

12 -1 (Posledny teleport nemézu pouzit na presun z lokality 3
230 do lokality 4, iba naopak.)
4 3 10

P-1-3

Kde bolelo, tam bolelo, zil raz v istom kralovstve stary kral. Kralovstvo tvorilo N miest
a kde-tu nejaké cesta. Kedze krali si od prirody lakomi, v kralovstve veru nebolo udrzia-
vanych ciest nazvys. Presnejsie, ciest bolo prave N — 1 a boli zvolené tak, aby sa medzi
kazdymi dvoma mestami dalo prejst po cestach (mozno idic cez iné mestd). V reci tedrie
grafov takejto cestnej sieti hovorime strom.

Na staré kolena vSak krala navstivila teta Paranoja a naSepkala mu, Ze susedia chect
napadnit jeho kralovstvo. Preto sa rozhodol, Ze lakomost musi nabok, postavi v mestach
vojenské posadky. Paranoja vSak Sepkala dalej: ,Zblaznil si sa? Ak st dve posadky v
susediacich mestach, budi si medzi sebou posielat odkazy. A vies, ako to dopadne. ..
Nechaj vela vojakov pokope, vzburia sa proti tebe!*

Tri dni a tri noci kral nespal, az vyhtatal nasledujici kompromis: Vyberie niekolko
miest, v ktorych postavi vojenské posadky. Aby mu nehrozila vzbura, rozhodol sa, zZe
nikdy nesmu byt pri sebe viac ako 3 posadky. Teraz sedi nad mapou a huta, ako ich len
rozmiestnit, aby kralovstvo bolo ¢o najbezpecénejsie.
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Sutazna tloha

Este raz si formélnejsie zopakujme, o ¢o kréalovi ide.

Na vstupe méate pocet miest N a popis ciest medzi nimi. Ciest je prave N — 1, nikde
sa nekrizuji, nimi tvorend cestnd siet je suvisla a spdja vSetky mesta. Pre kazdé mesto i
vieme ¢islo b; — toto ¢islo hovori, kolko pridd posadka v i-tom meste k bezpecnosti kra-
Tovstva. Krélovou (a vasou) tlohou je vybrat mnozinu miest, v ktorych postavit posadky.
T4to mnozina musi spliaf nasledujtice podmienky:

e Kazda jej stvisla podmnozina mé velkost najviac 3.
e Spomedzi vSetkych takychto mnozin ma najviacsi mozny sucet hodndt b; — bezpec-
nost kralovstva.

(Mnozinu miest volame suvisla, ak sa medzi kazdymi dvomi mestami z nej da prejst
po cestach bez toho, aby sme navstivili mesto, ktoré do tejto mnoZiny nepatri.)

Format vstupu Prvy riadok vstupného stiboru posadky.in obsahuje jedno ¢islo N
(1 < N < 100000) — pocet miest v kralovstve. Mesta st ocislované od 1 do N. Kazdy
z nasledujicich N — 1 riadkov obsahuje dve ¢isla miest, ktoré st spojené cestou. Mozete
predpokladat, Ze cestné siet je stvisla.

Posledny riadok vstupného stiboru obsahuje N celych ¢isel by,....by (0 < b; <
<10000), ktoré udavaju, kde je ako vyhodné mat vojenskt posadku.

Format vystupu Prvy riadok vystupného stiboru posadky.out mé obsahovat jediné
celé ¢islo — najlepsiu dosiahnutelntt bezpecnost kralovstva. Druhy riadok mé obsahovat
niekolko ¢isel oddelenych medzerami — jednu vhodnii mnozinu miest, pre ktort sa uvedend
bezpecnost dosiahne.

Priklad
posadky.in posadky.out
7 6

123567
(Vsade je zisk z posadky rovnaky,
chceme ich ¢o najviac.)

= O Ol W N -
= ~No ok W

11111
Priklad
posadky.in posadky.out
5 1011
15 235
25 (Zjavne chceme posadku v meste 5. Po-
35 tom uz ale mozeme vybrat len 2 spome-
45 dzi ostatnych miest.)
16 5 2 1000
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Priklad

posadky.in posadky.out

5 16

15 1234

25 (Nie vzdy sa oplati vybrat mesto s naj-
35 VACSIm b;.)

4 5

44445

P-1—-4
Studijny text — paralelizator

Za siedmimi horami a Siestimi dolinami vynasiel vynélezca Kleofas podivni to masinu,
ktorti nazval paralelizator. Na prvy pohlad vyzeral paralelizator ako obycajny pocitac. ..
Bol tu vsak jeden maly, ale o to ddlezitejsi rozdiel. Za urcitych okolnosti vedel paraleliza-
tor paralelne (t.j. si¢asne) spustit viacero vetiev programu bez toho, aby ho to akokolvek
spomalilo. Kleofas rychlo pochopil, Ze zo slovného popisu tohto zazraku by nik nezmud-
rel, a tak vymyslel aj programovaci jazyk, v ktorom sa dali pisat programy pre jeho
paralelizator.

Tento programovaci jazyk je kdépiou jazyka Pascal. Oproti klasickému Pascalu ne-
mame k dispozicii generator ndhodnych ¢isel (a teda napriklad prikaz Random), takze
je dopredu urcené, ako bude beh kazdého programu vyzerat.

Programy pre paralelizator sa budi od klasickych jemne lisif tym, Ze nebudt mat
vystup. Budeme iba rozliSovat, ¢ program skondil uspesne alebo nie. U klasickych prog-
ramov by to znamenalo, Ze nas zaujima jedine tzv. exit code (po slovensky ,néavratova
hodnota®) programu.

Oproti standardnému Pascalu ndm pribudli styri prikazy: Accept, Reject, Both(x)
a Some(z) (kde x je premenna typu integer). Co kazdy z tychto prikazov robi?

Prikaz Accept uspesne ukonci beziaci program.

Prikaz Reject ukonéi beziaci program, avsak nie dspesne. (To isté spravi aj vykonanie
standardnych Pascalovskych prikazov Halt a End., prikaz Reject definujeme len kvoli
nazornosti. )

V nasledujicom texte pod wvytvorenim kopie programu rozumieme, zZe sa v operacnej
paméiti vytvori uplne presna képia celého programu vratane obsahu jeho premennych —
vysledok bude rovnaky, ako keby sme uz na zaciatku dany program spustili nie raz, ale
dvakrat.

Prikaz Both(x) zastavi aktudlne beziaci program. Vytvoria sa dve jeho identické
képie. V prvej z nich je hodnota premennej = nastavena na 0, v druhej na 1. Obe képie
programu su paralelne spustené, pricom ich vypocet pokracuje prikazom nasledujicim za
prislusnym prikazom Both.

St tri moznosti, ako moze vypocet dopadnut:

e Ak obe kopie tispesne skoncia, v nasledujicom takte procesora uspesne skon¢i aj
povodny program.
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e Ak aspon jedna kdpia skonci, ale nie tispesne, v nasledujiicom takte procesora skonci
aj povodny program, tiez nie tspesne.
e Vo vsetkych ostatnych pripadoch pévodny program nikdy neskondi.

Prikaz Some(z) funguje podobne. Taktiez zastavi aktudlne beziaci program. Opit sa
vytvoria dve jeho identické kopie, v prvej z nich je hodnota premennej x nastavena na 0,
v druhej na 1, atd.

Opit st tri moznosti, ako moze vypocet dopadnit:

e Ak obe kdpie skondia, pricom ani jedna z nich tuspesne, v nasledujicom takte pro-
cesora skonci aj pdévodny program, tiez nie tispesne.

e Ak aspon jedna kopia uspesne skonc¢i, v nasledujucom takte procesora uspesne
skon¢i aj povodny program.

e Vo vsetkych ostatnych pripadoch pévodny program nikdy neskondi.

Slovne mozeme tieto operacie popisat nasledovne: Prikaz Both robi , paralelny and“
— overi, ¢i obe vetvy uspesne skoncia. Prikaz Some robi , paralelny or“ — overi, ¢i aspon
jedna z vetiev tspesne skonci.

Netrvalo dlho a Kleofas si uvedomil, Ze na takomto zazra¢nom zariadeni dokaze nie-
ktoré problémy riesit priam az neuveritelne rychlo. Napriklad testovanie prvociselnosti je
skutocne Tahké:

Priklad 1

V premennej N je prirodzené ¢islo. Napiste program pre paralelizator, ktory pre kazdé
N skondi, pricom wuspesne skonci prave vtedy, ked N je prvodislo.
Riesenie = Pomocou volani Both paralelne vygenerujeme vsetky ¢isla od 2 do N — 1
a naraz pre kazdé z nich overime, ¢i deli N. Kazda vetva tspesne skonci, ak ,jej“ ¢islo
nedeli N. Aby povodny program uspesne skondil, musia uspesne skoncit vsetky vetvy,
teda ziadne z vygenerovanych ¢isel nesmie delif N. Casova zlozitost takéhoto programu
je O(log N).

{ vsTuP: N : integer; }

var moc2, pocet_cifier : integer;
cislo : integer;
i,x : integer;

begin
{ osetrime okrajovy pripad }
if ( N =1 ) then Reject;

{ zistime, kolko ma N cifier v dvojkovej sustave }
moc2 := 1;

pocet_cifier := 0;

while (moc2 <= N) do begin
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moc2 := moc2 * 2;
inc( pocet_cifier );
end;

{ vygenerujeme ctsla od 0 do 2 pocet_cifier — 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to pocet_cifier do begin
Both(x) ;
cislo := 2xcislo + x;
end;

{ primale delitele skusat nebudeme, prehlasime za dobre }
if (cislo <= 1) then Accept;
{ ani privelke delitele skusat nebudeme }
if (cislo >= N) then Accept;
{ inak skusime, ci vygenerovane cislo deli N }
if (N mod cislo <> 0) then Accept;
Reject;;
end.

Néazorne si ukazeme, ako vyzera vypocet paralelizatora na tomto programe pre N = 3
a pre N = 6. Kdpie programu, ktoré vznikaju pocas vypoctu, budeme ¢islovat v poradi,
v akom vznikaju.

Pre N = 3 bude vypocet prebiehat nasledovne:

e Spusti sa képia #1 (teda vlastne original).

e Spocita, ze pocet_cifier = 2.

e Spusti sa for-cyklus pre i = 1.

o Koépia #1 sa zastavi, vzniknt képie #2 a #3.

o V képii #2 je cislo = 0, v képii #3 je cislo = 1.

e V oboch beziacich képiach sa spusti for-cyklus pre i = 2.

o Kopie #2 a #3 sa zastavia, z #2 vznikni #4 a #5, z #3 vznikni #6 a #7.

e V képidch #4 az #7 nadobudne premenné cislo hodnoty 0 az 3.

e Koépie #4 a #5 uspesne skondia, lebo ¢isla 0 a 1 nechceme testovat ako delitele.

o Képia #2 uspesne skondi, lebo uz tspesne skoncili obe képie, ktoré z nej vznikli.

e Kopia #7 tspesne skonéi, lebo ani ¢islo 3 nechceme testovat.

o Kopia #6 tspesne skonci, lebo 2 nedeli 3.

o Képia #3 uspesne skondi, lebo uz tspesne skoncili obe képie, ktoré z nej vznikli.

e Kopia #1 (teda povodny program) tspesne skonéi, lebo uz tspesne skoncili obe
képie, ktoré z nej vznikli.



118

55. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Pre N = 6 bude vypocet prebiehat nasledovne:

Podobne ako pri N = 3 sa dostaneme do situacie, kedy bezia kopie #8 az #15,
premennd cislo v nich ma hodoty postupne od 0 do 7.

Képie #8 a #9 (s primalym ¢islom) tspesne skondia.

Képia #4 (z ktorej vznikli #8 a #9) tspesne skondi.

Képie #14 a #15 (s privelkym ¢islom) tspesne skondia.

Képia #7 (z ktorej vznikli #14 a #15) tspesne skondi.

Képie #10 az #13 skoncia — a to: #12 a #13 tGspesne (4 ani 5 nedeli 6), #10 a
#11 netspesne (2 aj 3 deli 6).

Képia #5 skonéi netspesne (obe jej ,deti“ skoncili netispesne), képia #6 skonci
uspesne.

Képia #2 skonéi netspesne (lebo képia #5 skoncila netispesne), képia #3 skonci
uspesne.

Képia #1 (teda pdvodny program) skonéi nedspesne.

Priklad 2

V premennych N a K su prirodzené cisla. Napiste program pre paralelizator, ktory
pre kazdé N skonéi, pricom uspesne skonéi prave vtedy, ked N ma nejakého delitela z
mnoziny M = {2,3,...,25 —1}.

Riesenie = Pomocou volani Some paralelne prezrieme vsetky m € M, sta¢i nam, ak
[ubovolné jedno z nich deli N.

(Iny pohlad na to isté rieSenie: Pomocou volani Some ,uhddneme® delitela m € M a
overime, ¢i sme ho uhéadli spravne. Na nas program sa mozeme pozerat tak, Ze sa nevetvi,
ale kazdé volanie Some ,,uhddne“ a do x dosadi ti ,,spravnu“ hodnotu. Ak teda N ma v
mnozine M delitela, ndjdeme ho, inak skon¢ime s nejakym ¢islom, ktoré N nedeli.)

Casova zlozitost takéhoto programu je O(K).

{ vsTuP: N, K : integer; }

var cislo : integer;
i,x : integer;

begin

{ paralelne skusame cisla od 0 do 2°K - 1 }
cislo := 0;
for i:=1 to K do begin

Some(x) ;
cislo := 2xcislo + x;

end;

{0a1do mnoziny M nepatria }
if (cislo <= 1) then Reject;
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{ skusime, ci vygenerovane cislo deli N }
if (N mod cislo = 0) then Accept;
Reject;;

end.

Sttazna tloha

a)

V premennych ihla a seno su dva refazce. Napiste ¢o najrychlejsi program pre
paralelizator, ktory pre kazdy vstup skonéi, pricom uspesne skonéi prave vtedy, ked
sa retazec thla nachadza v retazci seno ako (suvisly) podretazec.

Vas program by teda mal tspesne skoncit ak napriklad:
thla = abcd, seno = aaabedddaa

thla = ddda, seno = aaabcdddaa

ale nie v pripadoch:

thla = abcd, seno = aaabcEdddaa

thla = jasomihla, seno = vtejtokopesenaihlyniet

Nad polom nezapornych celych ¢isel mdéZzeme postavit ,,pyramidu®. Spodny riadok
pyramidy bude tvorit samotné pole. Kazdy vyssi riadok bude o 1 kratsi ako pred-
chadzajuci, pricom i-ty prvok v novom riadku je rovny stactu i-teho a (i + 1)-ého

nechame z neho len posledné 4 cifry.) Vrchny riadok je tvoreny jednym ¢islom.

V premennej N mame prirodzené ¢islo. V poli A na pozicidch 1 az N mame N
nezapornych celych ¢isel mensich ako 10000. V premennej V' je nezaporné celé ¢islo
mensie ako 10 000.

Napiste ¢o najrychlejsi program pre paralelizator, ktory pre kazdy vstup skonci,
pricom uspesne skonc¢i prave vtedy, ak V' je na vrchu pyramidy, utvorenej nad
polom A.

Priklad
Vstup Vystup
N =14 skonc¢i uspesne
A=1{1,23,4} Pyramida vyzera nasledovne:
V=20
20
8 12
3 5 7
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Priklad

Vstup Vystup

N =4 neskonci uspesne
A=1{6,3,9,3}

V=17

P-II-1

V Absurdistane prave zacina novy roc¢nik futbalovej stitaze. Tento rok ju bude hraf aj
slavny tim Dynamo Zbicykla. Jeho tréner uz tri noci poriadne nespal, no napriek tomu
este nema hotovy plan na tato sezénu. Dobre vie, ze ziadne muzstvo nedokaze vyhra-
vat vSetky zéapasy, lebo kazda vyhra stoji hracov vela sil. Vymyslel si preto nasledujtice
zjednodusenie:

Sttazna tloha

Aktuélny stav jeho muZstva bude popisovat jedno celé ¢islo S, ktoré udava, kolko maju
hraci sily. Na zaciatku sezény (v den ¢islo 0) je sila timu nulova. Kazda noc si hraci
— kazda vyhra ich stoji V sily. Mozu samozrejme aj ,hrat na remizu®, ¢o ich stoji len
R sily, pripadne zapas tplne vypustit a prehrat ho, ¢o ich nestoji ni¢. (Ak chct nejaky
zapas vyhrat alebo remizovaf, musia mat na to dost sil, sila timu nesmie nikdy klesnut
pod nulu.)

Tréner uz pozna presny rozpis ligy, vie teda, v ktoré dni ma jeho muzstvo volno a
kedy hré nejaky zapas. Napiste program, ktory vypocita, kolko najviac bodov moze jeho
muzstvo v tomto ro¢niku ligy ziskat. (Ako uz vo futbale isti dobu plati, za vyhru sa tri
body a za remizu jeden.)

Format vstupu Na vstupe st celé ¢isla V| R (vysvetlené vyssie) a pocet zapasov N.
Nasleduje N celych ¢isel — ¢isla dni, v ktoré hra nase futbalové muzstvo zapas.

Mozete predpokladat, ze N < 10000. Cisla V, R aj vSetky ¢isla dni sa zmestia do
beznej 32-bitovej celoéiselnej premennej. Cisla dni zapasov st uvedené v rastiicom poradi.

Format vystupu Vypiste jediné celé ¢islo — maximélny pocet bodov, ktoré vie muzstvo
ziskat.

Priklad

Vstup Vystup

V=10,R=3, N=2 4

dni zapasov: Hré&ci stihni nazbierat presne tolko sil, aby zvladli prvy

3, 13 zapas remizovat a druhy vyhrat.
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Priklad

Vstup Vystup

V=20, R=15, N =4 3

dni zapasov: Muzstvo dokaze vyhrat lubovolny jeden z tychto Styroch
23, 24, 25, 26 Zapasov.

Priklad

Vstup Vystup

V=30,R=9, N=4 4

dni zapasov: Nie vzdy sa oplati vyhrat, v tomto pripade je optimalne
30, 32, 34, 36 vSetky 4 zapasy remizovat.

P-1I-2
Strom je objekt, ktory ma nasledujice vlastnosti:

e Obsahuje kone¢ny pocet vyznaénych miest (tie volame wvrcholy, ich pocet znacime
N), niektoré dvojice vrcholov si prepojené ,kondrmi“ (tie volame hrany).

e Je suvisly, teda z kazdého vrcholu sa vieme dostat do kazdého iného tak, Ze postupne
prejdeme po niekolkych hranéch.

e Obsahuje prave N — 1 hran.

Strom si mozeme predstavit napriklad ako stvisli cestnu siet, ktora tvori N miest a prave
N — 1 ciest medzi nimi.

Na nasledujicom obrazku lavy graf je strom, zvys$né dva nie st — druhy obsahuje
privela hrén a treti m4 sice spravny pocet hran, ale nie je suvisly.

Postupnost na seba nadvizujtucich hran, v ktorej sa ziadna hrana neopakuje, nazveme
cesta. VSimnite si, ze v strome medzi kazdymi dvoma vrcholmi vedie prave jedna cesta.

Hiusenica je taky strom, v ktorom existuje cesta (tuto cestu volame telo) taka, ze
kazdy vrchol stromu je bud na tejto ceste, alebo susedi s nejakym vrcholom cesty (takyto
vrchol volame noZicka). Priklad hisenice néjdete na obrazku vlavo.

1

nozi¢ky L5 *
(o]
- e =,
telo <@ = L,
_________________________________________ ;‘l . NOO%'
nozicky 1101001100

Obr. 40: Husenica Obr. 41: Popis stromu postupnostou
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Sposobov, ako zadat strom, je niekolko. My strom popiSeme postupnostou nil a jedno-
tiek: Vyberieme si jeden vrchol a za¢neme sa z neho po strome prechadzat, pricom chceme
navstivit kazdy vrchol a kazdou hranou prejst prave dvakrat (raz v kazdom smere). Pocas
tejto prechadzky si budeme zapisovat nuly a jednotky nasledovne: Vzdy, ked prideme do
vrcholu, v ktorom sme este neboli, napiSeme jednotku, vzdy, ked sa z vrcholu vraciame
spat (hranou, ktorou sme don prvykrat prisli), napiSeme nulu. Rozmyslite si, ze takto
vieme (aspon jednym spdsobom) popisat [ubovolny strom a Ze z takéhoto popisu vieme
strom jednoznaéne zostrojit.

Stfazna tloha

Zo zadanej postupnosti nil a jednotiek zostrojte strom a zistite, kolko najmenej vrcholov
z neho treba odstranit, aby sme dostali htsenicu.

Inymi slovami, najdite v zadanom strome takt cestu, pre ktorti je mnozina vrcholov,
ktoré na nej nelezia, ani s nou nesusedia, najmensia mozna.
Format vstupu Na vstupe je postupnost nil a jednotiek reprezentujica strom tak,
ako je to popisané vyssie.
Format vystupu Vypiste jediné celé ¢islo — minimalny pocet vrcholov, ktoré je treba
odstranit z povodného stromu, aby sme dostali htisenicu.

Priklad

Vstup

110100110100110100

Vystup

2 (Treba odstranit 2 vrcholy.) Obr. 42
r.

Priklad

Vstup

1101101010001011011000

Vystup

0 (Zadany strom uz je hisenica.)

Obr. 43

Poznamka V oboch prikladoch vstupu prechadzku zac¢iname v ,hornom® vrchole
stromu a ostatné vrcholy navs$tevujeme v poradi ,,zlava doprava“.

P-1I-3

Predstavte si siet na seba ponapajanych potrubi. Miesta, kde sa stretaju konce a zaciatky
potrubi, budeme volat uzly. Z kazdého uzlu mézZe viest Tubovolne vela potrubi, podobne
do kazdého uzlu moze Tubovolne vela potrubi prichadzat. Kazdé potrubie je upravené tak,
Ze nim voda mozZe tiect len jednym smerom. Roézne potrubia mézu mat réznu hribku, a
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teda nimi za sekundu moze pretiect rézne mnozstvo vody. (Maximalne mnozstvo vody,
ktoré za sekundu moze pretiect potrubim, volame jeho kapacitou.)

Dva uzly budi mat $pecidlny vyznam. Jeden z nich voldme zdroj (a znac¢ime s), druhy
volame tustie (a znac¢ime t). Zdroj je miesto, kde do potrubia méze pritekat voda, tstie je
miesto, kde naopak voda moze odtekaf. Pre jednoduchost budeme predpokladat, ze do
zdroja ani z ustia ziadne potrubia neved.

Teraz si predstavte, Ze cez takuto sief potrubi nejako pustime vodu a pre kazdé po-
trubie si zapiseme mnozstvo vody, ktoré nim za sekundu pretecie. Tomuto zoznamu c¢isel
hovorime tok. Velkost tohto toku je mnozstvo vody, ktoré za sekundu vytecie von tstim

(alebo ekvivalentne, ktore za sekundu pritecie zo zdroja).

> /\ S

Obr. 44: pr1klad siete potrubi Obr. 45: priklad toku velkosti 2

Na obrazku 44 je priklad siete potrubi, ¢isla v zatvorkach predstavuju kapacity jed-
notlivych potrubi. Na obrazku 45 je jeden mozny tok pre nasu ukazkovu siet potrubi.
Hrubou ¢iarou si znazornené potrubia, cez ktoré tecie nejaka voda, ¢isla pri potrubiach
udavaju mnozstvo vody, ktoré za sekundu cez dané potrubie pretecie.

Mazimdlny tok je tok, ktory ma pre dant siet potrubi najviacsiu mozni velkost. Inymi
slovami, maximalny tok popisuje, ako cez nasu siet potrubi ,, pretla¢it* ¢o najvicsie mnoz-
stvo vody za jednu sekundu.

O

5 \

1
S 0 Ot
1

> /

1
Obr. 46: priklad maximalneho toku

Sttazna tloha

Predstavte si, ze mate k dispozicii ¢iernu krabicku, ktorej zadate popis nejakej siete
potrubi (spolu s ich kapacitami) a ona vam najde hodnotu maximalneho toku. Pomocou
nej vyrieste nasledovny problém:

Na vstupe mate zadané bludisko — neorientovany grafs /N lokalitami a M chodbickami
medzi nimi. Myska sa nachadza v lokalite 1. V lokalite /N sa nachadza syr. Myska vie
naraz uniest maximalne 1 kisok syra a chce preniest ¢o najviac syra z lokality N do
lokality 1. Nechce ale prist dvakrat do tej istej lokality (samozrejme okrem lokalit 1 a N),
lebo nechce riskovat, ze si ju tam pockd kocur, ktory ju tam po prvom prechode mohol
zanuchat. Kolko ktskov syra vie maximélne preniest? (Predpokladajte, Ze lokality 1 a N
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nie st spojené chodbickou, vtedy by samozrejme myska mohla postupne nanosit vSetok
syr.)

Riesenim tejto ulohy je teda program, ktory ju riesi, pricom v fiom mozete volat fun-
kciu NajdiMaximalnyTok(. . .), ktorej zadate ako parametre popis siete potrubi (pocet
uzlov, pocet potrubi, pre kazdé potrubie jeho zaciatok, koniec a kapacitu, a navyse infor-
maciu, ktory uzol je zdroj a ktory je tstie) a ona vam vrati hodnotu maximalneho toku
v 1iom. Tiato funkciu nemusite implementovat, presny format parametrov si zvolte tak,
ako vam bude vyhovovat.

Priklad

Vstup Vystup

N=8 M=9 1

1-2,1-5,1-17, (Myska moéze ist 1 —2—3—8 po syr, 8 —
2—-3,2—4,3-28, —T7—1 spét. Mohla by este ist 1—5—6—8
4—-8,5—-6,6—8, po syr, ale naspiét sa uz nedostane.)
7—38

Studijny text — toky v grafoch

V tejto casti zadania uvadzame forméalnejsie definicie vyssie spomenutych pojmov.
Pokial ti je vSetko jasné, tento text ¢itat nemusiS, pouzi ho len v pripade nejasnosti v
neformalnom popise.

Za¢neme niekolkymi definiciami: Graf je usporiadané dvojica (V, E), kde V' je konetna
mnozina jeho vrcholov a F je kone¢nd mnozina jeho hran. Pocet vrcholov oznac¢me N a
pocet hran M, hrany oznaCme e; az e);. Kazda hrana e; spaja prave dva vrcholy grafu a;
a b;. Ak sa bude dat prechadzat po hrane e; iba jednym smerom (t.j. vieme po nej prejst
z vrcholu a; do b;, ale nie opa¢ne), budeme ju volaf orientovand hrana, inak ju budeme
volaf neorientovand hrana. Graf nazveme orientovany, resp. neorientovany, ak si vsetky
hrany v nnom orientované, resp. neorientované.

V grafe budeme mat dva Specidlne vrcholy. Jeden z nich nazveme zdroj (znacime s)
a ten druhy dstie (zna¢ime t). Dalej budeme predpokladat, Ze kazda hrana ma svoju
kapacitu ¢; > 0. V orientovanom grafe hrana z a; do b; moze mat int kapacitu ako hrana
z b; do a;, resp. niektord z nich ani nemusi existovat.

Funkciu f, ktora priraduje kazdej hrane mnozstvo vody, ktoré tiou pretekd, nazveme
tok, ak spliia nasledovné podmienky:

o f(e;) € Zprel <i< M. Teda cez kazdi hranu mdze tiect len celo¢iselné mnozstvo
vody.

e 0< f(e;) <c¢iprel <i< M. Teda cez kazd hranu nemdze tiect viac vody ako je
jej kapacita, ani menej ako 0.

e Nech a je vrchol rézny od zdroja a tustia. Nech hrany vedice z vrcholu a maja
¢isla vy, ..., vgx. Podobne, nech hrany vedice do vrcholu a maju ¢isla pq, ..., p.
Potom plati: Y f(e,,) = f(ep,). T.j. vo ,,vnitornych“ vrcholoch sa voda neméze
hromadit.
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Teda tok je takd funkcia f, ktord nam urcuje, ktorym potrubim tecdie kolko vody.
Predpokladajme, Ze zdroj nema Ziadne prichadzajtice hrany a tustie neméa ziadne odcha-
dzajuce hrany. Potom méZeme hodnotu toku f definovat ako mnozstvo vody, ktoré odteka
zo zdroja. Maximdlny tok je tok s najviac¢sou moznou hodnotou pre dany graf.

P-1I-4

Povodny Studijny text ,paralelizator® k prikladu P-II-} mozno ndjst v zadani prikladu
P-I-4 na strane 115.

V krajine je niekolko miest, kazdé z nich mé priradené nejaké prirodzené ¢islo (ktoré
sa zmesti do beznej celodiselnej premennej). Rozne mestd maju rozne cisla, ale inak
¢islovanie miest nie je nijako systematické.

Medzi niektorymi dvojicami miest st postavené cesty. Dokopy je M takjchto ciest.
Vsetky cesty st jednosmerné. Vsetky krizovatky st mimotroviiové, t.j. ked sa vyberieme
nejakou cestou, musime po nej zajst az do mesta, kde kon¢i. Mozete predpokladat, ze v
kazdom meste aspon jedna cesta zacina alebo kondi.

V poli C[0..M-1]1[0..1] st zadané jednotlivé cesty (i-ta cesta spaja mesta s ¢islami
Cli-11[0] a C[i-1][1]).

Sutazna tloha

Napiste ¢o najrychlejsi program pre paralelizator, ktory pre kazdy pripustny vstup skonci,
pri¢om tuspesne skonci prave vtedy, ak je cestné siet silne stvisla — teda ak sa z Tubovolného
mesta vieme dostat po cestach do Tubovolného iného mesta.

Poznamka Ide to v lepSom ako linedrnom ¢ase. Samozrejme, ak sa vam takéto rieSenie
najst nepodari, mozete niekolko bodov ziskat aj za pomalSie rieSenia.

Priklad

Vstup Vystup

M =5 skon¢i tispesne

cesty:

1—2,2—-3,3—1, (Po prvych troch cestdch vieme volne
47 — 1, 2 — 47 prechddzat medzi mestami 1, 2 a 3,

vdaka zvysnym dvom sa vieme dostat
aj do mesta 47 a z neho zase prec.)

Priklad

Vstup Vystup

M =3 neskonci uspesne

cesty:

123456 — 234567, 23 — 47, (Nevieme sa dostat napr. z mesta 47 do

345678 — 234567 mesta 123456.)
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P-III-1

Na monitore sa opit raz schyluje k velkej bitke medzi armadou hraca a armadou jeho
pocitaca.

Kazdu armadu tvori N priSer. Kazda prisSeru moézeme popisat dvoma prirodzenymi
¢islami: prvé vyjadruje jej dtok (atocnu silu), druhé jej obranu (obranné schopnosti).
PriSeru s utokom A a obranou B zapisujeme A/B.
zahynie. Mo6zZe sa samozrejme stat, Ze sa obe priSery zabiji navzajom, alebo Ze obe prezija.
Hovorime, Ze priSera vyhrala siboj, ak sa jej podari druhii priSeru zabit a zaroven prezit.

PriSery ovladané pocitacom ttocia, hra¢ sa musi branit. Proti kazdej priSere pocitaca
musi poslat prave jednu zo svojich priSer.

Sutazna tloha

Napiste program, ktory zisti, aky najvacsi pocet sibojov mozu dokopy hracove prisery
vyhrat.

Format vstupu V prvom riadku vstupu je celé ¢islo N (1 < N < 10000) — pocet
priser, ktoré ma kazdy z hracov k dispozicii. V druhom riadku st uvedené hracove prisery,

v tretom riadku st priSery poéitaca. Utok aj obrana kazdej prisery je celé ¢islo od 1 do
1000 000 000.

Format vystupu Vypiste jediné celé ¢islo — najvicsi pocet hracovych priser, ktoré
mozu naraz vyhrat svoje suboje.

Priklad

Vstup Vystup

3 2

9/2 9/7 8/8 (Nad priSerou 7/8 vyhra jedine prisera 9/7. Prisere 1/1

100/100 1/1 7/8

Priklad

Vstup

4

10/1 10/1 10/2 10/9
10/1 10/1 10/2 10/8

Priklad

Vstup

4

7/3 2/12 4T7/4T7 5/6
10/1 4/7 3/6 1/1

moze hrac priradit hociktorti zo zvysnych dvoch svojich
priser.)

Vystup

0

(Bez ohladu na rozdelenie sa vSetky priSery navzajom
zabiju.)

Vystup

4

(Jediné riesenie: svoje priSery hrac¢ priradi postupne tre-
tej, prvej, druhej a Stvrtej priSere pocitaca.)
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P - IIT - 2

V Biirrolande vyriesili otdzku nezamestnanosti po svojom — zamestnali hromadu trad-
nikov. Aby mali novi tradnici ¢o robit, zacali vydavat vselijaké potvrdenia, ktoré je
potrebné predkladat pri roznych prilezitostiach. Kedze tradnikov je vela, kazdy z nich je
uzko Specializovany a vie vydavat len jeden typ potvrdeni.

Dostat od tradnika potvrdenie, ktoré vydéva, nie je vobec Tahké. Aby ste ho dostali,
musite maf potvrdenie iného konkrétneho typu, a navySe musite tradnikovi predlozit
niekolko svojich osobnych dokladov (nezélezi na tom akych, dolezity je len ich pocet,
ktory tradnik potrebuje vidiet).

Mariédn uz vlastni jedno potvrdenie, potreboval by si ale vybavit potvrdenie iného
typu. Teraz ho zaujima, ¢i je to vobec mozné, a ak ano, aky najmensi pocet osobnych
dokladov mu na to bude stacit.!

Sttazna tloha

Dany je pocet roznych typov potvrdeni N (2 < N < 10000), pocet uradnikov M (1 <
< M < 1000000) a ¢islo K (1 < K < 10000), udavajice pocet rdznych osobnych
dokladov existujucich v Biirrolande.

Typy potvrdeni st oc¢islované od 1 po N. Marian vlastni potvrdenie typu 1 a potrebuje
potvrdenie typu N.

Pre kazdého uradnika st dané tri ¢isla: typ potvrdenia, ktoré mu treba ukazat, typ
potvrdenia, ktory vydéava a pocet osobnych dokladov, ktoré na to treba mat so sebou
(¢islo od 0 do K).

Ulohou je vypisat najmensi pocet osobnych dokladov, ktoré stacia k ziskaniu potvr-
denia typu N, a tiez postupnost, v akej mame potvrdenia vybavovat. Ak sa potvrdenie
typu N nedéa vybavit, podajte o tom spravu.

Priklad
Vysvetlenie
Vstup Existuje viacero sposobov, ako ziskat potvrdenie typu 4. Mo-
N=4, M=5, K=2 Zeme ho priamo ziskat z potvrdenia 1 (u prvého tradnika),
14 92 ale na to potrebujeme 2 doklady. Alebo si najskor moézeme
120 vybavit potvrdenie typu 2 (u druhého tradnika), potom 3 (u
9 3 9 tretieho) a nakoniec 4 (u Stvrtého), ale k tomu potrebujeme
34 1 tretiemu tradnikovi predlozit tiez 2 doklady.
131 Najlepsie je vsak ziskat potvrdenie 3 (u piateho turadnika) a
potom 4, na ¢o nam staci jeden doklad.
Vystup
1
34

IPre Maridna je ovela rychlejsie navstivit par iradnikov, ako najst doma vo svojom ,,poriadku® rodny
list. ..
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P-1III -3

Povodny Studijny text ,paralelizator® k prikladu P-III-3 moZno ndjst v zadani prikladu
P-1-4 na strane 115.

Danka a Janka maja rozohrata partiu piskvoriek. Danka hra s krizikmi a zac¢ina. V
premennjch R a C je pocet riadkov a stipcov hracej plochy, v dvojrozmernom poli znakov
A je na stiradniciach [7,j] (kde 0 < i < R, 0 < j < C)? znak ‘X", ‘0’ alebo ‘.’. Znak ‘.’
znamena, 7e policko je zatial prazdne. V premennej K je dlzka piskvorky potrebna na
vyhru partie.

Mozete predpokladat, Ze vstup korektne popisuje rozohratt partiu, v ktorej je prave
na tahu Danka (teda pocet krizikov a krazkov je rovnaky a nikde na hracej ploche sa
nevyskytuje K rovnakych znakov v rade vedla seba).

Sttazna tloha

Napiste o najrychlejsi program pre paralelizator, ktory pre kazdy pripustny vstup skonci,
pricom uspesne skonci prave vtedy, ak ma v danej pozicii Danka vyhravajicu stratégiu.
(Inymi slovami, ak existuje postup, ktory Danke zaruéi vyhru bez ohladu na to, ako dobre

bude Janka hraf — teda ak Danka z danej pozicie dokaze vhodnou volbou tahov vyhrat
vzdy, bez ohladu na to, ako tahé Janka.)

Priklad

Vstup Vystup

R=6,C=5 K=4 skoncéi uspesne

A

..... (Danka zac¢ne tahom na policko [2, 3], teda
..... na policko v tretom riadku a $tvrtom stlpci,
..... ¢im dostane tri znaky ‘X’ vedla seba.

-0X0. Ak aj Janka potiahne na jedno z poli¢ok
Ko [5,0] a [1,4], Danka vzdy moéze v druhom
""" tahu potiahnut na to druhé z nich a vy-

hrat.)

Priklad

Vstup Vystup

R=6,C=5 K=4 neskon¢i uspesne

A

X0X0X (Danka prvym tahom piskvorku nevytvori,
X0X0X dokonca ani nedokéze zabranit Janke, aby
0X0.0 nasledujiicim tahom vyhrala.)

X0.0X

X.o...

0X0X0

2Vsimnite si, ze riadky aj stipce ¢islujeme od 0.
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Priklad

Vstup Vystup
R=5C=6,K=6 neskonci tspesne
A

...... (Piskvorky sa daju vytvorit jedine vodo-
------ rovne. Janka lahko zabrani Danke vyhrat.
------ Pri optimalnej hre oboch partia skonci re-
...... mizou.)

Studijny text — piskvorky

Piskvorky st hra, ktord hraji dvaja hra¢i na Stvorcekovom papieri obdlznikového
tvaru. Na zaciatku hry sa hra¢i dohodnt na kladnom celom ¢isle K. Kazdy hra¢ ma
svoju znacku — zacinajuci hra¢ obvykle pouziva krizik (‘X’) a druhy hra¢ krazok (‘07).
Hraci tahaju striedavo, tah spociva v tom, Ze si hra¢ zvoli prazdne policko na hracom
plane a umiestni don svoju znacku. Hra konci, akonahle niektory hrac¢ dosiahol, Zze sa
niekde na hracom pléane vo vodorovnom, zvislom alebo Sikmom (diagonélnom) smere
nachadza K jeho znakov za sebou. V pripade, Ze sa celd plocha zaplni a nik nevyhral,
hra kon¢i remizou.

P-1III -4

Najmensi kladny nésobok ¢isla 13, ktory je tvoreny len ciframi 1 a 2, je 221. Aj ¢islo 997
mé nasobky, ktoré sa daju zapisat len pouzitim cifier 1 a 2. Najmensim z nich je ¢islo
1121222212 = 997 x 1124 596. Najmensim nasobkom ¢isla 3, v ktorom mézu byt pouzité
len cifry 4 a 7, je ¢islo 444.

Sttazna tloha
Tvojou tlohou bude napisat program, ktory bude takéto ¢isla hladat.

Format vstupu V prvom riadku vstupu je uvedeny retazec R tvoreny aspoii jednou
a najviac desiatimi ciframi (od 0 do 9). VSetky cifry v R st navzajom rdzne.

V druhom riadku vstupu je uvedené jedno kladné celé ¢islo N (1 < N < 1000 000).
Format vystupu Vypi$ jediny riadok a v miom jediné celé ¢islo — najmensi kladny
nasobok ¢isla NV, v ktorom sa vyskytuju len cifry z refazca R. (Pozor, toto ¢islo moze
mat dost vela cifier!)

Ak ¢islo N ziaden takyto ndsobok nema, vypiste namiesto toho refazec ,neexistuje*.

Priklad

Vstup Vystup
12 1121222212
997



130 55. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

Priklad
Vstup Vystup
1379 neexistuje
2
Priklad
Vstup Vystup
7654321 47
47

P-III -5

Rozhodli sme sa, ze za¢neme konkurovat svetoznamym ,,vyhladavacom*, ako st napriklad
Google a Yahoo!. Hlavnym kIti¢om k uspechu bude samozrejme prezentacia najdenych
stranok pouzivatelovi. Presnejsie, chceli by sme z kazdej ndjdenej stranky ukéazat pouzi-
vatelovi ¢o najkratsi tsek, ktory obsahuje vSetky slova, ktoré hladal. Tvojou tilohou bude
samozrejme napisat program, ktory by takyto tsek v texte danej stranky nasiel.

Sutazna tloha

Danych je N slov, ktoré pouzivatel zadal. Okrem toho je dany text stranky, obsahujici M
slov. Napiste program, ktory najde najkratsi tsek stranky, ktory obsahuje vsetky zadané
slova (kazdé aspon raz). Vyhladavame len presné vyskyty slov, teda text ,ahoj oblak“
neobsahuje slovo ,, 1ak".

Usek stranky tvori niekolko po sebe nasledujicich slov. Dizka tiseku je rovna sacétu
ich dlzok, plus ich pocet, minus jedna (za medzery medzi nimi). Teda napriklad dlzka
useku ,toto je usek® je 12.

Format vstupu V prvom riadku vstupu je celé ¢islo N — pocet vyhladévanych slov.
Nasleduje N riadkov, v kazdom z nich je jedno vyhladavané slovo. VSetky vyhladavané
slova budt navzajom rodzne.

V nasledujicom riadku vstupu je celé ¢islo M — pocet slov na stranke. Nasleduje M
riadkov, v kazdom z nich je jedno slovo textu stranky, v poradi, v akom si na stranke
uvedené.

Kazdé slovo je refazec tvoreny len malymi pismenami anglickej abecedy. Dizka kaz-
dého slova je medzi 1 a 100 znakmi, vratane.

N je medzi 1 a 5000, vratane. M je medzi 1 a 200000, vratane. Stcet dizok vyhlada-
vangch slov neprekroéi 100 000. Stcet dlzok slov na stranke neprekroci 1000 000.

Format vystupu Najdite a vypiSte najkratsi tsek stranky, v ktorom sa kazdé vy-
hladdvané slovo vyskytuje asporni raz. Ak je takych tsekov viac, vypiste ten, ktory prvy
zacina. Usek vypisujte tak, ako je uvedeny na vstupe, teda kazdé slovo na samostatny
riadok.

Ak sa niektoré vyhladdvané slovo v texte stranky nenachadza, vypiste jediny riadok
s textom ,,ZLA STRANKA“ (bez uvodzoviek).
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Priklad

Vstup Vystup
3 nasi
nasi k
vasi vasim
prisli aby
20 prisli
poslali vasi
ma

nasi

k

vasim

aby

prisli

vasi

k

nasim

ak

nepridu

vasi

k

nasim

tak

nepridu

nasi

k

vasim






RieSenia sutaznych uloh

KATEGORIA P

P-1I-1

Tento priklad mé vela rozne rychlych rieSeni, niektoré z nich si postupne ukazeme.

Priamociare riesenie je zostrojit si podla vstupu bipartitny graf (vrcholy jednej particie
st hracove pluky, druht particiu tvoria pluky pocitaca, hrana predstavuje priradenie plu-
kov, pri ktorom hracov pluk vyhrd) a v tomto grafe najst najvicsie parovanie — najvicésiu
mnozinu hran, v ktorej ziadne dve nemaji spolo¢ny vrchol. Existuju zname algoritmy
rieSiace tuto tlohu, najznéamejsi a najjednoduchsi z nich je zalozeny na hladani zlepsu-
jucich ciest. Tento algoritmus ma casova zlozitost O(MN), v najhorSom pripade teda
O(N?). Ked7e ale existuju aj lepsie riesenia pre ttito tlohu, nebudeme sa tu algoritmami
na hladanie parovania podrobnejsie zaoberaf.

To, ¢o chceme dosiahnut, je vybrat ¢o najviac navzajom disjunktnych dvojic (hracov
pluk, pluk pocitaca), v ktorych ma hracov pluk viac vojakov ako pluk pocitaca.

Utriedme pluky hraca aj pluky pocitaca podla poc¢tu vojakov nerastico (t.j. kazdého
prvy pluk bude najvicsi, atd.).

Pozorovanie 1. Existuje optiméalne rieSenie, v ktorom ked zoradime hracove pluky
podla velkosti, budi aj im zodpovedajtuce pluky pocitaca zoradené podla velkosti.

Preco je tomu tak? Zoberme Iubovolné optimdlne rieSenie R. Dokézeme si, ze ked
teraz prehadzeme pluky pocitaca tak, aby boli zoradené podla velkosti, opif dostaneme
pripustné riesenie R’

Nech P je k-ty najvicsi vybraty pluk pocitaca. V rieSeni R mu je priradeny nejaky
ako P. Kazdy z nich ma v R priradeny nejaky hracov pluk, vSetky tieto hracove pluky st
od nich vicsie, a teda st vicsie aj od P. Vieme teda uz o k hracovych plukoch, ktoré st
od P vicsie. Preto aj v rieSeni R’ (kde je pluku P priradeny k-ty najvicsi hracov pluk)
bude P zjavne od svojej ,,dvojice” mensi.

Toto pozorovanie ndm staci na napisanie rieSenia pomocou dynamického programo-
vania: Optimalne rieSenie pre prvych x hracovych plukov a prvych y plukov pocitaca
vyzerd bud tak, Ze x-ty pluk hraca porazi y-ty pluk pocitaca (ak sa to da) a zvy$né pluky
priradime (uz spo¢itanym) optimalnym sposobom, alebo nevyberieme z-ty pluk hréca,
alebo nevyberieme y-ty pluk pocitaca.

Priamodciara implementacia tohto riefenia potrebuje ¢as aj pamit O(N?). Pamiifové
naroky sa pri velkej snahe daji zmensit na O(N). Opiit, detaily nechdvame na Citatela,
kedZe eSte mame na sklade par lepSich rieSeni tejto tlohy.

Uk4zeme si teraz lahgie napisatelné rieSenie, ktoré bude potrebovat ¢as O(N?) a pamét
O(N).

Pozorovanie 2.  Existuje optiméalne riesenie, v ktorom vyberieme najvacsich K hra-
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¢ovych plukov a najmensich K plukov pocitaca.

Dokaz. Zoberme Tubovolné optimalne rieSenie. Kym sa to d4, nahradzajme vybraty
pluk pocitaca za mensi nevybraty. Zjavne stale dostavame rovnako dobré pripustné rie-
Senia. Ked sa to uz nedd, zjavne mame vybratych niekolko najmensich plukov pocitaca.

Predchadzajice dve pozorovania dokopy nam stacia na trividlne napisatelné kvadra-
tické riesenie — jednoducho postupne pre kazdé K skontrolujeme, ¢i dostaneme pripustné
rieSenie, ak K najviacsim hracovym plukom priradime (v takom istom poradi) K najmen-
sich plukov pocitaca.

Este stale existuje aj lepsie rieSenie.

Rovnako ako v predchédzajiucom pripade si uvedomime, ze mozeme vybrat niekolko
najvicsich hracovych plukov. AvSak postupne (zacinajic najviac¢sim hrac¢ovym plukom)
kazdému z nich priradime ¢o najvicsi pluk pocitaca, ktory este dokéaze porazit.

Zostéva zodpovedat dve otézky. Prva z nich je, preco to funguje.

Zoberme Tubovolné optimalne rieSenie, v ktorom sme vybrali niekolko najvicsich hré-
¢ovych plukov a v ktorom st pluky oboch hracov zoradené podla velkosti. Postupne od
najvicsieho sa pozerajme na pluky pocitaca a kazdy z nich skiSajme nahradit va¢Sim
nepouzitym, kym sa to da. Takto zjavne dostaneme rovnako dobré pripustné riesenie — a
lahko nahliadneme, Ze prave toto rieSenie najde aj vyssie popisany algoritmus.

Druhé otazka je, ako to efektivne implementovat. Na to si stac¢i uvedomit, ze kazdému
dalsiemu hracovmu pluku priradime mensi pluk pocitaca ako predchadzajicemu. Preto
si sta¢l udrziavat index posledného priradeného pluku pocitaca.

Takto najdeme optimdlne priradenie v linedrnom case. Nesmieme ale zabudnit, Ze
sme museli pluky utriedif podla velkosti. Preto celkova Casova zlozitost tohto rieSenia je
O(NlogN).

P-1-2

Situaciu zo zadania si predstavime ako ohodnoteny orientovany graf. Vrcholmi budu lo-
kality, hranami teleporty medzi lokalitami. Kazda hrana je ohodnotena ¢islom, ktoré
reprezentuje posun v ¢ase pri prechode danou hranou (budeme ho volat dizka). Ulohou
je najst sled® z vrchola 1 do vrchola N s najmensim stu¢tom ohodnoteni hran (budeme
ho volat najkratsi), pripadne vypisat, ze takyto sled neexistuje.

Najskor si vSimnime, Ze ak medzi dvoma vrcholmi vedie viac hran (tym istym sme-
rom), tak sta¢i uvazovat t s najmensou dlzkou (inak by sme vedeli sled skratit vymenou
hrany za kratsiu). Dalej si v§imnime, 7e na$ graf moze obsahovat aj hrany so zapornou
dlzkou. Mézu teda nastat dve situacie, kedy hfadany najkratsi sled neexistuje. Bud sa z 1
do N po hranach grafu nevieme dostat vobec, alebo existuje sled z vrchola 1 do N taky,
7e obsahuje cyklus so zapornym stctom dlzok. (Po takomto cykle mozeme chodit dookola
a vzdy zmensovat celkovii dlzku sledu. Preto neexistuje najkratsi sled — od kazdého sledu
totiz vieme vyrobit kratsi.)

Riesenie 1: Floyd-Warshallov algoritmus Graf si zapiSeme do dvojrozmerného

3Sled je postupnost vrcholov vy, ..., vs, takd Ze medzi v; a v;41 je hrana.
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pola G, pricom G[i] [j] bude dlzka hrany z vrchola i do vrchola j (alebo oo, ak taka
hrana neexistuje). Algoritmus potom vyzera takto:
for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if G101 > Gl [kl1+G k] [j1 then
GOl ] := GLIk1+G k] [j1;

Po dobehnuti algoritmu je v G[i] [j] dlZka najkratSieho sledu z i do j (pripadne oo,
ak 7Ziaden neexistuje). NavySe, ak G[i] [1] je zdporné pre nejaké i, tak vrchol i lezi na
nejakom zapornom cykle. Ak tento vrchol lezi na nejakom slede z 1 do N (teda G[1] [i]
a G[1] [N] nie st c0), tak existuje Tubovolne kratky sled z 1 do N.

Idea algoritmu je v dynamickom programovani. Ak vonkajsi cyklus prebehol k krat,
tak G[i] [j] je dlzka najkratsieho sledu z i do j takého, Ze ako vniitorné vrcholy pouziva
len vrcholy z mnoziny {1,...,k}.

Casova zlozitost tohto algoritmu je O(N?), pamitova O(N?).

Riesenie 2: Bellman-Fordov algoritmus Hrany v tomto algoritme si pamatame
jednoducho, napr. v 3 poliach, kde a[i] je zaciatok, b[i] je koniec a t[i] je dlzka i-tej
hrany. Idea tohto algoritmu spociva tiez v dynamickom programovani. Nech D[1] [i] je
dlzka takého najkratSieho sledu z 1 do 4, ktor§ pouziva prave [ hran. Zrejme D[0] [i]
je oo pre vsetky ¢ okrem i = 1, pre ktoré je to 0. Nech teraz pozndme D[1-1] [i] pre
vSetky 7 a nejaké [ > 0. Je Tahko vidief, ako teraz vypocitame D[1] [i] pre Iubovolné i.
V najkratsom slede pouzivajicom [ hran je nejakd hrana posledné a zvysok je najkratsi
sled pouzivajuci [ —1 hran, konciaci v zac¢iatku [-tej hrany. Jednoducho vysktsame vsetky
moznosti pre tito poslednii hranu. Mame teda:

D[1][i] = min {D[l—l] [alk]] + t[k], kde b[k] :i}
1<k<M

Najjednoduchsie sa to (pri nasej reprezentécii grafu) pocita tak, ze prejdeme postupne
cez vSetky hrany a pocitame jednotlivé minima pre vSetky vrcholy sticasne.

Vieme, Ze ak existuje najkratsi sled z 1 do NV, tak potom bude mat nanavys N —1 hran
(lebo neobsahuje cyklus). Vysledkom je teda minimum zD[1] [N] prel =1,..., N—1. Ak
je tato hodnota oo, tak Ziaden sled neexistuje. ESte potrebujeme overit, ¢i sa nemdZzeme
dostat do zédporného cyklu. Takyto cyklus moze obsahovat najviac N hran (predstavme
si graf s hranami (1,2,1), (2,3,1), ..., (N — 1,N,1), (N,1,—N)). Ak teda existuje sled
obsahujtci zaporny cyklus, tak existuje aj sled dlzky nanajvys 2N — 1, ktor§ tento cyklus
obsahuje. Upravu vzdialenosti teda spustime este N krat. Ak minimum z D[1] [N] pre
N <[ < 2N —1 je mensie ako vysledok, ktory sme nasli predtym, potom naozaj existuje
sled z 1 do N, ktory obsahuje zaporny cyklus.

Takto urc¢ite odhalime vSetky vrcholy, ktoré lezia na nejakom (z vrcholu 1 dosiahnutel-
nom) zapornom cykle. Navyse takto odhalime aj niektoré z vrcholov, ktoré st z nejakého
takéhoto zaporného cyklu dosiahnutelné — ale nie nutne vsetky! (Ako priklad uvazujme
graf s zdpornou hranou z 1 do 1 a s ovela ovela drahsou kladnou hranou z 1 do 2.)

Aby sme teda zistili, ¢i existuje lubovolne kratky sled z 1 do IV, potrebujeme zistit, ¢i
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je vrchol N dosiahnutelny z niektorého z (dosiahnutelnych) zapornych cyklov, teda ¢i je
dosiahnutelny z niektorého z vrcholov, ktoré sme nagli vyssie popisanym postupom. Toto
uz vieme spravit jednym jednoduchym prehladévanim.

Na zaver eSte jedno zjednodusenie. Uvedomme si, Ze nis nezaujimaj presne dizky
sledov s prave k hranami. Preto nam staci jednorozmerné pole D[i] a jednotlivé tpravy
stac¢i robit len na fom. Premyslite si, ze vysledok to nezmeni (aj ked jednotlivé iteracie
budu vyzerat inak).

Casova zlozitost tohto algoritmu je O(N M), pamiitovd O(N + M).

Poznamka pre skusenych: Ak poznate Dijkstrov algoritmus, tak isto viete, ze je rych-
lejsi od oboch uvedenych algoritmov, avSak nefunguje na grafoch so zapornymi hranami!
Skuste si vymyslietf kontrapriklad.

Poznamka pre este skusenejsich: Ak by sme hladali najkratsiu cestu (teda sled, v kto-
rom vrcholy sa nemo6zu opakovat), tak dany problém by sa uz stal NP-tazkym problémom
(vSetky zndme polynomidlne algoritmy na hladanie najkratsej cesty totiz funguji len na
Specidlnych typoch grafov, vicsinou ide o grafy bez zapornych cyklov).

P-1-3

Na riesenie tejto tlohy pouzijeme postup znamy pod nazvom dynamické programovanie
— budeme riesit ulohu zo zadania (a jej drobne zmenené verzie) postupne pre rozne casti
Casti mapy. Ako to celé bude fungovat sa docitate v dalSom texte.

Cestnu siet v kralovstve moZzeme tradi¢nym sposobom reprezentovat grafom — vrcholy
grafu budt mest4, hrany cesty medzi nimi. Zo zadania vieme, zZe tento graf je strom, teda
méa N vrcholov, prave N — 1 hran a je suvisly.

Lubovolny z vrcholov stromu nazveme jeho koreriom. VSetkych jeho susedov nazveme
jeho synmi, ich ostatni susedia budu zase ich synmi, atd. (Mo6zeme si to celé predstavit
tak, ze cely strom zavesime za koreni. Otcom vrcholu je ten jeho sused, ktory je nad nim,
ostatni susedia budi jeho synmi.)

Od tohto okamihu budeme pod slovom podstrom s koreriom v rozumief ti ¢ast nasho
stromu, z ktorej sa do korenia vieme dostat len cez vrchol v. Ked budeme hovorif o
podstrome, myslime tym podstrom s IubovoInym koreriom.*

Néazov skupina posadok bude oznac¢ovat mnozinu vrcholov s posadkami, ktora je stvisla
a nesusedi s ziadnym dal$im vrcholom s posadkou.

Vsimnime si, ako vyzera optimalne rieSenie. Pre korenn mame dve moznosti: bud tam
posadka je, alebo tam nie je. Ak tam nie je, ostalo ndm niekolko samostatnych pod-
stromov, v kazdom z nich st posddky rozmiestnené optimalnym spésobom. Co ak tam
posadka je? VSimnime si skupinu posadok obsahujtcu koren. V ziadnom z vrcholov, ktoré
s nou susedia, posadka byt nemdze. Ked odstranime vSetky tieto vrcholy z grafu, opit
nam ostane niekolko samostatnich podstromov. A opif v kazdom z tychto podstromov
st posadky rozmiestnené optimalne.

4Casto sa za podstrom povazuje Iubovolny podgraf, ktory je strom. Uplne korektne by sme mali
nase podstromy volat napr. podstrom indukovany vrcholom v. Citatel urcite pochopi, Ze kvoli lahgiemu
vyjadrovaniu sme radsej zvolili taktto dohodu.
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Keby sme teda vedeli optimalne sposoby rozmiestnenia posadok pre vsetky podstromy,
vedeli by sme teraz vyskisanim kone¢ného poc¢tu moznosti najst optimalny sposob roz-
miestnenia posadok pre cely strom.

Lenze aj kazdy z podstromov je strom a mdzme pren zopakovat celt tito tvahu.

No a princip dynamického programovania je o tom, zZe sa na problém pozrieme z
opacnej strany. Pre listy (vrcholy, ktoré nemaju ziadneho syna) je rieSenie trivialne. No
a postupne budeme spracuvat ¢im dalej, tym vicSie podstromy, az kym nendjdeme opti-
malne riesSenie pre cely strom.

Uvedomte si, ze v okamihu, ked spractivame nejaky podstrom, boli uz vSetky jeho
podstromy spracované, a teda pre ne vieme optiméalne riesenie.

Aby sa nam rieSenie Tahsie implementovalo, urobime nasledujtci trik:

Nech A,; je hodnota najlepsieho rieSenia pre podstrom s korenom v, ak vieme, ze
skupina posadok, obsahujica v, ma velkost i. (Pritom i je od 0 do 3, i = 0 znamena, Ze
vo v nie je posadka.)

Dalej nech A, = max; A,; je hodnota najlepsieho rieSenia pre podstrom s koreiiom v.

Pripomenime si zo zadania, Ze ¢islo b, hovori, kolko pridéva posadka vo v k bezpecnosti
kralovstva.

Ukazeme, ako Tahko spocitat tieto hodnoty pre v, ak ich pozndme pre vSetkych jeho
synov. Nech v ma synov sy, ..., Sk.

Zjavne A, o = Zf; A, — kazdy z podstromov vyriesime optimalne.

Dalej Apr = b, + Zfil As, 0 — zardtame prinos vrcholu v, kazdy podstrom vyriesime
optimélne s tym, Ze jeho vrchol musi zostat prazdny.

Podobne spocitame A, (len v jednom podstrome vyberieme A, 1) a A, 3 (v dvoch
podstromoch vyberieme A;, ; alebo v jednom Ay, ).

Cas potrebny na spracovanie jedného vrcholu je timerny poétu jeho susedov, celkovy
cas je teda imerny poc¢tu vrcholov a hran dokopy. Hran je vsak len NV —1, preto je celkova
¢asova zlozitost O(N).

P-1-4

Cast a)

Nech dlzka retazca ihla je N a dizka refazca seno je M. UkéaZzeme rieSenie v dase O(log N+
+log M).

Zékladna myslienka: Keby ndm niekto povedal, kde zacdina niektory vyskyt retazca
ihla v retazci seno, pomocou volania Both lahko overime v ¢ase O(log N), ¢ hovori
pravdu: Podobne ako sme v priklade v zadaniach vedeli paralelne overit vSetky delitele
¢isla, mozeme paralelne porovnat N dvojic pismen.

KedZe nam ale nik nepovie, kde zacina nejaky vyskyt retazca ihla, pomocou Some
paralelne overime vsetky mozné zaciatky a tispesne skonc¢ime, ak niektory z nich vyhovuje.
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Cast b)

Priamociare rieSenie je vypocitat postupne vSetky policka pyramidy a hodnotu horného
porovnat s V. Poli¢ok je N(N — 1)/2, preto takéto riesenie bezi v ¢ase O(N?).

Este stale sme ale nevyuzili dve skuto¢nosti: To, ze pozname V' — a samozrejme silu
paralelizatora. Ukazeme si teraz rieSenie, ktoré pobezi v ¢ase O(N).

Ak by sme poznali obe ¢isla v druhom riadku zhora, vieme Tahko overit, ¢i je V' spravny
sucet celej pyramidy — jednoducho ich s¢itame. My ich vSak nepoznédme — iba vieme, ze
st medzi 0 a 9999 vratane. Pomocou Some vyskasame vsetky dvojice takychto cisel,
ktoré (modulo 10000) davaju sucet V — t.j. skiisime ,uhddnut® tie spravne ¢isla, ktoré
tam maju byf. Pre kazdu zo skGiSanych moznosti potrebujeme o oboch novych ¢islach
overit, ¢i patria na to miesto, kam sme ich préave umiestnili. Pomocou jedného volania
Both overime obe ¢isla naraz. No a uz si staci len uvedomit, Ze sme dostali opif presne
povodnu ulohu, len s pyramidou, ktord ma o 1 kratsiu zakladnu.

Ked sa takto dostaneme az k spodnému riadku, namiesto hadania sa uz len jednoducho
pozrieme na ¢isla zo vstupu.

Preco nase riesenie funguje? Uvedomme si, Ze vlastne ideme v pyramide ,,zhora dole“ a
sktisame ju vSetkymi sposobmi dopliiaf. Uspesne skonéime len vtedy, ak sa nam podarilo
doplnit celd pyramidu. No a kedZe pyramida je svojim spodnym riadkom jednoznacne
urcend, toto sa da len vtedy, ak je naozaj V' na jej vrchu.

»Spracovat® jednu uroven pyramidy vieme v konstantnom c¢ase, trovni je O(N), preto
aj Casova zlozitost nasho programu je O(N).

P-II-1
Na tuvod si dohodnime nasledujiice znacenie:

e d; je den, kedy sa hra i-ty zapas, navyse definujeme dy = 0,

e b; je pocet bodov, ktoré ziskame za i-ty zapas (0, 1 alebo 3).

Vsimnime si nejaké (fubovolné) optimélne rieSenie problému. Ukazeme, Ze existuje
rovnako dobré riesenie, kde je postupnost poctov ziskanych bodov neklesajica — inymi
slovami, najskor niekolko zapasov prehrame, potom niekolko remizujeme a vSetky ostatné
vyhrame.

Toto vieme dosiahnut postupnymi vymenami vysledkov zapasov. Ak pre nejaké i
plati b1 > 0 a b; = 0, tak ich moéZeme vymenit — namiesto (i — 1)-ého zdpasu vy-
hrame/remizujeme az i-ty, sil na to mame urcite dost a po i-tom zapase budeme na tom
presne rovnako ako v povodnom rieseni. Podobne, vysledky mozeme vymenit aj ak b;_; =
= 3 a b; = 1. Tu rozlisime dva pripady: Ak R < V, mdéZeme ich vymenit z podobného
dovodu ako predtym, prvy zapas namiesto vyhry len remizujeme (¢o nés stoji nanajvys
tolko isto sil), druhy zapas vyhrame, celkova ,spotreba sil“ za tieto dva zapasy je rov-
naka. Ak R > V, tato situdcia nenastane, lebo v optiméalnom rieSeni sa ndm neoplati
remizovat.

Zamyslime sa teraz nad tym, ako overit, ¢ vieme vyhrat poslednych niekolko zapasov.
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Oznacme v; minimélnu velkost sily, ktora ndm tesne pred i-tym zépasom staci na to,
aby sme od tohto okamihu do konca sezény vyhrali vsetky zapasy. Hodnoty v; spoc¢itame
od konca. Zjavne vy = V. Ak vieme hodnotu v;,1, hodnotu v; spocitame nasledovne:
v; = V + max(0,v,41 — (diy1 — d;)). (Potrebujeme uréite aspori V' na vyhranie tohto
zapasu. Pred nasledujicim zédpasom musime mat v, sily. Do nasledujiceho zapasu jej
vieme nacerpat d;, 1 — d;, pripadny zvysSok si teda musime priniest spred i-teho zapasu.)

Na druhej strane, fahko vieme urcit, Ze pred i-tym zapasom vieme mat najviac d; sily.
Vyhrat vSetko od i-teho zapasu dalej teda vieme prave vtedy, ak d; > v;.

Jemnym zovseobecnenim tejto tivahy dostavame prvé pomerne efektivne riesenie tlohy
Vysktsame vSetky moznosti pre pocet vyhier a. Pre kazdi moznost vyssie uvedenym
postupom overime, ¢i je pripustna. Ak dno, dopocitame, kolko najviac predchadzajicich
zapasov vieme remizovaft. (Toto spravime presne rovnakym postupom, zacneme od (N —
— a+ 1)-ého zapasu, pred ktorym méame mat vy_,1 sily, pri vypocte sily potrebnej pred
predchédzajicimi zdpasmi pouzijeme ten isty vzorec, len namiesto V' v fiom bude R, kedZze
tieto zapasy chceme remizovat.) Takto ziskany pocet remizovanych zapasov ozna¢me b.

Vyskusat jedno mozné a vieme teda v linearnom ¢ase od N. Spomedzi vSetkych radovo
N sktsanych moznosti si vyberieme samozrejme td, kde je ziskany pocet bodov (teda
hodnota 3a + b) najviacsi mozny. VySSie popisané rieSenie mé zjavne Casovi zloZitost
O(N?).

Teraz ukizeme, ako tato tlohu riesit v ¢ase linearnom od poctu zapasov.

V prvom rade oSetrime situaciu, kedy R > V. Vtedy sa ndm neoplati remizovat,
preto len ideme od konca a najdeme maximéalny mozny pocet vyhier. V nasledujicom
texte predpokladame, ze R < V.

Myslienka je nasledovna: budeme postupne zvySovat pocet vyhratych zapasov a za-
kazdym (Sikovnejsie ako v minulom rieSeni) upravime maximélny pocet zapasov, ktoré
predtym zvladame remizovat.

Na tuvod teda najdeme riesenie, v ktorom ziaden zapas nevyhrame, ale ¢o najviac
poslednych zapasov remizujeme, nech je ich b. Toto rieSenie vieme vysSie popisanym
postupom ndjst v linedrnom case.

Teraz ideme postupne zvii¢Sovat pocet vyhratych zapasov. Pocas tejto fazy si budeme
pamitat prvy remizovany zapas x a posledny remizovany zapas y. Na zaciatku je teda
r=N-b+1lay=N.

Od tohto okamihu az do chvile, kedy sa ndm mind remizované zapasy a uz ziadny
nevieme vyhrat, budeme opakovat nasledujici postup:

Vsimnime si, ze pri aktualnom rieSeni bude naSe muzstvo pred y-tym zapasom mat
d,— R(y— ) sily. Ak je tato hodnota > v,,, mozeme si dovolit y-ty zapas vyhrat bez toho,
aby sme museli zmensovat pocet ,bodovanych® zépasov. V opa¢nom pripade musime
zmens$it pocet ,,bodovanych® zapasov, a teda x-ty zdpas namiesto remizy prehrame.

Malo by byt zjavné, zZe vysSie uvedenym postupom v okamihu, ked sme prave ,, vyrobili“
a-tu vyhru, mame k nej najvacsi mozny pocet remiz. Urcite teda optiméalne rieSenie
nepreskocime.

Zostéava ukazat, Ze Casova zlozitost tohto riesenia je naozaj linedrna. Prva fazu (spoci-
tanie hodnot v; a maximalneho po¢tu remiz bez vyhier) vieme Tahko spravit v linedrnom
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¢ase. Kazdy krok druhej fazy bud zvicsi y, alebo zmensi x a prestaneme, ked = < y, preto
je tychto krokov najviac N. Kazdy z nich vieme spravit v konstantnom c¢ase, preto cela
druhé faza bezi v ¢ase linearnom od N, ¢.b.t.d.

Program uvedeny nizsie implementuje ta istt myslienku trochu inac¢. Rovnako ako
v prvom prezentovanom rieSeni zacne zostrojenim optimalneho riesenia, v ktorom len
remizujeme. Pre kazdy interval si pamétéa, kolko sily ziskanej pocas neho nevyuzivame.
Ttto silu potom pouziva na prerabanie remizovanych zapasov na vyhraté. Pritom plati, Ze
vzdy, ked mé na vyber, pouzije ti dostupnu silu, ktora vznikne najneskor — tym uréite nic¢
nepokazi. Aj implementéciou tejto myslienky vieme dostat rieSenie beziace v linedrnom
case.

Poznamka na zaver: Existuji aj iné, vac¢sinou pomalSie riesenia, ktoré su zalozené na
dynamickom programovani. Napriklad mo6zeme postupne pre kazdy zapas (od 1 do N) a
kazdy pocet bodov (od 0 po 3N) zistit, ¢ je po danom zépase mozné mat dany pocet
bodov, a ak ano, kolko najviac sily vieme v takom pripade po jeho skonc¢eni mat. Tuto
informaciu spocitame tak, ze vyskusame vSetky tri moznosti, ako dany zapas dopadol,
a pre kazdu sa pozrieme na uz vypocitany vysledok pre o jedno mensi pocet zapasov a
zodpovedajici pocet bodov. Casova aj pamitova zlozitost tohto riesenia st O(N?), pri
sikovnej implementécii si vystac¢ime aj s pamétou O(N).

P-1II-2

Vsimnime si najskor, Ze pocet vrcholov, ktoré musime odstranit, vieme vypocitat ako (po-
¢etu vrcholov stromu) minus (pocet vrcholov vyslednej hisenice). Mézeme teda namiesto
najmensieho poctu vrcholov na odstranenie hladat najvicsiu hiisenicu nachéadzajicu sa
v strome.

Ulohu si este trochu zjednodusme: nebudeme hladat hocijaki hiisenicu, ale tak, ktorej
telo kon¢i v koreni (koreti je ten vrchol, z ktorého sa zac¢iname prechadzat pri popise
stromu). Pripomerime si vSak, Ze telo htisenice je cesta a ze v strome medzi kazdymi dvoma
vrcholmi vedie prave jedna cesta. ZvySok tela potom zjavne musi byt cely obsiahnuty v
niektorom podstrome. Nech sa tento zvySok tela nachddza v ktoromkolvek podstrome,
pocet vrcholov tvoriacich hiisenicu vieme vyjadrit takto:

koren

pocet, vrcholov hiisenice hisenice
= 1 (koren)
+ (pocet podstromov — 1)
_l’_

3 podstromy

zvysSok huisenice

Obr. 47

Vidime, ze ak chceme najst najvicsiu hisenicu, ktorej telo konéi v koreni, potrebujeme
najst ¢o najvacsi zvysok husenice — t.j. ¢o najvicsiu hiisenicu z niektorého podstromu.
To nés privadza k rekurzivnemu rieSeniu: Pre kazdy vrchol stromu (resp. podstrom s ko-
refiom v tomto vrchole) budeme pocitat velkost (t.j. pocet vrcholov) najvécsej hiisenice
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v podstrome, ktora kon¢i v tomto vrchole. Ak je vrchol list, potom tento vrchol tvori ha-
senicu (najvicsiu), ktora sa sklada z jedného vrcholu. Pre ostatné vrcholy tito hodnotu
najskor rekurzivne vypocitame pre vSetky podstromy — najdeme v nich najvécsie hiise-
nice. Z tychto hodndt ndjdeme maximum a (podla vyssie uvedeného vzorca) pripocitame
pocet podstromov.

Vsimnite si, ze kazdy vrchol spracujeme v ¢ase imernom jeho stuptu, teda poctu
vychadzajucich hran. Kedze strom méa hran N — 1, je celkovy c¢as potrebny na tento
vypocet linearny od N.

Ako vSak ukazuji uz priklady v zadani, telo hisenice v ziadnom pripade nemusi kon¢it
prave v nami zvolenom koreni. Aby sme teda nasli naozaj najvicsiu, musime postupne
ako korenl (teda jeden koniec tela) vyskusat vsetky vrcholy.® Tak dostdvame algoritmus s
¢asovou zlozitostou O(N?), t.j. kvadraticky od po¢tu vrcholov stromu.

Tento algoritmus mozeme vylep$it, ak si vSimneme, ako vyzerd Iubovolna cesta v
zakorenenom strome: najskor ide niekolko (aj nula) vrcholov nahor (smerom ku koreriu)
a potom klesé (smerom od korena). Kazda cesta mé teda prave jeden ,najvyssi“ vrchol.

Upravime teraz nas pévodny algoritmus tak, aby pri jednom prechode stromom ur-
¢ite nasiel najdlhsiu hisenicu. Okrem povodne pocitanej informacie (velkost najvicsej
hisenice iducej v danom podstrome z jeho koreia ,,dodola®) budeme pre kazdy vrchol
pocitat aj velkost najvicsej hiisenice, ktorej telo ma v danom vrchole najvyssi bod cesty.
Z tychto hodnot ndm uz iba staci najst maximum.

Telo hiisenice sa teda sklada z najvyssieho vrcholu a dvoch ciest v dvoch podstromoch.
Velkost celej huisenice teda vieme vypocitat ako

za tento vrchol
velkost htsenice, ktorej telo vedie dole jednym podstromom

velkost husenice, ktorej telo vedie dole inym podstromom

+ o+ e

pocet podstromov — 2 (korene ostatnych podstromov tvoria nozicky)

+ 1, ak tento vrchol nie je koren (aj otec tohto vrchola je nozicka)

Opit vidime, ze najvicsiu hisenicu dostaneme vtedy, ked vyberieme dve najviicsie huse-

nice z dvoch roéznych podstromov. Ked uz vieme pre kazdy podstrom velkost najviicsej

husenice, ktora ide z jeho korena dodola, dve najvicsie z tychto hisenic vieme najst v

¢ase linearnom od poc¢tu podstromov, a teda linearnom od stupna spractiivaného vrcholu.
Zopakujme si to celé. Pre kazdy vrchol budeme pocitat:

e velkost najvicsej hiisenice, ktorej telo konéi v danom vrchole a celd sa nachadza v
jeho podstrome

e velkost najvicsej husenice takej, Ze dany vrchol je najvyssi vrchol jej tela.

Obe informécie pre konkrétny vrchol vieme vypocitat z rovnakych idajov o podstromoch
vrcholu. Cely postup vieme realizovat v ¢ase O(N) — linedrnom od velkosti stromu (staci
ho totiz raz prejst). Strom prechddzame priamo pocas Citania refazca nil a jednotiek,
ktorym je zadany.

SResp. stadi vietky listy, ale tym si prili§ nepomdzeme.
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P-1I-3

Mysaci problém zjavne stvisi s tokmi, ale ako? Potrebujeme najst ¢o najviac navzajom
vrcholovo disjunktnych ciest z 1 do N. (Takéto cesty budeme volat nezdvislé.) Podmienka
,myS moze ist cez kazdy vrchol najviac raz“ pripomina situéciu, kedy urc¢ujeme kapacitu
jednotlivych hran — tu by sme ale potrebovali obmedzit akusi kapacitu vrchola. Ako na
to?

Z grafu G na vstupe vytvorime orientovany graf G’ takto: Pre kazdy vrchol v v G
okrem vrchola 1 a N vytvorime v G’ dva vrcholy v! a v2. Vrcholy v! a v? spojime
orientovanou hranou z v! do v? s kapacitou 1. (Prechod po tejto hrane bude zodpovedat
prechodu povodnym vrcholom. Vrchol v! bude akoby ,, vstupna ¢ast“ a v? , vystupna cast®
povodného vrcholu v.)

Pre vrchol 1 vytvorime iba vrchol 12 a pre vrchol N iba vrchol N!, ked%e nechceme
vchadzat do 1 ani vychadzat z N. Kazda hranu e (spajajiucu vrcholy a a b) nahradime
v G’ dvomi orientovanymi hranami: z a®> do 0! a z b* do a!. Tieto hrany mozu mat
[ubovolnt kapacitu, napriklad ju tieZ nastavme na 1. Vysledny graf G’ ddme na vstup
¢iernej skrinke (vrchol 12 je zdroj a vrchol N je tstie). Ona nam vrati nejaké ¢islo c,,
— hodnotu maximalneho toku v G’. Tvrdime, ze pocet kuskov syra, ktoré vie myska
preniest, je rovny |c,,/2|. To vSak eSte treba dokazat.

Vsimnime si, ze kazda hrana v G’ ma velkost jedna, teda voda bud hranou preteka
v plnej kapacite alebo hranou voda nepreteka. Ukazeme, Ze ¢, je rovné maximalnemu
poctu nezavislych ciest medzi vrcholmi 1 a N, t.j. takych, ze kazda zacina vo vrchole 1,
konéi vo vrchole N a kazdy vrchol (okrem 1 a N) sa nachddza na najviac jednej ceste.
Oznacme maximalny pocet nezavislych ciest p.

Najprv ukdzeme, ze p < ¢,,. Pozrime sa na [ubovolnych p nezavislych ciest v G. Kazda
cesta wy,ws, ..., w, z vrchola 1 do vrchola N v G nam urcuje tok v G’ prirodzenym
sposobom: Voda pretekd iba hranami z w;! do w;? a hranami z w;?> do w;;,'. Cesty st
nezavislé a teda vieme toky prislichajice jednotlivym cestam spojit do jedného velkého
toku tak, Ze vo vyslednom velkom toku bude voda prechadzaf iba tymi hranami, ktoré
sa nachadzaji v niektorom ¢iastkovom toku. Teda pre kazdych p nezavislych ciest vieme
v G’ najst tok velkosti c,,.

Este ukazeme, Ze c¢,, < p. Majme nejaky tok v G'. Urobime presne opa¢nt konstrukciu
ako v predchadzajicom odstavci. Do kazdej dvojice vrcholov vt a v? v # N v G’ priteka a
z nej odteka zjavne len jedna jednotka vody. Za¢nime vo vrchole 12 a vyberme sa nejakou
hranou, ktorou z neho odteka voda. Teda ked prideme do Iubovolného vrchola v!, kde v
nie je tstie, tak z neho vieme pokracovat do v? a z neho niekam dalej. Ked prideme do
ustia, tak sme vlastne nasli nejakt cestu v G z 1 do N. Ked sa vydame na zaciatku inou
hranou, ktorou odteka voda, tak dostaneme nejaka dalsiu cestu z 1 do N. Tieto cesty s
zjavne nezavislé. Teda ak zo zdroja vychadza k hran, po ktorych tecie voda, tak vieme
najst k nezavislych ciest v G z 1 do N. Zo zdroja vychadza préave ¢, takych hrén a teda
vieme najst aspon ¢, nezavislych ciest a teda ¢, < p.

Lahko si uz moézete aj sami dokézat, Ze myska vie preniest |p/2] kiskov syra, kde p
je maximalny pocet nezavislych ciest v G.

Hladanie maximalneho toku  Okrem riesenia zadanej hodnoty si navyse ukdzeme
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aj to, ako implementovat algoritmus skryty v nasej ¢iernej krabicke.

Zacnime tym, ze si definujeme jeden novy pojem: minimdlny rez. Predstavme si, ze
niektoré uzly zafarbime na ¢ierno a ostatné na bielo tak, aby s bol ¢ierny a t biely. Ta-
kéto ofarbenie uzlov volame rez. VSimnime si teraz vSetky potrubia, ktoré maju zaciatok
¢ierny a koniec biely. Cislo, ktoré dostaneme s¢itanim ich kapacit, volame wvelkost rezu.
Minimalny rez je teda taky rez, ktory mé zo vSetkych moznych rezov najmensiu velkost.

(Alebo formalne, rez grafu je rozdelenie vsetkych vrcholov grafu do dvoch disjunktnych
mnozin A, B tak, Ze zdroj patri do A a ustie do B. Velkost rezu je stucet kapacit vsetkych
hran, ktorych zaciato¢ny vrchol patri do A a koncovy do B. Minimdlny rez je rez daného
grafu s najmensou moznou velkostou.)

Dokéazeme teraz, ze velkost minimélneho rezu je rovnéa velkosti maximélneho toku.
Oznacéme velkost minimdalneho rezu r,, a velkost maximalneho toku ¢,,. Velkost toku F
budeme znacit ¢, velkost rezu R budeme znacit rp.

ZvoIme pevne nejaky tok F'. Pre dany rez R (uréeny ¢astami A a B, pricom zdroj sa
nachddza v A a ustie v B) ozna¢me or mnozstvo vody vytekajice z ¢asti A do casti B
a pr mnozstvo vody pritekajice do A z B. VSimnime si, Ze og — pr je pre fubovolny rez
R rovné velkosti toku F'. Tiez si vSimnime, Ze og je nanajvys rovné velkosti rezu R (lebo
kazdym potrubim vedtcim z A do B tecie nanajvys tolko, kolko je jeho kapacita).

Spojenim tychto pozorovani dostavame: tp = or — pr < or < Tg, inymi slovami
velkost TubovoIného toku je nanajvys rovna velkosti fubovolného rezu. Specilne teda aj
velkost maximalneho toku je nanajvys rovna velkosti minimalneho rezu.

(Na ttto nerovnost nam staci aj ,,sedliacky rozum*. Staci si uvedomit, ze pre lubovolny
tok a lubovolny rez kazdy , ktsok“ vody iduci zo zdroja do tstia musi skor ¢ neskor prejst
niektorou z hran, ktoré ,tvoria rez*, teda vedu z prvej jeho mnoziny do druhe;j.)

Na dokaz opacnej nerovnosti si zadefinujeme pojem zlepsujuca cesta a kvoli jedno-
znacnejSiemu popisu budeme pouzivat terminolégiu z tedrie grafov (vid studijny text na
konci zadania). Majme nejaky graf G a v nom nejaky tok f. Vytvorme z grafu G graf
G’ tak, ze v lom ponechame vsetky vrcholy a postupne don budeme pridavat hrany: Pre
kazda ,nenasytent“ hranu e; v G (t.j. taka, ze f(e;) < ¢;) vedtcu z a do b dame do grafu
G’ hranu z a do b s kapacitou ¢; — f(e;). Oznacme tieto hrany ako hrany prvého druhu. Pre
kazda hranu e; vedicu z a do b, cez ktort tecie aspoi nejaka voda (t.j. f(e;) > 0), dame
do G’ hranu z b do a s kapacitou f(e;). Tieto hrany ozna¢me ako hrany druhého druhu.
ZlepSujica cesta je Tubovolnd cesta v grafe G’ zo zdroja do ustia. Rezervou zlepSujice;j
cesty C' ozna¢me najmensiu kapacitu hrany na tejto ceste. Oznac¢me ju r..

Pozrime sa na nejaky tok f pre ktory existuje nejaka zlepsujtca cesta C' = vy, vy, . .., Uk,
kde vy je zdroj a vy je ustie. Bez ujmy na vSeobecnosti sa v nej neopakuji vrcholy. Nech
e; je hrana medzi v; a v;1. UkdZeme, Ze vieme zvysit hodnotu toku f a dostat tak ne-
jaky iny tok f’, t.j. Ze f nie je maximéalny. V toku f modifikujeme pretekajice mnoZstvo
vody len na hranach na zlepsujucej ceste. Na vSetkych hranach e; prvého druhu polozme
f'(e;) = f(e;) + e, kde 7, je prislusna rezerva zlepsujucej cesty C'. Na vSetkych hranach
druhého druhu polozme f'(¢;) = f(e;) —r.. Da sa jednoducho ukéazat, ze f’ bude po tejto
modifikacii toku f zase korektny tok.
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Obr. 50: graf G’ pre zlepSujice cesty Obr. 51: upraveny tok

(Na obréazku 50 st ¢iarkovane znézornené hrany druhého typu. Hrubo je vyznacena
jedna mozna zlepsujuica cesta, na obrazku 51 je novy tok, ktory dostaneme z toku na
obrazku 49 pouzitim zlepsujtcej cesty z obrazku 50. Vsimnite si, ako sa zmenil tok hranou
idicou dolava dodola.)

Este raz inymi slovami si povedzme, ¢o robime pri hladani zlepsujucej cesty. Chceme
nasou siefou potrubi pretlac¢it este nejak(t vodu, musime jej teda najst cestu, ktorou
potecie. Toto bude prave ta nasa zlepSujica cesta. Ako moze vyzerat? Hrany prvého typu
st jasné — ak mame potrubie, ktorého kapacitu sme este nedosiahli, moézeme nim poslat
viac vody. O ¢om st ale hrany druhého druhu? Predstavme si, Ze méame potrubie z a do
b, ktorym telie k litrov vody za sekundu. Ak teraz nejako privedieme napriklad 1 liter
vody do b, mozeme spravit to, Ze touto hranou pustime z a do b len k£ — 1 litrov. Tym
opiit pre vrchol b plati, Ze don priteké tolko, kolko odtekéd — zvySuje nam ale liter vody vo
vrchole a. Vysledny efekt je teda ten isty, ako keby sme dany liter vody ,,pretlacili proti
prudu® potrubim z a do b.

Ukézali sme si uz teda, ze ak k danému toku existuje zlepsujtica cesta, vieme po nej
poslat vodu a tento tok zvicsit. To znamend, Ze pre maximalny tok nemoze existovat
zlepSujuca cesta. Majme teraz maximéalny tok f. Vytvorme pren graf G’ tym istym spo-
sobom ako je uvedené vyssie. Vieme, ze v tomto grafe nemoze existovat cesta zo zdroja
do tustia. Zostrojme rez R nasledovne: do prvej mnoziny A dame vsetky vrcholy, ktoré st
v G’ dosiahnutelné z s, do druhej mnoziny B vSetky ostatné vrcholy. Oznacéme velkost
tohto rezu rr. Ukazeme, ze kazda hrana e; z nejakého vrchola a € A do nejakého vrchola
v b € B je nasytend t.j. f(e;) = ¢;. V opafnom pripade totiZ existuje cesta v G’ z a do
b (bude prvého druhu) a do komponentu A patri aj dalsi vrchol z B. Dalej plati, Ze cez
ziadnu z hran e; z b € B do a € A netecie ziadna voda. Inak totiz z tohto istého dovodu
sa komponent A da rozsirit o dalsi vrchol.

Teda v toku f z komponentu A do B tecie ri jednotiek vody a z komponentu B
do A uz ziadna voda netecie. Teda velkost toku f je nutne rp. Ukazali sme, Ze velkost
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maximalneho toku ¢, sa rovna velkosti nejakého rezu, preto velkost maximélneho toku
je vicsia alebo rovna velkosti minimélneho rezu r,,, ¢.b.t.d.

A nielen to. Nasli sme totiz aj algoritmus, ako (jeden mozny) maximalny tok v danom
grafe zostrojit. Stac¢i zacat s fubovolnym tokom (napriklad prazdnym) a dookola hladat
zlepSujuce cesty a vylepSovat tak aktudlny tok, kym sa to da. Dokazali sme totiz, ze ak
uz neexistuje zlepsujica cesta, je aktualna velkost toku rovné velkosti minimélneho rezu

Na hladanie zlepSujice]j cesty mozeme pouzit jednoduché prehladévanie grafu. D4 sa
ukazat, ze napriklad ak pouzijeme prehladavanie do Sirky (¢ize vzdy ndjdeme zlepsujicu
cestu s najmensim moznym poc¢tom hran), bude mat vysledny algoritmus ¢asovu zloZitost
O(M?N), teda bude polynomialny.°®

P-1I-4

V rieseni pouzijeme prikazy ForAll a Exists, ktoré sme definovali v rieSeniach doméaceho
kola. (Prikaz ForAll(c,N) paralelne spusti N kdpii, v ktorych postupne ¢=0, ..., N-1;
program uspesne skonéi, ak vSetky tieto kopie tispesne skoncia. Prikaz Exists funguje
analogicky, len staci, aby uspesne skonéila jedna fubovolna kdpia.)

V prvom rade si uvedomme, zZe miest je nanajvys 2M a ze vsSetky ich ¢isla mame
v poli C. Ked teda potrebujeme prezrief vSetky mestd, mozeme namiesto toho prezriet
vSetky policka pola C.

Zamyslime sa, ako vieme najrychlejsie overit pre dve konkrétne mesté x a y, ¢i sa da
dostat z x do y. Prvy dolezity postreh je, ze ak existuje sposob, ako prist z x do y, tak
existuje taky sposob, pri ktorom ziadnou cestou nejdeme dvakrat. Stac¢i ndm teda vediet
overit, ¢i sa z x do y vieme dostat na najviac M ,krokov*.

Toto lahko spravime vyuzitim prikazu Exists: postupne ,hiddame* cesty, ktorymi
ideme. Ak sa nadm podari dostat do y, zavolame Accept, ak uz sme isli M cestami a
stale nie sme v y, zavolame Reject.

Tymto dostavame trividlne riesenie v ¢ase O(M log M): Pre kazda dvojicu miest x, y
paralelne overime, ¢i sa vieme z x dostat do y.

(Na tomto mieste by sme chceli podotknit, Ze existuje rieSenie v case O(M log M),
ktoré vobec nevyuziva paralelizator: Utriedime ¢isla z pola C', preéislujeme vrcholy ¢islami
od 1 do 2M, dvoma prehladavaniami do irky/hibky zistime, & sa vieme dostat z mesta
1 do v8etkych inych a ¢i sa odvsadial vieme dostat do mesta 1. Jedinou nevyhodou tohto
rieSenia je, Ze je omnoho zlozitejsie a je Tahké v riom spravit chybu.)

Teraz si ukdzeme, ako efektivnejsie overit, ¢i sa vieme dostat z x do y (na najviac M
krokov). Trik je jednoduchy: Ak sa z x do y vieme dostat priamo, vyhrali sme. Ak nie,
»uhadneme® mesto z, cez ktoré pdjdeme (priblizne) v strede nasej pute z x do y. Teraz
potrebujeme overif, ¢ sme si dobre tipli — teda ¢i sa vieme dostat z x do z (na najviac

6N je pocet vrcholov grafu (uzlov), M je pocet hran (potrubf).
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[M/2] krokov) aj z z do y (na najviac | M /2] krokov). Tieto dve veci ale vieme overit
paralelne!

Casova, zlozitost tohto algoritmu je O(log” M). Preco? Pri kazdom rekurzivnom volani
procedtry Over sa pocet krokov zmensi priblizne na polovicu, teda hibka rekurzie je
O(log M). Najzlozitejsia operacia pri behu procediry Over je jedno volanie Exists, na
ktoré potrebujeme ¢as O(log M).

P-III-1

V prvom rade musime spomentt rieSenie ,na istotu®. Pre kazda dvojicu (nasa prisera, pri-
Sera pocitaca) vieme povedat, ¢i pri tomto priradeni nasa priSera vyhra stiboj. Vstup teda
mozeme prerobif na bipartitny graf. (Jednu particiu tvoria nase priSery, druhi ostatné
prisery, hrany spajaju tie dvojice, v ktorych nase prisery vyhraju.)

Ulohou je najst v tomto grafe maximalne parovanie. Na to existujii vieobecné algo-
ritmy. V naSom pripade v8ak budu existovat aj lepsie rieSenia. Na to, aby sme takéto
lepsie rieSenie nasli, vSak musime poriadnejsie pochopit zadany problém.

Zacnime tym, Ze si vSimneme, Ze ak mame priSeru A/B, tak ta4 dokaze vyhrat siboj
s priserami X/Y kde 1 < X < Bal<Y <A

MozZeme si teda vstup znézornit nasledovne: Kazdu priSeru pocitaca s parametrami
X/Y siznazornime ako bod [X, Y]. Kazd nasu priSeru s parametrami A/ B si znazornime
ako obdlznik s rohmi [1,1] a [B, A—1]. Ulohou teraz je ¢o najviac bodom priradit niektory
obdlznik, ktory dany bod obsahuje. (Samozrejme jeden obdlznik mézeme priradit len
jednému bodu.)

Obr. 52: Na obrazku je znazornenie nasledujicej situacie: PriSery pocitaca (krizky) su
zlava doprava 1/1, 3/6, 4/7, 10/1. Hracove priSery su 7/3, 5/6, 2/12, 13/14.
Zodpovedajii im vyznacené obdlzniky. Pravy horny roh kazdého obdlznika je oznaceny
Stvorcekom.

Pozrime sa na ten z obdlZnikov, ktorého y-ova stradnica pravého horného rohu je
najmensia. (Ak ich je viac, vyberieme si fubovolny z nich.) Kluc¢ové tvrdenie, na ktorom
zalozime svoje rieSenie, je:

Ak mézeme tento obdlznik priradit nejakému bodu, tak existuje optimélne riesenie,
v ktorom je tento obdlznik priradeny najpravejsiemu z bodov, ktoré obsahuje.

Dokaz: Zoberme fubovolné optimélne riesenie. Ozna¢me nas obdlznik O, dalej oznacme
M mnozinu bodov, ktorym mézeme priradif obdlznik O. Rozoberieme dva pripady.
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1. V rieSeni, ktoré sme si zvolili, nie je obdlznik O priradeny Ziadnemu bodu.

V takomto pripade pozadované optimalne riesenie dostaneme tak, Ze obdlzniku O
priradime najpravejsi bod z M. Obdlznik, ktorému bol tento bod doteraz priradeny,
zostane volny.

2. V riedeni, ktoré sme si zvolili, je obdlznik O priradeny nejakému inému bodu z M.

Ak je najpravejsi bod z M volny, jednoducho ho priradime O namiesto toho bodu,
ktory méa O priradeny teraz.

Jedina zaujimava situacia nastava v okamihu, ak ma najpravejsi bod z M priradeny
nejaky iny obdlznik P. Viimnime si, Ze potom P musi obsahovat aj bod, ktory je
teraz priradeny obdlzniku O (P je aspoi tak vysoky ako O, a aspoii tak iroky, aby
obsahoval celt mnozinu M). Teda mézeme body priradené tymto dvom obdlznikom
vymenit.

V oboch pripadoch sme ukézali, Ze Tubovolné optimélne rieSenie vieme prerobit na
rovnako dobré (teda nutne tiez optimalne), ktoré spliia nase tvrdenie. Tym je dokaz
hotovy.

Samotny algoritmus by uz mal byt jasny: Vzdy zoberieme ,najnizsi“ obdlznik a (ak
sa to dd) priradime mu najpravejsi z (eSte nespracovanych) bodov, ktoré v nom lezia.

Prelozené spit do reci priser, vzdy zoberieme nasu najslabsiu priSeru a posleme ju na
najsilnejsiu z priSer, nad ktorou vie vyhrat.

Dobra implementacia

Priradzovanie obdlznikov bodom budeme teda robit ,pazravo“ (greedy). Aby sme to
vedeli robit efektivne, budeme potrebovat datova struktiru, ktord bude ¢o najrychlejsie
vediet realizovat operacie: ,pridaj bod* a ,najdi a odstran najpravejsi bod mensi alebo
rovny x“.

Existuje vela roznych datovych Strukttr, ktoré obe tieto operacie vedia robif v case
logaritmickom od poctu vlozenych bodov. Klasickym prikladom sii vyvazované binarne
stromy, existuju ale aj TahSie naprogramovatelné moznosti. Napriklad si mozeme body
vopred zoradit podla z-ovej stradnice, a potom si v intervalovom strome (na ktory ndm
staci jedno pole) pamitat, ktoré z nich aktualne v mnoZine su.

Takéto rieSenie ma Casovu zlozitost O(N log N) a pamitovi zlozitost O(N).

P—-1III -2

Ulohu si méZeme zrejmym sposobom previest na orientovany ohodnoteny graf. Potvr-
denia budi vrcholy a hrana bude viest z vrchola u do vrchola v s ohodnotenim k, ak
existuje uradnik, ktory na zaklade potvrdenia u a k& osobnych dokladov, vyda potvrdenie
v. Zrejme optimalna postupost ziskavania potvrdeni bude cestou z vrchola 1 do vrchola
N v tomto grafe (neoplati sa nam ziskavat potvrdenia, ktoré neskor nevyuzijeme). Sirkou
cesty budeme volat maximum z ohodnoteni jej hran. Pocet dokladov, ktory potrebujeme



148 55. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

na ziskavanie potvrdeni po danej ceste je zrejme rovny irke danej cesty. Ulohou je teda
najst cestu s minimalnou sirkou.

Asi najjednoduchsim rieSenim je skisat postupne vsetky pocty dokladov k od 0 po K.
Pre kazdé k zistime, ¢i v grafe existuje cesta z vrchola 1 do vrchola N, ktorad nepouziva
do hibky alebo sirky, pri¢om si ,velké* hrany nebudeme vsimaf. Prvé k, pre ktoré taka
cesta existuje, je vysledny pocet potrebnych dokladov. Takto nas cely algoritmus vyjde
na ¢as O((N + M)K). ZlepSenie mdzeme dosiahnuf, ak namiesto postupného skusania k
ho budeme binarne vyhladavat. Tak dostaneme algoritmus o ¢asovej zlozitosti O((N +
+ M)log K).

Ukazuje sa, ze tato uloha je velmi podobna hladaniu najkratsej cesty z 1 do N. Ak v
algoritme pre hladanie najkratSej cesty nahradime vSetky s¢itania operdciou maxima, do-
staneme rieSenie nasej ulohy. Ked pouzijeme Floyd-Warshallov, pripadne Bellman-Fordov
algoritmus (viz. popis v rieSeniach doméceho kola) dostaneme O(N3), pripadne O(N M)
algoritmus.

Zastavime sa pri rieSeni Dijkstrovym algoritmom. Existuja viaceré implementacie s
roznou c¢asovou zlozitostou, my si ale ukdzeme, Ze v nasom pripade sa da vyuzit, Ze
ohodnotenia hran st malé prirodzené cisla. Upravime tento algoritmus tak, aby mal
¢asov zlozitost O(K + N + M).

Pre kazdy vrchol v si budeme pamiitat zatial najmensiu néjdent $irku cesty do vrchola
v (sirka[v]) a predposledny vrchol na niektorej ceste tejto Sirky (tzv. predchodca vrchola
v, pred[v]). Na zaciatku je Sirka cesty do vSetkych vrcholov velké ¢islo (v nasom pripade
postaci K + 1), okrem zaciato¢ného vrchola, ktory méa Sirku cesty doii rovnu 0.

V kazdom kroku algoritmu vyberieme nejaky vrchol u. Zistime, ¢i cez vrchol u ne-
mozeme zlepsit cestu (zmensit Sirku) do jeho susedov. Ak z u vedie hrana do vrchola v
s ohodnotenim k, tak Sirka tejto cesty do v cez u je max{k,sirkal[ul}. V pripade, Ze
sirka[v] je vicsie cislo, tak ho upravime a nastavime predchodcu pred[v] « w.

Vsimnite si, ze v ziadnom kroku sa 8irka suseda vrchola u nemoze upravit na ¢islo
mensie ako je sirkalu]. Preto moZzeme v kazdom kroku za wu zvolit vrchol, ktory ma
najmensiu Sirku cesty don a ktory sme doteraz takto nespracuvali. To je totiz vrchol,
ktorému sa Sirka cesty don uz urcite nezmensi.

Ak budeme teda volit za u vzdy nejaky doteraz nespracovany vrchol, ktory mé zo
vsetkych nespracovanych vrcholov najmensiu Sirku cesty don, stac¢i nam kazdy vrchol
spracovat raz.

Vo vSeobecnosti by néjdenie vrchola s minimalnou Sirkou bola naro¢né operacia (bud
by sme vzdy museli prejst vSetky vrcholy, alebo si ich pamétat v nejakej komplikovanejse;j
datovej struktiure). V nasom pripade st vSak vSetky sirky malé celé ¢isla. Preto si mozeme
pre kazd moznt Sirku s pamétat zoznam vrcholov, do ktorych najlepsia (doteraz znama)
cesta ma sirku s.

Pre kazdu $irku budeme mat vrcholy uloZené v spajanom zozname, a navyse si budeme
pre kazdy vrchol pamétat pointer (smernik) na miesto, kde je prave ulozeny. Vdaka tejto
informécii budeme v konstantnom ¢ase vediet vymazat vrchol z jedného zoznamu a pridat
ho na koniec iného. (Toto budeme robit vzdy, ked sa zmeni sirka pre dany vrchol.)

Zoznamy budeme postupne prechadzat od Sirky 0 po $irku K a budeme spractvat
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v nich ulozené vrcholy. Takto budeme spractvat vzdy nespracovany vrchol s najmen-
Sou $irkou. Vzhladom na to, Ze vrcholy, ktorym menime 8irku, nikdy neprestivame do
zoznamov, ktoré sme uz presli, nemusime sa nikdy , vracat* na prezeranie predoslych zo-
znamov. (Vsimnite si, Ze ak do nejakého vrcholu néjdeme cestu s aktualne spracivanou
sirkou, tento vrchol zaradime na koniec aktualneho zoznamu, teda medzi este nespraco-
vané vrcholy.)

Kazdy zoznam, kazdy vrchol a kazda hranu spracujeme najviac raz, teda celkova
zlozitost algoritmu bude O(K + N + M).

Implementacné poznamka: Pre vypisovanie cesty je jednoduchsie obratit hrany grafu
a hladaf cestu z vrchola N do vrchola 1, aby sme pomocou predchodcov mohli cestu z 1
do N priamo vypisat.

P-1III -3

Najskor si nasu hru trochu upravme. KedZe nas zaujima len to, ¢i si Danka vie zabezpedit
vyhru, zrusime remizy a dohodneme sa, ze aj v pripadoch, kedy by mala byt remiza,
vyhrava Janka. Teraz teda kazdt partiu vyhra jedno z dievéat, pricom mnozina partii,
ktoré vyhra Danka, sa nezmenila.

Pozicia v hre ndm jednoznacne popisuje stav hry. Vo vSeobecnosti je to stav hracej
plochy spolu s informaciou o tom, ktory hrac¢ je na fahu. V piskvorkach si to vieme
odvodit z poctov jednotlivych symbolov na hracom plane, takze pozicia v hre bude pre
nas znamenat to isté ako stav hracieho planu.

Zacnime definiciou koncovych pozicii. Koncova pozicia je korektna pozicia, v ktorej uz
hrac, ktory by mal fahat, ziaden tah nemoze spravit. V piskvorkéch teda koncové pozicie
su pozicie, kde prave niekto prvykrat dosiahol piskvorku, a navyse pozicie, kde sa cely
hraci plan zaplnil bez vytvorenia piskvorky.

Vsetky pozicie v hre moéZzeme rozdelit na vyhrdvajice a prehravajice nasledovne: Po-
zicia je vyhravajica, ak existuje postup, ktory hracovi v nej zaruc¢i vyhru bez ohladu na
tahy druhého hrica. Ostatné pozicie volame prehravajice. Zadanie Glohy teda mozeme
preformulovat: Dané je pozicia, napiSte program pre paralelizator, ktory rozhodne, ¢i je
tato pozicia vyhravajuca.

Zjavne musia pre vyhravajtice a prehravajuce pozicie platit nasledujice skuto¢nosti:

1. Ked je hra¢ na fahu v prehravajucej pozicii, nech potiahne Tubovolne, vzdy bude

po jeho tahu stper vo vyhravajicej pozicii.
(Inymi slovami, ak nam ziaden tah nezarucuje vyhru, znamena to, Ze bez ohladu
na to, ¢o spravime, bude mat druhy hrac¢ postup, ktory mu vyhru zarudi.)

2. Ked je hra¢ na fahu vo vyhravajucej pozicii, existuje tah, po ktorom bude jeho

stuper v prehravajicej pozicii.
(Inymi slovami, ak by kazdy nas mozny tah viedol do nejakej pozicie, z ktorej si

stper vie zaistit vyhru, neméze byt nasa pozicia vyhravajica.)

Tieto dve pozorovania spolu so skuto¢nostou, Ze o koncovych pozicidch vieme povedat,
¢i st vyhravajtce alebo prehravajtce (pre hraca na fahu), jednoznacne urcuji, ¢i je pozicia
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vyhravajuca alebo prehravajuca. Vieme to dokonca popisat jednoduchym rekurzivnym
algoritmom. Aby sme zistili, ¢i je pozicia vyhravajuca:

1.

Skontrolujeme, ¢i to nie je koncova pozicia, ak ano, pozrieme, kto vyhral, a odpo-
vieme.

Vygenerujeme vSetky mozné fahy, ktoré sa v nej daji urobit.

Pre kazdy z nich sa na poziciu, ktorti nim dostaneme, rekurzivne zavolame a zistime,
¢i je vyhravajica pre hraca na tahu.

Ak je niektoréd z takto preskiimanych pozicii prehravajica, je povodna pozicia vy-
hravajuca, v opac¢nom pripade je povodna pozicia prehravajuica.

Tento postup by sme na klasickom poc¢itaci lahko naprogramovali pomocou rekurzivnej
procedury s navratom, tzv. backtrackingu.

To isté eSte raz, len inymi slovami: Ako zistime, Ze pozicia, v ktorej je Danka na tahu,
je vyhravajuca? Su tri moznosti (teda ukaze sa, Ze st vlastne len dve):

1.

Danka uz vyhrala. Tato moZznost ale nemdze nastat — posledny tah totiz robila
Janka a jej tahom Danka vyhraf nemohla.

Nasledujucim tahom vie Danka vyhrat.

Existuje taky Dankin tah, pre ktory plati: Nech v nasledujicom fahu Janka po-
tiahne Tubovolne, vZdy dostane Danku opit do vyhravajucej pozicie.

Toto uz vieme prepisat do efektivneho programu pre paralelizator.

V rieseni pouzijeme funkcie ForAll a Exists, ktoré sme definovali v rieseniach do-
maceho kola. (Spomeriite si, ze ForAll(cislo,N) paralelne spusti N képii, v ktorych c¢=0,
..., N-1, tspesne skonci, ak vSetky tuspesne skoncia. Funkcia Exists funguje analogicky,
len staci, aby tspesne skoncila jedna Iubovolné képia.)

{ VSTUP: R,C,K : integer; A : array[0..R-1,0..C-1] of char; }

procedure Over;

var riadokD, stlpecD, riadokJ, stlpecJ : integer;

begin
{ ak uz nemame tah, prehravame }
if (jePIlnaPlocha) then Reject;

{ vyskusame vsetky mozne Dankine tahy, staci najst jeden dobry }
Exists(riadokD,R) ;
Exists (stlpecD, C) ;
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{ overime, ci skusame korektny tah }
if (A [riadokD] [stlpecD] <> .”) then Reject;
A [riadokD] [stlpecD] := ’X’;

{ ak sme prave vyrobili piskvorku, vyhravame }
if (jePiskvorka) then Accept;

{ ak Janka nema tah, nevyhrali sme, smola }

if (jePlnaPlocha) then Reject;

{ preskumame mozne Jankine tahy, po vsetkych musi Danka vyhrat }
ForAll (riadokJ,R) ;
ForAll(stlpec],C);

{ ignorujeme policka, kam Janka nesmie tahat }
if (A [riadokJ] [stlpecJ] <> ")) then Accept;
A [riadokJ] [stlpecJ] := 'O’

{ rekurzivne overime, ci je vysledna pozicia pre Danku dobra }
Over;
end;

Zostava doplnit, ako implementovat chybajice funkcie jePlnaPlocha a jePiskvorka.

Na prva z nich ndm stac¢i udrziavat v pomocnej premennej pocet znakov na hracom
plane. Vzdy, ked potrebujeme vediet, ¢i je plocha plna, porovname tito premennu s
hodnotou R x C.

Overovat, ¢i je na hracom plane piSkvorka, stac¢i v osmich smeroch od policka, na
ktoré sme umiestnili poslednii znacku.

Tu sa ale oplati zamysliet. Ak by sme to overovanie robili , klasicky“ postupne, budeme
na to potrebovat O(K) krokov. Toto sa da zlepsit pouzitim metédy ,,rozdel a panuj“. Trik
bude podobny ako hladanie cesty v tilohe krajského kola. Ak chceme overit, ¢i je na plane
piskvorka zac¢inajuca na [z, y| a konciaca na [x+k, step,, y+k.step,], najskor pozrieme, ¢i
jena [x+(k/2), step,, y+ (k/2).step,] spravny znak, a ak ano, paralelne skontrolujeme, ¢i
oba tseky tvoria piskvorky priblizne polovi¢nej dlzky. Takto teda vieme overif, ¢ mame
na plane piskvorku, v ¢ase O(log K).

Celkova ¢asova zlozitost jedného vykonania funkcie Over je O(log R + log C' + log K).
Volat sama seba bude nanajvys (RC'/2)-krat, preto vysledna casova zlozitost programu
je O(RC(log R+ log C' +1og K)).

(Po kréatkej tivahe toto vieme upravit na O(RC(log R + log C)) — ak je K vicsie ako
oba rozmery hracieho planu, méZzeme rovno na zaciatku vstup zamietnut.)

Naschval sme vSak neuviedli podrobni implementaciu vyssie uvedeného riesenia. Uka-
zeme si eSte jedno, ktoré tu ist casovu zlozitost dosiahne omnoho jednoduchsie.
Budeme striedavo generovat tahy Danky (,existuje fah Danky taky, ...“) a Janky
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(,,...ze pre vSetky Jankine tahy...“) rovnako ako v predchadzajicom rieSeni. AvSak
jediné, ¢o budeme kontrolovat, je, ¢i je to tah na prazdne policko.

A ¢o s kontrolou piskvorky? Tt si nechdme na koniec. Jednoducho si v kazdej iteracii
funkcie Over pomocou jedného volania Some ,tipneme*, ¢i prave Danka vyhrala. Ak
sme si tipli, Ze nie, simulujeme nasledujici fah kazdej z hracdok. Ak sme si tipli, Ze ano,
overime, ¢i naozaj poslednym fahom Danka vyhrala. (Teda ¢i ma piskvorku a ¢i vSetky
piskvorky na hracej ploche vznikli jej poslednym tahom.) Toto overenie uz mézeme robit
»klasicky“, zlozitost ndm to nepokazi.

Preco to funguje? Najskor ukazeme, ze pre vyhravajuce pozicie nas program skonci
uspesne. Vzdy, ked je na tahu Danka, pozrime si ti vetvu programu, ktord zodpoveda
jej tahu podla vyhravajicej stratégie. Bez ohladu na to, ako potiahne Janka (teda co
vygeneruju nase volania ForAll), dostaneme sa pri nasledujicom volani Over opit do
pozicie, ktora je pre Danku vyhravajica. A takto pokracujeme dalej, az kym sa nedos-
taneme do situacie, kedy uz Danka vyhra. V tomto okamihu ale tspesne skon¢i vetva, v
ktorej overujeme uspesny koniec hry. A sme tam, kde sme chceli byt.

Naopak, ak neexistuje vyhrévajuca stratégia pre Danku, niektoré vetvy vypoctu (képie
povodného programu) sa dostant do situdcie, kedy vyhrala Janka. Tu ndm uz ale nic¢
nepomodze, lebo kontrola hracieho planu sa uz urcite k volaniu Accept nedostane.

(Keby sme chceli byt tplne korektni, predchddzajice tvrdenia by sa dokazovali ma-
tematickou indukciou. Napriklad by sme indukciou podla k dokazovali tvrdenie: Nech
spustime nds program na vstupe, kde je k volnych poli¢ok na hracom pldne, v pozicii,
ktora je pre Danku prehravajiica. Potom spomedzi R x C kopii, ktoré vznikni vola-
nim Exists(riadokD,R) a Exists(stlpecD,C), ziadna neskon¢i uspesne. Dokaz indukc-
ného kroku by vyzeral tak, ze ukazeme, ze ani overenie konca hry, ani skiisanie vSetkych
Jankinych tahov nevedie k tispesnému koncu. To prvé preto, ze Danka predsa nevyhrala,
to druhé preto, ze Janka ma vyhravajici tah, a ten nds dovedie do pozicie, pre ktoru
plati indukény predpoklad, a teda tato képia neskonci ispesne.)

A teraz uz samotny program.

{ VSTUP: R,C,K : integer; A : array[0..R-1,0..C-1] of char; }
var zostavaTahov : integer; { globalne pocitadlo tahov do konca hry }

{ Funkcia jeKoniec vracia true prave vtedy, ak v aktualnej pozicis
prave Danka vyhrala.
Vieme, ze pozicia je korektna a posledny tah bol [lastr,lastc].
Implementaciu prenechavame na citatela :) }
function jeKoniec(lastr, lastc : integer) : boolean;
begin
{ overime, ze cez [lastr,lastc] ide piskvorka }
{ zmazeme znak ’X’ z [lastr,lastc] }
{ overime, ze na ploche nezostala ziadna piskvorka }
end;
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{ Procedura Over overi, ci je aktualna pozicia pre Danku vyhravajuca.
Ak ano, ukonci cely program uspesne.
Ak nie, ukonci cely program, ale nie uspesne. }

procedure Over;

var riadokD, stlpecD, riadokJ, stlpecJ, pom : integer;

begin
{ ak uz nemame tah, prehravame }
if (zostavaTahov=0) then Reject;
Dec (zostavaTahov) ;

{ vyskusame vsetky mozne Dankine tahy, stacti najst jeden dobry }
Exists (riadokD,R) ;
Exists (stlpecD, C) ;

{ overime, ci skusame korektny tah }
if (A [riadokD] [stlpecD] <> .”) then Reject;
A [riadokD] [stlpecD] := ’X’;

{ mozeme sa prave rozhodnut, ze ideme kontrolovat }
Some (pom) ;
if (pom=1 and jeKoniec(riadokD,stlpecD)) then Accept;

{ ak Janka nema tah, nevyhrali sme, smola }
if (zostavaTahov=0) then Reject;
Dec (zostavaTahov) ;

{ preskumame mozne Jankine tahy, po vsetkych musi Danka vyhrat }
ForAll (riadokJ,R) ;
ForAll(stlpec],C);

{ ignorujeme policka, kam Janka nesmie tahat }
if (A [riadokJ] [stlpecJ] <> ") then Accept;
A [riadokJ] [stlpecJ] := 'O’

{ rekurzivne overime, ci je vysledna pozicia pre Danku dobra }
Over;
end;

{ hlavny program: len nastavime pocitadlo tahov a ideme rekurzivne
overovat, ci vie Danka vzdy vyhrat }
var i,] : integer;
begin
zostavaTahov := 0;
for i:=0 to R-1 do for j:=0 to C-1 do
if (A[][j] = ) then Inc(zostavaTahov) ;
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Over;
end.

P-1III -4

Oznacenie: C' nech je mnozina povolenych cifier, N nech je zadané ¢islo. Nasou tlohou je
najst najmensi kladny nasobok N, v ktorom st pouzité len cifry z C.

Zamyslime sa najskor nad jednoduchsou tilohou — ako zistit, ¢i méa zadand loha vobec
riesenie?

Oznacéme P mnozinu vSetkych kladnych ¢isel, ktoré sa daju poskladat z cifier v C.
Zistime, aké zvysky davaju ¢isla z P po deleni N. Ak bude medzi tymito zvyskami aj 0,
uloha maé riesenie, ak nie, tloha riesenie nemé, teda ziaden nasobok N nema pozadovany
tvar.

Vsimnime si jeden zaujimavy spdsob, ako mozeme definovat nasu mnozinu pripustnych
Cisel P:

1. Jednociferné pripustné cisla st prave vsetky nenulové cifry z C'.
2. Akpe Pace(C,tak 10p+c € P.
3. Nijaké iné ¢isla v P nie su.

Inymi slovami, vSetky k-ciferné pripustné ¢isla vieme vygenerovat tak, Ze zoberieme
vSetky (k — 1)-ciferné pripustné ¢isla a na koniec im pripiseme este jednu povolent cifru.

Vsimnime si teraz, ¢o sa stane, ak mame dve pripustné cisla py, po, ktoré davaju po
deleni N rovnaky zvySok z. Ak za kazdé z nich pripiSeme cifru ¢, dostaneme dve nové
pripustné ¢isla, a opét obe budi davat rovnaky zvysok po deleni N. (Tento zvySok bude
10z + ¢ mod N.)

Teraz uz mame dost informaécii na to, aby sme vedeli ndjst mnozinu Z zvyskov, ktoré
davaju cisla z P po deleni N. Budeme vysSie uvedenym postupom postupne generovat
¢isla z P. Vzdy, ked nejaké vygenerujeme, pozrieme sa, ¢i sme dostali novy zvysok. Ak ano,
Cislo si nechdme na dalSie spracovanie, ak nie, jednoducho ho zahodime. (Vsetky zvysky,
ktoré vieme vyrobif z tohto ¢isla, vieme vyrobif aj z toho, ktoré dalo tento zvySok ako
prvé.) Kedze zvyskov je len konecne vela, ¢asom skonc¢ime.

V tomto okamihu uz vieme povedaft, ¢i pre zadany vstup existuje rieSenie. A ak sa
zamyslime este chvilu, prideme na to, Ze ak sme ¢isla z P generovali v rastiicom poradi,
tak v okamihu, kedy sme dosiahli zvysok 0, sme zaroven nasli hladané riesenie.

Pre sktsenejsich riesitelov dodame, Ze vyssie uvedeny postup zodpovedéd prehladéva-
niu do sirky v grafe, ktorého vrcholy st zvysky po deleni N a kazda hrana zodpoveda
pridaniu cifry. Kazda hranu oznac¢ime pridavanou cifrou. V tomto grafe teraz najdeme
najkratsiu cestu z niektorého vrcholu zodpovedajiceho jednocifernému ¢islu do vrcholu
0. Hrany vychadzajice z vrcholu vzdy spracivame v rasticom poradi podla pridavane;j
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cifry. Hladané ¢islo mdze byt velmi dlhé, preto si pre kazdy zvysok pamitame len, z kto-
rého zvysku a pridanim ktorej cifry sme ho prvykrat vyrobili. Ak sa nam podari vyrobit
zvySok 0, z tychto informdcii spitne zostrojime hladané ¢islo.

Pamétova aj casova zlozitost tohto riesenia je O(N).

P-III -5

Mame vlastne pred sebou dve samostatné tlohy. Prvou je porovnavanie slov na stranke
s vyhladavanymi slovami. Potrebujeme ¢o najrychlejsie zistit, kde sa na stranke ktoré
vyhladévané slovo nachédza.

Ocislujme si vyhladavané slova od 1 do N. Teraz prevedieme text stranky na postup-
nost ¢isel: namiesto vyhladdavaného slova napiSeme jeho ¢islo, namiesto slova, ktoré nas
nezaujima, napiseme nulu.

Napriklad pre vyhladdvané slovd ,nasi vasi prisli® a text ,poslali ma nasi k
vasim aby prisli vasi k nasim ak nepridu vasi k nasim tak nepridu nasi k vasim®
dostaneme postupnost: 0, 0, 1, 0,0, 0, 3,2,0,0,0,0,2,0,0,0,0, 1, 0, 0.

Useky stranky, ktoré obsahuji vietky vyhladdvané slova, nazveme dobré. (Kazdy
dobry tsek stranky zodpoveda v nasej postupnosti tiseku, ktory aspon raz obsahuje kazdé
z Cisel 1 az N.)

Dobry tsek, ktory uz nemozeme ani na jednom konci skratit, budeme volat minimdiny.
Nami hladany tusek je urc¢ite minimélny. Minimalnych tGsekov vSak méze byt aj viac, a
nemusia byt vSetky rovnako dlhé. V nasom priklade jeden minimélny tsek tvoria slova 3
az 8, druhy tvoria slova 7 az 18.

Nase riesenie jednoducho najde vSetky minimalne tseky, z nich vyberie a vypiSe ten
najkratsi.

Ako na to? Postupne pre kazdé slovo textu stranky zistime, ¢i tam zacina nejaky
minimalny tsek, a ak ano, kde kon¢i. VSimnime si, Zze ak mame dva miniméalne tseky, tak
ten, ktory neskor zacCina, musi aj neskor koncit. Preto ako postvame doprava zaciatok
hladaného miniméalneho tseku, bude sa aj jeho koniec posuvat len doprava.

Aby sme vedeli rychlo povedat, ¢i je prave skimany tsek dobry, budeme si pamatat
nasledujice informécie: pocet [i] bude hovorit, kolkokrat sa vyhladavané slovo i nacha-
dza v hladanom tseku. Okrem toho, mame bude pocet vyhladdvanych slov, ktoré mame
v aktualnom tseku aspon raz.

Ak teraz posunieme niektory koniec skiimaného tiseku, zmeni sa nam najviac jedna
hodnota pocet[i] a na zéklade toho sa mozno (ak sme prave vynechali posledny vyskyt
niektorého slova, pripadne pridali slovo, ktoré este v tiseku nebolo) zmeni hodnota mame
o 1.

Tym uz mame tuto ¢ast Glohy vyrieSent. Zacneme s tsekom, ktory tvori len prvé
slovo textu stranky. V kazdom kroku sa teraz pozrieme, ¢i je aktualny tsek dobry. Ak
ano, vynechame z neho jeho prvé slovo, ak nie, priddme k nemu nasledujtce slovo textu.

Zostala nam este jedna cast Glohy: Ako efektivne prepisat slova textu stranky na cisla?

Jedno mozné efektivne rieSenie je pouzit datova Struktiru nazyvani pismenkovy
strom (po anglicky trie). Pismenkovy strom je zakoreneny strom, v ktorom kazdy vr-
chol ma najviac 26 synov, a hrany do synov su oznac¢ené roznymi pismenkami (od a po
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z). Kazda cesta z korenia nadol zodpoveda slovu, ktoré si ,precitame® na hranach, po
ktorych ideme.

Pismenkovy strom sa d& pouzit na uloZenie mnoziny slov. Jednoducho vytvorime
vSetky vrcholy, ktoré treba na to, aby sme si mohli na ceste z korena dole , precitat“
kazdé z nasich slov, a nasledne oznacime tie vrcholy, kde niektoré z ulozenych slov kon¢i.
(Napriklad si do toho vrcholu napiseme ¢islo slova, ktoré tam konéi.)

p

Q
| fgh \Q\S
3 00

©)

Obr. 53: Pismenkovy strom pre ja, jama, juh a pes.

Nasu tlohu teda mozeme vyriesit tak, ze vytvorime pismenkovy strom pre vyhladavané
slova. Teraz pre kazdé slovo na stranke jednoducho zistime, ¢i je v strome ulozené, a ak
ano, rovno sme sa dozvedeli aj jeho dislo.

V praxi sa ale ¢asto zvykne v takychto situdciach pouzivat pristup, znadmy pod nazvom
hasovanie. Princip je nasledujici: Kazdé vyhladavané slovo zakédujeme do ¢isla. Tieto
¢isla nebudt nutne z rozsahu 1 az N, ale povedzme z rozsahu 0 az 232 — 1. Jedna moznost,
ako to spravif: Refazec mozeme chapat ako obrovské ¢islo v sistave so zakladom 997.
Jednotlivé znaky predstavuju cifry, napriklad znak e je cifra (101). Hasovacou hodnotou
retazca potom bude zvySok, ktory dava toto ¢islo po deleni 232 — 1. Viimnite si, Ze ak sa
dva refazce liSia, je len velmi malé Sanca, Ze ich haSovacie hodnoty budi rovnaké.

V naSom rieseni implementujeme vyssie spominany pismenkovy strom.

Ak ozna¢ime L najvicsiu dlzku slova na vstupe, ma naSe rieSenie Gasovi zloZitost

O((N + M)L).



13. Stredoeurdpska informaticka olympiada

V dnoch 1.-8. jula 2006 sa v meste Vrsar v Chorvatsku konal uz 13. ro¢nik Stredo-
eurépskej informatickej olympiady. Na podujati sa zucastnilo 28 sttaziacich zo 7 krajin,
konkrétne: Ceska republika, Chorvatsko, Madarsko, Nemecko, Polsko, Rumunsko a Slo-
vensko. Okrem toho sa nesttazne zapojilo aj dalsich 8 sttaziacich z Chrovétska.

Slovensko na sttazi reprezentovali Styria stfaziaci, ktori boli vybrati na zaklade vy-
sledkov celostatneho kola a vyberového ststredenia: Vladimir Boza (2. ro¢nik, Gymné-
zium Dominika Tatarku, Poprad), Samuel Hapék (2. ro¢nik, Gymnazium Grosslingova,
Bratislava), Peter Herman (3. ro¢nik, Gymnézium Jura Hronca, Bratislava) a Jan Miku-
145 (4. ro¢nik, Gymnazium Hali¢ska, Lucenec). Vypravu sprevadzali doc. RNDr. Gabriela
Andrejkova, CSc. (PF UPJS Kogice) a Lukas Polacek (FMFI UK Bratislava).

Samotna sutaz pozostavala z dvoch sttaznych dni. Kazdy sutazny den sutaziaci riesili
tri priklady v ¢asovom limite 5 hodin. Riesenia boli hodnotené uz tradicnym sposobom
— kontrolou vystupov programov pre zadané vstupné data, pricom bol stanoveny casovy
limit pre beh programu. Kazdy den bolo mozné ziskat 300 bodov.

Spolu bolo udelenych 14 medaili, z toho 2 zlaté, 5 striebornych a 7 bronzovych. Bo-
huzial, nasim stufaziacim sa tento rok nepodarilo ziskat Ziadnu z nich, hoci dvom z nich
chybalo k jej zisku naozaj len par bodov. Nasi sutaziaci dosiahli nasledujice vysledky:

| Por. | Sufaziaci 1. 2. 3. 4 5 6.|Spolu|
15. | Jan Mikulas 0 20 8 0 4 100 132
16. | Samuel Hapak | 0 28 0 0 0 100 128
25. | Vladimir Boza | 0 2 30 0 0 10 42
27. | Peter Herman | O 0 0 5 12 0 17

O nieco horsie vysledky ako po minulé roky boli zapric¢inené tym, ze na tato olym-
piadu boli vybrani stutaziaci mladsich ro¢nikov, ktori nemaju vela skisenosti s takymito
medzinarodnymi stfazami. U¢ast na tomto podujati bola pre nich pripravou pre ich prav-
depodobné ucinkovanie na Medzindrodnej informatickej olympidde v buducich rokoch.
Pevne verime, Ze nabudtce sa im bude darit aspon o trochu lepsie.

Mgr. Vladimir Koutny, FMFI UK Bratislava
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Zadania ualoh 13. Stredoeurdpskej informatickej olympiady

Anténa

Jedna nemenovand telekomunikacné spolocnost vyvija GSM siet v meste Vrsar. Ich
zmluva s mestom Specifikuje minimalny pocet doméacnosti, ktoré musia byt pokryté sig-
nalom. KedZe rozpocet je obmedzeny, moézu postavit len jednu anténu s nejakym dosa-
hom. Cena zavisi od dosahu antény, preto chct anténu s minimalnym dosahom a chct ju
umiestnit tak, aby bol pokryty dostatok domacnosti.

Sttazna tloha

Vo Vrsare je N domaécnosti, kazda je popisana dvojicou celociselnych stradnic. Anténa
moze byt umiestnena na hocijaky bod v rovine (nemusi mat nutne celo¢iselné stradnice)
a dosah antény méze byt lubovolné kladné redlne cislo. Ak je dosah antény R, potom
domécnost je pokrytd signalom antény, ak vzdialenost antény od domécnosti je najviac
R.

Vasou tlohou je pre dané domécnosti a celé ¢islo K najst minimalny dosah antény a
jednu moznu poziciu antény takd, ze najmenej K domécnosti je pokrytych jej signalom.

Format vstupu Prvy riadok vstupu obsahuje dve celé ¢isla N a K (2 < K < N <
< 500) — celkovy pocet domécnosti a minimélny pocet domécnosti, ktoré musia byt
pokryté signdlom. Kazdy z nasledujtucich N riadkov obsahuje dve celé ¢isla X, Y (0 <
< X,Y <10 000) — stradnice domacnosti. Ziadne dve domacnosti nebudii mat rovnaké
sturadnice.

Format vystupu Prvy riadok vystupu obsahuje redlne ¢islo R — minimélny dosah
antény. Druhy riadok obsahuje stiradnice antény — dve reélne ¢isla X a Y. Ak existuje viac
rieSeni vypiste Tubovolné z nich. VSetky tri ¢isla musia byt zapisané bud v standardnom
desatinnom zapise alebo vo vedeckej notacii.

Hodnotenie Riesenie bude povazované za spravne, ak st splnené nasledujice dve
podmienky:
1. Absolitna chyba medzi hodnotou R a skutoénou hodnotou je najviac 0.0001.

2. Anténa s dosahom R + 0.0002 umiestnend do bodu (X,Y) pokryva aspon K do-
macnosti.
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Priklad
Vstup Vystup
4 3 2.5 ®
2 2 4 3.5
6 2
65 .
2 8
4 4
Obr. 54
Priklad
Vstup Vystup
10 5 2.236068
18 3 4 ¢ 3
26 *®
48 * *
2 2 .
97
8 5 * *
53 .
33 .
4 6
4 1
Obr. 55

Rad na lisky

Ak ste fantSikom futbalu, tak pravdepodobne viete, Ze ziskat listky na zapasy tohtoroc-
nych majstrovstiev sveta vo futbale v Nemecku bola takmer nesplnitelna tloha. Niektori
organizatori a futbalova federacia zobrala vicsinu dostupnych listkov a rozdelila ich medzi
sponzorov, priatelov a rodinnych prislusnikov. Vysledkom toho bolo, Ze verni fanusikovia
sledovali zapasy medzi reklamami v televizii a listky dostali aj taki, ktorych futbal az tak
nezaujimal.

Niekolko listkov bolo ponechanych pre finéle a tak sa vytvoril velky rad pred predajiiou
listkov. Prichadzajuci fantusikovia dostavali pri prichode poradové ¢isla. Prva osoba v rade
bola oznacené poradovym ¢islom jedna, druhd ¢islom dva, atd.

Sutazna tloha

Pretoze fantsikovia prichadzali uz v noci pred zapasom, museli dlho ¢akat predtym, nez
predaj zacal a prirodzene, niektori z nich si potrebovali oddychnut v priestore na to
urcenom. Zakazdym, ked osoba potrebovala oddych, vystupila z radu a po oddychu sa
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vratila do radu nie nutne na tu ista poziciu, v ktorej bola predtym. Pretoze existoval
len jeden oddychovaci priestor pre jednu osobu, ziadna osoba nevystipila z radu pred
navratom prave oddychujicej osoby (teda v Iubovolnom momente najviac jedna osoba
chybala v rade). V priebehu noci sa v oddychovacom priestore uskutoc¢nilo celkom N
navstev. Kazda navsteva je popisana dvomi kladnymi celymi ¢islami A a B vyjadruju-
cimi, Ze osoba s poradovym ¢islom A vystupila z radu a po oddychu sa vratila do radu
bezprostredne pred osobu s poradovym cislom B. Teraz, ked st vSetky néavstevy ukon-
¢ené, je nutné zodpovedat niekolko otazok. Kazda otdzka mé jeden z nasledujtcich dvoch
tvarov: tvar 'P X’ vyjadruje otazku na poziciu osoby s poradovym cislom X, tvar 'L X’
vyjadruje otazku na poradové cislo osoby na pozicii X. Prva osoba v rade je na pozicii
jedna, druh& na pozicii dva, atd.

Napiste program, ktory pre dany popis navstev a otazok zodpovie vsetky tieto otazky.
Format vstupu V prvom riadku vstupného stiboru sa nachadza celé ¢islo N (2 <
< N < 50000) — celkovy pocet oddychov. Kazdy z nasledujtcich N riadkov obsahuje dve
celé ¢isla A a B (1 < A, B < 10°) popisujtice jeden oddych.

Dalsi riadok obsahuje celé ¢islo @ (1 < @Q < 50000) — celkovy pocet otazok. Kazdy
z nasledujicich @) riadkov obsahuje jeden znak (velké pismeno ’P’ alebo velké pismeno
'L’) a celé ¢islo X (1 < X < 10%) popisujice jednu otazku.

Format vystupu Vystup méa obsahovat celkom @) riadkov. i-ty riadok obsahuje jediné
celé ¢islo R — odpoved na i-tu otdazku. Ak zodpovedajica otézka je tvaru 'P X;’, tak
odpoved je ¢islo R, ktoré vyjadruje koneént poziciu osoby s poradovym ¢islom X;. Ak
zodpovedajuca otazka je tvaru 'L X;’, tak R je poradové ¢islo osoby v pozicii Xj.
Hodnotenie  Je mozné ziskat Ciasto¢ny pocet bodov za nie celkom spravne rieSenie,
ktoré ale spravne odpoveda na vsetky otazky jedného typu. Ak st zodpovedané spravne
vsetky otazky tvaru ’P X', alebo ak st spravne zodpovedané otazky tvaru 'L X', tak je
mozné ziskat 50% bodov v danom testovacom pripade.

Aby ste dosiahli ¢iastocny pocet bodov, musite vytvorit vystup podla stanovenych
Specifikacii. Teda, aj ked ste si vybrali odpovede len jedného typu, odpovedat musite aj
na otazky druhého typu.

Priklad

Vstup Vystup
2 1
6 3 2
96 9
8 6
L1 1
L2 2
L3 5
L4 6
P1

P2

P 3

P 4
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Priklad

Vstup Vystup
5 10

© NN
~N NN

10 1
100005 99995

i S SO 2 B V)

100000
99999

10
99999
100000

[iie v Bike o ke o BN e o B e v B i Ve ]
O© N NN N =

Prechadzka

Hladanie cesty vo velkom meste moze byt velmi narocéné, hlavne ked ste informatik ako
Santo a snazite sa ist vzdy najkratSou cestou. Planovanie méze pomoct — Santo ma mapu
mesta a chce najst najkrat$iu cestu medzi jeho aktualnou poziciou a jeho cielom.

Sutazna tloha

Mapa mesta moze byt reprezentované v rovine ako nekonecné siet Stvorcekov 1 x 1. Santo
je teraz na Stvorceku so stiradnicami (0,0) a chce sa dostat na $tvorcek so siradnicami
(X,Y). V meste je N budov. Kazd4 budova je obdlznik, ktory plne zabera niekolko
jednotkovych Stvoréekov. Ziadne dve budovy sa nedotykaj a neprekryvaji, takze Santo
méze chodif volne okolo kazdej budovy. Budova je obdlznik definovany svojimi dvoma
protilahlymi rohmi.

V kazdom kroku sa moze Santo pohnuf na jedno zo 4 susednych poli¢ok, ale nemdze
stupit na policko, kde je budova. Jeho aktudlna pozicia je na zdpadnej strane mesta a

Vasou tlohou je napisat program, ktory najde najkratsiu cestu medzi Santovou
aktudlnou poziciou a jeho cielom. Cesta by mala byt popisand ako postupnost zvislych a
horizontalnych tseciek, pricom Ziadne dve po sebe idice tisecky nemozu byt rovnobezné.
Dlzka cesty je pocdet Stvorcekov na ceste okrem prvého stvorceka.
Forméat vstupu Prvy riadok vstupu obsahuje dve celé ¢isla X,Y (1 < X < 106, —
—10% <Y < 10%) — stiradnice Santovho ciela. Druhy riadok obsahuje jedno celé ¢islo N
(0 < N <100 000) — pocet budov v meste. Kazdy z nasledujucich N riadkov obsahuje 4
celé ¢isla o1, y1, T2, yo (1 < 2y, 25 < 108, —-10° < 91,90 < 10%) — stiradnice bodov dvoch
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protilahlych rohov obdlZnika.

Format vystupu Prvy riadok vistupu obsahuje jedno celé &slo L — dlzku najkratsej
cesty do ciela. Druhy riadok obsahuje jedno celé ¢islo M — pocet useciek v najkratsej
ceste. Toto ¢islo nemoze prekrocit 1 000 000.

Kazdy z nasledujicich M riadkov obsahuje dve celé ¢isla DX, DY, ktoré popisuju
Santov pohyb od predchadzajiceho bodu. Pre kazda tsecku je prave jedna z hodndt
DX, DY nulova. Ziadne dve po sebe idtice tisecky nemozu byt rovnobezné. Ak je rieseni
viac, vypiste fubovolné z nich.

Hodnotenie Riesenie, ktoré najde dizku najkratsej cesty, ale vypise postupnost krokov
nespravne, dostane 80% bodov. Ak sa rozhodnete vypisaf len dizku najkratSej cesty,
nemusite uz vypisovat ni¢ dalSie.

Priklad
Vstup Vystup
91 16
2 3
5-383 04
10 -3 13 3 90

0 -3 }

Obr. 56

Priklad
Vstup Vystup
12 0 24
5 8 I
2-131 0 -2
6 -7 8 -1 4 0
6186 02 | .
4345 50
10 -5 10 3 04

20

0 -4

10

Obr. 57
Spajanie

Este v neddvnej minulosti, ked bol najpouzivanejsi nemenovany 16-bitovy operacny sys-
tém s trojpismenovym nazvom, dominovali na trhu terminaly s rozmermi 25 x 80 znakov.
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Jedna z najoblubenejsich hier sa volala ,Nibbles“. Toto zadanie sa vSak bude zaoberat
hrou nazvanou ,,Spajanie“, ktora je tiplne odlisné od hry Nibbles.

Sutazna tloha

Spajanie sa hra na ploche zlozenej z jednotkovych stvorcekov usporiadanych v R riadkoch
a C stlpcoch, kde R aj C st neparne ¢isla. Riadky st o¢islované od 1 po R a stlpce st
ocislované od 1 po C. Kazda pozicia je bud volna alebo obsadend stenou. Naviac, kazda
plocha spliia nasledujtce podmienky:

e Stvoréeky s obidvomi stradnicami parnymi st miestnosti. Nie st nikdy obsadené
stenou.

e Stvoréeky s obidvomi stradnicami neparnymi st bariéry. St vzdy obsadené stenou.
e Vsetky ostatné Stvorceky st chodby. Chodba moze byt zastavana stenou.

e Chodby pozdlz okraja plochy st vidy obsadené stenou.

Bariéry st reprezentované znakom ’+’, obsadené horizontalne chodby znakom ’|’ a
obsadené vertikalne chodby znakom ’-’. Miestnosti a volné chodby st reprezentované
medzerou.

Na zaciatku hry je na plochu umiestneny parny pocet znaciek (reprezentovanych zna-
kom ’X’) — kazda v samostatnej miestnosti. Cesta medzi znackami A a B je postupnost
volnych Stvorcekov zacinajica v A a konciaca v B také, Ze Stvoréek v postupnosti susedi
hranou s predchédzajicim Stvoréekom postupnosti (cesta obsahuje na zaciatku Stvorcek
A a na konci §tvorcek B). Dlzka cesty je celkovy pocet krokov potrebnjch na cestu z A
do B (je to vlastne pocet Stvor¢ekov na ceste minus jedna).

Cielom hraca je najprv rozdelit vSetky znacky do parov a potom kazdy par zna-
¢iek spojit cestou. Znacky musia byt spojené tak, Ze Ziadne dve cesty nemaju spolocny
Stvoréek. Podet bodov za hru je definovany ako stcet dlZok ciest medzi vsetkymi parmi
znaciek.

bt =+ bt =+
| [ .. |
+ 4+ + o+ + r R A A S
X | IX. .| : |
R R .
| | | X | X
4|-—+++++++ T—+++T++T
+ o 4 Attt SRR o S
| X | X
4|- + Attt + 4|- s e Tk
+ + 4+ ++ 4+ + + + .+ + ++++
| X | X |
T+++++++ T+++++++
s o = S bttt —+

Obr. 58 Obr. 59

Vasou tlohou je napisat program, ktory dostane zac¢iatocni poziciu hry a hra ju tak,
ze dostane minimalny pocet bodov. Mozete predpokladat, Ze rieSenie vzdy existuje.
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Format vstupu Prvy riadok vstupu obsahuje dve neparne celé ¢isla Ra C (5 < R <
< 25,5 < C <79). Kazdy z nasledujtcich R riadkov vstupu obsahuje C' znakov, ktoré
reprezentuju jeden riadok hracej plochy. Kazdy znak bude bud jeden z trojice znakov '+,
"|”a’=’, ktoré oznacuju obsadent chodbu alebo bariéru, alebo medzera, ktora reprezentuje
prazdnu chodbu alebo miestnost, alebo znak 'X’, ktory reprezentuje znacku v miestnosti.
Mozete predpokladat, Ze na celej ploche st asporni dve znacky.

Priklady nacitania celého riadku zo vstupu:

Pascal: C: C++:
var s : string; char s[82]; string s;
readln(s); gets(s); getline(cin,s);

Format vystupu Prvy riadok vystupu obsahuje jedno celé ¢islo — minimalne mozné
skére. Nasledujucich R riadkov obsahuje popis hracej plochy na konci hry. Forméat popisu
je rovnaky, ako na vstupe, ale miestnosti a chodby, cez ktoré vedie cesta, musia byt
reprezentované znakom ’.’. Ak je viac rieSeni, mdZete vypisat lubovolné z nich.

Hodnotenie Ak vypiSete spravne len najmensie mozné skore, dostanete 80% bodov
za dany testovaci pripad. Ak sa rozhodnete ndjst len minimélne skére, nemusite vypisovat
uz ni¢ dalsie.

Priklad
Vstup Vystup
17 15 30
T—+—+—+—+—+—+—-ﬁ|— T—+—+—+—+—+—+—4|-
+ + 4+ ++ 4+ + + .+ + .+ +
X | | |X. . I |
o+ A A+
| | | X | | | | |
=+ + + + 4+ =+ + + + 4+
| | | |
T + + +—+—+—+—-i|- Jlr + 4+ +—+—+—+—T
X
T s o T Jlr + +—+—+—+—+,4|—
o+ o+ o+ o+ o+ F o+ o+ o+ 4+
X | | X|
T+T++++T T+T++++-Ir
s ot SR ettt —+
Priklad
Vstup Vystup
15 15 56
T s ot bbbt ==+
|X| | |X]|
+ 4+ 4+ 4+ o+ +.+ + =+ 4+ +
|| [X| X | || [X|] X |
+ 4+ + + + o+ At o+ A+ L+ At
| || | X| | [ | | X|
+ 4=+ + + + + oAt + 4+
| | N [P I I
F—t—+ + + +—+ + T JE =
| | | I
o+ o+ At + + + o Lt 4
| X | | | [..... [X..] |.]|
++—+—++++-Ir oot L+ L+

| X [....X|  ..... |
+—t+—+—t—+—+—+-+ +—+—+—t—+—+—+-+
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Odkazy

Webmaster Kirk spravuje $kolské webové stranky. Umiestnil tam niekolko stranok, s ob-
sahom ktorych je spokojny, ale ich prepojenie nie je celkom v poriadku. V skutocnosti,
kazda stranka obsahuje presne jeden odkaz, ktory odkazuje na int stranku. Tento navrh
je velmi jednoduchy — navstevnik zacne obvykle na domovskej stranke, potom sleduje
dalsie stranky postupne, az najde stranku, ktord ho zaujima. AvSak niektoré stranky
nie st dosiahnutelné vobec. Kirk predovsetkym chce pridat niekolko odkazov tak, aby
kazda stranka bola rychlo pristupnéa z domovskej stranky. Nové odkazy mozu byt pridané

kdekolvek.

Sttazna tloha

Kirk spravuje N stranok oznacenych celymi cislami od 1 po N a domovska stranka je
oznacena Cislom 1. Je danych tiez N odkazov; kazda stranka obsahuje prave jeden odkaz
odkazujtci na prave jednu ind stranku. Pre celé ¢islo K systém tychto stranok nazyvame
K -dosiahnutelny, ak kazda stranka v nom moze byt dosiahnutd z domovskej stranky cez
najviac K odkazov.

Napiste program, ktory pre dany popis systému webovych stranok a celé ¢islo K
najde minimalny pocet odkazov, ktory je potrebné pridat tak, aby sa systém stal K-
dosiahnutelny.

Format vstupu Prvy riadok vstupu obsahuje dve celé ¢isla N a K (2 < N <

< 500000,1 < K <20000) — pocet stranok a maximélny pocet sledovanych odkazov.
Kazdy z nasledujicich N riadkov obsahuje dve rdézne celé ¢isla Aa B (1 < A, B < N)

vyjadrujuce, Ze odkaz na stranke A ukazuje na stranku B.

Format vystupu Prvy a jediny riadok na vystupe by mal obsahovat jediné celé ¢islo

— minimalny pocet dodatocnych odkazov, ktoré je treba pridaf, aby sa systém stranok

stal K-dosiahnutelny.

Poznamka  Velkost stacku v tomto priklade je obmedzend na 64 MB. Spustenim
prikazu 'ulimit -s 64000’ v Linuxe zmenite povolent velkost stacku pre program, aby
ste mohli testovat program v podmienkach, v akych bude nakoniec testovany.

Priklad

<
)
=+
=
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Vystup
2

w
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0100 N O O o w N
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Priklad

Vstup Vystup
14 4 3

(Jedngm 2z moznych rieSeni je pri-
dat odkazy 1 — 7,1 — 14 a 14 — 10.)

(OSOOO\O‘I\IIPOOI\)D—\
(o0} = W o oo WwN
© O

14 13
13 12
12 11
11 14

Median?

Niektoré spolocnosti radi udrzuju platy svojich zamestnancov v tajnosti, aby uchranili
vladu od poznania, ako si zamestnanci nadhodnoteni alebo podhodnoteni. Niekedy ale
spolo¢nosti poskytuju urcité informacie pre statistické a marketingové tucely.

Jedna z tychto spolo¢nosti je ochotna poskytovat odpovede na otazky poloZené v
nasledujicom tvare: ,,Aky je median?® platov zamestnancov A, B,C a D?¢

Median? styroch ¢isel je definovany ako aritmeticky priemer dvoch medidnovych
hodnét. Presnejsie, medidn postupnosti a, b, ¢, d ziskame tak, ze najprv tieto Styri cisla
utriedime a potom vypocitame (x + y)/2, kde = a y s druhé a tretie ¢islo utriedenej
postupnosti.

Sttazna tloha

Vasim cielom je vypocitat presné platy zamestnancov poloZzenim otazok vo vyssie uvede-
nom tvare. Poznamenajme, Ze platy niektorych zamestnancov nie je mozné urcit (napri-
klad, plat najmenej plateného zamestnanca), aj ked polozite vSetky mozné otazky.

Spolo¢nost ma N (4 < N < 100) zamestnancov oznacenych ¢islami od 1 po N. Plat
kazdého zamestnanca je kladné parne ¢islo mensie alebo rovné 100000 a ziadni dvaja
zamestnanci nemaju rovnaky plat.

Mate k dispozicii kniznicu s funkciou Meandian. Pre dané styri rozne celé cisla
A, B,C,D (1 < A,B,C,D < N) této funkcia vrati Median? platov zamestnancov s
¢islami A, B,C a D.

Napiste program, ktory pomocou kniznice najde presné hodnoty vsetkych platov ok-
rem tych, ktoré sa nedaju nikdy urcif. Vas program moze polozit najviac 1000 otazok.
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KnizZnica
Mate k dispozicii kniznicu s nasledujicimi funkciami:

function Init : longint;
int Init(void);

Tato funkciu musite zavolat na zaciatku Vasho programu. Nemé argumenty a vrati
celé ¢islo N — pocet zamestnancov v spolo¢nosti.

function Meandian(a,b,c,d : longint) : longint;
int Meandian(int a, int b, int c, int d);

Funkcia vréti celé ¢islo median? platov zamestnancov A, B, C' a D. Vetky argumenty
st rozne celé ¢isla medzi 1 a N, vratane.

procedure Solution(var sol : array of longint);
void Solution(const int *sol);

Tato funkciu je potrebné zavolat na konci Vasho programu. Ako argument mé pole
reprezentujuce platy zodpovedajucich zamestnancov. Ak plat niektorého zamestnanca
nemoze byt vypocitany, zodpovedajica hodnota v poli je rovnd —1. Poznamenajme, Ze
toto pole musi byt indexované od 0 vo vSetkych programovacich jazykoch. To znamena,
Ze plat zamestnanca s ¢islom 1 je v poli na pozicii 0, plat zamestnanca s ¢islom 2 je v
poli na pozicii 1, atd.

Pouzitie kniZnice s Pascalom  Zdrojovy kéd programu musi obsahovat riadok 'uses
libmean;’. Na otestovanie vasho rieSenia si mozete stiahnut kniznicu zo stranky ,, Tasks®
v sttaznom systéme. Kniznicu umiestnite do adresara, kde kompilujete.

Pouzitie kniZznice s C/C++  VAS zdrojovy kéd musi obsahovat riadok "#include
"libmean.h"’. Na otestovanie vasho rieSenia si mozete stiahnut kniznicu zo stranky
, Tasks“ v stufaznom systéme. Aby sa vaSe rieSenie skompilovalo, musite ho zlinkovaft
s kniznicou pomocou nasledovnych prikazov:

gcc -o meandian meandian.c libmean.o
g++ -0 meandian meandian.cpp libmean.o

Testovanie

Stiahnutelné kniznica vam umoziiuje otestovat vase rieSenie zadanim ¢isla N a N celych
¢isel na standardny vstup. Kniznica vypiSe, ¢i bolo vase rieSenie spravne. Zaroven vytvori
sibor meandian.log, ktory obsahuje detaily o behu programu.

Nasleduju uryvky kédu, ktoré neriesia problém, ale ukazuja pouzitie kniznice.
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Pascal C/C++
uses libmean; #include "libmean.h"
var i, n : integer; int main(void)
arr : array[0..99] of longint; {
foo, bar, quux : integer; int i, n;
int arr[100];
begin int foo, bar, quux;
n := Init;
foo := Meandian(1, 2, 3, 4); n = Init();
bar := Meandian(4, 2, 3, 1); foo = Meandian(1, 2, 3, 4);
quux := Meandian(n, n-1, n-2, n-3); bar = Meandian(4, 2, 3, 1);
for i := 1 to n do quux = Meandian(n, n-1, n-2, n-3);
arr[i-1] := 2x*i; for (i=1; i<=n; ++i)
arr[3] := -1; arr[i-1] = 2*i;
Solution(arr) ; arr[3] = -1;
end. Solution(arr);
return 0;
}
Priklad

Tu je priklad, ako zadat vstup programu kniznici zlinkovanej spolu s vagim programom.
Kniznica vam oznami, ¢i bolo vase rieSenie spravne.

Vstup
10
100 500 200 400 250 300 350 600 550 410
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V roku 2006 sa Medzinarodna olympidda v informatike (IOI) konala v diioch 13. az
20. augusta v Méride, Mexiko. Sufaze sa zucastnilo 285 sttaziacich z takmer 80 krajin
celého sveta.

Nasu krajinu tento rok reprezentovali Styria gymnazisti: Daniel Bundala a Jakub Im-
riska z Gymnézia Jura Hronca v Bratislave, Jan Mikulas z Gymnézia Bozeny Slanc¢ikovej-
Timravy v Lucenci a Peter Peresini z Gymnazia Jozefa Gregora Tajovského v Banskej
Bystrici. U Petra Peresiniho islo o Stvrt ucast na IOI, ¢o sa zo Slovenska doteraz nepo-
darilo nikomu inému. U ostatnych troch islo o prvi tcast na I0I.

Vysledky naSich stutaziacich uvadzame zhrnuté v tabulke.

‘ meno ‘ den 1 den 2 spolu ‘ medaila ‘
Daniel Bundala 230 128 358 | strieborna
Jan Mikulas 235 87 322 | strieborna
Peter Peresini 202 113 315 | strieborna
Jakub Imriska 134 55 189 | bez medaily

Tri strieborné medaily st peknym tspechom, ktorym pokracujeme v tradicii vybor-
nych umiestneni nasich sutaziacich. Jakuba Imrisku od medaily delila jedind neodhalend
chyba v priklade z prvého dna.

Mérida lezi na historicky vyznamnom polostrove Yucatan. Toto organizatori aj nale-
zite zohladnili pri priprave sprievodného programu, ktory zahfiial okrem iného celodenny
vylet k pyramidam Chichen Itza. Takisto mali tcastnici IOI moznost presvedcit sa ,na
vlastné tsta“, Ze miestne Speciality st ¢asto skutocne velmi pikantné.

Mgr. Michal Forisek, FMFI UK

Zadania uloh 18. Medzinarodnej informatickej olympiady

Dekodovanie mayského pisma

Dekdédovat mayské pismo bolo fazsim orieSkom ako si archeolégovia spociatku mysleli.
Aj po dvesto rokoch vyskumu sa z neho rozumelo len velmi malo. Az v poslednych troch
desatrociach sa vedcom podarilo dosiahnut aky-taky pokrok.

Mayské pismo je tvorené malymi obrazkami, ktoré volame glyfy. Kazdy glyf predsta-
vuje jeden zvuk. Mayovia zapisovali slovo tak, Ze nakreslili vSetky jeho glyfy. Tieto mohli
byt Tubovolne poprehadzované, ako sa prave pisatelovi zachcelo, ¢i ako sa mu to zdalo
najkrajsie.
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Jeden z problémov pri dekédovani mayského pisma je prave v tom, Ze nie je jasné, v
akom poradi takto zapisané glyfy ¢itat. Takze aj ked archeolégovia poznaji zvuky zod-
povedajuce jednotlivym glyfom, este stale pre niektoré slova nevedia, ktoré je to spravne
poradie, v ktorom ho treba precitat.

Archeolégovia teraz hladaji Specialne slovo W. Vedia, z akych glyfov sa sklad4, ale
nevedia, akymi vSetkymi sposobmi zvykli Mayovia tieto glyfy rozmiestiiovat. Preto po-
trebuji vasu pomoc. Daji vam g glyfov, ktoré tvoria slovo W, a dlht postupnost glyfov
S, ktoru nasli na stene jednej pyramidy. Glyfy v postupnosti S budt zadané presne v
takom poradi, v akom boli na stene.

Pomozte im najst vsetky mozné vyskyty slova W v tejto postupnosti.

Sttazna tloha
Vas program dostane zadané glyfy tvoriace slovo W a postupnost glyfov S, ktort nasli

archeoldgovia. Mal by ndjst vsetky mozné vyskyty slova W v S. Formélne, zaujimaji nas
stvislé podpostupnosti S, ktoré maji dlzku ¢ a st permutaciou glyfov slova W.

Obmedzenia

e Pre pocet glyfov g tvoriacich slovo W plati 1 < g <3000
e Pre hodnotu |S| (dizku postupnosti S) plati g < |.S| < 3000000

Format vstupu Vstupny sibor writing.in obsahuje nasledujtice udaje:

e V prvom riadku st dve medzerami oddelené ¢isla: g a |S|.

e V druhom riadku je refazec tvoreny ¢ znakmi. Kazdy z tychto znakov je malé
alebo velké pismeno anglickej abecedy (‘a’~‘z’, ‘A’-‘Z’). RozliSujeme medzi malymi
a velkymi pismenami. Tento refazec obsahuje (v nejakom nahodnom poradi) glyfy,
ktoré tvoria slovo WW.

e V trefom riadku je refazec tvoreny |S| znakmi. Opit, kazdy z tychto znakov je
malé alebo velké pismeno anglickej abecedy a rozliSujeme medzi malymi a velkymi
pismenami. Tento refazec predstavuje postupnost najdenti archeolégmi.

Format vystupu Vystupny stibor writing.out ma obsahovat jediny riadok, v ktorom
je jedno celé ¢islo — pocet moznych vyskytov slova W v postupnosti S.

Hodnotenie 'V testovacich vstupoch, ktoré budu dokopy hodné 50 bodov, bude navyse
platit g < 10.

Priklad

writing.in writing.out
4 11 2

cAda

AbrAcadAbRa
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Upozornenie pre programatorov v Pascale

V standardne nastavenom FreePascale mdZe mat premenné typu string najviac 255 zna-
kov. Ak chcete pouzivat dlhsie stringy, pouzite na zaciatku svojho programu direktivu

{$H+7}.

Pyramida

Jedného dna vyhral kral Jaguar velka bitku. I ked sa tak po bitke zamyslel, vymyslel,
ze postavi priamo na bojisku pyramidu. T4a bude sluzit ako hrobka pre padlych vojakov,
a zaroven bude veénym pomnikom jeho velkého vifazstva. Pyramida bude mat podorys
tvaru obdlZnika s rozmermi a x b. Vo vnitri pyramidy bude obdlznikové komora, ktorej
rozmery budi ¢ x d. V tejto miestnosti buda ulozené tela a zbrane padlych vojakov.

Bojisko, na ktorom bude kral stavat pyramidu, mé rozmery m x n. Kralovi architekti
zistili, Ze bojisko je tvorené sietou $tvorcov 1 x 1, pricom v ramci kazdého Stvorca je
nadmorska vyska konstantnd. Nadmorskd vyska Stvorca so sturadnicami [, j] je h; ;.

KedZe kral mé rad celé ¢isla, pyramida aj komora v nej musia byt postavené tak, aby
mali strany rovnobezné so stranami bojiska a aby kazdy jednotkovy Stvorec bud lezal
cely vnutri, alebo cely mimo.

Pri stavbe zostant $tvorce tvoriace komoru nedotknuté. Stvorce tvoriace zvysok te-
rénu, na ktorom bude stat pyramida, je potrebné zarovnat na rovnaki nadmorska vysku.
Toto sa bude robit tak, Ze z tych vyssich prevezieme cast zeminy na tie nizsie. Vysledna
nadmorska vyska zakladov pyramidy bude teda priemerom pdévodnych nadmorskych vy-
Sok Stvorcov, na ktorych stoji (samozrejme okrem tych, kde bude komora). Na nadmorskej
vyske Stvorcov tvoriacich komoru nezélezi, mézu byt vyssie aj nizsie ako nadmorské vyska
zékladov pyramidy.

Komora sa mdZe nachadzat hocikde v pyramide, ale musi mat z kazdej strany aspor
jeden stvorec hrubu stenu.

Pomozte architektom nédjst také miesto pre pyramidu a pre komoru v nej, aby vysledna
nadmorska vyska zakladov pyramidy bola najvyssia mozna.

1 2 3 4 5 6 7 8

1| 1| 5/10] 3| 7| 1| 2| 5

2| 6|12] 41 4| 3] 3] 1| 5

3 2| 4/ 3| 1] 6] 6/19| 8

41 1| 1] 1| 3| 4| 2| 4| 5

5/ 6] 6] 3] 3| 3| 2| 2| 2
Obr. 60

Na obrazku je priklad bojiska. Kazdé cislo predstavuje nadmorskt vysku zodpove-
dajiceho stvorca. Sivé Stvorce predstavuju zaklady pyramidy, biele stvorce v ich vnutri
tvoria komoru.

Stvorec v Tavom hornom rohu m4 stradnice [1, 1].
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Sutazna tloha

Vas program dostane zadané rozmery bojiska, pyramidy a komory a nadmorské vysky
jednotlivych Stvorcov bojiska. Mal by najst a vypisat optimélnu polohu pyramidy a ko-
mory v nej.

Obmedzenia

e 3<m <1000
e 3<n <1000
e 3<a<m

e 3<b<n

o 1 <c<a—2
e 1 <d<b—-2
e 1 <h,;; <100

Format vstupu Vstupny stbor pyramid.in obsahuje nasledujice udaje:

e V prvom riadku je 6 medzerami oddelenych celych ¢isel, postupne m, n, a, b, ¢, d.

e Nasleduje n riadkov, kazdy z nich obsahuje m celych ¢isel — popis nadmorskych
vySok. Presnejsie, i-ta hodnota v j-tom z tychto riadkov je hodnota h; ;.

Format vystupu Vstupny stbor pyramid.out mé obsahovat nasledujtce udaje:

e V prvom riadku vypiste dve medzerou oddelené celé ¢isla: stradnice lavého horného
rohu zékladov pyramidy (najskor stlpec, potom riadok).

e V druhom riadku vypiste dve medzerou oddelené celé ¢isla: stiradnice Tavého hor-
ného rohu komory (najskér stipec, potom riadok).

Hodnotenie 'V testovacich vstupoch, ktoré budi dokopy hodné 30 bodov, bude navyse
platit 3 <m <10 a 3 <n < 10.

Priklad

pyramid.in pyramid.out
855321 41
151037125 6 2
612443315

243166 19 8

11134245

66333222
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Zakazany podgraf
Dva neorientované grafy G' a H nazyvame izomorfné, ak:

e maju rovnaky pocet vrcholov, a

e existuje mapovanie medzi ich vrcholmi také, Ze medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi
z GG existuje hrana prave vtedy, ak existuje hrana medzi zodpovedajicimi vrcholmi
v H.

Napriklad tieto dva grafy st izomorfné, aj ked vyzeraji tiplne inak:

a g 1 2
b h \ /
5 6
| |
C I 8 7
| / \
J 4 3
Obr. 61 Obr. 62

Jedno z moznych mapovani vrcholov, ktoré ukazuje izomorfnost tychto dvoch grafov,
je {a—1, b-6, -8, d-3, g5, h—2, i-4, j—T7}; existuji vSak aj iné.

Podgrafom grafu G je graf, ktorého mnoziny vrcholov a hran st podmnozinami tychto
mnozin v grafe G. Specidlne, G je podgrafom samého seba. Nasledujici priklad ukazuje
graf a jeden z jeho podgrafov:

1 2 2
] T
8 7 8 7
4/ \ 3 \3
Obr. 63 Obr. 64

Hovorime, Ze graf G obsahuje iny graf H, ak existuje nejaky podgraf H' grafu G, ktory
je izomorfny s H. Nasledujuci obrazok znazornuje graf GG, ktory obsahuje graf H:

1\5—6/2 T 1\5—6/2
! ! /N | !
4/ \3 i 4/ \3

Sutazna tloha

Pre dané dva neorientované grafy GG a H, vygenerujte podgraf G’ grafu G taky, Ze:



174 55. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

e pocet vrcholov v G a G’ je rovnaky, a

e graf G’ neobsahuje graf H

Prirodzene, takychto podgrafov moéze existovat viacero. Vygenerujte jeden z tych,
ktoré maja ¢o najviac hran.

Zakladny algoritmus  Asinajjednoduchsi algoritmus, ktory riesi tito tlohu, je zobrat
hrany grafu G v poradi, v ktorom st uvedené na vstupe a postupne ich skusat prida-
vat do grafu G', pricom v kazdom kroku overime, ¢i G’ obsahuje H alebo nie. Spravna
implementacia tohto algoritmu ziska v hodnoteni nejaké body, ale existuju ovela lepsie
rieSenia.

Obmedzenia

e 3 < m <4, pocet vrcholov grafu H
e 3 <n <1000, pocet vrcholof grafu G

Format vstupu Dostanete 10 vstupnych siborov, forbiddenl.in az forbidden10.in.
Kazdy z nich popisuje jednu dvojicu grafov H a G.

e V prvom riadku sa 2 celé cisla oddelené medzerou, m a n.

e Nasleduje m riadkov, kazdy z nich obsahuje m celych ¢isel — matica susednosti grafu
H (hodnota 1 znamend, Ze medzi prislusnymi vrcholmi existuje hrana).

e Za tymto blokom nasleduje n riadkov, kazdy z nich obsahuje n celych ¢isel — matica
susednosti grafu G.

Format vystupu Musite vytvorit 10 siborov, jeden pre kazdy vstupny subor. Kazdy
z nich musi obsahovat popis grafu G’ v nasledovnom formate.

e Prvy riadok musi obsahovat hlavicku v tvare #FILE forbidden K, kde K je ¢islo
vstupného suboru.

e Druhy riadok obsahuje ¢islo n — pocet vrcholov grafu G’. ZvySok stboru obsahuje
maticu susednosti grafu G’ v rovnakom tvare, ako vo vstupnom stbore.

Hodnotenie  VAas bodovy zisk bude zavisiet od poc¢tu hran v grafe G', ktory vytvorite.
Ak vytvoreny graf nespliia poziadavky zo zadania, dostanete zaii 0 bodov. V opa¢nom
pripade ziskate

30-E,/E, ak E,<E,
30+70-(E, — E,)/(En — Ey) ak E, > B,

kde E, je pocet hran vo Vasom grafe G’, Ej je pocet hran, ktoré vygeneruje zakladny
algoritmus a F,, je maximalny pocet hran, ktory bol dosiahnuty nejakym sttazicim.
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Priklad

forbidden/k .in forbiddenkK .out
35 #FILE forbidden K
010 5

101 01000
010 10000
01000 00000
10100 00000O
01010 00000O
00101

00010

Poznamka: Uvedeny vystup je jednym z moznych korektnych rieseni, ale nie je opti-
malnym.

Mexicka dolinka

Mesto Mexiko je postavené v nadhernom tudoli, ktoré sa vola Mexicka dolinka. Mexicka
dolinka bola kedysi déavno skoro cela pokrytéa jazerom. Okolo roku 1300 aztécki velknazi
vydali prikaz, Ze stred jazera treba zasypat a postavit tam hlavné mesto ich rise. A tak
jazero zasypavali a zasypavali az ho zasypali uplne celé.

Pred prichodom Aztékov sa na brehoch jazera nachédzalo ¢ miest. Niektoré dvojice
miest mali medzi sebou uzatvorené obchodné zmluvy. Takéto mesta medzi sebou obcho-
dovali, pricom tovar prevazali na lodiach po jazere.

Jedného dna sa kréli miest rozhodli zorganizovat obchodovanie efektivnejsie. Chceli
by navrnt obchodnti trasu, ktora spaja vietky mesta na jazere. Trasa musi spliaf tieto
kritéria:

e Trasa zac¢ina v [ubovolnom meste a kon¢i v lubovolnom inom meste ako zacala.

e Trasa vedie cez kazdé mesto prave raz.

e Kazda dvojica miest, ktoré na trase nasleduji hned po sebe, ma medzi sebou uzat-

vorentt obchodnt zmluvu.

e Kazda dvojica miest, ktoré na trase nasleduji hned po sebe, je spojend tseckou.

(Lubovolné dve mesta je mozné spojit tiseckou, ktora prechddza jazerom.)

Aby sa vyhlo zrazkam lodi, trasa nikdy nekrizuje samu seba.
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Na obréazku je nakresleny priklad, ako mdzZe vyzerat jazero a mestd na jeho pobreZi.
Ciary znézortuji obchodné zmluvy medzi mestami. Hrubé &iary znazoriuji obchodni
trasu, ktora zacina v meste 2 a konci v meste 5.

Téato trasa sa sa nikde nepretina. Trasa vediica napr. mestami 2 — 6 — 5 — 1 nie je
povolend, pretoze by sa pretinala.

Mesta na jazere s oc¢islované od 1 po ¢ v smere hodinovych ruciciek po¢nic najvrch-
nejsSim mestom.

Sttazna tloha

Napiste program, ktory pre dany pocet miest ¢ a zoznam obchodnych zmliv medzi nimi
zostroji obchodnt trasu spliajicu vyssie uvedené poziadavky.

Obmedzenia  Pre pocet miest ¢ plati 3 < ¢ <1000

Format vstupu Vstupny stibor mexico.in obsahuje nasledujice udaje:

e V prvom riadku sa nachadza jediné celé ¢islo c.

e V druhom riadku sa nachadza jediné celé ¢islo, ktoré udava pocet obchodnych
zmlav.

e Kazdy z nasledujicich riadkov udava jednu obchodnt zmluvu. Nachadzaja sa na
nom dve celé ¢isla oddelené medzerou, ktoré urcuji dvojicu miest, medzi ktorymi
je zmluva uzatvorena. Kazda zmluva je uvedend prave raz.

Format vystupu Vystupny stbor mexico.out mé obsahovat nasledovné udaje:

e Ak je mozné zostrojit obchodnt trasu, vystupny sibor obsahuje ¢ riadkov, pri¢om
na kazdom z nich sa nachadza jediné celé ¢islo. Tieto ¢isla urcuju poradie miest
na obchodnej trase. Ak nie je mozné zostrojit obchodnu trasu, vystupny stubor
obsahuje jediny riadok s jedinym c¢islom —1.

e Ak existuje viacero obchodnych tréas splitajicich dané podmienky, mozete vypisat
Tubovolni z nich.

Hodnotenie V testovacich vstupoch, ktoré budu dokopy hodné 40 bodov, bude navyse
platit 3 < ¢ < 20.
Priklad

mexico.in mexico.out

OB N WN O, Ok O
N O WO N
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Spajanie bodov

V miestnom kraji maju dve politické strany: stranu zelenych a stranu cervenych. Me-
dzi tymito stranami panuje takéd averzia, ze spolu nechcii vobec ni¢ mat, najradsej ani
spolo¢nu cestu. A tak v krajine existuju dve nezavislé cestné siete, a na pocest tohoto
historického pocinu hraji miestni obyvatelia hru ,;spajanie bodov“. ,Spajanie bodov* je
hra pre jedného hraca, a hra sa nasledovne:

Na zaciatku hry zvolime dve celé ¢isla. Kazdé z nich musi byt viicsie ako 2. Prvé,
oznacme ho ¢, predstavuje pocet zelenych a druhé, oznac¢me ho r, predstavuje pocet
cervenych bodov.

Na zac¢iatku nakreslime $tyri body, ktoré budu tvorit vrcholy Stvorca (ktorého strany
st rovnobezné so suradnicovymi osami). Horné dva nakreslime zelenou a dolné dva cer-
venou farbou. Nasledne dokreslime do vnutra Stvorca dalsie zelené a cervené body tak,
aby sme na konci mali prave g zelenych a r cervenych bodov. Body kreslime tak, aby
ziadne tri (vratane tych vo vrcholoch Stvorca) nelezali na tej istej priamke.

Ked méame cely hraci plan nakresleny, mozeme zacat hrat. V kazdom fahu moZeme
spojit tseckou nejaké dva body. Pritom musi platit, Ze:

e spajané body maju rovnaki farbu (tou istou farbou nakreslime aj tsecku)

e usecka, ktorou ich spojime, nepretne ziadnu zo skor nakreslenych tseciek (pochopi-
telne, s niektorymi zo skor nakreslenych tseciek méze mat spolo¢ny koncovy bod).

Hovorime, ze dva body u a v st v tom istom komponente, ak sa z jedného da dostat
na druhy tak, Ze prechadzame len po nakreslenych tseckach.

Hru sa ndm podari vyhrat vtedy, ked dosiahneme nasledovnu situaciu: Vsetky zelené
body st spojené do jedného komponentu pouzitim prave g — 1 tsecCiek a vsetky cCervené
body st spojené do jedného komponentu pouzitim prave r — 1 tseciek.

Vas program dostane na vstupe hraci plan: poc¢ty bodov g a r, ako aj stradnice
jednotlivych zelenych a ¢ervenych bodov. Zelené body ocislujeme od 1 do ¢, pricom bod
v Tavom hornom rohu dostane ¢islo 1, bod v pravom hornom rohu ¢islo 2, a ostatné body
v Tubovolnom poradi ¢isla od 3 do g. Podobne, ¢ervené body dostant ¢isla od 1 do r,
pricom Tavy dolny bude mat ¢islo 1 a pravy dolny ¢islo 2.

1
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Na obrazku je priklad vyhranej hry. Vsetky zelené body tvoria jeden komponent,
vietky cervené (v ciernobielej verzii: tmavsie) tvoria druhy. Ziadne dve nakreslené tisecky
sa nepretinaju.

Dé sa dokazat, ze bez ohladu na to, ako hraci plan vyzera, vzdy existuje spdsob, ako
hru vyhrat.

Sttazna tloha

Napiste program, ktory zo stradnic g zelenych a r cervenych bodov vypocita jednu z
moznosti, ako nakreslit g — 1 zelenych a r — 1 dervenych tseciek tak, aby vSetky zelené
body lezali v jednom komponente, vSetky cervené v druhom, a ziadne dve tusecky sa
nepretinali.

Obmedzenia

e 3 < ¢ <50000: Pocet zelenych bodov.
3 < r < 50000: Pocet cervenych bodov.
0 < xg; < 200000000

0 <wyg; < 200000000

e 0 < ar; <200000000

0 < yr; < 200000000

Format vstupu Vstupny sibor points.in obsahuje nasledujice udaje:

e V prvom riadku je jedno celé ¢islo g.

Nasleduje g riadkov, v i-tom z nich st1 dve medzerou oddelené ¢isla xg; a yg;. Tieto
¢isla predstavuju suradnice zeleného bodu s ¢islom i.

V nasledujicom riadku je jedno celé cislo 7.

Nasleduje r riadkov, v i-tom z nich sii dve medzerou oddelené ¢isla xr; a yr;. Tieto
¢isla predstavuju siradnice cerveného bodu s ¢islom 1.

Format vystupu Vystupny stbor points.out méa obsahovat (¢g—1) + (r—1) riadkov,
jeden pre kazdu nakreslent tsecku.

Kazdy riadok musi obsahovat tri medzerami oddelené udaje. Prvé dva st vzdy disla
bodov, ktoré spijame, treti je pismeno (malé ‘g’ alebo malé ‘r’) oznacujice farbu tychto
bodov (a teda aj usecky).

Nezalezi na poradi, v akom tsecky vypisete, ani na poradi, v akom uvediete koncové
body usecky.

Hodnotenie 'V testovacich vstupoch, ktoré budu dokopy hodné 35 bodov, bude navyse
platit 3 < ¢ <20 a3 <r <20.
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Priklad

points.in P

6 13¢g
0 1000 31r
1000 1000 35r
203 601 46r
449 212 6 5r
620 837 46 ¢
708 537 12¢g
8 12r
00 52¢g
1000 O 26g¢g
185 300 78r
314 888 82r
416 458

614 622

683 95

838 400

oints.out

Odrazacka

179

Odradzacka je stolova hra, ktora ma tvar plochej krabice so stvorcovou podstavou. Kazda
z jej Styroch stran ma n dier (spolu mé teda krabica 4n dier), do ktorych mozeme hadzat
gulicky. Kazda vhodena gulicka niekedy z krabice vypadne jednou z dier, mozno aj tou

istou, ktorou sme ju vhodili.

Vnttornosti Odrazacky si moéZeme predstavit
ako mriezka n x n. Diery v stenach su zaciatky
a konce riadkov a stipcov. Kazdé policko je bud
prazdne, alebo obsahuje odrdzZac. Odrazac je za-
riadenie, ktoré zmeni smer gulicky o 90 stupnov
(nieco ako zrkadlo). Vpravo je priklad jednej kra-
bice rozmeru 5 x 5.

a
|
1
|
1

AN

/ | Odrazace

|
1
[ |

Gulicka vhodena do krabice ide priamo, az kym neopusti krabicu, alebo nenarazi na
odrazac¢. Ked narazi na odrazac, gulicka zmeni svoj smer a odraza¢ zmeni svoju polohu
(otoci sa o 90 stupriov). Nasledujtci obrazok ukazuje, ako odraza¢ funguje:
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L L
I I
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a) Vhodime gulicku do krabice, t4 narazi na odraza¢ a zmeni svoj smer.

b) Po vhodeni prvej gulicky odraza¢ zmeni svoju polohu. Nové guli¢ka vhodend do tej
istej diery znovu narazi na ten isty odrazac, ale odrazi sa opa¢nym smerom ako
prva gulicka.

¢) Odraza¢ zmeni svoju polohu vzdy, ked domho narazi gulicka.

Vzdy, ked gulicka narazi na nejaky odrazac, krabica pipne. Poc¢et zmien smeru gulicky
mozeme preto urcit podla poctu pipnuti. D& sa dokazat, ze gulicka v konecnom case
opusti krabicu. Okrem toho ma krabica dve tlac¢itka — jedno nastavi vsetky odrazace do
zaciatocnej polohy a to druhé zmeni naraz polohu vsetkych odrazacov.

Sutazna tloha

Dostanete pristup k 15 krabiciam cez kniznicu funkcii. Vagou tlohou je zistit ,, vnitornosti*
kazdej krabice ¢o najpresnejSie a vygenerovat stibor s popisom kazdej z krabic. Mate tiez
moznost zadefinovat si vlastné krabice.

Obmedzenia

e 3<n<30

Format vystupu Pre kazda krabicu musite vytvorit sibor, ktory popisuje pociatocny
stav kazdej krabice. Prvy riadok obsahuje text #FILE blackbox K, kde K je poradové
¢islo krabice (1 az 15).

Nasledujucich n riadkov po n znakov obsahuje popis krabice:

.7 pre pradne policko

'/’ pre odréaza¢ s povodnou polohou ’/’

"\’ pre odréaza¢ s povodnou polohou "\’

’?" pre policko, ktorého obsah sa vam nepodarilo zistit

KnizZnica
K dispozicii mate kniznicu s nasledujticimi funkciami:

function Initialize(box: integer) : integer;
int Initialize(int box);

Inicializdcia kniznice, musi byt zavoland ako prvé funkcia na zac¢iatku programu. Fun-
kcia vracia ¢islo n — pocet dier na kazdej stene krabice. Parameter box urcuje ktortu
krabicu chcete pouzivat (1 az 15), alebo 0 pre vasu vlastna krabicu.

function throwBall(holeIn, sideIn: integer;
var holeOut, sideQut: integer) : longint;
int throwBall(int holeIn, int sidelIn, int *holeOut, int *sideOut);
int throwBall(int holeIn, int sidelIn, int &holeOut, int &sideOut);
Vhodenie gulicky do krabice cez dieru ¢islo holeIn v stene sideIn. Steny su ¢islované:
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1-horné, 2-prava, 3-dolna, 4-Tavé; diery v stene su ¢islované zhora nadol, resp. zlava
doprava vzdy od 1. V holeQut a sideOut dostanete dieru, ktorou gulicka vypadla z
krabice a navratova hodnota urcuje pocet pipnuti krabice, ktoré spdsobil prechod gulicky
krabicou.

procedure ResetBox;
void ResetBox();
Nastavi kazdy odrazac¢ do jeho pévodnej polohy.

procedure ToggleDeflectors;
void ToggleDeflectors();
Zmeni polohu vsetkych odrazacov v krabici.

procedure Finalize;
void Finalize();
Ukon¢i ¢innost kniznice. Toto musi byt posledné volanie kniZnice.

Upozornenie  Kniznica je napisand tak, aby nebolo mozné spustit viacero programov,
ktoré s iou komunikuju, naraz.

Priklad komunikacie s kniZnicou

Vhodenie guli¢ky do krabice 5 x 5 tak ako na obrazku a) v popise prikladu zodpoveda
tymto volaniam:

Initialize(0);
Ak uvazujeme krabicu ako v priklade, vrati toto volanie hodnotu 5, teda n = 5.

throwBall(3, 4, holeOut, sideQOut);

Gulicku vhodime do tretej diery zhora v Tavej stene. Funkcia vrati hodnotu 1, teda
gulicka narazila do jedného odrazaca. Gulicka opusti krabicu cez stenu 3 druhou dierou,
teda holeQut=2 a sideOut=3.

Vlastné experimenty s kniZnicou

Ak date funkcii Initialize ako parameter box hodnotu 0, kniznica nacita popis krabice
zo suboru blackbox. in. Takto mozete experimentovat s kniznicou na vlastnych vstupoch.
Format tohto stiboru je nasledovny:

Prvy riadok obsahuje jediné celé ¢islo n — rozmery krabice. Druhy riadok obsahuje
jediné celé ¢islo d — pocet odrazacov v krabici. Nasleduje d riadkov, kazdy z nich popisuje
jeden odrazac — stlpec (celé ¢islo od 1 do n), riadok (celé ¢islo od 1 do n) a jeho poéiatoéna,

poloha (znak ’/’ alebo ’\’).
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Priklad

blackbox.in

5

AN W
NN W

~ T _—

Chybové spravy

V pripade akychkolvek problémov kniznica vypise chybovii spravu na standardny chybovy
vystup. Mozné chybové spravy su:

ERR 1 More than one app

Len jedna aplikdcia naraz moze komunikovat s kniznicou. ZruSte vSetky beziace
aplikacie a spustite len jednu.

ERR 2 Invalid box

Cislo krabice, ktoré ste zadali, nie je medzi 0 a 15, vratane.
ERR 3 Invalid deflector

Stubor blackbox.in obsahuje odrazac¢ na nepripustnej pozicii.
ERR 4 Invalid symbol

Stubor blackbox.in obsahuje zly symbol.

ERR 5 Invalid size

Rozmer krabice v stiilbore blackbox.in je zly.

ERR 6 Invalid input hole

Cislo steny alebo diery v stene je nespravne.

ERR 7 ALARM

Kontaktujte organizatora.

Hodnotenie  Pre kazdu z krabic musite vytvorit popis povodného stavu krabice tak
presne, ako viete. Pre kazdu krabicu ziskate nasledovné body:

Ak m4 vaSe rieSenie znak ., 7/’ alebo ’\’ na nespravnom mieste, ziskate za tuto
krabicu 0 bodov.

Nech B,, je maximalny pocet spravne uhadnutych policok zo vsetkych spravnych
odovzdanych rieseni a B, je po¢et uhadnutych policok vo vasom rieSeni, potom vas
percentudlny zisk za tuto krabicu je 100 - B,/ B,,.

Poznamka  Oficidlne rieSenie tohto prikladu vie zistit policka vo vSetkych krabiciach
za menej ako 8 minut.



Korespondenény seminar SK MO

Korespondenény seminar Slovenskej komisie Matematickej olympiddy (KSSKMO)
vznikol pred vyse 30 rokmi ako jeden z prvych matematickych koresponden¢nych
seminarov (vtedy eSte ako ¢eskoslovensky seminar) preto, aby bolo umoznené venovat
individuédlnu starostlivost aj tym Studentom, ktori nenavstevovali triedy so zameranim
na matematiku. Ulohy tohto semindra svojou naro¢nostou prevysuju akikolvek inti
matematickt stitaz na Slovensku pre stredoskolakov, seminar je preto doélezitou stucastou
pripravy aj na medzindrodni matematickd olympiadu.

Pocas svojej existencie presiel seminar viacerymi zmenami. Po jednorocnej prestavke
v 52. rocniku MO jeho organizovanie prebrali vedtci korespondenéného seminara KMS.
Odvtedy je KS SK MO jeho kategériou GAMA a KMS je oficidlnym seminarom SK MO.

KS SK MO mé kazdy rok Sest sérii — tri zimné prebiehajice od septembra do decem-
bra a tri letné prebiehajtce od februara do méaja. V kazdej sérii je zadanych 5 tloh.

Celkové poradie KS SK MO 2005/2006

1. Ondrej Budac, 4.ro¢nik, Gymnazium B. S. Timravy, Lucenec, 213 bodov

2. Peter Peresini, 4.ro¢nik, Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica, 161 bodov
3. Michal Takdcs, 4.ro¢nik, Gymnazium J. G. Tajovského, B. Bystrica, 124 bodov
4. Michal Szabados, 3.ro¢nik, SpMNDaG, Bratislava, 115 bodov

5. Samuel Hapdk, 2. ro¢nik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava, 114 bodov

Uvéadzame vSetky priklady tohto roc¢nika sutaze spolu s rieSeniami, casto Stu-
dentskymi. Priklady boli vyberané z narodnych olympiad ¢i inych satazi.
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Zadania sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

Na planiku je 2 000 miest a medzi niektorymi z nich je priama letecka linka. Pre
kazdé mesto A je pocet miest spojenych s mestom A priamou leteckou linkou
rovny jednému z ¢isel 1,2,4,8,...,1024. Nech S(A) je pocet ciest z mesta A
do inych miest (réznych od A) s najviac jednym medzipristatim. Nezabudnite,
Ze z mesta A do mesta B moze viest aj niekolko réznych ciest, ktoré musime do
S(A) zapocitat. Dokazte, ze ked s¢itame S(A) vSetkych miest, tak ndm nemoze
vyjst 10 000.

Néajdite najmensie neparne prirodzené ¢islo n > 1 s nasledujicou vlastnostou:
existuje nekonecéne vela prirodzenych ¢isel, ktorych stvorec (druha mocnina) je
rovny suctu Stvorcov nejakych n za sebou iducich prirodzenych cisel.

Nech f:RT — R je taka funkcia, Ze funkcie f(z) — 2% a f(x) — 3z st rastice.
Zistite, ¢i funkcia f(x) — 2 — x musi byt monoténna.

(Iran, 2005)

Kruznica k vpisand do trojuholnika ABC' sa dotyka stran AB, BC, C A po
poradi v bodoch @, E, P. Usetka EF je priemerom kruznice k. Priamky FA,
FP, FQ pretinaju priamku BC po poradi v bodoch M, K, L. Dokazte, ze
bod M je stredom usecky K L.

(Polsko, 2004)

Dokézte, ze z Tubovolnych 200 prirodzenych ¢isel vieme vybrat prave 100 ¢isel
tak, ze sucet vybranych ¢isel je delitelny ¢islom 100.
(Polsko, 2004)

DRUHA SERIA

Po hranach kocky lozia traja pavici a v jej vnutri lieta mucha. Pavtci tvoria
vrcholy trojuholnikovej siete a snazia sa fiou chytit muchu. Maximalna rychlost
aspon jedného z nich je aspon také velka ako maximalna rychlost muchy. Pavici
muchu chytia, ak sa nachadza vnutri siete, alebo na jej okraji. Zistite, ¢i sa
pavikom vzdy podari muchu chytit.

Kruznice so stredmi O a O’ sa pretinaju v bodoch A a B. Priamka TT" sa
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dotyka prvej kruznice v bode T' a druhej v bode T”. Pity kolmic spustenych
z bodov T a T’ na priamku OO’ ozna¢me S a S’. Polpriamka AS pretina prva
kruznicu znova v bode R a polpriamka AS’ druht kruZnicu znova v bode R’.
Dokézte, ze body R, B a R’ lezia na jednej priamke.

N4jdite najvéacsiu a najmensiu moznt hodnotu vyrazu
sin x cos y + siny cos(2z) + sin z cos(4x),

kde x, y, z st redlne c¢isla. Nadobuda vyraz vSetky hodnoty medzi maximom
a minimom?
(Polsko, 2004)

Néjdite vsetky funkcie f : ZT — Z* také, Ze pre vSetky kladné celé ¢isla m, n
je ¢islo (m? 4+ n)? delitelné &islom f(m?) + f(n).
(Rumunsko, 2005)

V rovine st dané dve kone¢né mnoziny bodov A, B. Pre kazdi mnozinu C
Styroch navzdjom roznych bodov z mnoziny (A U B) existuje priamka, ktora
oddeli mnozinu (C' N A) od mnoziny (C N B) (priamka oddeluje dve mnoziny
bodov prave vtedy, ak sa body jednej z tychto mnozin nachadzaja vnutri jednej
z polrovin urcenych touto priamkou a body druhej mnoziny sa nachadzaju
vnutri tej druhej polroviny). Dokézte, Ze existuje priamka, ktord oddeluje
mnoziny A a B.

(Iran, 2005)

TRETIA SERIA

Pre realne ¢isla a, b, ¢ plati a + b + ¢ = 0. Dokézte, Ze potom plati nerovnost

a?b? + b2 + ?a® + 3 > 6abe.

(Polsko, 2004)

Nech (a,)22; je postupnost s pociatoénymi ¢lenmi a3 = 1, ay = 4, ag = 15
a s predpisom

an = 15a,,_o — 4a,_3 pre n = 4.

Dokazte, ze ak je a, prvocislo, tak aj n je prvocislo.
(Polsko, 2002)
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Nech M je mnozina slov dlzky n nad k-prvkovou abecedou {ai,as, ... ,ax}
taka, ze kazdé dve slovd z M sa lisia na asponn dvoch miestach. Najdite
maximalnu moznu velkost takejto mnoziny M. (Slovo je kone¢nad postupnost
prvkov abecedy.)

Dané je priamka a na nej mn + 1 tseciek. Dokézte, ze medzi tymito tiseckami
existuje m + 1 navzajom disjunktnych tseciek alebo n + 1 tseciek, ktoré maju
spolo¢ny bod.

Trojuholnik ABC' je taznicami rozdeleny na Sest menSich trojuholnikov.
Dokazte, ze stredy kruznic opisanych tymto Siestim trojuholnikom lezia na
jednej kruznici.

(Polsko, 2002)

STVRTA SERIA

Rasto sa hra s tabulkou 6 x 6, ktorda méa v kazdom policku zopar kamienkov.
V jednom kroku hry si vyberie niekolko poli¢ok tabulky tvoriacich $tvorec so
stranou vécsou ako 1 a do kazdého policka tohto Stvorca prida jeden kamienok.
Rasto vyhra vtedy, ked sa mu podari dosiahnut v kazdom policku tabulky pocet
kamienkov delitelny tromi. M4 Sancu vyhrat pre kazdé pociatoéné rozmiestne-
nie kamienkov v tabulke?

(Ukrajina, 2005)

Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla n sa daju ¢isla 1,2,3,...,4n rozdelit do
n skupin po Styri ¢isla tak, aby v kazdej skupine aspon jedno ¢islo bolo
priemerom zvysnych troch.

(India, 1999)

Nech ABCO je stvorsten taky, ze priamky OA, OB, OC' st navzajom kolmé.
Nech r je polomer gule donho vpisanej a nech H je ortocentrum trojuholnika
ABC. Dokazte, ze |OH| < 7r.

(Rumunsko, 2003)

Dany je rovnobeznik ABCD s priesecnikom uhlopriecok O. Body M, N su
stredy tse¢iek BO, CD (v tomto poradi). Dokazte, ze ak trojuholniky ABC
a AM N su podobné, tak ABC'D je stvorec.

(Svédsko)
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Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vSetky redlne ¢isla x, y plati

fla+ @)+ fy) = fly+ f@) + 2+ fy) = F(f W)

PIATA SERIA

Vnitri strany AC trojuholnika ABC' lezi bod D taky, ze |AB| = |CD| a uhly
ACB a ABD maja rovnaku velkost. Os uhla C AB pretina stranu BC v bode E.
Dokazte, ze priamky AB a DFE st rovnobezné.

(Polsko, 2004)

Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik. Ozna¢me v tomto poradi A’, B’, C’,
D’ obrazy bodov A, B, C, D v osovych stmernostiach podla tej uhlopriecky,
na ktorej nelezia. Dokazte nasledujice tvrdenia:
a) Ak ABCD je lichobeznik a A’B'C'D’ je stvoruholnik, tak A’B'C'D’ je tiez
lichobeznik.
b) Ak S je obsah Stvoruholnika ABC'D a S’ je obsah Stvoruholnika uréeného
bodmi A’, B’, C', D', tak S" < 3S.

(Polsko 2004)

Opakovane bola zadand uloha 3.5.

Bod P je vnutornym bodom daného pravidelného mnohouholnika A; A, ... A,,.
Stredy stran A1 As, A3 As, ..., A, Ay oznacime v tomto poradi My, Ms, ..., M,.
Dokéazte, ze

zn:|PAZ~| > i\pw > cos (%) i\PAiL
=1 =1 =1

Kedy nastava rovnost? Skuste najst ¢o najlepsi dolny a horny odhad pomeru
Sy IPM;| [ Y [P A,
(Polsko, 2002)

Nezndmy dobrodinec ndm daroval n bielych maciatok leziacich v kruhu, pri-
rodzené ¢islo m a nasledovni hru. Za¢neme podcitat madciatka od prvého
a ked napocitame do m, presne m-té maciatko v poradi zafarbime na fialovo.
Pokracujeme podobne ako predtym: za¢neme pocitat od nasledujiceho maciat-
ka, pricom fialové maciatka uz nepocitame, a ked napocitame do m, dotycéné
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maciatko zafarbime. Takto postupujeme, az kym neostane posledné nezafar-
bené magciatko. Jedno biele maciatko si chceme nechaf, ale musime dopredu,
pred zacatim farbenia, povedat, ktoré. Zjavne teda nie je jedno, ktoré maciatko
si vyberieme, pretoze ho chceme maft biele a nie zafarbené na fialovo.

a) Majme v kruhu 2n madiatok, prvych n st macicky a druhych n sa
kocturikovia. Vieme zvolit také m, ze najprv zafarbime vSetkych koctrikov?

b) Majme n maciatok, ktoré uz lezia v kruhu. Magciatko, ktoré sme si vybrali, je
na p-tom mieste. Vieme zvolit m tak, ze maciatko, ktoré sme si vybrali, ostane
posledné?

SIESTA SERIA

Nech k je prirodzené ¢islo a P(x) polyném s celoéiselnymi koeficientmi.
Dokazte, ze existuje prirodzené ¢islo n také, ze sucet P(1) + P(2)+---+ P(n)
je delitelny ¢islom k.

(Rusko, 2005)

Baca méa v stdde 101 oviec. Ak z nich vyberie lubovolnych 100, vZdy ich vie
rozdelit na 2 skupiny po 50 oviec tak, aby st¢ty hmotnosti oviec v jednotlivych
skupinach boli rovnaké. Dokézte, ze kazdé dve bacove ovce vazia rovnako.

Nech ABC' je trojuholnik (JAB| < |BC|) a S stred kruznice donho vpisanej.
Oznacme M stred usecky AC a N stred toho obluka AC kruznice opisanej
trojuholniku ABC, ktory obsahuje bod B. Dokazte, ze uhly SMA a SNB
maju rovnaku velkost.

(Rusko, 2005)

N4jdite vsetky dvojice prirodzenych ¢isel z, y, pre ktoré plati

3=y 2%+ 1.

Nech a, b, ¢ st kladné realne ¢isla spliiajtce vztah a? 4 b% + ¢ = 1. Dokézte, ze

a b c >3\/§+3
l—-a 1—-b 1—c¢c— 2

(Polsko, 2004)
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Riesenia sataznych aloh KS SK MO

PRVA SERIA

1.1 Uspech slavi najmé pristup, v ktorom sa na letecké linky pozrieme z nadhladu
a uvedomime si, ¢o to vlastne sucet vSetkych S(A) je. Ale za¢nime pekne po poriadku.
S(A) je pocet liniek z mesta A do inych miest s najviac jednym medzipristatim, ¢ize je
to pocet priamych liniek (ten ozna¢me P(A)) plus pocet liniek, ktoré zacinaju v A, ida
cez suseda A a nekoncia v A.

Sucet vSetkych S(A) sa sklada zo stétu vSetkych priamych liniek a zo stétu vsetkych
liniek s jednym medzipristatim. Stacéet vSetkych priamych liniek je P(A;) + P(A3) +
+ ...+ P(A2000) (kde A; je i-te mesto), lebo z kazdého mesta A mozeme letief prave
P(A) spbésobmi. Teraz spocitame pocet ciest s jednym medzipristatim. Ak je mesto
medzipristatia A, tak mdme P(A) spdsobov, ako sme do neho mohli priletiet (lebo
s tolkymi mé priame spojenie) a P(A) — 1 spdsobmi mdzeme z neho odist (do mesta,
odkial sme prileteli, sa uz nemézeme vratit). Dostavame, Ze pre sucet poc¢tov ciest plati

2000 2000 2000

S(A) =3 P(A)+ D P(A) (P(4:) = 1) = > P(A:)*.

Teraz uz ostava len zistit, preco S(A) nemdze byt prave 10000. Na to potrebujeme
informéciu zo zadania, ktort sme eSte nepouzili. Vieme totiz, ze P(A;) je mocninou 2.
Cize P(A;)? je mocninou 4. A kedze mocniny 4 ddvaji po deleni tromi vzdy zvysok 1,
sucet S(A) bude davat po deleni tromi zvysok 2000 - 1, teda 2. Lenze 10000 dava po
deleni tromi zvysok 1, a tak stucet S(A) nemdze byt 10 000.

1.2 (Podla Ondreja Buddca.) Mame najst najmensie nepéarne ¢islo vicsie ako 1, ktoré
spliia podmienky zadania. Rozumné teda bude sktisat postupne nepérne éisla 3,5,7, . ..
a zistovat, ¢i vyhovuju. Ked natrafime na prvé, ktoré vyhovuje (a dokdzeme to o fiom
a o predoslych dokazeme, ze nevyhovuju), bude tloha vyriesena.

Skisme teda ako prvit hodnotu n = 3. Chceme zistit, ¢i existuje nekonecne vela ¢isel,
ktorych stvorec je sictom troch po sebe iducich stvorcov. Zaujima nés preto, ¢i rovnica

E=(a—-1)%+a®>+ (a+1)?

ma v obore prirodzenych ¢isel nekonecne vela rieSeni. (Presnejsie takych rieSeni, pre
ktoré plati @ > 1, lebo chceme, aby a — 1, a aj a + 1 boli prirodzené. Avsak ak bude
nekonecne vela prirodzenych rieseni, bude aj nekonec¢ne vela takych, pri ktorych a > 1.)
Tvar (a —1)? +a® + (a+1)? sme uprednostnili pred tvarom a? + (a +1)? + (a +2)? len
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z kozmetickych dévodov (po tprave vypadnu niektoré ¢leny), celé rieSenie sa d& urobit
aj bez tohto ,triku“. Po uprave uvedenej rovnice dostaneme

k? = 3a2 + 2.

Skusené oko uz zbadd, Ze tato rovnost nemodze byt splnena pre ziadne celé ¢isla k, a.
Totiz prava strana ocividne dava pre ITubovolnii hodnotu a po deleni tromi zvySok 2,
zatial ¢o Tava strana je Stvorec, a tak déva po deleni tromi zvySok 0 alebo 1 (dokézat
to nie je problém, stac¢i rozobraf tri moznosti podla toho, aky zvySok déva po deleni
tromi ¢islo k). Tym sme dokazali, Ze hodnota n = 3 pripustna nie je (neexistuje Ziadne
¢islo, ktorého Stvorec je su¢tom troch po sebe iducich ¢isel, nie to eSte nekoneéne vela
Cisel).
Na rade je hodnota n = 5. Tentoraz nas zaujima rovnica

E=(a—22%+(a-1)?+a*+ (a+1)*+ (a +2)?
(opét sme urobili kozmetickt upravu). Po tprave dostaneme prijatelnejsi tvar
k* = 5(a® + 2).

Ak by ostatna rovnost platila pre ¢isla k a a, tak nutne 5 | k2, teda aj 5 | k& (ked ma k?
v prvociselnom rozklade pitku, musi ju mat aj k), z ¢oho zasa 25 | k2. Preto 25 musi
delit aj pravt stranu, ¢ize 5 | a® + 2. AvSak a? + 2 nemoze byt nikdy delitelné piatimi,
ako vidime z tabulky.

zvysok a po deleni piatimi ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4
zvysok a? 4 2 po deleni piatimi ‘ 2 ‘ 3 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 3

Takze n = 5 tiez nevyhovuje.
Hodnotu n = 7 vybavime velmi podobne, ako sme to urobili pri n = 5. Po uprave
prislusnej rovnice (uz ju nebudeme pisat) totiz dostaneme

k? = T(a® + 4).

Ak k a a spliiaja tato rovnost, skopirovanim tivah z predoslého odstavca dostaneme
7 | a® + 4. Z tabulky opét vidime, Ze to nie je moZné.

zvysok a po deleni siedmimi‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6
zvyéoka2+4podelenisiedmimi‘4‘5‘1‘6‘6‘1‘5

Vylucit pripad n = 9 je eSte jednoduchsie. Po Gprave mame rovnicu
k* = 9a® + 60.

Prava strana vSak zjavne nemdZe byt Stvorcom, lebo je delitelnd tromi, ale nie je
delitelna deviatimi (zatial ¢o kazdy Stvorec, ktory je delitelny tromi, je delitelny aj
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deviatimi — podobnti tvahu sme robili uz pri hodnote n = 5, ked z predpokladu 5 | k?
sme odvodili 25 | k).

Pomaly stracame chut priklad dalej takto riesit. Naoko to vyzerd, ze zakazdym
ukézeme, ze rovnica nemé ziadne riesSenie a ze teda ziadne ¢islo n nevyhovuje pod-
mienkam zadania. NasStastie sa toto zdanie ukéze ako mylné uz pri nasledujicom
kandidatovi n = 11. RieSenta rovnicu

B =(@—-52+@a-4>+@—-3>+ -+ (a+3)’+(a+4)’+(a+5)?> (1)

upravime na tvar
k* = 11(a® + 10).

Prava strana je vzdy delitelnd jedenastimi, preto aj 11 | k£ a mdZeme polozit k = 11m,
kde m je prirodzené ¢islo. Po vykrateni tak dostaneme

11m? = a® + 10. (2)

Prilis sme si nepomohli, len sme o nieco znizili koeficienty rovnice. Avsak pri tejto rovnici
na prvy pohlad vidime, Ze jej rieSenim je dvojica (m,a) = (1,1). I ked tato dvojica ndm
eSte neda 11 za sebou iducich $tvorcov prirodzenych ¢isel, ktorych stucet je Stvorcom (na
to potrebujeme a > 5), vieme vdaka nej, Ze sa ndm urcite nepodari dokazat (tak ako
sa nam to podarilo pri n = 3,7,9, 11 pomocou zvyskovych tried), Ze rovnica (2) nema
v celych ¢islach ziadne riesenie (jedno sme predsa prave nasli). NavySe pri tomto type
rovnic ¢asto néjdenie jedného rieSenia naznacuje, Ze rieSeni by mohlo byt nekonecne
vela. Na vyrieSenie tilohy nepotrebujeme vyriesit rovnicu (2) vSeobecne, t.j. nemusime
najst vSetky rieSenia a dokézaf, Ze ziadne iné neexistuju. Staci najst nekoneéne vela
rieSeni. Skiisme teda nejaké dalSie rieSenia objavit. Skvelé by bolo vytvorit rekurentny
vztah, ktorym vieme generovat z uz najdenych rieSeni nové rieSenia. Velmi dobrou
metddou je zopar rieSeni ndjst pomocou kalkulacky ¢i poéitaca, rekurentny vztah sa da
potom Tahsie objavit. Skiisme to vSak bez toho.

Chceme vytvorit postupnost rieseni (my,ar), &k = 1,2,..., pricom kazdé dalsie sa
bude dat vyjadrit pomocou predchadzajiceho. Také vyjadrenie modze mat povedzme
tvar

Mpt1 = A-my + B - ayg, 19 )
ar+1 =C-my + D - ay, R

pri¢om prave koeficienty A, B, C, D chceme najst. Dopredu sice vobec nemame zaruku,
ze také vyjadrenie existuje, t.]. ze existuja celé ¢isla A, B, C, D také, ze postupnost
definovand pomocou (3) s pocdiatoénymi hodnotami (mq,a1) = (1,1) je postupnostou
rieSeni rovnice (2), ale za pokus to stoji, ved ak také ¢isla najdeme, bude tloha vyrieSena.

Kazdé rieenie (m, a) danej rovnice splita rovnost 11m? —a? = 10. Vhodné teda bude
navolit A, B, C, D tak, aby platilo

11m%+1 - ai+1 = 11mj, — af, (4)



192 55. ROCNIK MATEMATICKEJ OLYMPIADY

z ¢oho po dosadeni z (3) postupnymi upravami dostaneme

11(Amy + Bag)? — (Cmy, + Dag)? = 11m3 — a3,
(11A% — C*)m2 + (11B? — D?)ai + (22AB — 2CD)myay = 11m; — a3.

Tato rovnost ma platit pre kazdy index k. Klasickym porovnanim koeficientov dosta-
vame sustavu
1142 —C? =11,
11B? - D% = —1,
22AB —2CD = 0.

Uhadnime nejaké rieSenie. Z prvej rovnice ststavy vidime, ze 11 | C. Vyskasajme do
nej dosadit C' = 11,22,33,... Prvé dve hodnoty nadm nedajia celociselné A. No pre
C = 33 dostaneme A = 10 (pripadne A = —10, ale nezabtidajme, Z%e iba hadame
hocaké riesenie, zdpornej moznosti sa teda nevenujme). Zatial sme pracovali len s prvou
rovnicou. Dosadme uhddnuté ¢isla do tretej rovnice ststavy. Ziskame

22.-10B-2-33D =0 a po vykrateni 10B - 3D =0.

Uz dosadenim najmensieho prirodzeného riesenia tejto rovnice B = 3, D = 10 do druhej
rovnice stistavy zistime, Ze vyhovuje (11 - 3%2 — 102 je naozaj —1). Nagli sme teda jedno
rieSenie (A, B, C, D) = (10, 3, 33,10) a po dosadeni do (3) mame postupnost

mi4+1 = 10my + 3ag,
:1,2,..., m1:a1:1.
ax+1 = 33myg + 10ay,

Pre zaujimavost zratajme prvych par élenov. Dostaneme dvojice
(1,1), (13,43), (259,859),

Neveriaci lahko overia, Ze st to naozaj rieSenia rovnice (2). Zrejme takto vygenerujeme
nekonecne vela roznych rieSeni (postupnost je zjavne rastuca). To, Ze st to naozaj
rieSenia, vyplyva z postupu, akym sme nasli konstanty A, B, C', D. Plati totiz vztah (4)
a ostatné je vecou indukcie. Dokézali sme teda, Zze rovnica (2) méa nekonecne vela
rieSeni, preto ich ma nekoneéne vela aj rovnica (1). (Ku kazdej dvojici (myg, ax), ktora je
rieSenim (2), mame dvojicu (11my, a), ktora je rieSenim (1). Pritom pre £ > 1 mame
ap > 5, takze z kazdej dvojice (11my,ax) pre k > 1 dostaneme novych 11 po sebe
iduacich stvorcov prirodzengch ¢isel.)
Tym je tloha vyrieSenéd. Hladanym ¢islom je n = 11.

Pozndmka. Pripady n < 11 bolo mozné vylucit viacerymi sposobmi. Napriklad pre
n = 5 stacilo rozobrat vSetky moznosti zvyskov po deleni $tyrmi a pre n = 7 po deleni
Sestnastimi.
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RieSenia rovnice (2) moZno popisat aj inym rekurentnym vzfahom. Ked méme
vygenerovanych zopar rieSeni, da sa uhddnut, Ze rieSenia tvoria postupnost (myg,ax)
definovant

Mit+2 = 20mpy1 — myg, agq2 = 20ag+1 — My, m1 =a; =1, mg =13, mg = 43.

Matematickou indukciou, ktora ale vyzaduje trochu viac technickych detailov, sa potom
da dokézat, ze tato postupnost naozaj obsahuje riesenia rovnice.

Rovnica (2) ma aj iné rieSenia ako tie, ktoré sme popisali nasou postupnostou.
Vyhovuje napriklad aj dvojica (7,23). Zaujimavé je zistit, ako vyzera mnozina vsetkych
rieSeni. DalSou otvorenou otézkou je, ktoré neparne n okrem jedenéstky spliajia pod-
mienky zadania.

1.3 (Podla Ondreja Buddca.) Na skimanie priebehu funkcii mame v matematickej
analyze mnoho uzitoénych metdd, avsak v nasom priklade sa pouzit nedaja. O funkcii f
nevieme takmer ni¢. Nemusi byt spojita, diferencovatelna. .. Dokonca méze byt spojita
a pritom moéZze nemat v ziadnom bode svojho defini¢ného oboru derivaciu (aj také
funkcie existuji). Preto pristupy vyuzivajice sktimanie derivéacie funkcie f(r) — 2% —
neviedli k cielu.

Rasttcost funkcie mdZzeme prepisat priamo z definicie; funkcia f je rastiica prave
vtedy, ked pre kazdé x, y z jej definicného oboru plati, Ze ak x < y, tak f(z) < f(y).

Po chvilke hry s funkciou f(x) — 22 — x zistime, Ze je rasttica. (Hra by mala zahfat
volbu konkrétnych funkcii namiesto f a dosddzanie konkrétnych hodnot za x.) Toto
tvrdenie dokazeme. Presnejsie, nech a, b si dve kladné realne ¢isla s vlastnostou a > b.
Dokazeme, 7e f(a) —a®—a > f(b) —b* —b, inak napisané f(a) — f(b) > a®> +a —b? —b.

Z predpokladov v zadani vieme, Ze pre nase a, b plati

fla) —a*> f(b) —b* a tiez f(a) —3a > f(b) — 3b.
Takze pre rozdiel f(a) — f(b) mame dva dolné odhady
fla) — f(b) > a® — b, f(a) — f(b) > 3a — 3b.

Chceme ukézat, Ze aspon jedno z ¢isel a® — b® a 3a — 3b, ktorymi sme odhadli rozdiel

porovnani:
3a—3b=2(a—b)(a+b+1) <= 32a+b+1 <<= a+b=2.

Takze stac¢i dokazat, ze pre a + b > 2 plati (po postupnych ekvivalentnych tpravach)
nerovnost

a® == (a—b)(a+b+1),
a>+ab+b>>a+b+1,
2a% +2ab+ 20> —2a —2b—2 >0,
(a—12+(B—-1)2+(a+b)?—-420.
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Posledna nerovnost je pravdivéa, lebo a +b > 2 a Stvorce st nezaporné. VSimnite si, ako
sme k nej dospeli; cielom tprav bolo ziskat na lavej strane Stvorce a na pravej nulu.

1.4 Vari najfazSou ¢astou rieSenia bolo vSimnut si, ze body M a F' sa rovnolahlé
so stredom v bode A a z toho vyvodit, ze bod M je dotykom pripisanej kruznice
k strane BC trojuholnika ABC' (obr. 70).

A

Obr. 70

Na tvod pripomenime zname tvrdenia o vpisanej a pripisanej kruznici. Kedze E je
bod dotyku vpisanej kruznice a strany BC|, plati

b— —b
ICE| = %7 \BE| = %

Dalej ak M je bodom dotyku strany BC' a k nej pripisanej kruznice, tak

a+b—c at+c—>b

By =00 e = 2

Narysujme rovnobezku s BC cez bod F. Jej prieseéniky s AB a AC oznac¢me B’
a C'. Priamka B’C’ je zjavne doty¢nicou k vpisanej kruznici, preto st trojuholniky
PC'F a QB'F rovnoramenné. Potom aj s nimi podobné trojuholniky PCK a QBL st
rovnoramenné, ¢ize |KC| = |CP| a |LB| = |BQ)|. Teraz pouzijeme trividlnu vlastnost
vpisanej kruznice, ze |CP| = |CE| a |BQ| = |BE| a dostaneme

IKM| = |KC|+ |CM| = |CE| + |CM]|,
\LM| = |LB| + |BM| = |BE| + |BM]|.

Pri pohlade na vztahy z vodu riesenia zistime, ze |K M| = |LM]|.

1.5 Dokéazeme, ze ak n > 1 je prirodzené ¢islo, tak z Iubovolnych 2n — 1 celych ¢isel
vieme vybrat prave n tak, ze sucet tychto n ¢isel je delitelnych ¢islom n.
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Mame teda tvrdenie, ktorého platnost sa snazime dokazat pre vSetky prirodzené ¢isla.
Matematické indukcia v takych pripadoch nebyva zly nédpad. AvSak spravit indukény
krok z delitelnosti ¢islom n na delitelnost ¢islom n + 1 je pomerne narocné.

No modze nas napadnit nie¢o iné. Nebudeme robit obyc¢ajni indukciu, ale nejak,
kde vieme dobre nardbat s delitelnostou. Napriklad robit indukény krok z n na 2n,
tam by sa delitelnost scasti zachovavala. Majme teda n, o ktorom predpokladame, Ze
z Tubovolnych 2n—1 ¢isel vieme vybrat n tak, Ze ich sucet je delitelny ¢islom n. Zoberme
TubovoInych 2(2n) —1 = 4n —1 ¢isel, vyuzime indukény predpoklad a vyberme z nich n,
ktorych sucet je delitelny n. Zostalo ndm 3n — 1 ¢isel a ked predpoklad vyuZijeme
este dva krat, ziskame tri (disjunktné) n-tice ¢isel, z ktorych kazdd ma sucet prvkov
delitelny n. Ozna¢me sty prvkov tychto n-tic Sy, So a S3. Vieme, Ze st delitelné
¢islom n, a preto ich mozeme zapisat v tvare S, = nTy, So = nls, S3 = nT3. Zrejme
z Cisel Ty, Ts, T3 vieme vybrat dve, ktorych stcet je parny. Povedzme, Ze st to 17 a Ts.
Potom S7 + Sy = nTy + nTy = n(T1 + T3) a toto ¢islo je delitelné ¢islom 2n, teda
z lubovolnych 4n — 1 ¢isel sa da vybrat 2n ¢isel delitelnych ¢islom 2n.

Zatial vieme, ze ak naSe tvrdenie plati pre ¢islo n, tak plati aj pre 2n. Dokazali
sme ho teda pre vietky &isla tvaru 2¥. ZovSeobecnenie nas napadne celkom prirodzene,
staci, aby sme si v§imli, ako vyzeral dékaz pri prechode z n na 2n. Predpokladajme, ze
nase tvrdenie plati pre n aj pre m, ukdzeme, Ze plati aj pre mn. Majme Iubovolnych
2mn — 1 ¢isel. Vieme, Ze pokial je ¢isel aspori 2m — 1, mozeme z nich podla predpokladu
v kazdom kroku vybrat m-ticu ¢isel so stu¢tom delitelnym ¢islom m. Takychto krokov
mozeme urobit 2n — 1; dostavame tak 2n — 1 m-tic, ktorych sucty oznacime Sy, Ss,. ..,
Son—1. Stale postupujeme podobne ako predtym, sucty zapisme v tvare S; = mT; pre
i =1,2,...,2n — 1. Spomedzi ¢isel T; v8ak vieme (podla indukéného predpokladu)
vybrat prave n tak, ze ich sucet bude delitelny ¢islom n. Spojenim tychto n m-tic
ziskame mn Cisel, ktorych stcet je delitelny cislom mn.

Aby sme teda dokdzali tvrdenie pre vSetky prirodzené ¢isla, staci ho dokdzat pre
prvocisla (t.j. urobit prvy krok indukcie).

Nech p je Iubovolné prvocislo. Nech 0 < a1 S ag £ -+ S agp—1 < p— 1 st zvysky
danych 2p — 1 prirodzenych ¢isel po deleni ¢islom p. Polozme by, = api1 — ax pre k =
=1,2,...,p— 1. Zrejme 0 < b, < p — 1. Ak by nejakych p z éisel a; bolo rovnakych,
tvrdenie by trividlne platilo. MéZeme preto predpokladat, Ze by # 0. Vytvorme 2P~!
p-prvkovych mnozin. VSetky buda obsahovat a, a z kazdej dvojice {aj,ap+r} buda
obsahovat prave jedno ¢islo. Ak zo vSetkych dvojic vyberieme prvé ¢islo, stcet bude
S = a1+ - -+a,. Ak z i-tej dvojice vyberieme druhé ¢islo, staci k S pripocitat b; = apy;—
— a;, aby sme ziskali sucet ¢isel tejto mnoziny. VSetky mozné sicéty cisel popisanych
mnozin ziskame tak, ze k S pripoc¢itame niektoré z ¢isel b;. Zostava este dokazat, ze
takto vieme ziskat aj sucet, ktory dava zvysok 0 po deleni ¢islom p.

Nech pre 0 < j < p—1 je M; mnozina tych zvyskovych tried po deleni ¢islom p, ktoré
vieme ziskat ako sucet niektorych prvkov mmnoziny {bi, bs,..., b;} (modzeme scitat aj
0 prvkov, v M; teda je aj zvySok 0). Ukazeme, ze M,,_; obsahuje vSetkych p moznych
zvyskov. Zrejme My C My C --- C M,_;. Ak st vSetky tieto inkltzie vlastné (t.].
neplati rovnost M; = M, pre ziadne j), tak zrejme M,_; obsahuje vSetky mozné
zvysky. Na druhej strane, ak pre nejaké j plati M; = M;_, znamend to, Ze pridanim
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zvysku b; 1 sme nevyrobili Ziadny novy sucet. Takze pre kazdy prvok s € M; aj s+b;41
lezi v M; (stcéty uvazujeme modulo p). Ked tato ivahu pouzijeme viackrat po sebe,
zistime, ze v M, musia byt vSetky prvky

S, 8+bj+1, 8—|—2bj+1, 8—|—3bj+1, ey, S+ (p— 1)bj+1.

Avsak tieto zvysky s navzajom rozne. (Ak totiz s + ubj1 = s+ vbj11 (mod p) pre
nejaké 0 = u < v < p—1, tak po tGprave (v —u)b;11 =0 (mod p). Kedze p je prvocislo
a bj;1 # 0, ostatna kongruencia nemoze platit.) Mnozina M; (a tym skor aj M,_1)
teda obsahuje vsetkych p réznych zvyskov. Najdeme v nej preto aj zvysok, ktory treba
pripoc¢itat k S, aby sme dostali ¢islo delitelné prvocislom p. Tym je tiloha vyrieSena.

DRUHA SERIA

2.1 Nazvime pavukov Ignac, Klement a Rychlik. Nech Rychlik je najrychlejsi z nich.
Vieme, ze jeho maximalna rychlost je aspori takd velkd ako maximéalna rychlost muchy.
Okrem toho sa aj Ignac a Klement vedia hybat, kedZe v zadani je napisané, Zze vSetci
traja pavuci lozia. No a kedZze ich maximalne rychlosti st na zaklade predchadzajice;j
vety nenulové, vedia sa v konefnom case dostat, kam chct. Pavuci sa snazia chytit
muchu do trojuholnikovej siete, ktori v kazdom okamihu svojou polohou urcuja.
Niekedy mozu pavici tvorit degenerovany trojuholnik. To nastava napriklad ked sply-
vaju, alebo ked stoja na jednej priamke. Takéto situdcie ndm nebuda prekazat.

Ako by mohli pavici chytit muchu do siete? Napriklad tak, Ze ju touto siefou pritlacia
na niektoru stenu, alebo Ze ju pripucia v rohu. My ukézeme, Ze ju vedia pritlacit o stenu.
Oznac¢me kocku klasicky ABCDEFGH a umiestnime ju do kartezianskej stustavy tak,
ze bod A je bod (0,0,0) a body B, D a E lezia v poradi na z-ovej, y-ovej a z-ovej osi.
Ignac a Klement dolezi do vrcholov A a B. Rychlik dolezie na hranu C'D tak, aby jeho
x-ova suradnica bola taka ista ako z-ova stradnica muchy (obr.71). V istom okamihu
toto moze dosiahnut tak, ze sa vyda z bodu C do bodu D. Niekedy na tejto ceste
bude mat ta istt x-ovi stradnicu ako mucha. Bude to vtedy, ked sa kolmy priemet
pohybu muchy na hranu CD stretne s pohybom pavika. V okamihu, ked budi mat
rovnaké x-ové suradnice, Rychlik zacne kopirovat pohyb muchy tak, aby zhodnost z-ovej
suradnice bola stale zachovana.
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Obr. 71 Obr. 72
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Ked uz Rychlik kopiruje pohyb muchy, mozu sa Ignac s Klementom vydat na cestu.
Za¢nu sa naraz hybat z bodov A, B rovnakou rychlostou (teda maximalnou rychlostou
pomalsieho z nich). Ignidc pojde z vrcholu A do vrcholu H cez E. Klement pdjde
z vrcholu B do G cez vrchol F. Zamerajme sa teraz na muchu. Ak este nie je chytena,
musi sa nachadzat ,nad“ rovinou trojuholnika tvoreného pavikmi. Teda lieta niekde
v polpriestore ur¢enom pavikmi a vrcholom GG. NavysSe vieme, ze Rychlik a mucha maja
stale rovnaka z-ovi suradnicu (obr.72). Do opa¢ného polpriestoru sa mucha dostat
nemoze, pretoze nemdze preletiet rovinou, v ktorej je sief. Pri pokuse o prelet na siet
narazi, lebo v okamihu prelietania ma Rychlik t4 ist xz-ova stradnicu ako mucha.
A kedze vsetky body vysky trojuholnika, ktory pavici tvoria (spustenej z vrcholu,
v ktorom je Rychlik), maja t istd z-ova stradnicu a lezia v sieti, chyti sa mucha do
siete.

Takto sa Zivotny priestor muchy stale zmensuje. Vo chvili, ked Ignidc a Klement
dorazia do vrcholov G, H, je mucha chytend. Vtedy je trojuholnikova siet ¢astou steny
DCGH a mucha lezi niekde na vyske trojuholnika tvoreného vrcholmi GG, H a miestom,
kde stoji Rychlik (uvazujeme samozrejme vysku na stranu GH).

KedZe sme na zaciatku neuvazovali ziadnu Specidlnu polohu muchy, je nas postup
univerzalny. Teda pavikom sa naozaj vZdy podari chytit muchu.

Pozndmka. Existuje aj sposob, ako chytit muchu do rohu.

2.2 Ak maji kruznice rovnaky polomer, body S, O (resp. S’, O’) splynt a tvrdenie

k,/

O/

[ ]

R/

Obr. 73
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plati, lebo uhly nad priemermi pri bode B su pravé. Inak mézeme bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladat, ze kruznica k méa mensi polomer ako kruznica &’ (obr. 73).

Méame dokazat, ze body R, B, R’ lezia na priamke, t.j. Ze uhol RBR’ je priamy.
Nech velkosti uhlov ARB, AR'B, RAB, R'AB su postupne «, (3, v, 6. Preco sme
oznacili prave tieto uhly? Uhly v a ¢ vyjadruju polohu bodov S, S’ vnutri jednotlivych
kruznic a uhly « a (8 zase hovoria, pod akym uhlom vidime zo zodpovedajacich kruznic
usecku AB. Preto tieto uhly popisuju celu situaciu. Dokazované tvrdenie je ekvivalentné
s tym, ze a+ 3+ v+ 6 = 180°. Uhly vyjadrované pomocou «, (3, v, d teda predstavuju
akusi spolo¢ni re¢ pre predpoklady a dokazované tvrdenie a stoji za pokus oznacit ich
prave takto.

Z tetivovych Stvoruholnikov ABRT a ABR'T’ vieme vyjadrit |SATB| = a,
|SAT'B| = 3. Tymto sme sa zbavili bodov R, R, na dokaz tvrdenia o 4+ 3 + v +
+ 6 = 180° ich nepotrebujeme. Starajme sa radsSej o to, ako situéciu dalej zjednodusit.
Méame tam stéle vela priamok a dve kruznice. Ale tie kruznice st rovnolahlé podla
bodu H, ktory je prieseénikom osi OO’ a spolo¢nej dotycénice TT’. Obe spomenuté
priamky si v nasej situacii podstatné, preto tento smer tvah vyzerd slubne. Zobrazme
v tejto rovnolahlosti kruznicu &’ na k. Bod B sa zobrazi do nejakého bodu C, bod A do
bodu D, bod S’ do bodu S, bod T do T'. Uhol AT'B sa zobrazi do DT'C' a oba teda
maju rovnaku velkost (.

Pozrieme sa na vec v novom svetle a zistime niekolko zaujimavosti. Priamky AB,
CD, ST st rovnobezné. Preto uhol ASD ma velkost v+4. Velkost uhla ADB je rovnaka
ako velkost uhla AT B, teda «. Velkost uhla DAC je rovnaka ako velkost uhla DTC,
teda 3. Co s bodom O? Skér, nez ho zahodime, pozrime sa, ¢ nie je na nie¢o uzitoény.
Priamka OT je kolmé na dotycnicu HT. NavySe vieme zistit velkost uhla AOD, je
to 180° — o — 3. Ale toto znamené vela, dokazované tvrdenie plati prave vtedy, ked
Stvoruholnik ADSO je tetivovy (potom ASD a AOD maja rovnakua velkost). To je
ekvivalentné s tym, ze |HD|- |HA| = |HS|-|HO| (mocnost bodu ku kruznici). Zrejme
|HS| - |[HO| = |HT|? z Euklidovej vety v pravouhlom trojuholniku HTO a |HD] -
-|HA| = |HT|? z mocnosti bodu H ku kruznici k. A sme hotovi.

Pozndmka. V poslednej casti dokazu sme akosi odskocili od pocitania uhlov. Spra-
vili sme to kvoli strucnosti a tiez pre ilustraciu vyuzitia mocnosti bodu ku kruznici.
Neznamenéa to vSak, Ze rieSenie sa poc¢itanim uhlov ned4d dokoncit.

Tetivovost Stvoruholnika ADSO sa da dokéazat aj inymi spdsobmi. St vSak naroc-
nejsie z pohladu pouzitych poznatkov. Napriklad v kruznicovej inverzii so stredom O
podla kruznice k sa body H a S zobrazia na seba. Body A, D st samodruzné. Obrazom
priamky prechddzajiucej bodmi H, D, A je kruznica prechddzajica obrazmi tychto
bodov a navyse stredom O. Tymi obrazmi s body S, D, A.

Iné riesenie. (Podla Jaroslava Knebla.) Budeme pouzivat rovnaké oznacenie ako
v predoslom rieseni. Nech AR a BS’ st rovnobezné. Z tejto rovnobeznosti vyplyva, ze
tieto priamky st rovnolahlé podla bodu H v rovnolahlosti, ktora zobrazi kruznicu k
na kruznicu £’. (Pretoze bod S’ je obrazom S.) V tejto rovnolahlosti sa R zobrazi na
B, preto body R, B, H lezia na priamke. Priamky BR, AS’ st tiez rovnobezné (lebo
situdcia je symetrickd podla osi OO’), preto aj body R’, B, H lezia na priamke. Zostava
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dokéazat rovnobeznost priamok AR a BS’. Kedze bod B je obrazom bodu A v osovej
sumernosti podla osi OO’ je to ekvivalentné s rovnoramennostou trojuholnika SS’A.
Priamka AB je chordélou kruznic k a k’, preto pretina tisek 7T na spolo¢nej doty¢nici
v jeho strede. Ked si to kolmo premietneme na priamku OO’ tak prieseénik priamky
AB s OO0’ je stredom tsecky SS’. Tym je tvrdenie dokdzané.

2.3 Vyraz rozdelime na dve ¢asti, v1 a vy, a obe sa pokusime odhadnut:

sin x cosy + siny cos (2z) + sin z cos (4z) .

J

v~ v~

v1<|cos y|+|sin y| v2 <1

Vyraz |cosy| + [siny| vyzerd tak, ze by sa dal zhora pekne odhadniaf. Po kratkych
uvahach o pravouhlych trojuholnikoch si mézeme rychlo uvedomit, Ze

lcosy| + |siny| £ V2.
Preto plati nerovnost
sin x cosy + sin y cos (2z) + sin z cos (4x) < 14 V2.

Podme teraz zistif, ¢i ndhodou niekedy nenastéva rovnost. Po dlhSom alebo kratSom
hladani zistime, Ze rovnost nastédva napriklad pre © = 7/2, y = 7/2 a z = —7/4.
Maximalna hodnota vyrazu zo zadania je teda ¢islo 1 4 /2.

Ako to vyzerd s minimom? Nie je ndhodou pravda, Ze minimum bude —(1 + /2)?
Poktisme sa to nejako dokéazat. Chceli by sme ukézat, ze ak nas vyraz nadobuda pre
nejaké x, y, z hodnotu ¢, tak pre nejaké iné x’, 3/, 2’ nadobtida hodnotu —q. Po kratkom
zamysleni sa nad vlastnostami goniometrickych funkcii si uvedomime, %e ak polozime
2 = —x,y = —y a2z’ = —z, tak vyraz naozaj nadobudne hodnotu —¢. To znamen4,
7e —1 — /2 je naozaj minimom nagho vyrazu.

A ako to bude s nadobtidanim vsetkych hodnét medzi maximom a minimom? Na
pomoc zavolame spojitost. Oznac¢me V (z,y, z) funkciu prislichajicu vyrazu zo zadania.
Chceli by sme postupne po spojitych funkciach precestovat z maxima do minima.
Urobime to tak, Zze najprv zmenime z, potom y a nakoniec z. Tto cestu ndm budu
realizovat tri funkcie, medzi ktorymi budeme , prestupovat*:

0-v (153

07 (-50-7)

h(t) :V<—g,—g,t).

KedZe vSetky tri funkcie st spojité a v ,prestupovych bodoch* maji rovnaki hodnotu,
pri ceste z maxima do minima prejdeme cez vsSetky hodnoty. Teda vyraz nadobuda
vSetky hodnoty medzi maximom a minimom.
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2.4 (Podla Ondreja Buddca.) Nasim cielom je najst vietky také funkcie f, ktoré spliiaji
podmienku v zadani. Skisme o hladanych funkcidch zistit nieco viac, najjednoduchsie
asi bude zistif funkéné hodnoty pre konkrétne éisla. Dosadme najprv za m? aj za n ¢islo
jedna. Dostavame, ze f(1) | 2, takze f(1) € {1,2}. Ak podobnym spdsobom dosadime
za m? aj za n ¢islo Styri, zistime, ze f(4) € {1,2,4,8,16,32}. Navyse ak dosadime
m? = 4 an = 1, uvidime, ze f(1)+ f(4) € {5,25}. Jediné hodnoty tomu vyhovujtice
st f(1)=1a f(4) = 4.

Tieto zistenia ndm nendpadne podstvaju hypotézu, ze rieSenim je prave funkcia
f(n) = n. Tato funkcia vyhovuje zadaniu, ale este stéle nevieme, ¢i je jedina. Skisme
dosadzovat dalej, ale teraz uz vseobecnejsie. Vyuzime, Ze uz pozname hodnotu f(1) a ze
ak p je prvocéislo, tak p? mé len troch delitelov. Polozme m? = 1 an = p—1. Dostavame,
7e (f(p—1)+1) | p? teda f(p—1) € {p—1,p? — 1}. Uz vieme, Ze predpoklad f(p —
— 1) = p — 1 nevedie k sporu. Venujme sa teda druhej moznosti a ukdzme, Ze nemdze
nastat. Dosadme m? =4, n = p — 1. Mame (p? + 3) | (p + 3)%, ¢o mdzeme prepisat na

(p+3)2 _1+6p+6
p2+3 p2+3

e7Zr.

Pre p = 7 je druhy z uvedenych zlomkov kladny a mensi ako jedna, pridom vSak mé
byt aj celym ¢islom, ¢o je spor.
VyuZzime novy poznatok, ze f(p — 1) = p — 1 pre prvodisla p = 7. MoZzeme p — 1
dosadit za n a dostavame
(m*+p—1)°
f(m?)+p—1

Uvedeny vyraz upravime tak, aby sme v ¢itateli ziskali rozdiel m? — f(m?). Tak dosté-

e (m? — f(m?))?

fm?)+p—-1

Vsimnime si, ze pre p > (m2?— f(m?))%— f(m?) je nezdporny zlomok v predchddzajticom
vyraze mensi ako jedna. Kedze je zaroveii celym ¢islom, je rovny nule a f(m?) = m?
pre vietky m € Z™.

Teraz uz koneéne moézeme zistovat nie¢o aj priamo o f(n). Podobne ako v pred-
chadzajicom kroku mé platit

e7Zr.

2m? — f(m?) +p—1+

(m? +n)?

AR +
m2+f(n)€Z .

Ked uvedeny vyraz, podobne ako pred chvilou, upravime na tvar

2
2 (n— f(n))
m* — f(n) + 2n + ———-—+,
opit nahliadneme, %e pre m? > (n — f(n))? — f(n) je nezadporny zlomok v predchadza-
jucom vyraze mensi ako jedna. Kedze je zaroven celym ¢islom, musi platit f(n) = n
pre kazdé n € ZT.
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2.5 Pre jednoduchsie vyjadrovanie nazyvajme body mnoziny A cierne a body
mnoziny B biele. Dalej o dvoch mnozinach bodov (t.j. o nejakych rovinnych tatvaroch)
povieme, ze sa prenikajiu, ak maju aspon jeden spolo¢ny bod. A este sa dohodnime, ze ak
povieme, ze nejaky bod lezi v, resp. na nejakom ttvare, myslime tym, ze je prvkom toho
utvaru, t.j. moZze byt aj na hranici. Mame ukazat, Ze ¢ierne a biele body vieme oddelit
priamkou. Ked si predstavime nejaké dve koneéné mmnoziny bodov, ktoré si oddelené
priamkou, uvedomime si, ze aj ich konverné obaly st oddelené tou istou priamkou.

Pripomenme si, ze konvexny obal kone¢nej mnoziny bodov je mnohouholnik (pri-
padne usecka ¢ bod), ktory dostaneme, ked pospajame vSetky body mnoziny tseckami
a vyfarbime vSetky vzniknuté trojuholniky. Ind moznost je natiahnut okolo vsetkych
bodov gumicku a potom ju stahovat, kym to ide. Pre vSeobecnii mnozinu sa konvexny
obal definuje ako prienik vSetkych konvexnych mnozin, ktoré danit mnozinu obsahuju.
Moznosti, ako ho definovat, je viacero. Pre potreby nésho rieSenia pod konvexnym
obalom konecnej mnoziny bodov M rozumieme konvexny mnohouholnik O,;, ktorého
vrcholy st z mnoziny M a ktory obsahuje (vnutri a na obvode) vSetky body z M. Pritom
ak vSetky body mnoziny M lezia na jednej priamke, pod Oj; rozumieme tsecku, ktorej
krajnymi bodmi st dva najvzdialenejsie body z M a ak M obsahuje iba jeden bod,
tak Op; = M (v oboch tychto pripadoch budeme hovorit o Oy, Ze je degenerovany)).
Uvedomme si, ze keby sme chceli byt désledni, mali by sme dokazat, ze taky atvar Oy,
vzdy existuje.

Poktisme sa tlohu vyriesit tak, Ze najprv dokdzeme, 7e O4 a Op sa neprenikaju
a potom ukazeme, Ze existuje priamka, ktora oddeluje O a Op. Kedze A C O4 a B C
C Op, budt touto priamkou oddelené aj mnoziny A a B a tloha bude vyrieSena.

Predpokladajme sporom, ze O4 a Op sa prenikaji. Teda existuje nejaky bod P,
ktory lezi v oboch konvexnych obaloch. Zrejme musime nejako vyuzit predpoklady zo
zadania o mnozine C'. Bod P je prvkom Op, takze urcite lezi v niektorom trojuholniku,
ktorého vrcholy su biele. (Pretoze Op vieme vzdy rozdelit na trojuholniky, ktoré
nemaju spolo¢né vnutorné body a ktorych vrcholy st vrcholmi Op. Takéto rozdelenie
sa vola trianguldcia mnohouholnika. Ak je Op degenerovany, budi aj trojuholniky
degenerované.)

Obr. 74 Obr. 75

Ak je bod P priamo jednym z prvkov mnoziny A, t.j. ak je ¢ierny, potom méame
trojuholnik s bielymi vrcholmi, v ktorom je ¢ierny bod(obr.74). Tu uz méame spor so
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zadanim, lebo ked ddme do mnoziny C' tieto tri biele vrcholy a ¢ierny bod P, nevieme
ich oddelit priamkou do dvoch polrovin: akondhle budia v nejakej polrovine tie tri biele
vrcholy, bude tam aj cely trojuholnik, ktory tvoria, teda aj bod P. Takze P nemoze
byt ¢ierny. Rovnako sa da ukazat, Ze nemoze byt ani biely.

Vyberme sa z bodu P na prechadzku po polpriamke Tubovolnym smerom. Zrejme
v nejakom okamihu opustime ako prvy jeden z obalov O4 alebo Op. Bez ujmy na
vSeobecnosti predpokladajme, Ze najprv opustime O 4 (nevadi, ak opustime oba obaly
naraz). Ozna¢me @ bod, v ktorom sa to stalo. Bod @ je este stale aj v O4 aj v Op, nie
je teda ani Gierny, ani biely (z rovnakych dévodov ako P). Avsak @ lezi na obvode O 4,
lezi teda na tsecke, ktora ma cierne krajné body, ozna¢me ich A; a As. Zmenme smer
nasej prechadzky a pokracujme z @) dalej po tsecke QA;. KedZe A; je ¢ierny, nemoze
lezat v Op (inak by sme ho mohli zobrat na zaciatku za bod P, o tom sme ale ukazali,
Ze nie je Cierny). Preto v istom okamihu kracania po QA; opustime v nejakom bode R
obal Op. Bod R lezi na obvode Op, teda na nejakej tisecke By Bs s bielymi krajnymi
bodmi. Zaroven ale lezi aj na tsecke A;As. Takze tsecky BBy a A;As sa prenikaju
(obr.75). Ked teraz ddme do mnoziny C ¢ierne body A;, A2 a biele body Bj, Ba,
nevieme ich oddelit priamkou do dvoch polrovin. Totiz akonahle si v nejakej polrovine
body A; a As, je v nej aj cela tsecka A1 A; s bodom R, ¢ize nie celd tsecka By Bs je
v opacnej polrovine, z ¢oho vyplyva, ze aspon jeden z bodov B, Bs nie je v opacnej
polrovine. Dostali sme tak spor so zadanim.

Ukézali sme, ze O 4 a Op sa neprenikaju. Zostava najst priamku p, ktora ich oddeluje.
Dobrou myslienkou je zobrat dva body X € O4 a Y € Op také, ze dlzka tsecky XY
je najmensia mozna. Priamkou p potom bude os tsecky XY.

Pred tym, ako ukadZeme, ze priamka p oddeluje dané obaly, si uvedomme, Ze taka
usecka XY naozaj existuje. Pre vSeobecné mnoziny O4 a Op to nie je vzdy tak,
napriklad ak by mnozina O 4 bola vnutro jedného Stvorca a mnozina O g vnutro druhého
stvorca, ktory sa s O4 nepreniké, tak taku tsecku XY nendjdeme. Ku kazdej totiz
vieme najst krat$iu. V nasej situacii su vsak O4 a Op neprenikajice sa konvexné mno-
houholniky (v pripade degenerovanych obalov tsecky ¢i body). Pre ne vieme najkratsiu
usecku XY skonStruovat tak, Ze ndjdeme minimélnu vzdialenost d spomedzi vSetkych
vzdialenosti medzi dvoma vrcholmi z O4 a Op a spomedzi vsetkych vzdialenosti
medzi vrcholom jedného a stranou druhého obalu (kedZe tychto vzdialenosti je koneény
pocet, minimum spomedzi nich uréit vieme). Ak je tise¢iek s miniméalnou dlzkou viac,
vyberieme Iubovolni z nich. Takto néjdena tisecka XY dlzky d bude najkratsou moznou
useckou medzi bodom z O 4 a bodom z Opg.

Majme teda tsecku XY taku, ze X € O4, Y € Op a pre Iubovolné body X' €
€ 04, Y' € Op plati | X'Y'| 2 |XY|. Kedze obaly sa neprenikaji, s body X a Y
rozne. Os Gsecky XY ozna¢me p. Tvrdime, Ze p oddeluje O od Opg. Predpokladajme
sporom, ze to neplati. Bez ujmy na vSeobecnosti nech v polrovine urcenej priamkou p,
v ktorej je bod X, lezi nejaky bod Z z obalu Op. Kvoli konvexnosti mnoziny Op cela
usecka YZ lezi v Op. Z obr. 76 vidno, ze isecka YZ je secnicou kruznice k so stredom X
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Obr. 76

a polomerom | XY| (YZ mé s k spoloény bod Y, pritom nie je doty¢nicou, preto je nutne
seCnicou), teda na nej lezia body W, pre ktoré plati | XW| < | XY'|. Nasli sme teda body
Y' =W € Op, X' = X € Oy také, ze | X'Y'| < | XY, ¢o je v spore s vyberom bodov
X a Y. Takze p naozaj oddeluje dané konvexné obaly. Tym je tloha vyrieSena.

Poznamky. Napriek tomu, ze sme prave ulohu vyriesili, tvrdenie zo zadania neplati.
Zoberme dvojprvkovi mnozinu bodov A = {A4;, A2} a jednoprvkova B = {B;} takuy,
ze By lezi vnutri tsecky AyA,. Ziadna mnozina C $tyroch navzajom roznych bodov
z mnoziny (A U B) neexistuje. Takze mnoziny A a B spliiaju predpoklady zadania,
zrejme sa vSak nedaju ziadnou priamkou oddelit. Citatelovi prenechdvame na premysle-
nie, kde v rieSeni sme spravili chybni tvahu a ako treba upravit zadanie, aby tvrdenie
platilo.

Uloha sa dala vyriesit aj bez pouZitia konvexnych obalov. Staéilo uvazovat minimalnu
vzdialenost medzi bodmi (resp. medzi bodom a tseckou) z mnozin A a B. Pre dant
najkratSiu vzdialenost a tsecku, ktora ju realizuje, sa rovina rozpadne na niekolko
sektorov. Potom uZ staci rozobrat, aké body mézu byt v jednotlivych sektoroch. Takto
ulohu riesil Ondrej Budac.

TRETIA SERIA

3.1 Pri prvom pohlade na nerovnost vidime, ze lava strana je vzdy kladna (dokonca
Preskiimajme teda najskor, pre aké hodnoty a, b, ¢ plati 6abc < 0. Urcite to plati,
ak je aspon jedna z nich rovna 0; vtedy 6abc = 0. Ked st dve hodnoty kladné a jedna
zapornd, tak 6abc < 0. Nakolko a + b + ¢ = 0, nemo6zu byt vSetky hodnoty kladné,
takisto nemézu byt vSetky zdporné. Ostala ndm tak jedind moznost, ze dve hodnoty
spomedzi a, b, ¢ su zaporné a jedna kladna; pre vsetky ostatné pripustné moznosti sme
ukézali, ze
a?b? + b2 + *a® +323 >0 2 6abe,

teda pre ne dokazovana nerovnost plati.
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Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze a > 0, b < 0 a ¢ < 0 (ak
nerovnost dokézeme pre takéto hodnoty, vdaka jej symetrickosti to rovnako urobime
pre zostavajice moznosti). Nerovnosti sa dobre dokazuji, ak premenné, ktoré v nich
vystupuju, su kladné. Oznacme preto x = —b a y = —c (zo zapornosti b, ¢ mame x > 0
ay > 0). Z predpokladu a+b+c = 0 dostavame a = x +y. Po dosadeni do dokazovanej
nerovnosti a drobnych tupravach dostavame

a’b? + b + 2a® + 3 = 6abe,
(z+y)*2” + 2%y +y*(x + )" +3 2 6(x + y)ay, (1)
ot + oyt 4+ 203y + 2293 + 322%y? + 3 = 622y + 62y (2)

Ak dokézeme, ze nerovnost (2) plati pre Iubovolné kladné ¢isla z, y, bude platit aj
povodna nerovnost. Na prvy pohlad sme tlohu prili§ nezjednodusili. AvSak vdaka
sikovnému preznaceniu sme na lavej aj pravej strane dostali vyrazy s kladnymi pre-
mennymi a s kladnymi znamienkami. Nerovnosti takéhoto typu sa ¢asto daju dokazat
pomocou AG-nerovnosti (t.j. zndmej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom). Tomuto nasvedc¢uje aj to, ze pre z = y = 1 plati rovnost.

Na pravej strane st dva c¢leny. Kazdy z nich chceme odhadnGf zhora siuc¢tom niek-
torych ¢lenov z lavej strany. Inymi slovami, lavi stranu chceme rozdelif na dve casti,
3x2y? a 3, ktoré st symetrické vzhladom na x a y. V rozdeleni lavej strany sa teda
hddam rozdelia ,napoly“. Neparna trojka sa vSak deli na dve rovnaké cCasti zle, preto
dokazovant nerovnost eSte vynadsobme dvoma. Dostaneme

224 + 2yt + 423y + dxy® + 62297 + 6 = 1222y + 12212 (3)
Teraz uz po kratkom skusani pohodlne objavime dve AG-nerovnosti
$4+$4+$3y+$3y+$3y+$yi;$2y2+$2y2+$2y2+1+1+1 z IW _ x2y7
y4+y4+xy3+xy3+xy3+m3z_2|_$2y2+x2y2+w2y2+1+1+1 > 1W _ $y2

(nie je to jedind moznost, dalo sa to rozdelit aj inak). Ich s¢itanim a prendsobenim
dvanastimi dostaneme nerovnost (3) (pripadne prendsobenim iba Siestimi priamo
nerovnost (2)), ktort sme chceli dokazat. Tym je tloha vyrieSena. Rovnost nastane
len vtedy, ak nastane v oboch AG-nerovnostiach, t.j. ked z = y = 1, ¢omu zodpoveda
trojica (a, b,c) = (2,—1,—1) (pripadne trojice (—1,2,—1) a (—1, —1, 2) pri predpoklade
b > 0, resp. ¢ > 0).

Iné rieSenie. Dokdzme inym spésobom nerovnost (1) pre kladné z a y. Ako naz-
nacuje rovnost pre hodnoty z = y = 1, dokazovana nerovnost by mohla byt , kriticka“
pre z = y. Ak oznacime z = (x + y)/2 (mimochodom, vtedy z = a/2) a § = (x — y)/2,
mame r = z + 0, y = z — J. Situdcia z = y zodpoveda hodnote & = 0. Po dosadeni do
nerovnosti dostavame ekvivalentnymi tipravami

(22)%(24+0)* + (2 +6)* (2 = 6)? + (2 — 0)%(22)* +3 =26 - 22(2 + 6)(2 — §),
(22)%(222% +26%) + 2* — 22202 + 6% + 3 = 122(2% — 6?),
(92% — 1223 4 3) + (6* + 62262 4 1226%) > 0. (4)
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Druh4 zatvorka na lavej strane nerovnosti (4) je nezaporna, lebo z > 0 a 62 = 0 (nulové
je prave pre ,kriticki“ hodnotu § = 0). Prva zatvorka sa d& upravit (po nendro¢nom
zisteni, ze 1 je dvojnasobnym koreriom polynému v tejto zatvorke) na

92 —122° +3 = (2 —1)%(92° + 62+ 3) = (z — 1)*((3z + 1)* + 2) = 0.
N——
20 22

Lava strana nerovnosti (4) je teda stctom dvoch nezapornych vyrazov. Tym je
nerovnost (4) (¢ize aj nerovnost (1), aj zadana nerovnost) dokazana. Rovnost nastane
iba pre z =1 a 6 = 0, ¢omu prislachaji rovnaké trojice (a, b, ¢) ako v prvom rieseni.

Iné riesenie. (Podla Katariny Turekovej.) V oboch uvedenych rieSeniach sme na-
jskor po diskusii a dosadeni vizby a+ b+ ¢ = 0 tlohu previedli na nerovnost s kladnymi
premennymi. Uvedieme riesenie, ktoré takuto , pripravu“ nepotrebuje.

Skusmym dosadzovanim hodnét a, b, ¢ spliiajicich zadani vizbu objavime, Ze
rovnost v nerovnosti plati, ked dve z ¢isel st rovné —1 a jedno je rovné 2. Nerovnost
by platila, keby sa nam (po prevedeni vSetkych ¢lenov nalavo) podarilo rozlozit lavi
stranu na sucet nezapornych vyrazov. Ak taky rozklad existuje, jeho s¢itance musia byt
pre trojicu (a, b, c) = (—1, —1, 2) nulové (a takisto pre trojice (—1,2,—1) a (2,—1, —1)).
Vhodnym séitancom by mohol byt napriklad (zjavne nezaporny) vyraz (a+1)2(b-+1)2.
Ten je nulovy pre vSetky tri uvedené trojice a zaroven jeho roznasobenim vznikn ¢leny,
ktoré st aj v dokazovanej nerovnosti. Podobne st vhodné aj s¢itance (b + 1)%(c + 1)2
a (c+1)%(a+1)2 Dalsie uz je len vecou sikovného vyuzivania zadanej vizby. Postupne
dostavame

0= (a+ 1?0+ 1)° + (b+1)*(c+1)* + (c+1)*(a+1)* =
=(ab+ a+b+1)2+(bc+ b4c +1) + (ca+ c+a +1)* =
jpat jpad et
= (a®b® 4  + 1 — 2abc + 2ab — 2¢) + (b*c® 4+ a® + 1 — 2abc + 2bc — 2a) +
+ (c*a® + b* + 1 — 2abc + 2ca — 2b) =
:a2b2+b202+02a2—|—3—6abc+(gz+b2+02+3ab+2bc+20@—2(a—l—b+c) =

=(a+b+c)?2=0 =0

= a’b® + b2 + a’® + 3 — 6abe.

Dostali sme presne to, ¢o sme chceli dokdzat. Rovnost nastdva, ked st nulové vsetky
tri séitance zo zaciatku tuprav, t.j. ked dve z ¢isel a, b, ¢ st rovné —1 (kvoli vézbe je
potom tretie rovné 2).

Pozndmka. V zadani sa nevyzadovalo vySetrif rovnost. Pri rieSeni je vSak dolezité
uvedomit si, kedy nastéava. Na zdklade toho lahSie objavime, ako nerovnost dokéazat,
resp. niektoré ndpady moézeme odmietnut uz v zarodku (napr. aplikdciu AG-nerovnosti
priamo na zadany tvar).
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3.2 Na zadiatok sa vyplati skusit vypisat niekolko ¢lenov skiimanej postupnosti (na-
priklad na pocitac¢i). Rychlo si vSimneme, Ze sa sprava podla jednoduchsej rekurencie
nez je uvedend v zadani, spliia totiz pre n > 3 vztah

ap =4a,_1 — Qp_2a. (1)

Aby sme tato hypotézu potvrdili, dokdZzeme ju indukciou. Pre n = 3 mozno platnost
vztahu overit jednoduchym dosadenim, predpokladajme teda, ze n > 3 a pre vSetky
mensie hodnoty nasa postupnost uvedenti rekurenciu spliia. Potom a,, = 15a,_s —
—4day,_3 =4(4ap_—2—an_3)—an_o = 4a,_1—a,_o, ¢im sme ukazali, Ze nasa postupnost
spliia rekurenciu (1) pre vietky n > 3. Zo vzfahu (1) mozno tiez trividlnou indukciou
ukézat, ze naSa postupnost je rastica a preto pre vSetky n = 2 plati a,, > 1.

Ak budeme postupnost skimat eSte pozornejsie, zistime, Ze koeficienty v rekurent-
nom zapise su aj samé ¢lenmi naSej postupnosti (vidno to uz aj zo vztahu (1) ¢i
povodného zadania). Presnejsie povedané, plati

ap = Ak410p—k — AgQn—k—1

pren =3al=<k<n-—2, ¢osiopit dokdzeme indukciou, tentoraz vzhladom na k.
Majme nejaké pevne zvolené n, potom pre k = 1 dostavame z dokazovaného vztahu
rekurenciu (1), ktorej platnost sme uz dokazali. Nech teda k > 1 a pre hodnotu k& — 1
rovnost (2) plati. Potom

An = Q(k—1)+1n—(k—1) — Ok—10n—(k—1)—1 — OkQn—k+1 — Qk—10n—k =
= ap(4an—r — An—g—1) — Qp—10n—k = (40 — AK—_1)Apn_k — ARAp_kx—1 =
= Ag4+10n—k — QkQn—k—1,

¢im sme vztah (2) dokazali.

Toto zistenie nam uz dava ist predstavu o tom, ako sa nasa postupnost sprava a sme
teda pripraveni zasadit prikladu rozhodujtci ider v podobe nasledujiceho tvrdenia:
plati ay | an. pre vSetky k,n = 1. Dokazovat ho budeme — ako inak — indukciou, a to
vzhladom na n. Pre n = 1 je tvrdenie trividlne, preto predpokladajme, ze n > 1. Potom
podla (2) dostdvame an.x = Ar11@(n—1)k — GkG(n—1)k—1- Z indukéného predpokladu
vieme, 7Ze a(,_1)x = ¢ - aj pre nejaké celé ¢islo c. Potom an.x = ax(ary1c — am_1)p—1)
a preto ay | ag.n, Co sme chceli dokazat.

Tym je tloha vyriesena: Ak by bolo a,, prvocislo, ale ¢islo n by bolo zlozené, tak

.....

.....

a seba samého, ¢o je spor.

My sa vsak s tymto vysledkom neuspokojime a ukazeme navyse, ze v nasej postup-
nosti sa nevyskytuje vobec ziadne prvocislo. Na parnych pozicidch skuto¢ne nemoze
byt, to vyplyva z posledného dokazaného faktu (as|asx) a pre n = 2 z definicie tejto
postupnosti. A ako je to s neparnymi poziciami? Nech n = 2k + 1, podla (2) plati

2 2
An = Qkp4+10(2k+1)—k — AkA2k+1—k—1 = Q1 — Qg =
= (apt1 + ag) - (ap41 — ag).
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Stac¢i teda ukazat, ze pre vSetky k plati 1 < arpy1 — ax < a2x+1, jednoducho sa to urobi
napriklad indukciou.

3.3 Riesenie je uvedené pri ulohe 5.3.

3.4 (Podla Petra Peresiniho.) Predpokladajme, Ze medzi nasimi tseCkami nie je
ziadnych n+ 1 takych, ktoré maju spolo¢ny bod. Ukazeme, ze potom medzi nimi vieme
najst m + 1 po dvojiciach disjunktnych tseéiek. Oto¢me dant priamku tak, aby pred
nami lezala vodorovne. Nech u je té tisecka, ktorej pravy koniec je najviac vlavo (ak je
takych useciek viac, tak vezmeme lubovolnt z nich). Tento jej krajny bod oznac¢me A.
V akej polohe vzhladom na u moézu byt ostatné tsecky? Bud si s u disjunktné alebo
majua s u spolo¢ny bod. Zamerajme sa na druhy pripad. Pravé konce vsetkych ostatnych
useciek st napravo od A, preto ak ma niektora z nich spolo¢ny bod s u, tak aj A je ich
spoloénym bodom. Takychto tsediek vSak méze byt najviac n — 1, inak by spolu s u
tvorili n 4+ 1 useciek so spolo¢nym bodom A. Zapamétajme si teraz usecku u a spolu so
vSetkymi ostatnymi, s ktorymi mé spolo¢ny bod, ju jednoducho vymazme. Takto sme
vymazali najviac n tsefiek a vSetky zostavajuce si uz s u disjunktné. Kedze mame az
mn+ 1 tseiek, mdzeme tento proces zopakovat asponi (m+ 1)-krat, skor vsetky tsecky
urc¢ite nevymazeme. Ziskali sme tym m-+1 zapamitanych tiseciek. Tie sme vyberali tak,
ze kazda z nich je disjunktné so vSetkymi nasledovnymi, méme teda mnozinu m + 1 po
dvojiciach disjunktnych tseciek.

Iné riesenie. (Podla Ondreja Buddca.) Definujme ¢iastoéné usporiadanie na danej
mnozine mn + 1 Gseéiek nasledovnym sposobom: nech u < u pre vSetky u a nech u <
< v, ak tsecky u a v su disjunktné a wu lezi celd nalavo od v. Lahko overime, ze takto
definovand relacia je reflexivna (v < w), tranzitivna (ak v < v a v £ w, tak u <
< w) a antisymetricka (ak v < v a v < u, tak u = v), spliia teda vietky poziadavky na
¢iastoéné usporiadanie. Mézeme preto pouzit Dilworthovu lemu, podla ktorej sa v nasej
mnozine nachéadza retazec dlzky m + 1 alebo antiretazec dizky n + 1. V prvom pripade
méame postupnost m+1 tsecéiek takych, Ze kazda z nich je mensia ako nasledovné tsecka,
¢o nie je ni¢ iné ako m + 1 disjunktnych tseciek. Naopak v druhom pripade mame n +
+ 1 po dvojiciach neporovnatelnych tseciek. To znamena, ze kazda dvojica z nich mé
spolo¢ny bod (inak by sa dali porovnat). No a dokaz toho, ze prienik fubovolného poctu
tseciek s touto vlastnostou je neprazdna mnozina, uz nechivame na citatela’.

Pozndmka. Usecky uy,us, ... ,uy tvoria retazec, ak ui < ug < -+ < uy. MnoZina
useciek tvori antiretazec, ak st navzajom neporovnatelné.

3.5 Zavedme vhodné oznacenie. Nech stredy stran BC, C' A, AB st po rade D, E, F,
tazisko trojuholnika ABC nech je T'. Stredy kruznic opisanych trojuholnikom BFT,
BDT, CDT, CET, AET, AFT oznadime postupne O1, O2, Os, Oy, Os, Og (obr.77).

S http://mathworld.wolfram.com/DilworthsLemma.html
7 Pomo6ct méze tvrdenie zndme ako Hellyho veta pre konvexné ttvary.
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Obr. 77

Mame dokézat, ze nejakych Sest bodov lezi na kruznici. Skiisme dokazat aspon to, Ze
nejaké styri z nasich bodov lezia na jednej kruznici. Body O;, O5 lezia na osi tsecky BT
Body O3, O4 lezia na osi tsecky C'T. Tieto dve osi stran sa pretinaja v strede kruznice
opisanej trojuholniku BCT, oznac¢me ho O. Body O, O2, O3, O4 lezia na kruznici
prave vtedy, ked |00 |- |OO3| = |OOs| - |OO4| (vyplyva to z vlastnosti mocnosti bodu
ku kruznici). Zratajme teda velkost tusec¢iek OO; az OO,. Budeme ich vyjadrovat podla
moznosti pomocou spoloénych prvkov, aby sme po dosadeni ziskanych hodnét do vztahu
|00 | - |002| = |003]| - |O04| vedeli Tahko dokézat, ze plati rovnost. Trojuholniky,
v ktorych si O; az O4 stredmi opisanych kruznic, maju (okrem iného) ,spolo¢ny“
trojuholnik BT'C.

Body O, O; su stredy kruznic opisanych trojuholnikom BT'C, BTF'. Tieto trojuhol-
niky st k sebe pekne , prilepené“. Uhly pri stredoch opisanych kruznic vieme vyjadrit
dobre, navyse uhly CTB a FTB st doplnkové. Dizku |OO;| mézeme skiusif zratat
z trojuholnika OO, B. Nech |[<BCT| = «, |<BFT| = (. Jednoduchym poratanim
stredovych uhlov dostaneme |[<O10B| = «a, |O01B| = [ (obr.78). Inak povedané,

C
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trojuholniky BF'C' a BO;0 st podobné. Preto |O0,|/|BO| = |FC|/|BC| a odtial

_|BOJ-|FC| 3 |BO|-|CT|
001 = |BC| 2 |BC|

Teraz sa pozrieme na dizku |[OOs|. Bod O; je ,taky isty“ ako bod Oi, tiez je to
stred opisanej kruznice jedného zo Siestich malych trojuholnickov. Preto by sa tato
vzdialenost mala dat zratat podobne, ako vzdialenost |OO;|. Vzdialenost |OO;| sme
vyjadrili pomocou ,,prvkov® trojuholnika BT'C. Preto skisime vyuzif tento trojuholnik
aj teraz. Trojuholniky C'T'B a DT B st v podobnej pozicii ako tie pred chvilou, stredy
kruznic im opisanych st body O a Os. Tentokrat vieme pocitanim stredovych uhlov
ukézat, ze |[STOO;| = |STCB| a |[4T020| = 180° — | TDB| = |4T'DC|. To znamena,
ze trojuholniky TO20 a T DC st podobné a preto |OO5|/|TO| = |DC|/|CT|, z ¢oho
dostaneme

ITO|-|CD| 1 |TO|-|BC]|
00,| ===~ - 27
1002 ICT]| 2 |CT]

Dajme dokopy ziskané hodnoty (vyuzijeme, ze |OB| = |OT| = |OC)|).

3 |BO|-|cT| 1 |TO|-|BC| 3 3
: St N bl A b I s ) > T TR s a0 TR s A0 T
0041005 = 5 - =28 5 - S = 1BOI (70| = {1T0)

Podobne vieme dokazat, ze |OO0s3| - |00, = 3/4 - |TO|* a preto body Oy, Oz, O3, Oy
lezia na kruznici. Analogicky aj Stvorice bodov Oz, Oy, Os, Og a Os, Og, O1, O5 lezia
na kruznici.

Este chyba dokaz, ze tri kruznice, na ktorych stvorice bodov lezia, st totozné.
Predpokladajme, Ze nie st totozné. Ak dve su totozné, tak vsetkych 6 bodov lezi na
jednej kruznici a mame spor. Inak mozeme predpokladat, Ze st vSetky tri kruZznice
navzajom roézne a teda kazdé dve z nich sa pretinaju v préave dvoch bodoch. Chordaly
dvojic jednotlivych kruznic (t.j. priamky 0102, O304, O50¢) sa pretinaju v jednom
bode. Tieto priamky st vSak osami tseciek BT, CT, AT, preto sa v jednom bode
pretinat nemo6zu. Tym je tloha vyrieSena.

STVRTA SERIA

4.1 Keby Rasto vedel zmenit pocet kamienkov v kazdom jednotlivom policku, tak Tahko
vyhra. Skisme teda najst takyto postup pre jednotlivé policka. Vezmeme si Stvorcekovy
papier a budeme sa hrat. Pomocou jedného stvorca 5 x 5, dvoch Stvorcov 2 x 2 a dvoch
Stvorcov 3 x 3 (umiestnenych oproti sebe po diagondle) vieme dosiahnut, aby sa menil
pocet kamienkov na strednom policku toho Stvorca 5 x 5 a nikde inde. Zaujimaji nas
iba zvysky cisel na jednotlivych polickach po deleni tromi, takze sa odteraz budeme
na tie ¢isla tak aj divat. Z popisanej konstrukcie je jasné, ze vieme dosiahnut, aby na
ktoromkolvek zo Styroch strednych policok tabulky 6 x 6 bolo Tubovolné ¢&islo.
Vezmime si Stvorec 4 x4 a v riom Stvorec 2x 2 (v strede) a dva Stvorce 3 x 3 oproti sebe
po diagonale. Ich vhodnym vyuzitim dosiahneme, Ze vieme stuc¢asne zvic¢Sovat o 1 pocet
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kamienkov na poli¢kach v rohoch Iubovolného $tvorca 4 x 4 (tie rohy lezia na koncoch
jednej z jeho uhlopriecok). Pouzitim tejto konstrukcie vieme dosiahnut Tubovolné ¢islo
v rohoch $tvorca 6 x 6 a potom upravit predoslou konstrukciou Styri stredné policka na
pozadovanu hodnotu (¢islo delitelné tromi).

Takto sa este chvilu pohrame a budeme vediet upravit Tubovolné z policok leziacich
na uhloprieckach stvorca 6 x 6. Dalej vSak nech sa snazime, ako chceme, é&isla sa nedaji
menif jednotlivo, ale vzdy iba v skupinach po aspon dve ¢isla. To mozno znamend, ze
pre ,,zI(“ poziciu nevieme dosiahnut, aby vSetky ¢isla boli delitelné tromi. V skuto¢nosti
sta¢i preskiimat 336 pozicii, pretoze pre kazdé policko modZze pocet kamienkov na fiom
davat tri rézne zvysky po deleni tromi. Kazdy krok (pripustny podla zadania) umoziuje
prejst z pozicie do niekolkych inych. K tomuto sa da nakreslit obrazok: pozicii bude
zodpovedat bod a prechodom medzi poziciami Sipky. NaSou tlohou je zistif, ¢ sa
z Tubovolnej pozicie (bodu) dé po Sipkach prejst do bodu, ktory zodpoveda pozicii,
kde st vSetky pocty kamienkov delitelné tromi. Takyto obrazok by bol super, keby
nebol privelky. Preto sa na to budeme musiet pozriet inak.

Vezmime si takuto tlohu: Majme ¢islo 1. V kazdom kroku prirdtame 2 alebo odra-
tame 4. D4 sa po koneénom pocte krokov dosiahnut ¢islo 07

Odpoved je nie, pretoze po kazdom kroku méme nepérne ¢islo a pritom 0 je parna.
Vidime, Ze pozicie v tejto tlohe st bud péarne ¢isla alebo neparne ¢isla, podla toho, ¢i za-
¢iname parnym, alebo neparnym c¢islom. Vyplyva to z toho, Ze pripustné kroky nemenia
paritu. Hodnotu (resp. vlastnost), ktord sa nemeni, nazyvame invariant. Invariantom
je v pripade predoslej jednoduchej ulohy parita ¢isla. Bezne pouzivané invarianty sa
prave zvysky po deleni alebo sucty ¢i rozdiely nejakych éisel (zavisi to od toho, ¢o tvori
,poziciu®).

V nasom pripade rozdelime policka neleziace na diagonalach stvorca 6 x 6 do dvoch
skupin tak, aby sa nemenil rozdiel I si¢tov zvyskov v jednotlivych skupinach (presnejsie
povedané, chceme, aby sa nemenil zvySok tohto rozdielu po deleni tromi) po pridani
kamienkov do niektorého Stvorca. Symbol (i, j) nech oznacuje policko leziace v i-tom
riadku a j-tom stlpci. Nech policko (2,1) je v prvej skupine. Potom policko (1,2) musi
byt v druhej skupine. Ak by bolo v prvej, tak zvySenim poc¢tu kamienkov v Stvorci
2 x 2 umiestnenom v lavom hornom rohu velkého $tvorca sa zvysi stcet zvyskov v prvej

.....

.....

o 1. Zopakovanim podobnych tivah najdeme rozdelenie vsetkych policok do skupin, ako
ukazuje tabulka.

012(2(1]11]0
11012102
1/1/0]0(2]|2
212|0]0]1]|1
2|10(1/2|0(1
0(1{1(2]2]0

Co sme tymto dosiahli? Je isté, Ze ak sa Rasfovi podarilo vyhrat, tak é&islo I méa
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hodnotu 0. Ale lahko najdeme poziciu, kde ¢islo I ma hodnotu 1 ¢ 2. Preto existuju
pozicie, z ktorych Rasto vyhraf nemoze. Otvorenou otazkou zostava, ¢i Rasto vie vyhrat
z kazdej pozicie, v ktorej je ¢islo I na zaciatku rovné 0. Skuste najst odpoved.

Aj by sme boli hotovi, ale zabudli sme na jednu déleziti vec. Naozaj je ¢islo [
invariantom? Aby sme si boli isti, treba overit, ze pre kazdy povoleny Rastov tah sa
¢islo I nezmeni. To znamend vyskusat vSetky polohy Stvorcov 2 x 2 az 5 x 5, ¢o uz
ponechivame na citatela.

4.2 PririeSeni tlohy pre vSeobecné n je dobré vyskusat niekolko malych hodnét n. Bud
nam to priamo pomoze nie¢o objavit alebo ak aj nie, vysledky pre malé n nam posluzia
ako velmi dobra kontrola vSeobecného vysledku. Jednoduchym vysktSanim zistime, ze
pre n = 1 sa to neda, ale uz pre n = 2 to ide. Cisla rozdelime do dvoch skupin takto:
Prva skupina obsahuje ¢isla 1, 3, 4, 8, kde ¢islo 4 je priemerom zvysnych troch. Druha
skupina obsahuje ¢isla 2, 6, 7 a ¢islo 5, ktoré je priemerom predchadzajucich. Podobné
rozdelenie bude fungovat aj pre vSetky parne n. Ked je n parne, tak mame spolu 8k
Cisel (kK = n/2). Rozdelime ich postupne po 6smich do k skupin. Prva osmica bude
obsahovat ¢isla 1 az 8, druha 9 az 16, k-ta 8(k — 1) + 1 az 8k. V kazdej z osmic ¢isla
rozdelime rovnakym spoésobom ako pre n = 2 do dvoch skupiniek. CiZe prva skupinka
skupiny s poradovym ¢islom (i + 1) bude mat ¢isla 8 + 1, 8i + 3, 8i + 8 a ¢islo 8i + 4,
ktoré je ich priemerom. Druhé skupinka bude pozostévat z ¢isel 8i + 2, 8i + 6, 81 + 7
a ich priemeru 8; + 5. Pre parne n je teda vidy mozné rozdelit ¢isla do n skupin po
4 ¢isla, tak aby bolo v kazdej skupine aspon jedno ¢islo priemerom zvysnych.

Pozrime sa teraz na tie ostatné (neparne) n. Pre n = 3 sme dlho skusali a stéle ni¢,
podozrenie, Ze to vobec nep6jde, je namieste. A naozaj. V kazdej Stvorici a, b, ¢, d ma
byt jedno ¢islo priemerom zvySnych troch. Nech napr. (a + b + ¢)/3 = d. Takze stcet
¢isel v skupine a + b+ ¢+ d = 3d + d = 4d je nasobkom ¢isla 4. KedZe to plati v kazdej
skupine, aj celkovy sucet vSetkych ¢isel musi byt nasobkom ¢isla 4. Stcet ¢isel od 1 po
4n je 4n(4n+1)/2 = 2n(4n+1). Cislo 4n+1 je vZdy neparne, ak by bolo aj n nepérne,
tak sti¢et nasich 4n ¢isel je dvojnasobkom nepérneho ¢isla a teda nie je delitelny Styrmi.
Pre neparne n hladané rozdelenie neexistuje.

Vsimnime si, Ze skimanie pripadu n = 2 (a niekolko inych parnych n) ndm naozaj
pomdze pri najdeni vSeobecného spdsobu rozdelenia. Na druhej strane neexistencia
rozdelenia pre n = 1 & n = 3 (ziskand napriklad vyskuSanim vSetkych moznosti)
nehovori ni¢ vSeobecné, na dokaz neexistencie rozdelenia treba skimat skor Struktiru
nasich stvorprvkovych mnozin vo vSeobecnosti.

4.3 Na to, aby sme sa v tejto tlohe dostali dalej, musime najprv zistit, v akom vztahu
st O a H. Po chvilke rozmyslania a prezerania obrazkov si mézeme vS§imnut, ze OH je
kolmica na rovinu ABC, a teda H je kolmy priemet bodu O do roviny ABC. Podme
to dokazat.

Zo zadania vieme, ze priamka OC' je kolma na priamky OA a OB. Z toho vyplyva, ze
priamka OC je kolmé na celti rovinu OAB. Ked je priamka kolmé na rovinu, je kolmé
aj na kazdu priamku v tejto rovine, a teda aj na priamku AB. Preto kolmym priemetom
priamky OC' do roviny ABC je nejaka priamka p kolmé na priamku AB a prechadzajuca
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bodom C'. Takato priamka p je vSak vyskou v trojuholniku ABC'. Zopakovanim tejto
uvahy pre priemety priamok OA a OB odvodime, Ze priemet bodu O do roviny ABC
lezi na vsetkych vyskach trojuholnika ABC, teda je totozny s jeho ortocentrom H.
(Z toho tiez vyplyva, ze |OH]| je najmensia vzdialenost medzi O a rovinou ABC.)

A teraz prejdime k samotnému dokazu nerovnosti (podla Ondreja Buddca). Nakres-
lime obrazok nasho Stvorstena tak, ze bod O je akoby v rohu miestnosti. (Inak povedané,
priamky OA, OB, OC' st osami pravouhlej siradnicovej sustavy.) Nech G je stred gule
vpisanej do stvorstena. Dalej nech sa tato gula dotyka trojuholnika ABC v bode S.
Dlzku tasecky GO vieme vyjadrif takto: Usedka GO je telesovou uhloprie¢kou v kocke
s hranami dizky r (pretoze vzdialenost bodu G od dotykového bodu vpisanej gule so
stenami OAB, OBC, OAC je r a navySe priamka cez G a dotykovy bod je kolmica
na tieto roviny). Teda |GO| = r/3. Navyse |GS| = r. Lomena é&iara OGS je nejaka
cesta z bodu O na rovinu ABC a kedze OH je najkratsia takato cesta, musia platit
nerovnosti

0G| +|GS| 2 |OH],
(V3+1)r > |OH]|.

Druhti nerovnost sme dostali z prvej dosadenim vypoéitanych dizok tseciek OG a GS.
Kedze m > /3 + 1, z predchadzajtcej nerovnosti vyplyva aj pozadované tvrdenie wr >
= |OH|.

Iné rieSenie. Uloha sa d4 riesif aj ,hrubou silou“. Okrem priameho analytického
pristupu je mozné vyuzit Herdénov vzorec, ktory hovori, ze obsah trojuholnika so
stranami a, b, ¢ je S = \/s(s —a)(s —b)(s —¢), kde s = (a + b+ ¢)/2, t.j. polovica
obvodu). Po dosadeni a roznisobeni dostaneme 1652 = 2(a?b? + b%c? + c?a?) — (a* +
+ bt + ).

Objem nasho Stvorstena vieme zratat dvoma spésobmi (podobne ako obsah troju-

holnika):

1 1
V= §|OH| -SaBc = gT(SOAB + Sopc + Soca + Sapc)-
Z tohto dostavame
|OH| =1+
r SaBc

Je jasné, Ze obsahy trojuholnikov OAB, OBC, OC A si mensie nez obsah trojuholnika
ABC, takze mame

Soap + Sosc + Soca

OH S, S, S,
| \:1+ oap | Sosc  SocA _ | .1 q1_4

r Sapc  SaBc  Sabc

Nanestastie vSak 7 < 4, takze nas odhad budeme musiet zjemnit.
Nech |OA| = z, |OB| =y, |OC| = z. Tymto je nas Stvorsten urceny jednoznacne.
Chceme dokéazat, ze

Soas + Sosc + Soca = (xy +yz+ zx)/2 < (7 — 1)Sapc. (1)
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Strany trojuholnika ABC maji velkosti /22 + 42, /22 + y2, /22 + y2, ale v rozni-
sobenom Herénovom vzorci vystupuji iba v druhej mocnine. Nerovnost (1) je po umoc-
neni na druht, vynasobeni ¢islom 4 a dosadeni obsahu trojuholnika ABC' ekvivalentna
s nerovnostou

(wy +yz +22)? < (m— 1) - (2y? + 1222 + 2%9%).

Tento vztah plati, vidno to po vhodnej substittcii alebo z Cauchyho-Schwarzove;j
nerovnosti (odhadneme Tava stranu). Dokoncenie dokazu ponechavame ¢itatelovi.

4.4 Z podobnosti trojuholnikov ABC' a AM N vyplyva, ze | NAM| = |[SCAM]|. Po
od¢itani velkosti uhla C AB od oboch tychto uhlov dostavame

|<NAC| = |[< MAB]. (1)
Kedze trojuholniky ABC a AM N st podobné, méme tiez

[AN|  |AM| @)
[AC| ~ TAB|’

Z (1) a (2) dostavame, ze trojuholniky NAC a M AB st podobné, a teda [ NCA| =
= |XM BA|. Z rovnosti tychto uhlov a z vlastnosti, Zze bod O je rovnako vzdialeny od
useCiek AB a CD, vyplyva, ze |BO| = |CO|. Teda vidime, Ze uhlopriecky v tomto
rovnobezniku majti rovnakt dizku. Vieme, Ze iba uhlopriecky v pravouholniku majt
taktto vlastnost, takZe rovnobeznik ABCD je bud §tvorec, alebo obdlZnik. Na to, aby
sme ukéazali, Ze je to Stvorec, treba ukézat, Zze dve jeho susedné strany maju rovnakt
dlzku. Oznaéme preto |AB| = a, |BC| = b, |AC| = u. Z podobnosti trojuholnikov N AC
a M AB méame

INC|  |AC|

\MB|  |AB|’

Vyjadrenim a dosadenim jednotlivich dlzok dostavame 2 - a®> = u?. Zaroven z Py-
tagorovej vety pre trojuholnik ABC mame a? +b* = u2. Porovnanim poslednych dvoch
vztahov ziskame a? = b2, ¢ize a = b. Tymto sme dokazali, Ze rovnobeznik zo zadania je
obdlZnik s dvoma rovnakymi susednymi stranami, a teda je to Stvorec.

Iné riesenie. Skiisme teraz tlohu riesit pomocou komplexnych ¢isel. Toto rieSenie
je elegantné a jednoduché. Polozme rovnobeznik ABCD do komplexnej roviny tak,
aby bod A bol 0 (tilohu nerieSime analyticky, takze bod A je naozaj iba ¢islo). Dalej
nech body B, D rovnobeznika st ¢isla B, D. Pre vypocet ¢iselnych hodnét ostatnych
bodov moézeme pouzit klasické postupy ako pri analytickej geometrii: C = B + D,
O=(B+D)/2, M =B+ (D—-B)/4, N = D + B/2. Z podobnosti trojuholnikov
ABC a AMN dostavame |AC|/|AB| = |AN|/|AM]| a stGcasne [SNAM| = |[FCAB|.
Poktisme sa tito podmienku prepisat pomocou komplexnych ¢isel. Zamyslime sa nad
tym, ¢o vyjadruje zlomok C/B. Ako vysledok tohto podielu dostaneme komplexné
¢islo. Vzdialenost tohto ¢isla od A je |C/B|. Uhol priradeny k tomuto ¢islu je CAB.
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Teda ked urobime podiel ¢isel C' a B, tento v sebe zahffia informéciu ako o uhle,
tak aj o velkosti pomeru uhlopriecky AC' ku strane AB. Ak preto chceme vyjadrit
podmienku podobnosti dvoch trojuholnikov v komplexnej rovine, sta¢i overit rovnost
pomerov dvoch dvojic komplexnych ¢isel. V nasom pripade musi platit

¢ N

B M
Dosadenim vyjadreni jednotlivych bodov a jednoduchymi tpravami dostdvame rovnost
B? + D? = 0. Z tejto rovnosti moézeme jednoducho vyjadrit B pomocou D, a to ako
B =D alebo B = —iD (i je komplexna jednotka). Tieto dve rovnosti vyjadruja, ze B
dostaneme z D oto¢enim o 90 stupiiov. A kedZe z rovnobeznikov jedine §tvorec splha
uvedent vlastnost, podarilo sa ndm dokéazat, Ze rovnobeznik ABCD je naozaj Stvorec.

Pozndmka. Nasobenie komplexnym ¢islom k(cos ¢p+isin ) znamena vlastne zlozenie
dvoch zobrazeni: rovnolahlosti s koeficientom & a otoc¢enia o uhol ¢, obe tieto zobrazenia
maja stred v bode 0. Takéto zobrazenie sa nazyva v anglictine spiral similarity,
v slovenéine pren neméme lepsi pojem nez doslovny preklad $pirdlovd podobnost.

4.5 Nech funkcia f je rieSenim nasSej rovnice. Potom rovnost zo zadania plati pre
vSetky z a y, takze mdZeme za x aj y dosddzat Tubovolné hodnoty, aby sme nasli nutné
podmienky, ktoré musi funkcia f spliaf. Nuz dosadzajme.

Nech y je Tubovolné, x =y — f(y):

fy—f)+fy—fW)+fw)=fly+fly—rfw) +y—f)+ ) — (W),
fw+fly—fw))=fly+fly—Ffw)) +y—f(fw),
f(fw) =1y. (1)

Z (1) vyplyva, ze funkcia f je prost4.
Nech x =y =0:

FO+25(0)) = F(O+ £(0)) + 0+ f(0) = F((0)),
f(2£(0)) = £(0).

Kedze funkcia f je prosta, plati 2f(0) = 0 a preto

f(0) = 0. (2)
Nech y je lubovolné, x = 0:
FO+fO)+ f(y) =Fly+ f(0)+0+ f(y) — f(f()),
FUQO) +Fw) = fly+ f0)+ fy) — f(f(y)),  (pouZijeme (2))
FFW) = Fy)+ ) = F(f ), (pouzijeme (1))
y=rw+rw-v,
fly) =y

8 Okrem toho z toho vyplyva, Ze oborom hodnét funkcie f je celd mnozina reélnych &isel.
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Teda jedingm moZnym rieSenim (ak nejaké existuje) je funkcia f(z) = x. Dosadenim
do povodnej rovnice lahko overime, Ze tato funkcia naozaj vyhovuje zadaniu.

PIATA SERIA

5.1 Priamka AFE je osou uhla. Os uhla deli protilahla stranu v pomere prilahlych stran,
t.j. v nasom pripade CE/BE = AC/AB. Mame dokazat isti rovnobeznost. T4 sa da
velmi dobre popisat pomocou pomerov: staci, ked dokdZzeme, Ze

CFE CD
BE — AD’ (1)

Velkost pomeru C'E/BE pozname z tvrdenia o osi uhla, plati

CFE AC
BE — 4B’ (2)

Zo zadania vieme, Ze uhly ACB a ABD majua rovnaku velkost. Bez tohto predpokladu
priamky AB a DFE nemusia byt rovnobezné, preto tento predpoklad treba pouzit
v dokaze. Trojuholniky ABD a ACB st podobné (dve dvojice rovnakych uhlov). Takze
plati
AC AB CD 3)
AB  AD AD’ (

poslednii rovnost mame zo zadania.
Porovnanim vzfahov (2) a (3) dostaneme vztah (1) a sme hotovi.

Iné rieSenie. Bodom D vieme viest rovnobezku s priamkou AB. Oznaéme E’ jej
priesecnik so stranou BC. Os uhla BAC ma so stranou BC' jediny priesecnik F, takze
vlastne nasou tlohou je dokézat, ze bod E’ je totozny s bodom E.

Bod E’ sme zostrojili tak, ze DE’ || AB. Preto uhly CDE’ a C AB maju rovnaki
velkost. Zo zadania vieme, Ze tiseCky AB a C'D su rovnako dlhé. Ked sa na tieto tusecky
bliz§ie pozrieme, vidime, Ze trojuholniky ABD a DCE’ st zhodné podla vety usu.
Z toho vyplyva zhodnost tsec¢iek AD a DE’, takze trojuholnik ADE’ je rovnoramenny.
Teraz staci poratat par uhlov a je jasné, ze AE’ je osou uhla CAB, preto body E a E’
su totozné.

5.2 Vezmime konvexny Stvoruholnik ABC D a zobrazme ho na A’B’C'D’. Body A a C
sa v osovej sumernosti podla BD zobrazia na A’ a C’. Nech S je priese¢nik uhlopriec¢ok
(z konvexnosti vyplyva, Ze existuje prave jeden vnutri Stvoruholnika). Kam sa zobrazi
bod S v osovej sumernosti podla BD? KedZe lezi na osi BD, zobrazi sa sdm na seba.
Usecka AC sa zobrazi na tisecku A’C’, ktoréa tiez prechadza bodom S. Navyse |A’'S| =
= |AS| a |C"S| = |CS|. Podobne to plati aj pre body B, D a osovi simernost podla
osi AC (obr.79).
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D

B

A D’
Obr. 79

Teraz sa pustime do rieSenia prvej ¢asti tilohy. Stvoruholnik ABCD je lichobeznik.
V lichobezniku ABC D s priese¢nikom uhlopriecok S plati, Ze trojuholniky ABS a CDS
st podobné (vyplyva to priamo z rovnobeznosti priamok AB a CD). Pre ich strany
teda plati |AS|/|BS| = |CS|/|DS|. Tato podmienka je za predpokladu, ze AC a BD st
uhlopriecky a S ich priesecnik, ekvivalentna tomu, ze priamky AB a C'D st rovnobezné.

Uz len poskladat dokopy to, na o sme doteraz prisli. Stvoruholnik ABC'D sa zobrazi
na $tvoruholnik A’B’C’D’, pricom S bude prieseénikom jeho uhlopriedok. Dalej uz
vieme, ze |A'S| = |AS|, |B’S| = |BS|, |C'S| = |CS| a|D’'S| =|DS|, teda |A’S|/|B’S| =
= |AS|/|BS| = |CS|/|DS| = |C"S|/|D’S|. Z toho uz pekne vidime, ze A'B’ || C'D’.

V druhej ¢asti mame dokazat nieco o obsahoch. Skisme odvodif nejaky vzorec na
obsah vseobecného konvexného stvoruholnika. Najlepsie taky, ¢o stvisi s uhloprieckami.
Ked S je prieseénik uhlopriecok $tvoruholnika ABCD, vieme, 7ze Sapcp = Saps +
+ Spes + Scps + Spas. Teraz este vyjadrit obsahy jednotlivych trojuholnikov. Plati
Saps = |AS|-|BS|-sin(|<x ASB|)/2. Podobné vztahy dostaneme aj pre ostatné trojuhol-
niky. Ozna¢me |[JASB| = |4CSD| = a. Mézeme predpokladat, ze @ < 90°. Potom
|[<BSC| = |4<DSA| =180° — o a kedZe sin o = sin(180° — «), pre obsah Stvoruholnika
ABCD dostaneme

Sapcp = ssina- (JAS|-|BS|+ |BS| - |CS|+|CS|-|DS|+|DS| - |AS]) =

= Lsina- (|BS|- (|AS|+|CS]) + |DS|- (JAS|+|CS])) = isina - |AC| - |BD].

Velkosti uhlopriecok $tvoruholnika A’B’C’D’ uz pozname. Teraz nas bude zaujimat
uhol, ktory zvieraji. Bod A’ je obraz bodu A v osovej simernosti podla BD, preto
|<ASB| = |[$A’BS| = a. Bod B’ je obraz bodu B v osovej simernosti podla AC,
preto |[SASB'| = |[FASB| = a. Takze |JA'SB'| = |[FA'SB|+ |<BSA| + |<ASB’'| =
= 3.

Dalsi postup zéavisi od velkosti uhla 3a. Ak méze byt?
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Pri uhle a < 60° je 3a < 180° a teda pri vypoéte obsahu moézeme pouzit sin(3a) =
= sin(180° — 3a), kedZe uhol, ktory zvieraju priamky A’C" a B'D’, je 3« alebo 180° —
— 3« (podla toho, ktory je mensi, pri¢om pri vzorci pre obsah je to jedno). Pre obsah
stvoruholnika teda bude platit Sa/p/c/pr = sin3a - (|JA'C'| - |B'D’|)/2.

Ak o = 60°, potom 3a = 180° a body A’, B/, C’, D’ budu lezat na priamke. Obsah
je teda nulovy a dand nerovnost je splnena.

Pre 90° =2 «a > 60° je 270° = 3a > 180°. Vtedy uhol, ktory zvieraju priamky
A'C" a B'D’', je 3a — 180° (tento uhol je nanajvys 90°). Preto pre obsah $tvoruholnika
dostdvame S4/pcrp = sin(3a — 180°) - (|A’C’| - |[B'D’])/2.

Z vlastnosti funkcie sinus vyplyva sin(3a — 180°) = — sin 3a. Pre obsah teda dostéa-
vame vztah Sa p/orpr = |sin3al- (|[A'C'| - |B'D’|)/2. Teraz ndm ostéva uz len posledny
krok, a to ukazat, ze Sa p'c'pr < 3Sapcop, na ¢o staci ukazat |sin 3| < 3sin «, kedze
|AC| = |A’C'| a |BD| = |B’'D’|. A to uz pomocou par su¢tovych vzorcov nie je problém:

sin3a = sin(a + 2a) = ... = 3sina — 4(sin a)?.

5.3 Dokézeme, Ze mnozina M m4 najviac k" ~! prvkov. Skiisme toto tvrdenie dokazat
sporom. Nech je v M asponi k"~ ! + 1 prvkov. UkdZeme, 7e v tom pripade sa v M
aspon dve slové, ktoré sa lisia iba v jednom pismene. Rozdelme slova do skupin podla
toho, ktorym pismenom abecedy zacinaju. Takto dostaneme k skupin, z ktorych aspon
jedna m4 na zdklade Dirichletovho principu £"~2 + 1 prvkov. Kazdé dve slova v tejto
skupine sa musia li$it na aspon dvoch miestach. Po odmysleni prvého pismena slov tejto
skupiny dostaneme k"2 + 1 slov dlzky n — 1. Tieto sa opif daj rozdelif na k skupin
podla toho, ktorym pismenom zacinaji, pricom jedna z mnozin bude mat miniméalne
k™3 41 prvkov. Po odmysleni prvého pismena tejto mnoziny dostavame k"3 + 1 slov
dlzky n — 2. Opakovanim tohto postupu sa dostaneme do situacie, Ze mame slova dizky
n— (n—1) =1, ktoré sa lisia asponn v dvoch pismenéach, a tychto slov je k" ™ +1 = 2.
Toto tvrdenie je evidentne nepravdivé a teda nas predpoklad bol nespravny. Z toho
méame, %e mnoZina M ma najviac k"~ ! prvkov.

Skiisme teraz najst k"~ ! slov tak, aby tvorili pripustn mnozinu M. Namiesto
s pismenami abecedy budeme pracovat s ¢islami 0,1, ..., k—1. Na tieto ¢isla sa mozeme
divaf ako na pismend a ked najdeme priklad pre ¢islovi abecedu, tak zrejme substitiiciou
¢isel pismenami vyrieSime tilohu aj pre lubovolnt in1 abecedu. Ako by sme skonstruovali
priklad k"' prvkovej mnoziny M zo zadania? Vytvorme slova nasledovne. Prvych n —
— 1 pismen slov budeme volit Tubovolne a posledné pismeno zvolime tak, aby vlastnost
mnoziny M platila. Vieme, ze moznosti na vyber n — 1 prvych pismen n-pismenového
slova nad k-prvkovou abecedou je k"~!. Posledné pismeno slova uréime jednoznacne,
a to ako zvysok po deleni suctu prvych n — 1 pismen slova ¢islom k. Teraz ukazeme, ze
kazdé dve takéto slova z1xo...x, a y1ys ...y, z M sa liSia aspoil na dvoch miestach.

Ak sa slova lisia aspon v dvoch pismenach na prvych n — 1 miestach, vtedy nie je
¢o dokazovat. Ak sa slové lisia na prvych n — 1 miestach iba v jednom pismene, treba
ukézaf, Ze sa lisia aj na poslednom mieste. Nech sa teda lisia na pozicii i, 1 £ i < n.
Potom

Ti —Yi =Tp — Y (mod k).
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Kedze x; — y; # 0 a pracujeme iba so zvySkami po deleni ¢éislom k, musia aj ¢isla x,
a vy, davat po deleni ¢islom k rozne zvysky a teda si rozne.

Ukézali sme, 7e mnozina M mé najviac n*~! prvkov a zdroveini sme nasli priklad
mnoziny, ktord tato hodnotu dosahuje. Teda mnozina M ma naozaj maximalnu moznt

velkost nF—1.

5.4 DokéaZeme najskor jednoduchsiu Iavd nerovnost. V akom st vztahu dizky |PM;|
a |PA;|? Ked situiciu nakreslime, uvedomime si, ze PM; je faznica v trojuholniku
A;PA; 14, zatial o PA; a PA;;1 su jeho strany (pre zjednodusenie zdpisu polozme
A,41 = Ajp). Dlzku faznice pritom vieme zhora ohranicif velmi jednoducho prave

Ai+1

~__ _AinQl=|PAj

TT~
2 Q
P A
A;
Obr. 80
pomocou dlZok stran. Z obr. 80 dobre vidiet, Ze
2|PM;| < [PA;| + [P At (1)

(sta¢i pouzit trojuholnikovii nerovnost v trojuholniku PQA;;1, priCom @ ziskame
doplnenim trojuholnika A; PA;,; na rovnobeznik s uhloprieckou PQ dlzky 2|PM;)).
S¢éitanim nerovnosti (1) pre i = 1,... ,n dostaneme

2|PMy| + -+ 2|PM,| < |PA;1| + |PAs| + |PAs| + |PAs| + - - - + |PA,| + |PA4],

odkial po vydeleni dvoma mame > | [PA;| > Y I, |PM,;|, ¢o sme chceli dokazat.
Vidime, Ze v tomto pripade rovnost nenastava nikdy.

Teraz dokazeme druht nerovnost (podla Jakuba Oprsala). V prvej (lahSej) ¢asti nam
pomohlo, Ze sme rozdelili celtl nerovnost na stcet jednoduchsich nerovnosti. Zbavili sme
sa tak znaku sumy, s ktorym sa naraba tazSie. Skiisme nie¢o podobné urobit aj tu.
Moézeme skusit rozdelif nerovnost rovnako ako v prvej casti. AvSak to by sme museli
dokazat, ze |PM;| = cos(mw/n)(|PA;|/2+ |PAit1|/2), ¢o sa ndm urcite nepodari (kedze
tato nerovnost neplati pre kazda polohu bodu P). Lepsi napad je zobrat dve tsecky PM;
a jednu PA;, t.]. pokusit sa dokazat, ze pre kazdéi = 1,... ,nje |PM;|/2+|PM;11]/2 =
= cos(m/n)|PA;| (tentoraz berieme M, 1 = My).
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Obr. 81

Po nakresleni obr. 81 vidime, e vyhodné bude pouzit Ptolemaiovu nerovnost® (je
dobré si ju pamétat, je to jedna z najjednoduchsich geometrickych nerovnosti). Jej
aplikovanim na stvoruholnik PM;A; 1 M;,1 a drobnymi tpravami dostaneme

|PM;||Aip 1 Miya| + [PMiga||Aipa M| 2 [P A || MMy,
| PM;| - g + |PMiyq]| - g = |PA;11| - acos (W> ,

n
|PM;|  [PM; ] T
>t > cos (5> |PAit1l, (2)

¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazat. (Ptolemaiova nerovnost plati aj v pripade,
ze bod P lezi na use¢ke M; M; 1, t.j. ked uvazovany stvoruholnik nie je §tvoruholnikom.)
Pri tprave sme vyuzili, ze |M;M;;1| = acos(w/n). To mozno jednoducho odvodit
z kosinusovej vety v trojuholniku M;A;11M;11 (kedze vieme, Ze | M;A; 1 M;iq1| =
= m — 27/n) Este jednoduchsie to dostaneme z toho, Ze mnohouholniky A;...A4,
a M ... M, st podobné s koeficientom podobnosti |SM;| : |SA;| = cos(n/n) (priCom
S je stred oboch pravidelnych mnohouholnikov), takze aj |M;M;+1| : a = cos(w/n).
Tym je tloha vyrieSend (staci uz len séitat nerovnosti (2) pre i = 1,...,n). Rovnost
nastane prave vtedy, ked nastane vo vSetkych Ptolemaiovych nerovnostiach, teda ked st
vSetky Stvoruholniky PM;A; 1M, tetivové. To plati len v pripade, ked P je stredom
mnohouholnika A; ... A,.

Pozndmky. Uloha sa dala velmi elegantne vyriesit aj pomocou komplexnych éisel, ako
to urobil Ondrej Buddé. Treba si uvedomit, ze vrcholy pravidelného mnohouholnika sa
daji chapat ako ¢isla 1,w,w?, ... ,w" ! v komplexnej rovine, pri¢om w je komplexné
¢islo spliiajiice w™ = 1. Dalsie je vecou Sikovngch tiprav a vhodného vyuzitia , trojuhol-
nikovej nerovnosti“ |z| + |y| 2 |z + y|, ktord pre komplexné ¢isla plati.

Co sa tyka odhadu pomeru Y . | |PM;|/> " | |PA;|, najlepsi dolny odhad sme
vlastne v riefeni nasli — je nim cos(w/n) (ukdzali sme, ze >, |[PM;|/ > | |PA;| =
> cos(m/n) a zaroven sme na$li pripad, ked nastane rovnost. S hornym odhadom je

9 http://planetmath.org/encyclopedia/Proof0fPtolemysInequality.html
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to narocnejsie. Hypotéza sa da urobif pomocou pocitaca — ked kazdy vnutorny bod P
mnohouholnika A; ... A, vykreslime farbou podla toho, aki je hodnota skiimaného
oblasti okolo vrcholov mnohouholnika. D4 sa teda ocakavat, Zze pomer bude maximalny,
ked P bude niektorym vrcholom A;. Citatelovi nechdvame na rozmyslenie, ako by sa
tato hypotéza dala dokazat.

5.5 (Podla Ondreja Buddca.)

a) Ak zvolime m = (2n)(2n — 1)(2n — 2)---(n + 1), potom prvy padne kocurik
s ¢islom 2n (spravime m/2n okruhov a skon¢ime na koctrikovi 2n). Nasledne zac¢iname
ratat od macdiatka ¢islo 1 a v kruhu uz mame len 2n — 1 maciatok. Kedze 2n —1 deli m,
tak po m/(2n — 1) okruhoch skonéime u kocurika s ¢islom 2n — 1. Toho zafarbime
a opit zaciname ratat od maciatka ¢islo 1. Predpokladajme teraz, ze v i-tom (1 < ¢ <
< n) kroku zafarbime maciatko s ¢islom 2n — i + 1 a nasledne za¢neme odpoéitavat od
maciatka ¢islo 1. V kroku s poradovym ¢islo (i + 1) zafarbime maciatko 2n — i, pretoze
v kruhu méme 2n — i nezafarbenych maciatok a m je delitelné ¢islom (2n — i), teda
po m/(2n — i) okruhoch skonéime na kocturikovi 2n — i a toho zafarbime. Takto po n
krokoch zafarbime vSetkych kocurikov a ziadnu macicku.

b) V rieseni vyuzijeme Bertrandov postuldt'®, ktory tvrdi, ze ak n = 3, tak existuje
prvocislo p také, ze n/2 < p < n. Majme teda takéto prvocislo p. Vieme, ze p deli n!,
no p? nedeli n! (ked%e p > n/2). Nech s = n!/p. Potom zjavne p nedeli s. Zoberme &isla
s,28,3s,...,ps. Ak by is a js (i # j) mali rovnaky zvySok po deleni p, tak by p delilo
is—js = s(i—j). Kedze p je nestudelitelné s s, p musi delit (i — 7). Z toho ale vyplyva, ze
t = 7, ¢o je spor. Teda cisla s, 2s,3s, ... ,ps davaju rozne zvysky po deleni p a je ich p,
Cize sa medzi nimi nachadzaji vsetky zvysky po deleni p. Polozme teraz m postupne
s,28,3s,...,ps. OznaCme pismenom = pocet nezafarbenych maciatok. Pokial x > p,
tak sa zafarbovanie sprava rovnako ako v pripade a). Vieme, Ze = deli s a s deli m,
teda x deli m. Takze v danom kroku zafarbime x-té maciatko a zacneme odpocitavat
od prvého. Takto postupne zafarbime maciatka n,n —1,... ;p+ 1.

V nasledujicom kroku, kedze s,2s,3s, ..., ps maju rozne zvysky po deleni p, zafar-
bime pre kazdé m = is iné maca a ostane ndm p — 1 nezafarbenych.

V dalsich krokoch v8ak pokrac¢ujeme ako predtym. Vzdy zafarbime maciatko pred
tym maciatkom, ktoré bolo zafarbené v predchadzajucom kroku (kedze (p — 1), (p —
— 2),...,1 delia s). Takto nam na konci zostane lubovolné maciatko z maciatok
1,2,...,p, podla toho, aké m zvolime (pre iné m nam ostane iné maca).

Co ale s ostatnymi maciatkami p + 1,...,n? Vsimnime si nasledujicu vec. Ak pri
odratavani m < ps < n! ostane maciatko j, tak pri odratavani m’ = n!+1 —m >
> 0 ostane maciatko n + 1 — j. Prec¢o? UvaZzujme ako, bude prebiehat farbenie. Nech
v prvom kroku pri odratavani m ostane maca j. Pri odratavani m’ najprv nardtame
n! + 1 maciatok (teda spravime (n — 1)! okruhov) a dostaneme sa na to maca, od
ktorého sme zacinali odratavat, ¢ize na maca ¢islo 1. Potom odratame m maciatok
v opacnom smere. Tym padom zafarbime maca n + 1 — j, ktoré je symetrické cez stred

19 http://en.wikipedia.org/wiki/Proof_of Bertrand’s_postulate
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s maciatkom j. V dalsich krokoch budeme stéle zachovavat symetriu. Po odratani n!+1
maciatok sa dostaneme na maciatko, z ktorého sme zacinali, a potom opa¢nym smerom
odratame m maciatok. Skon¢ime na maciatku symetrickom cez stred s maciatkom, ktoré
by sme zafarbili pri odratavani m (vychadzame zo symetrickych maciatok a robime
rovnaky pocet odratavani, ale opaénym smerom, teda skon¢ime opif v symetrickych
maciatkach). Tym pddom ak ndm pri odratavani m ostane na konci maciatko j, tak pri
odratavani m’ ostane maciatko n +1 — j. A sme na konci rieSenia, pretoze ak pomocou
odratavani s,2s,...,ps vieme dosiahnuf, Ze na konci ostant macata 1,2,...,p, tak
pomocou odratavani n!+1—s,n!4+1—2s,...,n!4+1— ps ndm na konci ostani macata
n+1—1,n+1-2,... ,n+1—p. Nop>n/2 ize

{1,2,...,p}U{n+1—-1,n+1-2,... , n+1—-p}={1,2,... ,n}

a teda vieme pre kazdé maca j vybrat také m, aby maca j nebolo zafarbené. Aby bolo
rieSenie Uplne kompletné, potrebujeme este vybavit pripady, ked n < 2, ktoré sme hned
v tvode rieSenia vylucili (vzhladom na podmienku v Bertrandovom postulate). No pre
n < 2 to je jednoduché. Ak n=1,j=1,tak m=1;akn=2,j =1, tak m = 2; a ak
n=2j5=2tkm=1.

SIESTA SERIA

6.1 Je velmi pravdepodobné, Ze hladané n bude zavisiet od stupiia polynému a/alebo
od ¢isla k. VyskaSajme preto takéto m najst pre konkrétne malé hodnoty k a pre
konkrétny polyném, napriklad P(x) = 22 + 3z + 1. Napisme najprv zvysky, ktoré déva
P(i) po deleni ¢islom k, ukazuje ich tabulka. (Riadky uréuji postupne i, stipce k.)
Pomocou tychto zvyskov zistime zvysky suctov P(1) + P(2) + - -- + P(n), napiSme si
preto aj tie. (Po riadkoch sa zvySuje hodnota n.)

zvysky hodnot P(7) zvysky suctov

2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7
111 2 1 0 5 5 111 2 1 0 5 5
211 2 3 1 5 4 2101 01 4 2
3111 3 4 1 5 311 2 3 0 5 0
411 2 1 4 5 1 410 1 0 4 4 1
511 2 1 1 5 6 511 01 0 3 O
61 1 3 0 1 6 6 /0 1 00 4 6
711 2 3 1 5 1 711 0 3 1 3 0
8|11 2 1 4 5 5 810 2 0 0 2 5
911 1 1 4 1 4 91 0 1 4 3 2
10(1 2 3 1 5 5 1000 2 0 0 2 O

Ak sa na napisané ¢isla pozrieme pozornejsie, Tahko si vSimneme, Ze pre jednotlivé
hodnoty k sa zvysky pravidelne opakuji, c¢o by sme radi aj dokazali. Potrebujeme
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ale este vedief, ¢o vlastne chceme dokézaf, teda presne ako Casto sa zvysky hodnot
opakuju. Pripad £ = 2 je zrejme nezaujimavy, no hodnoty k£ = 3,4,5 nam prezradia
to, ¢o potrebujeme. (Treba si eSte uvedomit, Zze napr. pre pripad k£ = 3 nie je dolezité,
7e P(1) = P(2). To dolezité je, ze sa opakuje postupnost 2, 2, 1, ktora méa dlzku tri.)
Vidime teda, ze pre k = 3,4, 5 sa zvysky hodnét opakuji postupne po kazdych troch,
styroch, resp. piatich ¢islach.

Chceme dokézat, ze P(i) a P(k+1) ddvaja rovnaky zvySok po deleni ¢islom k. Nech

P(z) = apx™ + a1z '+ 4 ap_12 + an. (1)

Stac¢i ukazat, ze kazdy Clen na pravej strane (1) déva pre ¢ a k + i rovnaky zvysok po
deleni k. To znamena, Ze i' a (k-+1)! davaji rovnaky zvysok pre vietky . Vyraz (k+1i)!
je asi trochu zlozitejsi, ako by sme chceli, zjednodusif ho vieme pomocou binomickej
vety, dostavame

(k+i)t = (é) kb (i) k'l 4 (é) K22 4t (z _l 1) kit (5) Kot (2)

Kedze k° = 1, tak v rozvoji (2) st vsetky ¢leny okrem posledného delitelné éislom k.
Pritom posledny ¢len je i!, ¢o sme chceli ukézat.

Co toto opakovanie znamen4 pre nage stucty? Cast stc¢tu od k + 1 po 2k bude dévat
rovnaky zvysok ako ¢ast od 1 po k, ozna¢me zvySok tohto ¢iastoéného suctu . Podobne
aj Casti od 2k+1 po 3k, od 3k+1 po 4k,. .. budi davat zvySok . Preto najjednoduchsie,
¢o mozeme spravit, je vziat takychto ¢iastoénych siuc¢tov k, sucet ich zvyskov potom bude
k-&, ¢o je delitené ¢islom k. Takyto pocet sictov dosiahneme, ak za n zvolime k2. Tym
je uloha vyrieSena.

Pozndmka. Vztah (k + i)' = i’ (mod k) vlastne znamen4, Ze postupnost zvyskov
hodné6t polynému je periodicka. Zaroven ho vieme dokéazat aj bez pouzitia binomickej
vety — kedze (k + i) = i, tak tato rovnost nepokazime, ani ked ju umocnime na I.
Postupovat sa dalo aj trochu inak, s vyuzitim faktu (b — a) | P(b) — P(a), ktory nie je
tazké dokazat.

6.2 Najprv si vSimnime, ze ked mame ovce s nejakymi hmotnostami a kazdu z tych
hmotnosti vynasobime nejakym nenulovym c¢islom, alebo k nej nejaké cislo pricitame,
vlastnost zo zadania nijako nepokazime. Ak sme ovce vedeli rozdelit predtym, vieme
ich rozdelif aj teraz a to presne tak isto. Ak sme ich nevedeli rozdelit predtym, tak ich
nevieme ani teraz.

Zaoberajme sa najprv jednoduchsou situaciou. Vezmime si takych 101 oviec, aby
hmotnost kazdej z nich bolo prirodzené ¢islo. Podme v tejto zjednodusenej tlohe
dokéazat sporom, Ze vSetky ovce maji rovnaki hmotnost.

Nech medzi nasimi oveckami je nejakd s parnou hmotnostou a nejakd s neparnou
hmotnostou. Rozdelme ich do dvoch kosiarov, v prvom bud tie s pArnymi hmotnostami,
v druhom tie s neparnymi hmotnostami. V kazdom kosiari bude aspon jedna ovca. Kedze
oviec je neparny pocet, tak bude bud tych v prvom kosiari, alebo tych v druhom koSiari,
neparny pocet.
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Co to znamen4 pre nas? Vzdy vieme vybraf nejaki ovecku tak, aby v druhom kogiari
ostal neparny pocet oviec. Ked teraz ostatnych sto chceme rozdelit na dve rovnako
véaziace 50-tice, nepodari sa nam to. (Stac¢i rozobrat dva pripady). Preto na zaciatku
musela byt parita hmotnosti vSetkych oveciek rovnaka.

Este to nie je uplne hotové, ale uz sme blizko. Vyberme najlah$iu ovecku a jej
hmotnost odéitajme od vSetkych oviec. Ona teda bude mat nulovi hmotnost a vSetky
ostatné nezaporniu. Z predoslej Gvahy vieme, Ze vSetky hmotnosti musia mat rovnaki
paritu, a teda st parne. Co sa stane, ked tieto hmotnosti vydelime dvoma? Ako sme si
povedali v ivode, ni¢ to nepokazi na povodnej vlastnosti, a teda nasu tivahu mézeme
zopakovat znovu. A znovu. Aby to celé fungovalo tak, ako mé, musia byt hmotnosti
oveciek delitelné dvoma az do nekonecéna, takze to musia byt nuly.

Tym sme ukézali, Ze ked mame ovecky s celo¢iselnymi hmotnostami, tak musia byt
tieto hmotnosti rovnaké.

Co sa stane, ak budt hmotnosti racionalne? Vieme ich vynasobenim upravif na
prirodzené cisla. Pre tiito situaciu sme tvrdenie prave dokazali, takze nam ostavaju uz
len iracionalne c¢isla.

Pozrime sa bliZsie na redlne hmotnosti nasich oviec. Ako mozu vyzerat? Keby to boli
napriklad vSetko raciondlne nasobky éisla v/2, tak to uz vieme. LenZe vo vSeobecnosti
nebudi. Skasme si preto zapisat hmotnosti vSetkych nasich oveciek ako stcet racionél-
nych nasobkov nejakych ,skaredych® &isel (1, v/2, 7,...). Od tychto Skaredjch ¢isel
navyse budeme pozadovat, aby sa ziadne z nich nedalo zapisat ako sucet racionalnych
nasobkov ostatnych skaredych cisel.

Nie je jasné, ze takato netrividlna mnozina M skaredych cisel vobec existuje.
Vezmime na zac¢iatku mnozinu M, ktora obsahuje vsetky hmotnosti oviec. Ak sa nejaké
¢islo z tejto mnoziny da zapisat ako stucet racionalnych nésobkov ostatnych, z M ho
vyhodime. Toto opakujeme, kym vSetky ¢isla z M nemaji pozadovant vlastnost.

Na ¢o je dobra mnozina M? Ak vieme nejaké realne ¢islo vyjadrit ako stucet racionél-
nych nasobkov prvkov mnoziny M, tak toto vyjadrenie musi byt jednoznac¢né. (Ak by
sme mali dve rozne vyjadrenia, ich od¢itanim dostaneme stcet racionalnych nasobkov
niektorych ¢isel z M rovny 0. To by znamenalo, Ze niektoré ¢islo z M sa dé napisat ako
sucet racionalnych nasobkov ostatnych ¢isel z M.) Navyse vieme hmotnost kazdej ovce
(aj skupiny oviec) zapisat ako st¢et racionalnych nasobkov ¢isel z mnoziny M.

Nech m je niektoré ¢islo z mnoziny M. Majme dve skupiny oviec s rovnakou
hmotnostou H. Hmotnost kazdej ovce z prvej skupiny mé vo svojom zapise pomocou
¢isel z M nejaky koeficient pri ¢isle m. Cislo H je sti¢tom hmotnosti oviec v prvej
skupine, preto koeficient pri m v zapise ¢isla H je stuc¢tom koeficientov pri m v zapisoch
hmotnosti jednotlivych oviec z prvej skupiny. Taka ist4 tvaha funguje aj pre druhu
skupinu. Z jednoznacnosti zapisu c¢isla H dostavame, ze sucty koeficientov pri m pre
ovce z prvej a druhej skupiny sa rovnaju. Tieto koeficienty st racionalne a funguje to
rovnako pre vyber fubovolnej ovce a rozdelenie zvys$nych na dve rovnako velké skupiny.
To je problém, ktory sme uz vyriesili vyssie.

Pozndmka. Kazdé rozdelenie oviec na dve skupiny sa dé popisat linedrnou rovni-
cou, kde nezname st hmotnosti nasich oviec a koeficienty st 0 (ovca mimo), 1 (ovca
v prvej skupine), —1 (ovca v druhej skupine). Takze mame ststavu 101 rovnic so 101
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nezndmymi. Staci ukéazat, ze jedinym rieSenim tejto ststavy st redlne nasobky rieSenia
(1,1,...,1). To spravime tak, Ze vhodne séitavame a od¢itavame rovnice a sledujeme
paritu koeficientov pri jednotlivych neznamych. RieSenie vyzaduje isté znalosti o sts-
tavach linedrnych rovnic, preto ho tu neuvadzame.

6.3 (Podla Michala Takdcsa.) Kedze N je stred obluka AC, je zrejmé, Ze trojuholnik
ACN je rovnoramenny a M N je os strany AC. Zndmou vlastnostou kazdého trojuhol-
nika je, ze os vnutorného uhla pretina os protilahlej strany na opisanej kruznici. Vieme
teda, ze os uhla ABC, priamka M N a opisana kruznica sa pretinaju v jednom bode.
Nazvime ho P. Zjavne N P je priemerom opisanej kruznice, ¢ize uhol NBP je pravy.
V rieSeni vyuZijeme eSte jednu zndmu vlastnost kazdého trojuholnika a sice, ze

b

—
2cos5

AP| = |SP| = |CP| =

Pitu kolmice z S na AC oznacme (), polomer vpisanej a opisanej kruznice nazvime p
a R. Dahko nahliadneme, ze |SQ| = ¢ a |AQ| = s — a, kde s oznacuje polovicu obvodu
trojuholnika ABC, ¢ize s = (a + b+ c)/2. Dalej |AM| = b/2 a teda

a—c
2

Nech T je pita kolmice z S na NP. Potom STMQ je obdlznik, preto |ST| = |QM| =
= (a—c)/2. Navyse trojuholniky BN P a T'S P maju jeden uhol spolo¢ny a st pravouhlé,
¢ize su podobné. Plati teda

b
|QM‘:§—S+CL:

|SP| B |NP|
|ST|  |BN|’
b
2cos§ - 2R
az< |BN|’
BN| = 2R(a — c) cosg.

b

Trojuholniky SBN a SQM st pravouhlé, nasim ciefom bude dokazat, Ze st podobné.
Cize chceme dokézat, ze

BN| _ QM
|BS| @S|’
¢o je ale ekvivalentné s rovnostami
2R(a—c) cos % a—c
b _ 2
o )
sin% 0
2R(a—c)cos§sin§ _a—c
b 2
b
=2R,

sinf
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z ktorych posledna je opif zndmou vlastnostou kazdého trojuholnika vyplyvajica zo
sinusovej vety. Tym je tloha vyrieSena.

Iné riesenie. Dokreslime bod P ako v predoslom rieseni. Uhol N BP je pravy. Uhol
S M A sa nachadza pri taznici v trojuholniku SC A. Preto sa jeho velkost tazko vyjadruje
pomocou uhlov «, 3. My v8ak tu velkost nepotrebujeme. Stac¢i ndjst trojuholnik SDE
podobny s trojuholnikom SC A, v ktorom je SN B uhlom pri taznici SN. Preto body D,
E musia lezat na priamke BN. Nech D, FE st prieseéniky priamky BN s priamkami AS,
CS. Trojuholniky SDFE a SC A st podobné, dokdzeme to poratanim uhlov s vyuzitim
vlastnosti osi uhlov (vieme, aké uhly zvieraju okolo bodu S) a toho, ze uhol NBP je
pravy.

Dokazujeme, Ze bod N je stredom tisecky DFE. Po poratani velkosti niekolkych dal$ich
uhlov zistime, ze uhly DC'E a DAFE st pravé. Nech F je priese¢nik priamok FA a DC.
Ukéazeme, ze F' lezi na priamke BS. Vyplyva to z toho, ze ked vezmeme bod G ako bod
stredovo simerny s bodom S podla stredu P, tak tsecka GS je priemerom kruZnice
opisanej trojuholniku ASC' (pretoze P je stred tejto kruznice). Takze uhly SCF, SAF
nad priemerom SG su pravé. Preto bod G je totozny s bodom F'.

V trojuholniku DEF st body A, B, C pidtami vySok. Preto kruznica opisana
trojuholniku ABC' je Feuerbachovou kruznicou v trojuholniku DEF. Bod N je jej
druhy priesec¢nik so stranou DFE, preto je to stred strany DFE a tloha je vyrieSena.

6.4 Najprv sa trochu pohrame. Sktisime najst aspoii jedno riesenie. To ndm okrem iného
povie, Ze nebude existovat ziaden trividlny dévod, preco by rovnica nemala rieSenie.
Prikladom takého dévodu st rozne zvysky stran rovnice po deleni tromi.

Prava strana nasej rovnice je vzdy nepéarna. Aj Tava. Toto ndm nedé Zziadnu infor-
maciu o ¢islach z, y. Skusime (inSpirovani pravou stranou) vys$Siu mocninu dvojky.
V pripade = 1 dostavame y = 1 a mame jedno rieSenie rovnice. Ak x = 2, tak prava
strana je delitelna Styrmi. Aj Tavad musi byt, a z toho mame, Ze ¢islo x je parne.

Naga rovnica méa dve celoéiselné nezname. Jednej z nich sa vieme ihned zbavit:

31
y=—5

Takze hladdme také parne prirodzené ¢isla z = 2, ze 27 | 3% — 1.

Vsimnime si vyraz 3* — 1. Akou najvic¢sou mocninou dvojky je delitelny? Ak by
napriklad nebol delitelny 32, tak sta¢i vyskusat x < 4. Ku kazdej mocnine dvojky vSak
najdeme z, pre ktoré je vyraz 3% — 1 delitelny touto mocninou dvojky. Skiisme. Cislo
32 — 1 je delitelné 8. Potom &fslo 3% — 1 = (3% — 1)(3% + 1) je delitelné 16, 3% — 1 je
delitelné 32,...%!

Vratme sa k nasej tlohe. D4 sa ¢islo 3% — 1 rozlozit na st¢in? Vieme, Ze x je parne,
teda z = 2k pre nejaké prirodzené ¢islo k. Potom 3% — 1 = (3% + 1)(3F — 1). Cisla
3% — 1, 3¥ 4+ 1 st za sebou idice parne éisla, preto jedno z nich nie je delitelné 4 a teda
deli ho nanajvys jedna dvojka. Vsetky ostatné dvojky z ¢isla 22* musia delit druhé zo

11 Existencia vhodného exponentu vyplyva aj z Eulerovej vety, ktora hovori, Ze ak prirodzené &isla a
a n st nestdelitelné, tak a¥(™) =1 (mod n). V nasom pripade zvolime a = 3, n = 27.
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spominanych po sebe idtcich é&sel. Preto 22*~! < 3% 4- 1. Z poslednej nerovnosti je
jasné, ze ju moze spliiaf len niekolko maljch k. Tie vysktiSame a dostaneme riesenia
(2,2) a (4,5).

6.5 Vyraz na lavej strane nerovnosti ozna¢me V. Chceme ho zdola odhadnit kon-
stantou. Chceme ¢o najlepsi odhad, takze by mala niekedy nastavat rovnost. Rovnost
obycajne nastava v krajnych bodoch alebo ak st vSetky premenné rovnaké. Vysktsame,
rovnost nastéva pre a = b = ¢ = 1/4/3 a asi nikdy inokedy. Medzitym sme z viizby zistili,
Ze Cisla a, b, ¢ st z intervalu (0, 1) a preto vSetky dalsie ivahy budeme robif na tomto
intervale.

Nema4 velky zmysel roznasobovat nerovnost. Konstanta na pravej strane z niec¢oho
vyjst musi a len tak zadarmo to nebude. Navyse vyraz V sa vébec nepodoba na vizbu.
Vizba a? + b% + ¢ = 1 je stupnia 2 a niet ju kam dosadif, aby sme zhomogenizovali
nerovnost. Takze budeme skusat nieco iné.

Ako sa da pouzit vizba? Ak by sa ndm podarilo dokéazat, Ze na intervale (0, 1) plati

“_ - 3¢§4—3a2
1—a ™~ 2 ’

(1)

tak staci s¢itat takéto nerovnosti pre a, b, ¢ a mame tvrdenie dokdzané. Problém je, Ze
nerovnost (1) neplati. Ale idea je to dobra. Mozno treba trochu upravit vyraz a/(1 —
—a) a uz to podjde. Z niekolkych moznych tprav vyskasame ti, ktord menovatel vyrazu
upravi na ¢osi podobné vizbe (moze a nemusi to viest k rieseniu):

a a-(1+a) a+ a? a 14a*-1 @ 1

1—a_(1—a)-(1—|—a)_1—a2_1—a2+ —  1-@ 1-a&

— 1.

Vyzera to horsie ako predtym. Pozrime sa vSak na to po castiach. Ako najdeme dolny

odhad vyrazu
1 1 1,

+ + /
1—a2 1-—-02 1—¢c2
Nerovnost medzi harmonickym a aritmetickym priemerom pre tri ¢isla sa d4 napisaf
v tvare

1 1 1
(x4+y+2) (— —l———l——) = 9.
x Yy =z
Hociktory z vyrazov na Tavej strane vieme odhadntf zdola pomocou druhého vyrazu.

Dosadme z =1 —a?, y =1 —b%, 2z =1 — ¢? a pouzime viizbu. Dostaneme

1 n 1 " 1
1—a2 1-02 1-—¢2

1\

9
5"
Vieme teda, ze

a+b+c+1+1+13>a+b+c+3
1—a?2 1—-052 1—¢2 1—a? 1—-02 1-—¢2 = 1—a2 1—-02 1—¢2 2
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Teraz na odhad ¢€lenov v tvare a/(1—a?) sta¢i metéda zo zaciatku odstavca, dokazeme,
Ze na intervale (0, 1) plati

To stac¢i na dokaz celej nerovnosti. Pri dékaze poslednej nerovnosti dostaneme kubicky
mnohoclen s premennou a. Ten treba rozlozit na sicin; pomoze ndm pri tom, Ze vieme,
kde nastava rovnost. T4 rovnost musi nastat aj v naSom odhade, takZe pozname jeden
koren nasho mnohoclena.

Iné riesenie. Vylepsime metédu z prvého rieSenia. Najprv trochu upravime vyrazy
na lavej strane, ku kazdému z nich pripoc¢itame 1. Dokazovana nerovnost sa zmeni na

1 1 1 3v3+9

+ + 2 V3t .
l—a 1-b 1-c 2

Oznacéme f(z) = 1/(1—=x). Skasime funkciu f odhadnit na intervale (0, 1) zdola nejakou

funkciou g. Od funkcie g budeme pozadovat, aby prechadzala bodom (1 /3, (1) \/g)),

lebo v tiom nastéva rovnost. NavySe budeme chciet, aby pre = 1/4/3 mala funkcia
g(z) rovnaku deriviciu ako f(x). Chceme teda, aby graf funkcie g lezal medzi grafom
funkcie f a dotyénicou k f v bode 1/4/3. Potom bude fungovat odhad f(a) + f(b) +
+ f(c) = g(a) + g(b) + g(c) a budeme navyse chcief g(a) + g(b) + g(c) = (3v/3 + 9)/2.

Zo vsetkych takych funkcii g si vyberieme taku, ktora sa podoba na vizbu. Budeme
hladat g v tvare g(z) = px? + q. Pre &isla p, ¢ dostaneme z podmienok poloZenych na
funkciu g(z) ststavu rovnic

bt 3g= Y39
2
1 1 1 1
(1- %) -1'( )= (35) =2

VyrieSenim tejto sustavy ziskame ¢isla p, q. Treba dokazat, ze plati f(z) = g(x) na
celom skiimanom intervale. To uz ponechavame na citatela.

Iné riesenie. Ideou tohto rieSenia je vyuzit na odhad lavej strany vazenu Jensenovu
nerovnost. Délezité je upravit Tava stranu do takého tvaru, kde sa da tato nerovnost
pouzit. Ostatné kroky st technické.

DokaZzeme nerovnost v tvare

a? b2 ¢ 3V3+3

ai—a) "o Tl =" 2

Nech f(z) = 1/xz(1—x) pre = z intervalu (0, 1). Funkcia f je konvexnd, preto z Jensenovej
nerovnosti mame

a’f(a) + b2 f(b) + A f(c) = f(a® +b* + cP).
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Z nerovnosti medzi mocninovymi priemermi mame

@3 b B %> @b 12 %_ 1
3 3 RVEY

Odtial dostavame a® +b% 4¢3 > 1//3. Na intervale (1/2, 1) je funkcia f rastiica, preto

1 3v3+3
CL3 3 03 2 — = .
fa ez (o) =



Iné koreSpondencné seminare

Okrem matematickej olympiady st pre studentov zakladnych aj strednych skél pocas
skolského roka organizované aj iné matematické sutaze. Patria medzi ne predovsetkym
korespondencéné seminare. Tieto stfaze sa v detailoch istotne lisia, avSak zékladné
¢rty maju spolo¢né. Pocas skolského roka prebiehaju dve casti (letnd a zimnd), ktoré
pozostavaju zvic¢sa z troch sérii tloh rozosielanych riesitelom do §kol alebo domov.
RieSenia stutaziaci vypracovavaju rovnakou formou ako v MO a v uréenom termine ich
odosielaju na adresu prislusného seminara, odkial sa po niekolkych drioch az tyzdinoch
vratia opravené spolu so vzorovymi rieseniami a vysledkovou listinou. Mladsi a menej
sktseni rieSitelia zvidSa nemusia rieSit tie najzlozitejsie priklady, aby aj oni mali
Sancu ovplyvnif poradie na prvych miestach. Na konci oboch ¢asti stitaze st priblizne
tridsiati najaspesnejsi rieSitelia pozyvani na tyzdinové sustredenie, tcast na ktorom
byva ¢asto najsilnejSou motivaciou na rieSenie tuloh. Nie je ale moZzné nespomentit, Ze
takyto pravidelny tréning sa odraza aj na vysledkoch dosahovanych v MO, a ze drviva
vidsina reprezentantov Slovenska a Ceskej republiky na IMO a IOI sa aktivne zapéajala
do viacerych z tychto seminarov.

Nizsie uvedené koresponden¢né seminare (KS) st urcené predovsetkym Studentom
strednych §kol, svojim zaberom pokryvaju tizemie celého Slovenska a casto maja aj
riesitelov z Ceskej republiky. Je vsak mozné, Ze vo svojom okoli ndjdete aj mensie
sutaze podobného druhu.

Korespondenény matematicky seminar — KMS

KMS vznikol v minulom ro¢niku spojenim Bratislavského a Stredoslovenského ko-
reSponden¢éného matematického seminara (BKMS a SKMS), ktoré este v 51. ro¢niku
MO prebiehali samostatne. Organizovany je studentmi FMFI UK v Bratislave.

KMS ma tri kategdrie. Zacinajucim a mlads$im riesitelom je uréend kategéria ALFA,
pre skusenejsich je kategéria BETA. Rozdelenie do kategdrii umoziiuje bojovat o miesta
na sustredeni aj nesktisenym sStudentom, ktori by v prili§ silnej konkurencii stracali
motivaciu. Od tohto ro¢nika pribudol ako kategéria GAMA seminar SK MO, ktorému
je venovana predchadzajuca kapitola.

KMS

OATC KAGDM FMFI UK
Mlynské dolina

842 48 Bratislava

e-mail: kms@kms.sk
URL: http://kms.sk
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SutaZ talentovanych rieSitelov oblubujtcich matematiku — STROM

Koresponden¢ny semindr STROM je pokracovatelom najstarsieho koreSpondenéného
seminara v byvalom Ceskoslovensku. Je organizovany z PF UPJS v Kogiciach skupinou
rokoch sa na organizovani semindra okrem koSickej skupiny podielaju aj Studenti
FMFI UK pochédzajuci z vychodného Slovenska. RieSitelskti zékladiiu ma prevazne
na vychodnom Slovensku.

STROM

PF UPJS
Jesennd 5
041 54 Kosice

e-mail: strom@strom.sk
URL: http://www.strom.sk

Korespondenény seminar z programovania — KSP

Na rozdiel od predchadzajucich KS, je KSP stutazou v programovani. VSetky jeho
sutazné ulohy su, podobne ako na IOI, praktické. KSP je organizovany zanietenou
skupinkou studentov FMFI UK v Bratislave, ktori maja zaroven na starosti vsetky
ostatné sutaze v programovani od COFAX-u az po MO-P. Sustredenia byvaji na jar
a na jesen.

KSP

KVI FMFI UK
Mlynské Dolina
842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk
URL: http://www.ksp.sk/

Ak ste sa rozhodli do niektorého zo seminarov zapojit, najrozumnejsie je poziadat
o zaslanie uloh prvej série zaciatkom septembra alebo zaciatkom januara, pripadne si
zadania a pravidla najst na internete.
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